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Resumen

Se presenta una revision exhaustiva de la simetria SL(2,R) manifiesta en las ecuaciones que describen
la dinamica del cuerpo rigido libre de torcas, llamadas ecuaciones de Fuler. Este sistema tiene alta sime-
tria debido a dos cantidades de movimiento con interpretacién fisica: energia y momento angular, cuya
dependencia funcional en las variables es de perfil cuadratico. Considerando solo grados de libertad rota-
cionales, el espacio de configuracion del cuerpo rigido posee estructura de grupo SO(3) y puede contraerse
en varios subgrupos via la accién de SL(2,IR) sobre las cantidades de movimiento. Con este mecanismo,
surgen sub algebras asociadas como se(2) e iso(1,1). El sistema posee varios esquemas analiticos para
su descripciéon como los paréntesis de Lie-Poisson y la estructura de Nambu, ambas equivalentes. En el
primer caso, tal estructura es la generalizacién de los paréntesis de Poisson a variedades grupo generales
mientras que en el segundo caso, la mecanica de Nambu intepreta las cantidades de movimiento como
hamiltonianos e introduce un paréntesis para n > 2 funciones dindmicas. Permite ademas, una extensién
del espacio fase a dimensién impar. En este contexto, es un hecho conocido que el espacio fase del cuerpo
rigido puede reducirse mediante SL(2,IR) al generado por el péndulo simple. En este trabajo se estudia
este resultado con detalle analitico y geométrico bajo una parametrizacién en coordenadas elipticas que
permite separar el hamiltoniano asociado a los grados de libertad rotacionales de la molécula asimétrica
cuantica.
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Introduccion

El péndulo simple y el cuerpo rigido libre de torcas son sistemas fisicos bien entendidos, tanto en
mecanica cldsica como su contraparte cudntica. El primer estudio sistematico del péndulo se le atribuye
a Galileo Galilei alrededor de 1602 y su descripciéon dindmica culmina con el desarrollo de las funciones
elipticas por Abel [1] y Jacobi [2; 3] que son soluciones analiticas a las ecuaciones de movimiento'. En
la version cuantica de este sistema, las soluciones analiticas a la ecuacion de Schrédinger son funciones
de Mathieu originalmente propuestas por Condon en 1928 [4]. Desarrollos subsecuentes de los diferentes
aspectos de este sistema cuantico pueden consultarse en [5; 6]. Por otro lado, en 1758, L. Euler [7] mostrd
que las ecuaciones de movimiento que describen la rotacién de un cuerpo rigido estdn descritas por una
ecuacién diferencial de primer orden cuasi lineal vectorial y también tiene como soluciones funciones elip-
ticas. Una descripcién geométrica de las soluciones fue dada por Poinsot [8]?. La cuantizacién del cuerpo
rigido fue abordado por primera vez por Kramers e Ittman [9] y desde entonces, muchos autores han con-
tribuido al entendimiento de los diferentes aspectos dindmicos del problema [10; 11; 12; 15; 16; 17; 18; 19].

A pesar de la longevidad de estos desarrollos, se siguen descubriendo nuevos aspectos fisicos o nue-
vas interpretaciones de estos sistemas que contribuyen al entendimiento de la Fisica en general y de
la mecéanica en particular. A este respecto, basta recordar que la teoria moderna de campos desarrolla
los campos asociados a particulas como un conjunto infinito de osciladores armonicos acoplados en el
régimen sin interaccion. El oscilador armoénico a su vez, constiuye el régimen de oscilaciones pequenas
del sistema del péndulo y éste, en un arreglo acoplado de n miembros, tienen como limite continuo, la
ecuacién de sine-Gordon. Citando otros ejemplos: i) En 1973, Y. Nambu propuso una generalizacién de
la mecédnica hamiltoniana cldsica usando como principio guia el teorema de Liouville [20]. Extendiendo
el espacio fase (usualmente de dimensién par) a dimensiones impares, se puede construir un nuevo pa-
réntesis n-dimensional completamente antisimétrico usando dos o mas hamiltonianos. Nambu aplic este
formalismo al cuerpo rigido. ii) En 1995, R. Montgomery [21] calcul6 el cambio en la fase geométrica en
el curso de la dindmica ciclica del cuerpo rigido en donde el vector de momento angular en el marco del
cuerpo realiza un periodo en su movimiento. iii) Guiado por Deprit [22] y usando la simetria SL(2,R)
de las ecuaciones de Euler, en 1991 Holm y Marsden construyen un nuevo hamiltoniano para ciertos
sistemas dindmicos llamados en la literatura cuerpos rigidos extendidos que pueden escribirse como siste-
mas Lie-Poisson con diferentes estructuras en el dlgebra de Lie asociada como s0(3), iso(2) o heiss [23].
Particularmente interesante es el caso iso(2) donde el espacio fase del cuerpo rigido esta codificado con
cilindros elipticos invariantes en los cuales la dindmica (en coordenadas elipticas) es la del péndulo simple
estandar. Por ultimo, en afios recientes, la rotacién clasica del cuerpo rigido es usada como campos de
control en sistemas cuanticos de dos niveles en presencia de pulsos electromagéticos externos [24]. En
particular, los autores muestran que la dindamica del cuerpo rigido puede utilizarse para implementar
compuertas cudnticas de un cubit.

En este trabajo estamos interesados en explorar con mayor profundidad la relacién existente entre

!Para una revisién de las funciones elipticas vedse por ejemplo [122; 131; 132; 112] y [133; 134; 28] .
2Para una descripcién de la geometria de las soluciones, vedse [55; 61].



el cuerpo rigido y el péndulo simple. Respecto a esta relacién, en [23] se muestra que las algebras de
Lie del cuerpo rigido son s0(3) e iso(2). También se presenta el dlgebra de Heisenberg, heiss, para el
caso simétrico (dos momentos de inercia iguales). A su vez, muestran que esta estructura de algebras
puede observarse desde un punto de vista geométrico; ya que las integrales de movimiento del cuerpo
rigido (que en esta tesis llamaremos funciones Casimir) corresponden a superficies 3-dimensionales en
el espacio generado por las componentes de momento angular. La dindmica ocurre en la interseccién de
estas dos superficies que representan un elipsoide (energia) y una esfera (momento angular). Al aplicar
la simetria SL(2,R) a las funciones de Casimir, su perfil geométrico cambia. El dlgebra iso(2) se asocia
a un perfil de cilindros elipticos donde la interseccion permanece invariante ante esta transformacion,
pues ahi ocurre la dindmica. Las dlgebras que menciona [23] son aquellas reglas de conmutacién de los
generadores hamiltonianos.

Por otro lado, el cuerpo rigido representa la dindmica a nivel clasico de una molécula rotante, es decir,
sin considerar grados de libertad vibracionales. Al desarrollar la teoria cudntica para obtener el espectro
rotacional y energético de una molécula completamente asimétrica, se requiere expresar el hamiltoniano
del sistema en una parametrizacion que permita separar el hamiltoniano en componentes radiales y an-
gulares. En el caso esférico, se entiende bien como hacerlo, siendo los arménicos esféricos los adecuados
para representar las eigenfunciones relativas a la parametrizacién del espacio en coordenadas de Euler.
Sin embargo, en el caso de la molécula asimétrica, es conocido en la literatura que se requiere una para-
metrizacién diferente, a saber, coordenadas esferoconales o elipticas. El hamiltoniano se expresa entonces
utilizando estas coordenadas que permiten separar el operador hamiltoniano. Para lograrlo, se requiere a
su vez definir los parametros e;, con i = 1,2,3 y P llamados pardmetros de inercia y magnitud de asimetria,
respectivamente. Con estos parametros, podemos aislar el hamiltoniano relativo a la energia cinética del
cuerpo rigido y separarlo en coordenadas esferoconales. Se sugiere al lector, revisar [16; 17; 18; 19] para
detalles de lo expuesto en este parrafo.

En esta tesis por lo tanto, usamos tal parametrizacién para estudiar la simetria SL(2,IR) del cuerpo
rigido. A diferencia de [23], en esta parametrizacion, las funciones de Casimir generan mds superficies
bajo la accién de esta simetria. A su vez, pudimos considerar transformaciones con parametros complejos
(C) para obtener el espacio fase del péndulo. Una de las ventajas de trabajar con los pardmetros des-
critos lineas arriba es que es posible establecer una correspondencia explicita entre las soluciones a las
ecuaciones de Euler con movimiento oscilatorio y circular. Esta conexién no fue mostrada en el articulo
original [23] y se explica en este trabajo.

Nambu aplicd su teoria a sistemas bien conocidos en mecanica cldsica y cuantica, a saber, el cuerpo
rigido libre de torcas. En este sistema el espacio fase es 3-dimensional generado por las componentes del
momento angular IT en el sistema del cuerpo. Dos funciones hamiltonianas (funciones Casimir) son la ener-
gia cinética total E y el cuadrado del momento angular IT? = G. Las ecuaciones de Euler IT = IT x (I’ll'I)
se expresan como® IT; = {I1;,E,G} = VII;- (VE x VG). En este formalismo el problema es manifiestamente
invariante bajo transformaciones canénicas lineales que codifican el grupo SL(3,IR) y bajo combinacio-
nes lineales de las funciones de Casimir que codifican el grupo SL(2,IR). Nambu llamé a estas tltimas
transformaciones de morma. Se reconoce el trabajo de Nambu, entre otras cosas, por el hecho de que
permite describir la evolucién de un sistema dindmico con un ntimero de constantes mayor que el minimo
requerido en la formulacién canénica respetando su integrabilidad (véase [29; 30] y las referencias que
alli se muestran). Importante para este trabajo es la posibilidad de geometrizar la teorfa de Nambu en
términos de variedades Nambu-Poisson[31; 75]. En particular, la estructura de Nambu esta relacionada
con el jacobiano asociado al elemento de volumen cuyo determinante (en un espacio de dimensién mas

3Los gradientes son derivadas respecto a las componentes de momento angular, i.e, V = ﬁ,- gikﬁ.
k



alta) hace posible el formalismo para objetos extendidos. Esta propiedad ha sido explotada para la cuan-
tizacion de los paréntesis de Nambu [35] en busqueda de una formulacion natural en teorfa M (véase
[38; 41; 40; 36; 39] y sus referencias). No menos importante son los intentos de dilucidar la relacién que
existe entre los paréntesis de Nambu y las matemadticas, como geometria algebréica y teoria de grupos [42].

Con el objetivo tltimo de cuantizar el cuerpo rigido en un espacio fase 3-dimensional, Nambu identi-
fico las diferentes estructuras de Lie para los generadores cudnticos obteniendo que el sistema incluye el
algebra so(4) y aquellas relacionadas mediante contracciones de grupo. En otras palabras, los generadores
de las élgebras de Lie son los correspondientes a los diferentes subgrupos de SL(3,R). En el caso iso(2),
el espacio fase del cuerpo rigido es exhaustivamente descrito con cilindros invariantes intersectados en
los cuales la dindmica en un parche coordenado con funciones elipticas, es la dindmica del péndulo sim-
ple estdndar. En nuestro trabajo, se halla el caso del algebra iso(1,1) como posible estructura Lie-Poisson.

Como resultado de nuestro analisis, hemos identificado esta dlgebra como posible estructura Lie-
Poisson para un cuerpo extendido asimétrico y mostramos que esta algebra no es posible para el caso
simétrico. Incluimos también las formas explicitas de los generadores de las posibles algebras de Lie.
Esta contribucién atiende este vacio en la descripcién completa del sistema. Utilizamos en nuestra dis-
cusién la nomenclatura usada por Bianchi [33] para clasificar todos los isomorfismos de un algebra de
Lie 3-dimensional. Finalmente, consideramos muy interesante encontrar la relaciéon entre la dindmica
de Nambu y algunos resultados recientes en el area de fisica atomica y los espectros rotacionales de la
molécula asimétrica [17; 34].

Relevante para nuestra discusion es el método geométrico introducido por Poinsot (ver capitulo 1)
para visualizar el movimiento del vector de momento angular que, para el caso del cuerpo rigido, toma
lugar en la interseccion del elipsoide de energia E y la esféra de momento angular G. Esta construccién
permite incorporar naturalmente la formulacién de Nambu pues E =0 = G y por tanto ambas cantidades
son constantes de movimiento. En otras palabras, la érbita del sistema en el espacio fase esta determinada
por la intersecciéon de estas dos superficies. Analiticamente, la parametrizacion de estas intersecciones
estd dada en términos de funciones elipticas (véase dpendice A) cuyos médulos dependen sélo de los pa-
rametros e; (ver [16]). En estas coordenadas puede efectuarse la cuantizacion del cuerpo rigido asimétrico
[9; 59; 11; 12]. La geometria de E es reemplazada por una funciéon de Casimir / con perfil de hiperboloide
eliptico que puede tener uno o dos mantos dependiendo del pardmetro 2E/G. También permite perfil de
cono eliptico o cilindro hiperbdlico en situaciones limite. Esta riqueza geométrica que permite la funcién
hamiltoniana i (bajo la simetria SL(2,R)), concede mds posibilidades geométricas en el contexto de la
construccién de Poinsot. En este sentido, nuestro trabajo es semejante al realizado por [68] para el sistema
Maxwell-Bloch en éptica cuantica.

= Presentamos una lista de lo realizado en este trabajo:

T.1 Revisién exhaustiva de la simetria de norma SL(2,IR) en las ecuaciones de Euler y sus contracciones
de grupo.

T.2 Uso de una parametrizacion til en la descripcion de la molécula asimétrica, que permite una vi-
sualizacién geométrica del prodecimiento propuesto en [23] en un enfoque méas completo.

T.3 Enfasis en la separabilidad de los operadores cudnticos del cuerpo rigido en esta parametrizacién y



T.4

T.5

T.6

T.7

T.8

P.1
P.2

P.3

P4

P.5

posibles rutas para cuantizacién del sistema con SL(2,R) incorporado.

Descripcion algebréica y geométrica del subgrupo iso(1,1) en el contexto de la dindmica del cuerpo
rigido.

Condiciones generales en los generadores hamiltonianos para obtener el dlgebra heiss a partir de
integrales de movimiento cuadraticos.

Transformaciones SL(3,R) que reducen simplécticamente el cuerpo rigido a otros sitemas andlogos
al péndulo.

El cuerpo rigido y su reduccién al péndulo como campo de control en el Pulso Allen-Eberly en
sistemas cuanticos de dos niveles.

Contracciones de SO(3) y su clasificacién geométrica dentro de la dindmica que describen las
ecuaciones de Euler.

Algunas preguntas planteadas en este trabajo son las siguientes:

(Es la clasificacién de [23] completa en términos de reducciones del espacio fase?
;Es posible implementar transformaciones canénicas con variable compleja en este procedimiento?

;Bajo qué condiciones, un sistema con integrales de movimiento da lugar a un algebra especifica en
sus generadores hamiltonianos?

;Que grado de actualidad tiene el estudio del cuerpo rigido y especificamente las ecuaciones de
Fuler?

;,Cuéles son las condiciones para que un sistema dindmico admita un parentesis de Lie-Poisson y
su correspondiente mecanismo de reduccién del espacio fase?

Organizacion de la Tesis

Esta tesis esta organizada como sigue. En el capitulo 1 se presentan topicos bésicos del sistema del
cuerpo rigido con énfasis en el marco de referencia anclado al cuerpo, la construccién de Poinsot y los
momentos de inercia. En el segundo capitulo se exponen tépicos de mecanica geométrica, grupos y algebras
de Lie que sustentan la teoria del cuerpo rigido a nivel més general, muchos de los cuales se requieren
para el estudio de los siguientes capitulos 3, 4 y 5. El capitulo 3 trata las geometrias asociadas a estas
reducciones pendulares plasmadas en el primer articulo publicado. En capitulo 4 detalla la relacién entre
el péndulo y el cuerpo rigido usando los paréntesis de Lie-Poisson y constituye otro articulo publicado. El
capitulo 5 presenta algunas ideas exploradas durante la estancia doctoral que a juicio del autor pueden
marcar nuevas rutas de investigacién. Algunos apéndices exponen topicos de fisica relacionada al cuerpo
general de la tesis y que sirven como referencia.
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Capitulo 1

Cuerpo Rigido I. Generalidades

e R RS
W. Pauli y N. Bohr mavavillados con el
trompo simétrico.

En este capitulo describimos las ideas basicas en la construcciéon y descripcién de la dindmica del
cuerpo rigido libre de torcas. Se enfatizan las construcciones de Poinsot y la obtencion de las ecuaciones
de Euler mediante la constancia del momento angular del sistema. Se establecen los marcos de referencia
adecuados para la descripcién dindmica y se esboza la parametrizacién de la matriz de rotacién en
coordenadas de Euler. En el apéndice C se pone de manifiesto la integral eliptica cuya integraciéon son
las soluciones a las ecuaciones de movimiento de Euler expresadas en funciones elipticas (apéndice B).
Este capitulo estd basado principalmente en [43; 47; 55].

1.1. Generalidades

Un cuerpo rigido puede pensarse como un objeto extendido que rota libremente en el espacio. Los
objetos rigidos son considerados sin grados de libertad internos y pueden describirse como una coleccién
de N puntos constrenidos a mantener invariante sus distancias relativas durante el curso de su evolucién
temporal, es decir |r; — r]'| = ¢jj para cualquier 7,j =1,..., N, siendo ¢;; una cantidad constante. Al pasar al
continuo debemos remplazar la suma de masas por una integraciéon de una funciéon de densidad de masa

sobre un volumen: Y; = [ drp(r). En el espacio euclidiano 3 +1 dimensional, el cuerpo rigido tiene seis
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grados de libertad, tres de ellos traslacionales y el resto rotacionales. El movimiento més general de un
cuerpo rigido involucra entonces, una traslacién en el espacio como un todo y una rotacién alrededor de
un punto del cuerpo.

1.2. Cinematica

Sea un punto P del cuerpo. Para describir la rotacién alrededor de P requerimos dos marcos de re-
ferencia: marco espacial fijo, generado por la base {€,} y marco atado al cuerpo, con base {e;}. De esta
manera {e,} se mueve con el cuerpo como se muestra en la figura 1.1.

€3

e4(ty)

Figura 1.1: Relacién entre el marco del cuerpo y el marco espacial.

Afirmemos que las bases son ortogonales y unitarias. Siempre sera posible entonces, hallar una matriz
R(t) que relacione linealmente los elementos de ambas bases. Es decir, e,(t) = Ry(t)&,!. Asi pues, la
rotacion del cuerpo rigido esta descrita por una matriz 3 x 3 con la propiedad de que su determinante es
igual a la unidad?. El espacio de configuracién del sistema (rotaciones tinicamente) consta de el grupo de
matrices que dejan invariante la norma de un vector: G = SO(3)3.

Sin embargo, el requerimiento RTR = 1 que representa la ortogonalidad de la rotacién o invariancia

de la norma del vector, impone seis constricciones en las nueve componentes de la matriz; dejando sélo

tres componentes independientes que parametrizan el espacio de conﬁguracic’)n4.

'Los indices repetidos indican suma, de acuerdo al convenio de Einstein

2La otra posibilidad es que sea determinante —1 que representaria una rotacién y una reflexién en las componentes de los
vectores base e; — —eg.

3Rl capitulo (2) se enfoca en estudiar este grupo bajo el contexto de mecénica geométrica.

4Por ejemplo, los tres angulos de Euler.
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1.3. Velocidad angular

Todo punto r del cuerpo admite un desarrollo lineal en componentes de los dos marcos de referencia,

r(t)

7.(t)&; marco espacial
r.eq(t) marco del cuerpo,

(1.1)

donde 7 (t) = 7R (t). Tomando derivadas temporales,

dr dr, _ )
i Eea marco espacial
= rade;_t(t) marco del cuerpo (1.2)
= Ty, dRab éb-
dt

Alternativamente podemos preguntarnos cémo cambia temporalmente la base misma,

deu _ dRubé _ dRub

At dr Y dr

R,jclec = Wyc€e, (1.3)

donde en la tltima igualdad hemos definido la matriz wae = Ry (R’l)bc = RpR., usando la propiedad

RTR = 1. La matriz [w] es antisimétrica debido a la ortogonalidad de R y por ello podemos definir un
objeto de un solo indice con estructura de vector, a saber

Wy = Eeabcwbcr (1~4)

de manera que w3 = wip, etc. Las componentes w, son tratadas como componentes de un vector en el
marco del cuerpo, asi que w = w,e,; y el ritmo de cambio de la base en términos de w es

de,

dt
donde hemos asumido un sistema dextrégiro e, x e, = €;,.€.. El vector w es la velocidad angular instan-
tanea medida respecto al marco del cuerpo.

= —€4pcWpec = W X €y, (1.5)

1.3.1. Velocidad angular espacial

Es posible definir otro tipo de velocidad angular observando la variacion de las coordenadas del
marco espacial en el tiempo. En vista de que 7,(t) = 7,R;,(t) podemos proceder como la secciéon anterior
y calcular

1y = 7aRub =T, (RilR)ab (1.6)

donde podemos definir (), = R;ﬁ R, y llamarla velocidad angular convectiva, que da cuenta de la rotacién
en el marco espacial. Notar el orden de aparicién de las matrices R en esta definicién y comparar con
w = RR7! de la velocidad angular en el marco del cuerpo.

Finalizamos la seccién mencionando que la matriz R es un miembro del grupo de Lie SO(3), el espacio
de matrices ortogonales 3 x 3 de determinante uno. La matriz antisimétrica de velocidad angular, [w],
corresponde a rotacién infinitesimal e instantdnea que es un elemento del dlgebra de Lie so(3) como
veremos en el capitulo 2.
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1.4. Tensor de inercia

Considerando al centro de masas anclado al origen de coordenadas, la energia cinética de un cuerpo
rigido puede escribirse como
1
- 2
T = ZX;imi;

= S nimi(wxr) - (wxry) (1.7)

i

= o mim (@) (m) - (r-w)).

O bien, definiendo el tensor de inercia
Lop = 3o mi ((ri-ri) 0ap = (i), (1)) (1.8)
1
completamente simétrico; la energia cinética adopta la forma
T= %wﬂlabwb. (19)

Las componentes de (1.8) son independientes del tiempo ya que estdn medidos respecto al marco del
cuerpo. Para un cuerpo continuo con funcién de densidad de masa, tenemos

v +z2 —xy -Xz
I= f Pro(r)| -xy  2+22 -yz |. (1.10)
-xz  -yz  x>+y?

Esta matriz es real y simétrica y por tanto diagonalizable. Sea la matriz ortogonal O que verifica OIOT = I’
donde I’ es diagonal. Entonces, al rotar los ejes {e,} para que coincidan con los eigenvectores de I (que son
{Oe,}), en este marco, el tensor de inercia es diagonal. Este sistema de ejes en el cuerpo que diagonaliza
I son llamados ejes principales de inercia. En tal base,

L 0 0
=0 L o]. (1.11)
0 0 I

Los eigenvalores I, son llamados momentos principales de inercia y son reales positivos. Las propiedades
cinematicas del cuerpo rigido estdn completamente determinadas por su masa, ejes principales y momen-
tos de inercia, es decir, siete pardmetros independientes. En este trabajo utilizaremos, no obstante, una
parametrizacién diferente que deja libres dos pardmetros; véase capitulos (3 y 4).

1.5. Momento angular
El momento angular del cuerpo rigido IT alrededor de un punto P, puede describirse en términos del
tensor de inercia. Partiendo de la definicién de momento angular tenemos

I = Zimiri X T
Yimir; x (w xr;)

1.12
= Timi(rfw-(w-ri)r;) (1-12)
= Jw.
En el marco del cuerpo, podemos escribir Il = I1,e, para obtener
I, = Iabwb, (113)

donde w = w,e,;. En general, el vector w no es igual a II.
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1.6. Ecuaciones de Euler

Ignorando el movimiento traslacional de un cuerpo rigido para concentrarnos en la rotacién pura,
podemos afirmar que, durante la evolucién de la rotacién, el momento angular se conserva’,
arr  dIl, de, dIl,
—=—e,+1l;— = —e, +[Lwxe,. 1.14
at a0 tar a4 (1.14)
La tltima expresion del lado derecho se simplifica si elegimos que el marco del cuerpo {e;} coincida con
los ejes principales. Usando I1, = [;wy se tiene Iy = [;wy, ete. La expresién (1.14) nos permite escribir
entonces

6:

11601 + Worws (13—12) =0
12w2+w3w1 (11—13) =0 P (1.15)
13603+CU1602 (12—11) = 0

que son las ecuaciones de Euler. Las soluciones de (1.15) més generales involucran funciones elipticas.

1.7. La Construccion de Poinsot

En virtud de la complejidad de las soluciones a las ecuaciones de Fuler, existe una manera geométrica
muy adecuada para describir el movimiento del cuerpo rigido, debida a Poinsot [8]. Consideremos el
referencial del cuerpo. En él, existen dos constantes de movimiento, la energia cinética T y la magnitud
del momento angular II?. En términos de la velocidad angular, tenemos

2 2 2
2T = I1w1 +Izw2+13w3 (1 16)
2 _ 2,272,272, 72 :
IT° = Lwi+Lw;+Ews.
Estas ecuaciones definen un elipsoide en el espacio generado por w. La dindmica de w estd constrenida a
permanecer en la interseccion de estos dos elipsoides, el primero de ellos definido como

L L I
ﬁw%+ﬁw%+—w§ =1 (1.17)

llamado elipsoide de inercia. Fijando la energia a cierto valor permisible, podemos pensar a este elipsoide
como embebido dentro del objeto, rotando con él. El elipsoide de inercia de la figura (1.2) muestra las
lineas de interseccién entre ambas superficies para varios valores de II?. Para valores fijos de las dos cons-
tantes de movimiento, el vector w se mueve sobre las intersecciones. Esto proporciona una demostracién
pictorica del siguiente hecho: un objeto gira de manera estable alrededor de un eje principal con el mayor
y menor momento de inercia, pero no alrededor del eje intermedio en este caso, el codificado por I,%. La
trayectoria de w se conoce como curva polhode y son siempre cerradas pues el movimiento del cuerpo
rigido es periédico.

En el marco espacial, el vector Il es constante de movimiento y también 2T = Il -w. Esto sugiere
que w debe restringirse a un plano perpendicular a II, llamado plano invariante. El elipsoide de inercia
toca el plano invariante en un punto definido por w. Ademas, el plano invariante es siempre tangente al
elipsoide de inercia en el punto w debido a que el vector de momento angular, que podemos escribir como

m=v,T, (1.18)

SUn cuerpo libre de torcas conserva su momento angular debido a la invariancia ante rotaciones de las ecuaciones de
Newton segun lo establece el teorema de Noether.

6Las propiedades de estabilidad se pueden analizar analiticamente. Sin embargo no es el propdsito de este trabajo. Para
detalles véase ([55; 47]).
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@y

Figura 1.2: Elipsoide de inercia en la construcciéon de Poinsot. Aqui Iy > I > I3 y el eje mayor esta
generado por ws. EL vector w rota siguiendo las lineas que se muestran. El movimiento es periédico en
torno a w1 y ws, son estables pero no asi para wj.

nos indica que II es perpendicular al elipsoide como consecuencia de las propiedades del vector gradiente
en el espacio w”. Se sugiere consultar la figura (1.3).

Curva Polhode

Curva Herpolhode

Curva Polhode

Plano
invariante

'\ Elipsoide de inercia

Figura 1.3: Movimiento del elipsoide de inercia sobre el plano invariante en el marco espacial.

La curva que traza w en el plano invariante es llamada curva herpolhode que a diferencia de la curva
polhode no es necesariamente cerrada.

1.8. Angulos de Euler

Como se mencioné en secciones anteriores, el espacio de configuracion del cuerpo rigido puede ser
parametrizado por tres coordenadas. Es comun elegir los llamados dngulos de Euler para este proposito.

7

V& = @j0w;-
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Para ello es Util mencionar el teorema de Euler: una rotacién general puede expresarse como el producto
de 3 rotaciones sucesivas alrededor de & ejes diferentes. La matriz general que describe la rotacién
parametrizada por los dngulos {¢, 6,9} es

cosypcosp —cosfsingsiny  singcosy +cosfsinypcos¢ sinfsinyp
R(p,0,9) =|-cospsiny —cosBcossing —sinysing +cosfcosypcos¢ sinbcosy |, (1.19)
sin 6 sin ¢ —sinfcos¢ cos 6

donde todos los angulos son funciones del tiempo. El dngulo ¢ € [0, 7] corresponde a rotar en torno al
eje @3, después, rotamos por un angulo 0 € [0,277] este nuevo eje y finalizamos rotando una vez méas por
un dngulo ¥ € [0,277] (véase figura 1.4)%.

Ei

Figura 1.4: Rotaciones sucesivas de los dngulos de Euler que dan lugar a la matriz general (1.19).

1.8.1. Velocidad angular en angulos de Euler

La velocidad angular instantdnea adquiere una expresién relativamente sencilla en términos de los
angulos {¢,0,1}. Considerando un cambio infinitesimal en los dngulos,

(,0,¢) > (Y+dyp,0+d6,¢+dep) (1.20)

por definicién de dngulo de Euler, tenemos

w = P83 + B + Pes (1.21)

8 . . - o . .

En la literatura representativa de este tema suele llamarse a este procedimiento parametrizacion zxz y existen diversas
maneras de llevar a cabo las rotaciones en torno a los ejes. En nuestra construccién, la rotacién se lleva a cabo en el orden
ZXZ.
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donde €] es el eje que resulta de
cuerpo,

€3 = sinfsinye; +sinf cospe, +cosbez
;L i
e; = cosiyer—sinpe;

de aqui es posible expresar @ en términos de los angulos de Euler en el marco del cuerpo

w =[psinfsiny + O cosp]e; + [Psinbcosyp —Osiny] e, + [ + Pcosb] es.

Usando el mismo argumento podemos expresar w en el marco espacial.

18
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Capitulo 2

Cuerpo Rigido II. Tépicos avanzados

Urgido por la fatalidad de hacer algo, de
poblar de algin modo el tiempo, quise
recordar, en mi sombra, todo lo que sabia.
La escritura de dios, J. L. Borges

2.1. Introduccién

En este capitulo exploramos las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana dentro del contexto de la
mecanica geométrica y simetrias. El cuerpo rigido constituye un caso paradigmatico en la construccion
geométrica debido a su alta simetria. En este sentido, la teoria de grupos de Lie y su efecto en variedades
diferenciales adquiere relevancia para formular la teoria en su contexto més general.

El grupo de Lie SO(3) tiene un rol doble en la mecanica del cuerpo rigido: constituye el espacio de
configuracién del sistema y a su vez, es el grupo de simetrias de su funcién lagrangiana L : TSO(3) — R.
El grupo de simetria entonces, permite la reduccién de la dindmica al espacio cociente TSO(3)/SO(3).
Las ecuaciones de Euler-Lagrange se generalizan (en términos de grupos de Lie) a las llamadas ecuaciones
de Euler-Poincaré, definidas en el algebra de Lie g = s0(3) que es el espacio tangente de SO(3) conectado
continuamente a la identidad, es decir T,SO(3) = g = s0(3). La formulacién hamiltoniana, con H :
T*SO(3) ~ R, involucra al espacio cotangente T*SO(3) donde la dinamica se describe y también tiene
estructura de dlgebra de Lie, que denotamos como el dlgebra dual g* =s0(3)* = T,;SO(3). La dindmica
hamiltoniana del cuerpo rigido definida en g* tiene estructura diferenciable y admite un paréntesis de
Poisson, por tanto es llamado paréntesis de Lie-Poisson. Importante en este trabajo es la formulacion
del cuerpo rigido en la versién de Y. Nambu [20] en el que se extiende el espacio fase para considerar
familias de hamiltonianos que dan lugar a la misma dindmica. Fl paréntesis de Nambu es equivalente al
paréntesis de Lie-Poisson en el cuerpo rigido. El capitulo constituye una sintesis de [47; 48; 83]. Para una
revisién general se sugiere [45; 46; 49; 55].

2.2. Grupos de Lie

Definimos un grupo de Lie G como un conjunto de elementos tales que

» Gx G~ G es una operacién binaria (multiplicacién) que asocia elementos: (gh)k = g(hk) Vh,g € G.

19



» Existe un elemento identidad e € G tal que eg=gy ge =g

s Existe el elemento inverso g‘1 tal que gg_l = g‘l g=e.

A su vez, un grupo de Lie tiene estructura de variedad (en sentido de geometria diferencial) en la cual,
las operaciones (g,h) — gh y ¢+ ¢! son funciones suaves.

Los grupos de Lie pueden ser muy abstractos, sin embargo, un grupo de Lie matricial es el conjunto de
matrices invertibles n x n que es cerrado bajo la multiplicacién de matrices y es de hecho, una subva-
riedad de R™". M4s aun, que un subgrupo de Lie sea una subvariedad implica que es invariante bajo
operaciones de grupo especificas y sugiere una estrategia para carecterizar subgrupos de Lie de GL(n,R),
imponiendo condiciones de invariancia. El grupo GL(#n,IR) es aquel que consiste en el grupo de isomor-
fismos (lineales) de R" a él mismo y tiene dimensién 12, el niimero de elementos independientes. Como
ejemplo, consideremos el conjunto

S:={U e GL(n,R)|[UTKU = K},

que define un subgrupo S de GL(n,R) y por tanto es una subvariedad de R™" de dimensién n(n—-1)/2
que deja invariantes ciertas formas cuadraticas bajo transformaciones lineales, S x R" — R", con x — Ux,
ya que

x'Kx =x'UTKUx, xeR".

Asi que U € S cambia la base para la forma cuadratica K pero deja su norma invariante. En otras pa-
labras, S es el subgrupo de isotropia de la forma cuadratica asociada a K. Mas adelante veremos que el
paréntesis de Nambu del cuerpo rigido puede adoptar una forma que involucra esta forma cuadratica, a
saber, el momento angular.

Para un grupo de Lie matricial S, podemos definir el espacio tangente T;S en la identidad tal que, si
A, B € T;S se verifica AB—- BA € T|S. Con esta idea, podemos hablar de curvas R4 en S que comiencen
en la identidad R4 = I y cuyas derivadas respecto del pardmetro ¢ en t = 0 sean R/, (0) = A. Tomemos
entonces S(t) = R4(t)BRA(t)™! € T;S. Se sigue que S(t) € T;S para cualquier ¢t y S'(t) € T;S. En particular
S'(0) = AB-BA € T;S. Al objeto [A,B] = AB- BA se le llama conmutador de matrices que verifica
propiedades de antisimetria y regla de Jacobi como definiremos en (2.4.1).

2.2.1. Algebra de Lie matricial

Un algebra de Lie matricial g es un conjunto de matrices n x 1 con estructura de espacio vectorial
con respecto a las operaciones usuales de adicién y multiplicaciéon de matrices por escalares y que posee
la propiedad de cerradura bajo el conmutador [ , ]. Se sigue entonces que para cualquier grupo de Lie S,
el espacio tangente en la identidad es su algebra de Lie asociada, es decir g = T;S.

2.3. Acciones de grupo

La accion de un grupo de Lie G sobre una variedad M es un grupo de transformaciones de M asociados
a elementos del grupo G, cuya composicién actuando en M, corresponde a multiplicacion de grupo en G.
Es pertinente presentar la deficién completa [47].
Definicion. Accion izquierda de un grupo de Lie G en M es un mapeo suave @ : G x M — M tal que

w (i) P(e,x)=x V xeM;
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v (i) ®(g, P(h,x))=P(gh,x) YgheGxeMy

» (iii) P(g,-) es un difeomorfismo en M para cada g € G.

Se suele utilizar la notacién gx para ®(g, x) y pensar al elemento g del grupo actuando sobre un punto
en M. El punto (ii) implica entonces que (gh)x = g(hx). Exste la correspondiente accién derecha que
resumimos con las expresiones: (xg)h = x(gh).

La traslacién Izquierda (Derecha) es una accién de un grupo sobre él mismo. Suele denotarse como
Lg (Ry), es decir Lg : h + gh (Rg : h = hg) para elementos g,h € G. Como caso particular, consideremos
Iy :h — ghg™! que define el automorfismo interno asociado a g. Las 6rbitas de esta accién definen las
clases de conjugacion.

2.3.1. Orbitas de grupo

Para un grupo de Lie G y un punto x € M, definimos el conjunto
Orb[x] = {gx|ge G} c M,

como la ¢rbita del grupo a través de x. Esta definicién representa una nocién més general de trayectorias
en el espacio fase de un sistema dindmico.

Como ejemplo, podemos pensar en las 6rbitas de SO(3) := { A|A € Ma,3,det(A) =1} en M = R® dado por
multiplicacién de matrices. La accién de A € SO(3) en un punto x € R? es el producto Ax y por tanto, la
6rbita del origen es el origen mismo mientras que para otro punto, es una esfera de radio |x| en torno al
punto de anclaje del vector x. La acciéon de grupos G sobre ellos mismos mediante acciones por izquierda
(o derecha) también produce érbitas de grupo llamadas accidn tangente levantada' en su haz tangente?.

2.3.2. Acciones de grupo sobre campos vectoriales

Si ®:Gx M~ M es una accién izquierda, entonces G acttia sobre el conjunto de campos vectoriales
X (M) mediante push-forwards®: ¢X = (CIDg)* X. Lo mismo sucede en cuanto a la accién derecha: Xg.

Campos vectoriales invariantes por izquierda

Si G actia sobre M por la izquierda, un campo X en M es invariante con respecto a esta accién (a
veces llamado G-invariante) si ¢X = X para toda g € G. Equivalentemente ¢(X(x)) = X(gx) para toda
g€ Gy xeX. Més atin, si consideramos la accién izquierda de G sobre él mismo: ®,(h) = Lg(h) = gh,
decimos que un campo vectorial en G que sea invariante con respecto a esta accién es invariante por
izquierda. Es decir, X es invariante izquierda si y solo si g(X(h)) = X(gh). Al conjunto de campos vec-
toriales de este tipo se etiqueta como XL(G).

Considerando un elemento & € T,G, definimos Xz(g) = ¢¢. Entonces Xé es el tnico campo vectorial

invariante izquierda tal que Xé(e) = ¢. Esto nos conduce a considerar que el mapeo ¢ — Xé es un isomor-

fismo de espacios vectoriales de T,G a X L(G) y por ello, los campos vectoriales invariantes por izquierda
pueden ser usados para definir las dlgebras de Lie de los grupos de Lie, como veremos a continuacién.

1Tangent Lifted action en inglés.

2Tangent bundle, en inglés.

3El push-forward puede definirse como sigue. Sea un vector X en M y un difeomorfismo ¢ : M — M. Entonces el
push-forward de X por ¢ es ¢.X(¢(x)) = Txp(X(x)) = Dp(x) - X(x) con D el operador derivada.
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2.4. Sistemas hamiltonianos en parches coordenados

Las ecuaciones de Hamilton son un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Es
posible abordar la mecanica de Hamilton en un formalismo de covarianza general de coordenadas y esto
ofrece més naturalidad para estudiar sus propiedades mateméticas*. Para un sistema finito de rango
constante, el teorema de Darboux establece que, siempre es posible introducir coordenadas en el sistema
en orden de atender las particularidades de la dindmica [49].

2.4.1. Paréntesis de Poisson

Dada una variedad M, un corchete de Poisson en M asigna a cada par de funciones reales y su-
ficientemente bien portadas F,H : M ~ R otra funcién real denotada como {F,G} con las siguientes
propiedades:

(a) Bilinealidad.
{cF+c'P,H} =c{F,H} +c'{P,H},{F,cH+c'P} =c{F,H}+c'{F,P},V ¢,c' e R.

= (b) Anti-simetria.

{F,G} =-{G,F},

» (c) Identidad de Jacobi.
{{F,H},P}+{{P,F},H}+{{H,P},F} :0/

(d) Regla de Leibniz.
(F,H-P}={F,H}-P+H-{E,P).

Aqui () representa la multiplicaciéon ordinaria para funciones de variable real. Una variedad M con
este corchete se denomina wvariedad de Poisson y define una estructura de Poisson en M. Esta nocién
de variedad es mas general que las variedades simplécticas o con estructura Hamiltoniana ya que en
particular, la variedad puede ser de dimensién impar. Si M es una variedad de Poisson, una funciéon C :
M — R es llamada Casimir si el paréntesis de Poisson con cualquier otra funcién se anula idénticamente,
esto es, {C,H} =0,VH.

2.4.2. Campos vectoriales hamiltonianos

El caracter bilineal de la regla de Leibniz permite definir una nocién de diferenciacion mediante el
mapeo F — {F,H} y por tanto campos vectoriales en M°. Con esta idea podemos definir el siguiente
objeto.

Definicion. Si M es variedad de Poisson y H : M — R es una funcién suave, el campo vectorial
hamiltoniano asociado con H es el tinico vector 9y en M tal que

ou(F) = {F, H} = —{H, F} (2.1)

4A diferencia de introducir las coordenadas (g9, p) que aparece en los textos elementales

5 . . 1 z .

°Para una variedad, un vector puede expresarse definiendo una base: v = {(x)d/dx; donde los indices se suman de acuerdo
al convenio de Einstein.
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para cualquier funciéon F. En este punto conviene considerar un ejemplo y para fijar ideas pensemos en
el caso simpléctico de dimensién par. Sean (p,q) = (p', ..., p",q",....q") y dos funciones H(q,p) y F(q,p).
El paréntesis de Poisson se define como

oF 0H OF 0H
F, — - 2.2
{ }Z{aqap apaq} 22

Que satisface todas las propiedades descritas arriba. En particular
{r',p'}y=0, {4,9}=0, {q,p}=6. (2.3)

El campo vectorial hamiltoniano asociado a este paréntesis resulta ser

0H 0 0H 0 )’ (2.4)

ﬁ - - T = =
e Z (ap "9g 9q' 9p
y el correspondiente flujo hamiltoniano en el espacio fase estd parametrizado por las ecuaciones de
Hamilton, _ .

dq' oH dp'  oH

dt  ap'’ it ogi’
Existe una conexién fundamental entre los paréntesis de Poisson de dos funciones y el corchete de Lie
asociado a sus campos vectoriales hamiltonianos. A saber,

(2.5)

Otr,ay = —[0F, On] = [0n,0F] . (2.6)

2.4.3. Funciones de estructura

Las funciones de estructura definen la regla de multiplicacién de un algebra de Lie. A su vez estan
ligadas a los paréntesis de Poisson como veremos a continuacion. Asignemos a M un parche local coor-
denado x = (x',...,x™) y sea H(x) una funcién de variable real. E1 campo vectorial hamiltoniano sers
oy = ¢'(x)9/0x' donde los coeficientes ¢ (x) son funciones que dependen de H. Si F(x) es una segunda
funcién, podemos escribir en virtud de (2.1),

(FH) = 0n(F) = 3. () or (2.7)
i=1
Entonces,
¢'(x) = on(x') = {x', H}, (2.8)
por lo cual .
meo r
{F'H}:;{X'H}ﬁ' (2.9)

Por otro lado, usando la antisimetria del paréntesis de Poisson es posible revertir este proceso y calcular
en términos de los campos vectoriales asociados a las coordenadas x', a saber,

{x',H} = —{H,x'} = —0:(H) = z{x] x } (2.10)

donde se ha aplicado nuevamente la ecuacién (2.9) con H remplazando a F y x' reemplazando a H. Con
esto podemos obtener la siguiente férmula,

; BP aH
D ) e 2.11
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En otras palabras, para calcular el paréntesis de Poisson de cualesquiera par de funciones en un parche
coordenado local, es suficiente conocer el paréntesis entre las funciones coordenadas mismas. Llamamos a
tal paréntesis J(x) = {x',x/} funciones de estructura. Por conveniencia asignamos a tales funciones una
matriz J(x) de m x m y usando el hecho de que VH representa el vector gradiente (columna) asociada a
la funcién H, podemos escribir en el parche coordenado,

(F,H} = VF-]JVH. (2.12)

Por ejemplo, si el paréntesis de Poisson representa el paréntesis canénico en R™ = R?"*! tal matriz tiene
perfil simpléctico por bloque

0 -1 0
7=[1 0o o (2.13)
00 0

relativo a las coordenadas canénicas (p,q;z), donde [ es lamatriznxny z = (z',...,z"). El campo vectorial
hamiltoniano asociado con H es de la forma

aH 0
O g 2.14
o1 = z(zu ax]axl) (214)
por tanto, en un parche coordenado, las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse como
dx
— =J(x)VH(x) = {x,H}. (2.15)

Un sistema que posea esta estructura se dice que es un sistema hamiltoniano tal que las funciones J(x)
determinan un paréntesis de Poisson en la variedad M. Finalizamos esta seccion enfatizando que la matriz
de Poisson cumple con las condiciones de anti simetria y verifica la identidad de Jacobi.

2.4.4. Estructura Lie-Poisson

Las estructuras de Poisson tienen asociada un algebra de Lie de dimensién finita g. Sea CZ con
i,j,k=1,...,r las funciones de estructura, en este caso constantes relativa a la base {vy,...,v,}. Tomemos

ademés un espacio vectorial V con coordenadas x = (x',...,x") con base generadora {wj, ...,w,}. Se define

el paréntesis Lie-Poisson entre dos funciones suaves F, H: V — R como

! oF oH
{F,H} = chjkxk

(2.16)
i ox; ax]

En este caso, la matriz | es una combinacién lineal en las coordenadas ( Jii (x) = ci]-kxk) que cumple las

condiciones de anti simetria y regla de Jacobi.

La funcién F : V — R, tiene gradiente VF y es un elemento del espacio vectorial dual V* o espacio

cotangente si V = M y por ello, podemos definir el escalar

(VE;y) = lim F(x+ey)-F(x)

2.1
e»—>0 € ( 7)

Para cualquier y € V' y ( ;) representando el apareamiento® entre V y V*. Tomando esto en cuenta,
podemos identificar el espacio V usado en la construccién del paréntesis de Lie-Poisson con el algebra

5En otros contextos como Relatividad General, el apareamiento es un escalar construido con la métrica 7.
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dual g* siendo el conjunto {w;} la base dual a {v;}”. El paréntesis de Lie-Poisson adquiere su forma libre
de coordenadas como
[FHY(x) = (G[VF(x), VH®)]), xeg’, (2.18)
con [, ] el corchete de Lie ordinario del dlgebra g. Ahora bien, si H : g = R es una funcién escalar, el
sistema, asociado de ecuaciones de Hamilton adopta la forma
dxi r k kaH .
— =) CX=—, =1,..r, 2.19
dt Zk: i (2.19)
ji
en donde las coordenadas aparecen explicitamente. Como ejemplo de este formalismo, consideremos el
siguiente sistema [49].
Sea el algebra de Lie 3-dimensional g = so(3) asociado al grupo de rotaciones SO(3). Sea la base v1 =
Yo — zay, Uy = 20y — X0,0V3 = xay - Y0y que genera rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes x,y,z en
R3. Se sabe que esta base tiene relaciones de conmutacion [vi, vj] = Cf-‘jvk. Témese {w1, wr, w3} como base
dual para s0(3)* = g* ~ R? de tal manera que IT = IT'w; + IT?w, + IT2w;3 es un punto en g*. Sea la funcién
F:50(3)" » R, entonces su vector gradiente es
B 8FU+8FU+8PU
) 1 T ERCF T
Usando (2.18), encontramos que el paréntesis de Lie-Poisson en so0(3)* es
oF 0H oF oH oF 0H oF oH oF 0H O0F 0oH
{F,H} = Hl( )+H2( )+H3( )

VF

€s0(3). (2.20)

oII3 oI12 OII2alII3 oITl oIT3  II3 all! oI12 oIT!  OIll oI12

= -II-VFxVH
= —HlCijka]PaHk,
(2.21)
usando el producto cruz estdndar® en R3. La matriz de estructura en este caso serd
0 -IP IP
Jw)=| ¥ 0 -II'|, Meso(3)". (2.22)
-2 It 0
Por tanto, las ecuaciones de Hamilton asociadas a la funcién H(ITI) son
dIl

(Hl)Z . (HZ)Z . (HS)Z

Si la funciéon H es de la forma H(II) =
21, 2, | 2L

siendo I; ciertas constantes, entonces las

ecuaciones de Hamilton son

AL 111, dar _b-h P11, daf _h-h 112, (2.24)
dt LI dt JEVE dt LI

El sistema fisico que obedece las ecuaciones (2.24) es el cuerpo rigido, es decir, son las ecuaciones de Euler
si identificamos las constantes I; con los momentos de inercia alrededor del sistema de ejes principales, a
su vez IT' son los momentos angulares (con velocidades angulares Q) = IT//I;) y la funcién hamiltoniana
representa la energia cinética del cuerpo rigido [55]. En este sentido ya podemos afirmar que el cuerpo
rigido es un sistema Hamiltoniano con estructura Lie-Poisson y dlgebra dual so(3)*.
Las estructuras Lie-Poisson y las ecuaciones de Euler-Poincaré pueden generalizarse a grupos (y algebras)
de Lie arbitrarios. Para ello es necesaria una nocién geométrica mas general, independiente de parches
coordenados. Este formalismo se desarrolla en el contexto de la mecdnica geométrica.

"No se distingue indices covariantes de contravariantes pues trabajaremos en general con espacios vectoriales Euclideanos,
a menos que se especifique lo contrario.
8Las constantes de estructura en este caso corresponden al tensor de Levi-Civita en R3.
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2.5. Bases de mecanica geométrica

La mecénica lagrangiana se enfoca principalmente en los principios variacionales para su formulacién
bésica. En contraste, la formulacién Hamiltoniana se centra en las estructuras simplécticas y de Poisson.
Estas dos formulaciones se relacionan entre ellas mediante transformaciones de Legendre. Comenzamos
revisando la formulacién Hamiltoniana dentro del contexto de la mecénica geométrica [50].

Si P es una variedad y F(P) el conjunto de funciones de variable real en P. En (2.4.1) consideramos
una operacién llamada paréntesis de Poisson. Las tres primeras propiedades en (2.4.1) hacen del conjunto
(P,{,}) un dlgebra de Lie como se mencioné en (2.4.3). A su vez, estas propiedades nos permiten asegurar
la existencia de un tensor B en P que asigna cada z € P un mapeo lineal B(z) : T; P~ T,P tal que

{f,8}(2) = (B(2)-df(2),dg(2)). (2.25)
Siendo (,) un producto escalar entre vectores y covectores. Si z!, I = 1,2...M denota un conjunto de
coordenadas en P, podemos escribir

_ i 9f 98
{f 8} =B"-557 (2.26)

La propiedad (b) en (2.4.1) indica que B! = ~B/! y 1a identidad de Jacobi puede escribirse

aB] 0B I 8B”
LI L] LK 7
B _ZL +B _ZL +B _ZL =0. (2.2 )

Si tenemos dos variedades de Piosson (ver seccién 2.4.1), es natural intentar compararlas. Si (P, {, }1) vy
(P2, {, }2) son variedades de Poisson, un mapeo ¢ : P; = P; se llama Poisson si para cualquier f, g € F(P,)
tenemos

{f,h}zoqb: {foqb,hoq)}l, (2.28)

es decir, un mapeo de Poisson preserva la esctructura de Poisson.
En mecénica de Hamilton se utilzan las llamadas variedades simplécticas. Sea P una variedad y () una
2-forma en P. El par (P,Q)) es simpléctica si () satisface

» (S1):dQY=0 (i.e.Q) es cerrada)
» (S2): Q) es no degenerada.

En este contexto podemos definir la nocién de ecuaciones de Hamilton cuyas curvas solucion seran las
curvas integrales de los campos vectoriales hamiltonianos. Es decir, si (P,()) es una variedad simpléctica
y f € F(P), sea Xy el tinico vector en P que satisface

Q. (Xf(z),v) =df(z)-v VoveT,P (2.29)

decimos que Xy es un campo vectorial hamiltoniano de f. Las ecuaciones diferenciales de Hamilton en P
son

2= X4(2). (2.30)

El paréntesis de Poisson y la 2-forma () son equivalentes
{f.g} =Q (X5, Xg). (2.31)
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Se sigue que cualquier variedad simpléctica es una variedad de Poisson”. Sin embargo, los campos vecto-
riales hamiltonianos son definidos en variedades de Poisson de la siguiente manera.
Si (P,{,}) es una variedad de Poisson y f € F(P), definimos X como el tinico campo vectorial en P que
satisface

Xf[k] = (dk,Xf) ={k, f} VkeF(P). (2.32)

Entonces, X ¢ es un campo vectorial Hamiltonano de f. Estas ideas nos permiten escribir las ecuaciones
de Hamilton de tres maneras diferentes. Si H € F(P) en una variedad de Poisson (P, {, }), se verifican las
propiedades

u ZZXH(Z).
= fdf(z)-Xu(z) VfeF(P).
= f={f, H VfeF(P).

Sea el flujo hamiltoniano ¢; de las ecuaciones de Hamilton, entonces ¢;(z) es la curva integral de zZ = Xp
comenzando en el punto z. Entonces se siguen las siguientes afirmaciones

= Cada ¢ es un mapeo de Poisson.
» Ho¢; = H (conservacién de la Energia).

La primera afirmacién es valida incluso para funciones H dependientes del tiempo mientras que la segunda
estd acotada a funciones independientes de este. Otros resultados importantes en este formalismo es que
el flujo de un campo vectorial hamiltoniano en una variedad simpléctica es un difeomorfismo simpléctico,
es decir ¢*() = () con ¢ un mapeo de Poisson. Este resultado es importante porque permite demostrar
el teorema de Liouville: Fl flujo de un campo vectorial hamiltoniano consiste de mapeos que preservan el
volumen. En coordenadas candnicas, el campo vectorial hamiltoniano es

oH oH ) (2.33)

Xu(q,p)= (%'_a_q

2.5.1. Haz Cotangente

Si Q es una variedad'® y T*Q su haz cotangente, elegir un parche qi para Q induce, de manera natural,
coordenadas (g, p]-) en el haz cotangente T*Q a veces llamadas coordenadas candnicas cotangentes. Existe
una unica 1-forma @ en T*Q tal que, para cualquier elecciéon de coordenadas, tenemos

O = pidqi; (234)
y llamamos O, 1-forma candnica relacionada con (),

Q=-dO =Y dq' rdp;. (2.35)

C . . . . P , . . . 4 .

9El inverso no es necesariamente cierto. Un ejemplo no trivial de paréntesis de Poisson que no es simpléctico es la
estructura de Lie-Poisson asociado al cuerpo rigido, como veremos en 2.6.

10Que puede ser el espacio de configuracién de un sistema mecéanico.
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A manera de resumen, tenemos que (T*Q,)) es una variedad simpléctica que en coordenadas candnicas,
el paréntesis de Poisson en T*Q adopta la forma
of dg 98 of
{f.8 =555 (2.36)
dq' dp;i 94’ Ip;
Finalmente, toda variedad simpléctica luce localmente como T*Q. En otras palabras, para cualquier
variedad simpléctica de dimension finita, existen coordenadas bajo las cuales () adopta la forma () =
-d® =dg' Adp; y las ecuaciones de Hamilton son
. O0H JoH
o 20 g = 2.37
Las estructuras de Poisson son mas generales que las simplécticas sin embargo, puede demostrarse que
toda variedad de Poisson es la unién de superficies simplécticas. Esto es importante en nuestro contexto
yva que el cuerpo rigido puede verse como la unién de retratos fase del péndulo, cuyo paréntesis es
simpléctico't.

2.5.2. El grupo SO(3)
El grupo de Lie, llamado grupo especial ortogonal se define como
50(3) = {AlA € 1M3X3,det(A) = 1}

La accién del grupo de Lie matricial SO(3) sobre vectores en R por multiplicacién izquierda representa
una rotacién. El dlgebra de Lie asociada se representa como g = so(3) y son matrices de 3 x 3 tales que
AT = —A. Elementos en g = s0(3) representan velocidades angulares mientras que los momentos angulares
residen en so(3)*.

Podemos definir un isomorfismo entre (so(3),{,}) y (IR? x) con x el producto vectorial usual,
0 -u® u?
u:= (ul,uz, u3) eR¥-n:=[u® 0 -u'leso(3),
—u?> ul 0
que en componentes luce como i;; := —eijkuk. Es equivalente el isomorfismo dado por
Av=uxv Vu,ve]R3.

Este isomorfismo es codificado por el operador hat: (*) : (s0(3),{,}) (R3, x) y siempre puede escribirse
en términos de una base para so(3),

A N

f=u-J=uf,

Bajo el mapeo hat se verifica la identidad de Jacobi (2.4.1). Algunas propiedades de este isomorfismo son

= (uxv) =00-00=[d,0],
» [0,0]w=(uxv)xw,
s ((uxv)xw) =[[a,0],%],

1
" u-v= —ETraza (10) =: (1, 0).

UEn el capitulo 4 se utilizard esta afirmacién.
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2.5.3. AD, Ad y ad en SO(3) y sus algebras
La accion AD de SO(3) sobre él mismo es una conjugacién mediante multiplicacion de matrices
I4(B) = ABA™Y,
mientras que Ad de SO(3) sobre su algebra so(3) puede obtenerse diferenciando B(t) en B(0) = Id,

Adyd = (%) (AB(t)A™') = ADA™!, con 6 =B(0).
t=0

Es posible calcular el emparejamiento con un vector w € R3 mediante la siguiente expresién
Adad(w) = AD(A'w) = A(vx A7lw) = Avxw = (Av) w

donde se ha usado A (uxv) = Aux Av. Consecuentemente Adsd = (Av) e identificando so(3) = R?
tenemos

Adyv = Av.

En palabras, la accién adjunta Ad de SO(3) sobre so(3) es identificada con la multiplicacién de una
matriz por un vector. Por otro lado, la accién de so(3) sobre él mismo es el corchete de dos matrices

[1,9] = adgd = (%)tzo (exp(t)v) = (v) = (uxv) .

Es decir, la accién ad de so(3) sobre si misma es el conmutador de matrices donde el isomorfismo hat lo
identifica con el producto vectorial.
Es posible identificar también al dual s0(3)* con R® mediante el isomorfismo

HeR}~TIMeso(3)*: (I,a):=I1-u, uelR>

Asi que, en términos de este isomorfismo, la accién coAdjunta de SO(3) sobre so(3)* es

Ad’ 1T = (ATD), (2.38)
y la accién coadjunta de so(3) sobre so(3)* es

adiIT = (IT x u). (2.39)
La accién coAdjunta de SO(3) sobre s0(3)* es como (2.38)

Ad’ L TT = (ATI).
Las orbitas de la accién (2.5.3) de SO(3) sobre so(3)* es una esfera de radio |II|. Las curvas en esta
orbita coAdjunta son sus intersecciones con los niveles de energia del cuerpo rigido, como se muestra en
la imagen (2.1).
2.5.4. Paréntesis de Lie-Poisson en variedades de Poisson

El principio variacional del cuerpo rigido y su paréntesis asociado son casos especiales pues estas
ideas se pueden generalizar a un algebra de Lie g general. Un espacio vectorial junto con un paréntesis
antisimétrico [{, 7] que satisface la identidad de Jacobi:

(&1, 21+11,¢1n1+([n,2],¢1=0 (2.40)

Por ejemplo, el 4lgebra g = R asociada al grupo de rotaciones con corchete [, n]=Cxn.
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Figura 2.1: Orbitas de SO(3) sobre s0(3)*.

Ecuaciones de Euler-Poincaré

Estas ecuaciones son véalidas para cualquier algebra de Lie (finita o infinita). Tomemos el caso finito
y elegimos una base B = {ey,....;} de g (entonces dimg = r). Se definen las constantes de estructura via
la ecuacién (véase 2.19)

r
leasep] = > Chiea. (2.41)
d=1

Si ¢ es un elemento del dlgebra, sus componentes relativo a la base B son ¢ y la correspondiente base dual
es B* = (¢!, ..."). La lagrangiana contiene derivadas dL/dx; por lo que las ecuaciones de Euler-Poincaré

para cualquier algebra es
d oL . oL

arog "oz

donde adg : g+ g es el mapeo lineal 7 — [¢,77] ¥ adg : g%+ ¢" sumapeo dual. En el caso de una funcién

(2.42)

lagraniana L:R? » R tenemos

d oL JL

itoa
que generaliza las ecuaciones de Euler del cuerpo rigido en donde el algebra es so(3). Por supuesto, las
ecuaciones de Euler-Poincaré son equivalentes al principio variacional para el cuerpo rigido siempre que
las variaciones sean de la forma 0¢ = 77 + [, 7] para alguna curva 1 en g que se anula en los extremos.

(2.43)

Ecuaciones de Lie-Poisson

El paréntesis de Poisson (2.2) también se generaliza bajo algebras arbitrarias. Si F,G son definidas
en el espacio dual g*. Denotemos a sus elementos con u y sea la derivada funcional de F en p el tnico
elemento 6F/dy de g definido como

iy [P+ ed) - F0) = (0w, 57 (2.49)

para cualquier dp € g. El simbolo (,) es el apareamiento entre elementos de g* y elementos de g. Con
esto, definimos el paréntesis de Lie-Poisson como

r JoF 0G
{F,Gle(m) =% >, Chusm=—=—
* l%ijl P O Oy

(2.45)
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donde p = pge”. Este paréntesis satisface las propiedades usuales: antisimetria, identidad de Jacobi y de
Leibniz. Tiene estructura de variedad (por ser de Lie) y por tanto es llamado Paréntesis de Lie-Poisson.

El ejemplo caracteristico es g = R3 siendo el paréntesis [%,7] =« xy e identificando g* con g usando
el producto punto usual de R>: (IT, 2) = IT- . Entonces el paréntesis de Lie-Poisson es (médulo un signo
menos) el paréntesis del cuerpo rigido.

Campos vectoriales hamiltonianos en s0(3)*
Sobre una variedad de Poisson (que denotaremos (P, {-,-})), se asocia a cualquier funciéon H, un campo
vectorial denotado por Xy tal que, para cualquier funcién F : P — R se tiene la identidad

donde dF es la diferencial de F. Como se mencioné en (2.32), decimos que Xy generada por la funcién
H es un campo vectorial hamiltoniano
z = Xy (z). (2.47)

Para sistemas candnicos con paréntesis de Poisson canénico, Xy, tenemos

; oH oH
Xu(gd',pi)=|=—,-=—1, 2.48
- (55 2.3
mientras que para el cuerpo rigido en R? (ecuacién (2.24))
Xy(IT) =TI x VH(IT). (2.49)
Las ecuaciones generales de Lie-Poisson, determinadas por F = {F, H} son
. : oH
fa=% 3 #aCops— (2.50)
b,c=1 Hb
0, de manera covariante
o= %dEH/ayﬂ- (2.51)

Reducciéon y mapeos de momento

Los paréntesis de Lie-Poisson surgen del paréntesis canénico en el fibrado cotangente (espacio fase)
T*G asociado al grupo de Lie G que tiene a g como su algebra de Lie. Especificamente, existe una
construccién general bajo la asociaciéon

(9; 4)/ 1#/ Po,Peps Ptp) > (Hl, 1D, H3) (252)
definida como )
I = Sing [(Pq;— Py COSG) siny + py sin9cos¢],
— (2.53)
= ol 6) cos i - py sin Osin ]
2 = o [(po-pycosf)cosy—ppsinbsiny],
H3 = Pl,b-

Este mapeo toma variables canénicas (6,¢,1) y sus momentos conjugados (pg, P plp) al paréntesis de
Poisson (signo menos) en sentido siguiente. Si F y K son funciones de I1;, ellos a su vez determinan
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funciones de las variables canénicas (usando la relacién (2.53)). Se puede mostrar que, usando regla de
la cadena

{F, K}(—),Lie—Poisson ={F, K} canénico- (2.54)

Decimos que (2.53) es un mapeo candnico o un mapeo de Poisson y el paréntresis de Lie-Poisson (signo
menos) se obtiene del paréntesis canénico mediante reduccion.

Para el cuerpo rigido libre de torcas alrededor de su centro de masa, G es el grupo de rotaciones
SO(3) y los dngulos de Euler (y sus momentos conjugados) con coordenadas en T*G. La eleccién de
T*G como espacio fase primordial esta en acuerdo con los procedimientos clasicos en mecénica: el espacio
de configuracién SO(3) es el adecuado ya que cualquier elemento de A en él, describe la orientacién
del cuerpo rigido relativo a una configuracién de referencia. Para una descripcién usando el formalismo
lagrangiano, se debe definir el espacio TSO(3) con coordenadas (9, 0,9, 9, (j), lp) y la descripcién hamilto-
niana se obtiene mediante la transformada de Legendre que mapea TG — T*G.

El cambio de T*G al espacio donde vive II (espacio de momento angular de cuerpo) dado por (2.53)
se determina por una traslacion izquierda en el grupo. Este mapeo es un ejemplo del llamado mapeo
de momento, una asignaciéon cuyas componentes son cantidades de Noether asociados con el grupo de
simetria. Para el espacio de coordenadas se usa la accién derecha y el paréntesis con signo (+), 1til en la
descripcién dindmica de fluidos ya que ahi interesa en particular, la velocidad angular convectiva.

2.6. Paréntesis de Lie-Poisson y el cuerpo rigido

Como mencionamos en la introduccién de este capitulo, el cuerpo rigido admite una estructura Lie-
Poisson y constituye un ejemplo de variedades de Poisson que no son simplécticas.
Si G es un grupo de Lie y g = T,G es su algebra de Lie con [ |: gx g+~ g el corchete de Lie asociado,
entonces el espacio dual g* es una variedad de Poisson con dos corchetes

() = £, [% %} (2.55)

Donde g es identificado como g** tal que la derivada funcional 6f/du € g esta definida via {v,df/ou} =
Df(u)-v para v € g* y el operador D es de derivada. La notaciéon df/du es usada por la aplicacion
en teorfa de campos donde las derivadas frencuentemente son funcionales'?. Asumiendo que g es de
dimensién finita y eligiendo coordenadas (&,...c™) en g; (41, ..., im) en g*, tenemos que el paréntesis de
Lie-Poisson (2.55) es

of ok

(0200 = 2paCluge o (2:56)

siendo Cp. las constantes de estructura de g que siguen la tabla de multiplicar [e,, ep] = Cj.ec, con e;
elementos de una base coordenada para ¢ y donde, para ¢ € g se tiene ¢ = ¢%e,. Para p € g*, y = pze® con
(e!,...,e™) la base dual. La expresion (2.56) es exactamente la misma que (2.16) sin embargo, la primera
estd dotada de informacién adicional: los signos (+) y él énfasis en las dlgebras duales y sus elementos
que pueden identificarse mediante isomorfimos (hat) al espacio euclideo usual R".

12 . . .
En caso contrario, solo representan derivadas parciales.
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2.6.1. Reduccién de Lie-Poisson

El signo en (2.56) se determina a la luz de la reduccion de Lie-Poisson que, puede sintetizarse como
sigue. Sean los mapeos (izquierdos Lg y derechos Rg) de traslacién hacia la identidad e definidos como

- /\:T*GHQ* tal que ng(TeLg)*ngTe*G;g*;
. p: T*G "’8* tal que pg (TERg)*Pg € TE*G ’Eg*.)

Entonces A (o) es un mapeo de Poisson si se toma el signo (=) (+)!3. Todo hamiltoniano invariante por
izquierda y campo vectorial hamiltoniano en T*G es mapeado por A a un hamiltoniano y campo vectorial
hamiltoniano en g*. Una afirmacion similar ocurre para el caso invariante por derecha. Decimos que el
sistema original en T*G ha sido reducido a g*. La razoén por la cual A y p son mapeos de Poisson es
debido a que la accién sobre G por el mismo, realza al espacio T*G por traslaciéon derecha e izquierda,
respectivamente.

2.6.2. Ecuaciones de Euler

Recordemos las ecuaciones de Euler [55]
I=MxQ, =10, (2.57)

siendo Il el momento angular. Estas ecuaciones son hamiltonianas relativas a una estructura de Lie-
Poisson. El grupo G = SO(3) es el espacio de configuracién. Entonces g = (IR3, x) y podemos identificar
g2 g*. En [23] se anuncia que la correspondiente estructura de Lie-Poisson en R® puede escribirse como

{f, k}(IT) = -I1- (Vf x Vk). (2.58)

Comparese esta tltima con (2.56). Para el sistema del cuerpo rigido, se elige el signo (—) en el paréntesis

de Lie-Poisson. Comenzando con el Hamiltoniano del cuerpo rigido, podemos obtener directamente la
1

formula H(IT;) = EII- (]I‘lll), que es la energia cinética. Tomando este hamiltonano podemos afirmar lo

siguiente:

= Las ecuaciones de Euler son equivalentes a f = {f,H}, VfeF(P),

» Para (P,{,}), una funcién C € F(P) que satisface {C,f} =0 Vf e F(P) es llamada funcién de

Casimir.

Una diferencia crucial entre variedades simplécticas y variedades de Poisson es que, para las primeras, las
unicas funciones de Casimir son aquellas constantes mientras que para las segundas, hay mayor diversidad
de estas funciones. En el caso del cuerpo rigido, la funcién C: R® » R

C(I) = @ (|11]%), (2.59)

es una funcién de Casimir, con @ diferenciable. Las funciones de Casimir son constantes de Movimiento
para cualquier hamiltoniano ya que C = {C,H} = 0. En particular, |TI|* es una constante de movimiento
vy que representa a lo largo de esta tesis, la esfera de momento angular del cuerpo rigido.

13Egto se sigue por el hecho de que A y p son mapeos de momento.
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2.6.3. Reduccién de la dindmica

Los mapeos de Poisson A y p en (2.6.1) inducen un isomorfismo entre T*G/G y g* (con el signo (-)
y (+) en el paréntesis respectivo) y por ello es un caso especial de reducciéon de Poisson. Enunciamos
un teorema general que especifica la relacién entre T*G y g*'* para el caso especifico de invariancia por
izquierda.

Sea G un grupo de Lie y H:T*G — R un hamiltoniano invariante por izquierda. Sea h:g* — R la
reestriccion de H a la identidad. Para una curva p(t) € T;(t)G, sea u(t) = (Tg*(t)L) p(t) =A(p(t)) la
curva inducida en g*, asumiendo que ¢ = 0H/[dp € T,G. Entonces son equivalentes las siguientes
sentencias:

» (i) p(t) es una curva integral de X, es decir, las ecuaciones de Hamilton en T*G se cumplen.
= (ii) Para cualquier F € F (T*G), F = {F,H} con {,} el paréntesis canénico en T*G.
» (iii) p(t) satisface las ecuaciones de Lie-Poisson

dp .
ar ad gy /5,1

donde adg : g+ g es definido como aden = [, 7] ¥ adz es su dual, es decir

» (iv) Para cualquier f € F(g*), se tiene '
f=Afhy-

siendo {, }_ el (menos) paréntesis de Lie Poisson.

2.7. Estructura de Nambu del cuerpo rigido

En 1973, Y. Nambu publicé un articulo multicitado [20] en donde propone la generalizaciéon de la
mecanica hamiltoniana a espacios fase 3-dimensionales que involucran dos hamiltonianos y tres variables
canénicas. El cuerpo rigido, como el mismo presenta, puede adoptar este formalismo que sugiere su po-
tencial aplicacién a otros sistemas fisicos. Damos una breve resefia de [20] para el trabajo posterior que
presenta esta tesis.

Sea (x,y,z) = r una terna de variables canénicas que genera el espacio fase tridimensional y dos fun-
ciones H y G dependientes de r que podemos asignarle el caracter de funciones hamiltonianas, es decir,
determinan el movimiento de puntos en el espacio fase. Las ecuaciones de ’Hamilton’ seran

dx 3(H,G) dy d(HG) dz 9(HG)

=2 , = , — = , 2.60
dt  d(y,z) dt d(z,x)  dt I(xy) (2:60)
o bien, en forma vectorial
dr
— =VH G. 2.61
5 = VHxV (2.61)

14Cuya demostracion escapa del alcance de este trabajo.
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Y para cualquier funcién F(x,y,z),

dF 3(F,G,H)

=’/ _yF.(VH . 2.62
at  d(x,y,z) VE-(VH>VG) (2:62)

Se conoce como Paréntesis de Poisson generalizado [F,G,H]. Es antisimétrico bajo el intercambio de
un par de componentes por el tensor de Levi-Civita. La érbita del sistema ocurre en la interseccién de
las superficies H = cte, G = cte. Esta estructura la posee el cuerpo rigido, donde, como ya vimos, las
cantidades conservadas, funciones de Casimir o integrales de movimiento son el cuadrado del momento
angular y la energfa. El paréntesis de Nambu (o Poisson-Nambu, en adelante) posee invariancia ante
cierto conjunto de transformaciones (x,y,z) — (x,y',z") que serdn canénicas si
! !/ ! a('x,’y,’ Z,)
[x,y,2'] = 3(x,9,2) =1. (2.63)

Entonces
J(F,G,H) O(F,G,H)
o(x,y,z) o,y z)
Sin embargo, los conjuntos (H,G) y (H’,G’) pueden generar la misma transformacién si existe una
relacién funcional entre H' = h(H,G) y G’ = g¢(H, G) tal que

(2.64)

A(H',G")

SEe v (2.65)

Este tipo de transformaciones son diferentes a las transformaciones de coordenadas candnicas y por ello
Nambu enfatiza a las primeras como transformaciones de norma que forman el grupo SL(2,R). Las
transformaciones canénicas pueden escribirse como r’ = Ar, es decir lineales. La ecuacién (2.63) implica
que la matriz A es unimodular: detA = 1. Por ello, la transformaciones candnicas forman el grupo
SL(3,R). Para generar este tipo de transformaciones, las funciones H,G deben ser formas lineales y
cuadraticas,

1
H=Yar, G=), EriBijrj/ (2.66)
i ij
siendo Bjj simétrica 3 x 3. Entonces
r=ax (BI‘) , O bien 7i= ZeijkajBklrl. (267)
jkl

Y por tanto, la matriz A es de la forma

Aj =) €ijiajB. (2.68)
jl

El nimero de pardmetros es tres para H y seis para G pero existe la redundancia de norma bajo el
reescalamiento H - AH y G — G/A y el ntimero de grados de libertad se reduce a 8, el correcto para
SL(3,IR). Para el caso del cuerpo rigido, Nambu hace la siguiente observacién: ambas funciones de Casimir,
H, G son formas cuadréticas (de las componentes del momento angular); asumamos en general que

H=(r,Ar), G-=(r,Br), (2.69)
siendo A, B matrices simétricas. Es posible, por tanto, llevarlas a una forma diagonal

H=A (r', Idr') , G= (r', Ar') (2.70)
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mediante una transformacién candnica lineal siempre que A sea positiva (o negativa) definida. Como
ejemplo, Nambu propone primero diagonalizar A mediante una rotacién, luego hacerla proporcional a
la unidad mediante un reescalamiento de las coordenadas. Finalmente, hacer G diagonal mediante una
segunda rotacién. A su vez, existe una libertad de elegir transformaciones de norma lineales entre H y G
de la forma

A~ aA+BB, B~ yA+IB, (2.71)

siempre que ad — By = 1, propiedad que caracteriza a SL(2,IR).

2.8. Fibrado de Hopf

Al efectuar la reduccién del cuerpo rigido, el espacio reducido es
I m)/Gu =T (w)/S,

que es la esfera S%. A su vez, | _1(;1) es topoldgicamente equivalente al grupo SO(3) y este es equivalente
a S%/Z,. Por tanto, la reduccién es un mapeo SO(3) — S? que puede darse explicitamente tomando una
matriz ortogonal A € SO(3) y mapearlo a un vector Ak a lo largo del eje z. Esta aparente proyeccién
es de hecho, una restriccién del mapeo de momento y al componerla con el mapeo S* ~ SU(2) + SO(3)
resulta una fibracién de Hopf. El mapeo de Hopf ocurre de manera natural cuerpo rigido, como un mapeo
de reduccién de la representacion material del cuerpo.

2.8.1. Fase geométrica

El péndulo de Foucault es un ejemplo de cémo la dindmica de un objeto, al completar un ciclo,
adquiere una fase no nula (corrimiento en el dngulo del plano de movimiento mientras el péndulo se
balancea). Cuando el sistema completa un ciclo en su evoluciéon (movimiento circular del péndulo debido
a la rotacion de la Tierra), adquiere una fase de cardcter geométrico. Al transportar paralelamente el
marco de referencia ortonormal a lo largo de la misma linea de latitud, el sistema regresa al punto inicial
con diferencia de fase Af =27t cos, siendo 6 el angulo de oscilacién respecto a la vertical.

cut and
2
parallel translate
frame along a

line of latitude

Figura 2.2: Interpretacién geométrica del péndulo de Foucault [45].

En geometria, cuando un sistema de referencia ortonormal regresa rotado a su punto de partida, se
llama holonimia (anholonomia). Este es el concepto fundamental tras la idea de la fase geométrica que
ocurre en muchos sistemas fisicos como el cuerpo rigido!®.

5Otros ejemplos ocurren en dinamica molecular, magnetismo y sistemas cuanticos de dos niveles.
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Consideremos un sistema integrable que depende de varios parametros. En variables angulo-accion

(Il, veey In;f)l,..., Qn),'

asumimos el hamiltoniano H (I, ..., I,;601,m) siendo m € M del espacio de pardmetros M. El sistema, al
no depender de las variables I; puede ser identificado con un toro n dimensional T". Sea ¢ un ciclo (o
bucle) basado en el punto my € M. Buscamos comparar las variables angulares en el toro sobre m, una
vez que el sistema cambia muy suavemente mientras los pardmetros recorren el circuito c¢. La dinamica
sobre la fibra varia mientras los parametros se mueven sobre ¢, incluso si las acciones varian en un monto
despreciable, habrd una diferencia de fase debido a las frecuencias w' = 9H /ali del sistema. Es posible
definir

1
Fase dindmica ::/0 w'(1,c(t))dt.

Al completar el circuito ¢, regresamos al mismo toro y por tanto una comparacién entre angulos tiene
sentido. Existe a su vez, una correccién a la ecuaciéon anterior llamada fase geométrica. Un resultado
clave es que asociado a la integral sobre el circuito, la fase geométrica es la holonomia de una conexion
llamada de Hannay-Berry en M (Toro-Fibra) que es construido con las variables de angulo accién.

Fases en el cuerpo rigido

El cuerpo rigido puede ser visto como el movimiento geodésico respecto de una metrica Riemanniana
invariante por izquierda en SO(3) [21; 68]. El espacio fase es P = T*SO(3) y el mapeo de momento
J: P~ R3 para la accién izquierda SO(3) es la traslacién derecha respecto a la identidad. Identificamos
50(3)* con s0(3) via la forma de Killing y asociamos R® con s0(3) via el mapeo hat: #(w) = v x w. Puntos
en s0(3)* son considerados como la reduccién izquierda de T*SO(3) por G = SO(3) y son los momentos
angulares vistos desde el marco anclado al cuerpo.

Los espacios reducidos P, = J71(p)/ Gy, son identificados con esferas en IR de radio |u| con su forma
simpléctica wy, = -dS/|u|, donde dS es el drea estandar de la esfera. G, consiste entonces en rotaciones en
torno al eje u. Las trayectorias de la dindmica reducida son obtenidas intersectando una familia homoté-
tica de elipsoides (que representan la energia) con las esferas de momento angular. Todas las trayectorias
son periédicas, salvo cuatro de ellas que representan trayectorias homoclinicas.

Supongamos que una trayectoria reducida II(t) estd dada en P, y posee periodo T. Después de este
tiempo, nos preguntamos por cudnto ha rotado el cuerpo rigido en el espacio. El momento angular es-
pacial es 7w = p = gII, que es el valor conservado J. Aqui, ¢ € SO(3) es la posicién del cuerpo rigido y
IT el momento angular en el cuerpo. Si II(0) = II(t), entonces u = g(0)IT1(0) = g(T)II(T) y por tanto
¢(T) 1y =g(0)7 1y, es decir, g(T)g(0)'u es una rotacién en torno al eje .

En orden de responder nuestra pregunta, sea c(t) la trayectoria correspondiente en J~!(u) € P. Iden-
tificando T*SO(3) con SO(3) x R® por trivializacién izquierda (identidad), tal que c(t) es identificado
con (g(t),II). Ya que la trayectoria reducida II(t) cierra después de un tiempo T, recuperamos el hecho
de que ¢(T) = gc(0) para alguna g € G,. Escribiendo g = g(T)g(0)™! en la notacién anterior, tenemos

g=exp[(80)C], (2.72)

donde { = p/|u| identifica a g, con R por accién izquierda al + a para a € R. Sea D una de las dos
capas esféricas de S? adjuntas por la trayectoria reducida, sea A el correspondiente dngulo sélido, esto
es, |A| = (areaD)/[uf* y sea H,, la energfa de la trayectoria reducida.
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Trayectoria real
/

Fase dinamica — i .
Hoja horizontal usando la

Fase geométrica / conexion mecanica

Mapeo a variables angulares

Capa esférica con .

angulo sélido . .

o emEmm ... Trayectoria reducida
=" =

”»

= _

Esfera de momento angular

Figura 2.3: Geometria asociada a la ecuacién (2.73). Detalles ver [45].

Montgomery, Ratiu y Marsden mostraron que moédulo 271, la formula para la fase en el cuerpo rigido
es [21]
1 2H,T
AQ = —[/ wy+2HyT] S A+ (2.73)
ul LJD [l

38



Capitulo 3

Clasificacion de la simetria de norma
SL(2,IR) en las ecuaciones de Euler

Detrds del decorado de la inmensa
existencia, en el mds negro abismo, distingo
claramente singulares ambientes, y, presa
inescapable de mis éxtasis licidos, arrastro
unas serpientes que me muerden mis talones.
La voz, C. Baudelaire

3.1. Antecedentes

En este capitulo se detalla y desgloza el contenido del articulo publicado [27] cuyo titulo corresponde al
de este capitulo’. Se revisa exhaustivamente la clasificacién de las transformaciones de norma en el cuerpo
rigido dentro del contexto de la mecanica de Nambu, donde las ecuaciones de Euler tienen estructura bi
Hamiltoniana y estd dotada de una estructura de Lie-Poisson?. Se analiza la estructura general de los
vectores hamiltonianos que dan lugar a la dindmica del sistema y que estan escritos en términos de las
componentes del momento angular en el sistema anclado al cuerpo. Se obtiene una clasificaciéon detallada
de las diferentes estructuras Lie-Poisson reportadas en la literatura previamente.

3.2. El cuerpo rigido

En un marco de referencia anclado al cuerpo y libre de torcas externas, las ecuaciones de Euler

My [1]7'11, (3.1)
dt

describen la cinemadtica del cuerpo rigido (CR). El vector de momento angular es IT y el momento de

inercia [I]. El sistema anclado al cuerpo puede orientarse de tal forma que coincida con sus ejes principales

de inercia en donde la matriz [ es diagonal. Sin pérdida de generalidad, en lo sucesivo consideraremos un

ordenamiento en los valores de los momentos de inercia

11 < 12 < 13. (3.2)

éase https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S00034916173007147via
2Detalles sobre estos conceptos se encuentran en el capitulo (2) y las referencias que alli se muestran.
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Escritos en una base canénica de R3, las componentes del momento angular coinciden con los generadores
del algebra de Lie so(3)
[11;, IT;] = €311k (3.3)

El sistema posee dos integrales de movimiento: la energia cinética E (no hay torcas) y el cuadrado del
momento angular IT cuyas expresiones son

2 2
RIS

—24 3 IP=1P+I11%+115 3.4
2I; 2L, 2I 1mr2 e (3:4)

respectivamente. En un espacio Euclidiano (cuyas coordenadas son las componentes del momento angu-
lar), la ecuacién de la energia representa un elipsoide con semi ejes \/2EIy, /2EI,, \/2EI3, mientras que la
integral de movimiento IT? representa una esfera de radio IT. Ahora bien, el radio de la esfera est4 acotada
justo por los valores de los semiejes maximos y minimos del elipsoide 2EI; < IT?> < 2EI3 segin nuestro
ordenamiento (3.2). La dindmica del problema es usualmente resuelta mediante el analisis de Poinsot
(véase la seccion 1.7). Cuando el momento angular se desplaza relativo a los ejes de inercia, genera una
curva que representa la interseccién de las superficies codificadas en las integrales de movimiento E y IT%.
Es claro que las soluciones de las ecuaciones de Euler (3.1) dependen de 5 pardmetros; 3 momentos de
inercia, la energia y el cuadrado del momentro angular. Sin embargo, mas adelante mostraremos cémo
podemos reescribir el problema de tal manera que el sistema tenga sélo 2 pardmetros independientes.

3.3. Funciones de Casimir

Recordemos del capitulo (2) que la meéanica de Nambu en tres dimensiones, requiere dos funciones
Hamiltonianas o funciones de Casimir. Para el CR asimétrico los momentos de inercia son todos diferentes
y por ello, el uso de coordenadas esferoconales se vuelve relevante [9]. Estas coordenadas se implican
naturalmente por las funciones de Casimir del sistema. 12 yeg = elﬂ% + eZH% + 83H§, donde los coeficientes
adimensionales ejs estan reestringidos por dos condiciones como se verd més adelante (3.14). En los casos
degenerados, donde dos momentos principales de inercia son iguales (caso simétrico) o los tres momentos
son iguales (caso esférico), las coordenadas esferoconales son las que incorporan naturalmente las funciones
de Casimir en el sistema: IT3 y IT2. Né6tese que en el caso asimétrico, los dos Casimir son cuadraticos
en I—I%, mientras en el simétrico uno de ellos es lineal. Los argumentos esgrimidos aqui son detallados en
[10; 15] y son retomados en este trabajo debido a que nuestro andlisis depende en gran medida de las
funciones de Casimir.

El punto de partida consiste en reconocer que cualquier vector en el dlgebra 0(3) puede ser rotado
o proyectado en, digamos I3 y por lo tanto, IT? y I3, constituye una base canénica. Sin embargo, el
caso asimétrico no estd descrito propiamente en esta base. Para hallar una base apropiada, es necesario
considerar tensores simétricos de segundo orden de la forma

N = Z N;ILIL,;, (3.5)
ij

en el dlgebra envolvente 0(3). Un ejemplo de este tensor es la energia cinética del CR (3.4), donde N es
una matriz simétrica real y se trabaja en una representacion diagonal. Sus eigenvalores estan dados por
los inversos de los momentos de inercia Nj; = 1/I;. La clasificaciéon depende del nimero de eigenvalores
diferentes que se derivan de los tres casos mencionados dos de los cuales estdn descritos por la base
canonica, y el restante por una base de dos funciones cuadraticas. Los casos son los siguientes:

» Caso esférico: Si I = I = I3 =1, el tensor N = I—IZ/I es escrito en términos de la base candnica y
eigenvalor 171
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= Caso simétrico: Sin pérdida de generalidad, si I; = I, = I # I, el tensor N = I[T?/1 + 113/ (I3 - I) se
escribe en términos de la base canénica y eigenvalores 0,17%,1/ (I3 - I).

» Caso asimétrico: Si I} # I # Iz el tensor N = IT2/I; + (1/I; - 1/I5) (k%H% + H%), y la base es diferente
de la candnica con eigenvalores 11‘1, Il‘1 - k%A, 11‘1 +k?A, con A = (I3 - I) /1 I5. En adicién a IT? los
otros tensores cuadraticos pueden ser cualquiera entre k%H% + H%, H% + k%l—lg 6 k%H% - k%l—Ié. Aqui

consideramos,
1 1 1 1
g=b b pg-Ib (3.6)
L kL L I

que toma valores en el rango 0 < k% <1,0< k% <1y a su vez satisfacen k% + k% =1

En el caso asimétrico, se requiere una funcién cuadratica (ademas de IT?) para completar la base, ya
que por ejemplo, H% +k§l‘[2 = I1% - (H% +k%H%). Debemos enfatizar que el tensor sélo depende de un
parametro real, como k%. De acuerdo con [10; 12; 15] elegimos escribir el segundo tensor cuadrético
expresando la matriz N en términos de sus representaciones irreducibles: su traza y su matriz simétrica
sin traza, con lo que obtenemos

1 1 1 1
N = (NH - gTrN) I + (sz - gTrN) I3+ (N33 - 5TrN) 115 - 5TrNHZ. (3.7)

Podemos ahora reemplazar los momentos principales de inercia I;/Nj; por pardmetros de inercia equi-
valentes e; que tienen dimensiones del inverso de los momentos de inercia. La diferencia principal entre
estas dos cantidades es que e; puede ser positiva, negativa o cero mientras que los momentos originales
son siempre positivos. Escribiendo las componentes diagonales de la parte simétrica sin traza de N como

1
Ni-3TrN=2;, Vi=123, (3.8)

la condicién de traza cero provee una constricciéon para los tres pardmetros e;s
E1 +Ez +E3 =0. (39)

La segunda constricciéon en los parametros de inercia se obtiene calculando el cuadrado de la matriz sin
traza y luego calcular su traza. Esto arroja la condicién

% [(Nn ~ N22)* + (N2 = Na3)? + (N3 - N11)2] =G+ 5+ (3.10)
Las dos condiciones en los parametros de inercia son las expresiones para las funciones simétricas inva-
riantes de primer y segundo grado de las raices de una ecuacion polinomial de tercer grado. La invariancia
es respecto al grupo de Galois que, para un polinomio de tercer grado, corresponde al grupo simétrico Ss
o el grupo de permutaciones P;. En la notacién estandar de las funciones elipticas de Weierstrass (véase
apéndice A), un polinomio de tercer orden siempre puede escribirse (después de una transformacién de
Tschirnhaus) de la forma 4y° - gy —¢3 = 4(y—e1) (y-2) (y—-e3) = 0 y, de hecho, la transformacién
(3.8) es una transformacién de Tschirnhaus aplicada al polinomio caracteristico asociado a la matriz Nj;
de la ecuacién (3.5)3. Las tres funciones invariantes y simétricas de las raices de la ecuacién (3.9) son

3Detalles de estas ideas pueden consultarse en [129]
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Qo = —4 (e1ep + ere3 +e3e1) =2 (E% + E% +E§) y g3 = 4ejee3. El polinomio ctibico tiene tres raices reales solo

si g2 > 0 que se verifica tomando en cuenta (3.8) y considerando (3.10)

2[(1 1)\ (1 1\ (1 1)\°
e 2 (L (e 61y
31\ b L Iz Iz L
Esta expresion puede interpretarse como una magnitud de desviacion respecto del caso esférico. La funcion
invariante g3 puede tener cualquier signo o ser nula. Las raices ¢1s pueden ser escritas en términos de estos

invariantes y debido a que el invariante de primer orden es cero, las soluciones estan dadas en términos
de g2 y g3 de la forma (ver por ejemplo [130])

e1=— &cos(f), e = — g—zcos(¢+n), 53:—\/&(?03(([)_7[), (3.12)
3 3 3 3 3 3

donde ¢ = arccos (— (3/ g2)3/ 2 gg) es una variable angular. Estas expresiones estan relacionadas con aque-

llas que aparecen en [16], donde se introduce el pardmetro de asimetria x = 7w+ ¢/3. Si ultilizamos tal
pardmetro podemos definir los pardmetros de inercia adimensionales ejs a través de e; = \/g2/3e;, a saber

ep =cosk, ey=cos(k—-2m/3), e3=cos(k+2m/3), (3.13)

que satisfacen las condiciones

e1+ey+e3=0, e% + e% + e% =3/2, y eieze3 = (cos3x) /4. (3.14)
Finalmente, producto de este analisis, se puede afirmar que cualquier tensor de segundo orden N puede
ser expresado como combinacion de dos funciones de Casimir cuatréaticas I1% y elfl% + EZH% + egng, como
sigue

1
N = STrNIP + /% (&1 + €113 + e3113) (3.15)

Desde un punto de vista geométrico, en un espacio 3-dimensional (parametrizado por los pardmetros de
inercia ejs), la condicién general del caso asimétrico expresada en (3.14), define un plano que corta al
origen, mientras que la segunda condicién representa una esfera de radio \/m La interseccién de estas
dos superficies es un circulo parametrizado por x. El papel del invariante g, es cambiar el tamaio de la
esfera y por tanto el circulo que éste intersecta, mientras que g3 parametriza la variable k¥ que describe
el circulo intersectante. Si valores explicitos de los momentos I; son dados, las cantidades TrN, g2, g3y
estan completamente determinadas. Por otro lado, el pardmetro de asimetria estd acotado « € [0, 71/3] y
por tanto los pardmetros de inercia se ordenan como sigue

ez <epx<Leq, (316)

con e3 # e (condicion equivalente a (3.2)).

En general, para « € [0,277], obtenemos los seis posibles ordenamientos para los pardmetros e; debido al
hecho de que los pardmetros de inercia estdn dados en términos de invariantes bajo el grupo de Galois
que es de orden 6. Todos estos posibles valores se muestran en la figura (3.1).

En particular, cuando x = n7t/3, con n € [1,6], el CR es simétrico (dos momentos de inercia iguales);
para k = (2n—1)7/6 se tiene el caso mas asimétrico (un pardmetro de inercia nulo). Para cualquier valor
de x, al menos un paradmetro es postivo, otro negativo y el tercero puede ser positivo, negativo o cero.
En términos de ejs, los pardmetros k% y k% se reescriben como

ey —¢€ e1— 6
B=23 =12 (3.17)
€1 —¢€3 €1 —¢€3
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Figura 3.1: Pardmetros de inercia adimensionales para diferentes valores de « € [0,277] en donde e; = cosk,
ey =cos(k—2m/3) y e3 = cos (x +271/3).

que pueden cambiar segin el ordenamiento. Por ejemplo, si el pardmetro de asimetria toma valores en
k € (71/3,27/3), el nuevo ordenamiento resulta ez < e; < ep y los valores de (3.17) se obtienen por el
intercambio e <> ey, bajo el cual

1261—63 k_%:@—el (3.18)
k% 82—63’ k% 82—63' ’

Considérese el cuadro (3.1) que representa los seis casos.

Intervalo de x Ordenamiento Cambio en k;
x € (0,7/3) e3<ep<e k2 K3
1 k5
ke (m/3,2/3) es<er<er 2 2
1 1
1 ki
K € (27/3, 7T) e1<e3<en 2 2
2
x € (71,47/3) e1< ey <e3 k3 , k?
k 1
k€ (47/3,57/3) ex<e;<es —k—g 2
1 1
ki 1
Kk € (57/3,27) ey < e3<eq 2 2
2 2

Cuadro 3.1: Lista de los seis casos de ordenamiento de los parametros de inercia para diferentes valores
de x. Incluimos el cambio en los cocientes (3.17), donde en la primera y cuarta fila indica sin cambios.
Notar que en cualquier caso, la reestriccién analoga a k% +k2% =1 se verifica.

3.4. Geometria de las funciones de Casimir

Al notar que el cociente E /H2 tiene dimensiones del inverso de momento de inercia, podemos definir
el parametro de energia adimensional ey asociado, claro esta, a la energia del sistema pero también con
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el cuadrado del momento angular de forma similar a (3.8), a saber?

2E 1 [
ﬁ = gTT’N‘f‘ 360. (319)

Si introducimos ahora un vector unitario i en la direccién del momento angular IT : IT = IT/TT podemos
reescribir la superficie generada por (3.4) como

ud+ud+ud=1. (3.20)
Si N=2E en (3.15) junto con (3.19) podemos obtener la versién adimensional del segundo Casimir
e1u? + eyt + e3u3 = . (3.21)

En el espacio generado por (u1,up,u3), la superficie (3.20) representa una esfera unitaria mientas que
en (3.21) depende del signo de los coeficientes adimensionales. En breve se dard una clasificacién de
las diferentes geometrias para esta tltima y su relacién con la dindmica. Es importante enfatizar que
esta superficie no corresponde a la energia pero esta relacionada con ella a través de la transformaciéon
(3.19). Empero, disculpandonos de antemano, abusaremos de la notaciéon y llamarémos a ey pardmetro
adimensional de energia y la superficie generada (3.21) como superficie de energia. Una clasificacién
parecida a la que damos aqui fue discutida en el contexto de cuantizacién por principio de correspondencia
en [10].

3.4.1. Cuerpos rigidos asimétricos

Considerando el ordenamiento (3.16), la condicién de interseccién entre la esfera de momento angular
y la superficie de energia implica que

e3<eg<eq. (3.22)

La geometria de la superficie de energia depende del valor ey respecto al pardmetro de inercia e;. Existen
dos casos diferentes y corresponden a los siguientes.

= Caso er <eg<er

Genéricamente, la superficie (3.21) es un hiperboloide en lugar de la superficie original (3.4) debido
a que al menos un pardmetro de inercia es positivo (e; para 3.2) y el otro es negativo (e3). Como se
muestra en la figura (3.1), el pardmetro e, puede ser positivo, cero o negativo. Entonces, como e; < ¢j el
pardametro de energia también puede ser positivo, cero o negativo. En el cuadro (3.2) se muestran todas
las posibles geometrias asociadas al Casimir (3.21).

» Casoez<ep<en

Este caso es similar al previo. Las diferencias principales es la orientacion de las superficies. En el cuadro
(3.3) se da la lista de todas las geometrias.

“En la literatura especializada sobre aspectos cuanticos de la molécula asimétrica [18; 19] la expresién (3.19) se interpreta
como una energia reducida donde el segundo término especifica qué tan asimétrica sera la rotacién respecto del caso esférico,
representado por el primer término del lado derecho.
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e ey Ecuacién de energia Superficie asociada,
e1 2 es . . o
<0 <0 -— % Qu% + uu% =1 Hiperboloide eliptico, manto en torno a u;
leol eg leol
<0 =0 eguf=|efus +les|u3 Cono eliptico en torno a uy
el e es . o
<0 >0 —u% — uu% — uu% =1 Hip. Eliptico, dos mantos en torno a uq
€0 € €
1 s . 15
=0 >0 — (u% - u%) =1 Cilindro hiperbdlico
€0
€1 €2 €3 . 2. s
>0 >0 —u% + —u% - uu% =1 Hip. Eliptico, un manto en torno a us
€g €q €g
Cuadro 3.2: Diferentes geometrias de la funcién de Casimir (3.21) donde e; < ¢g < e;.
e eg Superficie de energia Geometria
(4] () e3 . . £ 0
<0 <0 -— %+ gu% + uu% =1 Hiperboloide eliptico, manto en torno a uq
leol e3 leo|
<0 =0 euf=|efus+|eslui =1 Cilindro hiberbélico
€1 €2 €3 . £ s
<0 >0 —u% - uu% - uu% =1 Hip. Eliptico, dos mantos en torno a us
€ € €0
€1 .
=0 >0 — (u2 - uz) =1 Cono eliptico en torno a u3
e 1 3
1 €2 €3 . 2. s
>0 >0 —u% + —u% - uu% =1 Hip. Eliptico, un manto en torno a us

€0 € €0

Cuadro 3.3: Diferentes geometrias de la funcién de Casimir (3.21) donde e3 < ey < €.

3.4.2. Cuerpos rigidos simétricos

En nuestra exposicién es imporante los casos especiales en donde el cuerpo rigido tiene simetria
cilindrica. Estos casos pueden obtenerse como situaciones limite del caso simétrico general tomando dos
pardmetros de inercia iguales. Se tiene dos de tales casos limite en el ordenamiento e3 # e, # e1. El llamado

caso prolato ez = ey y el caso oblato ey = e;.

= Caso Prolato, e3 = e, <0< e (k =0). El momento principal de inercia mas pequeno es I;. Podemos
tomar el limite prolato en tres situaciones diferentes. Las geometrias asociadas a los Casimir (3.21)

estan dados en el cuadro (3.4).

eop  Ecuacién de energia Geometria
e1 e3 . .
<0 ——u% + u (u% + u%) =1 Hiperbolodide, manto en torno a u;
legl " leo
=0 elu% = |es] (u% + u%) Cono circular en torno a
(4] €3 Q g
>0 —u% - u (u% + u%) =1 Hiperboloide, dos mantos en torno a uq
€ )]

» Caso Oblato, e3 <0< ey =e1 (k= 7t/3). El momento de inercia principal mas grande es I3. El limite
oblato ocurre en tres situaciones diferentes. Las gometrias asociadas estdn dadas en el cuadro (3.5)

Cuadro 3.4: Lista de geometrias para el Casimir (3.21) en el caso prolato.
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eop  Ecuacién de energia Geometria

€1 €3 . .
<0 —-— (u% + u%) + uu% =1 Hiperbolodide, dos mantos en u3
leol legl
=0 ¢ (u% + u%) = |e3\u§ Cono circular en torno a u3
e1 €3 . q
>0 — (u% + u%) - —u% =1 Hiperboloide, manto en torno a us
e e

Cuadro 3.5: Lista de geometrias para el Casimir (3.21) en el caso oblato.

3.4.3. Ecuaciones de Euler adimensionales y soluciones

Las ecuaciones de Euler (3.1) pueden ponerse en términos de los parametros adimensionales definidos
en la seccién anterior

du; 1 by 3
d_tl = E ng,](zzjl €1']‘k (ek - Ej) u]-uk. (3.23)

Es posible a su vez absorber el factor \/%H si definimos el pardmetro de tiempo adimensional: x =
t /82

?H’ obteniendo, para la componente i,

o1

u; = E Zeijk (ek - 6]) u]-uk, (3.24)
ik

donde () significa derivada total respecto al tiempo x. Las soluciones de estas ecuaciones en el caso
general asimétrico estdn dadas en términos de las funciones elipticas (véase apéndice A). En el contexto
de la mecénica clasica existen al menos dos formas diferentes pero equivalentes de resolverlas. El primero,
consiste en aplicar la construcciéon de Poinsot, i.e, las soluciones se obtienen como las curvas que son
generadas por las intersecciones de las superficies de momento angular y energia (véase secciéon 1.7). En
[61] las soluciones se obtienen para las funciones de Casimir (3.4) mientras que en [60] se revisan para las
expresiones (3.21) y (3.20).

La segunda forma, es relevante para fines de cuantizacion del cuerpo rigido asimétrico. Presentamos
primero las soluciones explicitas en términos de funciones de Jacobi que dependen del valor relativo de eg
y e usadas conminmente en sistemas clasicos (ver, por ejemplo [16; 57]). Més detalles sobre las soluciones
pueden consultarse en [16; 57] y en el apéndice (C) de este trabajo.

I. Caso e3 <ex <eg<ey (i.e 1/l <2E/TT?).
Cuando el pardmetro de energia ey se encuentrea en (ep, e1), las soluciones estan dadas por

ur (1) = sn(t',me) dn(t,m), ux(t)=dn(t',me)sn(t,m), us(t)=cn(t',m)en(r,m), (3.25)

donde T es el tiempo adimensional definido mediante

T=x/(e1-e2) (eo - e3). (3.26)

Las amplitudes de las soluciones estan escritas como funciones elipticas de Jacobi al valor T/ = constante
y estan relacionadas con los pardmetros e; y eg:
ep—e3 €1—€p

Sn2 (T’, mc) = o= 63/ cn2 (T’, mc) = . 63’ dnz (T', TI’Zc) = o . (3.27)




El médulo de las funciones elipticas estd definido como®

2 _(e2-e3)(e1—eq) (er-eo) K

"= (eo—e3)(e1—e2) (eg—e3) k3’

(3.28)

que toma valores en el intervalo 0 < m? < 1. A su vez, el médulo complementario y el médulo principal

satisfacen m?2 = 1 - m?.

I1. Caso e3 <eg < ex < ey (i.e 2E/T1? < 1/1).
En este caso, las soluciones estan dadas por

u(t) =cn (T', zﬁ) cn (mr, l) , ux(7) = (T', zﬂ) sn (mr, l) , uz(T)=sn (T’, zﬂ) dn (mT, l) ,
m m m m m r(ng 29)

donde el cuadrado del médulo toma valores en el intervalo 0 < 1/m? < 1. Aqui m? est4 definido en (3.28)
pero, debido a que e3 < ey < e < e1, tenemos m? > 1. El pardmetro T estd definido en (3.26).

La interpretacion fisica de las soluciones es la siguiente: las curvas (3.25) y (3.29) son la parame-

trizacién de la interseccion de la esfera unitaria de momento angular con el hiperboloide de energia
correspondiente a las funciones de Casimir (3.20) y (3.21). Para el caso asimétrico el hiperboloide esta
dado en los cuadros (3.2) y (3.3). Las expresiones T y m dependen explicitamente de los pardmetros de
inercia e; y de la energia ep como lo muestran las ecuaciones (3.26) y (3.28). Este hecho implica que
la parametrizacién de la curva de momento angular depende del valor ey. Sin embargo es importante
constderar otro vector unitario perpendicular al momento angular y parametrizado con otras coordena-
das esferoconales, cuyas funciones elipticas no dependan de ese parametro de energia ey, para incluir la
dependencia en el tercer angulo de Euler, ya que el momento angular inicamente implica dos dngulos de
Euler.
Tal vector y su parametrizacién es muy importante en la cuantizacién del cuerpo rigido asimétrico, ya que
en esta base, el hamiltoniano es separable en el sentido de Liouville. La separabilidad del hamiltoniano
(o lagrangiano) fue discutida por Reiche en 1918 y se puede llevar a cabo siempre que la componente de
momento angular en el sistema de referencia inercial (que es igual a la componente de momento canénico
asociada a una variable angular) se anule [59]. Ese vector u tiene componentes

up =dn(g1,ki1)sn(G2,k2),  uz =cn(Gy,ki)en(8z k),  uz =sn(gi, ki)dn(xz, kz), (3.30)

donde los médulos kq y kp estan dados por (3.17) y no dependen de ep. En (3.30), los argumentos &; son
proporcionales a una variable que a su vez depende del tiempo

Ci=veri—epi(t), v Ca=/e1—espa(t). (3.31)

Pina [62; 64] muestra que las variables ¢;(#) pueden ser utilizadas para construir una base ortonormal
mediante e; = du/d¢; y el vector de momento angular se escribe en esta base. Para establecer la relacién
entre diferentes coordenadas elipticas, son importantes las transformaciones

kasn (&1, k1) _kisn (82, ka)
dn (&1,k1) dn (82, k2)

°En la literatura sobre funciones elipticas, se suelen utilizar dos notaciones diferentes para el médulo: k y m y se ligan
mediante k> = m. La reestriccién del médulo principal y complementario se escribe m +m’ = 1 [85]. Sin embargo, en esta tesis,
debido al argumento que queremos plantear sobre la parametrizacién eliptica en teoria de moléculas asimétricas, escribimos
el médulo como m y su reestricciéon con el médulo complementario m? + m% = 1. Es decir, consideramos k = m> pero esta k
no esté relacionada con (3.17). Pido disculpas al lector(a) si esto se presta a confusion.

sn(t,m) = m-sn(T,m) = (3.32)
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Estas transformaciones contienen los médulos (3.17) y las relacionan con los médulos (3.28) a través
de funciones elipticas. Es decir, con estas transformaciones se pasa de una parametrizacion dependiente
de ¢y a una que no lo haga. Con ayuda de (3.32) y las funciones ¢; se obtiene explicitamente el tercer
angulo de Euler. Se sugiere al lector interesado, consultar [62; 64] en donde se desarrolla la dependencia
temportal de las variables ¢; y la obtencién de (3.32) para tal propédsito. En la parametrizacién (3.30),
los parametros ¢; estan acotados en los intervalos

“2K1<81<2K  y  -Kp<Ga <Ky, (3.33)

siendo K; los cuartos de periodo de las funciones elipticas de Jacobi®. A su vez, debido a que verifican las
siguientes expresiones

2 2 2 2
Uy U U3 U3

k) T k) Y ak(Ek) R k)

los argumentos ¢1,¢» pueden interpretarse también como coordenadas elipticas en la esfera con ejes a lo
largo de u1 y up respectivamente. Finalmente, es pertinente mencionar que, refiriéndonos a la figura (2.1),
el vector de momento angular que puede construirse bajo la parametrizacién (3.30) genera las mismas
6rbitas en la esfera como lo harfa bajo la parametrizacién (3.25). A partir de este momento se usara como
es usual en teoria de moléculas asimétricas, la parametrizacion (3.30).

1, (3.34)

3.5. Simetria SL(2,R) de las ecuaciones de Euler
Las simetrias de norma de las ecuaciones de Euler quedan manifiestas si usamos el vector unitario u,
u=uxeu (3.35)

donde € = diag(ey, €3, e3) permite reescribir las ecuaciones de Euler como

u=VIxVh, (3.36)
siendo las funciones I, h
1
h = > (elu% + qu% + 631/!%) = €1 = Vh = (e1uy, exup, e3us),
T (3.37)
I = ~(B+us+u3) =ii=vl=(u1,upus).

2

Al escribir de esta manera, se hace explicita la invariancia bajo transformaciones SL(2,R) [56; 68; 20].
Es posible verificar que, bajo la transformacién

(£)-(¢ 2)6) o

1=VLxVH. (3.39)

con ad — bc = 1, obtenemos

La dindmica de Nambu establece que, dado un sistema dinamico con hamiltoniano H, cualquier cantidad

dindmica Q evoluciona temporalmente de acuerdo con el paréntesis de Nambu (Lie—Poisson)7,

Q={Q N H}=XnQ, (3.40)

5Sobre los periédos de las funciones elipticas, véase apéndice A.

TVéase seccién 2.5.4
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donde el generador X estd dado por
Xc = (VN xVG)-V. (3.41)

En coordenadas esferoconales (3.30), el operador gradiente tiene componentes

aiul o _d”(fl'"1>C”(é‘2sz>dn<xbkz)a%1 +k%sn(¢1,k1>sn(¢z,kz>a%],
aiuz = % -—cn(f§1,k1)sn(@z,kz)dn(‘?z,kz)a%1 +sn(‘:l,k1)dn(§1,k1)cn(§2,k2)a%2] ) (3.42)
3%3 ) % __kgsn(gl’kl)sn(gz'kz)m(é%kz)a%l +cn(Gy, ky)dn (8, ki)dn(Ga, kz)a%z] ,

donde la funcién 71 estd dada por
le = flz(él,gz) =1- k%Sl’lz((:z, kz) (3.43)
De acuerdo con la transformacién (3.38), el generador X se expresa en componentes como

Xc =(cer+d)uy (a—G I —a—Gi)+(ce2+d) uz(a—Gi—a—Gi)+(c33+d)u3(

0 G @ 3G 9 )
8u2 8u3 aug, 8u2 8u3 6u1 au1 8u3 '

8u1 au2 8u2 8u1

(3.44)
Para determinar la estructura del dlgebra de Lie de estos generadores, debemos calcular los conmutadores
de Lie-Poisson para los campos vectoriales hamiltonianos en las coordenadas u;,

Xu, (ces +d) uszdy — (cep +d) uyds,
Xu, (cey +d) u103 — (ces +d) uzoq, (3.45)
X (cex +d) upor — (cer +d) up0,.

us
Cuyas reglas de conmutacion estdn dadas por,
[Xuy, Xy | = (ce3+d) Xuy,  [Xuy, Xuz] = (ce1 +d) Xuy, [ Xug, Xuy ] = (ce2 +d) Xy, . (3.46)

La clasificacion de las diferentes dlgebras surgen de las orbitas invariantes de SL(2,R). Antes de llegar
a este punto, es conveniente recordar que para los casos simétricos, las coordenadas adecuadas son las
esféricas. Podemos obtener los correspondientes generadores a partir de la ecuacién (3.30) en los limites
apropiados. Para el caso oblato (e = ep), en virtud de que las funciones elipticas de Jacobi se degeneran a
funciones hiperbélicas (circulares) para valores del médulo k1 =1 (k; = 0), las coordenadas (3.30) adoptan
la forma

ur = (¢1)sin(82), wu2=(¢1)cos(g2), us =tanh(y). (3.47)

Geométricamente, en este limite, las elipses {1 = constante se degeneran a circulos y por tanto la coor-
denada ¢ puede etiquetarse como el angulo azimutal estandar ¢» = ¢. A su vez, sectores de la elipse
¢» =constante degeneran a semicirculos que intersectan el semiplano uy = 0, #1 > 0 con la esfera. Ahora,
debido a que la funcién hiperbélica sech(g1) es siempre positiva a diferencia de la funcién de Jacobi
cn(G1), en aras de cubrir toda la esfera, el 4ngulo ¢ debe extenderse al intervalo [-7, 7] (en lugar de 3.33
para ¢1). Es comin parametrizar la esfera unitaria S? con funciones circulares en lugar de hiperbélicas;
el reemplazo sech(gp) ~ sin(6) = tanh(&;) — cos(0) con 6 € [0, 7], ayuda a este respecto

uy =sinfsing, up=sinfcos¢$, uz=coso. (3.48)
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Como consecuencia, la ecuacién (3.42) adopta la forma

01 = sinqbcot@i +Cos ¢ csc 01,

d a0
. d
dy = cos¢cot9£—smqbcsc9£, (3.49)
2
3 = 9

El caso prolato (e; = e3) se obtiene tomando el limite k1 = 0 y k» = 1. Procediendo de forma similar al
caso oblato, construimos la parametrizacién adecuada de S%, a saber

up =cosf, up=sinfcos¢, uz=sinfsing, (3.50)

y por tanto, las componentes del operador gradiente(3.42) seran

0
al = %/
dr» = -—cosfcot i+sin€csc i
03 = —sin9cot9% +c059csc4)@.

3.6. Clasificacién de las transformaciones de norma SL(2,IR)

Con las ideas de las secciones anteriores podemos realizar ya la clasificacion de la simetria de norma
SL(2,IR) del cuerpo rigido. Se dividen en tres conjuntos generales donde cada uno pertenece a una forma
especifica de la matriz SL(2,R). Como veremos, para algunos conjuntos, existen casos diferentes donde
los campos vectoriales hamiltonianos tienen formas no equivalentes en el algebra de Lie de tres dimen-
siones. Nuestro andlisis se asemeja al realizado en [68] y en nuestra discusion se utiliza la nomenclatura
comtnmente usada en la literatura (ver por ejemplo [129]) asi como aquella introducida por Bianchi en
el contexto de la clasificaciéon de las dlgebras de Lie 3-dimensionales [33].

3.7. A. Bianchi IX 0 50(3): ¢=0,d+#0

Un elemento genérico del grupo SL(2,R) para este caso, adopta la forma

9= (g 1l;a) con belR. (3.52)
Sin pérdida de generalidad podemos asumir a > 0. Este elemento del grupo es de la forma AN en la
descomposicién de Iwasawa del grupo especial lineal [66] y tiene la caracteristica que no cambia la érbita
del grupo. En esta situacién podemos definir nuevos generadores: Y;, = aX,,, Vi = 1,2,3; obteniendo el
algebra de Lie so(3)

[Yu1/ Yuz] = Yll3/ [Yuzr Yu3] = Yu1/ [Yuy Ym] = Yuz~ (3‘53)

De acuerdo a la ecuacién (3.38) las funciones de Casimir son transformadas bajo SL(2,R)

1 2 2.2 2 2] 1
H = =|(ae;+b)"u?+ (aey +b)° ud+ (ae3 +b) u2| - = (aey +b)
2 ! ? JhE: (3.54)
= —[ud+us+uj

2a ]_Z'
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mientras que el vector hamiltoniano es
Yy = - (aeg +b) u1Yy, — (aex +b) uxYy, — (aez +b) uzYy,. (3.55)

Notamos que el Casimir N es de hecho el mismo que la expresién [ (ecuacién (3.37)) y por tanto esta
representada por una esfera S?. Por el contrario, la geometria del Casimir A y su generador asociado
Yy depende de los valores de los coeficientes ae; + b. Determinar estas cantidades requiere un andlisis por
casos. Aquél con b = 0 es el més simple y describe la evolucién del momento angular adimensional para un
cuerpo rigido asimétrico ya que el Casimir H estd dado simplemente por h. De acuerdo a las ecuaciones de
Euler (3.39), la fisica ocurre en la interseccion de las superficies [ y h, y para b = 0 en el caso asimétrico. Es-
to ocurre en 10 formas diferentes en los cuadros (3.2) y (3.3) asi como en sus 3 +3 casos simétricos limites.

Casos excepcionales ocurren si ey toma alguno de los valores e;.g. Si eg = e1 (0 eg = e3), el hiperboloide
y la esfera son tangentes en solo dos puntos: (u1,up,u3) = (£1,0,0) (o bien (0,0,+1)). Sin embargo, si
ep = ey el hiperboloide y la esfera son tangentes en dos circulos formando la separatriz con dos puntos
opuestos inestables en (0,+1,0). La figura (3.2) esquematiza lo relatado anteriormente.

(a)eo = e3 (b) eg = e2 (c)eo =e1

Figura 3.2: Intersecciones de las funciones de Casimir (3.21) y la esfera unitaria cuando eg = €;..

Para b £ 0 el Casimir ‘H no coincide més con h; su geometria serd discutida ahora.

3.7.1. Casos asimétricos D; c SO(3)

Como se menciona en [10], para el caso asimétrico, el grupo Diédrico D, es subgrupo de SO(3). Para
determinar las geometrias de H es importante conocer la relacién entre ey y ep. De la seccién (3.4.3),
sabemos ya que existen dos casos.

= Caso e <ep<er

En el primer caso, el parametro ey estd entre e y ep. A fin de obtener las diferentes geometrias codifi-
cadas en H, permitamos al pardmetro b adquirir cualquier valor real. Esto da origen a nueve geometrias
genéricas. Por ejemplo, si —co < b < —aeq, los tres coeficientes ae; + b son negativos (ver cuadro (3.6)) asi
como la cantidad aey + b.

La superficie resultante es un elipsoide cuyo eje mayor (menor) ocurre en uq (u3). En la situacién
limite b — oo, la superficie # degenera a la esfera S2. Cuando el pardmetro toma el valor b = —ae;, H se
vuelve un cilindro eliptico con eje de simetria en direccién uq. Si ahora los valores del parametro estan
en el intervalo —ae; < b < —aeg, H es ahora un hiperboloide eliptico de un manto en torno a u;. Las
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ae1+b aey+b aey;+b aes+b Superficie H

<0 <0 <0 <0 Elipsoide eliptico eje mayor en 11, menor en i3

=0 <0 <0 <0 Cilindro eliptico en torno a uq

>0 <0 <0 <0 Hiperboloide eliptico, un manto en torno a uq

>0 =0 <0 <0 Cono eliptico en torno a uq

>0 >0 <0 <0 Hiperboloide eliptico, dos mantos en torno a uq

>0 >0 =0 <0 Cilindro hiperbdlico en torno a u,

>0 >0 >0 <0 Hiperboloide eliptico, un manto en torno a us

>0 >0 >0 =0 Cilindro eliptico en torno a 3

>0 >0 >0 >0 Elipsoide eliptico, eje mayor en U3 y eje menor en uq

Cuadro 3.6: Clasificacién de nueve geometrias para la funcién H (3.54) en el caso asimétrico tal que se
verifican e; < ¢y < e1. Para cada caso el dlgebra de Lie de los vectores hamiltonianos en las coordenadas
u; en Bianchi IX.

superficies H obtenidas para diferentes valores de b estan sintetizadas en el cuadro (3.6).

Es importante enfatizar que, independientemente de la geometria de H, el hecho relevante es que la
intersecciéon con N es siempre la misma. En otras palabras, la dindmica del cuerpo rigido asimétrico, que
toma lugar en la interseccion de dos superficies de Casimir de acuerdo a la ecuacién (3.39), es invariante
ante transformaciones de Norma de la forma (3.52).

» Casoez<ey<en

Este caso es muy similar al previo salvo que ey estd en diferente intervalo y las intersecciones de H y N
ocurren en diferentes secciones. En el caso previo ocurria en la regién superior respecto de la separatriz y
estan dadas por curvas elipticas en la esfera en torno a u3, mientras que en este caso ocurren por debajo
de la separatriz y estdn dadas por curvas elipticas alrededor de u1. En el cuadro (3.7) se resume todos
estos casos para diferentes valores de b.

ae1+b aey;+b aey+b aes+b Superficie H

<0 <0 <0 <0 Elipsoide eliptico eje mayor en #1, menor en 3

=0 <0 <0 <0 Cilindro eliptico en torno a uq

>0 <0 <0 <0 Hiperboloide eliptico, un manto en torno a 1

>0 =0 <0 <0 Cilindro hiperbdlico en torno a u,

>0 >0 <0 <0 Hiperboloide eliptico, dos mantos en torno a u3

>0 >0 =0 <0 Cono eliptico en torno a u3

>0 >0 >0 <0 Hiperboloide eliptico, un manto en torno a u3

>0 >0 >0 =0 Cilindro eliptico en torno a us

>0 >0 >0 >0 Elipsoide eliptico, eje mayor en u3 y eje menor en g

Cuadro 3.7: Clasificacién de nueve geometrias para la funcién H (3.54) en el caso asimétrico tal que se
verifican e3 < ey < ep. Para cada caso el algebra de Lie de los vectores hamiltonianos en las coordenadas
u; en Bianchi IX.

Finalmente, notemos que en la transformacién (3.52) hemos considerado que a > 0. Eligiendo elementos
del grupo tales que a < 0, la transformacién de norma cambia el orden de los pardmetros de inercia
e3<ep<e] ael <ep<esy por tanto deriva en un intercambio en los mdodulos de las funciones elipticas
k2 <> k3 (ver cuadro 3.1).
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ae;+b aey+b aes+b Superficie H

<0 <0 <0 Elipsoide oblato con eje mayor en 4

=0 <0 <0 Planos paraleros uq, tp

>0 <0 <0 Hiperboloide circular dos mantos en torno a us
>0 =0 <0 Cono circular dos mantos en torno a 3

>0 >0 <0 Hiperboloide circular, un manto en torno a ug
>0 >0 =0 Cilindro circular eje en u3

>0 >0 >0 Elipsoide oblato con eje mayor en ug

Cuadro 3.8: Clasificacién de siete geometrias para la funcién H (3.54) en el caso simétrico oblato para
cada algebra de Lie de los vectores hamiltonianos en el parche u; y que son tipo Bianchi IX

3.7.2. Casos simétricos SO(2) c SO(3)

Como casos limites del cuerpo rigido asimétrico en Bianchi IX se obtiene el caso oblato (prolato)
Bianchi IX que corresponde al cuerpo rigido simétrico. El grupo asociado a estos casos es SO(2) y se
obtienen cuando se verifica e; = e; (oblato) y ey = e3 (prolato). Tomando el limite oblato del cuadro (3.7),
obtenemos siete geometrias diferentes para H, que se resumen en el cuadro (3.8).

De manera similar el caso simétrico prolato se obtiene como casos limite en la clasificacién del cuadro
(3.6). De nuevo, se obtienen siete geometrias distintas que difieren de aquellas oblatas por la orientacién
del eje axial de simétria.

3.8. B.Casos: c+0yd=0

Un elemento genérico del grupo SL(2,R) para este caso estd dado por

g:(_f/b 8) con beR/{0}. (3.56)

El caso a = 0 sélo intercambia el rol de las funciones de Casimir & y [ y por tanto pertenece al tipo Bianchi
IX. Sin pérdida de generalidad asumimos que a > 0 y debido a esto, el dlgebra de Lie (3.46) se reduce a
la forma

1 1 1
[Xulz Xuz] = _Ee?)Xuy [Xuzz Xug] = _Eelxllll [Xu3/ Xul] = _EEZXHZ' (3-57)

La funcién de Casimir H tiene la misma forma que (3.54) y por tanto sus geometrias estin dadas de
acuerdo al cuadro (3.6) y (3.7), mientras que \V, en este caso, es proporcional a h: N' = —h/b. Esto implica
que sus geometrias estdn clasificadas de acuerdo a los cuadros (3.2) y (3.3). Los elementos del grupo
(3.56) actiia como transformacién de norma en dos élgebras de Lie diferentes. La primera corresponde a
Bianchi VIIT o so(2,1) mientras que la segunda acttia en Bianchi VIj o iso(1,1). La diferencia entre estas
dos algebras radica en el valor e;. Si e; # 0 estamos en la situaciéon Bianchi VIII y si e; = 0 le corresponde
Bianchi V1. Los generadores en ambas algebras describen en general el cuerpo asimétrico. Estrictamente,
el sistema ya no corresponde al cuerpo rigido debido a que el Casimir N ya no es S%. En ocasiones, la
literatura llama a estos objetos cuerpos rigidos generalizados [26]. Un comentario final es que, al igual
que el caso de la seccion previa a < 0 en (3.56) produce diferentes ordenamientos en los pardmetros de
inercia.

Casos Bianchi VIII

El élgebra de Lie (3.57) pertenece a la clase Banchi VIII si e, # 0. Para verlo, recordemos que e; > 0,
e3 = —les] < 0 y ey = €ley|, donde € = sign(ey) ya que e; puede ser positivo o negativo. Al redefinir los
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generadores (3.45) como

1 —— 1 —— 1 ——
Xu] = _E |62”e3|Yu], Xuz = _E |€1H€3|Yuz, Xu3 = _E ’el||62|Yu3, (3.58)

obtenemos el algebra so(2,1),
[Yu1/ Yuz] = _Yu3/ [Yuz/ Yu3:| = +Yul/ [Yug,/ Yul] = €Yu2- (3-59)

Los limites simétricos pueden tomarse directamente de las expresiones (3.58) eligiendo e; = e; (oblato) y
ey = e3 (prolato).

3.8.1. Caso Bianchi VI

La segunda dlgebra de esta seccién emerge cuando e; =0 = 1 = —e3. En este caso la geometria de N/
corresponde a un cilindro hiperbélico de acuerdo a los cuadros (3.2) y (3.3). Reescribiendo los generadores
(3.45) como X, = —/e1Yy,,/b parai=1,3y X,, = —e1Y,,/b, el dlgebra es del tipo Bianchi VI

[YMVYuz] =Y, [Yu2/YM3] =+Yy, [YM3qu1] =0; (3.60)
y los generadores (3.45) se reducen a
X”l = —14332/ Xuz = 1/[183 + Mgal, Xu3 = _ulaZI (361)

donde los valores de los médulos de las funciones elipticas de Jacobi en las derivadas (3.42) son k% = k% =
1/2. En este caso no hay limite simétrico.

3.9. Casoc=#0,d=0

En este caso, ambas funciones de Casimir estdn dados por combinaciones lineales de h y [. Mientras
que H esta dado por (3.54) el casimir N adopta la forma

N == [(cey +d)ui + (cex +d) us + (ces +d) u3] - % (cep+d). (3.62)

N =

con algebras de Lie
[Yulr Yllz] = €3Yu3/ [YuZIYu3:| = €1Yu1/ [YuyYul] = €2Yu2- (363)

Se sigue que el caso general asimétrico contiene siete casos que pertenecen a cuatro diferentes algebras
tipo A en la clasificacion de Bianchi, llamadas Bianchi IX, VIII, VII, y V. Sin pérdida de generalidad
asumimos que ¢ < 0. En el cuadro (3.9) resumimos todos los casos que analizaremos en lo sucesivo.

3.9.1. Casos Bianchi IX y VIII asimétricos

Procediendo de manera similar al analisis de la seccion (3.8), reescribimos los tres coeficientes como
cej +d = €j|ce; + d| # 0 donde €; = sign(ce; +d). Luego definimos los generadores Y/s

Xy, =/|ces +d|cex +d|Yy,, Xu, =+/|ces +d|cer +d|Yy,, Xu; =+/|ces +d||cer +d|Y,, (3.64)

que derivan directamente a las ecuaciones (3.63). Las situaciones 1,3,5 y 7 del cuadro (3.9) son de esta
forma.
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Situacion ce; +d cep+d ces+d € € €3 Bianchi:

1 <0 <0 <0 -1 -1 -1 IX
2 =0 <0 <0 0 -1 -1 VI
3 >0 <0 <0 +1 -1 -1 VIII
4 >0 =0 <0 +1 0 -1 VI
5 >0 >0 <0 +1 +1 -1 VIII
6 >0 >0 =0 +1 +1 O VIl
7

>0 >0 >0 +1 +1 +1 IX

Cuadro 3.9: Algebras de Lie para transformaciones de norma SL(2,R) con ¢ # 0 y d # 0. Todas las
4lgebras son del tipo A en la clasificacién de Bianchi y describen un cuerpo rigido asimétrico.

3.9.2. Bianchi VIlo y Vo asimétricos
» Situacion 2: d = —ce; (Bianchi VI o is0(2)).
En acuerdo con el cuadro (3.9), este caso se obtiene cuando los coeficientes de la transformacién SL(2,R)

satisfacen la relacién d = —ce;. Luego entonces, el dlgebra (3.63) es Bianchi VIIo o iso(2). Sin pérdida de
generalidad podemos asumir ¢ > 0 y la reescritura adecuada de los generadores es

e1 -6

Xy, = c\/(el —-e3)(e1-e)Yy,, Xy, =caYy,, X, p—

=Cc

Yy, (3.65)

3

Notamos que aparece la constante « .

» Situacién 4: d = —ce; # 0 (Bianchi VI o iso(1,1)).

La eleccion adecuada de generadores para este caso estda dada por

[eo—e
Xy, =ca ei - 62 Y, Xu,=c/(e1-e2)(e2—e3)Ye,, Xuy = Yo, (3.66)

» Situacién 6: d = —ce3 (Bianchi VIIo o iso(2))

En este caso, los generadores seran

€1—¢€3
Xy, =caYy, Xy, =ca

2

Y, Xus=c\/(e1-e3)(e2—e3)Yu, (3.67)

€ —¢€3

3.9.3. Limites simétricos oblatos (e1 = ¢p)

Estos limites pueden obtenerse de manera natural en las situaciones 1,5,6,7 del cuadro (3.8) debido
a que los signos de ce1 +d y cep +d son los mismos. Los casos 2,3 y 4 degeneran todos a un solo caso
que esta caracterizado por tener cep +d = cep +d = 0 y cuya dlgebra es del tipo Bianchi II, cominmente
conocida como el algebra de Heisenberg heiss (consultar [129] y cuadro 3.10).

3.9.4. Limites simétricos prolatos (e; = ¢3)

Un resultado similar es obtenido para este caso. Para propésitos de completar se incluyen las posibi-
lidades en el cuadro (3.11) pero no daremos més detalles pues las dlgebras asociadas son las mismas que
el caso oblato.
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Situacién ce;+d cez+d Bianchi: X, Xu, Xu,

1 <0 <0 IX Vlces| +d|lcer +d|Yy, +/|ces| +dl[cer +d|Yu, |cer +d|Yu,
8 -0 <0 I Y, Ya, 3|d|Y,,, /2
5 >0 <0 VIII Vlces| +d|lcer +d|Yy, +/|ces| +d|[cer +d|Yu, |cer +d[Yu,
6 >0 =0 VI Y Ya, icer +d|Y,,
7 >0 >0 IX Vlces| +dlcer +d|Yy, /|ces| +dlcer +d|Yy, |cer+d|Yu,

Cuadro 3.10: Casos simétricos oblatos (e; = ep) y su clasificacién de su dlgebra de Lie-Poisson para sus
vectores Hamltonianos en la carta generada por u.

Situacién ceq;+d cez3+d Bianchi:
1 <0 <0 IX

2 =0 <0 VI

3 >0 <0 VIII

8 >0 =0 11

7 >0 >0 IX

Cuadro 3.11: Casos simétricos prolatos (ex = e3) y su clasificacién de su édlgebra de Lie-Poisson para sus
vectores Hamltonianos en la carta generada por uy.
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Capitulo 4

Reduccion simpléctica del cuerpo rigido
bajo SL(2,R)

iOh! divina sapiencia, qué bien reinas en el
cielo, la tierra y el infierno y con cuanta
justicia das y quitas. Canto XIX, Comedia.

4.1. Introduccion

En este capitulo estamos interesados en explorar con mayor profundidad la relacién existente entre
el cuerpo rigido y el péndulo simple. Como se mencioné en la introduccién, en el trabajo original [23] se
muestra que la plétora de dlgebras de Lie del cuerpo extendido son s0(3), iso(2) o heisg empero, en [26] se
exhibe la lista completa de dlgebras de Lie relacionadas con so(3). Més atin, de acuerdo con [23], el péndulo
puede obtenerse del cuerpo rigido extendido si desde el punto de vista geométrico las superficies de las
dos funciones Casimir tienen el perfil de cilindros elipticos como se mencion6 en el capitulo (3). Mientras
la geometria que representa el cuadrado del momento angular (esfera) se mantenga, la geometria de la
funcién Casimir, que representa la energia cinética (elipsoide), puede ser reemplazada por hiperboloides
elipticos que pueden tener uno o dos mantos dependiendo de los valores numéricos de ey y x. El péndulo
también se obtiene en términos de tiempo y energia compleja (imaginaria) para el caso donde las funciones
Casimir son cilindros elipticos e hiperbdlicos que generan algebras iso(2) e iso(1,1). Una de las ventajas
de trabajar con los pardmetros eg y x, es que es posible establecer una correspondencia explicita entre
las soluciones a las ecuaciones de Euler con movimiento oscilatorio y circular?.

4.2. Cuerpo rigido y péndulo

Comenzamos esta seccién con la siguiente afirmacion: el movimiento del cuerpo rigido se reduce al
movimiento del péndulo en superficies de nivel de energia y momento angular constantes. Resultado co-
nocido dentro de la teoria de sistemas dindmicos y propuesto por Holm y Marsden [56; 23]. Presentamos
con cierto detalle el calculo que sustenta esta afirmacion.

Expresando las ecuaciones de Euler en forma vectorial,

d
1= VHxVL, (4.1)

L] contenido de este capitulo esta publicado en [53].
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donde H es la energia (vease capitulo 2) y L = IT1?/2 la mitad del cuadrado del momento angular
I 113 113
1,272,773 L=

1 2 2 2
TR T _§(H1+H2+H3). (4.2)

Ambas funciones son conservadas® y el movimiento del cuerpo rigido tiene lugar en la interseccién de
las superficies de energfa (elipses) y momento angular (esferas) en la variedad R3. En la representacién
(4.1), podemos notar que los centros de estas superficies coinciden. A su vez, el intercambio Il; —» —IT;
deja invariante las funciones H y L, es decir, poseen simetria (22)3.

Como en el capitulo 3, las ecuaciones de Euler son invariantes bajo combinaciones lineales de H y L,

)-8 49

%H = VK x VN, (4.4)

y reproduce las ecuaciones de Euler siempre que la matriz en (4.3) sea tal que ad — bc = 1. Una eleccién
especifica es [55]

bajo las cuales

JEPE! I3

a b . _
[A]E(C d): 131 L 13_ 111 . (4.5)

I

Bajo el ordenamiento (sin pérdida de generalidad) 0 < I; < I, < I3, se tiene [A],, <0, [A]l;; <0, ¥
[A], <0. La ecuacién (4.4) resulta

- (e ()
AV AUANA L6
L(h-1) 2 ’ (4.6)
N ——= I3+ —H
2L (I3 - 1t)

Las expresiones (4.6) reproducen las ecuaciones de Euler® IT = IT x Q). La colinealidad de los gradientes
implica equilibrio y tal situacién en (4.6) sucede en dos puntos: donde los cilindros son tangentes y
aquellos puntos donde el eje de un cilindro esta dirigido ortogonalmente a través de la superficie del otro
cilindro. Definamos ahora tres constantes positivas klz, i =1,2,3 para reescribir las ecuaciones (4.6), a

saber 5 ) ) )
I H IT; H
K= —2, N= -2, (4.7)
2k2 2k§ 2k2 2
siendo

1 1 1 1 1 1 1 L(L-L)

SE=— -0, 5 E———, 5=l (4.8)
ki L L' ki L L' ki DL(-IL)

Aqui es posible hallar un cambio de variable tal que la superficie K sea una constante. Si definimos
r=V2K y efectuamos el cambio de variables (6, p), definido por

ITy :=kyrcosf, Ilp:=kyrsinf, Il3:=p, (4.9)
las ecuaciones (4.6) resultan
ICzlr2 sz—+ k—2r2 sin? 6 (4.10)
27 2 \2K3 ' ‘

2En otros capitulos son llamados funciones de Casimir; integrales de movimiento, etc.
3Véase (2.57), siendo Q; = I1;/1; la velocidad angular.
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Con esta estructura (que luce como un sistema hamiltoniano), el paréntesis de Lie-Poisson
{F1, R}k =-VK-(VFi xVE) (4.11)

estd definido sobre el dlgebra dual R® (ver seccién 2.5.4) y define una estructura hamiltoniana simpléctica
(sobre K = cte) médulo un factor global constante:

1
19 =71 412
P o= (412)
que para funciones dindmicas genéricas, pero bien portadas
1 (0FJdG OJFIG
FGlxk=—|=——-——]. 4.13
tF = (ap 96 06 ap) (4.13)
La reestriccion del hamiltoniano H al cilindro eliptico K = cte esta dado por
KK 1 [1 L(L-h) KK 1
H=""w | Zp?+ r?sin?f | = 21—+ =N, 4.14
L 52" T2(h-n)(s- ) L I3 (4-14)

entonces, N/I3 puede ser considerado como hamiltoniano en la hoja simpléctica K y tiene la forma de
energia cinética mas energia potencial. Las ecuaciones de movimiento en las variables canénicas (6, p)
son

d 1
—0 = {0 N/} =-——p,
dt kikoI3
d NI 1 Bo o o (4.15)
prid {p, N/I5} = A Er sinf cos 6.
Combinando ambas ecuaciones obtenemos
d%0 7>
— = —————5in 26, (4.16)
TR TETET
en los parametros originales del cuerpo rigido,
e K1 1
= =~ Z)sin26. 4.17
dt? 1% ( L b ) st ( )

Es decir, el movimiento del cuerpo rigido puede reducirse al movimiento de un péndulo en superficies de
nivel K. El factor de 2 en el argumento de la funcién seno se debe a la simetria Z, en las superficies de
nivel de I o bien, por la invariancia bajo el intercambio 6 — 6 + 7.

Finalizamos esta seccién estableciendo el teorema originalmente propuesto en [23],

Teorema. Las ecuaciones de Euler del cuerpo rigido son Lie-Poisson con hamiltoniano N para el
algebra de Lie dual II{‘;’( donde el grupo de Lie asociado a K es el grupo ortogonal O(K), si K es no
degenerada. Si K tiene signatura (+,+,0)* el grupo asociado es ISO(2). En particular, los grupos
S0O(3), SO(2,1) y ISO(2) ocurren al variar los pardmetros a,b,c,d de la matriz SL(2,IR). Para el caso
de un cuerpo simétrico, el grupo de Heisenberg ocurre también.

En lo sucesivo exploramos este teorema en nuestra parametrizaciéon (insipirada en los trabajos de la
molécula asimétrica mostrados en el capitulo 3) y obtenemos, bajo el paréntesis de Lie-Poisson y trans-
formaciones adecuadas de las variables de momento angular, nuevos paréntesis simplécticos que dan lugar
a la dindmica del péndulo en todos sus regimenes de movimiento o en secciones de este.

4la matriz asociada a la forma cuadratica K que sera diagonal en el sistema de ejes principales.
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4.2.1. Integrales de movimiento en parametros e;

En los pardmetros adimensionales {e;} y ey tenemos
e1 = cos(x), ey = cos(xk—2m/3), e3 = cos(x +27t/3),
y verifican (véase seccién 3.3),
2

e1+ex+e3=0, e% +e5+ e% =3/2 and ejeze3 = (cos3k)/4.

Las funciones de Casimir, en el espacio coordenado (u1,uy,u3) se escriben como (ver 3.37),

h(uy,uz,u3) (elu%+ezu%+egu§),

N =N =

I(u1,up,uz) (”%Jf”%““”%)-

Y bajo la simetria SL(2,IR) (ecuacién 4.3) tenemos

H
N

% [(aeq +b) u + (aex + b) u3 + (ae3 + b) u3],

2

[(cer +d) uf + (cey +d) u3 + (ces +d) u3].

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Dado el ordenamiento e3 < e, < e1 de los parametros adimensionales de inercia, las soluciones dependen
del valor relativo entre ey y e;. Mostramos en esta seccién el cuadro (4.1) y un resumen de la seccién
(3.4.3) para propésitos de autocontencion. Detalles sobre estas soluciones pueden consultarse en la seccién

(3.4.3) de este trabajo o en [62; 63].
I. Casoes<ey<ey<e
Cuando ey adquiere valores entre e; y e, las soluciones son

u1(t) =sn(t’,m:)dn(t,m),  up(t) =dn(t’, m.)sn(t,m),
uz(t) = en(t’, me) en(t, m),

con amplitudes escritas como funciones elipticas de Jacobi con pardmetro T/ = constante®,

€p—¢€3 €1—-¢6o €1 —€p

, en? (T, m) = , dn®(T',m,) =

an(T', me) = )
€1—-¢€3 €1—-¢€3 €1 —€é2

El cuadrado del médulo m y su complementario m,. en la ecuaciéon (4.23) estd dado por

2o (e—es)(ei—eo) _(e1-eo) kK
~ (eo-e3)(e1—e2) (eo—es) K3’
2- (e (ei-es) (eo-ex) 1

(eg—e3) (e1—e2) - (eo—e3) k%’

que toma valores 0 <m? <1y 0< m% <1y satisface m? + m% =1. Los cocientes son
€2 —¢€3 €1 - €
K = , K = ,
€1 —-¢€3 €1—-¢€3

que satisfacen de manera similar k% + k% =1.

°El tiempo T es el definido en la seccién (3.4.3), especificamente (3.26).
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II. Casoes<ey<er<er .

Aqui, las soluciones son
;M 1
up=cn|t,i— | cen|mt,—],
m m
P 1
ug=sn|t,i— | dn{mt,— ],
m m

donde 0 < 1/m? < 1, con m? definido en (4.25). Empero, dibido a que e3 < eg < ey < e;, m> > 1. Las
amplitudes son escritas en términos de funciones de Jacobi con pardmetro T’ = constante

(4.27)

Uy = dn(r’,iﬂ) sn(m’r,l),
m m

(4.28)
m e —e m eg—e
snz(T’,z—C):l—O, an(T’,l—C)Z =% (4.29)
m e1 —e3 m e1 —e3
m eg—e
dnz(T',z—c): 0= =3
m €y — €3

Notemos que, de manera andloga al hecho de que m? y m? son complementarios entre ellos, es decir,

m?+m? =1, el par 1/m? y —m?/m? también lo son. A su vez 1/m? y —m?|m? satisfacen

1 m? 1 m?
2 2 c
1 1ome A om 4.30
e m2  m? m2  m? (4.:30)
m? m2 1 _mg 1 _m?
C m2 m2 mg m%
ex<ep | (0,1) (0,1) | (1,00) | (=00,0) | (1,00) | (=00,0)
eo<ex | (1,00) | (-00,0) | (0,1) | (0,1) | (-00,0) | (1,00)

Cuadro 4.1: Intervalo de valores de m? y m?, sus inversos 1/m?, 1/m? y cocientes m?/m? and m?/m?, como
funcién de los valores relativos entre eg y es.

4.3. El péndulo

Como el caso del cuerpo rigido extendido, las soluciones del péndulo simple estan dadas en términos de
las funciones elipticas de Jacobi definidas en todo el espacio complejo C con la propiedad de ser doblemente
periddicas. Revisamos las caracteristicas principales de la expresion de la energia del péndulo en tiempo
real e imaginario. Estas propiedades estan bien entendidas en la literatura y existen muchos trabajos
interesantes al respecto [67; 87; 111; 112; 122; 133; 134]. En este trabajo seguiremos principalmente a
[28].

4.3.1. Péndulo en tiempo real y sus soluciones

Comenzamos considerando un péndulo de masa M y longitud r sujeto a la accién gravitatoria cons-
tante de magnitud —g (g > 0). Si 8 es el 4ngulo polar medido respecto a la linea vertical y en direccién anti
horaria, entonces 0 representa la derivada temporal de su posicién angular. El lagrangiano del sistema es

L(6,0) = %Mrzéz — Mgr(1-cos®). (4.31)

61



El cero de energia potencial es la posicion vertical més baja del péndulo (0 = 2n7, con n € Z). La ecuacién
de movimiento resulta

b+ % sinf =0, (4.32)

en donde, tras una primera integracion, obtenemos la conservacion de la energia mecanica total
1 . . 0
E= EM;*ZG2 +2Mgr sin? (5) = constante. (4.33)

Soluciones fisicas de la ecuacion (4.33) existen solo si E > 0. Ahora bien, licito es reescribir la ecuacién

. . P ) 2 _ _E . C oy =
en forma adimensional en términos del pardmetro ki = g ¥ la variable real temporal: x = \/gt € R,

(2 o (3) -5

donde p es la velocidad angular adimensional: p(x) = df/dx. Una inspeccion al potencial permite concluir
que el péndulo tiene cuatro tipos de soluciones diferentes dependiendo de los valores de la constante k%:

obteniendo

e Equilibrio estdtico (8 = 0): el comportamiento trivial ocurre cuando k% =0o0 k% = 1. El primer
caso implica 6 = 0. Para k% = 1 podemos considerar la situacién donde § = 0. En ambos casos, el pén-
dulo no presenta movimiento, es decir, equilibrio estatico. Cuando 6 = 2n7 el equilibrio es estable y en
6 = (2n + 1) 7 es inestable.

e Movimiento Oscilatorio (0 < k% < 1): en estos casos, el péndulo oscila respecto a un punto de
equilibrio estable. Las soluciones analiticas son

6(x) = 2arcsin[kgsn(x—xo,kg)], (4.35)
p(x) = 2kpen(x—xo,kg), (4.36)

donde el cuadrado del médulo k? de las funciones elipticas estan relacionadas con el pardmetro de ener-
gfa: k? = k%. Aqui xg es una segunda constante de integraciéon y aparece cuando (4.34) es integrada. Su
significado fisico es la arbitrariedad en la eleccién del cero en el tiempo. El periodo de movimiento es
4K o, reestableciendo la dimensién temporal, 4K\/g7 con K un cuarto de periodo de la funcién eliptica
sn(x - XO,kE).

e Movimiento asintético (k% =1y 6 #0): en este caso, el angulo 0 toma valores en el intervalo (-7, 77)
y por tanto sin(6/2) € (-1,1). La particula alcanza el punto més alto del circulo. Las soluciones vienen
dadas por

f(x) = <+2arcsin[tanh(x-xp)], (4.37)
p(x) = =*2sech(x-xp). (4.38)
El signo + corresponde al movimiento de (71 — +77). Notar que tanh(x — xg) toma valores en (-1,1) si

X —xg € (—00,00). Por ejemplo, si § - 71, x — xg = oo y tanh(x — xp) tiende asintéticamente a 1. Es claro
que este movimiento no es periédico. En la literatura es comtn tomar xg = 0.

o Movimiento Circulatorio (k% >1): en este caso, el momento de la particula es suficientemente largo
para superar el punto més alto del circulo y por tanto se desplaza alrededor de este. Siempre en la misma
direccién. Las soluciones estan dadas por

+28gn [cn (kE(x - Xp), é)] arcsin [sn (kE(x - Xp), é)] , (4.39)

£2kp dn (kE(x x), kl) (4.40)
E

6(x)

p(x)
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donde el signo global (+) es por movimiento anti horario y (=) en sentido horario. La funcién sgn(x) esté
definida como

1 +1 si (4n-1)K<kp(x—-x9) < (4n+1)K,
Sgn[cn(kE(x_xO)'E)]:{ -1 si (4n+1)1<sk§(x—xg)<(4n+3)I<, (4.41)

y su papel es acortar el periodo de la funcién sn(kg(x —xp),1/kg) a la mitad. Este hecho estd en acuerdo
con la expresién para p(x) ya que el periodo de la funcién eliptica dn(kg(x —xg),1/kg) es 2K/kg en
lugar de 4K/kg, que es el periodo de sn(kg(x - xg),1/kg). El médulo k? es igual al inverso de la energia
0<Kk* = 1/k}25 < 1. Todos estos son los movimientos posibles del péndulo simple. Se puede demostrar
que las soluciones satisfacen (4.34) usando las relaciones entre las funciones de Jacobi (donde el médulo
satisface 0 < k% < 1) y sus anélogos para funciones hiperbélicas (que son el caso limite para las cuales

k=1):

sn?(x, k) +en®(x,k) = 1, (4.42)
tanh?(x) +sech?(x) = 1, (4.43)
Ksn?(x, k) + dn®(x,k) = (4.44)

4.3.2. Péndulo en tiempo imaginario

En el anélisis anterior, el tiempo es real. Las soluciones del péndulo simple solo contemplan el periodo
4K real. Sin embargo, las funciones de Jacobi estan definidas en todo C. Por ejemplo, la funcién sn(z, k)
con médulo 0 < k% < 1, tiene periodo 4K y un periodo imaginario 2iK, donde K y K, son los cuartos de
periodo [112]). En 1878, Paul Appell clarific6 el significado fisico del tiempo imaginario en este sistema
[113; 111]. Revirtiendo el signo del campo gravitacional g - —¢ y obligando a las ecuaciones de Newton
a permanecer invariantes ante este cambio, debemos reemplazar la variable t por T = +it. Implementando
estos cambios, la ecuacién de movimiento (4.32) adopta la forma

a0 g

Escribir esta tltima en forma adimensional, requiere la introduccién del tiempo imaginario y = +7/g/r =

+ix. Integrando obtenemos
2
1(d6 .2 (0 >
1= - — )= —k%, 4.46
4 (dy) - (2) (4.46)

que luce como (4.34) pero con potencial invertido. Para resolver esta ecuacién, invertimos el signo del
potencial y reescribimos la ecuacién de tal forma que sea similar a (4.34). Esto se logra desfasando el
potencial por una unidad,

() o ()15

Aqui IP es el momento de la funcién con tiempo imaginario. El segundo paso es reescribir el potencial de
tal forma que coincida con aquél de (4.34). Esto se logra con una traslacién de la grafica del potencial
por una angulo 77/2 hacia la derecha. Definamos ahora 6’ = 8 — 71, para obtener

P\ (¢ 2
= i —|=1-kz. 4.48
(2) +sin ( > ) E (4.48)
Es claro que 0 < 1 —k% < 1 para el movimiento oscilarorio y 1 —k% < 0 para el circulatorio. No es el

proposito de este trabajo revisar el conjunto completo de soluciones con tiempo imaginario. Se sugiere
consultar [28] para una revisién exahustiva.
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4.4. El péndulo desde el cuerpo rigido extendido (c+0 y d #0)

En esta secciéon comenzamos a revisar la relacion entre el cuerpo rigido y el péndulo originalmente
discutido en [23]. Extendemos la discusién para el caso de tiempo imaginario. En todos los casos se
analizan las propiedades geométricas y algebréicas. Una leccién aprendida en [23] es que, para obtener
un péndulo desde el cuerpo rigido, es necesario que la transformacién SL(2,IR) de los invariantes otorge
nuevas representaciones que, geométricamente, sean cilindros elipticos. En nuestra parametrizacion, las
condiciones matemaéticas para que esto suceda son

aei+b=0, 'y cej+d=0, con i#]. (4.49)

Sin embargo, debido al hecho de que los pardmetros de inercia no son necesariamente positivos, estas
condiciones no solo constrifien al sistema a cilindros elipticos, también cilindros hiperbdlicos surgen (ver
[27] y el capitulo 3). Para tener el control de estas posibilidades de obtener péndulos, es necesario listar
todos las transformaciones que SL(2,R) contempla y que satisface (4.49). Estos conjuntos se determinan
bajo las siguientes condiciones: i) c#0y d #0;1ii) c# 0y d=0;iii) c=0y d # 0 [68]. En el ultimo caso,
un elemento del grupo SL(2,R) es

g:( 8 1Z;a ), con belR. (4.50)

Se concluye que la superficie N es una esfera unitaria y por tanto en este caso no es posible degenerarlo a
una superficie cilindrica®. Como consecuencia, el péndulo no puede alcanzarse desde elementos de grupo
de esta clase y nos reestringimos a los casos i) y ii). Dejamos el caso ¢ # 0 and d = 0 para la seccién (4.5)
y presentamos los cuadros ( 4.2) y (4.3) que muestran las posibilidades geométricas para los casos ¢ # 0
y d # 0 de la transformacién (4.3).

’ Situacién ‘ ae1 +b ‘ ae, +b ‘ aez +b ‘ Superficie H, tras la aplicacién SL(2,R) a H ‘
1 =0 <0 <0 Cilindro eliptico en torno a uq
2 >0 =0 <0 Cilindro hiperbélico en torno a up, foco en uy (ez < ep)
3 >0 =0 <0 | Cilindro hiperbélico en torno a uy, foco en uz (ey < ez)
4 >0 >0 =0 Cilindro eliptico en torno a us

Cuadro 4.2: Clasificaciéon de las cuatro geometrias diferentes para H en el cuerpo rigido extendido asi-
métrico.

Situacién \ cep+d \ cey+d \ ce3 +d \ Superficie N tras la aplicacién SL(2,R) a N ‘
5 =0 <0 <0 Cilindro eliptico en torno a uq
6 >0 =0 <0 | Cilindro hiperbélico en torno a uy, foco en uy (ex < ep)
7 >0 =0 <0 Cilindro hiperbélico en torno a uy, foco en uz (eg < ep)
8 >0 >0 =0 Cilindro eliptico en torno a us

Cuadro 4.3: Clasificacién de las cuatro geometrias diferentes para N en el cuerpo rigido extendido asi-
métrico.

Nos referimos a las cinco posibilidades en términos de las intersecciones 1-6, 1-7, 1-8, 2-8 y 3-8 de los
cuadros (4.2) y (4.3). El caso discutido en [23] corresponde a 1-8: interseccién de dos cilindros elipticos.

6Sin embargo existen mapeos como la proyeccién estereografica al plano complejo. Este tipo de transformaciones no
pertenecen a SL(2,R) pero si, tal vez a SL((3,R) o el grupo SL(2,C). Estas consideraciones son motivo de investigacién
posterior como se presenta en el tltimo capitulo de esta tesis.
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Sin embargo tenemos otros cuatro casos que no son discutidos en la literatura, hasta donde sabemos.
Resaltamos que, a diferencia del trabajo de [23], aqui usamos diferente parametrizacién. Adicionalmente,
agrandamos a més posibilidades de mapeos de momento contemplando la posibilidad que estos sean
complejos. En la subseccién (4.3.2), se estudia por qué el momento IP = —ip definido asi, es consecuencia de
introducir tiempos puramente imaginarios. Cuando el tiempo es real, el espacio de momento angular final
permanece en R® mientras que el asociado al espacio fase del péndulo es R x S'. Para tiempo imaginario
puro, el espacio de momento angular final es R? x iR y el espacio fase del péndulo es construido con
la coordenada real 6 y el momento imaginario puro IP. En esta seccién comenzamos analizando el caso
original (1-8) en nuestra parametrizacion.

4.4.1. Interseccion de dos cilindros elipticos

Eligiendo a, b, ¢ y d entradas no nulas de g € SL(2,R) que verifiquen
ae;+b=ce3+d=0, (4.51)

que se logra fijando dos de los tres pardmetros de g. Sustituyendo b y d en las expresiones (4.3) para los
invariantes obtenemos

a a a
H: —5(61—32)7/[%—5(31_63)“% = _5(31_60)/ (4.52)

c c c
N: 5(61—63)”%+§(€2—€3)u%: 5 (eo—es). (4.53)

Notando que las superficies no dependen de valores especificos de a y de b. Sin embargo, podemos fijar
uno de estos parametros en términos de otro con la condicién detg = 1, que en este caso produce la
condicién ac = 1/(e; —e3). En otras palabras, Holm y Marsden consideraron un elemento g € SL(2,R) de
la forma

1 €1
= cla-e) — cle—es) 4.54

§ ( c —ce3 )' (4:54)
que depende solo del pardametro libre ¢ # 0. Originalmente este parametro fue fijado en ¢ =1 a pesar de
que no es necesario debido a que la combinacién SL(2,IR) de h y de I deja expresiones que no dependen
de ¢. Bajo el ordenamiento e3 < e, < e1, los coeficientes en (4.54) tienen la propiedad a >0, b< 0y d > 0.
Las ecuaciones que determinan las superficies pueden escribirse entonces como

H: KBkl = 2 :Z) (4.55)
ep—¢€
N:  ud+kus= e(l)—ej' (4.56)

que representan genéricamente dos cilindros elipticos, H con eje en la coordenada u; y N a lo largo de
uz. Aqui k% y k% son los definidos como

ey —¢€ e1 —e
B=25 vy iG=212 (4.57)
€1—€3 €1—¢€3

Las secciones transversales de los cilindros son elipses con semi eje mayor y menor en ejes que dependen
del valor eg, es decir, tienen tamano variable y las intersecciones son exactamente las mismas que en la
figura (4.1) ya que las transformaciones SL(2,IR) cambian la geometria de las integrales de movimiento
pero dejan invariante sus intersecciones [20]. La estrategia es ahora implementar un cambio de variables
de tal forma que uno de los cilindros se vuelva circular usando para ello, funciones trigonométricas. He-
cho esto, el segundo cilindro no podra mapearse a uno circular simultdneamente sin introducir funciones
elipticas. Esta estrategia puede aplicarse de dos maneras diferentes, en un caso H se degenera a cilindro
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Soluciones cuerpo rigido Péndulo con hamiltoniano H

Péndulo con hamiltoniano N/

Figura 4.1: Orbitas solucién del vector de momento angular en el marco atado al cuerpo para so(3). Para
ey < eg se dibujan en negro mientras que para ey < e se dibujan en azul. Las lineas rojas corresponden a las
separatices. La figura superior derecha corresponde al espacio fase del péndulo simple con hamiltoniano
‘H y espacio cotangente N. La figura inferior le corresponde los Casimir invertidos. Notar que las lineas
azules (negras) estdn intercambiadas en ambos cilindros.

eliptico mientras que en el segundo caso, le corresponde a V. Interesante es que estos dos casos produce el
mismo sistema fisico, esperado en la teoria general de sistemas bi-hamiltonianos a pesar de que el origen
fisico difiere en ambos casos como explicaremos. El cambio de variable o dicho técnicamente mapeo de
momento que se implementa [55] es andlogo al definido por Holm y Marsden. Como resultado de este
mapeo, una de las expresiones para las superficies invariantes adopta la forma de hamiltoniano sobre
una superficie simpléctica definida por el otro invariante. Tal hamiltoniano es el del péndulo simple y
podemos identificar directamente si la energia es la adecuada para producir oscilaciones o movimiento
circular. Adicionalmente introducimos mapeos de momento con tiempo imaginario.

e Péndulo simple con tiempo real y hamiltoniano H: consideremos el mapeo de momento

ep —e3 9) 1 ep—e3 . (9) kz ep—e3 p
Uy =4/ ——cos|=|, u E—,/—sm ), uz=-—/—=. 4.58
! e1—e3 (2 2 k1 e1—e3 2 3 kl e1—e3 2 ( )

La expresion para la superficie N se verifica idénticamente mientras que, para H, tenemos

0 2 e1—ey er—¢
.2 p 1—€ €2—-€63 -
: — ) == = m”. 4.59
H :sin (2)+(2) co—es el m ( )

La funcién N se interpreta como el espacio cotangente con geometria de un cilindro circular de radio
unitario. Por otro lado, de acuerdo con la ecuacién (4.34), H es el hamiltoniano del péndulo en analogia
a la relacién hallada por Holm y Marsden [23]. Debido a que en la situacién 1 del cuadro (4.2) es valida
para toda ey en e3 < eg < e1 se tiene que 0 < m? <1 para eg > ey, m? =1 y a su vez ey = ey, m?>1 para eg < e
(ver cuadro 4.1). Pot tanto, para m? < 1 tenemos movimiento oscilatorio para el péndulo y en m? = 1
movimiento critico. Para el valor m? > 1 se verifica el movimiento circulatorio. La figura 4.1 muestra el
espacio fase completo del péndulo. Los generadores (3.45) del sistema pueden reescribirse como
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1 e1—e

Yul = _Xul = _Mk%u2a3,
cw n
k e1—e

v, = My, -@z@) 5, (4.60)
cw x

Yo = — Xy -kiu2di— 10

us - Ckl(@l—e:))) us — 14201 kl 102,
que satisfacen el algebra de Lie iso(2)
[YMUYHz] =0, [YM2/YM3] = Y”l' [YMBIYHJ = Yuz' (4'61)

Adicionalmente a la constante ¢ en (4.60), los generadores Yy, y Yy, pueden multiplicarse por un factor
constante «. Se puede introducir una estructura Lie-Poisson para el péndulo en la superficie cilindrica
N =1 [23], en términos del par (6, p) si definimos el paréntesis como

{f,8In =-VN - (VfxVg). (4.62)

Con lo cual obtenemos

(4.63)

(.8} =8 (e1-e3)(e2—e3) (Bfag afag)’

v/ (e1—e2)(eo—e3) a09p 9p a6

00 dp dp o
que muestra que las variables € y p representa un par canénicamente conjugado hasta un factor

(e1—e3)(e2—e3)

\/(61 —e2)(eo - 63).

En términos de este paréntesis, las ecuaciones de movimiento estdn dadas por

(4.64)

{p, 0} =8

dao dp

v 0 “F
{H/ }j\/ y dr

I ={H,p}y- (4.65)

Combinando este par de ecuaciones obtenemos la ecuaciéon de movimiento para el péndulo simple

2 N2(m N2
d—i:—m(el ) (ea=e) g (4.66)
dt (e1—e2)(eo —e3)

e Péndulo simple con tiempo imaginario y hamiltoniano : considere el mapeo de momento

= [ 2B gin v u _ 1 2078 cos v u =i12 ¢@-¢s P (4.67)
Ve —es 2] T kVe-e 2] P Ve—es 27 '

La expresion para N se verifica idénticamente mientras que, para H, tenemos

I 2
H:sinz(%)+(§) =m?, (4.68)

donde m? es el médulo complementario definido en (4.25). El invariante # representa el hamiltoniano del
péndulo con tiempo imaginario (4.48). Nuevamente, debido a que (4.68) es vélida para toda ey, tenemos
todos los movimientos que el péndulo puede ejecutar. Oscilatorio: e; < ey y 0 < m% < 1; asintético: eg = e
y m% = 0; circulatorio: ey < ep y m% <0 (ver cuadro 4.1). El complejo i en la coordenada us juega el papel
geométrico de cambiar el cilindro eliptico a un cilindro hiperbdlico a pesar de que el primero estd definido
en el espacio fase real R® mientras que el ltimo estd definido en R? x iR, con caricter complejo. En
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este caso se tiene la misma algebra iso(2) que (4.61) pues grupos diferentes pueden compartir dlgebras
iguales. El paréntesis se escribe con un factor de escala imaginario puro

. (e1—e3)(ex—e3) (O0f 0g Of 98
81\/(61 —e2)(e0 —e3) (ﬁﬁ ) ﬁﬁ)' (469

en completo acuerdo con el hecho de que la ecuacién de Newton para el péndulo simple con tiempo
imaginario tiene un signo negativo extra en el término de fuerza

0 (e1-e3)*(e2—e3)?
dt? (e1—e2)(e0 —e3)

Debido a que el cuerpo rigido es un sistema bi-hamiltoniano, es interesante obtener el péndulo simple
ahora con N como hamiltoniano y constante de movimiento # en el papel de espacio cotangente.

{f,8tn="-

sin 6. (4.70)

e Péndulo simple con tiempo real y hamiltoniano N: sea el mapeo de momento

k1 e1—¢e p 1 e1—¢ep . (9) €1 — € (9)
U = — —, Up=—y/——sin| =], us=4/——cos|=|. 4.71
! kz\/ e1—e3 2 2 ko \/ e1-e3 2 3 e1—e3 2 ( )

Ahora, la expresién para H se verifica explicitamente mientras que, para N, tenemos

N (g)ersinz(g) - % (4.72)

de acuerdo con (4.34), le corresponde ser la energia del péndulo simple. Debido a que la situacién 8 del
cuadro (4.3) es licita para todo ey en el intervalo e3 < ey < e1, tenemos que, en virtud de (4.72), todos
los movimientos son posibles. En el caso ey < ep, para el cual 0 < m? < 1 en (4.59) se tiene movimiento
oscilatorio. Para (4.72) se tiene movimiento circulatorio para los mismos valores de eg: 1 < 1/m? < co. Algo
andlogo se tiene para movimientos circulatorios en (4.59) y oscilatorios en (4.72). Los casos asintéticos
se codifican en eg = e, para el cual m? = 1 tanto en (4.59) como (4.72). Esta es la razén por la cual, los
colores en (4.1) de las érbitas de momento angular estdn intercambiadas en ambos cilindros, salvo los
casos asintéticos.

Enfaticemos que el cilindro circular H es unitario. En este caso el vector hamiltoniano asociado a u; esta
dado por las ecuaciones (3.45). Definiéndolos como

Yy, = a(el—l—eg)kzxul = klz u3 0y — ko 1203,
i = K=, (4.73)
Yy, = alekz Xuy = a-e ko 1301,
satisfacen el dlgebra iso(2).
Y, Vil = Yy, [V, Vs 120, [Yiy, Y] = Yoy, (4.74)

En (4.73) a es una constante arbitraria. El paréntesis de Lie-Poisson en términos de (6, p) en la superficie
H =1, sera

{f,&}n=-VH-(VfxVg), (4.75)
de donde tenemos ( Y ) (af 2 3F 2
_ e1—e3)(er—er __g___g
18k = 8\/(81 —ep)(e2—e3) (89 dp dpaf ) (4.76)
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La ecuacién de movimiento asociada a este paréntesis es

2 o2 o — )2
d—i:—m(el a)(ea-e) g (4.77)
dt (e1—eg)(ex—e3)

e Péndulo simple con tiempo imaginario y hamiltoniano N: sea el mapeo

u =ikl a-e P Uy = L L7400 o i3 =y | 2% sin il (4.78)
hoVei-es 2 2 k\e-es 2] BT\ e —es 2 ) '

Se verifica idénticamente el invariante H. Para N, el mapeo otorga

(PN (O om?
N(E) +sin (E)———. (4.79)

m2

Este es un hamiltoniano para el péndulo simple con tiempo imaginario. Como en el caso previo, se verifi-
can todos los movimientos posibles (4.79). El invariante H es el espacio cotangente y por tanto el algebra
es i50(2) dada por (4.74). Para el par (0, IP) se verifica igual que (4.76) pero difiere solo por el factor de
escala 1.

La interpretacion geométrica de estos resultados se sigue naturalmente. Si comenzamos con un cuerpo
rigido especifico 50(3), los tres momentos de inercia {I;} se dan como entrada, estos fijan el pardmetro
k para luego definir {¢;}. Las soluciones diferentes se obtienen para diferentes valores de ey. Después
de la transformacién de norma SL(2,IR) sobre las integrales de movimiento (invariantes o funciones de
Casimir), para los mapeos de momento (4.58) y (4.67), obenemos un cilindro circular N’ con eje en
torno a uz representando el espacio cotangente. Por otro lado, H es un elemento de un conjunto de
cilindros elipticos (hiperbélicos) con eje en torno a u7 y representan superficies de energia ya que H es el
hamiltoniano del péndulo simple (ver ecuaciones (4.34) y (4.48)). Las intersecciones de estas superficies
representa el movimiento del péndulo en todos sus casos. Andlogamente, para los mapeos (4.71) y (4.78),
H se vuelve cilindro circular en torno a 17 y es el espacio cotangente para el hamiltoniano A (cilindro
hiperbdlico o eliptico) del péndulo simple. La libertad de eleccién de norma de la simetria SL(2,IR) no
cambia la situacién fisica, que es la érbita de la particula en el curso de su movimiento.

4.4.2. Interseccion de cilindro hiperbdlico y cilindro eliptico 1

Consideremos en esta seccién los casos 2-8 y 3-8 que corresponden a la intersecciéon de cilindros
elipticos e hiperbdlicos. El elemento del grupo SL(2,IR) para esta situacion es

1 ___©&
g= ( c(ezc—e;;) C_(?B_ZES) ) (4.80)

Como consecuencia, las integrales de movimiento son

ép—¢€
H: kgu%—k%ugze‘l)_ei, (4.81)
ép—¢e
N u%+k%u%:e?_ez. (4.82)

Notamos que N es exactamente la misma que (4.56), como deberia ser ya que en ambos casos se trata de
la situacion 8 (ver cuadro (4.3)), que representa un cilindro eliptico unitario con eje en torno a us. En los
casos 2-8 y 3-8 difieren por un signo en el lado derecho de la ecuacién para H (4.81). Para 2-8 tenemos
eo—ex >0y ey—ex <0 para el caso 3-8. Geométricamente, la diferencia de signos cambia la orientacién
de los cilindros hiperbélicos (ver fig 4.2). De nuevo, esperamos dos mapeos de momento diferentes. Uno
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Figura 4.2: La figura muestra la geometria del cilindro hiperbdlico para diferentes valores ey. Corresponde
a ey < ey la traza en azul mientras que en ey < e; es amarillo. Los planos en rojo son las separatices.

para N que serd espacio cotangente asociado al hamiltoniano H y vicecversa.

e Péndulo simple con tiempo real y hamiltoniano #H: como discutimos previamente, bajo el mapeo (4.58)

Ui = wcos(g) u :l MSID(Q) u :Ig M(E)
“Voei—es 2)" Tk el —es 2)" Pk Ve—es \2)

la expresion para N se verifica idénticamente. Por otro lado, la superficie (4.81) coincide con el hamilto-

niano (4.34) y (4.59)
 sin? Q) (E)z_ 2
H : sin (2 + 5 =m",

donde 0 < m? < 1 para el caso 2-8 (e —ex > 0) y representa entonces movimiento oscilatorio. Para
1 < m? < oo (caso 3-8), se tiene (eg— ey < 0) es decir, circulatorio. Como es usual, eg = e, representa la
separatriz. Los vectores hamiltonianos asociados a las coordenadas son los mismos que (4.60) y verifican
el dlgebra iso(2) (4.61). Un célculo permite obtener el paréntesis (4.63) y la ecuacién de movimiento
(4.66). Los resultados muestran que este caso y el caso real (4.59) representan la misma dindmica a pesar
de tener diferente geometria del invariante H.

e Péndulo simple con tiempo imaginario y hamiltoniano #: como en la seccién (4.4.1), bajo el mapeo

= [ 2% sin o Uy = L Q078 o il u =ik2 Q- (IP) (4.83)
Ve —e; 2] Tk Vel-e 2] T k Ve—es \2)7 '

se tiene que N se verifica y H adopta la forma

’ 2
’H:sinz(%)+(§) =m?. (4.84)

donde —oo < m% < 1. Notemos que el rol geométrico de escribir la coordenada u3 en términos del momento
imaginario IP es mapear el cilindro hiperbdlico H al eliptico con eje en torno a u;. De acuerdo con la

. . . , . . . . , 2 2
ecuacion (4.48), H representa el hamiltoniano del péndulo con tiempo imaginario y energia m~ =1-mz,
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como en (4.4.2). El paréntesis de Lie-Poisson y la ecuacién de movimiento coinciden con (4.69) y (4.70).

El siguiente mapeo natural es aquel que transforma el sistema del cuerpo rigido al espacio cotangen-
te H con hamiltoniano A. Por inspeccién de (4.81), esto puede lograrse introduciendo una coordenada
imaginaria pura. El hacerlo nos permite cambiar la naturaleza hiperbélica de los cilindros definidos en
R3 a cilindros elipticos definidos en R? x iR.

e Péndulo cirulatorio con tiempo real, coordenada imaginaria y hamiltoniano N: consideremos el mapeo

de momento
1 Jeg—er . (6) 1 ep—ex p i ey—6 (0)
Uy = — sin|{=], up=—— =, U= — cos|=|. 4.85
! ko \/ e1-e3 . 2 2 kiko \/ e1—e32 3 ki e1-e3 2 ( )

Hemos asumido eg—ex > 0 (que es la situacién 2 en el cuadro (4.2)). Para tal mapeo, la integral de
movimiento H se verifica y N adopta la forma

N:sinz(g)+(g)2 - mig (4.86)

donde 1 < 1/m? < oo (ver cuadro (4.1)) y por tanto el hamiltoniano representa solo movimiento circulatorio
para el péndulo. Debido a que el hamiltoniano es AV, los vectores asociados a las coordenadas estdn dados
por (3.45). Los definimos como

- kb - 1

Y, = Wilxul = E\/(el —e3)(e2—e3) u30,

~ 1 o ko k1

Y, = Xy, =——u az - —uga , 4.87
. av/(e1 - e3)(e2 —e3) S T ky 0 (4.87)
- 1 . 1

Yy, = ﬁX% = E(el —ep) U10y,

que satisfacen el dlgebra iso(1,1)
[Yulr Yuz] = Yug,/ [Yuz/ Yug,] = _Yul/ [Yu;;/ Yul] = 0 (488)

Adicionalmente a la constante a en (4.87), los generadores Ym y Yu3 pueden multiplicarse por una cons-
tante arbitraria, digamos f. El paréntesis de Lie-Poisson serd

(e1-ex)(e2x—e3) (0fdg ofag
\/(60 —-ey)(e1 —e3) ( )’ (4.89)

{f 8ty =-8i

00 dp dp a0

y la ecuaciéon de movimiento:

d%6 (e2—e3)%(e1 —e3)? .
— =16 sin 6. 4.90
dt? (e1—e3)(eg—e2) ( )

En este punto, el signo en la ecuacion de movimiento parece ser incorrecto pero, es el reflejo del hecho de
que hemos aplicado un mapeo complejo a la coordenada usz. A pesar de que hemos presentado el analisis
asumiendo e; —eg < 0, es importante hacer notar que la misma fisica emerge en el caso ep —ey > 0. La
unica diferencia es la introduccién de un mapeo complejo en uq en lugar de u3. Llegamos a la conclusién
de que, para la situacién donde la interseccién de superficies es entre cilindro hiperbdlico H y eliptico N/
siempre que el hamiltoniano sea H y el espacio cotangente N. Bajo esto, los movimientos del péndulo son
exahustivos y el algebra del cuerpo rigido extendido es is0(2). En el caso de hamiltoniano N y espacio
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cotangente H obtenemos solo movimientos circulatorios y algebra iso(1,1).

e Péndulo en movimiento circulatorio, tiempo y coordenada imaginaria y hamiltoniano A: sea el mapeo

u =l —eo_ezcos 9—, u =—i eO_eZE u =i —eO_eZSin 9—, (4.91)
1_k2 €1 —¢63 2 ! z_klkz 61—632’ 3_k1 €1 —¢63 2 ' ’

donde se ha asumido ey — e, > 0 y la superficie H se verifica mientras que N adopta la forma

N: (E)ZJrsin2 (6—/) = —m—z. (4.92)

2 2

Es facil notar que —m?/m? < 0 y por tanto esperamos movimiento circulatorio. Este caso también surge
del cuerpo rigido extendido con algebra iso(1,1). El paréntesis tiene perfil:

(e1—e2)(ea—e3) (ﬂa_g_ﬁa_g) (4.93)
\/(60 —e)(e1—e3) \00 OP I 99 /
mientras que la ecuacién de movimiento es como (4.90) pero con signo negativo extra en el lado derecho.

De nuevo, esta discordancia respecto a (4.48) se entiende por el uso del mapeo de momento (4.91) como
continuacién analitica de la coordenada us.

{f.8tn=8

4.4.3. Interseccion de cilindro hiperbdlico y eliptico 11

Como caso final, consideramos las situaciones 1-6 y 1-7, para los cuales, el elemento del grupo SL(2,R)

es
1 __a
= clei-es) c(er-es) | . 4.94
g-( @ T ) (191)
Las integrales de movimiento o superficies invariantes son
e1—e
H:  KBud+ b= LI (4.95)
€1-¢63
ex—e
N —Bid+i3u} =22 (4.96)
€1 —é€3

La superficie H es la misma expresién que (4.55) como debe ser, ya que estamos en la situacion 1 del
cuadro 4.2 que corresponde al cilindro eliptico.

e Péndulo con tiempo real y hamiltoniano N: sea el mapeo (4.71)

u _k Jea-ep u _1 —el_eosin(g) U3 = _61—80COS(Q)
Ve -e2 P k\ e -e; 2)" P " Ve-e; 2/

Claramente, la superficie H se verifica y

2 6 1
N (3) +sin2(—) - 1.97
2 2) m? (497)
Para ey < 2, el cociente 1/m? < 1 y por tanto N representa el hamiltoniano del péndulo en movimien-
to oscilatorio mientras que en ey > ep, 1/m? > 1 y N es hamiltoniano para el caso circulatorio (4.34).
Los casos limite son ey = ey, 1/1712 =1 y representan el movimiento asintético. Como se espera, en es-
te caso el paréntesis coincide con (4.76). Ello implica que la ecuaciéon de movimiento estéd dada por (4.77).
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e Péndulo con tiempo imaginario y hamiltoniano N: sea que se tiene (4.78)

u =ikl a-eo P Uy = L L7400 o s =y [ 2% sin il (4.98)
oVei-es 2 2 k\e—es 2] BT\ e —es 2 ) '

Bajo este mapeo, H se verifica y N adopta la forma

N:(g)z-ksinz(e—/):—mg (4.99)

2 m2’

que es precisamente el hamiltoniano del péndulo simple con tiempo imaginario (4.48). Debido a que
usamos el mismo espacio cotangente (4.55) y (4.95), el resto de cantidades fisicas como el paréntesis y la
ecuacion de movimiento, coinciden con el caso anterior (4.79).

Siguiendo los casos anteriores, se sigue naturalmente que uno de los mapeos del cuerpo rigido es al
espacio cotangente Ny hamiltoniano #H. Por inspeccién de (4.96) esto se logra introduciendo una conti-

nuacién analitica a una coordenada.

e Péndulo en régimen circulatorio, tiempo real, coordenada imaginaria y hamiltoniano H: consideremos

el mapeo
i e —eg 0) 1 ex—ey p 1 Jer—ey . (6)
Uy =—y/——cos|=), Uup=— =, Uz3=—y [/ ——sin|[=]. 4.100
! ko \/ e1-e3 (2 2 kiko \/ e1—e3 2 3 ki e1—-e3 . 2 ( )

Se asume que e; —eg > 0 (situaciéon 7 en el cuadro 4.3). Bajo este mapeo N se verifica y H es la siguiente

expresion
2 2
r .20y m
H(E) + SIN’ (E)——m—% (4101)

Para valores e, — ey > 0, el cociente 1 < —m?/m? < oo (ver cuadro 4.1) y tememos un péndulo en régimen
circulatorio. El paréntesis adopta la forma

o (e1-e)(er—e3) (dfdg 9fdg
(.8} - 8 ﬂez_%)(q_eg)(a@ap apag), (4.102)

y la ecuacién de movimiento
A’ (e1-er)?(e2—e3)?

A2 (e2—eo)(er1 —e3)

sin 6. (4.103)

Como el caso de la seccién (4.4.2), el signo negativo extra en (4.103) es debido a la continuacién analitica
en una coordenada (4.100). Para el caso e > ey, se obtiene también el movimiento circulatorio.

e Péndulo circulatorio con tiempo y coordenada imaginaria, hamiltoniano H: sea el mapeo de momento
(y asumimos e > €p)

i € —€p . 0’ i €2 —€p P 1 €2 —€p 0’
= — —1, =—/ —, — — 1. 4.104
" k2 €1 —ée3 Sll’l( 2 ) Ha k1k2 €1 —e3 2 s k1 €1 —e3 cos 2 ( )

Bajo este mapeo, H representa el hamiltoniano

H:(§)2+sin2(9—’)=i. (4.105)




Es claro que —oo <1 /m% < 0 y por tanto, tendremos tnicamente movimiento circular. Por completez, el
paréntesis es

(e1—e2)(e2—e3) (af ag of ag)
S =8 200P oPog)’ 4.106
Vrsh \/(32 —eg)(e; —e3) \06 0P JIP 00 ( )
y la ecuacién de movimiento
420 (e1-e2)%(e2—e3)% |
. 6. 41
a7 O ) (e ey (4.107)

Notemos una vez més el signo negativo.

4.5. El péndulo desde el cuerpo rigido extendido (c #0 and d =0)

Finalmente, analizamos el subcaso de SL(2,R) en cuanto a las condiciones expresadas en (4.49) con
la segunda condicién modificada a ce; = 0. Ya que en este caso ¢ # 0, necesariamente implica e; = 0. Méas
aun, la reestriccién x € (0,7r/3) impone la tnica posibilidad e, = 0 y debido a las constricciones (4.19)
tenemos también e; = —e3 = v/3/2. Concluimos que las condiciones (4.49) se verifican en dos situaciones
ambas con e, = 0 pero con ae;+b =0 o aes+b = 0. Empero, debido a la relacién entre e; y es, estas
dos situaciones corresponden a la transformacién (4.3) con diferente signo en el coeficiente a. Asi que,
sin perder generalidad, podemos reestringirnos al caso a > 0 y analizar una sola de las situaciones arriba
planteadas. El segundo caso puede obtenerse con las mismas expresiones pero con signo cambiado en a.
Obtenemos entonces

ae1+b=0, e =0, (4.108)
y un elemento SL(2,IR)
1 1
(w ) 4.109
8 ( R ) (4.109)

Notemos que la transformacién obtenida desde (4.94) médulo un factor de 1/2 en el primer renglén de
la matriz, no cambia la geometria de H y por tanto (4.94) corresponde a la transformacién SL(2,R)
que manda a cilindros elipticos e hiperbdlicos. Para e; = —e3 y e = 0, los cocientes (4.57) son iguales
k% = k% =1/2. No desarrollamos més este caso debido a que podemos obtenerlo como caso limite de los
discutidos anteriormente. Aqui, tenemos dos situaciones, ey < 0 (1-7 de la seccién 4.4.3) o ep > 0 (situacion

1-6 de (4.4.3)).
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Capitulo 5

Topicos derivados de la investigacion

Este capitulo expone algunas ideas y célculos
que realicé durante mi estancia en la UAM.
Por diversas circunstancias no se logré
profundizar en ellas lo suficiente como para
derivar en publicaciones. Sin embargo
considero pertinente expresarlas en esta Tesis
como proyectos potenciales de investigacién
en tiempos venideros.

5.1. Introducion

Gran parte del trabajo doctoral fue el estudio de la simetria SL(2,R) y sus consecuencias en los
sistemas dindmicos que la admiten. El paradigma, del cual nos basamos, fue el sistema de Maxwell-
Bloch [68]. Este conjunto de ecuaciones similares a las del cuerpo rigido, tienen aplicaciones a la 6ptica
cudntica vista como un sistema cuantico de dos niveles. Por su naturaleza, el sistema tiene fase de Berry
(y geométrica) no trivial [44]. Berry descubri6 por primera vez que el sistema de espin 1/2 en presencia
de un campo magnético, tiene fase de Berry no trivial.

Hoy en dia se sabe que la fase de Berry tiene que ver con la holonomia, que es el cdlculo de un loop en el
espacio de pardametros de la teoria dentro del contexto de una evolucién adiabética del sistema. Asociado
a una fase de Berry, es posible calcular una conezridon o campo de norma y su curvatura correspondiente.
En este sistema de espin 1/2, la conexién da lugar a un monopolo magnético en el espacio de pardmetros
(que es el campo magnético aplicado).

Es natural preguntarse si existen otros sitemas de dos niveles que tengan fase y conexién no trivial. Desde
luego, el sistema Maxwell-Bloch, al ser uno de ellos (en su versién cudntica y compleja), tiene fase no
trivial. Otros sistemas muy conocidos son el usado en Resonancia Magnética Nuclear y los sistemas de
cubits en computo cudntico [69; 70; 71].

Dentro de la revisién bibliografica, el trabajo [24] y su correspondiente suplemento [25] es muy interesante
dentro de lo escrito lineas arriba. Los autores establecen una completa analogia entre la dindmica del
cuerpo rigido, es decir las soluciones I1(f) elipticas en la esfera de energia, con la dindmica de un sistema
de dos niveles a través de la llamada esfera de Bloch. Su idea se centra en que las soluciones del cuerpo
rigido pueden implementarse en los sistemas de dos niveles como un mecanismo de control cuantico. En
otras palabras, llevar al sistema bajo un campo de control de un estado a otro.

A su vez, modelan el efecto de la raqueta de tenis de manera cudntica. Este efecto relata la evolucién
clasica de una raqueta de tenis desde un estado inicial al mismo estado girando en el aire. Al llegar al
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mismo perfil, la raqueta se encuentra volteada. Se requiere de una rotaciéon de 471 para que la raqueta
regrese a su perfil original.

Se sefiala también la posibilidad de modelar una compuerta cuantica y su control asociado utilizando la
fase de Montgomery. Esta fase es la fase geométrica (o de Hannay) cldsica en el movimiento del cuerpo
rigido [21].

La referencia [24] es un trabajo muy interesante y es viable hallar formas de extenderlo o completarlo.
Antes de entrar en detalles, una lista de asertos en busqueda de sentido fisico.

= 1. Dada la analogia cuerpo rigido-sistema dos niveles, ;qué es una conexién y por tanto un monopolo,
desde el punto de vista clasico?

» 2. Incorporar la simetria SL(2,IR) en el sistema cudntico de dos niveles.

= 3. El efecto de las trasformaciones de médulo de las funciones elipticas en la idea de control del
sistema dos niveles.

» 4. Sobre la estabilidad del cuerpo rigido colocando términos a las ecuaciones (feedbacks) de Euler
[72], el efecto en el control del sistema cudntico serd potencialmente significativo.

5. Si SL(2,R) tiene aplicacion en estas ideas, entonces tendréd sentido codificar las ecuaciones de
Bloch en términos de un paréntesis de Nambu o una estructura Lie-Poisson.

= 6. Si un sistema cudntico de dos niveles se parametriza usando funciones elipticas.
s 7. El pulso Eberlin-Allen puede describirse como campos de control usando el péndulo clasico.

Sabemos que en el primer punto, en efecto existe una conexién. En el péndulo de Foucault es la fuerza de
coriolis. En la dindmica del cuerpo deformable, es la velocidad angular en el marco inercial. En el segundo
punto hasta donde sabemos, no existe trabajo que lo explore. De ser posible, se lograria utilizarla para
modelar una evolucién controlada en el sistema cuantico utilizando ya no el cuerpo rigido sino el péndulo.
En el tercer punto, el campo de control que menciona el articulo esta en términos de funciones elipticas.
Su moédulo depende de los parametros de inercia del cuerpo rigido. En el cuarto punto, los feedbacks
podrian ayudar a mejorar el control del que hablan en este articulo. Hay feedbacks que mantienen la
establidad y lo mas importante, la estructura Lie-Poisson del cuerpo rigido. Para el quinto punto, en
efecto, la llamada esfera de Bloch es la representacién esférica de la dindmica de un sistema cuantico
de dos niveles. Se podria dar una estructura Lie Poisson a las ecuaciones cudnticas usando la analogia
entre la ecuaciéon de Neumann-Liouville y el par de Lax para explorar esta posibilidad. Sobre el punto
6, las coordenadas esféricas se usan en la mayoria de los articulos estudiados para codificar la dindmica
del sistema dos niveles. Se podria iniciar con elipticas y explorar consecuencias. En el tltimo punto, el
llamado pulso Eberlin-Allen invierte los niveles de poblacién en el sistema ldser. Tal pulso es la solucién
clasica asintotica del péndulo simple.

5.2. Cuerpo rigido como campo de control en sistemas de dos niveles

5.2.1. Fase de Berry y monopolos

El paradigma de las fases de Berry es el sistema cudntico de dos niveles que, para el caso de espin 1/2,
se obtiene un monopolo magnético en el espacio de pardmetros. Para detalles, ver [44] . Consideremos el
sistema de espin 1/2 con espacio de Hilbert de dos elementos'. La particula estd situada en un campo
magnético B y el hamiltoniano es

H=-B-G+B (5.1)

1 .
Suponemos constantes normalizadas a 1.
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Con ¢ matrices de Pauli SU(2). El sistema tiene dos estados con energias 0 y 2B.
H|V)=0; HI|t)-2B|1) (5.2)

Los estados son no degenerados siempre que el campo no sea nulo pues hace las veces de pardmetro. Para
calcular la conexién A; y la curvatura Fj; sobre el espacio de pardmetros, usamos coordenadas esféricas.

Bsinf cos ¢
B =| Bsinfsin¢ (5.3)
Bcos®.

Y el hamiltoniano resulta ,
Heo cosf-1 e ?sin6
- et?sinf® —cosf-1)°

En esta representacion, los estados son

_(e?sin6/2 (e cosb/2
)= ( —cos6/2 )’ 1) = ( sin6/2, ) (5.5)

bajo los cuales, las componentes de la conexion se calculan, de acuerdo con Berry,

Ag==ill 5510 =0, Ag=-ilt |51 1) = =sind () (5.6)
y la curvatura
F -E.A —iA = -sinf (5.7)
7907 997 T ’ :
que en coordenadas cartesianas se nota mas claro el monopolo
. Bk
Fij(B) = _eijk_2|é|3' (5.8)
Finalmente, la fase de Berry serd?
e'm = exp (—i fs}"ijdsij) = exp (%) (5.9)

Donde S es la superficie encerrada por la curva C.

Asi pues, las coordenadas esféricas y la no degeneraciéon juegan un papel escencial en este cdlculo. El
hamiltoniano (5.4), es tipico de un sistema de dos niveles conservando su estructura ya sea se trate de
Resonancia magnética, laser o cubit. Otro aspecto interesante es la representaciéon en matrices de Pauli,
es decir SU(2) y no SO(3), propiedad genérica de los sistemas de espin semi entero.

5.2.2. Cuerpo rigido y sistema de dos niveles

Interesa averiguar qué significa la curvatura y la conexién en el cuerpo rigido. Dado el articulo [24],
podemos ligar este sistema de dos niveles con el cuerpo rigido mediante teoria de control y calcular
cantidades, como la fase. Mas ain, en la descripcién material del cuerpo rigido, la velocidad angular es
una matriz y se comporta como un campo de norma abeliano (si el cuerpo es deformable, se comporta
como un campo de norma no abeliano). El andlogo de las entradas en el hamiltoniano (5.4) son las

2Las formulas empleadas pueden verse en la referencia [44].
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componentes del momento angular y bajo el mapeo SU(2) — SO(3) podemos trasladar tales variables a
cantidades del cuerpo rigido como lo sugiere el articulo (solo que se consideran como campos de control).

0 -3 O B i
Q; 0 -0 —>(QQ”3 Q(‘; ) (5.10)
0 O 0 ¢ 3

Por supuesto, se espera hallar una relacién con la fase de Montgomery [21]. Presentamos un resumen de
lo expuesto en [24]. Calculos especificos pueden encontrarse en [25].

Sea L, Q) el momento angular y velocidad angular respectivamente. En el marco generado por (eq,ep,e3)
anclado al cuerpo, se tienen las ecuaciones de Euler,

QU
=

= =QOxL 5.11
T X (5.11)
O bien,

Ll 0 —Q3 Qz L]

L=l Qs 0 -O||L (5.12)

Ls -0 0 Ls

| &=

= . . i . .
Las componentes de ) en ¢;,i =1,2,3 pueden escribirse como (); = —, siendo I; los momentos de inercia.

~

~—

Maés atin, se tienen las reestricciones usuales (funciones de Casimir

L L3 I3
Ly 20 B8 2F, L3+L3+13=1 (5.13)

L L I
Ahora consideremos un sistema cuéntico de dos niveles definido por el estado |A(t)) que satisface la
ecuacién de Schrodinger ihdgA(t)) = H|A(t)) con hamiltoniano

~ [ -A() Qe O
A= (e "2 ) o1

En la teorfa cudntica, las entradas Q(t),7(t) de H son la fase y la amplitud (real) del campo de control,
mientras que A(t) es la diferencia de frecuencia entre el campo externo (por ejemplo, el campo eléctrico)
y la frecuencia natural (o de Larmor). En [24] se describen dos casos de interés, uno con 1 = 0, para el

cual
R h(A QO
n-(3 0) -
El otro caso es en la condicién de resonancia A =0,
o 0 w1 — iCUQ
Hp = (wl +iwsy 0 )’ (5.16)

con wi =dcosn y wy = 2siny dos campos de control reales.

La idea principal es que la dindmica de un sistema cudntico de dos niveles puede codificarse con el llamado
vector de Bloch M = (M, My, M3) cuyas componentes definen, via la matriz de densidad, el estado |A(t)),
es decir p = [A)(A],

M = pa1+p2
M2 = i(plz —le) . (5.17)
Mz = p11-p2
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Las ecuaciones (5.17) son derivadas de la ecuacién de Neumann-Liouville ¢ = ~[H, p]i/ y bajo el mapeo
estandar (5.10), las dos posibilidades (5.42) y (5.45) pueden escribirse en términos de las ecuaciones de
Bloch,

{0 A 0\ {0 0 w)
M=|A 0 -Q|M, M=| 0 0 -w|M. (5.18)
0 (@) 0 —Wy W1 0

Identificando M = L podemos definir una familia de campos de control para el sistema dos niveles e
integrando las ecuaciones de Euler, derivar sus correspondientes parametros para llevar un estado a otro
de manera controlada.

Caso A

En este caso, identificamos A(t) = Q3 = M3/I3, Q = Q1 = My/I; y ) = 0. Esta dltima condicién
induce un comportamiento asintético I, - co. Con esto, podemos normalizar I; = 1,13 = 1/k? con k € [0,1]
y sin pérdida de generalidad tenemos

M = —-k*MyMs, M, =—(1-kK*)MiM,, M3 = M;M,. (5.19)

Sabemos cudles son los perfiles de sus soluciones, ver figura (5.1). El cuadro (5.1) muestra la familia
de soluciones y sus correspondientes campos de control en todos los regimenes: oscilatorio, rotatorio y
asintotico. La simetria SL(2,IR) en este sistema estd garantizada pues hablamos de las ecuaciones de

Figura 5.1: Trayectorias del vector M correspondientes a diferentes niveles de energia para un valor fijo de k. Se
muestra el movimiento oscilatorio (2E < k?), rotatorio (2E > k?) y la separatriz (2E = k?) [25].

Euler. Podemos realizar una reducciéon simpléctica para llevar al péndulo y explorar una soluciéon en
particular, la del régimen casi rotatorio en el abierto (-7, 7T) cuyas soluciones son funciones hiperbdlicas.
Esta solucién vista como campo de control, es la llamada solucion de Allen-Eberly en la teoria de sistemas
cudnticos de dos niveles y control. Véase [73] y el articulo [24].

Es decir, con tal simetria podemos implementar més mecanismos de control para estos sistemas. A su vez,
las soluciones tienen médulo y su complementario, y estas dependen del pardametro k. Dada la diversidad
de transformaciones de médulo que poseen las funciones elipticas, conocidas como trandormaciones de
Landen (ver apéndice A) podemos extender la idea de [24] para definir con nuevos pardmetros, los campos
de control que ellos utilizan.

El articulo también aborda la posibilidad de control de una compuerta logica. Esto se ha explorado mucho
en diversos articulos de control. Un problema radica en la imposibilidad de cancelar el término de fase
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Soluciones de las ecuaciones de Euler

Oscilatorio Rotatorio Separatriz
2F < k? 2F > k? 2E = k?
M =SV2Een(t+p,m) M =SV2Edn(t+p,m) M =S1k(t+p)

Mzzs%dn(ter,m) MZ:Sw

\/ﬁcn(ter,m) M, = Sz% (t+p)

M; = kEsn(t+p,m) M; = \/Z:Esn(ﬂp,m) M3 = 515 tanh (¢ +p)
w =kv1-2E w =+/2E(1 - k2) w=kv1-k2
2E(1-K? K2(1-2E)°
m:—(w2 ) m:—( o ) S1 =sgn (M1(0))
S =sgn (M(0)) S =sgn (M1(0)) Sy =sgn (M3(0))
Campos de Control de la ecuacién de Bloch
Oscilatorio Rotatorio Separatriz
SV2E S S1
QO=———cn(t+p,m) Q=——=dn(t+p,m) Q= t+
eagE e Q= amgdnltepm) 0= =g (trp)
Azisn(t+p,m) A= ky/m sn (t+p,m) A:SI—S2ktanh(t+p)

V1-2E 1-k2 V1-k?

Cuadro 5.1: Soluciones de M en (5.19) en el caso A con sus correspondientes campos de control. Nétese que

Q(t) = My (t)/w y A(t) = k*M3(t)/w. El tiempo es reescalado por un factor de w por simplicidad. El pardmetro p
es fase constante determinada por las condiciones iniciales [24].

dindmica en la esfera de bloch. Los autores argumentan que con este campo de control usando el cuerpo
rigido es posible construir una trayectoria en la esféra de energia de tal manera que se cancele la fase
dindmica de Montgomery y se queden solo con la geométrica. Por otro lado, los casos A y B explorados
en el articulo [24] conducen a dos matrices que pueden codificarse con la simetria SL(2,IR) que no esté
explorada de esa forma en [24]. Solo consideran mandar un momento de inercia a infinito para cancelar
una entrada en la matriz SO(3).

El vector de Bloch vive en la esfera. Por ejemplo si apunta completamente al norte, la interpretacién fisica
es que el estado estd completamente colapsado (su funcién de onda) en el estado | 1). El sur representaria
colapso al estado | |) y un punto arbitrario una combinacién lineal de ambos. En resonancia magnética,
se colocan dos campos de control en el eje XY (campos magnéticos).

La solucion de Allen-Eberly (en 6ptica cuintica conduce al fenémeno de transparencia autoinducida)
consiste en una trayectoria en la esfera de Bloch que invierte poblaciones, es decir, manda del polo norte
al sur o viceversa através del llamado pulso 7t. En esta construccién, tal pulso es una trayectoria en la
separatriz que sabemos son funciones hiperbdlicas que toman tiempo infinito de ir del norte al sur. Justo
como en el péndulo que también son hiperbdlicas en la separatriz. Otro aspecto interesante es elevar la
discucion al paréntesis de Nambu y explorar las transformaciones candnicas.

Los articulos [74] ayudarian a codificar diversas ecuaciones de Bloch usando diversas geometrias equi-
valentes a la esfera y el elipsoide de revolucion. Es decir, se podrian clasificar otras trayectorias debido
a que estamos construyendo otras superficies. En efecto, la interseccién de la esfera y el elipsoide es un
invariante pero en [74] se sostiene que existe una plétora de hamiltonianos equivalentes al cuerpo rigido
que conducen a diversas geometrias.
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5.2.3. Pulso Allen-Eberly y reducciéon simpléctica

En esta seccién revisaremos la reduccién simpléctica del cuerpo rigido al sistema del péndulo desa-
rrollado en [23]. Para ello, notemos que las ecuaciones de Euler pueden reescribirse usando las funciones
de Casimir,

L
Z—t = VN x VK (5.20)

() 4)(0) o2y

Tomando ¢ =1,d=-1/I3,a=-1113/I3-1; <0,b=I3/I3— I} <0 y la transformacién canénica

Debido a que

Ly =kjrcosf, Lp=kyrsinf, L3=p (5.22)
donde k; esté relacionado con el inverso de los momentos de inercia. Las superficies son ahora
1 1 k3
K= Erz, N = zpz + (2—]%r2) sin? 6. (5.23)

En estas variables es posible definir un nuevo hamiltoniano N/I3 definido en la estructura simpléctica
1/k1k, y se obtiene la ecuacién de movimiento del péndulo

9 K1 1
— =—— | = -—sin(20). 5.24
T (11 L ) sin(29) (5.24)
. : . , K (1 1
Realizando un nuevo cambio de variables con X% = — | — - — ] y a = 20 tenemos
4I;\L DI
i +X?sina = 0. (5.25)

La energia es la primera integral de movimiento

(W2 Kt

E = + —=—sin“«, 5.26
215 2k§13 ( )
y puede escribirse como
(d—(x)ersinth—M (5.27)
dx - R ’

siendo la variable temporal x = kpr/ks y Mg = 213k§E / k%rz. Las soluciones estan perfectamente identificadas
en la literatura y pueden consultarse en [28]. Enfatizamos que la ecuacién de movimiento (5.27) y su
solucion asintética es ya interpretada como campo de control del sistema dos niveles sin recurrir a tomar
el limite I; = oo y por ello se diferencia de las expresiones plasmadas en el cuadro (5.1). En otras palabras,
las soluciones correspondientes al movimiento asintético, que en el cuerpo rigido son llamadas soluciones
separatrices [24], son

a(x) = +arcsin [tanh (x — xq) ]
. (5.28)

w(x) =& = xsech (x — xp)

Aqui, los parametros son Mg =1y & # 0 que corresponde al intervalo abierto (-7, 7r). El movimiento no

es periddico en este limite.

Las soluciones estan en perfecto acuerdo con el régimen de sepatratiz en el cuerpo rigido. Por tanto, el

pulso Allen-Eberly puede verse también, como campo de control de este pulso tras la reduccién simplécti-

ca. Las diferencias principales en este tratamiento respecto a [24] es que, aqui no es necesario mandar un

momento de inercia a infinito debido a la simetria SL(2,R). Los campos de control A, Q) estan codificados

ahora en las variables {a,&}.
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Justificacién matematica

En el trabajo [24] se habla de la matriz hamiltoniana H(t) que codifica las ecuaciones de Euler.
Existen diversas maneras de escribir estas ecuaciones dependiendo del contexto fisico que se trate,

X; ei]-kafHakC
I1jx/ (5.29)

XHX;

Todas son equivalentes, sin embargo en [24], las ecuaciones son presentadas como X; = H (t)i]-xj con H(t)
dado por

0 -3 O
A=l Q3 0 -0Of. (5.30)
-, O 0

La expresion (5.30) estd justificada si consideramos que el paréntesis de Poisson es

ax]' oH

N 31
dx, 0Xs (5.31)

X = Xpxp = {x, H} = 6 ) Tl
rs

donde Il es la llamada matriz de Poisson [75]. En orden de obtener las ecuaciones de Euler desde

2
x4
(5.31), la matriz de Poisson debe ser de la forma (5.12). Calculando explicitamente usando H = Y; (—1),
2I;
H
tenemos que Fr % sin suma sobre s. Entonces, para la coordenada xi, tenemos
xS S
, X X X X X
X = by, = = Y T = = [§ (TR § (PR g SPga (5.32)
s IS s IS Il IZ 13

. : . bh-1
Para que se satisfagan las ecuaciones de Euler para esta componente Xq = 1 3xQX3 debemos tener
243

I3 =0, Ilpp=-x3 Iliz=x (5.33)
El mismo argumento puede aplicarse para las otras componentes; obteniendo

I = x3 I =0 I3 = —x;

5.34
Hap=-x IIp=x I33=0 (5:34)
Todas estas entradas forman la matriz de Poisson (que es un elemento del grupo SO(3)),
0 —X3 X2
11 = X3 0 -X1]- (535)

X2 X 0

Aplicar por tanto la simetria SL(2,IR), la matriz cambia por coeficientes y la elecciéon a mano de ellos
nos permite cancelar una de las coordenadas de momento angular sin requerir el argumento I; — oo.

5.2.4. Usando SL(2,R) en teoria de control

Lo primero a tratar es dotar al trabajo [24] de la simetria SL(2,R) y reproducir sus calculos. Esperamos
hallar las mismas expresiones e interpretaciones pero ahora, presumiblemente sin argumentos heuristicos
sobre la obtencién de los campos de control. Después, utilizando la reduccion de Marsden y Holm al
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péndulo, reproducir los fenémenos de inversién de poblacion y transparencia auto inducida, caracteristicos
del sistema dos niveles con pulso laser. Con esto se refuerza el argumento de que no solo el cuerpo rigido,
sino el péndulo pueden ser usados como control en los sistemas cudnticos. Recordemos que las ecuaciones
de Euler pueden escribirse como (5.12). Los autores en [24] toman la expresién X = H(t)X para calcular
las ecuaciones (5.12) tal que la matriz H(f) pertenece al grupo SO(3). Explicitamente

0 -Xs/lz Xo/l
Xs/ls 0 -Xi/L (5.36)
~Xo/L, Xi/h 0

Esta matriz estd asociada a un vector mediante el isomorfismo hat® R3 ~ SO(3),

. 0 -X3 X3
X=(X1, X2, X3)—| X3 0 =X (5.37)
=X Xj 0

A su vez, sabemos que la dindmica del cuerpo rigido posee simetria SL(2,IR). Para una funcién hamilto-
niana H :R3 » R existe un vector VH y su correspondiente matriz (5.36). por tanto, si

1(I12 II3 113
HZE(I_:+I_22+I_;) (5.38)
La funcién H se transforma en
1 1 1
N:aH+bL=E(Iﬁl+b)n§+§(f—z+b)n§+§(%+b)ng, (5.39)

donde

(k)= 2)(2) s

En este andlisis, la matriz hamiltoniana correspondiente y las ecuaciones que emanan de ella son

a a
(20 (Z4p)x
0 (13+b) 3 (12+b) 2
X = NX = (ﬁ+b)x3 0 —(5+b)X1 X (5.41)

A L

a a
(20 (Z4p)x
(If) 2 (Il+b) ! 0

Con esta expresion, podemos elegir diferentes valores de los pardmetros en SL(2,IR) para tener los dife-
rentes casos citados en [24].

De regreso al Caso A

En [24] se describen dos casos. A) con 77 = 0, para el cual

A hiin O

bajo el mapeo SU(2) ~ SO(3), implica que podemos cancelar la componente 2, es decir a = —Ib y la
matriz SO(3) resulta

a
0 —-|—+b X3 0
I3
a a
—+b X3 0 —|=+b X1 (543)
I3 L
a
0 —+b X1 0
L

3Véase seccién (2.5.2)
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Las ecuaciones de Bloch correspondientes son

. {0 A 0
M=[A 0 -Q|M (5.44)
0 QO 0

La identificacién entre la dindmica implica que A(t) = Q3 = (a/I3+b) X3(t), Q(t) = Q1(t) = (a/[ +b) X1 ().

Caso B
El caso B es dquel en que se trabaja en resonancia A =0,
A 0 w1 —iwy
HB B (CU1 + ian 0 ) (5‘45)

Con wy = Q) cosn y wy = (Asiny representando dos campos de control reales. Las ecuaciones de Bloch son
entonces

_ 0 0 (09)) ~
M= 0 0 -w|=M (5.46)
-wy wp O

Requerimos considerar la eleccién Q3 =0, tal que a = -Isb y wy(t) = Q1(t) = (a/[1 +b) X7, wa(t) = Np(t) =
(a/I; +b)Xy. En este punto debemos hacer el mismo andlisis que [25] para obtener la misma fisica. En
resumen, es posible considerar un momento de inercia nulo debido a SL(2,R) y no mediante I ~ oo.
Podria ser relevante, por otro lado, el hecho de que las soluciones estdn parametrizadas por k = f([;, E)
y no por los momentos angulares mismos, la interpretacién como campos de control es mas clara. Un
aspecto imortante a desarrollar es la reduccién de Lie-Poisson en este contexto. En las siguientes secciones
presentamos algunas ideas sobre esto.

5.3. Decoherencia cuantica como término inestable en las ecuaciones
de Euler

La interpretacién fisica de un estado cuantico puro es que esta aislado de sus alrededores. Por supuesto,
en una situacion realista, no se tiene aislamiento absoluto de un sistema fisico. En este caso, el concepto
de extado mixto se vuelve relevante. Para un estado mixto, tenemos

p= 3PN (5.47)

La matriz de densidad p de un sistema de dos estados es una matriz positiva definida y hermitiana de
2 x 2 componentes. Posee traza unitaria y p; son los factores de peso que codifican el ensamble. La matriz

de densidad puede entonces, escribirse como combinacion lineal de las matrices de Pauli 0; que generan
el dlgebra su(2) (junto con la identidad I/\/2).

p=(1/2)(1+7-7). (5.48)
Aqui 7 es el vector de Bloch con [F| = 1| si y sélo si p es pura y || < 1 para estados mixtos.
Debido a 1/2 < Tr(p?) < 1 dos valores limite 1/2 y 1 corresponden al estado méximamente mezclado y
puro, respectivamente. En forma matricial respecto a la base |0), |1), la matriz de densidad es
11+, ry—iry
=3 (rx +ir, 1-r, | (5-49)

Las entradas del vector de Bloch (ry, 1y, ;) satisfacen r2 + r§

s6lo para estados puros? y los estados impuros residen en el interior de la bola de Bloch (5.2).

+ r% = Tr(pz) < 1 donde la igualdad se obtiene

4Esta es la razén por la cual esta cantidad es llamada pureza.
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Figura 5.2: Estados puros y mixtos en la esfera de Bloch en donde el estado |0){(0| se sitia en el polo norte. Los
estados totalmente mezclados se ubican en el centro de la esfera [76].

5.3.1. Control de trayectorias en la Esfera de Bloch

Sea un sistema fisico caracterizado por su vector de estado |¥(#)) cuya dindmica estd gobernada por

ihw = ¥ (t)). (5.50)

De esta ecuacién, puede observarse que el operador de densidad satisface la ecuacion de Liouville-
Neumann

o= [Fe] (5:51)

Una ecuacion maestra es una ecuacion diferencial que describe un sistema cuéntico en contacto con sus
alrededores. Bajo ciertas condiciones, es posible derivar la llamada ecuacion de Linbald [76],

p= —% [A,0] +Lp, (5.52)

donde el ultimo término da cuenta de la ganancia en el mecanismo de amortiguamiento, relajacion y
decoherencia por la inclemencia de los alrededores. Este término tiene la forma de un super operador de
Liouville que puede escribirse como

Lp =Y [FlFp+pF F-2FpF]. (5.53)

Los términos F; forman una familia de operadores de creacién y aniquilacién generalizados que dependen
del sistema en cuestion. Esta forma garantiza la interaccion con el reservorio conservando la positividad
del operador de densidad. En montajes experimentales, el sistema estd usualmente expuesto a canales de
ruido que generan decoherencia en la informacién cuéantica. Debido a la decoherencia, no existe tal cosa
como un estado puro (cubit perfecto o una compuerta légica cuantica perfecta). Si un cubit estd expuesto
a un canal ruidoso es posible observar pérdida de coherencia y en general, resulta un problema abierto
actualmente si existen limites intrinsecos en la generaciéon de decoherencia en un cubit. El problema del
ruido estocastico en un cubit puede cambiar dramaticamente las operaciones légicas y esto es uno de los
problemas centrales en la estabilizaciéon experimental dentro del contexto de la computacion cuantica.
Debido al ruido, las propiedades estadisticas de un cubit puede cambiar. Por ejemplo, los estados
puros de vuelven mixtos violando unitariedad en mecanica cuantica de sistemas aislados. Para una clase
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de canales con ruido, uno puede preguntarse sobre la posibilidad de optimizar y/o minimizar los efectos
de decoherencia.

5.3.2. Caso B para un sistema abierto

Podemos considerar el caso de un sistema cuyo ambiente induce relajacion, para detalles véase [81].
Consideremos el sistema,

X = ——+uyz,
y = 5 UyZ, (5.54)
(1-2)
z = + Uyl — UyX
T

Donde (uy,uy) son dos componentes del campo de control que se asume en resonancia con la frecuencia
del sistema (Larmor), como en la seccién previa. Para este sistema, el vector de Bloch X describe la
posicién (a un tiempo dado) en la esfera de Bloch definida por x* + yz +2z? < 1. Corresponde a un caso
particular de la ecuaciéon de Lindblad, en donde el punto de equilibrio térmico es el polo norte de la
esfera. Las cantidades T7, T, dan cuenta de los efectos de relajaciéon temporal a lo largo de las direcciones
longitudinales y transversales, respectivamente (ver figura 5.3).

fﬁ
ff ’l‘l II’
s1Y / |'

|
I Ty =257 .

-1 0 1 -
y

Figura 5.3: Dindmica en relajacién esponténea para diferentes cocientes T1/T,. El punto inicial en las trayectorias
estd en la esfera de Bloch de radio 1. En la figura derecha, el campo u, se considera constante. Notese que,
eventualmente, la dindmica sucede en el interior, propiedad caracteristica de los sistemas abiertos [81].

Al reescribir (5.54) como ecuacién matricial
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- 0 0 uy)[x -1/T; 0 0 X 0
X=10 0 -ullyl+|l 0 -1/, 0 yl+| 0 | (5.55)
—Uy Uy 0 zZ 0 0 —1/T1 4 1/T1
La teoria de control puede aplicarse para la primera matriz corresponde al caso B en (5.46). La segunda

matriz y el vector constante (0,0,1/T; )T, da cuenta del ambiente que produce efectos de relajacién. Ahora,
consideremos el siguiente sistema que describe un cuerpo rigido con torca [80]°,

Gx = (a3—ﬂ2)Gsz—’)’611(t)Gx,
Gy = (a1(t) —a3)GyG; - Ya2Gy, (5.56)
G: = (a2-a10)GxGy—va3G;

La idea puede entonces resumirse en el siguiente aserto:

» Si podemos escribir (5.56) como ecuacion matricial y comparar con (5.55) es posible considerar los
términos de relajacion como torcas en el sistema cldsico del cuerpo rigido.

Este posible camino a investigar requiere estar en completo acuerdo con [24]. Para lograrlo, necesitamos
primero identificar bajo teoria de control, qué significan los tiempos de relajacién en el lenguaje del cuerpo
rigido con torca. En particular, necesitamos observar si la evolucién dindmica del momento angular en
presencia de torcas es capaz de reproducir dinamica controlada en el sistema de dos niveles abierto.

5.3.3. Ejemplo de ecuacién maestra

El sistema cuantico més simple es el de dos niveles cuyo espacio de Hilbert estd generado por solo dos
estados: excitado |e) y base | g)6. El espacio de Hilbert para este sistema es equivalente a aquél de espin
1/2. Con los operadores de Pauli,

o1 = le)(gl+Ig)el, o2 = —ile)(gl+ilg){el, o3 =le)(el-[g)(g] (5.57)
que satisfacen las relaciones de conmutacién [07,0]-] = 2i€;jx0k (y los anticonmutadores {0’1',0‘]'} = 251-]-).
Definiendo
1 ) 1 .
oo =le)gl= 5 (1 viom), o =[ghlel = 3 (o1 - i), (5.59)

las representaciones correspondientes de estos operadores (en la base {e,g}) son

01 0 —i 1 0
01=(1 0), 0'2=(1. O)’ 0'3=(0 _1), (5.59)

a+=(8 (1)) a_:((l) 8) (5.60)

Ahora, tomemos el hamiltoniano del sistema libre Hs, que es diagonal en esta base. Bajo una eleccién
apropiada de la energia basal, tenemos

h
HS = EwO0'3, (561)

SEn el articulo [80] asumen algunos momentos de inercia dependientes del tiempo en busqueda de limites cadticos. Aqui
no analizamos tal situacion.
Ver [77] para detalles en el formalismo.
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donde wqg > 0 es la frecuencia de transicién.
Fisicamente, tal sistema surge cuando la dinamica bajo estudio estd confinada de manera efectiva en
un sub espacio 2-dimensional que bajo ciertas condiciones, pueden despreciarse transiciones a niveles
més altos (en la imagen de interaccién). Los operadores de Pauli 0. representan operadores propios del
hamiltoniano ya que

[Hs,0-] = -woo-, [Hs,04]=+wooy, (5.62)

y por tanto o, cambia la energia por un monto +wy, correspondiente a procesos absorcion y emision,
respectivamente. Los operadores de Lindblad (5.53) son

F(wp)=F=do., F(-wp)=F'=d*c,, (5.63)

donde d = (g|Dle) son los elementos de la matriz de transicién del operador de dipolo. Dentro de la
aproximacion de dos niveles, el operador dipolo atémico en la imagen de interaccién es

D(t) = do_e™ 0t 1 d* g, et (5.64)
Despreciando la contribucién del efecto Stark y Lamb, podemos escribir la ecuacién de Lindblad (5.53)
en la forma

d 1 1 1 1
E‘O(t) =y (N+1) (O’_p(t)0’+ ~5 Lo_p(t) - Ep(t)ma_) + 70N ((7+p(7_ ~ 000~ Epa_m) ,  (5.65)

con ritmo de emisién espontanea
sl
70" ohes
El disipador de la ecuaciéon maestra describe procesos de emisién espontédnea a ritmo g asi como emisién
y absorcién térmica inducida a ritmo yoN. El ritmo de transicién total es denotado por v = (2N +1)
donde N(wy) es la distribucién de Planck en la frecuencia de transicién. Para resolver (5.65) es conveniente
representar la matriz de densidad como

(5.66)

Sae) (o)

. (5.67)
@) S0-(e)

(1) = 5 (1+(3)-5) =

donde el vector de Bloch es
i(t) =(0) =Tr[op(t)]. (5.68)

Con esta expresiéon podemos definir un nuevo vector de Bloch que codifique efectos de decoherencia e
interacciones con otras clases de banos térmicos o incluso algin tipo de ruido.

La idea de investigacion es incorporar la estructura Lie-Poisson en orden de codificar estos efectos cuan-
ticos. Todo ello en el mismo espiritu que [24]. Para ello, requerimos identificar cémo escribir las entradas
de la matriz (5.67) en términos de campos de control con la ayuda de la representacion de Bloch, que es
la conexién con la dindmica del cuerpo rigido.

5.3.4. Adicién de términos lineales al cuerpo rigido de Lagrange

Marsden et. al. trabajaron en la posibilidad de anadir términos cuadraticos a las ecuaciones de Euler
que podrian tener sentido fisico (como una torca) pero por lo demds genéricos, conocidos en teoria de
control y mecédnica como feedbacks [72; 23; 79]. Construyeron un método muy poderoso, llamado Casimir-
Energia para darle claridad a la cuestién sobre qué tipo de términos rompen la estabilidad de los cuerpos
rigidos. Una investigacion posible, por tanto, es averiguar qué feedbacks mantienen la estructura Lie-
Poisson y que consecuencias tiene para la interpretacién de campos de control en sistemas de dos niveles.
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En el contexto de canales con ruido que rompen la evoluciéon unitaria debido a los alrededores, seria
posible caracterizar este ruido usando términos inestables en las ecuaciones de Euler.

En problemas de mecénica clasica, un término proporcional a la velocidad causa disipaciéon de energia.
Existe un sistema con tal término en el contexto de la dindmica del cuerpo rigido. El llamado girostato
de Lagrange’ [47]. Para este sistema la energia cinética es

K = 1A10§ + 112()% + 1A30§ + 1]2 (i +0p)? (5.69)
2 2 2 2
donde, Q) es el vector de velocidad angular, & la frecuencia rotacional del girostato en torno al eje
intermedio principal de inercia y A;, I, [, son constantes positivas.
Una transformacién de Legendre de esta lagrangiana permite obtener el hamiltoniano en términos del
momento angular IT = 8L/8() €R3 y I, =9L/di € R del cuerpo rigido con girostato, respectivamente,

H(ﬂ, lz) = 2)\1 + 2)\3

1 » I
— (I, -1 o .
+ 212 ( 2 2) + 2]2 (5 70)

Notar el desfase en I1,. Las ecuaciones de movimiento se siguen del paréntesis

- (0F O0H O0FJH OJHOJF
FH=-Il'|=x—=+———-—=—]. 5.71
{F.H} (aHXaH+81x 9 Baalz) (5:71)

Y de aqui, las ecuaciones de movimiento
. 1 1 l
M, - {nl,H}=(———)H2H3+—2Hs,
T
I = {Hz,H}=(———)H1H3, (5.72)
o z
My = {1 H)=—-—|ILIL - -2TL,.
3 {3}(12A1)12121

Por otro lado, podemos aniadir algtin término lineal adecuado directamente a las ecuaciones de movimiento
(ver [82]).

Otro sistema interesante es presentado en [78] donde se afiaden términos U a las ecuaciones de Euler de
la forma

m=mx] lm+N+U (5.73)
donde se han usando algunas definiciones: U = mx (J-1 = J")m - Ny J-1 = 1/2(WJ1 + J7IW). Aqui W

es alguna matriz constante no singular que permite escribir

a m b
Jll=lm b o (5.74)
bl c1 ¢

La generalizaciéon Lie-Poisson de las ecuaciones de Euler seran

iy = (c = b)myms + bymymy — aymyms + c1(m3 - m3), (5.75)

e igual para las otras coordenadas. Lo interesante de este sistema es que posee estructura Lie-Poisson con
matriz exactamente igual a (5.12) pero con diferente hamiltoniano. La funcién de Casimir asociada es
la misma que el cuerpo rigido estandar. Con esta estructura podriamos en principio utilizar la simetria
SL(2,R) para obtener ideas sobre la modelacién bajo control de sistemas cudnticos de dos niveles con
ruido.

70 en inglés Rigid Body with flywheel.
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5.3.5. El Péndulo de Foucault y su fase geométrica

Sabemos que el cuerpo rigido se reduce al péndulo. La pregunta es, ; qué sucede con la fase geomé-
trica?. Si afiladimos un término a la ecuacién del péndulo para tener fase geométrica podemos hablar de
compuertas logicas. Sin embargo el péndulo simple no tiene fase geométrica pero el péndulo de Foucault
tiene esta propiedad debida a un término asociado a la fuerza de Coriolis. El péndulo de Foucault tiene
fase de Hannay o geométrica. Fisicamente es debido a la rotacién de la tierra (fuerza de Coriolis) o
geométricamente es debido al transporte paralelo en una variedad con curvatura (holonomia). En este
sentido, si logramos reducir el cuerpo rigido con feedback, al péndulo con término de Coriolis, el campo
de control asociado representaria clasicamente una ’fuerza de coriolis’ y cudnticamente una posible fase
de Berry. En otras palabras, ;qué feedback colocar en las ecuaciones de Euler de tal manera que, al
reducir al péndulo, represente una fase de Berry (pues sabemos que representa una fase geométrica en el
régimen clédsico)?.

Como se ha mencionado, la hipétesis es usar el péndulo y su fase geométrica en sistemas de dos niveles
bajo el formalismo de control. El trabajo [24] explota la posibilidad de usar la fase de Montgomery del
cuerpo rigido y algunas trayectorias clasicas de éste, para cancelar la parte dindmica de la fase total.
Esto es interesante ya que, la fase geométrica pura puede ser usada para disefiar mecanismos de control
y modelar compuertas 16gicas (también llamadas compuertas de Hardman) en computacién cuéntica.
La idea importante es entonces conectar la fase del péndulo de Foucault con la fase de Montgomery usan-
do la simetria SL(2,IR). Si podemos construir un hamiltoniano y un formalismo Lie-Poisson con el mismo
Casimir que el cuerpo rigido pero con diferente hamiltoniano, podemos reproducir el término debido a
Coriolis al momento de reducir por simetria. Otra posibilidad es anadir términos a las ecuaciones de
Euler para obtener el péndulo de Foucault. De hecho, muchos autores exploran los sistemas Lie-Poisson
con diferentes hamiltonianos, todos equivalentes al cuerpo rigido pero con diferentes reducciones (ver por
ejemplo [79; 78; 74]). La idea es entonces, en primera instancia, usar estos sistemas. En pocas palabras, la
afirmacion es: El término de Coriolis en el péndulo de Foucault es un término anadido al las ecuaciones
de Fuler que permiten estructura Lie-Poisson.

5.4. Otras reducciones simplécticas

5.4.1. Mapeo de momento para el algebra so(1,1)

Interesante es la relacion entre el dlgebra de Lie-Poisson para los vectores hamiltonianos y el mapeo
de momento asociado para so(1,1). Sabemos que se(2) es el dlgebra en la reduccién para el péndulo
[83; 27]. Construyamos la misma idea para so(1,1). Comenzando con la simetria SL(2,R) que genera los
invariantes

K:1(£+d)H%+1(£+d)H%+l(£+d)H§;
2\1 2\L, 2\I (5.76)
N:1(£+b)H2+1(£+b)H2+1(£+b)H2

2\ 12\ 22\ 3

Usando el generador del dlgebra para alguna funcién dindmica G :R® » R, Xg = VG x VK-V tenemos
X1 = fol1203 - f311302;
Xo = fall301 - f111103; (5.77)
X5 = f1ill102 - foI 1204,

donde hemos sustituido G por las coordenadas I1; y definido f; = (¢/I; +d), Vi como se realiza en [68]. Si
no elegimos valores especificos para a,b,c,d de la matriz SL(2,IR) el dlgebra es

[X1,X2] = -f3X3;
[X2, X3] = - f1X1; (5.78)
(X3, X1] = -f2Xo,
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es decir, el dlgebra so(3), como se esperaba. Para obtener so(1,1) podemos asignar a f3 <0, f1 =0, fo > 0.
Luego, ¢ =1 implica d = -1/I; y

1 1 1 1
——=<0, —-=—>0
I L L L
Otra reestriccién (debido al determinante unitario de la matriz) es I;(1+0b) +a = 0. Todo esto implica el
I
ordenamiento I < I; < I3. Tenemos un pardametro més a fijar para reducir el sistema, elegimos b = i ! i
21
para cancelar la coordenada Iy en la funciéon N. Los invariantes son entonces,
1 L (-1
N = ——H§+—1( 3 2)11%;
VR AL I (5.79)
-
2\L L 2\I; L
Ahora, consideremos las definiciones siguientes
1 L (-1 1 1 1 1 1 1
——Zzi(u), —=—-->0, -5=—--<0, K*=r/2 (5.80)
ki L \L-I ki L L ki I L
Entonces, los invariantes (5.79) son
1 1
N = —ZI13-——II5
2 2k? (5.81)
B S Y '
)
Esta expresion sugiere la introduccion del mapeo de momento
Iy =p, Ilp=korcoshf, Il3=ksrsinh0, (5.82)
resultando la reduccién en los invariantes Ky N,
K = —r?/2;
2 j2,2
N = . sinh? 6 (5.83)
2 2k
Ahora requerimos calcular el paréntesis de Lie-Poisson en la hoja simpléctica K = cte: {F,F,} = -VK-
VFE x VF,. Obteniendo
rcosh@ 00  rsinhf 96
R R T 1 U RO R (5.84)
Realizando las derivadas correspondientes en las viejas coordenadas®
2
{h, B} = “koks {Fl'FZ}simpléctico' (5.85)
las nuevas variables son candnicas )
0,p}=-—, 5.86
0p) = (5:36)
89(H3) = Arcsinh(%) y su derivada d36 = ul =
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y una funcién de Casimir H es’

H

B N__ L 1[p K
L L-L L

= E 22 sinh?4)|. 5.87
L1 2 e " ] (5.87)
Entonces, la funcién N/I; es el hamiltoniano en la hoja simpléctica K. Usando las ecuaciones de movi-
miento 1 = {u, N/I; }, obtenemos

. 472 )
0+ ( (kaka i ) sinh(20) =0 (5.88)
Estamos tentados a interpretar esta ecuacién como el andlogo complejo del péndulo simple obtenido
bajo reduccién del cuerpo rigido con algebra so(1,1). Sin embargo esto no parece ser correcto pues la
dependencia temportal imaginaria esta en el tiempo, especificamente 6 = 0(t). Sin embargo, es interesante
la relacién entre funciones circulares (que conduce al péndulo usual en mapeo de momento, con se(2)
como algebra) y las hiperbdlicas (que conduce a la ecuacién (5.88) con so(1,1) como algebra).

5.4.2. Mapeo de momento eliptico para el algebra iso(2)

Al igual que las funciones circulares, las funciones elipticas verfican un conjunto de identidades que
pueden ser utilizadas para la reduccién simpléctica en el cuerpo rigido. Estudiar el péndulo eliptico, donde
la funcién sin x se sustituye por sn(x,m)) en el contexto de la simetria P7 en variables complejas, da a
lugar a nuevas trayectorias dindmicas en el espacio fase que cldsicamente se omiten por ser de variable
compleja. Sin embargo, al exigir tal simetria, estas nuevas trayectorias aparecen como constriciones fisicas
al sistema. En mecanica cuantica, se sabe hoy en dia que los operadores Hermiticos es una condicion
suficiente pero no necesaria para obtener eigenvalores reales. Los sistemas cudnticos con simetria PT
también pueden reproducir espectro real. En [128] se ha estudiado este fenénemo utilizando entre otras
cosas, el péndulo eliptico. Aqui abordaremos este sistema en el contexto del paréntesis de Lie-Poisson.
Considerando de nuevo las ecuaciones de las funciones de Casimir (5.76), pero imponiendo el ordenamiento
Lh<h<Ilzyc=1,d=-1/I3,a=-I311/Is - I; que implica b = I3/I3 — I; <0 obtenemos

1/1 1 1(1 1
K = -[=-—|IT? —(———)Hz,
2(11 13) 1o\, ")

(5.89)
N = — IT5 + =I15.
21 (13—11 27508
Ahora, definiendo las k’s apropiadamente y aplicando el mapeo de momento
ITy = kyrsn(x|t), Il =koren(x|t), Ilz=p, (5.90)
tenemos que
2
= (s en?)
2 (5.91)
1
N = 22_k§6n2(x|T) + Epz.

El calculo para obtener el paréntesis simpléctico desde el paréntesis Lie-Poisson, es similar al caso de
funciones circulares, solo hay que considerar las identidades elipticas de las funciones de Jacobi, a saber

2 1
{Fi, B2}k = ik (W) {F1, B2Jsimplécticor (5.92)

1
ad - bc

9usando SL(2,R), H = (dN - bK).
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obteniendose la ecuacién del péndulo eliptico
j+wsn(x|7) =0, (5.93)

con w? = 4r? [KBIG 1.

La ecuacién (5.93) tiene trayectorias P7T simétricas interesantes como veremos en la seccién (5.6). No-
tamos que las funciones de Casimir (tras la aplicacién de la simetria SL(2,IR)) otorga una ecuacién
cuadritica. Una lista de funciones con identidaes entre ellas que pardmetrizan a S! (en coordenadas
reales o complejas) x? + y2 =1 es pertinente en este contexto (5.2). El ltimo caso en la lista, corresponde
a la llamada parametrizacién con funciones racionales, donde t = tan¢/2, ¢ € C. Al momento de escribir
esta tesis, intento calcular la ecuacion de movimiento y su paréntesis asociado.

algebra mapeo de momento Ecuacién de movimiento paréntesis
- 1
iso(2)  sin,cos 0 +w?sin26 =0 {p,0} = —
k1k§
so(1,1) sinh,cosh 6 + w?sinh(20) = 0 {6,p} = ke
2K3
2 1
iso(2 cn, sn j+w?sn(y|t) =0 , P} = ——
@ 2 J+ @ty v - i )
1-t¢ 2t
? II=—— ILh=—t ? 2
R T A W <C

Cuadro 5.2: A]gebras de Lie asociadas a mapeos de momento que otorgan reducciones candnicas a partir
de SL(2,R). Las funciones usadas en los mapeos de momento verifican la ecuacién x* +y? =1 con x,y € C
y/o R.

5.5. El grupo de Heisenberg y un corolario

Atencién especial merece la situacion 1-8 de los cuadros (4.2) y (4.3) de la seccién (4.4). El trabajo
original de Marsden [23] afirma el siguiente lema Si K es singular, entonces la estructura del dlgebra de
Lie es la euclidiana iso(2), si K tiene signatura (+,+,0). Si el cuerpo es de lagrange, con dos momentos
de inercia iguales, el grupo de Heisenberg ocurre también. Al grupo de Heisenberg le corresponde K con
signatura (+,0,0). Para ver esto, los generadores pueden escribirse como

Xg=T1-K(VGxV) (5.94)
O en componentes
X; = % FIT" Kmepslo* (5.95)
donde f; = ¢/I, +d. Con signatura (+,+,0), la matriz K, tiene la forma
100
K=|0 1 0}. (5.96)
0 0O
Y los generadores son
Xy = follhos, X = fillids, X3 =-f111192 - folL;01, (5.97)
que verifican el algebra se(2)
[X1,X2]=0, [X2,X3]=hHAX1, [X3X1]=-£X2 (5.98)
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En completo acuerdo con el lema de [23]. Por otro lado, para la signatura (+,0,0) tenemos
X1=0, Xo=fill1ds, Xz=-f111102, (5.99)

con el conmutador trivial [Xi, Xj] =0 Vi,j. Se sigue que el lema falla en este caso. Si el cuerpo es de
Lagrange, el grupo de Heisenberg y su algebra implicarian f; = f», con conmutador nulo.

5.5.1. Comentarios sobre el grupo de Heisenberg

El consenso general es que el grupo de Heisenberg y su algebra debe ocurrir en algiin limite. Podemos
probar usando otra funciéon de Casimir que reproduzca correctamente la dindmica del cuerpo rigido y
al mismo tiempo, tenga como limite el grupo de Heisenberg. Si dos momentos de inercia son iguales,
digamos I; = b = [ # I3 = I, tenemos la situacién limite

IT; = -AIl,, TI=AIl;, II3=0. (5.100)

El valor constante Il3 puede absorberse en A. Ahora, nos preguntamos sobre qué tipo de funcién de
Casimir reproduce estas ecuaciones. La respuesta es si consideramos el siguiente sistema bi-hamiltoniano

1 2 2 1 2
h= i(Hl+r12)+ﬁn, I =115, (5.101)

Con este sistema, buscamos un grupo G c SL(2,IR) bajo el cual I1= VI x Vh reproduzca el limite deseado
(5.100). El grupo es AN = NA de la descomposicion KAM vy tiene la forma

g- (‘Il/{lc —3/1) (5.102)

Sin embargo, el dlgebra asociada a este sistema bi-hamiltoniano no puede producir el dlgebra de Heisen-
berg. Algunos comentaros y preguntas abiertas:

= Existe otra funciéon de Casimir que reproduce las ecuaciones en este limite, el cuadrado de una
componente de momento angular pero el grupo asociado ¢ ¢ SL(2,R) no puede identificarse en
términos de la descomposicién de Iwasawa.

» Para un Casimir cuadratico, las ecuaciones de movimiento para el cuerpo de Lagrange, son inva-
riantes bajo el intercambio x; — —x5. Si notamos que la funciéon de Casimir es también invariante
ante esta transformacion, podemos afirmar que los generadores tienen simetria explicita Zj:

X1 = —IXH283; X2 = 0(H183,‘ X3 = 20¢H[281] (5.103)

Aqui w = 1/2(c/I+d) y elegimos a/I+b =0 = ¢/I' +d. Las ecuaciones (5.103) reproducen el dlgebra de
Heisenberg si la coordenada I3 es constante de movimiento, como deberia ser. La correspondiente matriz
SL(2,R) es de la forma
a —-al
~ I 1 (5.104)
a(1-1I') a(1-1I")

En donde no se tiene una descomposiciéon KAN obvia. Si comparamos (5.103) con lo obtenido en (5.97)
algin argumento es plausible:

» Fl grupo de Heisenberg puede obtenerse con cualquier funciéon de Casimir cuadratico y en el mismo
sentido es isomérfo a se(2)/Z,.
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» El grupo de Heisenberg es imposible de obtener con funciones de Casimir lineales.

» Se podria explorar la simetria SL(3,IR) en mecénica de Nambu y explorar la posible existencia del
grupo de Heisenberg como uno de sus subgrupos.

Finalmente, pondremos de manera méas transparente la idea de la simetria Z, que subyace. Prime-
ro, requerimos probar la consistencia usando las ecuaciones de movimiento. Tomando la férmula Ilg =
(VG x VL)-V tratemos de reproducir las ecuaciones de movimiento para el limite del cuerpo de Lagrange.
Antes de la aplicacién de SL(2IR), tenemos que para el sistema bi-hamiltoniano

H
L

AR+ HIB + f3113, (5.105)
1l + I3 + glT3, (5.106)

1 1
con f; = E(a/ L +b), g1 = =(c/l1 +d). Tomemos g3 =0 (que es el caso cuando Marsden halla la ecuacién

del péndulo) y la hipétesis (g1 = g2 = §), el flujo hamiltoniano es de la forma
XH = 4gf3H3 [H182 - H281] + 4gH2H1 (f1 —f2)83 (5107)

Con objeto de reproducir las ecuaciones (5.100) debemos tener fi = fo que es, de hecho, una consecuencia
de tomar g1 = g». Aln tenemos el problema de que los generadores asociados con este flujo hamiltoniano,
que obedecen el dgebra se(2) en lugar de la de Heisenberg. Empero, lo interesante es que bajo la simetria
Z,, el Flujo hamiltoniano es también invariante. Esta simetria puede realizarse de dos maneras:

s [I; & -I1, y absorber el signo negativo en el parametro A. De hecho, este pardmetro es una funcién
de las entradas de la matriz SL(2,R) y del valor constante I13. El signo entonces puede colocarse
en estas dos cantidades.

» Simetria de paridad seguido del intercambio en coordenadas Iy, I1,.

Para este dltimo caso, la simetria de paridad reduce el espacio fase lo cual tiene sentido ya que el
paraboloide de momento angular tiene un manto mientras que el hamiltoniano eliptico cubre dos regiones.

5.5.2. Un pequeno corolario

El analisis hecho hasta ahora comienza con una eleccién especifica de funcién de Casimir. Exploremos
entonces el proceso inverso, es decir, partiendo del algebra de Heisenberg, qué podemos decir del pérfil
de las funciones de Casimir. Algunos célculos efectuados por el autor de esta tesis, pueden esgrimirse en
la siguiente afirmacion

Junto con la invariancia de norma del operador gradiente, la simetria SL(2,IR) reproduce el dlgebra de
Heisenberg para cualquier sistema bi-hamiltoniano si las formas cuadrdticas de Casimir asociadas
tienen componentes

1- h33
13 - gh%, 12 - ; (5.108)
para cualquier par de nidmeros ¢ > 0,d >0 no nulos y cualquier I, h.
Dem. De acuerdo con [23], el paréntesis de Lie-Poisson del cuerpo rigido es
{Fl,Pz} = —U'(VFl XVz). (5109)
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Y los generadores para una funcién G pueden expresarse como
Xc=u-[K]-(VGxV), (5.110)

donde [ K] es la matriz asociada a la combinacién SL(2,R) de las funciones de Casimir 1 y I (ver 5.21).
Es decir [K]"7 = chY +dh". Los generadores pueden escribirse como

XG = Lli[K]ij€jklakGal (5.111)

y por tanto, en el parche coordenado {u1,u,u3z} tendremos X, = ui[K]ijejalal.
Los conmutadores de estos generadores pueden escribirse como un tensor (2,0) antisimétrico

Qi = [Xi, Xj] = 2539'%,1,07, (5.112)

con Zkl = ui[K]ije]-kl.
Una 4lgebra de Heisenberg se obtendria si los generadores cumplen X o< 1392, Xo oc —u39!, X3 oc 159" ya
que

[X1,X2]=0, [X2,X3]=0, [X3X1]=-X3 (5.113)

En nuestra expresién (5.111) implica
X1 = us[K]Vejp0?

Xy = uz[K]Vepd! (5.114)
X3 = up[K]Yej30,

con lo que obtenemos un par de ecuaciones

0 = ch®+di®
1 = ch®+dl” m

(5.115)

La importancia de este resultado es debida a la aparente independencia de la componente [K ]11 en
la combinacién lineal de las matrices asociadas a las funciones de Casimir. Podemos considerar cierta
funcién que reproduce alguna dindmica y mapear (via SL(3,IR)) a la dindmica del cuerpo de Lagrange.
Este argumento no es tnico en el sentido de que hay otras maneras de cerrar el algebra de Heisenberg.
Otro problema es que requerimos construir ciertas funciones [ y h que reproduzcan el cuerpo de Lagrange
y satisfagan el dlgebra (5.113). Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema
I3 113

h:zihng+%(ng+n§), 1272+73+7n3 (5.116)
bajo la simetria SL(2,IR), los generadores satisfacen el dlgebra (5.113) pero es incapaz de reproducir sus
ecuaciones de movimiento asociadas (cuerpo de Lagrange). La simetria SL(3,IR) debe ser el siguiente
paso en el analisis.

5.5.3. Sistemas hamiltonianos generalizados en O(K)x

Usando el isomorfismo entre O(k)* y R® (hat-map), un sistema hamiltoniano cuadratico en O(k)* es
representado por un hamiltoniano cuadratico en R como sigue:

(R% {,}x, Haz)

T

1
Donde el hamiltoniano es Ha z) (%) = EuTAu +u'd, con A € Sym(3) y i € R3. Las ecuaciones de movi-

miento son
U= VCK(L[) X VH(A,ﬁ)(u)
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0 equivalentemente

i = (Ku) x (Au+ad), uelR>. (5.117)

Esta dindmica admite una familia de estructuras de Lie-Poisson parametrizadas por SL(2,R). Més esfe-
cifico, (]R3, {,} wp ,H7'5} es una realizacion Hamiltoniana de la dindmica, donde

« p
(7 5)eSL(2,]R).

El paréntesis se define como
{f18}op=-VC - (VfxVg).

Usando este resultado, Tudoran et. al. [74; 135], halla todas las estructuras Lie-Poisson asociadas. Los
Casimir, posterior a la aplicacién de SL(2,R) son

cvb = % [u” (aK + BA)u] +u” (ak+pd), HT= % [u” (vK+6A) u] +u” (vk +6d) (5.118)

Definiendo I 1= )\;, usando ii = VHVC y las matrices

100 A 00
k=[lo 1 0], A=[0 A, © (5.119)
00 1 0 0 Az

Las ecuaciones de movimiento son (componente i = 1)

U1 = (A2 = Ag)uguz + (Aoks — az)ua + (as — Aska)us + azks — azkz (5.120)
Y los generadores
X; = (Z2)03-(X3)0,, (5.121)
Xy = (Z3)01-(X1)03, (5.122)
X3 = (Z1)02-(X2)04, (5.123)

donde X; = (a + BA1)u; + (ak; + Bay). El dlgebra resulta ser
(X1, Xo] = -5Xs, [X2, X3] = -X\X1, [Xs, X1]=-S5Xo. (5.124)

donde ¥} = a + BA;. La adicién de términos lineales a las funciones de Casimir pueden dar lugar al dlgebra
de Heisenberg. Se continuara explorando esta posibilidad.

5.6. La Simetria P7T del cuerpo rigido

Muchos sistemas dindmicos como las ecuaciones de Euler pueden construirse de tal modo que sean P7T
simétricas. Las soluciones reales de este sistema son bien conocidas. Sin embargo, sélo son un subconjunto
infinitesimal dentro del conjunto completo de soluciones complejas. En [128] se analiza el subconjunto
de soluciones reales que sean PT simétricas. Se enfatiza que la simetria P7T selecciona las soluciones
que sean complejas y periddicas. Después de hacer un andlisis de varios sistemas dindmicos, en [128]
se extiende el momento angular del cuerpo rigido en el marco anclado, a valores complejos. Es decir,
considera L(t) € C3, con

L=vVCxVE, (5.125)
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donde C(L) y E(L) son las funciones de Casimir y energia respectivamente. Las ecuaciones que emanan
de (5.125) son PT simétricas, es decir, son invariantes ante reflexiones espaciales de las componentes
del momento angular P : L = L compuesta con inversién temporal T : L(t) = L(~t)!". Se hace la
simplificacién eligiendo la matriz de inercia como I7! = diag(1,2,3) que reduce las ecuaciones de Euler a
la forma

[y=LyLs, Ly=-2L41s, L3=1I4Ls. (5.126)

Lo importante para nuestros propdsitos es que [128] usa la siguiente expresién para reescribir las ecua-
ciones de Euler,
L=LxKL, con K=diag(-1,0,1). (5.127)

Ahora, extendiendo a valores complejos L = x + iy se obtienen cuatro leyes de conservaciéon, las partes
real e imaginaria del Casimir y la energia,

C(L) = %X-X—%y-y+ix-y, H(L) = %X-Kx—%y-ky+ix-x-Ky. (5.128)

Las soluciones de las ecuaciones de Euler ya la conocemos. Se obtienen consderando la parte imaginaria
nula (y =0) y las leyes de conservaciéon se reducen a solo dos,
1o, 1,

1
C= > (x% +x§ +X§), H = Exg - §x1- (5.129)

Sabemos muy bien como se comportan las soluciones en el espacio de momento, La dindmica en la
interseccion, sus trayectorias, puntos criticos, etc. Sin embargo, al considerar valores complejos, surgen
dos constricciones producto de imponer simetria P7T a las ecuaciones, es decir, imponer

x-y=0, x-Ky=0 (5.130)

Estas dos constricciones bilineales se pueden utilizar para eliminar y en favor de x. Al realizar este cdlculo
se obtienen las ecuaciones para C en la variedad-constricciéon PT simétrica

x =x x Kx + M(x)x (5.131)
La funcién escalar M = PN/D tiene perfil no trivial,
P(x) = 2xjxpx3,
N(x) = x}+x3+x5-1, (5.132)
D(x) = [Re(VCxVH]]* = x2x} + x3x3 + 4x343.

El autor menciona que esta forma es Util a la hora de considerar el problema de espin cudntico PT
simétrico. Las ecuaciones de Euler que surgen a partir de (5.132) son interesantes,

X1 = xx3(1+2x3N/D),
X = -2xx3(1-x3N/D), (5.133)
X3 = xx2(1+2x3N/D)

Sobre dos superficies conservadas

2 2_.2
= w, p-1"% (233 +4x7x3 + X3 +2x7x5 - X3) -
Se muestran en la figura (5.4) algunos perfiles de las intersecciones.

La idea consiste entonces en realizar la simetria SL(2,R) o C) para obtener nuevas expresiones para
la matriz K que es la que codifica el perfil de las soluciones dindmicas. A su vez construir las algebras
y los paréntesis de Poisson con valores complejos. En mi experiencia, cuando se hacia las reducciones
simplécticas en el cuerpo rigido real, y usaba mapeos complejos, en ocaciones se eliminaba la parte
imaginaria resultando un paréntesis completamente real.

A

(5.134)

19La aplicacién compuesta PT serfa de la forma PT(L;i(t)) — —L;(~t).
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Figura 5.4: Superficies en (x1,xp,x3) para las dos constantes de movimiento A = -1,0,1 (figuras superiores) y
B=-1,0,1 (para las figuras inferiores) [128].

5.7. Motivaciones en trabajos posteriores

Aunado a las ideas exploradas durante la estancia doctoral y que estdn esgrimidas en el capitulo 5
podemos abordar las propiedades de las funciones elipticas de Jacobi y Weierstrass que aparecen en varios
sistemas fisicos importantes dentro del marco de la mecénica clasica. Son soluciones a las ecuaciones de
movimiento del péndulo plano, el cuerpo rigido (asimétrico), particula en potencial ciibico y cudrtico asi
como el péndulo esférico, entre otros. El péndulo plano es particularmente interesante para establecer
una conexion entre las funciones elipticas de Jacobi y Weierstrass'!'. Relevante para el propésito de este
proyecto tentativo, es que las funciones de Jacobi y Weierstrass poseen propiedades analiticas que pueden
codificarse en el lenguaje de teoria de grupos, donde es posible analizar un sistema fisico estudiando
las propiedades de transformacién de estas funciones bajo la accién de los generadores de SL(2,Z),
llamado grupo modular. Las funciones elipticas tienen argumento complejo (o real) y un pardmetro extra
denominado mddulo. Al ser doblemente peridédicas, existen dos moédulos que estan relacionados entre
si. Es posible realizar ciertas transformaciones sobre el médulo y codificarlas en el grupo SL(2,Z). Las
funciones elipticas cambian también bajo la accidon de tal grupo conservando su estructura analitica
como la doble periodicidad. En aplicaciones fisicas, los médulos estan asociados a observables como la
energia en el caso del péndulo o cocientes de momentos de inercia en el cuerpo rigido. Aplicaciones de
las funciones de Jacobi y Weierstrass aparecen también en sistemas gravitacionales, teoria de cuerdas y
materia condensada, como mencionaremos mas adelante (véase [88]-[101]).

El objetivo de este posible proyecto consistiria, en primera instancia, en analizar los sistemas clasicos
antes mencionados en donde estan involucradas las funciones elipticas desde el punto de vista de sus
propiedades de transformacién bajo la accién del grupo SL(2,Z) y dar un enfoque nuevo o distinto de
la fisica involucrada en ellos. Para avanzar en este propdsito, es importante analizar a detalle el péndulo
plano y cuerpo rigido (ademds de otros sistemas cldsicos) para que sirvan de punto de partida al momento
de abordar sistemas en otras areas de la fisica.

La segunda fase del proyecto doctoral consiste en realizar una revisién exhaustiva de los sistemas fisicos
elipticos en mecanica cuantica. Un primer acercamiento es analizar el formalismo para hallar el espectro de
la molécula asimétrica[123]. Las referencias [92; 14; 111; 123; 18] parametrizan el espacio de configuracién
de la molécula utilizando funciones elipticas pero no se hace referencia alguna a las propiedades modulares

"N Egta conexién es estudiada en textos mateméaticos de funciones elipticas [87; 111; 112].
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que poseen y sus posibles interpretaciones'?. Si bien es posible hallar en la literatura estudios de estas
ideas, se espera obtener un panorama muy amplio del efecto del grupo modular para avanzar a una
tercera fase: estudio formal de las formas modulares.

Formas modulares'® aparecen en sistemas fisicos como consecuencia de dualidaes. Es decir, como
invariancia de la teoria o como una relacion entre dos teorias otrora distintas bajo ciertas transformaciones
discretas en los parametros (como el médulo en los sistemas fisicos descritos arriba). Uno de los primeros
ejemplos es la dualidad eléctrica-magnética de las ecuaciones de Maxwell en el vacio, que son invariantes
ante el intercambio de los campos eléctricos por magnéticos. Esta dualidad se generalizé a la llamada
dualidad de Montonen-Olive en el marco de las teorias de norma abelianas y culmina con la dualidad
de Seiberg-Witten en teorias de norma no abelianas y supersimétricas como N = 4 stper Yang-Mills
[105]. En esta tltima, la dualidad se codifica en el grupo SL(2,Z) y actta sobre el pardmetro complejo
T = /27 +4mi/g?, donde 8 es el dngulo de vacio y ¢ la constante de acoplamiento. Actuando sobre el
parametro T, una transformacién modular puede dar acceso a regiones no perturbativas de la teoria. En
mecénica estadistica, la dualidad Kramers-Wannier [107] predice la existencia de una temperatura critica
T. que separa la fase ferromagnética (T < T;) de la fase paramagnética (T > T.) dentro del marco del
modelo de Ising en dos dimensiones. La funcién de particién canénica'? puede expresarse en términos de
formas modulares. Se conocen actualmente una diversidad de ejemplos en gravitaciéon y teoria de cuerdas
en donde el grupo modular actiia sobre los parametros que las caracterizan asociados a configuraciones
gravitacionales, en particular los llamados instantones. Estos objetos, son soluciones a ecuaciones no
lineales en donde se considera el tiempo imaginario via una continuacién analitica t — it’ a partir de la
accion euclideana S[¢].

Genéricamente, las teorias de campo exhiben instantones y emergen originalmente en las teorias de
Yang-Mills y en Relatividad General. En este altimo caso, son ttiles para la descripcién de transiciones
cuénticas, si bien existen actualmente inconsistencias en la descripcién cudntica de la gravedad. A pesar
de ello, el uso de instantones en las teorias modernas de gravedad, stpergravedad (SUGRA) y teoria de
cuerdas son interesantes al menos por dos razones.

En primer lugar, instantones gravitacionales pertenecen a la clase de espacios llamados asintéticamente
euclideanos y tienen propiedades que sirven como punto de partida para compactificar teorias de stper
cuerdas en diez dimensiones. Como ejemplo de esta clase estan los instantones de Eguchi-Hanson [104] y
el multi instantén de Gibbons-Hawking.

La segunda razén es que las teorias de cuerdas poseen una familia de campos escalares llamados
moédulos. Su dindmica se codifica en modelos sigma no lineales en fondos gravitacionales instanténicos
como Taub-NUT, Atiyah-Hitchin, Fubini-Study, Pedersen-Calderbank!®. Estas soluciones poseen duali-
dades que pueden ser codificadas en términos de formas (cuasi) modulares, resultando relevantes para el
propésito de esta investigacion.

Especificamente, al resolver las ecuaciones de Einstein en 4 dimensiones con signatura Euclideana,
siguiendo el paradigma de las teorias de Yang-Mills al requerir una condicién de auto dualidad sobre los
campos, se obtiene un conjunto de ecuaciones que en muchos casos son integrables. Uno de ellos es el
sistema llamado lagrangiano

O'=0%0%, O?=0%0", O®=0'0?

donde () son funciones arbitrarias de las coordenadas espacio temporales y codifican una métrica con
simetria SU(2)'6. Tal conjunto de ecuaciones son exactamente las mismas que surgen en el cuerpo rigido
a partir de las ecuaciones de Euler y poseen soluciones elipticas de Jacobi. Resulta sensato indagar

2108 operadores asociados a observables, también pueden ser susceptibles de analizarse en términos del grupo modular.
1380luciones a ecuaciones de movimiento que transforman de manera especifica bajo el grupo modular.

4 Galculada por primera vez por Lars Onsager en 1944 [124].

15Para una revisién de estas soluciones gravitacionales, ver [104; 105].

16por tanto pertenecen a la clase Bianchi IX.
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todas las propiedades modulares que en el caso gravitacional han sido exhaustivamente estudiadas y
trasladar tales resultados al sistema del cuerpo rigido. En este sistema, podemos preguntamos si tiene
alguna interpretacion fisica la condicién de auto dualidad o si existe una continuacién analitica andloga
al instantén gravitacional. Otro sistema interesante es el llamado Darbouz-Halphen[105],

O = 203 - 0O+ OP),
02 =030 - 0X(Q3 + Q)
0% = 0102 - 03 (Q! +0?).

Resuelto por Halphen usando funciones 6 de Jacobi con las cuales se definen las funciones elipticas. Este
tipo de ecuaciones surgen también en reducciones de Yang-Mills auto duales con sus correspondientes
propiedades modulares [105]. En el sistema del cuerpo rigido, el andlogo de las funciones Q) son las
componentes del momento angular y la simetria del cuerpo se refleja en los valores relativos de sus
momentos de inercia. El caso méas general (que posee soluciones elipticas), en donde los tres momentos
de inercia son diferentes, es andlogo a una generalizacién del instantén de Eguchi-Hanson. Tenemos
entonces, al menos tres sistemas fisicos completamente distintos (cuerpo rigido, soluciones gravitacionales
y soluciones de Yang-Mills) que poseen la misma estructura subyacente, con propiedades modulares en
comun. La simetria asociada a tales sistemas, codificada en el lenguaje de grupos de Lie y sus algebras
asociadas, puede dar pistas sobre la posibilidad de un formalismo ulterior que describe todos en conjunto
y dependiendo de la eleccién de parametros es cuando se proyecta tal formalismo en una de estas teorias
en particular.
Una pista muy interesante a este respecto es el sistema conocido como Maxwell-Bloch[68],

X1 =Xy, Xp=2X1Xp, X3=-—X1X;

que surge en la ecuacién de Maxwell-Schrodinger. Dependiendo de la eleccién de entradas de cierta matriz
que codifica la invariancia del hamiltoniano y un casimir bajo el grupo SL(2,IR), es posible hallar diversas
ecuaciones de movimiento como el sistema de Duffing y el péndulo plano. Otro resultado en esta direccién
es que la dinamica del cuerpo rigido y el péndulo plano estan relacionados bajo el formalismo de reduccién
de Lie-Poisson [55; 68]. La leccién que nos deja este andlisis es la posibilidad de hallar, desde el formalismo
de grupos y sus algebras, diversas manifestaciones fisicas de un mismo sistema relacionados entre si por
una estructura de grupo subyacente!”. La simetria SL(2,IR) estd presente también en el cuerpo rigido.
Por esta razon, es posible estudiar en términos de la descomposicion de Iwasawa [127] los diversos casos
limite de este sistema e incorporar las lecciénes aprendidas en [20; 23; 68]. La descomposicion de Iwasawa
se utiliza en reducciones dimensionales de la teoria IIB en el marco de la teorfa de cuerdas [126].

Los grupos que se han mencionado, como el grupo modular, son lineales. Es interesante preguntarse
si existen transformaciones no lineales sobre los argumentos de las funciones elipticas. En[94; 95] se gene-
ralizan las transformaciones de Landen'® con interpretaciones fisicas en sistemas concretos. Un estudio
sobre tales transformaciones aplicados a los sistemas citados aqui puede complementar el entendimiento
del problema general.

5.7.1. Aplicaciones de las funciones elipticas en el marco de la Fisica moderna

Paralelo al estudio formal de la simetria modular (y simetria SL(2,R)) en el cuerpo rigido, instan-
tones gravitacionales y soluciones de Yang-Mills, es plausible revisar en la literatura sistemas en donde
estan involucradas las funciones elipticas y realizar un anélisis sobre la aplicacion de nuestras ideas en
sistemas especificos, si acaso no se han llevado a cabo en los mismos. En este sentido, presentamos en este

1"Esta hipétesis de trabajo forma parte del monumental programa de Shopus Lie y en versién moderna del proyecto
Langlands. Ver [125].
8 Transformaciones del médulo de las funciones elipticas que no son lineales.
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capitulo algunos sistemas fisicos hallados en la litaratura. Cabe mencionar que la mayoria de los articulos
siguientes corresponden al drea de gravitacion, que es un tema familiar para el sustentante. En [90] se
exploran soluciones elipticas de Wierstrass a las ecuaciones de Friedmann en cosmologia!®. Se establece
una conexién directa entre la ecuacién de Friedmann y la férmula de Cardy?® en virtud de las propiedades
analiticas de las funciones de Weierstrass. En [91] se estudia el rol de la constante cosmoldgica A en la
descripcion holografica de la era del universo dominada por radiacién. Se establecen relaciones entre la
entropia y la energia de esa era. La constante cosmologica juega el papel de pardmetro modular en las
soluciones gravitacionales, que son elipticas.

En [92] se estudia el movimiento en tres dimensiones sobre una esfera de manera cuantica. Se utilizan
coordenadas elipticas y las funciones de onda se construyen en estas coordenadas. En [14], desde el
formalismo de teoria de grupos se derivan todo el conjunto de observables en la 3-esfera encajada en un
espacio 4 dimensional. Se muestra que existen seis conjuntos diferentes de observables y el més general es
asociado con un sistema eliptico coordenado en este espacio. Se analiza en [93] un escenario de inflacién
producto de un solo campo que esta descrito en términos de las funciones de Jacobi. Se explotan algunas
de las propiedades de las funciones elipticas de Jacobi para promover nuevas soluciones analiticas. En [95]
se utilizan las propiedades de las funciones de Jacobi en el contexto de las soluciones a las ecuaciones de
Korteweg-de-Vries y la teoria /\4)4 para obtener soluciones adicionales con periodos y velocidades distintos.
Se encuentra un principio de superposicion débil en virtud de las identidades que satisfacen las funciones
elipticas.

Se sabe que el problema de Kepler es separable en 6 coordenadas distintas. En [96] se exploran los
estados ligados del atomo de hidrégeno en coordenadas parabdlicas. Al resolver el problema en coorde-
nadas elipticas en donde estan involucradas las funciones de Jacobi, es plausible analizar sus propiedades
modulares desde el espacio de configuracion.

FEl efecto Stark es un corrimiento y esparcimiento de las lineas espectrales de los &tomos y moléculas en
presencia de un campo eléctrico externo. Se estudia tal problema en [98] con soluciones tridimensionales
usando las funciones de Weierstrass. En [99] se estudia la estructura geodésica de un agujero negro
de Lifshitz en 3 dimensiones. El movimiento de una particula (masiva y sin masa) cuya soluciéon son
geodésicas en términos de funciones de Weierstrass presentan propiedades interesantes, por ejemplo, un
observador externo ve fotones con movimiento radial arribando en un tiempo finito al infinito espacial.
En [101] se estudia la ecuacién BMM?!. Al afiadir un término de viscosidad, sus soluciones son ondas
periddicas elipticas. En [13] se halla un conjunto completo de observables cudnticos en la 2-esfera en
términos de coordenadas elipticas. Se halla el espectro de los primeros estados excitados. No se hace
referencia alguna a la estructura modular de las funciones elipticas. En [121] se hallan soluciones analiticas
para las geodésicas en un espacio tiempo con agujero negro en el contexto de las teorfas f(R) gravitatorias.
Las diferentes soluciones y sus parametros etiquetan la conservacién de momento angular y la constante
cosmologica.

Finalmente, cabe mencionar los estudios realizados en maestria sobre las teorias holograficas, parti-
cularmente la correspondencia AdS/CFT. Ella es particularmente interesante para analizar sistemas de
materia condensada en donde estan involucradas también las funciones elipticas. Es plausible entonces
estudiar desde el punto de vista holografico el papel de estas soluciones y sus propiedades modulares
[115; 116; 117; 118; 119; 120].

9La ecuacién de Friedmann codifica la evolucién de la constante de Hubble en el modelo de Robertson-Walker-Friedmann.

20Con la férmula de Cardy se obtiene la entropia de los agujeros negros dado un fondo gravitacional.

21Ecuacién diferencial parcial que describe el movimiento de una onda larga de pequena amplitud. Util en estudios de
ondas gravitacionales.
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Conclusiones generales

Detallamos y revisamos la relacién entre el cuerpo rigido y el péndulo simple (capitulo 4) con el
objetivo de dar una lista exahustiva de las diferentes maneras de obtener la relacién dinamica entre
ambos sistemas. Trabajamos con tiempos reales e imaginarios bajo la justificacion fisica de inversién del
campo gravitacional. Comenzamos en el capitulo 3 revisando el cuerpo rigido en una parametrizacion
diferente: eg y ¥ que representan pardmetros de energia y de momento de inercia, respectivamente. Se
justificé esta parametrizacion ya que permite mayor control como se detalla en el articulo publicado en
[27].

Se reviso la construccién original discutida en [23] bajo una parametrizacién diferente de los momentos
de inercia y energia. La simetria SL(2,IR) de las ecuaciones de Euler nos permitié considerar mas casos
de geometria de las superficies. Casos especificos de esta simetria nos permitié dilucidar que los genera-
dores hamiltonianos verifican diferentes algebras, en particular iso(2). Mediante un cambio de variable
apropiado es posible obtener ecuaciones de movimiento idénticas a las del péndulo simple. El espacio fase
del péndulo se reproduce completamente a partir del cuerpo rigido y la variedad cuyo parche coordenado
son los momentos angulares. Tal cambio de variable tiene muchas conotaciones en mecanica. Nambu la
etiquet6 como transformaciones SL(3,R). En libros de mecénica geométrica suele llamarse mapeos de
momento en el contexto general de la teoria de reduccién por simetria. Las superficies que definen las
integrales de movimiento también reciben varios nombres en diferentes literaturas. En el contexto de ex-
tensiones de la mecénica a campos suele llamarse funciones de Casimir que conmutan con el hamiltoniano
bajo el paréntesis de Poisson. Marsden los llama superficies simplécticas pues, tras efectuar el mapeo de
momento, definen una variedad sobre la cual, la mecénica es canénica. Aqui usamos el término espacio
cotangente pues, dada una variedad que define la mecanica en formulacién de Hamilton, se sabe que el
espacio cotangente asociado define el espacio de configuraciéon asociado al espacio fase.

En el capitulo (3) se ha realizado una clasificacién completa de la simetria de norma SL(2,R) aplicada
a las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido usando la mecanica generalizada de Nambu. Estas
transformaciones afectan la geometria de las funciones de Casimir pero dejan invariante sus intersecciones
donde ocurre la dindmica y donde los vectores hamiltonianos generan la érbita dinamica. Tales vectores
generan un algebra de Lie tres dimensional. Algunos resultados generales se han reportado anteriormente
en la literatura [26; 135] y aqui se construye explicitamente todas las algebras en el contexto de la
clasificacién de Bianchi en donde algunas no habian sido completamente detalladas en la literatura.
Nuestro anélisis es clasico y puede ser considerado como un primer paso hacia resultados cuanticos
obtenidos para cuerpos rigidos simétricos [26] y extenderlos al caso asimétrico. De hecho, existen algunos
resultados recientes en el estudio del espectro de moléculas asimétricas [16; 17; 58; 19; 34] que pueden ser
generalizados al caso del cuerpo rigido extendido y ayudar a mejorar el entendimiento de la cuantizacién
de sistemas usando la dindmica de Nambu para casos completamente asimétricos. A pesar de que el
cuerpo rigido asimétrico ha sido estudiado extensamente durante afios, desde el punto de vista mecanico
clasico posee interesantes aspectos que aun pueden ser estudiados. Algunos de ellos son el establecer la
naturaleza de la funcional generadora de las transformaciones candnicas usadas aqui como coordenadas
de angulo-accién para cuerpos rigidos extendidos. Un estudio similar fue recientemente realizado para el
péndulo simple [67] y se establece que la dindmica del cuerpo rigido se reduce a la del péndulo simple
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cuando el algebra de Lie es del tipo Bianchi VIIy (iso(2)). Otra posibilidad es estudiar la simetria de
transformaciones candnicas codificadas en SL(3,R) en el contexto de la dindmica bi-hamiltoniana y
determinar qué transformaciones de este tipo generan ordenamiento en los parametros de inercia, ya que
como se discuti6 en ese capitulo, con SL(2,R) sélo es posible el intercambio de pardmetros e; <> e3. Este
analisis deberia ser posible ya que para casos asimétricos las funciones elipticas de Jacobi incorporan de
manera natural las transformaciones de los seis casos del cuadro (3.6). Para una revisién reciente en el
caso del péndulo simple léase [28]. Un andlisis muy interesante que puede darse en el futuro es encontrar
la relacién entre las diferentes transformaciones de norma estudiadas aqui pero ahora en el contexto de
la teorfa de Hamilton-Jacobi generalizada para la mecanica de Nambu [40].

Como trabajo futuro, serd interesante implementar la cuantizacién del sistema del cuerpo rigido en
este formalismo. Esperamos que este analisis pueda producir fisica interesante y relaciones funcionales
entre la ecuacién diferencial de Lame que gobierna el cuerpo rigido cuantico y la ecuacién de Mathieu,
que describe el péndulo cudntico. Es decir, ;tal simetria entre ambos sistemas se respeta a orden cuan-
tico? si es asi, jqué relacién guardan ambas funciones?. ; El sistema presentard anomalias cuanticas, si
formulamos la version lagrangiana?. Otra direccién posible es analizar la dindmica de estos sistemas en
este formalismo pero en el contexto de teoria de control en donde diversos autores sefialan la posibilidad
de implementar mecanismos de control para compuertas cuanticas usando el sistema dinamico del cuerpo
rigido clasico [24].

Refiriéndonos a la lista de la introduccién (pagina 9):

T.1 Larevision de la simetria SL(2,R) se efecttio en la parametrizacion e; y x, obteniendo mayor ntimero
de superficies (funciones de Casimir) concentradas en los cuadros (3.2) y (3.3).

T.2 En la parametrizacién utilizada, el mecanismo de reduccién simpléctica de [23], permiti6 considerar
nuevas transformaciones (mapeos de momento o transformaciones SL(3,IR)) incluidos casos donde
las variables son complejas.

T.3 Esperamos que lo esgrimido aqui, en particular en la pagina 47 contribuya al entendimiento de la
cuantizacién del cuerpo rigido. En ese sentido, este trabajo puede ser 1til como revisién para ese
proposito.

T.4 Se estudié con detalle el caso del subgrupo iso(1,1) (o Bianchi V) y su algebra (seccién 3.8.1).

T.5 En este punto, demostramos que no es posible obtener el algebra con tres parametros de inercia
diferentes bajo la simetria SL(2,R). En el capitulo 5 sobre tépicos que se discutieron, se enfatiza un
poco en este punto encontrando condiciones suficientes pero no necesarias para obtener tal dlgebra
para una eleccién especifica de funciones Casimir (5.5.2).

T.6 En (5.4) se estudian otras transformaciones SL(3,R) para obtener un paréntesis simpléctico a partir
de Casimir cuadraticos. Las ecuaciones de movimiento que resultan no tienen significado fisico hasta
donde el autor conoce (5.2).

T.7 En [24] se utiliza el cuerpo rigido para simular campos de control en un sistema cuéntico de dos
niveles. Pero argumentan mapear un momento de inercia a infinito. En este trabajo se muestra que,
bajo SL(2,IR) no es necesario tal argumento ya que, desde el punto de vista del autor, podria ser
patolégico (5.2.4).

T.8 La idea de contracciones de grupo utilizada en este trabajo estriba en la eliminacién de un parame-
tro de inercia usando SL(2,R) permitiendo a los generadores hamiltonianos conmutar de manera
diferente a so(3), es decir, se establecen nuevas constantes de estructura para sus subalgebras.
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Es pertinente mencionar que, respecto a T5, T6 y T7, estos resultados no fueron publicados.

Respecto a las preguntas planteadas en la estancia doctoral (pagina 10):

P.1

P.2

P.3

P4

P.5

En estricto sentido, en el trabajo [23] si se completa la clasificacién. Nuestro trabajo constituye
entonces una manera diferente de realizar las reducciones y sus algebras. Hacia la cuantizacién del
cuerpo rigido, este trabajo podria ser tutil pues ya contiene la parametrizacién adecuada para su
construccion canodnica.

Este trabajo realizé reducciones simplécticas con coordenadas complejas obteniendo ain asi, la
ecuacion fisica del péndulo simple.

Nuestro andlisis nos permite estudiar otros sistemas dindmicos que posean simetria SL(2.R) y
establecer sus algebras de Lie y sus paréntesis de Lie-Poisson. Se puede revertir el proceso, es decir,
partir de un algebra ya establecida y estudiar las condiciones necesarias y suficientes para que las
funciones de Casimir las genere. Por funciones de Casimir podemos referirnos al objeto mateméatico
cuyo paréntesis de Poisson conmuta con cualquier funcién. Es decir, la interpretacién fisica puede
relajarse.

En definitiva, el autor considera que las ecuaciones de Euler juegan un papel importante en la
literatura actual pues constituye un sistema con alta simetria bajo el cual pueden considerarse
extensiones analiticas o bajo alguna clase de aproximacion perturbativa. Es el analogo del oscilador
armoénico o el potencial central que constituyen, permitaseme la frase caballitos de batalla hacia una
fisica de frontera.

En la literatura se estudian muchos sistemas dindmicos semejantes a las ecuaciones de Euler:
Maxwell-Bloch, Lotka-Volterra, Trompo simétrico, Lorentz, Kermac—Mackendric, Rabinovich. El
autor considera interesante estudiar estos sistemas en el contexto planteado en esta tesis.
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Apéndices

Las siguientes secciones contienen topicos asociados a la mecanica clasica del sistema cuerpo rigido y
su sistema relacionado mediante reduccién simpléctica, a saber, el péndulo simple. Soluciones explicitas
a ambos sistemas son dados en formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano. Se discute las propiedades més
importantes de las funciones elipticas que son soluciones analiticas del cuerpo rigido y péndulo asi como
algunas propiedades de su celda unitaria en el espacio complejo. En el lenguaje de grupos, se enfatizan
las transformaciones S y T bajo las cuales se genera todo el dominio de las funciones elipticas.
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Apéndice A
Funciones elipticas

Una funcién F(z) : C - C es doblemente periddica, con periodos # y 1" (tal que Zm(n/y") > 0) si
F(z+mn+nn") = F(z), (A.1)

para m,n = 0,x1,+2,... (pero no m = n = 0). La figura (A.1) muestra la celda unitaria formada por las
esquinas z = 0,77,7" y 7 + 1’ sobre el plano complejo. En el limite lim [1'| - oo, la funcién F(z) posee un
periodo 7. Las funciones elipticas son doblemente periédicas con dos ceros simples por celda unitaria y
con un polo de segundo orden (Weierstrass) o dos polos de primer orden (Jacobi).

Las funciones elipticas y(x;a) pueden definirse como soluciones de la ecuacién diferencial no lineal

dy )2 &
—=| =) ayv, (A.2)
(dx i;

Figura A.1: Celda unitaria de una funcién doblemente periédica [84].

con a = (ap,ay,...as) vector de componentes constantes. La funcién inversa (solucién) tiene como

cuadratura
y ds

, (A.3)

x(y;a) = xp + /

(@) \/ayst + azs3 + aps? + ays! +ag

donde yp(a) es una raiz del polinomio cudrtico a4y4 + a3y3 + azyz + u1y1 +agy x(yo;a) = xg. Si el polinomio
no posee término ciibico (a3 = 0) es posible escribirlo como (1 -y2)(1-my?) (m constante positiva) que
define la funcién eliptica de Jacobi como solucién de la ecuacién (A.2) sin término cibico. Analogamente,
si el polinomio no posee término cuadrético ni cudrtico, serd de la forma 4y — gy — g3 (con g2 3 constantes)
y define la funcién eliptica de Weierstrass como solucién a la ecuacién (A.2).
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A.1. Funciones elipticas de Jacobi

La funcién eliptica de Jacobi sn(z, k) estd definida en términos de la férmula de inversién

sin(9)
f V1- m251n2(9 f V(- yz)(l m? 2)

donde el médulo m? es un niimero positivol y ¢ € [0,27]. Se sigue que sn™!(sin¢,0) = sin" (sin¢) = ¢.
La solucién a la ecuacion diferencial

sn”! (sin ¢, m), (A.4)

dy 2
=(1- 1- , A5
(&Y - -y -m) (A5)
se expresa en términos de la funcion de Jacobi
sn(z,m) (para m?<1)
y(z) = . (A.6)

m 1 Psn(m'Pz,m™1) (para m?>1)

Bajo la transformacién y = sin¢, la ecuacién diferencial de Jacobi (A.5) resulta

dg\* 22
) =1- i , A7
( I ) m*sin” ¢ (A.7)
con solucién ¢(z) = sin™! (sn(z,m)) para m? < 1.

La funcién sn(z, m) posee periodo real puro 4K donde

/2 4o
K =K(m) = f — (A.8)

y un periodo imaginario puro 2iK,,

2
iK. = iK(m,) = i fo O (A.9)

7
V/1-m?sin®6
siendo el médulo complementario

=1-m> (A.10)

La figura (A.2) muestra la doble periodicidad de la funcién de Jacobi para un valor particular de m?
que alterna entre (—1,1) para valores reales de z con ceros en 2nK y exhibe singularidades para valores
imaginarios de z en (21K +1)iK (n € Z). Si m> - 0 (m?* - 1), K - 71/2 (|K;| = o). En la figura (A.3) se
muestra que, bajo este limite, sn(z) tiende a sin(z) = y se vuelve uniperiédica.

Existen funciones elipticas de Jacobi adicionales cn(z, m) y dn(z,m) definidas como

1 d]/ 1 dy
z= = , A1l
St T~ om0 A

y que tienen como propiedades cn(z,m) = cos ¢, dn(z,m) = \/1-m?2sin®>¢ y sn?(z,m) +cn’(z,m) =1 =

dn?(z,m) + m*sn?(z,m). Es posible demostrar los comportamientos asintéticos m? = 0y m? = 1:

1Impor‘cante sefialar que estamos usando una notacién diferente a la mayoria de la literatura sobre funciones elipticas,
en donde m = k*. El médulo y médulo complementario verifican m +m’ = 1. En estos apéndices, consideramos m? = k. La
razén es para mantener la misma notacién usada en esta tesis y en los articulos publicados que lo sustentan. Pido disculpas
al lector si se presta a confusion.

108



12

o _Z/n
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-4l

Figura A.2: Curvas de sn(z,m) (a) y —isn(iz,m) (b) para m? = 1/16. Se muestran los periodos reales
4K(m)[84].

m-—

Figura A.3: Periodos K y K’ y sus limites cuando m — 1[84].

sn(z,0) = sinz sn(z,1) = tanz
cn(z,0) = cosz , cn(z, 1) = z (A.12)
dn(z,0) = 1 dn(z,1) = Z.

d
Las derivadas respecto a z, f'(z) = 7 estan bien definidas, a saber
z

sn’(z,m) = cn(z, m)dn(z, m)
{ cn’(z,m) = -sn(z,m)dn(z,m) .(A.13)
dn’(z,m) = -m? en(z, m)sn(z, m)

Importante para este trabajo son las siguientes identidades cuando el médulo m? > 1,

sn(z,m) = mtsn(m?z,m™)
cn(z,m) = dn(m'?z,m™1) .(A.14)
dn(z,m) = en(m'?z,m™)

A.2. Funciones elipticas de Weierstrass

Las funciones elipticas de Weierstrass P(z; g2,¢3) estan definidas como solucién a la ecuacion diferen-
cial

2
(%) :453_g25_g354(5_31)(5—82)(5—63), (A.15)
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1.0
dn(z|k)

sn(z[k)

-0.5
en(zlk)
g

Figura A.4: Curvas de sn, cn y dn en z € [0,4K] y m? = 0,9[84].

en donde la terna (e1,ep,e3) son las raices del polinomio cibico 453 - <25 — g3 (que satisfacen Z?zl e; =0)
y los invariantes g2,¢3 son definidos a través de las raices ctbicas

3
g2 = —4(e1ex +exez +ezer) =2 (Ze,z) ;g3 =4dejezes, (A.16)
i-1

junto con el parametro llamado discriminante modular A = gg - 27g§. En aplicaciones fisicas los invariantes
g2,93 son siempre reales (con ¢» > 0), por tanto, las tres raices son reales o una de ellas es real (digamos
eq) v las otras son complejas conjugadas (ep, e;,) con R(ep) = —e,/2.

Las funciones de Weierstrass pueden analizarse en términos de los signos de la dupla

(g3/A) = [(_;_)/ (_1 +)/ (+r_)/ ("7"‘)]1

con dos casos especiales: (g3 #0,A=0)y g3=0,A>0).

Realizando una serie de reparametrizaciones?, es posible definir el determinante como
8=g(1-é), (A.17)
y las raices resultan
Y-
el cos( 3
er | =2a Cos(l/f”f) : (A.18)
e3 3
~ cos($/3)

Las tres raices estan conectadas suavemente (ver figuraA.5) siguiendo una trayectoria en el plano complejo
parametrizado por ¢ (ver fig A.6).

Dependiendo de los valores de €, el pardmetro ¢ adquiere valores imaginarios o reales, resultando en
valores reales o imaginarios para las raices del polinomio ctbico asi como un valor positivo o negativo del
discriminante modular. Un caso especial se tiene cuando e; =0 (eg = V3a = —e3 para g3 = 0 llamado caso
lemniscata[85]).

Cuando 0<e <1 (A>0), la funcién de Weierstrass P(z) posee dos periodos 2w y 2w’ sobre el eje real e
imaginario donde

ds

V|43 — gos —g3|.

(A.19)

[} ., e3
w(82z83):fﬁ w'(82,83) =1[OO

453 — gps — ggl

2= /92/12, € = (3/g2)3/2 y una nueva reparametrizacion € = —cos .
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Figura A.5: Raices ctbicas (e1,e3,e3) como funcién de € con valor « fijo. Las regiones (a),(b),(c) sobre el
eje € corresponde a los segmentos de trayectoria de la figura A.6

Im(¢p)

Re(p)

(a)

Figura A.6: Plano complejo para el pardmetro ¢: (a) e<-1, (b) -1<e <1y (c) € >1[84].

Mientras que para € > 1 (A <0), P(z) tiene periodos diferentes 2Q) y 2() sobre el eje real e imaginario,
donde

Ag2go)= [ s (A.20)

O (g28) =7 [
_—, ,93) =1
1 (/45— g5 - g3 8283 o0

ds
V1483 — g25 — 3|

En la figura (A.7) se muestra la trayectoria de integracién usada para calcular (w, w') para A >0y
(Q, Q)) para A <0. Dada la terna de raices e; = (e1,€2,e3) los periodos asociados se definen como

ds

w-(gzgg)me=fw :
e 6 AP -gs-g3 Ja 2\/(s—e1)(s—ex)(s-e3)

Resulta interesante que el par (e;, w;) satisface las siguientes propiedades

(A.21)

P(wi) = e;;

(ei—ej)(ei—ex)

O (A.22)

Plz+w;) =e; +

P(z+2w;) =P(z),
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Figura A.7: Camino de integracién para el cdlculo de (w, w') para A >0y (Q, Q') para A <0. Las lineas
sélidas (punteadas) indican dénde el polinomio 413 — gt — g3 es positivo (negativo)[84].

donde i # j # k de tal manera que P(w; +w;) = e. Los valores para las raices y sus frecuencias asociadas
se resumen en el cuadro (A.1). Ademas de las propiedades (A.22), las funciones elipticas de Weierstrass

(g3,4) e e es w1 Wy = w1 +ws ws

(-,-) a-ib a+ib “2a<-1 |OV]|+iQ/2 |Q-i0/2 -iQ)
(-,+) d>0 c¢c-d>0 -c<0 || —iw + |w'| —iw
(+,4) ¢>0 d-c<0 -d<0 w w+w w'

(+,-) 2a>1 -a-ib -a+ib Q Q2+0Q -2+ Q)

Cuadro A.1: Raices ctbicas y periodos asociados para g2 =3 y a = 1/2[86]

obedecen una relacién de homogeneidad
P(Az;A7%g2, A 0g3) = A *P(2;82,83) VA =0, (A.23)

En particular, para A = -1 se verifica que P(-z;%2,83) = P(2;82,83) (funcién par) y para A =i se
encuentran los semiperiodos del cuadro (A.1) para g3 <0, ya que

P(z;82,83) = —P(iz; 82,183)- (A.24)

La inversién en g3 (A.24) se utiliza en el cuadro A.1 para obtener las siguientes transformaciones e; (g3 >
0) - ¢; (g3 < 0) para las rafces de Weierstrass (fijando g, A)?

e P(wy;82,83) P(iwr; 82, 83]) P(w3;82/1831) e
e |=|P(wyig2g3) |=-|Pliwy;galgsl) |=-[P(wiigalgs) |=-1e |, (A.25)
e3 P(w3;82,83) P(iws; 82,183]) P(wy;82,183l) e

que hace uso de la transformacion
(w1, wy,w3) = -i(w3,wy,wl). (A.26)

Debemos hacer notar, en contraste con el perfil de la celda fundamental de las ecuaciones elipticas de
Jacobi, la celda fundamental de las funciones de Weierstrass (0, w1, wy + w3, w3) cambia de forma depen-
diendo de los signos de (g3,A) en el cuadro A.1.

3Rl arreglo de los e; no representa un vector columna sino solo un agrupamiento.
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A.3. Funciones elipticas y el grupo SL(2,Z)

A.4. Grupo modular

El grupo modular PSL(2,Z) codifica las transformaciones racionales de la forma

, at+b

T>7T=——
ct+d’

TeC, (A.27)

donde a,b,c,d € Z que satisfacen ad — bc = 1. Pensando a la operacién de grupo como composicién de
la funcién (A.27), este mapeo es invariante para cualquier T con parte imaginaria nula y mapea valores
racionales en racionales. Los generadores del grupo son

S(t)=-1/7, T(t)=1+T. (A.28)

Una representacion del grupo PSL(2,Z) = SL(2,Z)]Z, consiste de aquellas matrices

A= (i Z) (A.29)

con detA =1y A,-A consideradas idénticas. La representacién matricial de (A.27) es

0 -1 11
sz(1 o)' T:(O 1), (A.30)

1 n

0 1)

En el espacio definido como H = {z € C : Im(z) > 0}, es decir, el plano complejo superior, todos los elemen-
tos de ‘H pueden generarse a partir del dominio fundamental F (ver figura A.8) aplicando combinaciones
de los generadores S y T a un ntimero complejo en F como se muestra en la figura.

que satisfacen §? = (ST)> = -I~Ty T" =

=1 ~l5

Figura A.8: Dominio fundamental F

La regién F satisface

= F es conexo. Dos puntos en F no pueden ser relacionados bajo la transformacién A.27.

= Para cada punto T de H existe un elemento g € SL(2,Z) tal que g7 € F.1

4 . L. s .. . [
El conjunto F no es tnico, se puede tomar otra regién como dominio fundamental sin embargo, F es la estandar.
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Geométricamente, T representa un desplazamiento unidad mientras que S representa una inversién en
torno al circulo unitario, seguido de una reflexién respecto al eje imaginario.
Podemos construir la transformacién (A.27) transformando el par (w1, ws),w; € C en (wy,w)) mediante

w] =awy +bwy,  wh = cwy +dws. (A.31)

Definiendo T = wo/w; y T’ = wy/w] encontramos que T y T’ estdn relacionadas mediante (A.27). Final-
mente, utilizando la notacién Q) = MQ) con

o) () el

Con M de la forma (A.29) que satisface las propiedades deseadas. Son justamente las variables w que
juegan el papel de semi periodos en las funciones elipticas.

A.5. Red doble

Una red L es una regién de nimeros complejos con dos propiedades. (i) posee estructura de grupo
respecto a la adicién y (ii) las magnitudes absolutas de los elementos no nulos estdn acotados por
abajo. Las funciones de Jabobi y Weierstrass son funciones meromorfas en C con periodicidad en dos
direcciones: f(z) = f(z+w1) = f(z+wy) y debido a esto, generan redes dobles que consisten de todas las
combinaciones lineales con coeficientes enteros de dos generadores o periodos primitivos wq,ws € C cuya
razon es imaginaria (ver figura A.1).

L(w1,wy) = {nwy +mwaln,meZ}, f(z)=(z+nwi+mwy). (A.33)
En las soluciones del péndulo, m? y mg estan asociadas a la energia en diferentes regimenes. El cociente
T = iK./K es sobre el que actian las transformaciones SL(2,Z) y relacionan los diferentes movimientos
del péndulo plano®.

A.6. Transformaciones modulares sobre funciones de Jacobi

Si m? y m? denota el médulo y médulo complementario asociado con el pardmetro T — 1+, la
transformacion (A.27) sobre las funciones de Jacobi implican

sn(z,m.) = m2sd(z/me, m?), en(z,m.) =nd(z/m.,m*), dn(z,m.) =nd(z/m.,m), (A.34)

donde se definen nueve funciones elipticas tomando reciprocos y cocientes

1
ns(z,m) = sz’ nc(z, m) iz, m)’ nd(z,m) = W,
sc(z,m) = % cd(z, m) = % ds(z,m) = % (A.35)
cs(z,m) = %, de(z,m) = %, sd(z,m) = %

5Recordando que los parametros K y K. definen los semiperiodos de las funciones elipticas y por tanto la red fundamental.
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Reemplazando z - m.z estas transformaciones se presentan en su forma estandar [112],
sn(mez,im/m.) = m2sd(z, m)
en(mez, im/m.) = cd(z, m) (A.36)
dn(m.z,im/m.) =nd(z,m).
Si K e iK, son los semiperiodos de las funciones elipticas (ver A.1), bajo la transformacién (A.27) tenemos
iK. = T'K. = (1+7)m2K = m>(K +iK,). (A.37)
Bajo la transformacién T — —1/7, las funciones de Jacobi verifican
sn(z, m.) = —isc(iz, m)
cn(z, me) = ne(iz, m) (A.38)
dn(z, m.) = dc(iz, m).

Estas transformaciones permiten calcular el efecto de cualquier transformacién del grupo modular y sus
posibles combinaciones como se muestra en la figura (A.8). Como ejemplo, consideremos la transformacién
modular 13 = 7/(1 - T), que puede verse como la composicién de las siguientes:

B=-1/n, m=1+1, ©=-1/t. (A.39)
Realizando las transformaciones comenzando por la primera se encuentra que [112]
sn(z, m3) = ksn(z/m,m),
cn(z,m3) =dn(z/m,m), (A.40)
dn(z,ms) = en(z/m, m).

Interesantes son las llamadas transformaciones de Landen [65] (pag. 96)

1-m\*]  1-(1-mc)sn®(z,m)
dn[(1+mc)z,(1+mc) ] = dn(z,m) ,
[ 1-mc\*]  1-(1+mc)sn®(z,m)
cn -(1 +Me)z, ( T3 mc) = dn(z, m) , (A.41)
[ 1-mc\*]  (1+mc)sn(z,m)en(z, m)
sn _(1+mc)2/(1+—ﬂ/lc) = dn(z,m) 7

con m, = V1-m?2. Estas relaciones ya no son lineales (y por lo tanto no pueden ser generadas bajo
combinaciones de generadores S y T del grupo lineal SL(2,Z)). Sin embargo, en [94; 95|, se estudian
soluciones elipticas relacionadas bajo estos tipos de transformaciones en ecuaciones de Korteweg—de Vries
y la teoria de campo )ch4.
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Apéndice B

Soluciones explicitas de la ecuacion de
Euler

Las ecuaciones de Euler para el cuerpo rigido asimétrico con momentos principales de inercia I > I >
I3 son [61]
Ly = (I - I3)waws
hwy = -(I - )wiws (B.1)
Laws = (I - L)wiws,

con velocidad angular! @ = w1+ w,2 + w33. La conservacién de la energia cinética y el momento angular
nos permiten definir

5O,

N~

1
k== (hw? + hws + ws) =
z (B.2)

2_12.2., 72,2, 12 202
l—Ilw1+Izw2+Iw3_IQO,

por lo cual I = I? [2x y Qg =2k /1. Con estas definiciones podemos introducir los siguientes pardmetros

wl(r):—,/?go 13)0\/1 y2(1) = - (o)1 -y*(7),

Io(Io-I3)
L(L-1I3)

To(I - I
CU3(T) O( 1o O)QO\/l m2 2(’[ 03(10)\/1 m2 Z(T
I(h - I5)
donde T =[(I - I3)1Q3/1L)] t es el tiempo adimensional y

(Io-5)(IL-I)
(L-B)(IL - Io)

Requiriendo que el médulo m? sea positivo, Iy debe satisfacer I3 < Iy < I; que implica 0 < m? < 1 para
Ii<lgp< ym?>1para I < Iy < I;. Nétese que m?> - oo cuando Iy — Ij.

Al sustituir wy = Np(o)y(7) en las ecuaciones de Euler (B.1) obtenemos la ecuacion diferencial de Jacobi
(A.5) que al integrar bajo las condiciones iniciales (wj(0),w2(0),w3(0)) = (-0Q4,0,Q3) se obtiene [60]

wy(T) = Qoy(7) = M2 (0)y(7), (B.3)

mz(lo) = (B.4)

(w1, wr,w3) = (-Oen(T,m), Qusn(t,m), Qzdn(T,m)). (B.5)

1Descompues‘co a lo largo de los ejes principales de inercia.
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La solucién separatriz (m2 =1) corresponde a Iy = I, es decir, () = ()9. La solucién separatriz seré
[L(L-13)
wi(T) = — /=0T,
Li(h - 1)

Optanh T, (B.6)

w>(T)

L(L - 1)
= —— 22 O)T.
(0 =\ L1 ™"
Finalmente, el cuerpo simétrico (I; = I # I3) corresponde al limite m? =0 () = O3). Soluciones Jaco-

bianas en este caso son (wj-123) = (-4 cos T, g sinT,)3), donde se han usado las identidades (A.12) y
T= (1 - 13/11)Q3t.
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Apéndice C

El Péndulo

C.1. El péndulo y las funciones Elipticas

La funcién seno y coseno son analiticas en todo el plano complejo y peridédicas en una direccion. Es
natural preguntarse si existen funciones que sean periddicas en dos direcciones en la variedad C. Tales
funciones no podrian ser analiticas en todo el plano complejo, es decir debe contener polos ya que, de
otra manera estarian acotadas. La propiedad meromorfa debe cumplirse excepto en polos que forman
una red en el plano C. Tales funciones reciben el nombre de elipticas y algunos ejemplos de ellas se han
discutido en estos apéndices. En vista de que una red en el plano tiene topologia de un toro T, podemos
imaginar a la funcién eliptica como un mapeo del toro a la esfera de Riemann.

Jacobi, Weierstras y otros matematicos estudiaron estas funciones en el siglo XVII y poseen varias
aplicaciones en teoria de nimeros que condujo a resultados profundos como la demostracién del dltimo
teorema de Fermat (realizada por Wiles). En Fisica, la aplicacién més simple es en el sistema del péndulo
plano.

El péndulo plano consiste en una particula de masa M constrefiida a moverse en un circulo de radio r en
el plano xz debido a que estd atada a una cuerda (considerada inextensible y sin masa). La posicién del

q(t)

Figura C.1: Potencial para el péndulo con variable real (imginaria) en color azul (rojo).

péndulo es una funcién
7:Rw~S!

Concretamente, consideramos g(t) como el dangulo medido contra reloj respecto al eje z. Sin embargo,
podemos tratar este angulo como un nimero real siempre que tengamos en mente que dos angulos
describen la misma posiciéon de la particula cuando difieren en fase por un multiplo entero de 27t. Solo
entonces, () es un nimero real que pertenece no a R sino al grupo cociente R/27tZ, que es una manera
de pensar en el circulo S.
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En vista de que la posicién del péndulo al tiempo t es g(t) € S, se sigue que 4(t) € T, (pyst- Andlo-
gamente, el momento lineal p(t) € Tq*(t)Sl. El estado mecénico del péndulo estd descrito por un punto

(q(t), p(t)) € T*S'. A su vez, es posible considerar la derivada temporal de un dngulo como un ntimero
real usando el isomorfismo S! R/27tZ y por tanto Tq(t)Sl *Rz Tq*(t)Sl. Obtenemos por tanto
T*S'= S' xR

y el punto (g(t), p(t)) pertenece a S! xR [51].

C.2. Integral eliptica en formalismo hamiltoniano

1
Considerando la funcién energia cinética K(§) = EMrzqz y la funcién energia potencial V(q) =

—MG cosq, podemos construir el hamiltoniano del sistema H : T*S' » R,

2

H(q,p) = 2];\0/“2 - MGcosg. (C.1)

En el formalismo hamiltoniano, las ecuaciones de movimiento son

i = _P_
Mr? (C.2)
) -MGsing,

G . . . . .
y por tanto § = -— sing, donde gy p = Mrzq son la velocidad angular y momento angular respectivamente.
r

En el regimen de pequenas oscilaciones, suele usarse la aproximaciéon sing ~ g para obtener el oscilador
armonico § = —(G/rz)q. Sin embargo, cuando el dngulo es grande, el péndulo se comporta muy diferente
al oscilador armoénico. Comenzando en g = 71, p = 0 al tiempo ¢ = 0 el péndulo se mantiene en equilibrio
inestable en el punto méas alto del circulo. Como el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo,

Figura C.2: Potencial para el péndulo con variable real (imaginaria) en color azul (rojo).

representa la energia del sistema. A un valor dado E € R, podemos resolver para 4 para obtener

. 2
g = :I:\/W (E+MGcosq), (C.3)

concentrandonos en las variables dindmicas, consideremos Mr?> = MG = 1. La expresion (C.3) tiene
cuadratura

_ dq
f = f NG (C.4)
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La integral no puede resolverse usando antiderivadas elementales y constituye la llamada integral eliptica.
Para mostrarla en la forma de Jacobi, consideremos la transformacién

2 , E+1
X = —E+1sm(q/2), m=—— (C.5)

La derivada temporal respecto de x es

X =/(1-x2) (1-m2x2), (C.6)

y el tiempo en (C.4) resulta

(C.7)

‘o f dx
V1 -x2) (1-m2Z).
llamada integral eliptica de Jacobi de primera clase. La solucién x(t) representa entonces la funcion
eliptica.
C.3. Integral eliptica en formalismo lagrangiano

La funcién Lagrangiana para este sistema es

L(q,9) = %Mrzqz—MGr (1-cosq), (C.8)

Tomando el cero de potencial en la posicién vertical minima para el cual g = 27tn € Z, la ecuacion de
Euler-Lagrange es
G .
G+ — sing = 0. (C.9)

Integrando una vez obtenemos una ecuacion diferencial de primer orden que fisicamente representa la
conservacion de la energia

1
E= EMr2q2+MGr(1 —Cosq). (C.10)
Soluciones fisicas ocurren sélo si E > 0. Podemos reescribir esta ecuacién en forma adimensional en
E G
términos del parametro adimensional de energia k% = MGCr y el tiempo adimensional x =/ —f = wpt € R,
r r
r
k2 = —g%+(1-cosq). C.11
3o+ (1= cosq) (C.11)

Reescribiendo esta tltima usando identidad trigonométrica, tenemos
kiwh =25 (¢ +sin® §). (C.12)

En cuadratura, la integral involucrada es

K@) = wnt(@) =+ [ (©13)

du
\VK2/2 —sin®u

donde consideramos x(0) = 0. Se ha definido a su vez ¢ = g/2. El signo positivo (negativo) se toma al
considerar el movimiento en sentido antihorario (horario).
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C.4. Soluciones reales para el péndulo

La ecuacién (C.12) representa una elipse en el espacio fase (¢,¢) parametrizado por el valor de la
energia adimensional k%. Estudiemos los casos por separado.

= 1.0< k% < 2. De la ecuacién (C.12), ¢ se anula a lo largo de la trayectoria de la particula en los
puntos de retorno. Este régimen es de oscilacién. Si definimos k% = 2sin’a y sin¢g = sinasing, la
integral resulta

resin(m~1/2 sin )
x(qﬁ) _ /a csin(m s L — Sl’l_l (m—l/Z sin(p,m) , (C.14)
0 1-m2sin® &

siendo el médulo m? = sina = k% /2. Las soluciones en este caso estan dadas por funciones elipticas
de Jacobi
sing(x) =msn (x,m). (C.15)

=« I1. k% > 2. En este caso ¢ # 0, representa movimiento rotatorio. La energfa es suficiente para que
la particula alcance el punto més alto de su trayectoria y rote sin cesar. Para este caso, tenemos
m™2 =2/k% <1, por tanto

12y d¢ S S 1
x(cp)-\lk%/(; —\/m_m sn™' (siny,m ™). (C.16)

En este caso las soluciones estan determinadas por la funcién eliptica de Jacobi

sing(x) =sn (m1/2x,m_1), (C.17)

C.5. Rotacion de Wick e inversion de fuerzas

Se ha mencionado que las funciones elipticas de Jacobi estan definidas en todo el plano complejo y
poseen dos periodos. En el sistema del péndulo, cuyas soluciones deben permanecer reales, cabe pregun-
tarse si existe alguna propiedad con interpretacién fisica en la extension a valores complejos de la funcién
de Jacobi. En efecto, la hay.

El remplazo t ~ it, cominmente llamada rotacion de Wick es equivalente a revertir el signo de todas las
fuerzas. En este sentido, el péndulo da una explicacién fisica del hecho de que las funciones elipticas son
periédicas en dos direcciones del plano complejo.

Considerando el cambio en el campo gravitatorio g — —g, el potencial se invierte (reflexién respecto
al eje horizontal), véase (C.2). La ecuacién de movimiento es ahora

2
d—TZ—ésinq:O (C.18)

donde se ha considerado la rotacion T = +it. Para escribir la ecuacién sin dimensiones, es 1til el cambio
y = T\/g/r = +ix. La primera integral de movimiento (aniloga a C.12) es

L(dg\" . 2(1)_p
Z(@) — S (E)—E, (Clg)

Que es la ecuacién con potencial invertido que mantiene la invariancia de la segunda ley de Newton.
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C.5.1. Soluciones imaginarias

Para resolver la ecuacién (C.19) en términos del tiempo imaginario, es util reescribir tal ecuaciéon para
que tenga perfil similar a (C.12) que ya ha sido resuelta en la seccién anterior. Para ello desplacemos el
potencial asociado al sistema una unidad tal que su minimo sea cero (ver figura C.2). Luego anadimos
una unidad en ambos lados de (C.19) para obtener

1(dg)’ q
L 2(9)_1_:2
4(dy) +Cos (2) 1-k%. (C.20)

Traslademos ahora el potencial para que coincida con el potencial asociado a las soluciones reales. Esto
se logra mediante una traslacién por un valor 71/2 hacia la derecha en la coordenada generalizada g. Es

decir q' = q -7, con lo cual

1(dd'\* '

Z(d_l;) +sin2(%) “1-K. (C.21)
Esta ecuacién tiene solucién formal

sin(%,)=i\/1—k%sn(y—y~,\/l—k%). (C.22)

En términos de la coordenada original g(x), obtenemos

g(x) = +2sgn [M sn (t -7, M) x arcsin (dn (y -7, M))] . (C.23)

Se ha asumido que la identidad kZsn?(x, kg) + dn®(x,kg) = 1 es valida para todos los valores de la energia
k% € (0,1) U (1,00) o bien, 1-k% € (-00,0) U (0,1). A su vez, se debe recalcar que 1-k% ya no puede ser
interpretada como parametro de energia ya que ¥ € C no es necesariamente un nimero imaginario puro
ya que la integracion en el plano complejo requiere de elegir contornos adecuados en orden de tratar los
polos de las funciones de Jacobi.
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