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Introduccion

El comportamiento hidrodindmico de un fluido simple presenta muchas fa-
cetas importantes que van desde la obtencién del campo de velocidades
bajo ciertas condiciones de frontera, hasta el estudio de las fluctuaciones
espontaneas que ocurren en las variables que describen al sistema cuando
éste se encuentra en un estado de equilibrio. En todos los casos son impor-
tantes las propiedades del fluido con el que se estd trabajando y para una
situacién fuera del equilibrio termodindmico, los coeficientes de transporte
son esenciales en la descripcion.

Para la situacion en que se estudian las fluctuaciones, dichos coeficientes
estdn relacionados con funciones de correlacién y son éstas las cantidades
principales que se deben calcular a partir de la dindmica del problema.

La densidad espectral de las fluctuaciones en la densidad y algunas otras
variables contienen toda la informacién relevante del sistema desde el punto
de vista experimental. En general, estas funciones de correlacion son dificiles
de calcular directamente, sin embargo, se pueden evaluar aproximadamente
cerca del régimen hidrodindmico (bajas frecuencias y longitudes de onda
larga), a partir de las ecuaciones hidrodindmicas de Navier-Stokes-Fourier,
que describen la dindmica de un fluido viscoso. Los eigenvalores de la matriz
hidrodindmica en el espacio Laplace-Fourier dan como resultado un espectro
de dispersién con los primeros términos del desarrollo de frecuencias, a vector
de onda fijo y pequefio, correspondiente a la suma de tres Lorentzianas.
Esta representacion gréifica se ajusta bastante bien al triplete de Rayleigh-
Brillouin que se obtiene en los experimentos de dispersién de ultrasonido
y luz en fluidos monatémicos simples. En el caso de un tratamiento via
hidrodindmica cldsica, los coeficientes de transporte son datos del problema
ya sea que se obtengan mediante experimentos o bién que se tomen como
resultado de algin modelo microscépico.

Existe una gran cantidad de tratamientos tedricos del tipo hidrodindmico
[1-8], técnicas experimentales de absorcién-dispersién [9-14] y simulaciones
de dindmica molecular [15-20], enfocados a determinar el comportamiento
dindmico de las fluctuaciones en regiones especificas de vectores de onda y
frecuencias, as{ como intervalos caracteristicos de densidad. Estos tratamien-
tos en conjunto se denominan “hidrodindmica generalizada”.

Un estudio detallado de las funciones de correlacién temporal asociadas
con las fluctuaciones de variables moleculares, nos proporciona mucha infor-




macién sobre los detalles de los procesos dindmicos a nivel molecular en gases
densos y liquidos. Las fluctuaciones tienen una distribucion en longitudes de
onda y frecuencias, asi como una considerable dependencia con la densidad
y temperatura del sistema.

El intervalo de frecuencias en los experimentos de dispersion de luz en
sistemas densos, es mucho mayor al de dispersion de ultrasonido. Sin em-
bargo, en frecuencias ain mayores correspondientes a los experimentos de
dispersion de neutrones en liquidos o experimentos de dispersién de luz en
gases, el andlisis fundamentado sobre la hidrodindmica cldsica usual ya no es
véalido, puesto que aparecen nuevas caracteristicas del comportamiento del
fluido en el régimen que llamaremos cinético y que corresponde al intervalo
de estudio de la dindmica molecular microscépica.

Existen formalismos bien establecidos de la hidrodindmica generalizada,
que van desde la ecuacion de Langevin generalizada, teoria de la respuesta
lineal, teorfa de acoplamiento de modos, hasta las teorfas cinéticas y técnicas
de renormalizacién. Algunas de ellas son equivalentes, sus similitudes se
pueden visualizar mejor en términos de la funcién de memoria, la cual tiene
diferentes nombres en cada formalismo. La reduccién del problema hidro-
dindmico general de las fluctuaciones, al de proponer un modelo fenome-
nolégico sencillo para las funciones de memoria es muy importante al analizar
la dindmica de fluidos.

Los formalismos generales de la hidrodindmica generalizada tienen como
primera finalidad encontrar el origen microscépico de la dindmica molecu-
lar que es responsable del comportamiento hidrodindmico no-local y no-
instantdaneo de las fluctuaciones, mientras que un segundo objetivo pretende
definir los procesos moleculares de relajacién y transporte que gobiernan
el comportamiento de las fluctuaciones en determinadas regiones del plano
(k,w) para sistemas de densidad arbitraria [21-26].

Todo este estudio ha dado como resultado, principalmente, la compro-
bacion tedrica y experimental de la transicién gradual y continua de la hi-
drodindmica desde el régimen hidrodindmico, de longitudes de onda larga y
bajas frecuencias, hasta el régimen de dindmica molecular o régimen cinético
[27-29]. La transicion suave significa que podemos extender la hidrodindmica
usual a la region finita, manteniendo la estructura de las ecuaciones linealiza-
das de Navier-Stokes pero tomando en cuenta las correlaciones microscdpicas
al incluir efectos no-locales y no-instantdneos en los coeficientes de transporte
y pardmetros termodindmicos, los cuales en general son funciones del vector




de onda y la frecuencia.

Una de las conclusiones mds importantes de la hidrodindmica generaliza-
da indica que a nivel microscépico un fluido simple se comporta dindmica-
mente como si solamente tuviera algunos poco modos efectivos de relajacién
[20]. Los modos hidrodindmicos son los canales permitidos para los procesos
de relajacion en un fluido. En el régimen hidrodindmico las perturbaciones
involucran un gran nimero de moléculas que realizan movimientos altamente
correlacionados, denominados modos colectivos. Como ya hemos mencionado
la existencia de modos colectivos de longitud de onda corta y alta frecuencia
es una evidencia clara de la limitacion de las ecuaciones de la hidrodindmica
usual complementadas con coeficientes de transporte generalizados, funciones
del vector de onda y la frecuencia [17-30-31].

La teorfa cinética generalizada de Enskog [17,30-31}, ha permitido fun-
damentar la hidrodindmica generalizada y estudiar la transicion del régimen
hidrodindmico hacia la regién (k, w)-finito de manera unificada. El resultado
basico de la teoria es que el fluido se comporta dindmicamente como si sola-
mente tuviese algunos eigenmodos efectivos, atin en el régimen de dinamica
molecular. Esto puede considerarse como una extension de los modelos usua-
les de la hidrodindmica para construir una teorfa generalizada. Los resulta-
dos demuestran que para fluidos densos las ecuaciones de Navier-Stokes son
vélidas para vectores de onda tales que ka <1, y que para 1 <ka <30 las
continuaciones analiticas de los modos hidrodindmicos siguen “describiendo
los rasgos principales del factor de estructura dindmico. Otra conclusién
importante es que se pueden establecer tres regiones de densidad, caracteri-
zados por la densidad reducida § = na®, donde n es la densidad de nimero
y a corresponde al didmetro de la esfera dura. El gas diluido (6§ < 0.1),
gas moderadamente denso (0.1 < § < 0.35) y el régimen del gas denso
(0.35 < 6 < 0.70) [25,27,30,37].

En la prictica los coeficientes de transporte generalizados (CTG) se pro-
ponen en forma empirica mediante modelos razonables con pardmetros libres
que se ajustan exigiendo, como restriccion, que se cumplan las reglas de suma
y que en el régimen hidrodindmico se recuperen los coeficientes usuales. Los
pardmetros libres se identifican con algunos tiempos de relajacion, y atn
cuando podemos describir adecuacdamente él decaimiento de todas las fun-
ciones de memoria relevantes, permanece el cardcter fenomenoldgico de los
modelos utilizados. -




Introduciendo una escala espacio-temporal en la hidrodindmica usual,
podemos obtener una descripcion hidrodindmica generalizada que permita
considerar de manera unificada las mediciones de dispersion ineldstica de luz
y neutrones, es decir, considerar una region finita de vectores de onda y fre-
cuencias a partir del régimen hidrodindmico. Este procedimiento alternativo,
también de cardcter fenomenolGgico, consiste en generalizar las relaciones
constitutivas de tal forma que la respuesta de las fuerzas termodinamicas,
vistas como flujos disipativos del fluido, es no-local y no-instantidnea. Mu-
chos esfuerzos se han hecho para demostrar que la forma de las ecuaciones
de la hidrodindmica usual se pueden mantener en la region finita de vectores
de onda y frecuencias, mediante la introduccion de coeficientes de trans-
porte generalizados, esto es un reflejo de las correlaciones espacio-temporales
involucradas en la disipacion de impetu y energfa a nivel molecular y que
estos procesos evolucionan mdas rapido que los tiempos asociados con el de-
caimiento de variables conservadas. Excepto por los resultados de simulacién
de dindmica molecular, no existe una deduccién microscdpica de los coeficien-
tes de transporte generalizado a densidades elevadas [32-36]. La evaluacién
tedrica presenta un problema muy complejo, podemos hacer un analisis de
fluctuacion disipacion lineal para formular expresiones generales de las funcio-
nes de correlacion vilidas para cocficientes generalizados, a cualquier densi-
dad, temperatura y potencial molecular, sin embargo, su evaluacién requiere
necesariamente de la solucion del problema de muchos cuerpos.

Ahora bien, nos preguntamos ;Cémo podemos calcular, a partir de los
procesos dindmicos a nivel molecular, los coeficientes de transporte generali-
zados en funcion del vector de onda y la frecuencia para un fluido simple?

La respuesta a esta pregunta se ha dado principalimente a través de la
teorfa cinética de gases [38, 39|, en la cual la interaccidn entre particulas
a nivel molecular adquiere relevancia. Para gases diluidos formados por
atomos, la ecuacion de Boltzmann proporciona respuestas adecuadas y en
la literatura se han calculado los coeficientes de viscosidad cortante gene-
ralizada, conductividad térmica gencralizada, coeficientes de termostriccidn,
etc. Sin embargo, esto sélo es vilido en un régimen de densidad pequefia, de
manera que una preocupacion existente es la generalizacién de estos métodos
al régimen del gas denso. En este camino se han encontrado numerosas difi-
cultades, que de hecho no estdn resueltas de manera satisfactoria.

En este trabajo estamos interesados en desarrollar un modelo cinético que
permita obtener coeficientes de transporte generalizados para un gas simple
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moderadamente denso, y algunas de sus consecuencias mas inmediatas. Una
vez (ue contamos con tales coeficientes podemos regresar a las aplicacio-
nes, donde pueden utilizarse en problemas hidrodindmicos, desde el régimen
cinético hasta el hidrodindmico.

La teorfa cinética estindar de Enskog (SET), complementada con el
método de momentos de Grad nos permite estudiar el comportamiento de un
gas denso de esferas duras, en el régimen de longitudes de onda corta y altas
frecuencias. El cdlculo se desarrolla con la aplicacién del método de solucién
de Grad a la ecuacidn cinética, cuya reduccién al espacio de variables con-
servadas nos permite establecer relaciones constitutivas generalizadas, que
definen a los coeficientes de transporte en funcién del vector de onda y la
frecuencia. Estos Wtimos por cierto, seran los elementos de la matriz de
memoria en el esquema de la ecuacion de Langevin generalizada. En todo el
desarrollo estaremos considerando los resultados correspondientes a gases di-
luidos, los cuales suponemos conocidos, constituyendo el marco de referencia
de las discusiones posteriores.




Capitulo 1

Teoria Cinética de los Gases de Enskog

La problemdtica involucrada al tratar de obtener una ecuacién cinética que
describa el comportamiento de gases densos, ha resultado ser una tarea muy
compleja, que de hecho no ha sido acabada {40-43]. Entre las ecuaciones
cinéticas existentes, se tiene la ecuacion de Enskog [44-47] que es vélida para
gases moderadamente densos cuyas moléculas interactian a través de un
potencial de esfera dura. Esta ecuacion a pesar de que no estd bien funda-
mentada proporciona una gufa para el estudio del comportamiento cinético
de los gases densos [57-58]. Mds atin, por razones a veces no muy bien enten-
didas esta ecuacion proporciona resultados buenos, para los coeficientes de
transporte en el régimen hidrodindmico y en intervalos de densidad cercanos
a los del liquido [50-51]. En esta seccidn presentamos los rasgos principales
de la ecuacion de Enskog, y la comparamos con otras ecuaciones cinéticas
para gases densos [48-49]. También obtenemos una ecuaciéon de balance ge-
neral, principalmente porque éste es el origen formal de los flujos colisionales
y porque esta ecuacion de balance serd fundamental para la descripcién hi-
drodindmica del gas.

1.1 La Ecuacién Cinética de Enskog

En el tratamiento subsecuente vamos a utilizar la ecuacion cinética de Enskog
(EE) [44,47], para describir el comportamiento temporal de gases monoaté-
micos de esferas duras, que denominaremos “Gases de Enskog”. El estado
cinético del gas estd caracterizado por una funcion de distribucion de una
particula f(Z,¢,t), de manera que f(Z,¢,t) dZ dZ es el nimero de moléculas
en el elemento de volumen entre ¥ y ¥+ dT, y con velocidades entre ¢y ¢+ dc
al tiempo t. Esta funcién representa la densidad numérica para los puntos
en el espacio-(Z,¢), y evoluciona en el tiempo de acuerdo con una ecuacién
de movimiento, la cual en ausencia de fuerzas externas, puede representarse
en la forma siguiente:

) 19}
Lvatl =50, ) (L1)




La ec.(1.1) nos dice como cambia f en el tiempo, debido al movimiento libre
de las moléculas y a las interacciones entre las mismas. El término que mide
las interacciones estd representado por Jg(f, f) y su expresién depende
fuertemente del modelo molecular. Para la ecuacién de Enskog suponemos
que las moléculas son esferas perfectamente eldsticas, rigidas y lisas. En este
caso, las colisiones moleculares son instantineas y podemos despreciar las
colisiones moleculares multiples, considerando que la dindmica del sistema
queda completamente determinada por colisiones binarias.

La ecuacion cinética que resulta es muy semejante a la ecuacion de Boltz-
mann, sin embargo, se deben de considerar dos modificaciones muy impor-
tantes:

i) Atin cuando no se consideran correlaciones entre las velocidades mo-
leculares se toman en cuenta de manera aproximada, las correlaciones
espaciales. La manera de introducir estas correlaciones es cualitativa y
se basa en la observacion de que en un gas denso, la probabilidad de
colision entre particulas aumenta. Asf, al escribir el término de colisién
de la misma forma que en la ecuacion de Boltzmann, el producto de
las dos funciones de distribucién estd multiplicado por un factor x, que
es funcion de la densidad local y por razones de simetria debe estar
evaluado en el punto de contacto de las dos esferas en colisién.

El aumento en la frecuencia de colisiénes se debe a la reduccién del
volumen accesible a cualquier molécula por la presencia de las otras y
corresponde a lo que en estados de equilibrio se conoce como “volumen
excluido”’.

ii) Por otra parte, en un gas denso debemos tomar en cuenta la variacién
de la funcion de distribucion en distancias del orden de un didmetro mo-
lecular, ésto conduce a colisiones moleculares no-localizadas. Es decir,
las dos funciones de distribucion del término colisional estdn evaluadas
en puntos diferentes, donde se encuentran los centros moleculares.

Mediante un procedimiento muy parecido a la deduccién de la ecuacion de
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Boltzmann, y con ayuda de las hipotesis anteriores obtenemos:

af f _ <- ar ) Lo fl (5t AN
5 ooy = Er gk @@ k)

(1.2)
x (7= 3 t) 1@ — (@ - ab)|a2(7 - Byaka,

en esta ecuacion hemos introducido las abreviaciones siguientes:

f(@) = f@&@a,t)  fi(@+ack) = f(T+ak,E,t)
A ) (1.3)
f(&) = f@ect) f@—-ak) = f(F - ak,a,t).

Hemos denotado por (&,¢) y (Z,8)) a las velocidades moleculares, antes
y después de la colision respectivamente. Estas no son independientes, se
encuentran relacionadas por la conservacion del impetu

&=+ ([ bk & =0a-@7 bk (1.4)
donde § = & — € es la velocidad relativa y k& es un vector unitario en la
direccién de la linea que une los dos centros de las moléculas que chocan.
Este vector se escoge de manera que apunte desde la molécula etiquetada
con 1 hacia la otra, es (le(:jr, hacia la molécula de referencia. Mds ain, a es
el didmetro molecular y dk = sen0d0de; 0 < 0 < /2 es el dngulo entre 7'y
lc mientras que 0 < e < 27 es el dngulo entre el plano que contiene a §y k
con un plano de referencia que contiene a §.

Para representar la frecuencia de las colisiones en la teoria de Enskog, se
propone que el factor xy = x(Z, x+akz) sea la funcion de correlacion por pares
fuera de equilibrio para dos particulas en contacto. Como la forma de esta
funcién no es conocida, se supone que la dependencia de x con la densidad es
como la de [48,49] g(a) la funcién de correlacién por pares en equilibrio, sin
embargo, la densidad usada para x es la densidad local en un punto medio

1 -
entre las dos esferas: n (i‘ + E(Lk
Debido a que g(a) es la funcién de correlacién por pares en equilibrio,
tiene un desarrollo en la densidad de la forma [48):
gla) = 1+ 2bng + 0.28695(bng)? + 0.1103(bne)?

(1.5)
40.0386 (bng)* + 0.0138(bno)® +
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: - eres 23
donde ng es la densidad numérica en equilibrioy b = e el covolumen.

La suposicidn que se hace en la teorfa de Enskog, es que x (&, T+ ak) esta
dada por:

X(Z,&+ak) = 1+ gbn (i"+ %afc) + 0.28695%
x [bn (Z+ Lak)]” +0.1103 [bn (2 + Lak)]” + -

+0.0386 [on (& + Lak)] +0.0138 [on (& + Lak)]" + - -
(1.6)

Esta expresion para la funcién de correlacion por pares fuera de equilibrio
se sustenta en la suposicion de que ain en un estado fuera de equilibrio la
funcién de correlacion debe estar determinada tnicamente por el requisito
fisico de que las moléculas esféricas no se traslapan. Asi, x(&,Z + ak) debe
tomar en cuenta la misma clase de efectos de volumen excluido como los que
se incorporan en equilibrio a través de g(a) [52,53].

En resumen, la funcién x se evalia usando g(a), es independiente de la
temperatura y solamente depende de la densidad local evaluada en el punto
contacto; es por ello que admite un desarrollo virial en equilibrio local. Esta
funcién representa una correlacion espacial molecular de corto alcance, puesto
que la mayor influencia corresponde a los vecinos mds cercanos a la molécula
de referencia.

La exposicion anterior corresponde a lo que se conoce como la “teoria
estandard de Enskog” (SET). Este tratamiento solamente es la primera apro-
ximacion a una ecuacion cinética para gases densos.

En la “Teoria modificada de Enskog’ (MET) [48-49] se counsidera que el
factor x es estrictamente igual a la funcion de distribucion en equilibrio-
local, la cual contiene todas las inhomogeneidades espaciales del sistema. El
desarrollo modificado de xas debe ser

XM(.’f],fg) = 1+/(l.’i";;"ll(.’f:z)t)V(fl,fQI.’i";;)‘{‘

1
+5 / (7 / AT n(Fs, )1(E, )V (T1, Tl By Ba) + -
(1.7)
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donde
V(i:l3ir2lf3) = F(.’f],f;})F(f‘),f;g)

y la F es la funcién de Mayer F(Z;, Z;); ¢, = 1,2,3 que estd dada por
F(Z,%;) = e~ PHF-Z;1) _ 1,

etc. 'y ¢ es el potencial de interaccién entre particulas, de tal forma que
xum (T, T + ak) se obtiene al hacer I} = T; T, = T £ ak.

La ecuacion cinética que proporciona la MET, se puecle obtener a partir
de hipdtesis razonables sobre la jerarquia BBGKY. Formalmente, la ecuacién
cinética de MET, coincide con la EE de la ecuacion (1.2), excepto que x es
reemplazada por x ;.

La teoria generalizada de Enskog incorpora a la ecuacidon cinética una
sucesién de colisiones binarias relevantes, que son sugeridas por los cdlculos
de dindmica molecular (DM). La correlacién correspondiente se extiende a
distancias mucho mayores que el-didmetro molecular, de tal forma que do-
minan el comportamiento colectivo del fluido. Esta teorfa cinética hibrida
con D.M. ha permitido la unificacién del comportamiento cinético e hidro-
dindmico generalizado en términos de los modos hidrodindmicos extendidos.

Con el desarrollo de las técnicas computacionales se ha optado por com-
binar los cdlculos de Dindmica Molecular con un tratamiento no-sistemstico
de la teoria cinética. Este método hibrido permite incorporar solamente las
caracteristicas relevantes de la sucesion de colisiones binarias necesarias para
entender el comportamiento colectivo del fluido y reproducir los resultados
experimentales.

Recientemente se ha elaborado una generalizacién de la SET para gases
densos con interaccion de Lennard-Jones [42-43]. Para este sistema parece
imposible identificar colisiones, sin embargo, haciendo la hipdtesis de inte-
racciéon por pares se encuentra una generalizacion de la SET que tiene una
ecuacion cinética fundamental;

of d - b N T Y R R Y,
—.d—t+645;;f-/0dt /(LL /(lc,T(.L—x,c,c,t-t)f, (1.8)

donde:
— = = Vot o gl
f=fZ ), f(&,2,t).
El problema es hallar una buena aproximacién para el operador T, su-

gerida por Dindmica Molecular y que contenga las correlaciones espacio-
temporales.
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Esta ecuacion cinética describe a las particulas de referencia, interac-
tuando mediante un potencial de L.J. y puede ser utilizada para calcular la
funcién de autocorrelacion de las velocidades. Los resultados obtenidos con
éste método nos permiten estimar el valor de la densidad para gue el modelo
de colisiones binarias sea valido y nos pueden decir cuales son los intervalos
de densidad en los que es aplicable el modelo de colisiones binarias.

Cuando suponemos que la hipotesis de colisién binaria es adecuada para
describir la evolucién temporal de un fluido L.J., debemos considerar que las
colisiones ocurren en un tiempo finito. El intercambio de energia cinética y
potencial en dichas interacciones moleculares es un proceso muy complejo.
De manera cualitativa los resultados parecen indicar que el mecanismo do-
minante en el intercambio de energfa son las colisiones binarias entre la parte
repulsiva del potencial, perturbadas por la presencia de terceras particulas.
En altas densidades las colisiones repetidas, se pueden confundir con las coli-
siones perturbadas en la parte dura del potencial, y por lo tanto la definicion
de colisién molecular pierde sentido.

Por otra parte, este tratamiento ha demostrado que satisface ecuaciones
macroscopicas de conservacion, aunqgue no se ha utilizado para hacer estu-
dios hidrodindmicos y sélo parcialimente se ha incluido a los coeficientes de
transporte en su descripcion.

Estas son sélo algunas de las generalizaciones que se obtienen directa-
mente de la SET, y que hacen posible una descripcion satisfactoria de gases
densos simples. Existen otros tratamientos mds generales en su plantea-
miento, que incluyen modelos moleculares mds elaborados y que por lo tanto
pueden describir otras caracteristicas relevantes de los gases densos; pero en
todas ellas se trata de no perder las simplificaciones y beneficios que se tienen
con los modelos tipo Enskog [54-56].

En este trabajo estamos interesados principalmente en obtener coeficien-
tes de transporte generalizados para gases de Enskog, en una regidn espacio-
temporal donde es vilida la Hidrodindmica Generalizada basindonos en los
resultados obtenidos en el régimen diluido, pensamos que la “Teoria estan-
dard de Enskog” puede servir para este fin en base a los resultados que se han
obtenido en el régimen hidrodindmico. Pensamos que en términos generales
el interés principal al tratar con gases de Enskog, radica en el hecho de que
las propiedades de transporte dependen esencialmente de la existencia de las
colisiones moleculares mds que de su naturaleza.
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1.2 Transferencia Colisional

En gases densos y liquidos el mecanismo de transporte denominado “Trans-
ferencia Colisional’, juega un papel muy importante y de hecho es el me-
canismo dominante para los procesos de transporte de masa, momento y
energia.

Para entender con claridad este concepto, primero nos referimos al modelo
molecular de esfera dura. Cada una de las moléculas en el sistema transporta
masa, momento y energia por el sélo hecho de moverse, y si fijamos nuestra
atencién a un plano particular del sistema podremos coutar la cantidad de
estas propiedades fisicas que han sido transferidas de un lado del plano al
otro. A este tipo de transferencia le llamarenmos transporte convectivo y
siempre estd presente independientemente de la densidad.

Cuando hay transferencia de estas propiedades a través del plano de re-
ferencia sin que las particulas pasen de un lado a otro del plano se tiene la
transferencia colisional. Es claro que si la densidad del sistema es conside-
rable, dicha transferencia juega un papel muy importante. Esto es debido
a que las particulas tienen poco espacio para moverse libremente y entonces
el transporte convectivo se ve reducido. No sucede asi en la transferencia
colisional ya que las colisiones son muy frecuentes y habria contribuciones a
la transferencia sin un recorrido apreciable de las particulas. Debe quedar
claro que ambos mecanismos de transporte siempre estin presentes, sélo que
en un gas diluido es mds importante el transporte convectivo y en un gas
denso lo es el transporte colisional.

Cuando las particulas interactian a través de un potencial central, pode-
mos visualizar estos mecanismos de una manera un poco mds general.

Considerando que las moléculas son centros de fuerzas, caracterizados por
un potencial radial de corto alcance, la colision ahora puede verse como una
dispersion de particulas en el esquema de fuerzas centrales.

En esta dispersion se realiza un “intercambio” molecular de fmpetu y
energia a “distancia”, ello en una region considerable de la trayectoria. La
dispersion se realiza en un tiempo finito, durante el cual podemos considerar
que hay una transferencia de energfas cinética y potencial. El flujo que se
genera de esta manera, de hecho ocurre a través del potencial, de ahf que
a la transferencia colisional se le identifique con un flujo potencial de las
cantidades correspondientes.

Este mecanismo es dominante en gases densos y es mds eficiente que el




transporte por movimiento molecular. Es muy importante distinguir entre el
mecanismo de transporte y las propiedades mismas que se intercambian en
las colisiones moleculares por medio de flujos a través del espacio (44-47.

En gases de Enskog, las colisiones de esfera dura son eldsticas y no lo-
calizadas. Esto genera un flujo instantineo de fmpetu y energia cinética
a través del espacio entre los dos centros de las moléculas en colision. El
potencial molecular de esfera dura (geometria esférica) permite que la colision
tenga lugar a “distancia” y el cardcter eldstico de la misma hace posible
un intercambio de propiedades moleculares traslacionales (funciones de la
velocidad) a través del espacio.

Desde un punto de vista formal, la transferencia via colisidn se obtiene a
partir de la ecuacion de Enskog al desarrollar en serie de Taylor las funciones
de distribucidén que intervienen en el término de colision. De hecho el segundo
miembro de la ecuacién (1.2) se escribe generalmente como la suma de tres
contribuciones, de donde la EE se puede expresar como,

(()){ + “af-. =D+ A+ IS, (1.11)

donde,

PUD = [XULL = 106G k)dkd,

I = a/{x{f,{)fu @}Jr

dr; dx;

1 ()Y

(s +f1f)}k (5 - B)dhde,

— a ! d2fl a2fl
JIF) = “2—/{ [dedzJ_faxiOxj]+

(1.12)

+f)m [ LOf

9/

3] x; ox i

T Ix = (ff = f )}Ak 2(§- k)dkde
49r ()l 1 lf iK;A°\g C1.
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En las ecuaciones (1.12) todas las funciones que aparecen: f, fi, [/, f1y
X, estdn evaluadas en Z. Notemos que J°(ff) con x = 1 es el término de
colisién usual de la EB para gases diluidos. J/(ff) incluye sélo gradientes de
primer orden, mientras que J'/(f f) contiene gradientes de segundo orden,
asi como productos de gradientes.

La ecuacion de transferencia que contiene flujos por “transferencia coli-
stonal’ se obtiene multiplicando la ecuacion (1.12) por una funcién arbitraria
Y(Z,C,t), no necesariamente un invariante colisional, e integrando sobre todos
los valores de €. Esta ecuacién puede ser escrita en forma simplificada [54-56):

ov 9
0 ! 0 I 4 .
ot (9.14
o U es la densidad local macroscipica de 1.
e ¢? densidad de flujo por traslacién molecular (Parte Cinética del Aujo).

o ¢F ¢! Densidad de flujo por colisiones moleculares. Transferencia co-
lisional (Parte potencial del flujo).

o PO P! PIT Términos de produccion.

Estas cantidades estdan definidas por:

b = / DfdE @ = / e, fdE
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9 =3 [ 3@ = o)k fur,

o= (Z{/ [(w 1/)) ( J{l)+(dwdljw)}kkff”ll“—

~57. [ X =) fkikyar}
o N o )
AL Py
o e o —)
Pl = Q/X{(l/) — )7 (1 E)Jr . }Affldl“

@ W =y) 0 (| F 12w =)
Pt = ?/X{ oz, (l fl)+§ 050z,

dmfolnf, 1,, [_1_ D f
0.’1:,' ().Lj 2(’(/) ,(/)) f().L;().L'J—*—

(1.14)

- =)

L 2*h N,
+_ﬁ ()L,dmj }k‘l“Jffl([F.

donde, dT" = a*(7 - k)dkd&dc,. La expresion (¢ — ) en los iltimos términos
se puede reemplazar por

SO v+ — ),

que permite ver con claridad que si la funcién 9 corresponde a una cantidad
invariante en la colisién, la contribucion a estas integrales se anula. A su
vez esta sustitucién permite en algunos casos efectuar las integraciones de
manera mas conveniente.

La ecuacién en (1.13) nos describe como es la evolucion temporal de la
densidad macroscépica . Toma en cuenta tanto la transferencia convec-
tiva como la colisional y tiene la forma general de una ecuacién de balance,
donde aparecen los flujos y las fuentes correspondientes. Por el momento esta
ecuacion de transporte general tiene las limitaciones propias de la ecuacidén

18




de Enskog y de los desarrollos en serie de Taylor, mismos que son equivalen-
tes a los desarrollos en la densidad, como veremos posterioriente de manera
mas explicita. >
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Capitulo 2

Método de momentos de Grad

Para resolver la ecuacién de Enskog, podemos utilizar los métodos de so-
lucién que se aplican a la ecuacion de Boltzmann para gases diluidos. Las
soluciones normales que se obtienen con el método de Chapman-Enskog [44-
46}, solamente se aplican cerca del régimen hidrodindmico, de longitudes de
onda larga y baja frecuencia. Por eso no se pueden aplicar completamente
a fendmenos tan importantes como, por ejemplo, ondas de choque robustas,
condiciones de frontera en flujos de capa limite e hidrodindmica generalizada.

En cambio, el método de momentos de Grad [59-60], constituye un método
general para obtener las soluciones no-normales de la ecuacién de Boltzmann,
es relativamente simple en su concepeidn, aunque muy complicado cuando
se consideran los detalles de su aplicacion. Este método se sustenta en el
hecho de que los polinomios multidimensionales de Hermite forman una base
completa y entonces, la funcién de distribucién puede escribirse como una
combinacion de ellos y coeficientes ue quedan por determinar.

Cuando estas ideas se aplican a la funcién de distribucién, solucién de la
EE, se trabaja en el espacio de las velocidades de manera que la dependencia
de la funcién de distribucion con la velocidad queda determinada por el
conjunto de polinomios.

Los coeficientes del desarrollo son los momentos de la funcién de distri-
bucién que dependen solamente de las coordenadas espaciales y del tiempo.
Los polinomios multidimensionales de Hermite representan los polinomios
equivalentes cartesianos de Sonnine, son ortonormales y la funcion de peso a
partir de la cual se pueden generar corresponde a una funcién gaussiana.

Esto nos permite incorporar a los flujos como variables relevantes en la
descripcién del sistema, mediante un conjunto de ecuaciones de evolucién
que provienen directamente de la ecuacion cinética. En lo que sigue vamos
a obtener la aproximacion a 13-momentos de la EE considerando flujos coli-
sionales de segundo orden en las ecuaciones de movimiento de las variables
relevantes del sistema.




2.1 Variables relevantes

El estado microscopico de un gas de Enskog estd caracterizado por una
funcién de distribucion de particula simple f(Z,¢,t), la cual evoluciona en
el tiempo de acuerdo con la ecuacion cinética de Enskog. Esta funcién de
distribucion queda completamente determinada por todos sus momentos con
respecto a la velocidad molecular. Algunos de ellos son: :

(Z,t) /f Z,C, t)dc, (2.1)
la densidad numérica corresponde a un momento de orden cero.
w(@0) = —z— [ef(@ 81z (2.2)
n(Z,t)
la velocidad hidrodindmica, momento de orden uno
PX(&,t) = [mCiCy, £(7,8 0)dz, (2.3)

parte cinéticas del tensor de presiones, momento de orden dos
Sun(@ 1) = / mCiCC f (3,8, 1)dE, (2.4)

momento de orden tres, etc.

En todas estas definiciones m es la masa de las particulas, y C; = ¢; — u;
es la velocidad relativa de las particulas con respecto a la velocidad hidro-
dindmica y se le conoce como velocidad peculiar é cadtica.

De particular importancia son algunos momentos que se obtienen a partir
de los anteriores, a través de una contraccién tensorial, como por ejemplo

Pu(B,t) = [ mCR(2,2.0)dz, (2.5)

la traza del tensor de presiones,
A% S 1 ¥ ] - = - §
SE(@t) = z/gvrz,CQCif(x,c, t)dc, (2.6)

la parte cinética del flujo del calor. Asi como otros que se obtienen al tomar
la parte simétrica sin traza solamente,

1
PE(z,t) = PNz t) - ;P" (T,)6; (2.7)
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siendo §;; el tensor unitario de segundo orden.

Una cantidad de gran importancia en la teorfa cinética es la temperatu-
ra local del sistema. Para nuestro problema y debido a que las moléculas
s6lo tienen grados de libertad traslacionales, la definiremos en términos de
la energia cinética relativa. De hecho, la energia interna e(Z,t) del gas sélo
es energia cinética de manera que tenemos las relaciones siguientes;

N 1 K
e(Z,t) = S P (Z,t)
(2.8)
3
o bien ,
§P,,’,‘.’ (Z,t) = n(Z,t) KgT(Z, 1) (2.9)

siendo Kp la constante de Boltzmann.
Por contraccion tensorial de los tltimos flujos traslacionales podemos ob-
tener explicitamente, la temperatura local,

1
T(Z ) = —— / C2f(Z,E,t)dE 2.10
(Z.1) Skgniz sy ) MY (Z,¢,t)dg (2.10)
asf como la parte cinética (traslacional) del flujo de calor, ecuacién (2.6)
. 1
g (T,1) = f SMCPCS(E,E t)de. (2.11)

El punto de vista adoptado aquf, es que conviene definir ciertos momentos
para obtener informacién sobre el comportamiento de f, estos momentos
traslacionales estin definidos en forma precisa para gases de Enskog.

Ahora bien, en un gas monatémico denso formado por esferas duras, exis-
ten dos mecanismos de transporte microscdpico para las propiedades mole-
culares:

i) Por movimiento molecular traslacional, que contribuye a la parte cinética
de los flujos (X) y que hemos definido anteriormente.

ii) Por intercambio en las colisiones moleculares que contribuye a la parte
potencial de los flujos (V).
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Las contribuciones colisionales (potenciales) de los flujos macroscépicos se
obtienen a partir de la ecuacién (1.9), en la aproximacién de segundo orden
en potencias del didmetro molecular. En particular, para el flujo de impetu
colisional, debemos hacer:

Y — 1 =mC{ — mC; = md;, — me, (2.12)

que representa el intercambio colisional de fmpetu.
Directamente de la ecuacion (1.9) obtenemos,

PY(Z,t) = P(Z,t) + P (E1) (2.13)
siendo,

P’ _X/ m(Ci — Cy) f [k (T - L)(lkdcdcl, (2.14)

4 .
II(= _ f_l__ el 0 f
Py (Z,t) = 1 X/m((/i Ci)ffi Dze ( h ) kiki (g - k)dkdzdé,.

La cantidad de mayor interés, en relacién con los coeficientes de trans-
porte generalizados es la contribucion total del flujo de impetu, es decir, el
tensor de presiones completo:

Py(Z,t) = P (Z.t) + PY(Z,t) (2.15)
total

De la misma forma, para obtener la contribucién colisional del flujo de
calor, haremos

P - = m C”? — 771,(12 (2.16)

que representa el intercambio (,()llbloﬂ‘dl de energfa.
Nuevamente, a partir de la ec. (1.9) tenemos,

¢/ (Z,1) = ¢/(Z,1) +q/'(Z.1) (2.17)
donde,
o (@ 1) = x / “m(C"? ~ C?)f fuki(F - k)dkdada,
y
i ER)) x/—m C*?— C'Q)ffl—— ( /{1) kik; (7 - k)dkdadé,. (2.18)
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También en este caso, la cantidad principal es la contribucién total del flujo
de energia, esto es, el flujo de calor completo:
G(Z,t) = ¢ (T t) + ¢/ (31). (2.19)
total

El punto de vista que hemos adoptado al elegir a las variables relevantes
y con ello a los momentos de la funcion de distribucién importantes, es que
es suficiente definir y obtener informacidon respecto al comportamiento de
un cierto niimero de momentos para obtener una aproximacion razonable
en la funcién de distribucién. Los momentos que vamos a seleccionar son
cantidades que estian definidas de manera precisa en la teorfa de Enskog.
Para empezar nos damos cuenta de que la parte cinética de los flujos definidos
anteriormente, son los momentos de la funcién de distribucidén. Por otra
parte, en la teorfa de Enskog las particulas interactian con potencial de
esfera dura. Esto significa que el efecto de la interaccidn sélo es geométrico
y se va a reflejar en el tamafio del volumen fase accesible a las particulas, en
este caso las colisiones son instantdneas y la interaccién dnicamente se da por
contacto (colisién) y no por dispersion causada por un potencial. Todo esto
hace pensar que las partes cinéticas de los flujos son las cantidades relevantes
en la descripcion.

Ademds podemos ver con claridad en las ecuaciones (2.14) y (2.18) que
las transferencias colisionales quedan escritas en términos de cantidades de-
pendientes de las velocidades y ciertas combinaciones de las funciones de dis-
tribucién, haciendo pensar que al menos de manera aproximada se podran
escribir en términos de los momentos cinéticos.

2.2 La funcién de distribuciéon. Aproximacién a 13-
momentos

La idea principal detrds del método de momentos de Grad, es que cualquier
funcion de distribucién fuera de equilibrio se puede expresar como una serie
infinita de sus momentos, tomando como base del desarrollo, una funcién
de peso y alglin conjunto completo ortonormal de funciones tensoriales de
la velocidad molecular [39,59,61]. Por lo tanto, la funcién de distribucién se
puede expresar como:

S 1 Ty T
f@ a0 = fOFa0 Y e (@ M@, (2.20)

r=0
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donde © = 7;,42... es un fndice miltiple. Esta expresion solamente es valida
para gases densos de Enskog monoatdmicos, en los cuales las moléculas sélo
tienen grados de libertad traslacionales, de tal forma que el argumento de la
funcién de distribucién corresponde a los puntos representativos del espacio
(7, ¢).

La funcién de peso alrededor de la cual se hace este desarrollo, se escoge
generalmente como la funcién de distribucion Maxwelliana local correspon-
diente a los invariantes colisionales del sistema, es decir:

3/2 2=
0) /= = o\ e m | =mC3 (2, t) N
fOZ e t) =n(Z 1) (W) exp {m} (2.21)
donde Ci(Z,t) = ¢; — ui(Z, t).

En el procedimiento para obtener esta funcién de distribucién se identifi-
can las variables relevantes conservadas; n(Z,t) la densidad de nimero local,
u;(7,t) velocidad hidrodindmica, y T(Z,¢) la temperatura local. En general,
estas variables deben satisfacer las relaciones siguientes:

n(i,t) = / FO(Z, 2 t)dE (2.22)
|
W@ ) =~ / e f(Z, G, t)de (2.23)
3 1
SnkaT(3,1) = / SmC? fO(&,6,t)de (2.24)

independientemente del estado fuera de equilibrio del sistema.

La base de funciones ortonormales que utilizamos en el desarrollo, corres-
ponde al conjunto completo de })(_)Iinomios multidimensionales de Hermite en
las velocidades moleculares, Hf)(c?) (59, 60]. Estos polinomios son esencial-
mente productos de los polinomios de Hermite en una sola variable, expre-
sados en forma simétrica y en notacién invariante. La forma mds directa de
obtenerlos es utilizando una funcién generadora, que actia como derivadas
sucesivas sobre la funcién de peso escrita en variables adimensionales.

Explicitamente los polinomios de Hermite {59-60] son:

HO = 1

'H,(-l) =

( ' ‘ 2.
HE‘?) = ’l)i'l)j—-(sl’j ( 25)

(3
Hij/)»' = U — (Vb + Uk + Vi6i5)




donde las velocidades moleculares se hacen adimensionales por medio de la

velocidad térmica;
&
V; =

) (2.26)

Los coeficientes del desarrollo de f(Z, ¢, t) se pueden obtener consideran-
do las propiedades de simetria y ortogonalidad de los polinomios de Hermite,
de donde:

n(E 00" (@) = [ 1@ [, 1)de (2.27)
la sustitucion directa de la ec. (2.25) en la ec. (2.27) nos permite identificar
los momentos de desarrollo de f, con las variables relevantes traslacionales

del gas de Enskog. En efecto, algunos valores explicitos son:

dOE ) = 1

at (T, t) = 0

( b (2.28)
5 (2) /= (g,
ay (.’L, t) TL/\L;T
(3)(,-: ) = 2,./2 ¢ (2.1)
Ai\x, ) = kT nkgT

Notemos que de acuerdo con la ecuacion (2.20), la funcién de distribucién
fuera de equilibrio puede escribirse completamente en términos de los mo-
mentos traslacionales, es decir, la parte cinética de los flujos de fmpetu y
energia.

En el desarrollo de la funcién de distribucién se pueden utilizar direc-
tamente los momentos anteriores, asi como combinaciones lineales de los
mismos; en particular vamos a considerar la forma siguiente:

1 1
@81 = [O@80{ 5@ IO + 2l (E D (@)
(2.29)

L@ 2 1 . 5
+giel (B OHE@ + 5all@m oM@ + - ).

Para fines pricticos, debemos cortar la serie en algin nimero de términos
determinado; en cualquier caso los momentos de orden superior se hacen




igual a cero. En la aproximacién a 13-momentos se eligen como variables
relevantes;
7 a5 Kz Kz
n(Z,t), w(Z,t), Py (Z,t), ¢ (L,t)

también, por definicion de temperatura se puede expresar como:
= oy (5 7 HK (= K= .
n(Z,t), w(Z,t), T(Z,t), Py (@,t), q (Z,t). (2.30)

Las variables conservadas se encuentran en f mientras que los flujos
de impetu y calor apareceran en los términos entre las llaves de la ecuacién
(2.29).

De acuerdo con las propiedades de los polinomios de Hermite y conside-
rando las definiciones de la ecuacién (2.28), la aproximacién a 13-momentos
para la funcién de distribucion es [54]

FONE ) =

b -4 m DI v oy
f(O)(:B, ét) {1 + WPJJ CiC +

m mC? K
: -51¢°C;p, (231
K32 (KBT ‘)) & C} (231)

donde se sobreentiende suma sobre indices repetidos.

Esta funcién de distribucion, adn cuando estd escrita en términos de
las velocidades moleculares, no tiene ningiin significado con relacién a la
evolucion del sistema, mientras no se especifiquen los momentos relevantes
elegidos como funciones de la posicién y del tiempo. El estado del gas se
puede describir utilizando la funcién de distribucion, o bien, en forma equi-
valente todos sus momentos macroscépicos. De la misma forma, la evolucion
temporal del estado fuera de equilibrio se puede representar por medio de
la ecuacién de Enskog o bien, en términos de las ecuaciones de movimiento
que corresponden a las variables macroscépicas relevantes. En forma precisa,
estas ecuaciones de evolucién se obtienen a partir de la ecuacién (1.13), lo
que conduce a un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no-lineales
acopladas [54-56].

2.3 Las ecuaciones de balance

El estado macroscdpico del gas de Enskog, puede caracterizarse por 13-
momentos de Grad: la densidad de masa p(Z,t) = mn(Z,t), la velocidad
macroscépica u;(Z,t), la parte cinética del tensor de presiones PX(Z,t) y la
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parte cinética del flujo de calor ¢/ (Z,t). Estamos interesacos en obtener una
teorfa linealizada, conservando los flujos a segundo orden en la densidad y
omitiendo los términos cuadrdticos en las ecuaciones de movimiento de las
variables relevantes . Las ecuaciones de balance se obtienen a partir de la
ecuacién (1.13) haciendo:

1) Balance de masa: ¢ =m

P 9
5t ) =0 (2.32)
ii) Balance de mpetu lineal: ¢ = mc;
J ) .
5i () + o= (P + P+ P 4 pua) =0 (233)
’ J

iii) Balance del tensor de presiones: ¢ = mC;C;
8P{‘ J
ot ().

’ Juj . du;
K I I i K I I i
(Pu: +Pik+13ik) <C)—JI) +(ij +ij+ij) (i?a:k) -

2 2 02
MR O g O | 0Pk pie | i i
p “"'(‘hké‘)zg JM(').’L’};(T).’L‘C Ox10xe 3 Y 4

(P + Pl + Pl + Pifwe) +

(2.34)

1
iv) Balance del flujo de calor ¢ = EmCQCi

f)qu d \ ¢ Oui

a2q”k P 0
d.L]()Lk p ()

r 0
dx;
oue\ 1oy (P 1O
(P,gj + PL'J + P@(’J) <)IJ> 2 a’Jl~ (d d.LL) lIEJL (().L'J().Z'A)

=Qf+ Qi +Q

N | —

(P + P+ P - % - (PX + PL+ P

(2.35)
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En estas ecuaciones hemos introducido algunas cantidades que provienen de
los flujos por colisién tales como;

P, = / Xm(CIC, — CiCy)ky f fudl (2.36)
2

(L2 Y, ] A ] 1 a f 3
Pl = T / xm(CiC} — (,,-(,j)OT_e (m f—> kikef fidD (2.37)
A = / Xm(Cl = Ci)kshf frdl (2.38)

m 1 o .
Plhe =1 / X (e — ¢y kkef fidD (2.39)
PE = / Xm(CLC) = CiCy) ffrdD (2.40)
W v 9 f
= / (GO = CiCy) g (I ) kef fdl (2.41)
pl!

2 dln f\ (91
& [aonicic cc,)( 2f>< OI;fl)k,,keffldl‘

&
2 m 1 92 1 92
+ % / X2 i /',I' - /‘,:C/,,') [ f fl :i kkk,’gff]dr

—j; ()LI,/J).LE + ?1- ()J?L()J/é

| (2.42)

a xm § PO ‘
0l =5 [ XR(CRC = CRCky  frar (2.43)

2 -~
7 __ _a'__ m W2 20 () __fQ )

o == [XR(cra-c Gy (m ﬁ) ki f frdl (2.44)

A X, o ow ‘
ale = 7 [ SHCRC = CPCokskif fudr (2.45)
Q= / R(Cre - e f fudr (2.46)

XM, o 2 0 f
Q=3 / G- oy (1’7{) ki f frdl" (2.47)
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9 ) ‘ 91 .-
,{I _ a'Z / %{I‘/(CQC‘; _ CZC,’) (d‘ Ilf) (()‘IH fl) kjk/.ffl(lr‘

().’L'j ().L’k
(l_2 Xm W2 20 _l_ ()2f i 02fl A
+ = [ 2O | S et T oaer | el fdl
(2.48)
donde, o
dT* = a*(§ - k)dkdede,.

Los momentos cinéticos de orden superior al segundo que aparecen en
estas expresiones estan definidos por,

zﬁ:/WQQwa (2.49)
K m 20 oy ~
(lij = EC Ci(/j de. (250)

Las ecuaciones de movimiento tienen todavia una forma muy general, sin
embargo, podemos identificar a ’Lﬂ‘k y P‘-’jm P como las partes cinética y
potencial del flujo del tensor de presiones, respectivamente. También qf; y
ak, q{j’ son las partes cinética y potencial correspondientes a el flujo del flujo
de calor P, P, P/ QF,Qf y QI son los términos de produccién. Debemos
notar que PL, PIT gl q!" son los flujos colisionales del tensor de presiones y
del flujo de calor, que ya hemos discutido en el capitulo anterior.

Todas las cantidades anteriores, se denominan “Integrales constitutivas’,
en virtud de que admiten una representacion en la descripcidn de 13-momentos,
ello en términos de las variables relevantes elegidas y probablemente de sus
derivadas hasta segundo orden. Para evaluar estas cantidades necesitamos
la funcién de distribucién correspondiente, lo que nos conduce a un conjunto

cerrado de ecuaciones y linealizado para las variables relevantes del sistema.

2.4 Integrales Constitutivas

Para obtener una representacion en la aproximacion de 13-momentos para los
momentos cinéticos de orden superior y de los flujos colisionales, en términos
de las variables relevantes necesitamos la funcion de distribucién de particula
simple en la misma aproximacion. La sustitucion directa de la ecuacién (2.31)
en las integrales constitutivas nos conduce a las relaciones siguientes:
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i) Flujos cinéticos linealizados de orden superior,

- 2
Pl = (065 + 46 + 0°63)
K BkoT (ksT o 7o
K 2EBL (2BY 5+ LpKY)
% =570 ( m PO Jr5 Y

ii) Flujos colisionales linealizados y términos de produccion,

4,
(]L 611)Xbp

z]k ((11 ikt (11 5.1’» + 9

kg le for _ \" or
Ir _ . 5.\
Pijk - w { (5;I:iéjk) + Oxs 52]}

6
m |5
6

o - Q - 0 o -
o |6 (OPL OPk 6 OPK 4()Pa
2nm {5 ( dx; + 0 dxe + 5 Oxx t3 5 ()Je

AII _

ik —

=30
P, =
R 1 40mm

K _ 5K
Pij = EAXPTl/zpij

6 (kT [0u;\° dg!
PI = — | —— _ — b
Y5 ( m 'D<<‘):cj> *3 (01',- xop
P 0 . o \,
pit = T30 J6 [ BB\ O°F
Yo ldnm | 5\ duiOx; OxpOxy

SkpT (kg1 17 «
I B B K
L= o= [ =8 + — P} 0
(]” 2 m ( m p 25 )Xb

= _MOksT 6 (0w due. |
Y 4 m |5 \dz; j c‘)xk Y

_ @ )39q" + 41 g Qq 5
2nm | 5 2z Ern d ;
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{10P[ 61e + 3 (Piloje + Y65 + P62 PE64) -

(2.51)

(2.52)

(2.53)

} (2.54)

(2.55)
12P[56,;}
(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)




Qiji = m {5(]{\'6]';,- + ((1{"(5]-/,. + (];\’51‘/; + qli\’(sij)} (261)
< 32 (¢ ‘
Q= -z AxoTdf (262)

ksT (ks OT 1 9Pk

r_hBL (0B YL LT

Q= m \m”ox; 10 z;
—30 [ 9%k 02qK

Q= —= { T 5 0 } (2.64)

-~ 50nm | Oz 0y Iz, 0z

xbp (2.63)

En las expresiones anteriores, el superindice ( )° significa tomar la parte
simétrica sin traza respecto de los indices 4,7 Unicamente. En los flujos
colisionales de segundo orden aparece la viscocidad volumétrica del régimen
hidrodindmico; que estd definida como [44]:

4
@ = §X(L47L27T1/2 (mkgT)"/2. (2.65)

En los términos de produccién aparece la integral de colisién de esfera dura
usual A, asf como el factor de volumen excluido:

a7 \1/2 .
A= (a W.];B> b= gwa3/7rz. (2.66)
m 3

En el apéndice B se dan algunos ejemplos del cdlculo de estas integra-
les constitutivas, ya que el desarrollo algebraico involucrado necesita de un
tratamiento detallado de las integrales. Notemos que las colisiones no locali-
zadas dan origen a contribuciones por transferencia colisional no solo en los
flujos, sino también en los términos de produccion.

En particular, la sustitucién de la funcién de distribucién, nos permite
evaluar directamente los flujos colisionales de momento y energfa. En efecto,
sustituyendo f(3(F,,t) en las ecuaciones (2.14) y (2.18) obtenemos:

kaT 2o
Pl = (Tpéij +- ;)1%5-) xbp (2.67)
6 [ Ou;\" Ay,
pll — (== 5.
K4 W 5} (()L]> + (')IL‘/;(S”
(2.68)

__ o om [6 (9ef\ oaf
10nm kgT | 5 \ duz; oz
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3 .
0 = =4l Xbp (2.69)

n_ . 0 W
W@ = C"wt)xi 2nm |5 Oz, (2.70)

T @ {6 aﬁ‘,f;’}
)
3kp ) e .

donde ¢, = — es la capacidad calorffica del gas [44]. Estas expresiones pue-
den utilizarse directamente para evaluar el flujo total de fmpetu y energia
cuando se tomen en cuenta las contribuciones completas del tensor de presio-
nes y del flujo del calor. Como ya hemos mencionado, estas cantidades tienen
una parte cinética y otra colisional, las cuales s6lo requieren de f13)(%, é,t)
para evaluarse completamente.

Los flujos colisionales se pueden evaluar satisfactoriamente, debido a que
el gas estd formado por esferas duras, practicamente sin importar el régimen
de vectores de onda. Estas cantidades estdn restringidas por el hecho de que
el kernel colisional de Enskog estd describiendo al sistema, lo que significa
que sabemos los detalles de la colision binaria, la seccion de dispersién se
puede calcular explicitamente, y por lo tanto las integrales correspondientes
admiten un desarrollo completo. v

Notemos que las integrales constitutivas estdn expresadas en términos de
las variables relevantes traslacionales, mismas que aparecen en el desarrollo
polinomial de la funcién de distribucién. El tensor de presiones y el flujo de
calor tienen un cardcter fundamental en el método de Grad; obedecen una
ecuacion de balance especifica y estan en la misma categoria que las variables
conservadas.

2.5 Ecuaciones de movimiento linealizadas

Para resolver la ecuacién de Enskog, es necesario que la funcion de distri-
bucién fU¥(Z,,t) tenga un comportamiento temporal adecuado. Esto es
posible mediante la construccion de las ecuaciones de movimiento para las
variables relevantes no-conservadas.

En el procedimiento para obtener las ecuaciones de balance, nos damos
cuenta que el término de arrastre de la ecuacidon de Enskog, y parte del
término colisional, introducen derivadas espaciales y temporales de los mo-
mentos de orden superior. En efecto, nos encontramos con una jerarquia de
ecuaciones cuyos primeros elementos son las ecuaciones (2.32)-(2.35), en ella
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es necesario incorporar alguna hipotesis de cerradura, la cual en este caso nos
restringe a una aproximacion de 13-momentos. Esta es la razén por la cual
las integrales constitutivas han sido calculadas con la funcién de distribucién
fA3(F ¢ t) dando expresiones restringidas, en el nimero de momentos, que
se pueden expresar en términos de las variables relevantes. Para obtener
explicitamente las ecuaciones de movimiento, sustituimos las integrales cons-
titutivas de la ecuacién (2.51) en la ecuacién (2.64), en las ecuaciones de
balance generales de las variables relevantes, omitiendo productos de los flu-

jos de masa, impetu y energfa, dados por: wu;, PK oK. asf, como de gradientes
11 ) (=3

ij
0 aT
de densidad y temperatura — a0 Por lo tanto, el método de momentos

d.l,; 011

de Grad nos conduce a un conjunto de ecuaciones acopladas linealizadas para
las variables Ielevantes: las variables conservadas, p, w;, T y las variables no
conservadas P" y ¢X todas ellas funciones locales del tiempo.

Las primeras conducen a las ecuaciones de conservacion:

dp du;

% x¥ ap ; 1 9%y 0%y,
pE)t a Oy P 20z 0xr  Oxpdx;

=0 (2.71)

. _ (2.72)
MANCYZS _}_X(Z)arpilj\ _ o ‘1‘02({5‘ Pa |\ _,
oaT™ Ox; ox; 20x. 0z, OxpOz;
3p 0T 0g _ o 0T 1. 0B
2aT Ot Oxr " 0x0re 2 Y 0x:0z
(2.73)
L& _
a’™ Oy '
Las otras conducen a las ecuaciones de relajamiento:
A DK . 0
oF] _4~ PEEN 1~ PE] L @b (O
ot d.Lk()LL’ ().LL()J: T a \Jz;
(2.74)

A KN\ 90\ 0
%X(B) dq_’l — é({ w .___()97 = __Lf)‘l.\’
5 ()LJ ) v ()LJ().LL Tp Y
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Para simplificar las expresiones, hemos considerado las definiciones siguien-
tes;

X(”) - (l + 'Z;Xbp> ;v = 1, 2,3. . (276)
Q
) = <1 + 2xbp + (.?—bef) ; (2.77)
dp
6w m 3kg
o = p= o = 2B 2.
T rm kgT’ ¢ 2m (278)
_ 16 _ .
Tp [ gA[)Tlﬂx ! (279)
YRR 2.80
T = AT x (2.80)
2
7") — §T(l' (2.81)

Denominaremos a x®, x» los factores de correlacién de la densidad,
@p es proporcional a una viscocidad volumétrica cinematica, « es el inverso
del cuadrado de la velocidad térmica, mientras que 7,7, son los tiempos de
relajacion de las variables no-conservadas, que son del orden de los corres-
pondientes a gases diluidos en el régimen de densidades moderadas.

La caracteristica principal del método de Grad en la aproximacion de
13-momentos consiste en que el tensor de esfuerzos y el flujo de calor son
variables fundamentales con su propia ecuaciéon de movimiento; ello en con-
traste con el esquema de la hidrodindmica usual donde ellas se introducen
por medio de ecuaciones constitutivas. Los tiempos de relajaciéon asociados
con estas cantidades se expresan directamente en términos de las integrales
colisionales moleculares y como veremos determinan directamente a los coefi-
cientes de transporte en un intervalo amplio de la regién (E, w) finita. En lo




que sigue nos referiremos a las ecuaciones (2.71)-(2.75) como las ecuaciones
de Grad en 13-momentos. Estas ecuaciones se reducen a las ecuaciones del
gas diluido en el régimen de bajas densidades, donde los flujos colisionales
tienen una contribucién despreciable y por lo tanto, no se necesita tomar en
cuenta correlaciones espaciales.

Las ecuaciones de movimiento se pueden separar directamente en los flu-
jos colisionales a primer y segundo orden, constituyendo una generalizacién
de la descripcién de Navier-Stokes de 1a hidrodindmica usual que nos propor-
ciona un medio para tratar el comportamiento del sistema fuera del régimen
hidrodindmico, esto es, en la region de la hidrodindmica generalizada.
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Capitulo 3

Coeficientes de Transporte (Generalizados

Primer Orden en los flujos Colisionales

Para obtener los coeficientes de transporte en la region de (E, w) finito, uti-
lizamos la forma linealizada de las ecuaciones de movimiento (2.71)-(2.75)
en el espacio de Fourier. Al resolverlas para la parte cinética del tensor de
presiones y del flujo de calor en términos de las variables conservadas nos en-
contramos con relaciones constitutivas del tipo Navier-Newton-Fourier donde
los coeficientes de transporte son funciones del vector de onda y la frecuencia
(38-39,62].

Los flujos completos se obtienen incorporando contribuciones a los flujos
por transferencia colisional y para empezar solamente vamos a considerar los
términos a primer orden en los gradientes, que como veremos constituyen la
contribucién mas importante en densidades moderadas.

3.1 Ecuaciones de movimiento en el espacio (k,w)

Las ecuaciones de movimiento para las variables relevantes tienen una so-
lucién estacionaria para el estado de equilibrio termodindmico, donde el sis-
tema se encuentra en reposo y no existen procesos de relajacién. En el es-
quema de los 13-momentos que estamos considerando, el estado estacionario
asociado al equilibrio termodindmico corresponde a las condiciones siguien-
tes;

P = pPo, TZT(), (T:O, P:po, P,'jZO.

Si ahora tomamos a dicho estado como referencia y queremos estudiar las
fluctuaciones alrededor de él, o bien provocamos una perturbacion ligera
de manera que las variables relevantes no se anulen, podremos estudiar el
comportamiento de nuestro sistema utilizando el conjunto de ecuaciones que
construimos en el capitulo anterior linealizindolas alrededor de la soluciéon
correspondiente al estado de equilibrio.

La forma linealizada de las ecuaciones de movimiento que solo considera
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flujos colisionales de primer orden es,

ap' ou;
2 1o

5P =0 (3.1)

duy X000 50T OB

- = (), 3.2
ot a 0 aTX Ox,-JrX dx; (3.2)
p OT 2 Oql e O
MWk L PGk 3.
2 T ot + DX + a™ Oz ' (3:3)
aPK p (06N 4 o (0aK " 1 e
Y g o @B [ 2 B ) — Pk 3.
ot +ex a \0z; +5X dx; T Y (3.4)
Y ) (3) /) DA
. ! - . / A3) - 7
00 ¢ 50w X TR Lk (3.5)
ot 20T dzx; a Oz; Ty

Las cantidades sin prima estin evaluadas en equilibrio, mientras que las can-
tidades primadas son las desviaciones gue dependen de la posicién y del
tiempo, es decir, son variables locales. Las ecuaciones (3.1)-(3.5) son ecua-
ciones hidrodindmicas de las fluctuaciones alrededor del equilibrio termo-
dindmico dentro del esquema linealizado obtenido a partir de la Teorfa de
Enskog. Suponemos que las fluctuaciones son de amplitud pequefia y no son
capaces de generar inhomogeneidades grandes atin cuando pueden describir
procesos rapidos a distancias muy pequefias.

Las primeras ecuaciones (3.1)-(3.3) corresponden a las ecuaciones de con-
servacion para las variables o', w;, T'. Las dltimas ecuaciones (3.4)-(3. 5)
son las ecuaciones de relajamiento para las variables no conservadas P,J ,
qX’. Con el objeto de estudiar las caracterfsticas de estas ecuaciones, las

escribimos en la forma siguiente:
O opr . N VAN I IqX’
— PN = —— PN+ ) |~ : 3.6
ot Y Tp{ i 1o x \dz; SX 0101 (3.6)

[y

’

g RS x® oT’ Y 0é1¥"
— =T |6 T -7 L, 3.7
ot q {QL ! X dz; a Jdz; (3.7)
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aqui, hemos introducido los coeficientes de transporte usuales para el gas
diluido en el régimen hidrodindmico, que estdn definidos como {63]:

snkyT

Ny = nkeTTpX, Ao = 2m

TyX- (3.8)
Recordemos que 7 es la viscosidad cortante y Ag es la conductividad térmica,
que por ser cantidades propias del gas diluido, son independientes de la den-
sidad. Si tomamos en cuenta la expresion para los tiempos de relajamiento
propios de un gas de esferas duras, observamos que se cumplen las relaciones
siguientes: . )

m y
= Ir)ll—B—AU) Tp = gTq. («39)

Es importante notar que en las ecuaciones (3.6)-(3.7) intervienen los tiem-
pos de relajamiento en una forma tal que si consideramos tiempos t >> 7,, 7,
se recuperan las ecuaciones constitutivas de Navier-Newton y Fourier. Todo
ello con los coeficientes de transporte modificados por la dependencia en la
densidad que estd representada por las funciones x’s. Cuando se trabaja a
tiempos cortos, t ~ 7,7, dichas ecuaciones corresponden al relajamiento de
los flujos correspondientes.

Ahora bien, la distribucién en longitudes de onda y frecuencia para las
fluctuaciones, se observa con mds claridad en el espacio de Fourier. Tomando
la transformada correspondiente al espacio (k,w) y denotdéndola con tilde ()
se obtiene:

Mo

—iwp + pikiil; = 0 (3.10)
») ~ K
. ~ X o~ P 5) 1, 1 B . v
—wplt; + —(Y-—Lklp + ETX( )'I,kiT + X(2)Z'l”jPij =0 (3.1 l)
B3P E @ K P :
—zw;z—a?T + xWikegl + -&x( Vikiix = 0 (3.12)
3 K (2 4 .
(1 —iwn) Py + 2720X—Y'—(“fﬂ7«i)0 + ngX(S)(ikﬂT{\ ) =0 (3.13)
@ <K

(1 = iwr,)i + Ao2—ik,T + %x“)iiju =0. (3.14)

Estas ecuaciones constituyen uno de los principales resultados del método
de Grad, en relacién con el comportamiento hidrodindmico generalizado del
gas. Las ecuaciones del flujo de calor y del tensor de presiones son ecuaciones
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de relajacién inhomogéneas, que se pueden simplificar de acuerdo con alguna
situacion experimental especifica. Un estudio de los estados estacionarios co-
rrespondientes nos conduce a valores nunéricos de los tiempos de relajacion,
asf como a las relaciones constitutivas usuales del régimen hidrodindmico.

En hidrodindmica generalizada es usual estudiar por separado el com-
portamiento longitudinal y tansversal de las ecuaciones de movimiento. Las
ecuaciones (3.10)-(3.14) se utilizardn para determinar dicho comportamiento
para las fluctuaci iones en un gas denso. En un fluido is6tropo las formas inva-
riantes en el espacio k, que hacen posible dicha separacién, son los operadores
de proyeccion: .

KL = kk K2Q, = kI —kk | (3.15)
donde I = &;; es el tensor unidad.

El operador L- separa la componente de las ecuaciones de movimiento en
la direccidn del vector de onda, mientras que Q,- proyecta sobre el espacio
ortogonal a esta direccidn.

Bajo estas condiciones y con ayuda de los operadores de proyeccién obte-
nemos para la parte longitudinal de las ecuaciones de conservacion el conjunto
siguiente:

—iwp + p(iki;) = 0, (3.16)

X NI N 3 K
—iwpiksil; + ——(1,/«,-1131-);3 + —?x(‘))('z,kilz,kzi)T + X (ikiik;) Py; =0, (3.17)
—zw;—/iT—T + xPik; gl gx(s)ikiﬂi =0 (3.18)

y para la parte transversal de las ecuaciones de conservacidn
Q. . (ik P
’_pr'léit + X @i : (Lk]P”) = O- (3.19)
En cuanto a la parte longitudinal de las ecuaciones de relajamiento tenemos:

8
—=TrX (3)k2(llw(7,[\) =0, (i3.20)

o 3K 4 @
(1 — dwr,)ikiik; Py — SUO—X_k (ikiti;) — T

(1 — Lw’Tq)lln (11 — )\OTAQT + — Y(g)(”\, ll\, P ) = 0 (321)

mientras que para la parte transversal (le las ecuaciones de relajamiento:

~ K ( 2
(1 = iwTy)Q, - (tk; Py;) — 7)0 ki, — L X RGN =0, (3.22)

’
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) K . Ta_ 3K o 0
(1 - ZWT(/)qut + qu(g)(@t ) (ijpij) =0, (323)

notemos que todas las variables relevantes con tilde corresponden a trans-
formaciones de Fourier siendo funciones del vector de onda k y la frecuencia
w.

De esta forma las ecuaciones de movimiento constituyen un sistema al-
gebraico acoplado para las variables relevantes. Esto nos permite obtener
informacién sobre las relaciones constitutivas que se requieren en la cerra-
dura de las ecuaciones de balance.

3.2 Ecuaciones constitutivas generalizadas

Para obtener una descripcion hidrodindmica del gas denso en el espacio de

variables conservadas p, 4, T, necesitamos resolver las ecuaciones de movi-
< K )

miento del tensor de presiones P;y del flujo del calor Gi. Este procedimiento

consiste en desacoplar las ecuaciones (3.20)-(3.23) en la forma de ecuaciones

constitutivas generalizadas, que podemos expresar como:

ikiGl = ANk, w)k*T — TR (€, w)k? (ik:tls), (3.24)
3 K - . - 1 -
ikiik; Py; =nmy, (k,w)k?(iki@;) + T5 (ls,w)?k“T, (3.25)
w K P
Q. (ik; Pi;) = nmyf (k, w)k*@;,. (3.26)

Al expresar las ecuaciones de relajamiento de esta manera, podemos identifi-
car directamente a los “coeficientes de transporte generalizados”, que toman
en cuenta la respuesta no-local y no instantinea del sistema. Estos coefi-
cientes tienen una dependencia explicita en el vector de onda y la frecuencia.
El superindice (*) nos indica que estas ecuaciones solamente incorporan el
transporte cinético de los flujos. De hecho este conjunto de ecuaciones define
s6lo la contribucion cinética de los coeficientes de transporte generalizados
y es importante notar que las ecuaciones constitutivas nos dicen como es el
comportamiento de los flujos cinéticos cuando se tiene inhomogeneidad en la
temperatura, o bien fluctuaciones en la velocidad hidrodindmica.

La contribucién completa al tensor de presiones requiere incorporar los
flujos colisionales en las expresiones anteriores. En la aproximacion a primer
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orden, la representacion en 13-momentos para los flujos colisionales es:

=l o 2 3K

Py(k,w) = xboPy (k,w) (3.27)
e 3 e o N
@i (k,w) = =Xl (K, w) (3.28)

Estas ecuaciones representan un resultado muy importante de nuestro tra-
tamiento. De hecho nos estdn diciendo que la trasferencia por colisiones es
proporcional a la transferencia cinética. Dicho de otra forma, la transferen-
cia por colisién no es independiente y por lo tanto hasta con tomar a las
partes cinéticas del tensor de presiones y del flujo de calor para obtener una
descripcion completa de los flujos totales. De manera que con ayuda de estas
expresiones podemos escribir las ecuaciones (3.20)-(3.23) como:

3 - K, 31
Pif:ou.l (k7w) = Pij (fc’\’w) + sz(k>w) (3.29)
= X(Q) 1331,_1 (E,C&J),
qitotul (E’ (.L)) = (jil\’(‘lz:? wl_i‘ (LI(E, f.U) (330)

Estas expresiones representan el flujo total de fmpetu y energfa en gases de
Enskog para la region de vectores de onda y frecuencia finitos.

Ahora nos interesa encontrar las ecuaciones constitutivas que correspon-
den a los flujos totales, mismos que se encuentran cuando se desacoplan los
componentes longitudinal y transversal del tensor de presiones y del flujo de
calor, para expresar las ecuaciones de relajamiento en la forma de ecuaciones
constitutivas generalizadas que tengan la estructura de las ecuaciones (3.24)-
(3.26) éstas tltimas se sustituyen en las ecuaciones (3.29)-(3.30) para obtener
que,

ik, = AE,w)E*T — T (k,w)k?(ikid;), (3.31)

3 o N
ikiik; Py, = nmue(k, w)k* (iki:) + T(k, w)TT, (3.32)
Q; - (ik; f’ij‘w) = nmw (k, w)k>@,. (3.33)
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Este conjunto de ecuaciones define a los coeficientes generalizados en el espa-
cio de vectores de onda y frecuencia, cada coeficiente representa la respuesta
del sistema ante las perturbaciones causadas en él.

Como ya hemos visto, insistimos en que es necesario considerar el flujo
completo de fmpetu y energfa, los cuales contienen una contribucién por
movimiento molecular, y otra por transferencia colisional. De hecho, esta
consideracion se debe hacer para cualquier sistema de alta densidad ya sea
que se trate de gases densos o liquidos [1,6]. Esta situacién la hemos hecho
explicita en la construccion de las relaciones constitutivas generalizadas ante-
riores, donde definimos coeficientes de transporte generalizados en términos
del tensor de presiones total y del flujo de calor total.

Para encontrar las expresiones explicitas de los coeficientes de transporte
generalizados, se efectiian los pasos algebraicos sefialados antes y obtenemos:
la conductividad térmica generalizada

AE,w) = xXOAK (&, w) =

(3)? e .2 )L
X . (%A,BT (3)2 TPT(IA‘ o .
= A=— < | —iwr, + . , 3.34

Ty { “Ta T gy X (1 —iwTy) (3:34)

la parte longitudinal de la viscosidad cortante generalizada
ve(k,w) = XDl (k,w) =

4 vy X 8kpT 32 Tk |7
L S O R PV A2 L S S 6
3nm X 156m (1 —iwTy)
la parte transversal de la viscosidad cortante generalizada
vi(k,w) = XD (k,w) =
(7 2T e Tk )7
= b X | —iwr, + 2y _T2Te (3.36)
nm x 5m (1 —dwr,)
y por ultimo el coeficiente I generalizado
Pkw) = XPTF (Fw) = xOTf (k)
(3.37)

_ 167 X(Q)X(B)Tq AI\’(E w)

45 (1 —iwTy)
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Este tltimo coeficiente generalizado representa un efecto cruzado entre las
partes longitudinales del tensor de presiones y el flujo de calor, el cual satis-
face una clase de simetria semejante a la que se encuentra en gases diluidos.

Estas expresiones de los coeficientes de transporte tienen algunos limites
interesantes, por ejemplo, en el régimen diluido de bajas densidades, na® — 0
las correlaciones espaciales x, x'*), . .. tienden a la unidad de tal forma que los
coeficientes generalizados adquieren una estructura conocida. Si regresamos
a las ecuaciones completas (3.34)-(3.37) vemos que en el limite hidrodindmico
usual de bajas frecuencias y longitudes de onda larga, |k| — 0, w — 0, los
coeficientes generalizados se reducen a:

. Y
lim Ak, w) = Ag=—, (3.38)
1K} —0
w0 X
. 7 4no X(2)2
1 kyw) = S 3.39
|El|l_l.:? ve(k, w) 3nm ( )
. (2)?
lim v (k,w) = o X (3.40)
IR0 nm X
. 16T +(9(3)?
lim [(F,w) = %L%—TQAO. (3.41)

w=-+0

Debemos notar que en el limite hidrodindmico recuperamos, como caso
particular, los coeficientes de transporte usuales que se obtienen mediante el
método de Chapman-Enskog [44]. Notemos también el coeficiente cruzado de
termostriccion tiene un limite diferente de cero, lo cual implica que los efectos
de las inhomogeneidades en la temperatura afecta al tensor viscoso y a su vez,
la rapidez de deformacién medida por ik;u; también tienen un efecto sobre el
flujo de calor. Estos efectos son poco usuales debido a que cunando estamos
interesados en medir un coeficiente de transporte generalmente se procura
que éste sea el dinico efecto presente. Por ejemplo, cuando se estudia a la
conductividad térmica se evita el flujo de fluido e inversamente, cuando se
quiere ver el efecto del flujo se pone en condiciones de temperatura constante,
evitando con ello las correcciones producidas por los términos que involucran
efectos cruzados.

Finalmente, mencionaremos que la estructura de los coeficientes genera-
lizados al ser muy parecida a los coeficientes de gases diluidos, nos permite
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hacer discusiones andlogas con respecto a las modificaciones que tienen al
variar los pardmetros caracteristicos. En particular, es necesario enfatizar la
importancia de los tiempos de relajacion, los cuales definen etapas diferentes
de evolucién y determinan el comportamiento con respecto a los vectores de
onda y frecuencias.

Los coeficientes generalizados muestran algunas diferencias importantes
con respecto al caso diluido principalmente porque la densidad es muy im-
portante en esta descripcion, introduciendo algunos factores que definen las
correlaciones espaciales. Ahora bien, estamos interesados en describir la de-
pendencia de los coeficientes de transporte con la densidad, para ver el cambio
cualitativo que tienen en la region de (k,w)-finito. Esta dependencia se en-
cuentra en las ecuaciones (3.34)-(3.37) a través de las funciones x. En la
literatura no existe un acuerdo general en cuanto al intervalo de densidades
para las cuales es vilida la Ecuacién de Enskog (30]. Para nosotros serd de
interés considerar el régimen diluido y moderadamente denso. Es costumbre
en la literatura expresar el intervalo de densidades en términos de la llamada
densidad reducida & = pb, donde se ha tomado como referencia la densidad
correspondiente al caso del empaquetamiento maximo. En términos de esta
densidad reducida el régimen diluido corresponde a 6 < 0.1 y un caso tipico
de gases moderadamente densos estd localizado en 8y ~ 0.2, de manera que
éste serd el intervalo que vamos a considerar.

Algunos rasgos generales del comportamiento de los coeficientes de trans-
porte generalizados son:

Considerando su variacién con respecto al vector de onda a frecuencia
cero observamos de las figuras 3.1-3.6 que, en general, descienden suavemente
con el aumento de & = ka, en forma similar al caso del gas diluido [38,39].
Los coeficientes de transporte que recuperamos en el limite de k-pequefia
toman valores cada vez mayores con el aumento de la densidad; en mayor
proporcién aumenta la conductividad térmica, luego el coeficiente cruzado y
mucho menos las viscosidades.

En estas curvas el coeficiente cruzado se encuentra entre la conductividad
térmica por arriba y la viscosidad longitudinal por abajo. Esta cualidad se
mantiene en toda la regién de vectores de onda independientemente de la den-
sidad. Las curvas nunca se cruzan manteniendo sus posiciones relativas desde
el régimen hidrodindmico. La viscosidad transversal generalizada desciende
mas despacio que los otros coeficientes para vectores de onda pequetios, hasta
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Generalized Transport Coefficients

1.4 v I
Reduced Density = 0.125
1.2
Thermal Conductivity
1
Thermostriction Coefficient
0.8
Transversal Viscosity
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Longitudinal Viscosity
0.4+
0.2
o 1 Il 1 A b - J
o 1 2 3 4 5

Figure 1: Coeficientes de transporte generalizados como funciones de ka a
diferentes densidades. La linea solida representa la conductividad térmica y
la linea con cuadros es el coeficiente cruzado. Las lineas a trazos y punteada
representan las viscosidades transversal y longitudinal respectivamente a una
densidad reducida de 0.125.




Generalized Transport Coefficients

1.4

1.2

Reduced Density = 0.144
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Figure 2: Coeficientes de transporte generalizados como funciones de ka a la
densidad reducida de 0.144.
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Generalized Transport Coefficients

1.4
Thermal Conductivity Reduced Density = 0.200
1.2
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~Thermostriction Coefficient
1+ °
0 8 L Transversal Viscosity
Longitudinal Viscosity
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Figure 3: Coeficientes de transporte generalizados como funciones de ka a la
densidad reducida de 0.200.

que a un determinado valor de &, intersecta primero a la curva del coeficiente
cruzado y luego a la conductividad térmica de tal manera que en la regién
K 2 Keruce S€ mantiene ligeramente por encima de los demds coeficientes
generalizados. Insistimos en que estas caracterfsticas generales se cumplen
para todas las densidades que estamos considerando, incluyendo algunas del
régimen diluido y otras a densidades moderadas, tales como § ~ 0.075 y
b0 ~ 0.144 respectivamente. Otra caracteristica importante de los coeficien-
tes generalizados es que conforme aumenta la densidad las curvas se hacen
més planas, de tal manera que para descender a un porcentaje determinado
de su valor inicial se necesita cubrir un intervalo cada vez mayor de vectores
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de onda.

Comparando el comportamiento de los coeficientes generalizados con los
resultados de dindmica molecular [32], observamos que para valores pequefios
del vector de onda, digamos £ < 1.2, la viscosidad transversal es ligeramente
mayor a la correspondiente viscosidad de Dindmica Molecular, los resulta-
dos estdn en buen acuerdo con este intervalo que contiene al régimen hi-
drodindmico. Por otro lado para £ > 1.2 los puntos Dindmica Molecular
sugieren un punto de cruce un poco después de k£ ~ 1, quedando sus re-
sultados, para vectores de onda mayores, un poco por encima de la curva
correspondiente. Una correccién a esta tendencia de permanecer las curvas
a una cierta altura para valores del vector de onda relativamente grandes
la hemos encontrado dentro de nuestro modelo cinético incorporando en la
descripcién a los flujos colisionales de orden superior. Atn asi, creemos que
la discrepancia en los resultados se debe a que en dindmica molecular no se
pueden separar adecuadamente log efectos cruzados y éstos pueden quedar
incluidos como contribuciones escondidas en los coeficientes de transporte
usuales. El hecho de que las curvas sean planas, para s-pequefias con un
hombro pronunciado en ésta regién sugiere la transicion suave del régimen
hidrodindmico al régimen cinético.

Ahora consideremos el comportamiento de la parte real de los coeficientes
generalizados con respecto a la frecuendia, a vector de onda cero, y a una
densidad moderadamente elevada, §; = 0.144. En este caso los coeficientes
tienen valores considerablemente mds grandes que los del gas diluido en el
régimen hidrodindmico y sobre todo el intervalo de frecuencias considerado.

Es importante sefialar que el descenso porcentual de los maximos se lleva
a cabo a frecuencias solo ligeramente mds grandes que las correspondientes
al gas diluido. Esto parece indicar que el descenso de los coeficientes genera-
lizados respecto a la frecuencia en un gas denso no es muy diferente que en
gases diluidos [38,39].

Especificamente el corrimiento de la frecuencia, respecto del gas diluido,
para la cual los coeficientes generalizados se han reducido a una décima parte
de su valor inicial es de un 16%, 19% y 14% hacia valores mayores de la fre-
cuencia para la conductividad térmica, el coeficiente cruzado, y la viscosidad
respectivamente. Las viscosidades longitudinal y transversal, asi como la
conductividad térmica tienen un comportamiento de descenso suave al au-
mentar la frecuencia: El coeficiente cruzado desciende muy rapido pasando a
tomar valores negativos en w7, ~ 1 hasta alcanzar un minimo en w7, ~ 1.5,
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Comparison with Molecular Dynamics Data.

1.2

Reduced Density = 0.144

0.8

_Thermal Conductivity

0.6
*
O
0.4+ Transversal Viscosity
*
0.2
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...... .
0 i 1 ! i 1 =4
0 1 2 3 4 5 6

Figure 4: Comparacién con los célculos de dindmica molecular. La linea
punteada corresponde a la conductividad térmica normalizada, mientras que
las estrellas los calculos de dindmica molecular. La linea sélida es la visco-
sidad longitudinal mientras que los cuadros son los resultados de dindmica
molecular. Los coeficientes generalizados son funcién del vector de onda.
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Real part of generalized coefficients.

1.4 - —

Reduced Density = 0.144

1.2

—Thermal Conductivity

Thermostriction Coefficient
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0.2+

Figure 5: Parte real de los coeficientes de transporte generalizados como
funciones de la frecuencia adimensional wr,. La linea sélida representa la
conductividad térmica y la punteada al coeficiente cruzado. La lfnea a trazos
corresponde a las viscosidades longitudinal y transversal.
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imaginary part of transport coetfficients

0.8
Reduced Density = 0.144
Thermostriction Coetficient
0.6 Thermal Conductvity
0.4 S
Transversal and Longitudinal Viscosity
0.2,
—_—
0 1 1 i 1 " |
0 1 2 3 4 5 6

Figure 6: Parte imaginaria de los coeficientes generalizados como funciones
de wtp,. La linea sélida es la conductividad térmica y la linea punteada
al coeficiente cruzado. La linea a trazos representa tanto a la viscosidad
longitudinal como transversal.
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para después ascender asintOticamente al eje de las frecuencias.

El comportamiento general de la parte imaginaria de los coeficientes ge-
neralizados con respecto a la frecuencia mantiene los rasgos generales de las
curvas del gas diluido. Al aumentar la densidad de los coeficientes generali-
zados toman valores ligeramente mas grandes con respecto al gas diluido sin
cambiar esencialmente la forma de las curvas. Esto sugiere que en la regién
de altas frecuencias, los procesos de relajacion son los mismos para ambos sis-
temas, en el sentido que los procesos moleculares de transporte no cambian,
pero en densidades elevadas las colisiones son mds frecuentes. También en
este caso ocurre un corrimiento en el descenso porcentual de los coeficientes
generalizados hacia valores un poco mayores en la frecuencia con respecto
al gas diluido. La frecuencia en la cual el maximo del coeficiente cruzado
se reduce a una décima parte es wr, ~ 2.9, mientras que en el gas diluido
sucede a wt, ~ 2.6. Para la viscosidad cortante y longitudinal el corrimiento
en la frecuencia necesario para que el mdximo bajo a un 50% es wr, ~ 4.67
que para el diluido wr, ~ 4.0. Finalmente para la conductividad térmica
wTp ~ 5.5 es el valor al cual su mdximo se reduce en un 30% en comparacién
con el gas diluido, esto sucede a wr, ~ 4.7. Como podemos ver las frecuencias
se recorren en un 12%, 17% y 18% solamente para el coeficiente cruzado, la
viscosidad y la conductividad térmica respectivamente.

Todos los coeficentes estdn normalizados con respecto a sus valores en el
régimen hidrodindmico del gas diluido. Cada figura corresponde a un valor
diferente en la densidad reducida, todas ellas dentro del intervalo de validez
de la ecuacién de Enskog. '

El andlisis anterior del comportamiento de los coeficientes de transporte
generalizados nos permite conocer las diferencias porcentuales que surgen
en los procesos de transporte con el aumento de la densidad. En efecto,
conociendo el comportamiento de las curvas al variar el vector de onda o
la frecuencia, es posible hacer una comparacién con los coeficientes gene-
ralizados en gases diluidos, de tal manera que las diferencias porcentuales
correspondientes son las contribuciones por transferencia colisional.




Capitulo 4

Coeficientes de Transporte Generalizados

Segundo Orden en los Flujos Colisionales

En el capitulo anterior hemos calculado un conjunto de relaciones consti-
tutivas generalizadas donde los coeficientes de transporte usuales ahora son
funciones del vector de onda y la frecuencia. Estas relaciones contienen a
las ecuaciones constitutivas usuales del régimen hidrodindmico como caso
particular en el limite (k — 0,w — 0). En este sentido, resalta el hecho
de que no hemos obtenido un coeficiente del tipo viscosidad volumétrica ge-
neralizada, el cual aparece en una descripcion usual de la hidrodinamica.
Este coeficiente es del orden de la densidad al cuadrado, y para obtenerlo
es necesario extender el modelo cinético completo hasta segundo orden en
los flujos colisionales [44,45,64]. Este procedimiento incorpora correcciones
pequeiias a los coeficientes generalizados de la seccién anterior, lo cual se
manifiesta con mayor importancia para valores grandes del vector de onda y
la frecuencia; sin embargo, en la parte diagonal del tensor de presiones nos
conduce a un coeficiente de viscosidad volumétrica generalizado el cual tiene
el comportamiento bien conocido en el régimen hidrodindmico.

4.1 Ecuaciones de movimiento en el espacio (k,w)

Las ecuaciones de movimiento linealizadas para las variables no conservadas,

[

tal como la parte cinética del tensor de presiones Pli‘ y el flujo de calor ¢¥ en
la aproximacion a segundo orden en los flujos colisionales, tienen una solucién
en el estado de equilibrio termodindmico, donde el sistema se encuentra en
reposo y no hay procesos de relajamiento macroscopicos. Las ecuaciones de
evolucién para perturbaciones pequefias de las variables relevantes alrededor
del estado de equilibrio son;
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Estas ecuaciones se obtienen a partir de (2.71)-(2.75); las primeras correspon-
den a las variables conservadas, mientras que las ultimas son las ecuaciones de
relajamiento para las fluctuaciones del tensor de presiones y del flujo de calor.
Los coeficientes que aparecen aqui, estin definidos en las ecuaciones (2.76)-
(2.81), mientras que las variables sin prima estin evaluadas en el estado
de equilibrio termodindmico por lo cual son cantidades constantes. Como
podemos observar, estas ecuaciones contienen términos a segundo orden en
los gradientes de los flujos colisionales y todos ellos se caracterizan por la
presencia de la “viscosidad volumétrica” del régimen hidrodindmico [44,45].
Las ecuaciones de evolucién de las variables no-conservadas, es decir, las
ecuaciones de relajamiento (4.4) y (4.5), dan origen a los coeficientes de
transporte generalizados [38,39].
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En forma similar al cdlculo a primer orden en los flujos colisionales, po-
demos expresar;

Pk _
ot
o 2K\’ 1. 0Py NONETA
—_—— PI\ _ = ki I 13 2 / 1 _
P 7on,, (03:,,.6)1') 7w07p('):rk8xk + 2o x \Jz;
4l . (9¢5\° 27 \°
—— X(a) — ) -, = ,
5 ().’L’j ().LJ().L,
(4.6)
3(]1'"
ot
V[ o 2. 3¢ 1. 9K 3 a1
Tq [qi 3 9 z0m: 3T Dz /\O_X_ ox;
(4.7)

B [Q()Pf," lp. O lp . 0%, ]

Estas ecuaciones son una extensién de las ecuaciones (3.6) y (3.7) de la
aproximacion a primer orden, en la cual @y = 0.

Para obtener coeficientes de transporte generalizados, podemos proceder
en forma similar al caso anterior. En efecto, vamos a tomar la transformada
de Fourier de las ecuaciones (4.6) y (4.7) y sus proyecciones, longitudinales
y transversales con respecto a la direccién del vector de onda. Con ayuda de
los operadores de proyeccién definidos anteriormente obtenemos:

para la componente longitudinal de la velocidad, y

(p) 3
—iwp(ikiiis) + %—(i/c)?ﬁ — = pio(ik)? (ikitis) +

(4.9)
p 5) /- I . . 3 K 3 ~ . . ~K
+a_il:x( )(zk,)QT + X(Q)'L:Ii,'i'[,kj Py - %awo(zkf(zkiq{ )=0

50




para las fluctuaciones en la temperatura,
3 PO + K
—LwELTT+ X (ki) — o (ik)?*T — —wmk ik; Py
(4.10)
) (ikyii;) = 0
finalmente la componente transversal de la velocidad es,

(Y(.do

1
—iwpil;, — 5p@o(z’ls)%i,-, +x2Q, - (ik; P,]) (zk) G =0. (411

Considerando las ecuaciones (4.6) y (4.7) como las formas iniciales de las
ecuaciones de relajamiento, separamos sus componentes longitudinales y
transversales con respecto a la direccion del vector de onda. Con ayuda
de los operaclores de proyeccién obtenemos que para las componentes longi-
tudinales de las ecuaciones de relajacién en el espacio de Fourier,

1
(1 - ’iCdTp - :2—(:)07',,(11\’])2) IA IIL P ;7}0———1172(11{3,171)
X (4.12)
8
(3)
~|—15 {X k2 (ikigl) + cook T}

(1 = iwr, — o, (ik)?) ik = AOKX—AQ
(4.13)
(3) « K 3
— {Y ikik; Py + ggdjﬁ(ikmi)} :
En cuanto a las componentes transversales de las ecuaciones de relajacion,
, 3., 3K X .
<1 — lwTy — 7w07',,(z/c) ) Q.- (ik;Py;) = 7]0—;<-lc s,
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2
+ t,)7',,)(“ KAl
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Todas estas ecuaciones se reducen a las ecuaciones (3.16)-(3.23) cuando des-
preciamos los términos de segundo orden en los flujos colisionales, los cuales
estin caracterizados por la presencia de la viscosidad volumétrica usual. Las
variables de relajacion contienen contribuciones importantes que provienen
de sus inhomogeneidades, asi como los gradientes de segundo orden de las
variables conservadas. Una de las principales consecuencias de este hecho es
la obtencion de ecuaciones constitutivas para los flujos de fmpetu y energia
los cuales estan dados a segundo orden en la densidad.

En las ecuaciones (4.8)-(4.15) los coeficientes son constantes y correspon-
den a sus valores de equilibrio, las variables con tilde son las transformadas
de Fourier de las cantidades correspondientes en el espacio real, por lo tanto,
son funciones del vector de onda y la frecuencia. Las ecuaciones de rela-
jamiento estin escritas en tal forma que sus componentes longitudinales y
transversales quedan separadas y son extensiones, a segundo orden en la
densidad de las ecuaciones (2.16)-(2.23). Igual que en el caso anterior estas
ecuaciones son el punto de partida para encontrar coeficientes de transporte
generalizados.

4.2 Ecuaciones constitutivas generalizadas

Como ya hemos visto, las ecuaciones de relajamiento se pueden expresar en
la forma de relaciones constitutivas generalizadas. Para esto desacoplamos
las ecuaciones algebraicas (4.12)-(4.15) en’ forma independiente, expresando
el tensor de presiones y el flujo de calor (parte cinética) en términos de los
gradientes de las variables conservadas elegidas. Este procedimiento es mds
complicado que el de primer orden, sin embargo, el resultado es formalmente
el mismo:

ik Gl = ANk, w) kT — T (k, w)k? (iks), (4.16)
3 K - . | -
ikiik; Py = nmuy* (k,w)k® (ikit;) + T (k,w)fk“T, (4.17)
s K .
Q; - (ik; Py;) = nmu (k, w)k*1,. (4.18)

Al expresar las ecuaciones de relajamiento de esta manera podemos iden-
tificar directamente a los coeficientes de transporte generalizados. El su-
perindice () es estos coeficientes nos indica que solamente estamos tomando
en cuenta la contribucion cinética de los flujos.
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Por simplicidad vamos a introducir las siguientes definiciones:

AK(E,w) = AN (k,w) + AK (R, w), (4.19)
CE(k,w) = [X (k,w) + T8k, w), (4.20)
nmvf (k,w) = nmvf, (€, w) + nmul(k, w), (4.21)
PX(k,w) = IX (k,w) + T5,(k,w), (4.22)
nmw (k,w) = nmul, *(k,w) + nmy] /3(Ic w). (4.23)

En general, las componentes («) son generalizaciones de las expresiones que
se obtienen a primer orden, las cuales podemos recuperar en el limite apro-
piado. Las componentes (3) son correcciones pequeiias al término dominante
que es de primer orden en la densidad, ésto para vectores de onda y frecuen-
cias cercanas al régimen hidrodindmico, y todas ellas estdn caracterizadas
por la presencia de la viscosidad volumétrica usual. Lo anterior nos indica
que los coeficientes de transporte tienen una influencia mayor en el régimen
hidrodindmico y que practicamente su comportamiento en la region finita de
(k,w) esta regido por flujos colisionales a primer orden.

Para expresar los coeficientes de transporte generalizados, en forma com-
pacta, introducimos la definicion,

- - . - 8k T ‘ kz .
Agas (k) = {(1 — iwT, + DT k?) + oy ToTq }

15m "~ (1 = iw, + 3@07pk?)

(4.24)
la cual es una funcién de (E, w) que aparece al resolver el conjunto de ecua-
ciones de relajacién, ecs.(4.12)-(4.15), de donde;

AR (B w) = 22— “ AE(Fw), (4.25)
- 8kpT Y3 C,o7,T k2
AK(E o) = X Gl Ty i 4.26
g (k) ( 15m ) (1 —iwT, + %LDOT,,A‘?) “""‘( w) (4.26)
- 4kpT X B x® e,
K N — / / q ¢
[alk,w ( 3m ) x(1 — iwr, + %(1)07’,,]\?2)[\ "“’(k w), (4.27)




P 3kgT ‘
o) = (-2 paumAL(F.), (4.28)

También podemos definir

. 1 8kgT (qv P -1
K (% W) = (1_- Lo lc2> BL 3 »Tq
Caa(r02) { W 2“0Tp * [5m * (1 = dwty + DoTyk?)
(4.29)
y entonces
4 X(Q) K ([}
nmvf “(k,w) = —37}07 € (R W), (4.30)
z keT\ _ X piory7ek? K (T :
'mm/,3 ‘(k,w) = ( — > (1= i + D07 ) €q. (B w), (4.31)
- 8T X Ao,
Ly (k,w) = ( ) 2 k, 4.32
2,(»( W) 1((1 o lLuTq +w07{1h2> ( OJ) ( )
- 8T
Pya(k,w) = (—1—_> Coiory - X (k w). (4.33)
5
Haciendo
. 3 2kgT 2 ToTe k2 -1
€ kw (1—zw7' +-LDTk2)+ ) L }
taa (Fr0) = { P e 5m (1 —iwry + 3@oTek?)
(4.34)
se obtiene,
(2) -
) (k,w) = 1 X’( e, (k,w), (4.35)

ksT X p&gr,T k2
- 4 .36
nm; (k w) = ( ‘20m> (1 —iwr, + s07,k?) Cio ““(k w) (4.36)

Las relaciones constitutivas completas, involucran las contribuciones ¢iné-
ticas y colisionales de los flujos. En el modelo cinético que desarrollamos en
el capitulo 2 y que nos condujo a las ecuaciones de movimiento (4.1)-(4.5) al
resolver la ecuacién de Enskog por medio del método de momentos de Grad,
hemos tomado en cuenta un desarrollo del término colisional hasta segundo
orden en el didmetro molecular, lo que conduce a gradientes de los flujos coli-
sionales en la misma aproximacion. Por tal motivo, y por razones de consis-
tencia, las relaciones constitutivas deben contener flujos colisonales de orden
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superior. Las ecuaciones (2.15) y (2.19) se pueden escribir explicitamente,
considerando la aproximacion a segundo orden de los flujos colisionales en la
representacion a 13-momentos, en la forma siguiente:

% - 3K RPN s,
Pijtotal(k’w) = Pij (k7w) + Pij(k’w) + Pij (k>w)
, (4.37)
— (2)E)A b 6. ik )0 4 2 (ke G0
= X"¥P;( »w)—gw (iks, ;) +@(1 ;)
y . . . .
Glk,w) = G kw)+ 3/ (kw) + G (k,w)
total
(4.38)

~ K

o ~ 1
_ X(.S)(]ih - C,0ik,T — E@o(iki, Pij)'

En estas expresiones hemos tomado en cuenta los resultados de las ecua-
ciones (2.67)-(2.70) para los flujos colisionales de primer y segundo orden en la
densidad. Mediante una sustitucion directa de estas ecuaciones en la relacion
formal (2.15) y (2.19) para el tensor de presiones total y el flujo de calor total
obtenemos las relaciones entre flujos, ecuaciones (4.37)-(4.38), que toman en
cuenta la contribuciéon complementaria de la transferencia colisional. Como
ya hemos mencionado, el mecanismo de transporte dominante depende de la
densidad especifica a la que se encuentra el gas de Enskog. Sin embargo, cua-
litativamente podemos decir que a hajas densidades la contribucion cinética
es dominante, a densidades moderadas las dos contribuciones son del mismo
orden de magnitud, y a densidades elevadas las contribuciones colisionales
determinan el transporte. Finalmente, cabe mencionar que las ecuaciones
(4.37)-(4.38) son vdlidas en la regién de vectores de onda y frecuencias finita.
Las relaciones constitutivas completas se obtienen utilizando los operadores
de proyeccion longitudinal y transversal en las ecuaciones (4.37) y (4.38),
luego sustituyendo los flujos cinéticos de las ecuaciones (4.16)-(4.18) y re-
agrupando los términos de acuerdo con las diferentes variables conservadas,
obtenemos, primero, la relacién constitutiva del flujo de calor longitudinal
total; . . .

ik (k,w) = Mk, w)k*T — T, (k, w)k?(ikiii;) (4.39)

total




donde la conductividad térmica generalizada, se puede expresar como:

. N
/\(k‘,w) = Ap A ad([g )_|_
' 4kpT X7, 7, k?
L 1— (A) ~ (kQ - ; pTq AR
+c,w {( WTy + WoTy ) 9m (1 — '1:(4)7'7) n %(:)07',)/{}2) ad, d(k: (A})
(4.40)
con,
1 — i Dot k2
OO PR A .L‘*’Tq“Ll‘*iOTz/v) (4.41)
45 (1 — iwT, + 5@0T,k?)
y el coeficiente cruzado I'; se obtiene como:
e, T 2 ka—— k2
F(A w) = 8Xxc 7T (X2 X P nkp wwo ) [\ (k v)
9 (1 - IWT(] + (U()T 1\12)
(4.42)
+ 85x(2)c,,Tw'r alm) . ¢ a»ad(k W),
con,
. 3 . 1~ 9
a(‘h) = |1 3-9 X( ) (1 ~ WTp + 5&)07',,/» ) (4.43)

8-4x? (1 —iwry + o7 k?)
En segundo lugar, la relacion constitutiva para la parte longitudinal del
tensor de presiones total esta dada por,

ikiik; P,J(k w) = —nmue(k wYk? (ki) + Dok, w)k?! T (4.44)

total

donde la viscosidad cortante longitudinal generalizada es,

-

(2)?
7 T X 0
vlk) = o T b

1 1 8k Tx® 17, k? ~
- ¥ g7 k2) 4 1) Py e (R
+2 {( ZCUTP + Za wOT] ) X 157”/(1 __,I;w,rq +&'}0qu2) € ad( ,W),
(4.45)
con,
. 1 ~ 1,2 ‘
oo = |1 - 9 (L~ dwry + 3C0Tpk ) : X = |1 - 1—3-X—(i (4.46)
80 (1 —iwT, + et k?) 16 x3
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el coeficiente cruzado I'y se escribe como:

FQ(E, UJ) =
8 XD e, Trpr, (XOxBnkpT — 000k*) 4 -
a : ~ - a (k>w)
9 (1 —iwry + Gy, k?) rad
(4.47)
8 - - -
+Tgx(2)chwT,,a(”) . €f,‘yad(k’,w).
donde,
. : . 1~ A
o =1y 3X® (1 — iwr, + 3@ompk?) (4.48)
8x'? (1 —iwry + Wt k?)

Por wltimo, la relacién constitutiva del tensor de presiones transversal
total,

Q, - (1&1 Pk, w)) = nmwy(k, w)k*T, (4.49)
total
donde la viscosidad cortante transversal generalizada, esta dada por:

2

(2)
- 7]0 X K e
k) = o S Gl

1 3
+§w0{(1 — iwT, + ?a(”‘)d'(Jr,,k2)+ (4.50)

' 2y2
+ (Vt) 2kBT X(S) Tp7-qk2

: k,w),
5m (1 - wTy + %CDOT(,/'»Q)} Eta,ad( )

Vs

: 3 1.2 2
o) = [1 + 7 (1 —iwrp, + F@Tpk )} T [1 _x®

160 (1 — iw, + 3@oTek?)

Las ecuaciones (4.39), (4.44) y (4.49) son las relaciones constitutivas para la
componente longitudinal y transversal del tensor de presiones y del flujo de
calor, las cuales involucran a los flujos colisionales de orden superior. Las
inhomogeneidades espaciales aparecen como términos nuevos que son propor-
cionales al cuadrado del vector de onda. El primer sumando de los CTG es
el término dominante para vectores de onda y frecuencias cerca del régimen
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hidrodindmico para todo valor de la densidad, mientras que para vectores
de onda y frecuencias elevadas, el segundo sumando tiende a una constante
respecto a (k,w) que depende de la densidad. Esto hace que los coeficien-
tes de transporte no desciendan a cero completamente, manteniéndose a una
cierta altura sobre el eje horizontal con el aumento del vector de onda o la
frecuencia. Como hemos visto en el capitulo anterior, este comportamiento es
caracterfstico de los resultados de dindmica molecular [32]. La presencia de
la viscosidad volumétrica usual en el segundo sumando de los coeficientes ge-
neralizados, 1o hace en general dos érdenes de magnitud mds pequeiio que el
primer sumando, el cual por cierto contiene contribuciones de orden superior
en las inhomogeneidades espaciales, como ya hemos mencionado, caracteriza-
das por los términos que contienen potencias cuadraticas del vector de onda
y que se reducen a los resultados obtenidos en el capitulo anterior. Estos
ultimos contienen los rasgos principales del comportamiento de los CTG res-
pecto del vector de onda y la frecuencia cerca del régimen hidrodindmico y
es el que se reduce a los correspondientes coeficientes generalizados del gas
diluido en el limite de bajas densidades {38,39]. Con la discusién anterior
queremos resaltar el hecho de que los coeficientes generalizados, atin cuando
son funciones complicadas del vector de onda y la frecuencia, en realidad
solamente contienen pequefias correciones en relacion a los coeficientes que
solo incluyen flujos colisionales de primer orden.

_ En el limite hidrodindmico de longitud de onda larga y bajas frecuencias;
lk| — 0, w — 0, los coeficientes de transporte generalizados se reducen a:

- X(B)2
lim A(k,w) = Xo + ¢, (4.52)
|K]—0
w—0
. - 16T X(2)X(3)2 2 - )
I1)1111,1%J Fé(k,w) =77 ——;(——-Tq/\() + x®e, 7,00, (4.53)
y (2)‘2 ~
lim ve (k,w) = o Xy —3—&)— (4.54)
k-0 e nm X Snm

En este limite recuperamos los coeficientes de transporte usuales que se
obtienen mediante el método de Chapman-Enskog cuando se incluyen flujos
colisionales de orden superior [44-45]. También el coeficiente de termos-
triccion tiene una correccion adicional y sigue siendo diferente de cero como
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en el caso de primer orden. Aqui también, hemos resuelto las ecuaciones de
movimiento para las variables no-conservadas, expresando el flujo de calor y
el tensor de presiones (parte simétrica s/traza) en términos de los gradientes
de las variables conservadas. Este procedimiento nos condujo a las relacio-
nes constitutivas generalizadas y a la forma explicita de los coeficientes de
transporte generalizados.

El comportamiento de los coeficientes generalizados con respecto al vec-
tor de onda y la frecuencia estd determinado por los tiempos de relajacién
asociados a los flujos del gas. Estos tiempos regulan el comportamiento hi-
drodindmico generalizado del sistema, mostrando como se lleva a cabo la
dindmica del gas en el régimen cinético de vectores de onda y frecuencias
finito, y permitiendo obtener expresiones explicitas de los flujos colisionales
en términos de las integrales de colision molecular, sin necesidad de incluir
ninglin pardmetro ajeno al modelo cinético.

4.3 Viscosidad Volumétrica generalizada

En el régimen hidrodindmico se obtiene un coeficiente de viscosidad vo-
lumétrica, cuando se incluyen en la descripcion flujos colisiones de orden
superior [44,45). Este coeficiente es de origen puramente colisional, pre-
sentandose en sistemas de alta densidad, donde los efectos de volumen ex-
cluido se manifiestan como una resistencia del fluido a compresiones o ex-
pansiones [64-66]. El método de momentos de Grad aplicado a la ecuacién
usual de Enskog, proporciona este coeficiente de transporte como funcién del
vector de onda y la frecuencia mds alld del régimen hidrodinamico, razén por
la cual lo denominaremos viscosidad volumétrica generalizada [67-70].

Como ya hemos visto, el flujo completo de cantidad de movimiento se
puede expresar en términos de dos contribuciones al tensor de presiones:
flujos cinéticos y flujos colisionales. El tensor de presiones se puede escribir
formalmente como:

o

Py (@t) = (BX(E1)+ PLE 6 + PIl(,0) +
(4.55)
+ §(PE(E,1) + PL(Z,0) + P, 1)) b

Esta expresion se obtiene separando la parte simétrica sin traza y la compo-
nente diagonal de la ecuacién (2.15). La viscosidad volumétrica solamente se




obtiene cuando consideramos flujos de fimpetu molecular a scgundo orden en
la transferencia colisional, y se encuentra asociada con la relacién constitutiva
de la parte diagonal del tensor de presiones;

m(&,t) = mo + 74 = (P" (Z,t) + PL(E,t) + PII(E,1)) (4.56)

Esta expresion se obtiene procediendo por analogia con gases diluidos, donde
se relaciona la traza del tensor de esfuerzos con una cantidad intensiva, la
cual se puede descomponer en dos contribuciones:

a) Una relacionada con la presion termodindmica local, correspondiente a
la parte no-disipativa, .

b) Otra relacionada con la parte disipativa del tensor de presiones, my.

La representacion a 13-momentos de la dltima igualdad de la ecuacidn
(4.56) se obtiene de la siguiente manera: La definicién de temperatura local
nos da,

1 .
§P,,’;. (Z,t) = n(Z, t)kgT (T, t). (4.57)

Utilizando la funcién de distribucion ecuacién (2.31) podemos evaluar los
flujos colisionales, para obtener las ecuaciones (2.67) y (2.68), de las cuales
al tomar la traza obtenemos,

%P,,’,. (Z,1) = n(Z, )ksT(E, )xbp. (4.58)
1 du; Oa (X
Yoz = —o (M) - 22 (99 2 ). 45
Py = o (S2) o (% (w)) (459)

donde los pardmetros que aparecen tienen el mismo significado que en el
Capitulo 3. En particular @ es la viscosidad volumétrica usual del régimen
hidrodinamico.
Sustituyendo las ecuaciones (4.57)-(4.59) en la ecuacién (4.56) se identi-
ficard,
mo(Z,t) = (1 + xbp)n(Z, t)kgT(Z,t), (4.60)

como la presion, que ahora contiene la contribucién del primer término coli-
sional, dando lugar a las correcciones de la ecuacién de estado de gas ideal y
que tienen su origen en el comportamiento del gas denso.
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Por otra parte, la parte disipativa es,
o oo [Oqk
)= -0 | =—(Z,t)) - — | =—(&,1t) ). 4.61
() = ~0 (32@0)) - 2 (o iz (a61)

Las variables relevantes estin todavia expresadas como funciones de las co-
ordenadas espaciales y del tiempo. Son precisamente los flujos colisionales de
orden superior los que dan origen a una ecuacién de relajamiento, ecuacién
(4.61). Esta tltima ecuacion tiene la forma de una relacién constitutiva ge-
neralizada, el primer sumando es el resultado que se obtiene en el régimen
hidrodindmico al utilizar el método de Chapman-Enskog, mientras que el
segundo proporciona las contribuciones en la regién de vectores de onda y
frecuencias finitas.

Vamos a realizar un proceso de reduccién en la relaciéon constitutiva de
la ecuacién (4.61). Para ello, consideramos su forma linealizada que describe
la evolucién de perturbaciones pequeinas alrededor del estado de equilibrio,
de donde después de aplicar la transformada de Fourier correspondiente,
obtenemos:

fg = — (ki) — ﬁ(iki(j{‘). (4.62)
Las cantidades con tilde son funciones del vector de onda y la frecuencia.
Sustituyendo en esta ecuacion la parte cinética longitudinal del flujo de calor,
ecuacion (4.16) y separando los térininos proporcionales a cada una de las
variables relevantes conservadas, podemos reescribir la ecuacién (4.62) en la
forma de una relacion constitutiva generalizada, en el espacio (E, w)

Fa(k,w) = =k, w) (ki) — Ta(k, w)k*T (4.63)

donde la viscosidad volumétrica generalizada (VVQ), es el coeficiente de la
cantidad ¢k;1; y se identifica como:

7
ok,w) = w{(l — W, + Lwoqu2)+

30

_ ) (4.64)

(m BEBT_ (32 TuTgk } AR (R w)

15m (1 —wTp, + %G)OT[)}C2) A\ W)

con,
(2
@iy 1 X i

X" (p) = [1 —4)((3)} . (4.65)
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El coeficiente térmico de disipasién, I'q es,
— 1 - — - —
Ly(k,w) = EX(?’)cvaqa(“’)(k,w) AL (kw) (4.66)
donde

4 (:JQT,,/C2
15 (1 — iwTp + s@o7pk?)

ok, w) = |1 -

y nos mide el efecto de las inhomogeneidades en la temperatura sobre el flujo
de {mpetu en el sistema.

La ecuacién (4.61) muestra que la traza del tensor de presiones contiene
una contribucién a la fuerza termodindmica usual que da origen a la visco-
sidad volumétrica, asi como un término proporcional al flujo de calor el cual
da origen a los términos disipativos en la regién (k,w)-finita de la relacién
constitutiva generalizada. Notemos que también en este caso los tiempos
de relajamiento de los flujos determinan la regién de las inhomogeneidades
espaciales de orden superior |71-73] son importantes.

En las graficas, la viscosidad volumétrica generalizada y el coeficiente
térmico 'y generalizado estan normalizados con respecto a sus valores en el
régimen hidrodindmico, de tal manera que toda la dependencia en la densi-
dad se ha dejado del lado derecho de sus expresiones en las ecuaciones (4.64)
y (4.66). Solamente hemos considerado el caso w = 0 debido a que la de-
pendencia en la frecuencia es irrelevante a vector de onda cero; en efecto, la
viscosidad volumétrica es la constante @, mientras que el coeficiente térmico
tiene el comportamiento similar al de los otros coeficientes generalizados y
que ya hemos tratados anteriormente.

El comportamiento de x(™(p), dado en la ec.(4.65), con respecto a la
densidad se muestra en la figura 7. Vemos que es una funcién creciente a
bajas densidades y que se satura completamente hacia un valor asintético
menor (ue uno, esto es muy importante porgue asegura un descenso para la
curva de la viscosidad volumétrica que se obtiene de la ecuacion (4.64). Mds
ain, la viscosidad volumétrica desciende casi completamente en k ~ 2, para
una densidad 8 = 0.144 tipica del gas denso, el mismo valor al que decaen
los otros coeficientes generalizados. Para valores de & > 2.5 la viscosidad
volumétrica permanece a una cierta altura sin anularse, determinada por
x™. Lo anterior se debe a que este coeficiente de transporte proviene de
las contribuciones a los flujos por transferencia colisional, los cuales solo
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X 0)

Figure 7: Factor densidad que regula el comportamiento de la VVG, ecuacién

(4.65), que independientemente de la densidad siempre es menor que la uni-
dad.
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son significativos a densidades elevadas donde siempre existen correlaciones
espaciales.

Como ya hemos visto anteriormente, la incorporacién de flujos colisio-
nales en las relaciones constitutivas generalizadas, amortigua el descenso de
los coeficientes de transporte haciendo las curvas mds planas conforme au-
menta la densidad. Esta caracteristica se manifiesta mds significativamente
en la viscosidad volumétrica, puesto que la curva ya no tiende mas a cero,
permaneciendo a una cierta altura, independientemente del vector de onda.

En la figura 8 también se muestra el comportamiento del coeficiente
térmico g, con respecto al vector de onda, observamos que tiende muy
rapido a cero, de tal forma que para K ~ 3.0 su valor es un orden de mag-
nitud mds pequefio. Su comportamiento en vectores de onda y frecuencias
es cualitativamente similar al de los coeficientes cruzados generalizados. El
comportamiento general de las curvas de los coeficientes de transporte gene-
ralizados con variaciones en la frecuencia es igual, al menos cualitativamente,
al que tienen algunas funciones de memoria asociadas con las funciones de
correlaciéon correspondientes. Esto es de esperarse puesto que estos coefi-
cientes, como veremos en el Capitulo 5 son los elementos de una matriz de
memoria en el esquema de la ecuacién de Langevin generalizada.

Podemos considerar los limites del régimen hidrodindmico en longitudes
de onda larga y bajas frecuencias;

-

|lI:i|m wk,w) =, (4.67)
i

w—0
lim Dy(k,w) = ly“)c, @, (4.68)
vy ’ 6~ T :

esto debido a que el limite correspondiente de (% (/_c', w) es la unidad. En
el régimen hidrodindmico recuperamos la viscosidad volumétrica usual, que
se obtiene mediante el método de Chapman-Enskog. Su valor numérico ex-
presado en términos de las integrales de colision molecular corresponde a la
ecuacion (2.65).

Regresando al tensor de presiones de la ecuacion (4.55) podemos escribirlo
en la forma de una relacién constitutiva con ayuda de las ecuaciénes (4.44)
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1.2

Figure 8: Viscosidad volumétrica generalizada (la curva continua), el coefi-
ciente térmico generalizado (la curva con cruces) como funcién de ka a una
densidad reducida especifica de 0.144.
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y (4.63). Tomando la proyeccién longitudinal de esta ecuacion,

leﬂ'll;kjpu(/\,_’:,W) = Ik',[lﬁjltg)U(E,W)+7?(E,W)(Lk‘)2(su

— -

= (%mrwg(k, w) + o (k, w)) k2 (ikits) (4.69)

t

. - T
+ (Ta(k,w) + Pu(k,w)T) K
reescribiendo ademds, (4.39) obtenemos:

ik G (k,w) = Ak, w)k*T — Ty (k, w)k? (ikidis),
total
para fines de referencia y comparacion de su estructura, nos encontramos
con que las ecuaciones anteriores describen un efecto cruzado a través de los
coeficientes ['-as.

En gases diluidos los coeficientes de transporte que describen este efecto
cruzado son iguales, y lo mismo sucede cuando consideramos los flujos coli-
sionales a primer orden en el modelo cinético de Enskog [62]. En este caso,
podemos hacer una comparacién directa de los efectos cruzados, utilizando
las expresiones explicitas de los coeficientes generalizados de las ecuaciones
(4.42), (4.47) y (4.66), de donde resulta (ver apéndice C):

Ty (k,w) = Dy(k,w) + T'yT. (4.70)
Por lo tanto los coeficientes de transporte cruzados, en las relaciones cons-

titutivas generalizadas de un gas de Enskog, son iguales dentro del modelo
cinético que incluye flujos colisionales a segundo orden en los gradientes.
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Capitulo 5

Hidrodinamica Generalizada

En este capitulo utilizamos los resultados del modelo cinético de Grad-Enskog,
que se ha desarrollado anteriormente, para construir la descripcion usual de la
hidrodindmica generalizada. En particular, estamos interesados en encontrar
la relacién que existe entre los coeficientes de transporte generalizados y las
funciones de memoria que describen los efectos no-locales y no-instantineos
del sistema. Para introducir la matriz de memoria recurrimos a una ecuacién
de Langevin fenomenolégica que proviene de una generalizacion intuitiva de
las ecuaciones de movimiento para una particula Browniana.

5.1 Ecuacién de Langevin Generalizada

En la teorfa general de las funciones de correlacion, la evolucion temporal de
las fluctuaciones requiere de las ecuaciones de movimiento que gobiernan el
comportamiento de las variables dindmicas relevantes. Existen tratamientos
tanto microscépicos exactos, como macroscépicos aproximados para describir
la evolucién temporal de las variables relevantes y de sus fluctuaciones. Desde
el punto de vista microscépico el principal problema que se presenta, consiste
basicamente en que se deben tomar en cuenta las propiedades dindmicas de
un sistema de muchos cuerpos. Los tratamientos que parten de principios
fundamentales son capaces de abordar rigurosamente, ademas de cuestiones
tan importantes como la irreversibilidad, el problema de obtener las ecuacio-
nes macroscdpicas junto con los coeficientes de transporte correspondientes.
Esto a partir de las ecuaciones microscopicas que gobiernan el movimiento
de las particulas individuales del sistema [57]. No obstante, otros tratamien-
tos menos rigurosos de cardcter fenomenoldgico utilizan ecuaciones de tipo
hidrodindmico, complementadas con coeficientes de transporte y variables
termodindmicas dados por fuera del modelo a través de datos experimenta-
les 0 mediante algin otro esquema. En lo que sigue de este capitulo vamos
a considerar un acercamiento de los resultados de la teorfa cinética, precisa-
mente con uno de estos Ultimos tratamientos el cual vamos a considerar mas
esfecificamente. 4
Una separacién en las ecuaciones de evolucién macroscopicas, que des-
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criben la hidrodindmica de un fluido simple, se lleva a cabo con respecto al
intervalo de vectores de onda y frecuencias que se estin considerando. En el
régimen hidrodindamico, de longitudes de onda larga y bajas frecuencias, se
pueden utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes para describir aproximada-
mente, el decaimiento a tiempos largos de las funciones de correlacién. Por
otro lado, en los procesos de relajacién y transporte que ocurren en la region
de dindmica molecular se puede considerar un tratamiento fenomenolégico,
en base a la ecuacion de Langevin del movimiento Browniano, muy utilizado
para estudiar el comportamiento de las funciones de correlacién en la regién
de vectores de onda grandes y frecuencia altas.

Recordemos las principales caracteristicas de la teorfa estocdstica de Lan-
gevin;

i) La ecuacién del movimiento de una particula Browniana de masa m y
velocidad uq(t),

, dui@) . t n, N 4t
m— = = m/o E(t — t)u (t)dt' + Ri(t)

siendo £(t) la Nlamada funcidn de memoria o coeficiente de friccion ge-
neralizado, mientras que R;(t) es la fuerza aleatoria fluctuante que pro-
viene de las colisiones de la particula con la gran cantidad de moléculas
que la rodean.

ii) La fuerza fluctuante R;(t) se anula en promedio , es decir,
(Ri(t)) = 0,

los paréntesis angulares indican un promedio sobre algin ensemble re-
presentativo.

iif) La velocidad de la particula Browniana no estd correlacionada con la
fuerza fluctuante que aparece a tiempos posteriores, esto es,

(Ri(t)ui(0)) = 0.

Estos resultados pueden generalizarse a variables dindmicas arbitrarias, a
través de argumentos intuitivos sobre el significado del coeficiente de friccién
y de la fuerza aleatoria. Desde este punto de vista, la descripcion de un
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estado fuera de equilibrio en fluidos simples se efectia en términos de un
conjunto de variables relevantes A;(t), las cuales se supone evolucionan en el
tiempo de acuerdo con la “ecuacién de Langevin generalizada”, que se puede
escribir como sigue,

(k - - ¢ - .
M _ mi,-(k)Aj(lc,t)—/ Kij (k) A (B t — £)dt!

ot 0 (5.1)
+ filk,t),

donde Qij(i{;) se denomina matriz frecuencia, mientras que K,»,(E, t) es la ma-
triz de memoria y f;(k, t) es la llamada fuerza fluctuante, asociada con cada
variable relevante [1, 7]. Esta ecuacién generaliza el cardcter no-markoffiano
del movimiento Browniano a otras variables dindmicas.

La importancia practica de laec. (5.1), radicaen que un proceso dindmico
complicado se puede abordar fenomenoldgicamente utilizando funciones de
memoria, mds o menos sencillas, cuyos pardmetros libres se ajustan pidiendo
que se cumplan las bien conocidas reglas de suma de la frecuencia. Sin
embargo, es muy importante distinguirla claramente, de la ecuacion de Lan-
gevin generalizada (GLE) que se obtiene rigurosamente en el esquema de
Zwanzig-Mori en la descripcion de fendmenos microscdpicos fundamentales
de la Mecdnica Estadistica fuera de equilibrio. En este contexto la GLE
contiene toda la dindmica del sistema, siendo equivalente a la ecuacion de
Liouville de las variables dindmicas relevantes, por tal motivo se requiere to-
davia de un mayor andlisis y de introducir algunas suposiciones adicionales
antes de identificarla como una ecuacién diferencial estocdstica [75].

Si las variables A,-(E, t) se eligen de manera que representen los procesos de
relajacion lenta en el fluido, entonces la ecuacion de Langevin generalizada,
ec. (5.1), es una buena descripcién del comportamiento hidrodindmico del
sistema en la region de vectores de onda grande y frecuencias altas. La ma-
triz frecuencia determina, a través de sus eigenvalores, las frecuencias de los
modos colectivos de relajacion lenta. La matriz de amortiguamiento, o kernel
de memoria I(ij(E, t'), como su nombre lo indica nos dard las constantes de
amortiguamiento, cantidades estrechamente relacionadas con los coeficientes
de transporte generalizados. En este caso las variables del sistema, evolucio-
nan de acuerdo con el promedio de la ec.(5.1) lo que nos conduce a que la
fuerza aleatoria fi(k,t) sea una cantidad irrelevante.
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5.2 Funciones de Memoria

El cardcter fenomenoldgico de la ecuacién de Langevin generalizada, ec. (5.1),
nos impide tener mds informacién sobre la matriz frecuencia y la matriz de
memoria. Para superar esta dificultad, lo ideal es contar con un tratamiento
microscépico que permita obtener explicitamente los elementos de dichas
matrices de manera mds sistemdtica. En esta seccién vamos a expresar las
ecuaciones hidrodindmicas linealizadas del tipo Navier-Stokes, que resultan
del modelo cinético Grad-Enskog, como una ecuacién matricial de Langevin
generalizada.

El procedimiento mencionado anteriormente nos pone en contacto con los
tratamientos usuales de la hidrodindmica generalizada y consiste, principal-
mente, en expresar las ecuaciones de movimiento de las variables relevantes
en el espacio de Fourier, para luego reducir la descripcién del modelo cinético
a la representacion de variables conservadas e identificar a la matriz frecuen-
cia y a la matriz de memoria, en base a ciertas propiedades generales que
deben satisfacer.

El método de Grad en la aproximacion de 13-momentos, proporciona las
ecuaciones de evolucién para las variables relevantes conservadas de un gas
denso de Enskog a segundo orden en los gradientes de flujos colisionales. Las
ecuaciones (2.71)-(2.73) para p(Z,t), w;(Z,t), T(Z,t) son,

(),0 Oui
-_ - = 0 .2
%+_X(_i)_ap_w l 02’[14 + 02uk +
p ot o 0x; po 20x0z;  Oxpox;
(5.3)
. ~ a2 K a2 K
+LX(5)Q_T +X(2)T8—10Di[j" _ Qwo 1()2(1f ‘02qk\ o,
oT 0x; Ox; 10 | 20z0x, Oxpdx;
. : o K : a2 DK
30 O e _ g T 1 O
2aT Ot Oz OxL0x 2 T 0xrOxe
(5.4)
L2 @ 0% _ o
o Oxk




recorcdemos las definiciones,

x® = <1 + 2xbp + %—Ebf)
(5.5)
m p - 6 w

= —, — =nkg, QW =< .
@ kBT aT & 0 571,/€BT

Pasando estas ecuaciones al espacio (k,w) de Fourier, las podemos escribir
como,

iwp + plikitis) = 0, (5.6)
(p) ~
—iwpl; + %im — pide {}z-(zk)lai + z'lci(ikjﬂj)} + a—’él,-x<5>ikiT+
(5.7)
~ K
X @ik Py — O (P + k(i) | =
w3 P B (j . gKY — ogn _ L 3 K
w 2(1TT+ X (Lkz(]i ) C W(LA) T wo(zk ik; PU)
(5.8)

P 3 Gikiis) = 0
aX (ik:t;) .

La componente longitudinal de estas ecuaciones ya la hemos considerado
anteriormente, ecuaciones (4.8)-(4.10), y las vamos a escribir como sigue;

—iwp(ikiil) = (Lk) it pwo{ (ik)? (Lk.,.ai)} -
(5.10)
x(“’)(zk)T X2 (tkiik; P )+ awo { (ik)? (ik;GH )}
s K

LT = —xO(ikGl) + e, (k)T + ;wo(l,k ik; PU)

. P

W saT
(5.11)

P ik

X i)
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Estas ecuaciones las podemos simplificar con ayuda de las relaciones;

e + K 2
ikitk; Py = (ikiik; Py) — §pdzo(ik)2(ilsiﬂi)— (512)
2 O‘f:Jo r 2‘,~,,_~I\’ ’
(’ik)z’ﬂd = (’iki’ik}j)ﬂdéﬁ =

oo (5.13)

— = 2P ki) — 3 S (k) ikd),

. | s K
ikiG; = B (kigl) — Co2(ik)*T — 5wo(z/c,-qzlchij), (5.14)

ya que hemos identificado a los flujos completos de impetu y energia, es decir,
al tensor de presiones y al flujo de calor completos en su representacién a
13-momentos y a segundo orden en los flujos colisionales.

Bajo estas condiciones las ecuaciones de conservacién longitudinales se
pueden expresar como:

) X\ ) 3 )
—'pr(ikiﬁi) = —/—a—(L/C) ﬁ - (’Lk’i‘l,kjpij) - (Zk‘) Td—

(5.16)

_P Gy 2T

X (tk)*T,

.3 p s P (5, ~
—iw - ——=T = — "'ii——()’"ii- .

w5 (ki) X (ki) (5.17)

Para obtener un conjunto cerrado de ecuaciones de balance, vamos a seguir
un procedimiento similar al que se hace para obtener las ecuaciones de la
hidrodindmica usual de Navier-Stokes, a saber, utilizar el conjunto de re-
laciones constitutivas de Navier-Newton-Fourier, para expresar los flujos en
términos de los gradientes de las variables conservadas.

En nuestro caso vamos a utilizar las relaciones constitutivas generaliza-
das obtenidas anteriormente, ecuaciones (4.39), (4.44) y (4.63) las cuales
vamos a modificar ligeramente en notacién simplificando la dependencia en
vectores de onda y frecuencia, la cual se sobreentiende, y redefiniendo el
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iltimo coeficiente I' para tener una notacién homogénea:

~

El simbolo (

1kiGi

ikiik; Py,

Td

= Ak, w)k?T — Ty (k, w) k2 (ikiit;)

i (5.18)
= AT — T k2(ikd),
4 o o T
= §71,771,l/g(lc,w)k (ikitis) + To(k,w)k T
' ) (5.19)
~ ] . ~ 4T
= nmg(ikiie) + ok T
= —o(k,w)(ikiis) — Ty(k, w)k2T
(5.20)

—nmd, (ikie) — Tgk?L.

) significa que la igualdad incluye definiciones y cambios de

notacion. Sustituyendo estas relaciones constitutivas generalizadas en las
ecuaciones de conservacion, ecuaciones (5.15)-(5.17), obtenemos un conjunto
de ecuaciones hidrodindmicas con coeficientes de transporte generalizados
[38,62]. Expresando el resultado en términos de las variables adimensionales,

. 1/2 . 1/2
x N _— e} . ~e 3 T ‘
(’IL = 7—1,’ Uy = <;(—(7)‘) Ug, T = (W) T) (521)
se tiene
@ 2
—iwi* = —ik <——> i, (5.22)
k(X v ® (2 ipyF
—wit = — A ~ ¥ 5 . ,-,,T*__
wiiy i ( ) it —x <30> (ik)
(5.23)
e ol Lo+ T,) /2\% ..
_ ez 4 L2t L) <__> ]
(Ve + @) k°%; + nkgT \3a . ’
. 2\ /2 2X -
—wT* = — (5) (__) AT .2 Tk
w X 0 (ik)ay 371,k’Bk T+
(5.24)
Ty o2\ .,
nkgT (55) ik
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Formalmente estas expresiones coinciden con las que se obtienen en la a-
proximacién a primer orden en los flujos colisionales. Sin embargo, las ex-
presiones para los coeficientes de transporte generalizados son mucho més
complicadas en las ecuaciones (5.22)-(5.24) debido a la contribucién de flujos
colisionales de orden superior. Debemos subrayar la presencia de la viscosi-
dad volumétrica generalizada en la ecuacion de movimiento del gas, la cual
solo aparece cuando incorporamos flujos colisionales de segundo orden en los
gradientes.
La forma matricial de estas ecuaciones es,

—iwd;(k,w) = Li;(k,w)A; (k,w), (5.25)

que corresponde a la forma general que se obtiene a partir de la transformada
de Fourier de la ecuacién (5.1). En nuestra descripcién la eleccién de las
variables relevantes conservadas que definen el sistema, se agrupan en el
vector columna A;,
ﬁ*
A= @ (5.26)
T*

mientras que la matriz de coeficientes L;;(k,w) tiene la forma;

0 (2 o
_ 1/2
La=] - () ik —@era)k M (5.27)
0 M, — ok
donde:
_ (P4 T) (2)1/2,3 (5)(2>1/2.
M= nkgT 3a k" =X 16" ik,
I (2)1/2.3 (5)<2)1/2',1
Mz = nkpT \3a =X 5e)

La viscosidad volumétrica generalizada, aparece en la diagonal de esta matriz
y tiene una contribucién a la viscosidad cortante longitudinal. En efecto,

— (P )k = — ﬁ i M 2 £
(De + Dg)k* = (:sug(k,w) + — k*, (5.28)
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de acuerdo con las definiciones de las ecuaciones (5.19) y (5.20). Con el fin
de encontrar la forma explicita de las matrices de la ecuacién (5.1), vamos
a considerar que la matriz de coeficientes de la ecuacidn (5.25) se puede
descomponer formalmente como;

Lij(k,w) = iy (k) — Ki(E,w), (5.29)

donde hemos utilizado una notacién sugestiva para las componentes, las cua-
les representan la matriz de frecuencia y la matriz de memoria de nuestra
descripcién. Utilizando la ecuacién (5.27) obtenemos,

1/2
I GO
(R = »\1/2 5 \1/2 ; ,
S R AL A Al B
0 (&) x9%k 0
para la matriz frecuencia, mientras que
0 0 0
- /2 .
Ki(Fw)=| 0 vek? N —Letle (2)7 ik (5.31)
s il A g,
0 —nIFBT (%) I'A‘S 372Lk3 A’z

es la matriz de memoria, siendo todos los coeficientes de transporte funciones
de (k,w). Ademds hemos definido,

ve(k,w) = Dok, w) + &, (k,w)
(5.32)
Dok, w) = Tok,w) + Iy(k,w).

Debido a que la componente transversal no se acopla con los flujos y ecua-
ciones de conservacién longitudinales, consideramos por separado la compo-
nente transversal de las ecuaciones de balance. Utilizando el operador de
proyeccién Q- en las ecuaciones (5.6)-(5.8) obtenemos:

1 3K
—iwplls, — PQ'O{TZ‘(ik)?ﬂta} + X(Q)Qt . (z'ijij> -
(5.33)
_ 0o l-n2~1\'}_ e
0 {2(zk) Gt =0, a=1,2.
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con ayuda de la relacion,

% ., 3K |
Qt . (ZkJPU) = X(Q)Qt . ('Lk']P”> - Eﬂ&)g(@k)guta
1(:)0(1 . 2~K
———(ik)*q,.,
2 10 ( ) Qta
que correspounde al flujo total de finpetu transversal, podemos simplificar las
ecuaciones de movimiento transversales, sustituyendo la ec. (5.34) en la ec.
(5.33) de donde obtenemos,

(5.34)

-“i&)[)ﬂta = -Qt . (ZkJP;J> . (535)
[e
Considerando la relacién constitutiva generalizada,

= v (k, w)ka, (5.36)

Qt * (ijplj -

&
correspondiente a la ecuacion (4.49), y definiendo la velocidad de corriente
transversal adimensional como,

~x o 2 -
Uy, = ;(7) Uty s (537)

podemos escribir la ecuacion de movimiento en forma adimensional,
—iwly = —-uk*y, a=12 (5.38)
La forma matricial de estas ecuaciones es;
—iwA; = T, A;, (5.39)

la variable vectorial que aparece en esta ecuacién se define como,
. ar
A =1 ). (5.40)
iy,

La matriz de los coeficientes se puede separar formalmente de manera andloga
a la ecuacién (5.28),

Tk, w) = iQ45(k) — Ky (k, w), (5.41)
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y en este caso,

00 vik? 0 ‘
Qij = ( 0 0 ) ) ICij = ( tO thlC2 ) . (542)

En estas matrices la viscosidad cortante transversal generalizada tiene con-
tribuciones de segundo orden en los flujos colisionales.

En una descripcién unificada del comportamiento hidrodindmico, pode-
mos formar una matriz por bloques para la matriz de memoria y la matriz
frecuencia, utilizando las ecuaciones (5.29) para formar los elementos diago-
nales de una matriz de mayor tamaflo. De hecho la parte transversal y la
parte longitudinal se pueden poner en la misma matriz, de donde la matriz
de memoria completa, tendra la siguiente forma,

0O 0 0 0 o0
0 vek* - 0 0

K={o0o --- --- 0 0 (5.43)
0 0 0 wk* 0
0 0 0 0 yk?

En la descripcién que hemos hecho anteriormente, incorporamos nuestros
resultados cinéticos de los coeficientes de transporte generalizados en el es-
quema general de la hidrodindmica generalizada, al construir explicitamente
la matriz de frecuencia y el kernel de memoria.

Los principales resultados que hemos obtenido en este capitulo se en-
cuentran en las ecs. (5.29) y (5.41), en relacién con la forma explicita de la
matriz frecuencia y la matriz de memoria del comportamiento hidrodindmico
longitudinal y transversal, respectivamente. Los eleimentos de estas matrices
hidrodindmicas son cantidades conocidas que provienen del modelo cinético
Grad-Enskog. En particular, observamos que la matriz frecuencia depende
explicitamente de la densidad y de la velocidad térmica molecular, mientras
que los elementos de la matriz de memoria son esencialmente los coeficientes
de transporte generalizados, que en esta descripcion representan la respuesta
no-local y no-instantdnea del sistema ante variaciones de las variables rele-
vantes.

Debemos notar que nuestra deduccién constituye solamente el punto de
partida, para estudiar la regién finita de vectores de onda y frecuencias,
hacia la hidrodindmica generalizada dentro del esquema general de funciones
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de correlacién. Esta es una observacién muy importante en relacidn con
la interpretacion de las ecuaciones de movimiento, mds alld del equilibrio
local, debido a que representan la influencia de las variables rapidas sobre las
variables conservadas.

Por otro lado, es notable el hecho de que la matriz de memoria, ec. (5.43),
es simétrica; esto es consecuencia directa de la simetrfa que existe en los
efectos cruzados de transporte en las relaciones constitutivas generalizadas.
Notemos que para obtener una matriz de memoria simétrica, debemos consi-
derar la contribucion a los procesos de relajaciéon de la viscosidad volumétrica
generalizada y del coeficiente térmico de disipacion I'y, los cuales aparecen
en la relacién constitutiva dada por la ecuacion (5.20). Esta simetrfa se ob-
tiene también en la descripcién cinética que solamente toma en cuenta fujos
colisionales a primer orden y naturalmente en el limite del gas diluido, sin
embargo, no es tan obvio predecir que esta cualidad de simetria se cumpla
al incluir flujos colisionales de orden superior. La simetria de la matriz de
memoria es importante, porque sugiere razonablemente desarrollar la teoria
de fluctuaciones para demostrar, al menos parcialmente, alguna simetria ge-
neral tipo Onsager, no obstante, todas las aproximaciones y limitaciones de
la teorfa de Enskog.
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Conclusiones y Perspectivas.

Hemos desarrollado un modelo cinético para predecir el comportamiento hi-
drodinamico generalizado de un gas moderadamente denso de esferas duras,
a partir de la teoria estandar de Enskog.

Las ecuaciones cinéticas tipo Enskog son las mds utilizadas para descri-
bir la evolucién temporal de la funcidén de distribucién de una particula en
gases densos monatdomicos. La ecuacién de Enskog para gases formados por
moléculas que interactian a través de un potencial de esfera dura constituye
el punto de partida para el modelo cinético. Las aproximaciones de Enskog
conducen a flujos colisionales de impetu y energia, asi como a una ecuacion
de transferencia para los momentos de la funcién de distribucion que incluye
flujos cinéticos y flujos colisionales. Estos ltimos se pueden desarrollar en
serie de Taylor dando origen a diferentes aproximaciones en potencias del
diametro molecular. El origen, evaluacion e incorporacién de los flujos debi-
dos a la transferencia colisional dentro del esquema cinético de Grad-Enskog,
constituye el principal elemento que se presenta al tratar con gases densos
monatémicos.

Para resolver la ecuacion de Enskog, utilizamos el método de Grad en la
aproximacion de 13-momentos el cual a pesar de su similitud con gases dilui-
dos tiene diferencias y complicaciones muy importantes cuando se requiere
evaluar los flujos colisionales de orden superior. En la aproximacién anterior
el tensor de presiones y el flujo de calor son variables relevantes del sistema
de la misma categoria que las variables conservadas. En efecto, el método
de momentos de Grad nos proporciona el conjunto de ecuaciones de movi-
miento para los flujos, las cuales tienen la forma de ecuaciones de relajacién
con tiempos caracteristicos que dependen de la densidad. Las ecuaciones de
movimiento constituyen el punto inicial para el cdlculo de los coeficientes de
transporte generalizados, y como ya hemos mencionado contienen términos
que provienen de la contribucién por transferencia colisional a los flujos.

En este trabajo hemos considerado por separado la aproximacién a primer
orden y a segundo orden en los flujos colisionales. En ambos casos al expresar
el tensor de presiones y el flujo de calor en términos de los gradientes de
las variables conservadas, llegamos a un conjunto de relaciones constitutivas
generalizadas en el espacio de Fourier. Un estudio detallado del mecanismo
de transferencia colisional nos permite incorporar flujos por transferencia
colisional de orden superior en las relaciones constitutivas generalizadas.
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Formalmente los coeficientes generalizados que se obtienen para gases
densos de Enskog, a primer orden en los flujos colisionales, son ny pareci-
dos a los del gas diluido de esferas duras. Esto ocurre principalimente en su
dependencia con respecto al vector de onda y a la frecuencia. Sin embargo,
el modelo cinético incorpora en estas expresiones algunos factores de renor-
malizacién no triviales que dependen de la densidad a través de la funcién
de correlacién por pares en equilibrio local. Los coeficientes de transportes
generalizados son funciones analiticas del vector de onda y la frecuencia que
tienen una expresion en fracciones continuas.

Sabemos que cualquier modelo hidrodindmico generalizado debe tener en
el limite apropiado el comportamiento que predice la hidrodindmica usual.
En efecto, los coeficientes de transporte generalizados se reducen a los coefi-
cientes de transporte usuales que se obtienen mediante el método de Chapman-
Enskog, en el limite de longitudes de onda larga y bajas frecuencias. Asi
mismo, en el limite de bajas densidades recuperamos los resultados conoci-
dos para los coeficientes generalizados en gases diluidos. De hecho, tomando
esto como referencia, discutimos las modificaciones de las curvas para los
coeficientes de transporte al variar independientemente el vector de onda
y la frecuencia, para diferentes densidades reducidas en donde es vdlida la
ecuacion de Enskog. Los resultados que obtenemos estan en concordancia con
los correspondientes a los cdlculos de Dindmica Molecular, sin embargo, una
mejor tendencia de las curvas a vectores de onda grande se obtiene solamente
cuando incluimos flujos colisionales de orden superior. Los resultados mues-
tran un comportamiento tipico para las funciones de memoria como funcién
del vector de onda y la frecuencia el cual estd determinado, principalmente,
por los tiempos de relajacion asociados con los flujos.

Posteriormente, hemos extendido el modelo cinético Grad-Enskog para
incluir en la descripcién flujos colisionales de segundo orden en los gradien-
tes. En principio, salvo pequeflas correcciones a los coeficientes generalizados
que eventualmente pudieran ser importantes, ningin cambio considerable se
obtiene en los resultados anteriores. No obstante, la incorporacién de flu-
jos colisionales a segundo orden en los gradientes en la diagonal del tensor
de presiones, permite hallar una viscosidad volumétrica generalizada que
tiene un comportamiento interesante con respecto a variaciones en el vector
de onda. En efecto, atin cuando desciende normalmente al eje horizontal
cerca del régimen hidrodinidmico, independientemente de la densidad tiende
rapidamente a un valor casi constante dejando un residuo de memoria para
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valores grandes del vector de onda. Esta caracteristica se observa también
para otros coeficientes generalizados en la misma aproximacion, y estd de
acuerdo con el comportamiento de los resultados de dindmica molecular. En
el limite de bajas densidades la viscosidad volumétrica tiende a cero mientras
que en el régimen hidrodinamico recuperamos los resultados conocidos que
se obtienen mediante el método de Chapman-Enskog.

Para poner en contacto el tratamiento cinético con el esquema usual de
funciones de correlacién de la hidrodindmica generalizada, construimos la
matriz frecuencia y la matriz de memoria correspondientes al esquema feno-
menolégico de la ecuacion de Langevin generalizada en el espacio de Fourier.
Los coeficientes de transporte aparecen como elementos de la matriz de me-
moria y en la aproximacién a segundo orden en los gradientes sobresale el
hecho de que la matriz de memoria es simétrica. Este resultado ya se habia
presentado anteriormente en la aproximacién a primer orden en los flujos
colisionales y naturalmente en gases diluidos.

El desarrollo anterior permite plantear algunas perspectivas mas o me-
nos inmediatas que pueden servir como revision y aplicacion de este trabajo.
Con ayuda de la forma explicita de los coeficientes de transporte generali-
zados, podemos construir las ecuaciones hidrodindmicas védlidas en muchas
aplicaciones donde la matriz de memoria solamente se propone con mode-
los empiricos razonables. En este sentido podemos proseguir a evaluar las
soluciones de las ecuaciones hidrodindmicas generalizadas bajo restricciones
especificas que impongan las aplicaciones concretas. En particular podemos
pensar en los modos hidrodindmicos colectivos que nos proporcionen un in-
dicio sobre los rasgos principales de los espectros de absorcion-dispersién de
luz y neutrones para sistemas densos. Concretamente podemos calcular el
factor de estructura dindmico por medio de los eigenvalores de la matriz hi-
drodindmica que hemos encontrado, para ver cuales son las modificaciones
que resultan en un sistema denso, al mismo tiempo que podriamos hacer
una comparacion semi-cuantitativa con los experimentos de dispersion de
neutrones y dindmica molecular.

Debido a que el método de momentos de Grad se aplica a sistemas densos
con modelos moleculares mas complicados, este tratamiento abre la posibi-
lidad de utilizarse en otras ecuaciones cinéticas tipo-Enskog. Por ejemplo,
ecuaciones asociadas con gases densos de esfera rugosas y mezclas binarias.
De tal forma que podemos desarrollar expresiones para los coeficientes de
transporte generalizados adecuados para tales sistemas.
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Los resultados que hemos obtenido para los coeficientes de transporte
generalizados tienen un comportamiento adecuado cerca del régimen hidro-
dindamico, por lo tanto, las ecuaciones de evolucion de las variables relevantes
a segundo orden en los flujos por transferencia colisional nos permiten es-
tudiar diferentes aproximaciones en el nimero de Knudsen. Asi, podemos
estudiar eventualmente relaciones de Burnett para los gases de Enskog de
manera mucho méds sistematica.
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Apéndices

Apéndice A

Flujos Colisionales

Supongamos que ¥ es la propiedad molecular para la que nos interesa cal-
cular el flujo. Esta funcién se expresa como una cantidad que depende de la
velocidad molecular. Ahora consideramos la transferencia de la cantidad v
a través de un elemento de drea dS de un plano tal como PP’ el cual pasa
por algin punto intermedio Z entre los centros moleculares de las particulas
que chocan.

Figure 9. Geometria de una colisién binaria
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Para comenzar, supodremos que 1 es una cantidad invariante en colisio-
nes, para el caso de gases monoatdmicos en el modelo de esferas duras los
invariantes son:

1
Y =m, mé, Emcz. (A.1)

En el caso de colisiones binarias, la conservacién de los invariantes ¢®,
1=1,2,...,5 se expresa como:

(w(i)' + U)gi), — o — z/)gi)) = 0. (A.2)

Las colisiones no alteran la cantidad total de v de las dos moléculas, sino
solamente transfiere parte de esta cantidad de una molécula a la otra, de
donde va a resultar un flujo por transferencia colisional.

Si en una colisién se produce una transferencia de 3 a través del drea
dS, contenida en el plano PP’, los centros de las moléculas en colisién estdn
en lados opuestos de esta superficie y la linea que los une la corta en forma
. transversal.

Supongamos que la normal a dS estd definida por 7, y como k apunta
hacia la molécula de referencia entonces (k- 7) > 0. Si la linea de longitud
“a” que une los centros 01 en colision corta a dS, el centro de la molécula
1 debe estar dentro de un cilindro con base dSi y generadores paralelos a k
de longitud “a”. Aqui dSi es la componente de la superficie orientada dS
a lo largo de k, es decir, dSx = dS(k - 7). El volumen de este cilindro es:
adSk = adS(k - 7).

Por otro lado, si el punto de contacto estd en & entonces la posicién de
los centros de las moléculas 0,1 en colisidn, estdn en los puntos ¥ + %al%
respectivamente. De donde, “La probabilidad por unidad de tiempo de una
colision tal que el centro de la primera molécula esté dentro del volumen
dZ = adS(k - 1), las velocidades de las moléculas antes del choque estén en
los intervalos dc, dcy alrededor de C,Cy respectivamente, y que la direccion k
de la linea de los centros 0, 1 se encuentre en el intervalo dk alrededor de k”
es:

@ (f+ %kz) A (;z-'— %k) (5 - W) dhdé dza(k - 2)dS (A.3)

En cada colisién de este tipo, una molécula del lado positivo de dS gana
una cantidad (¢ — ¢) de la propiedad v a expensas de la otra molécula del
lado negativo. Multiplicando la ecuacién anterior por (¢ — 1), e integrando
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adecuadamente, obtenemos la razén total de transferencia colisional de 9 a
través de dS por unidad de tiempo y unidad de area; o1 11, donde ¢eol, €s Un
vector que representa la contribucion de colisiones al flujo de 1, debido a las
colisiones moleculares, este flujo por transferencia colisional (o por potencial)
estd dado por:

Feo = %x(f) Jw —w)r (5:‘— (Z—Lk) i (f+ k:) k(§- B)dbdads, (A4)

[NV S

con la restriccion de que: A
(G- k) >0.

Desarrollando las funciones de distribucién en serie de Taylor alrededor
del punto Z, y reteniendo los dos primeros términos de este desarrollo, obte-
nemos para ¢.o, la aproximacion siguiente:

Peol, = O] + B; (A.5)

3 ~ ~

¢ = Sx [0 — ) k(G Bdhdadz,
at ) d

i ZX/('# —w)ffla,—l_j (hl

i

fi> kik;(7 - k)dkdzdz,.
1

Las funciones x, f y f1 estdn evaluadas en Z y sumamos sobre los indices
repetidos. Notemos que para evaluar las contribuciones de los flujos colisiona-
les solamente se requiere conocer la funcién de distribucién de una particula,
es decir, necesitamos resolver la ecuacidén de Enskog. También cabe mencio-
nar que el flujo macroscopico total de la cantidad % estd dado por:

(bcinetico + ¢colisional - (btotal- (A6)

91




Apéndice B

Integrales constitutivas

Los momentos cinéticos de orden superior se calculan como en gases diluidos y
por lo tanto no entraremos en su discusion {38,39]. Los flujos por transferencia
colisional son de mayor interés para el problema que estamos considerando.
A primer orden por ejemplo, tenemos:

3 ~ A
Py = Sy [ F1.(C— Cky(@- R)dhdcidz
3 (B.1)
= %—Xm/ fhkik; (g - k)2(l/}:dé’1d€,

donde hemos utilizado, ] .
Ci—C; = (7 k)ki. (B.2)

La integral con respecto a dk puede expresarse en términos de la velocidad
relativa molecular g; = Cy; — C;, como:

/k ks ( (2.‘]ng +9g 51}) (B'})

de donde

3

PL = - Xm——/ffl (2(C1s + Cis + GiCy) + (CE + C)6y5) derde

3y 2 T
= g—il(pPquSkB 5,,-),

2m1b5
(B.4)
2ma®
con b=——.
3m
Simplificando esta expresién obtenemos,
2.  kpgpT
PL= <5Pi§.‘ + %61-,) xbp. (B.5)

Esta expresion corresponde a la representacion del tensor de presiones a
13-momentos en la aproximacion a primer orden en los flujos colisionales.
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Otro ejemplo es,

3 ~ A
P!, = —Xm / FR(CIC, = CCyki(F - k) dhde,de (B.6)
sustituyendo la relacion,
CiC} — CiCy = Cikj(§ - k) + Ciki(§ - k) + kik;(F - k)2, (B.7)

obtenemos,

3 ~ ~
Pj = %Xm/fflcikjkk(ﬁ'- k)2dkdé,de
a? N
+ 7X7n’/fflcljk'ikk(§' k)Qdkdé’ldé' (B.8)

o o IN3 g =
+ S [ fhikikke(G - B dkdaz,

puesto que la dltima integral tiene simetrifa impar, se anula y no contribuye.
Definiendo

3
Ve = Fxm [ 11:Cikihu(g - Pdkdzdz, (B.9)
podemos escribir la ecuacién (B.8) como,
Pk = Yijk + Vjik- (B.10)
Usando la ec. (B.3), es posible evaluar la integral YV, ; en efecto,

a3
Yijk = 3 Xm /ffl (29:9; + g 5Jk)dcldc

3
= a—Xm‘—/ffl (2C;C + C*831.)dérde (B.11)
b
= ( (ql ik + @bk + qkéu) + (Iﬂszk) X5p
Intercambiando indices
-2
yjik - 25 ((q'ﬁ]k + qj(stk + qkéu) + q;j 11.) Xbp (Bl?.)
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Sustituyendo las ecuaciones (B.11)-(B.12) en la ecuacién (B.10) obtenemos,

9
Pz]k = 25 ((Iz(S]L + (IJ(SM + = (Ikéu) Xb[),

y as{ sucesivamente.

(B.13)

Para evaluar integrales constitutivas de segundo orden en los flujos por
transferencia colisional, necesitamos sustituir la funcién de distribucién a

13-momentos, un ejemplo especifico es el siguiente,

Pl = Xa /fflm (C] — C)k; kk 9 (ln i) (7 k)d&, de.
. \ N

Utilizando la forma general de 3,
f(13) - f(o)(] + /\,),
en la ecuacion anterior, obtenemos en la aproximacion lineal;

pH o — lXa“/ff m(C{—C-)lc-lc.i 1nf—(02 (d k)dc de
1) 4 1 i LYAMN] ka.'L'k f qg- 1

3,

+ %Xa“/fflm(C,{—C)k k"d (X — X))(7 - k)dé,de

1 2
= yz(])+y'¢(])a

donde,
) m pl\ ) . m q,
X-X, = ﬁ . T2 (C C (/licij) k (C“ )
m? qf L
S (O CiC)
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(B.15)

(B.16)

(B.17)




Evaluamos cada integral por separado

1 0 m
M = LA [ oo o .2)
W= qxat [ FOfOm(C - Ckybg— (GEr(CE - )

().Ek

(§ - k)dkde de

= oxat [ 1O m{zk s (C? cf)} S hiksh (7 E)tkdzi g
1 du
+oxat [ fO f§°)77z{ s (Ce = c,gl)} Sk k(7 B dhddid

(B.18)
y utilizando la relacion siguiente [44],

~ A

kikiki(F - k)2dk = 249 “g(g:bik + 956 + grbis) + gigige],  (B.19)

obtenemos,
1 il or | aT\ . .
y(l) = ZX“4{ }/f(O)f(O)(o2 C?yg (gza +g;0 >dcldc
™m ©) f0) 2 2y o1 5T
{24/c T2}/f i (C7=CY)g™ (9:95 + 9 61))!]1»8 dédc

1 m ou Oy

- () (0) _ Oug

4 { 12k T2} /f f(Ce—Cidg < d -+ gya > dc,dc

(i

Oue
}/f(o)f(O Ce—Ci)g™(gig; + ¢° 51;)9A5—d01d0

(B.20)
Recordando que,
p 3 mG2 2
FOFD =2 (QWZ;T> e~ *BT ~ikge (B.21)
donde,
1 .
Goi = §(Cu + C;) (B.22)




y tomando en cuenta las propiedades del Jacobiano cuando se realiza un
cambio de coordenadas,

de,dé = dGodg. (B.23)
obtenemos por sustitucién directa de las ecuaciones (B.19)-(B.21),
0
0 ) 8 (0 Qs B.24
yz] w{ <()x1) +8.’I/'}c l]} ( : )
siendo,
4
Q= §Xa4n27rl/2(mchT)l/2 (B.25)

la viscosidad volumétrica usual del régimen hidrodindmico.
Por otro lado,

1 m 31311\
o= jxa / FOFOm(CE = Co)k; AL{ T (GG = CuCl])}

mk3T?
(7 - k)*dkde,de+

m

L 4 [ ¢(0) (0 y
+ ZX“ /f fi 'm(Cl{_Ci)kjk’k{W'

3(1 ( m
f).l‘k 5kgT
(B.26)

utilizando la ecuacién (B.2) y reordenando el integrando,obtenemos;

(C2C; = C2C3) + (Cri - C)) }(g- i)2dkdz,dz,

@ _ ©) m . , dPK
Vit = 4Xa /f o £ m{2nk23T2( 7eCs — CwCls)} v =5 kikeskr (7 - /c) dkdé,dé

1 (0) m y ,
+ Zxa4/f(0)fl m {7zk2T2 (rk. (C2Cy = C}Che) + (Cw—Cf))}

P .
X 8(’“ kike ki (7 - k)2 dkde, dé

(B.27)
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Realizando la integral respecto a dk, con ayuda de la ecuacién (B.17):

T/ m \? m o
= 4X U Ger) 80 (g (206G - Gt

gk gk
— 2 _— bnd —
+ 49 S]e) ge) (gl e + g;— e, >dcldc+

: i m
) (0 _ -1
+4xa {12n (kgT) }/f fi ( )( T(QQ,GOTG(,[+ G2go+

1
+Zg2gz) ‘"!]e)(%(]] + ¢ 5,J)gk dcldc

(B.28)
Sustituyendo las ecuaciones (B.19)-(B.21) y simplificando con ayuda de las
relaciones de la ec. (B.23) obtenemos;

. W KNO K
oo o (myfo (o) oif
Vi’ = 10nm \kpT {5 dzx; + P bij ¢ » (B.29)

donde @ ha sido definida anteriormente. Por tiltimo, los cdlculos se pueden
resumir como sigue;

Py = 3o

= — 9(%)04_0_“&5 —
5 83:,- d.Lk Y (B30)
- w (_’I_Tl_) § 8(11'1( ’ + _8_qﬁ5..
10nm \kgT/ | 5 \ Oz, oz |

Asf sucesivamente, de manera similar se pueden evaluar las otras integrales
constitutivas.
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Apéndice C

Simetria de la matriz de memoria

A segundo orden en los flujos colisionales, para que la matriz de memoria
K.;(k,w) sea simétrica se requiere que:

Iy =Ty + IyT. (C.1)

Esta condicién se obtiene inmediatamente al comparar los elementos fuera
de la diagonal de la matriz de memoria, ec.(5.31), y utilizando la definicién
del coeficiente cruzado que aparece en la ec.(5.20). Los términos a cada lado
de la igualdad en la ec.(C.1), tienen la forma explicita siguiente;

8 X Ve, Trpry(xPxPnksT — 55 — - DW0k?) 52

Iy (k, k,
1k, w) 9 (1 — iwTy + @oTgk?) ()
8 3.9 x® (1 —iwn+ 10k x5z
e P ! X p T 3WoTp K
X w”[ Y570 X0 (i, + Gorgh?) | s Br%)
(C.2)
- 8 x®e,T OxOnkgT — wwok?
Po(F, ) 8xPe, qu(x xnkg wok?) & (Fw)
9 (1 — iwT, + Qo7 k?)
o 1
15 Ve pr[ t3 8y(2) (1 —I,w'rq+w7'qk2) €ona (B 0)
(C.3)
Notemos ( . k)
- 1 —iwr, + z@ompk®) » -
AR (k,w) = P27 P K (k C.4
na (ks ) (1 —iwry + DoTgk?) Cara (B:) (C4)
también,
1. 4 oTk?
T = —x®eTor 1-— 2
‘ 6X YT T B (= wr, + Tempk?)
(C.5)

(1 —idwr, + wm',,k ) K
(1 — iwt, + QoTyk?) €arad

(k,w)
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—GEk?
20(1 — iwr, + GoT,k?)

3 .o
ryr = §X(3)CvT7'qu{ :"ec{l\,ad(k;aw)

8 15 1 x® (1 —iwr, + 200mpk®)) & 7
2@ o 222 p270p K (K
ToreX C”W”{s 3 XO (1w, T Do) | i)

(C.6)
Escrito de esta manera se puede hacer la suma de los coeficientes I'-as, te-
niendo en cuenta los términos comunes de estas expresiones. De donde,

8 XV 1y, (XX PnkaT = (% - %) owok?) . -

D+ TyT = P
2+ d 9 (1 ‘—’I:LUTq-f“(:Jquk?) na,ad( ,(4})
8 . 3 70\ @ (1 —iwr, + 2omk)] & r
S (@2 T 1+ 2 (_) 14 2 14 K k
e “’T”{ 5\3) X (0w, 1 Gorgke) | Mo (0)
= Fl-

Los elementos fuera de la diagonal de la matriz de memoria son iguales. Por
lo tanto la matriz es simétrica.
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