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Capítulo I 

Teoría  Cinética de los  Gases de Enskog 

1.1 La Ecuación Cinética de Enskog 
En  el tratamiento  sulxecuente w n o s  a utilizar la ecuaci6n cinética  de Enskog 
(EE) (44,471, para describir el conll,orta~lliento tenq,oral de gases monoató- 
micos de esferas duras, que clenonliniu.elnos “Gases (le Enskog”. El estado 
cinético del gas est6 c:tracterizntlo por una funci6n  (le tlistribuci6n de una 
partícula f(?, Z, t ) ,  de lnanera  que f(5,  Z, t )  d5  dZes el nilmero (le moléculas 
en el elelnento de volunlen entre 5 y Z+ d?, y con  velociclacles entre Zy c‘+ dc‘ 
al tiempo t. Esta funci6n representa Irt clensitlrul  nunlériciz para los puntos 
en el espacio-(lc’, 3, y evoluciona en el tielnpo (le acuerdo con una ecuación 
de movimiento, la c:ual en ausencia de fuerzas externas, puecle representarse 
en la forma siguiente: 



1 o 



1 1  



Esta expresi6n para la funcitin de correlttci6n por  pares fuera (le equilibrio 
se sustenta en la suposicitin (le que aim en un estado fuera de equilibrio la 
función de correlación dehe est,ar cleterlninatla ilnicmlente  por el requisito 
físico de que las 1noléculas  esfkricas no se traslapan. Así, x(.', Z + n f )  debe 
tomar en cuenta la misma (:lase (le et'cc.t,os (le volunlen  excluiclo C ~ I I I O  los que 
se incorporan en equilihrio ;t tritvks (le g(n) [Sa,s:j]. 

En resumen, la funcitin x se evitliltt us;-tntlo ~ ( c L ) ,  es inclepencliente de la 
temperatura y solmlente tlepencle (le lit densiclad  local evaluada en el punto 
contacto; es por ello que acllnite 1111 desarrollo virial en equilibrio local. Esta 
función representa  una correlacicin espacial molecular de corto  alcance,  puesto 
que la mayor influencia corresponde a los  vecinos nds  cercanos a la molécula 
de referencia. . 

La exposicicjn anterior corresponde a lo que se conoce como la "teonú 
estandad de Enskog" (SET). Este trattttuiento solamente es la pritnera  apro- 
ximaci6n a una ecuacicin cin6tica para gases clensos. 

En la "Teenú 7nodiJicadu dc EnsX:oq" (M ET) [48-491 se considera que el 
factor x es estrictamente igual it l a  funci6n de clistribucitjn en equilibrio- 
local, la cual contiene todas las inllo~~to~eneitlatles espaciales del sistema. El 
desarrollo motlificattlo (le xn,f debe ser 
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donde 
V(i!,,i!*I&) = F(?&)F(i!'&3) 

y la F es la funcicin de Maycr F(Zi ,  2j); i , j  = 1,  2 ,  3 que est;$ dada  por 
~ ( z ~ ,  zj)  = ~ - / M l ~ ~ - ~ j l )  - 1, 

etc. y 4 es el 'potencial de interac:citin entre  partícdas, de tal forma que 
x M ( 2 ,  2 f n k )  se obtiene a l  hatc:er ZI = Z; i!* = i! f nk. 

La ecuacitjn  cinétic:a que proporciona la MET, se puecle o1,tener a partir 
de hipótesis razonhles sobre l a  jerarquía BBGKY. Fonnal~nente, la ecuación 
cinética (le MET, coincic-le ( : o 1 1  l a  EE de la ec:uaci6n (1,2), excepto que x es 
reemplazada por x,v. 

La teoría generalizacla cle Enskog incorpora a la ecu;tc:icin cinética  una 
sucesión de colisiones binarias relevantes, que son sugeridas por los  cdlculos 
de d i n h i c a  nloleculttr (DM). La correlacicin correspondiente se extiende a 
distancias n1ucho mayores que el-didn~etro rnoleculttr, cle tal forma que clo- 
minan el comportanliento colectivo tlel fluido. Esta teoría  cinética  híhritla 
con D.M. ha pernliticlo la unif icxicin tlel cornportamiento cinético e hiclro- 
d i n h i c o  generalizado en térlninos (le los 11loclos lliclroclin~~nicos  extendidos. 

Con el clesarrollo (le las t4cnicas co1nputacionales se ha optado por corn- 
binar los cdlculos cle Dindmica h~lolctcular con 1111 trata~niento no-sistemiitico 
de la teoría  cinética. Este mCtotlo  hílxiclo permite  incorporar  solamente Ins 
características relevantes (le la sucesi6n de colisiones binarias necesarias para 
entender el colnportanliento colectivo del fluitlo y reproclucir los resultados 
experimentales. 

Recientemente se ha elaborado  una generalizacicin (le la SET para gases 
densos con interacci6n de Lennarcl-Jones (4'2-431. Para  este  sistema parece 
in~posihle iclentifcm- colisiones, sin e~nh;trgo, hacientlo la  hipcitesis de inte- 
raccirin por  pares se encuentra una generalizatcitin de la SET que  tiene  una 
ecuac:i6n  ci116tica funtlannentd; 

donde: 
f 3 f (Z&),  f'(?,?,t'). 

El problema es hallar una l ~ e n a  aproximacibn para el operador T, su- 
gerida  por Dindmica h4olecul;tr y que contenga las correlaciones espacio- 
ternporales. 



Esta ecuacicin cinética t1esc:ril)e a las ptzrtículas (le referencia,  interac- 
tuando rrlediante un potencial (le L.J. y puede ser utilizada para calcular la 
función de autocorrelaciin (le las velocitl¿zcles. Los resultatlos ol-)teniclos  con 
éste  método nos permiten estilmr el valor de la clensitlad para que el modelo 
de colisiones binarias sea vt-ilitlo y nos  puetlen decir cuales son los intervalos 
de densitlad en los que es a1)lic:tl~le el nloclelo (le colisiones 1)inarias. 

Cuando  suponelnos que la hilxitesis (le colisitjn binaria es at1ec:uada para 
describir la evolucicin telnpora.1 (le un fluido L..J., debemos considerar que las 
colisiones ocurren en un tielnpo finito. El intercmJ)io de energía cin6tica y 
potencial en dichas interacciones nloleculares es un proceso n ~ u y  connplejo. 
De manera  cualitativa los resultatlos ptrecen indicm  que el mecanism do- 
minante en el intercanJ)io (le energía s o n  las colisiones binarias entre la parte 
repulsiva del potencial,  perturbatlas  por lit  presencia de terceras  partículas. 
En altas clensidacles las colisiones repetidas, se pueden confundir con las coli- 
siones perturlxttlas en la parte dura del potencittl, y p o r  lo tanto la tlefinición 
de colisicin n~olecular pierde sentido. 

Por otra parte,  este t,rat,anliellt~o hn (lemostrado que satisface ecuaciones 
macroscdpicas de c:onservac:i(jn, aunque no se ha utilizatlo para hacer estu- 
dios hiclroclin6nlic:~)s y scilo parcialnlente se ha incluido a los coeficientes de 
transporte en su tlesc:ripci6n. 

Estas son s6lo algunas (le l as  generalizaciones que se obtienen  directa- 
mente (le la SET, y que hacen posiljle una tlescripcibn satisfactoria  de gases 
densos sinlples. Existen otros t,r.at~~tlnientos mis generales en s u  plantea- 
miento,  que inc:luyen moclelos nlo1ecul;ues miis elaborados y que por lo tanto 
pueden describir otras características rclewlntes de los gases densos; pero  en 
todas ellas se trata de no perder lrts sinq)liticaciones y beneficios que se tienen 
con los ~nc.)clelos tipo Enskog [54-%]. 

En este  trabajo  estamos interesados principalnlente en obtener coeficien- 
tes  de  transporte generalizaclos para gases de Enslwg, en una región espacio- 
temporal donde es vtilida la  Hidrcttlinlinlica Generalizada basiinclonos en los 
resultados  obtenidos en el rkgilnen  cliluitlo, pensarnos clue la " Teom'a estan- 
dard de Enskqrl' puede servir 1)ar.a est,e fin en base a los resultados que se han 
obtenido  en el r6gitnen tlitlrodindlllico. Pensatnos que en t6rtninos generales 
el interés principal al tratar con gases (le E n s l q ,  radica en el hecho de que 
las propieclatles (le transporte de1)enclerl esencidnlente de la existencia (le las 
colisiones moleculaes miis que (le su n;zturaIeza. 
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1.2 Transferencia Colisional 
En gases densos y líquidos el Illecmismo de transporte tlenonlinado “Trans- 
ferencia CoZi.sionuC’ ) juega un papel nluy importante y (le hecho es el  me- 
canismo dominante para los procesos (le transporte de  nasa, motnento y 
energía. 

Para  entender con  clariclad este  concepto,  primero nos  referirnos al nlotlelo 
molecular (le esfera dura. Cada  un^ de las 11lolClc:ulas en el sistema  transporta 
masa, momento y energía por el s6lo hecho de moverse, y si fijamos nuestra 
atención a u n  plano particular del sist,culrt poclretnos contar la cantidad  de 
estas propiecl&s físicas que han sido transferidas de 1111 Iatclo del plano al 
otro. A este  tipo de transferencia l e  llanlarenlos transporte convectivo y 
siempre  estd  presente inclel>endientelllerlte de la clensiclatl. 

Cuando hay transferencia (le estas propietlades a través del plano de  re- 
ferencia sin que las partíc:ulas p¿wn (le un laclo a otro del plano se tiene la 
transferencia colisional. Es claro que si la clensiclacl del sistema es conside- 
rable, dicha transferencia .juega 1111 1 ) r l p e l  muy importante.  Esto es debido 
a que las partículas tienen 1)ow espncio para moverse libreluente y entonces 
el transporte wnvec:tivo se ve reducido. No sucede así en la transferencia 
colisional ya que las colisiones  son nluy frecuentes y hatx-ía contribuciones a 
la transferencia sin un recorrido aprecialjle (le las partículas. Debe quedar 
claro  que a n J m  lnecanismos (le transporte sielnpre estdn  presentes, s61o que 
en un gas diluido es rnris iuq)ortant’e el transporte convectivo y en un gas 
denso lo es el transporte colisioml. 

Cuando las partículas  interwtilm a travks de un potencial  central, pode- 
mos visualizar estos meC:anism)s de una n~anera 1111 pocxj n& general. 

Considerando  que las nlol6culas son centros (le fuerzas,  caracterizados  por 
un potencial ritdial de corto alcitnce, l a  colisitin ahora puede verse co1no una 
dispersi6n (le partíc:ulas en  el  esque11la (le fuerzas centrales. 

En esta tlispersi6n se realiza un  “‘inter~um0io)’ molecular (le impetu y 
energía a “distawcia” , ello en una regitin cmsiderable de la trayectoria. La 
dispersi6n se realiza en un tienqx)  finito, durante el cual potle~nos considerar 
que  hay  una  transferencia (le energías cin6tica y potencial. El flujo que se 
genera  de esta nmera ,  (le flecho ocurre a travks del potencial,  de ahí que 



donde, 

1 ti 

(1.11) 

(1.12) 



(1 .u) 
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de Enskog y de los desarrollos en serie (le Taylor, rnisrnos clue son equivalen- 
tes a los  clesarrollos en la  clensiclatl, (:o1110 veremos posteriorlllente de manera 
nlhs explícita. .> 
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Capítulo 2 

Método de momentos de Grad 



2.1 Variables relevantes 

parte cinéticas tlel tensor de presiones, nlornento de orden (los 

(2.2) 

(2.3) 

momento (le orden tres,  etc. 
En todas est,us definiciones 7 ) )  es l a  I ~ R S ~  (le las partículas, y Ci = e - ui 

es la velocidad relatim de las putículas con respecto a la velocidad hidro- 
din&mica y se le conoce C : O I ~ O  velociclatl peculiar 6 cacitica. 

De particular  importancia son algunos nlomentos que se obtienen a partir 
de los anteriores,  a  través de una contraccicin tensorial, (:o1110 por ejemplo 

la traza del tensor de presiones, 

(2.6) 

la parte cinética tlel flujo del calor. Así como otros  que se obtienen al tornar 
la parte sitnétrica sin traza solalnente, 
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siendo Sij el tensor  unitario (le segunclo orden. 
Una canticlad de gran inqmtancia en l a  teoría  cinética es la ternperatu- 

ra local del sistema. Para nuestro proljlenla y cleldo a que las moléculas 
sólo tienen grados (le lihertad  traslacionales, la clefinirerlm en tkrnlinos de 
la energía cinktica relativa. De hecho, I n  energía interna e(?, t )  del gas sólo 
es energía cinktica (le rnanera que tenemos las relaciones siguientes; 

1 
e(T, t )  = P: (2, t )  

2?L(?, t )  
(2.8) 

o bien 

(2.10) 

(2.1 1) 

El punto de  vista  adoptado aquí, es que conviene clefinir ciertos mornentos 
para  obtener inforrnacibn sobre el collll~ortanliento  de f, estos momentos 
traslacionales  estdn definiclos  en forma precisa para gases (le Enskog. 

Ahora hien, en un gas n~ontztbnlico denso fornlado por esferas duras, exis- 
ten dos 1nec:anismos  (le transporte lllicrost:(jpico para las propietlatles mole- 
culares: 



Las contribuciones colisiorlales (potenciales) (le los flujos mttcroscdpicos  se 
obtienen a partir de la ecuwi6n  (1.9) , en la aproxilzlacicin de segundo orden 
en  potencias del  cliiilnetro nlo1ecula"lr En ptzrticular, para el flujo de í~npetu 
colisional, cleben~os hacer: 

siendo, 

(2.16) 

q: ( 2, t )  q; (:?, t )  + q;'( 5, t )  (2.17) 

donde. 

Y 



qi (:?, t )  = q f ,  (5, t )  + qy (:?, t) . 
total 

(2.19) 

El punto  de  vista que henlos acloptado al elegir a las variables relevantes 
y con ello a los lnomentos de I s  funci6n de clistribuci6n importantes, es que 
es suficiente definir y obtener infornnacicin respecto al conlportamiento  de 
un cierto nilmero de Irlonientos para  obtener una aproximu:idn razonable 
en la funcicin de tlistrihucicin. Los nloment'os que vamos a seleccionar son 
canticlades que estdn clefinidas de 111anera 1)recisa  en la teoría de Enskog. 
Para empezar nos tla~nos cuenta (le que la parte cindtica de los flujos definidos 
anteriortnente, son los lnonlent30s (le la función cle clistribucicin. Por otra 
parte, en la teoría (le Enskog las 1)nrtíc:ulas interactilan con potencial  de 
esfera dura. Esto significa que el efecto (le la interaccicin sólo es geométrico 
y se va a reflejar en el tanlaiio del volunlen fase  accesible a las partículas,  en 
este caso las colisiones  son instnnt,¿inetis y la interacxi6n ilnicanlente se da por 
contacto (cdisicin) y no por clispersitin causada p o r  un  potencial. Todo esto 
hace pensar  que las partes cinétici-Ls (le los flujos  son las cantitlades relevantes 
en la descripcitin. 

Adernds podemos ver con claritlxl en Itis ec:u;zc:iones (2.14) y (2.18) que 
las transferencias colisionales quclttl~1 escritas en térrninos (le cantidades cle- 
pendientes  de las velocitlules y ciertas conJinaciones de las funciones de clis- 
tribucih, hacienclo pensar que al nlenos  (le manera  aproximatla se pot l rh  
escribir en téminos de los Inomentos cinéticos. 

2.2 La función de  distribución. Aproximación a 13- 
momentos 

(2.20) 



(2.23) 

(2.24) 

25 

(2.25) 

”. .. . .... 



(2.2s) 



(2.30) 

Las variables conservadas se encuentran en f ( O )  mientras  que los flujos 
de  írnpetu y calor aparecerbn en los t6rminos entre las llaves  (le la ecuación 
(2.29). 

De acuerdo con las propied&s (le los polinomios cle Hermite y consitle- 
rando las definiciones de la ecuacicin (2.28)) la aproxinlttcidn a 1;j-lnotnentos 
para la funci6n de clistrihuci6n es [54] 
f ( 1 3 )  (3, z, t )  = 

donde se sobreentiende  sunla solm indices repetidos. 
Esta funcicin de tlistribucitjn, ailn ~ u m d o  est&  escrita  en  términos  de 

las velocic-lades ~noleculi~l.es, no tiene ningiln significado con relaci6n a la 
evoluci6n del sistelnat, nlientras no se especifiquen los nlolnentos relevantes 
elegidos colno funciones (le la posieiGn y del tiempo. El estado del gas se 
puede describir utilizando l a  funcitin (le distrihucicin, o bien, en forma equi- 
valente todos sus momentos nlacrosctipicos. De la nlismz forma, la evolución 
temporal del estado fuera (le equilibrio se puede  representar por medio de 
la ecuación de Enslcog o hien, en térnlinos (le las ecuaciones de movimiento 
que corresponden a las variables nlacrosecipicas relevantes. En forma  precisa, 
estas ecuaciones de evolucicin  se obtienen a partir de la ecuación (1.13), lo 
que conduce a un conjunto de ecuaciones en tlerivtztlas parciales no-lineales 
acopladas (54-561. 

2.3 L a s  ecuaciones de balance 
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(2.32) 

(2.34) 

1 
2 

iv) Balance del flujo (le calor d~ = - - I~LC~C;~ 

(2.35) 



(2.42) 
q . .  E = - ; J 2  -(L VI2 r l  - c2ci)kjffldr (2.43) 



donde, 

Los momentos cinéticos de orden superior  al segundo que  aparecen  en 
estas expresiones e s t h  clefiniclos por, 

Las ecuaciones de nlovinliento tienen todavía una forma nluy general, sin 
embargo, podemos identificar a F:s y P&, PLi c:o~no las partes cinética y 
potencial del flujo del tensor (le presiones, r.espectivamente. También qc y 
qk,  qg son las partes  cinética y potencial corres1)ondientes a el flujo del  flujo 
de  calor P$, P:j, Pi;, or, Q) y Qi' son los  titrnlinos de  producci6n. Debernos 
notar que Ph, Pt , qi I , qi I 1  son los fIujc.ts colisionales  del tensor (\e presiones y 
del flujo (le calor, que ya henlos tliscutitlo en cd capítulo  anterior. 

Todas las cantitlades ant,eriores, se clenominan " Intepde.57 constitutivas" , 
en virtud (le que attlnliten una represe.nt,ac:ihn en l a  tlescripcibn de 1 :3-momentos, 
ello en términos  de las variables relevantes elegidas y pro\-,ablemente  de sus 
derivadas hasta segundo orden. Para evaluar  estas  cantidades necesitamos 
la función de  distribución  correspondiente, lo que nos conduce a un conjunto 
cerrado  de ecxaciones y linealiztztlo para las varialdes relevantes del sistema. 



(2.52) 

ii) Flujos colisionl-tles  lineizlizatlos y t$rminos (le proclucci6n, 

A . .  - I I  = o  ZJk (2.55) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

:j 1 



(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

En las expresiones anteriores, el superíndice ( )O significa ton~i-tr la parte 
sinlétrica sin traza respecto (le los indices i ,  j ilnicannente.  En los flujos 
colisionales (le segundo orden aparece la viscociclacl  volurn6tric:a  del régimen 
hic1rodin;cilnico; que estA definida c'o1tno [44]: 

En  los términos (le  proclucci6n aparece  la  integral de colisión de esfera dura 
usual A, así como el factor (le volulnen excluíclo: 

(2.66) 

En el alkndice B se dan algunos ejennplos del c:;cilculo de estas  integra- 
les constitutivas, ya  que el tlesarr.ollo algelmico involucraclo necesita de un 
tratamiento tletdl~tclo de las integrales. Notelnos que las colisiones no locali- 
zadas dan origen a contribuciones por  transferencia colisional no solo en los 
flujos, sino tanbién en los tkrrninos (le  proclucciGn. 

En particxlar, la sustitucicin de I s  función de distribución, nos permite 
evaluar  directamente los flujos  colisionizles de nlornento y energía. En efecto, 
sustituyendo f(1'3)(Z, c', t )  en las ec:uwiones (2.14) y (2.18) obtenennos: 

(2.67) 



(2.69) 

(2.70) 
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donde c, = - es la capacicltul  c:dorífic:a del gas (441. Estas expresiones pue- 
den utilizarse directamente para evaluar el flujo total de ínqxtu y energía 
cuando se  t,omen en cuenta las contr.il,uciones completas del tensor  de presio- 
nes y del  flujo  del calor. Como y a  tleulos nlencionado, estas cantidades  tienen 
una parte cinética y otra c:olisional, las c:uales s6lo requieren de f ( I3) (Z,  Z, t )  
para evaluarse colnplettunente. 

Los flujos colisionales se  puetlen evaluar satisfactorianlente, debido a que 
el gas est6 forrnado por esferas duras,  1xActicanmte sin inlportar el régimen 
de vectores de  onda. Estas cmtitlacles estlin restringidas por el hecho de  que 
el kernel colisioml  de Enskog estd clescribiendo al sistema, lo que significa 
que  sabemos los detalles de la c:olisiitn binaria, la seccitjn de clispersión se 
puede calcular  explícitanlente, y por lo t,anto las integrales correspondientes 
admiten un desarrollo colnpleto. 

Noternos que las integrales constitutivas estAn expresadas en términos  de 
las variables relevantes traslaciondes, nlislnas que aparecen en el desarrollo 
polinomid de la función (le tlistribucit5n. El tensor de presiones y el flujo de 
calor  tienen 1111 cardcter funclalncm,al en el In3x)tlo de Grad; obedecen una 
ecuación (le I)alance especifica y e s t h  en la nlisrna categoría  que las variables 
conservadas. 

2.5 Ecuaciones de movimiento  linealizadas 
Para resolver la ecuacih de Erlskog,  es necesario que la función de  distri- 
buci6n f(13)(Z, Z, t )  tenga un comport~~trniento  tenlporal  adecuado.  Esto es 
posible lnediante la construceiOn (le las ecuaciones de movirniento para las 
variables relevantes no-C:onservadas. 

En  el  proc:eclinliento pars obtener las ecuwiones  de balance, nos damos 
cuenta  que el t hn ino  (le arrastre (le la ecuacitin de Enskog, y parte del 
término  cdisional, introducen deriva.tlas espaciales y telrlporales de los Itlo- 
rnentos de  orden  superior. En efecto, nos encontra~nos con una jerarquía  de 
ecuaciones cuyos primeros elelnent,os son las ecuaciones (2.32)-(2.35), en ella 



es necesario incorporar  alguna hilxitesis (le cerradura, la cual en este caso nos 
restringe a una aproxi1rlac:itin de 13-nmnlentos. Esta es la raztin por la cual 
las integrales constitutivds han siclo  c:rtlculacks  con la funcitjn de clistribución 
fl3)(9, C‘, t )  clantlo expresiones restringiclas, en  el número de rrlornentos, que 
se pueden expresar en t6rrninos (le las vdriables relevantes. Para  obtener 
explícitamente las ecuaciones de nlovinliento, sustituirnos las integrales cons- 
titutivas de la ecuaci6n (2.51) en la ec:uac:i(jn (2.64), en las ecuaciones de 
balance generales de las v a r i a l h  relevantes, onlitienck.) productos de los flu- 
jos de  nlasa, inqxtu y energía, t ~ o s  por: u i ,  i$, qp; así, colno tie  graclientes 

de  densidad y tenlperatura -, -. Por l o  tanto, el 1nCtodo (le lnonlentos 
de  Grad nos conduce a un conjunto de ecmciones acoplatlw linealimtlas para 
las variables relevantes: las varialJes c:onservitclas, p, ui, T y las variables no 
conservarlas P$ y qy totlas ellas funciones locales del tiempo. 

Las prinleras conducen a las ec:uac.iones  (le conservxihn: 

¿I@ ¿IT 
aza i)Xi 

(2.71) 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 



Para simplificar las expresiones, he~nos considerado 
tes: 

(2.75) 

as definiciones siguien- 

(2 .77)  

(2.78) 

(2.81) 

Denominaremos a x(v), x ( P )  los factores de correlacitin (le la densidad, 
es proporcional a una viscocitlacl volunlétrica cinerniitiea, a' es el  inverso 

del cuaclratlo (le la velociclatl térnlica,  mientras que rT>] rq son los tiempos  de 
relajacic-jn de Ins variables no-c:onservadas, clue son  tlel orden (le los corres- 
pondientes a gases tliluitlos en el  régilllen  (le  densiclacles  nlocleraclas. 

La característica  principal tlel nl$totlo (le Grad en la aproxinlacicin de 
13-rnornentos consiste en que el tensor de esfuerzos y el  flujo de calor son 
variables funclanlentales con su propia ecuación (le lrlovimiento; ello en con- 
traste con  el esquemt de la hitlroclin~in~ica usual donde ellas se introducen 
por rneclio de ecuaciones constitutivas. Los tielnpos cle relajación asociados 
con estas  cantidades se expresan clirectmlente en términos  de las integrales 
colisionales moleculwes y como  veremos tleternlinan directamente a los  coefi- 
cientes de transporte en un intervalo tmplio de la región (i, u)  finita. En lo 
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que sigue nos referiremos a las ecuaciones (2.71)-(2.75) c:on10 las ecuaciones 
de Grad en 13-nmnlentos. Estas ecuaciones se reducen a las ecurtciones del 
gas diluido en el r4gimen (le h j a s  tlensitlades, donde los flujos colisionales 
tienen  una contribución despreciable y por lo tanto, no se necesita tornar en 
cuenta correlaciones espaciales. 

Las ecuaciones de movinlimta se pueclen separar clirectmlente en los flu- 
jos colisionales rt priuler y segundo orclen, constituyendo una generalizaciGn 
de la tlescripcicin de Navier-Stokes (le la llitlroclindrnica  usual que nos propor- 
ciona un rnedio para tratar el eonll,ortanlierIto del sistema  fuera del régimen 
hidrodintimico, esto es, en la regitin de la hidrodinhica generalizada. 
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Capítulo 3 

Coeficientes de  Transporte Generalizados 

Primer Orden  en los flujos Colisionales 

3.1 Ecuaciones  de movimiento en el espacio (L, u) 
Las ecuaciones de lnovilniento para las variables relevantes tienen  una so- 
lución estacionaria para el estado cle ec~uilibrio ternlodiniinlico, donde el  sis- 
tema se encuentra en reposo y no exist,en procesos (le relajación. En el es- 
quema de los 13-1nornentos que estamos considerantlo, el estado estacionario 
asociado al equilibrio ternlodiniimico corresponcle a las concliciones siguien- 
tes; 

/J = / I O ,  T = T o ,  f= O,  P = p o  1 P.' 23 = o. 
Si ahora tonlalnos a dicho estado (:o1110 referencia y quere~rlos  estudiar las 
fluctuaciones nlrecledor (le 61, o I h n  provoc:amos 111m perturbac:i6n ligera 
de manera que las varia1)les relevantes no se anulen, potlrenlos estudiar el 
conlportarniento de nuestro sistenla utilizando el conjunto (le ecuaciones que 
construimos en el capítulo  anterior linenlizi-inclolas alredetlor de la solución 
correspondiente al estado (le equilihio. 

La fornla linenlizittla (le las ecuac:iones de nwvilniento que solo considera 



flujos colisiordes de primer orden es, 

(3.2) 

(3.3) 

Y 

(3.5) 

Las cantitlatles sin prima estdn evalu:-ttlas en equilibrio, nlientras  que las can- 
ticlades primaclas son las desviaciones que dependen  de la posicibn y del 
tiempo, es decir, son variables locales. Las ecuaciones (3.1)-(3.5) son ecua- 
ciones  1lidroclinAlnicas de las fluctuaciones alrecleclor  del equilibrio termo- 
dinAmico dentro clel esquenla linealizizdo obtenido a partir de la Teoría de 
Enskog. Suponelnos  que las fluctuaciones s o n  (le mlplitucl  pequeña y no son 
capaces de generar inhomob'eneidaztles g ~ w d e s  ah11 cuando pueden describir 
procesos rlipitlos a distancias muy pequefias. 

Las prirrleras ecuaciones (:3.1)-(:3.:3) corresponden a las ecuaciones de con- 
servacirin para las variables p', u;, TI. Las illtilllas ecuaciones (3.4)-(3.5) 
son las ecuaciones (le relajamiento para las variables no conservadas kt', 
q:/. Con el oIljeto cle  estuc1ia.r Ias características (le estas ecuaciones, las 
escribirnos en la forma siguiente: 

(3.7) 



(3.8) 

Recortlerrlos clue 710 es la viscosidad cortante y X0 es l a  contluctivitlad térmica, 
que  por ser cantitlrttles propias del gas cliluitlo,  son intlepentlientes cle la clen- 
sidatl. Si tomalnos  en  cuenta la expresitjn para los t,iempos (le relajamiento 
propios de un gas de esferas duras, o1:)servarnos que se cumplen las relaciones 
siguientes: 

(3.9) 

(3.1 1) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Estas ecuaciones constit,uyen uno de los principales resultaclos del nlétodo 
de Grad, en relacicin  con el colnportalniento hitlrorlinlin1ic:o generalizado del 
gas. Las ec:uaciones del flujo de c d o r  y del tensor de presiones son ecuaciones 
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(3.18) 

y para la parte transversal (le las ecuaciones (le conservación 
", I; 

-iwp.í&, + X ( 2 ) Q t  . ( i k j P i j )  = o. (3.19) 

En cuanto a la parte longitudinal (le las ecuaciones de relajamiento  tenemos: 

(3.21) 
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(3.23) 

notemos que todas las variables relevantes con tilde c:orrespontlen a trans- 
formaciones de Fourier siendo funciones del vector (le oncla : y 18 frecuencia 

De esta forma las ecuaciones de nlovimiento constituyen un sistema  al- 
gebraico acoplado para las variallles relevantes. Esto nos perlnite  obtener 
inforrrlacih sobre las relaciones constitutivas  que se requieren en la cerra- 
dura de  las ecuaciones de balance. 

W .  

3.2 Ecuaciones  constitutivas  generalizadas 
Para  obtener una tlesc:ripci6n  hiclrotliniimica tlel gas denso en el espacio de 
variables conservadas p, ( i i i ,  T ,  nec:esitamos resolver las ec:uaciones de rnovi- 

miento del tensor (le presiones Pij y del flujo del calor Gr. Este proceclirniento 
consiste en desacoplar las ecuaciones (3.20)-(3.2:3) en la forma  de ecuaciones 
constitutivas  generalizadas, que podelnos expresar como: 

: Ií 

(3.24) 

: Ií + 

Qt( ik jPi j )  = 71711vfi(k, W ) k % i , .  (3.26) 

AI expresar las ecuaciones de relajanlient~o de esta manera, podenlos iclentifi- 
car clirectanlente a los "coeficientm de transporte genemlizados" , que toman 
en  cuenta la respuesta no-local y no instttnthea tlel sistema.  Estos coefi- 
cientes tienen una dependencia  explícita en el vector (le onda y la frecuencia. 
El superíndice (Ií) nos indica que estas ecuaciones solamente  incorporan el 
transporte cinético de los  flujos. De hecho este  conjunto (le ecuaciones define 
sólo la contrihucitin cin6tica de los coeficientes cle transporte generalizados 
y es importante  notar que las e(:uwiones constitutims nos dicen (:o1110 es el 
comportanliento de los flujos cinkticos cuanclo se tiene inhotnogeneitlad en la 
temperatura, o bien fluctuaciones en la velocitlacl  11iclrodin:imica. 

La contril-~ucicjn completa al tensor de presiones requiere incorporar los 
flujos colisiorlales en las expresiones anteriores. En la aptoximaci6n a primer 
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(3.27) 

Estas ecuaciones representan un  resultado nluy inlportante (le nuestro tra- 
tamiento. De hecho  nos estAn diciendo que la trasferenciit por colisiones es 
proporcional a la transferencia  cinética. Dicho (le otra for~na, la transferen- 
cia por colisicin  no es inclepencliente y por l o  tantjo  hasta con tomar a las 
partes cinkticas del tensor de presiones y del flujo de calor para  obtener una 
descripción coInpleta de los flujos totales. De manera que con ayutla de estas 
expresiones poclenlos escrihir las ecui-lciones (:3.20)-(:3.~3) conlo: 

(3.29) 

(3.30) 

Estas expresiones representan el f lu jo  total de ímpetu y energía en gases de 
Enskog para la regi6n (le vectores (le onda y frecuencia finitos. 

Ahora nos interesa encontrar LIS ecuaciones constitutivss que correspon- 
den a los  flujos totales, mismos que se enc:uentran cuando se clesacoplan los 
componentes longitudinal y transversal del tensor (le presiones y del flujo de 
calor, para ex1)resar las ecmciones (le relajatlniento  en la forma de ecuaciones 
constitutivas  generalizadas que tengan l a  estructura de las ecuaciones (3.24)- 
(3.26) éstas illtimas se sustituyen en las ecultciones (:3.29)-(3.30) para  obtener 
que, 

iki@itotal = A(& u)k2T - r ( ,C,u)k2( , ik iGi) ,  (3.31) 



Este  conjunto (le ecuaciones define a los coeficientes generalizados en  el espa- 
cio  (le vectores (le onda y frcxuencia, cada coeficiente representa la respuesta 
del sistema  ante las perturbaciones c:ausatlas en 61. 

Corno ya he~nos visto, insistinlos en que es necesario  consiclerar  el flujo 
completo  de  ímpetu y energía, los cuales contienen una contrihución por 
movimiento molecular, y otra por transferencia colisional. De hecho, esta 
consideración se debe hacer para cualquier sisterna de alta clensiclad ya sea 
que se trate de gases densos o líquidos [ 1,6]. Esta situacirjn la hemos  hecho 
explícita en la construcción de las relaciones constitutivas  generalizadas  ante- 
riores, cloncle tlefinilnos  coeficient,es (le transporte generalizaclos en tkrminos 
del tensor (le presiones total y del flujo (le calor total. 

Para  encontrar las expresiones explícitas de los  coeficientes  (le transporte 
generalizados, se efectilan los prtsos algelmicos serlalados antes y ohtenetnos: 
la concluctiviclacl térnlica  generalizada 

- 4 u() 8 k ~ T  rprqk2 
- --- { 1 - iW7-/, + - X (3 .35)  :3 71711 X 157n ( I  - iwrq) 

la parte transversal  de la viscosiclatl cortante  generalizada 
vt($,w) = x'"v~(L,w) = 

4 3  

(3.37) 
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Este ÚItinlo  coeficiente generalizatlo representa un efecto cruzado  entre las 
partes longituclinales del terlsor (le presiones y el flujo (le calor, el cual satis- 
face una clase de  simetría se~nejante a la que se encuentra en gases diluidos. 

Estas expresiones de los coeficientes de transporte tienen  algunos lítnites 
interesantes, por ejemplo, en el r6gilnen tliluido (le bajas clensitlacles, 71a3 --f O 
las correlaciones espaciales x, x(u) ,  . . . tiencien a la unidad (le t u l  forn~a que los 
coeficientes generalizados adquieren una estructura conocitlit. Si regresamos 
a las ecuaciones conlpletas (:3.:34)-(:3.:37) vemos que en el límite hitlrotlin8tnico 
usual de bajas frecuencias y longiturles (le oncla larga, 1L1 -+ O ,  w -+ O, 10s 

coeficientes generalizados se reclucen a: 

(3.38) 

(3 .:3 9) 

(3.40) 

(3.41) 

Debemos notar que en el lílnite hitlrodinBnlico  rec:upera111os, como caso 
particular, los coeficientes de transporte usuales que se obtienen  mediante el 
método [le Cllitpn1an-Enskog [44]. Notemos tmlllién el coeficiente cruzado de 
tennostricci6n  tiene un límite diferente de cero, lo cual implica que los efectos 
de las inhomogeneitlades en la temperatura afecta al tensor viscoso y a su vez, 
la rapidez  de deformación ~nedida  por ikiui  también  tienen un  efecto sobre el 
flujo de calor. Estos efectos son poco usuales tlehido a que cwmclo estamos 
interesados en rneclir un coeficiente  de transporte gerleralnlente se procura 
que  éste sea el ilnico efecto presente. Por e jenqh,  cuando se estudia a la 
conductivitlatl  térmica se evita el flujo de fluiclo e  inversamente,  cuando se 
quiere ver el efecto del flujo se pone en condiciones (le tenlperatura  constante, 
evitando con ello las correcciones  produciclas por los términos  que involucran 
efectos cruz' 'U 1 os. 

Finalment,e, n1encionrzr'enu que l a  estrwt,ura de los coeficieIltes genera- 
lizados al ser nluy  parecicla a los coeficientes  (le gases tliluitlos, nos permite 
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hacer discusiones andlogas (:on respecto a las ~rloclificaciones que tienen al 
variar los pardmetros  característicos. En particular, es necesario enfatizar la 
importancia de los tiempos de relajaci6n, los cuales definen etapas diferentes 
de evolución y determinan el conqlortalniento con respecto a los vectores de 
onda y frecuencias. 

Los coeficientes generalizados muestran  algunas diferencias importantes 
con respecto al caso diluido l)rincil,;~ln~erIte  porque la clensiclttd es muy  im- 
portante en esta descripcicin,  introtlucienclo algunos factores clue definen las 
correlaciones espaciales. A hora bien,  estamos interesados en describir la de- 
pendencia (le los coeficientes de transporte con la clensic-lad, para ver el cambio 
cualitativo que tienen en la regitjn de (k,w)-finito. Esta clependencia se en- 
cuentra en las ecuaciones (3.:34)-(:3.;37) a través cle las funciones x. En la 
literatura no existe un acuerclo general en cuanto al intervalo de densiclades 
para las cuales es vdlicla la Ecmcitjn cle Enslag [:30]. Para nosotros serti de 
interés considerar el réginnen  diluiclo y lnoder~~tclanlente denso. Es costumbre 
en la literatura expresar el intervalo de densitlades en thn inos  de la  llarnada 
densidad reclucicla So = pb, clonde se 1 1 a  t~onlaclo colno referencia la densidad 
correspondiente al caso del e~npaqllettt~~~iento rnlixinlo.  En térnlinos de esta 
densiclad re(1uc:ida el régimen c l i l u i t l o  colxspontle a So 5 0.1 y un caso tipico 
de gases inocleraclamente clensos est& IocaIizaclo en S, N 0.2, de  manera  que 
éste  ser& el intervalo que vanlos a consiclerar. 

-t 

Algunos rasgos generales del corr1l)ortalrliento de los coeficientes de trans- 
porte generalizados son: 

Considerando  su variación con respecto a1 vector de onda a frecuencia 
cero observarnos de las figuras 3.1-3.6 que, en general, tlescientlen suavemente 
con el aunlento (le h; = ka, en fornliz similar a l  (:aso del gas diluido (38,391. 
Los coeficientes (le transporte que rec:uperaIuos en el lítnite de epequeña 
toman valores cada vez mayores (:on el aumento de la densiclad; en mayor 
proporción aunlenta la concluctivitliztl tkrmica, luego el  coeficiente cruzado y 
mucho menos las viscosidatles. 

En estas curvas el coeficiente cruzado se encuentra  entre la concluctividad 
térmica  por  arriba y la viscosidad longitudinal  por abajo. Esta cualidad se 
mantiene en toda la región (le vectores de onda  independientemente  de la den- 
sidad. Las curvas nunca se cruzan  nlmtenientlo  sus posiciones relativas desde 
el régimen hiclrc>tlindnlit:o. La viscosidad transversal  generalizada desciende 
1118s despacio que los otros coeficientes para vectores (le onda pequeños, httsta 

". . . . .- . . . "" 



1.4 

1.2 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

O 

Generalized Transport Coefflclents 

__ ". - 

Reduced  Densltv = 0 .125 

Thermal Conductlvltv 

Thermostrlctlon Coefficient 

Transversal  VIscosltY 

I I I I - 
O 1 2 3 4 5 6 7 

Figure 1: Coeficientes de transporte generalizados comcj funciones (le kn a 
diferentes clensiclatles. La linea stilida representa la conductivitlatl térmica y 
la línea con  cuaclros  es el coeficient,e cruzado. Las lineas a trazos y punteada 
representm las viscosiclacles transversal y longi t,utlinal respect,ivalnente a una 
densidad retlwida de O. 125. 
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Figure 2: Coeficientes de t,ransport,e generalizaclos c:omo funciones (le kn a la 
densidad  reducida  de O. 144. 
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Figure 3: Coeficientes de transporte generalizados como funciones de kn a la 
densidad reducicla de 0.1200. 

que a un determinado valor (le K, ,  intersecta  primero a la curva del coeficiente 
cruzado  y luego a la conductiviclatl t6rmica  de tal 1nanera que en la región 
IE 2 K , ~ ~ ~ ~ ~  se mantiene ligeralnent,e por  encima  de los  dermis coeficientes 
generalizados. Insistimos en que estas  características generales se cumplen 
para  todas las densidades que estarnos considerando, incluyendo algunas del 
régimen diluido y otras a densiclades lnoderadas,  tales como So - 0.075 y 
60 - 0.144 respectivamente. Otra  característica  importante de los  coeficien- 
tes generalizados es que conforme aumenta la densidad las curvas se hacen 
más planas,  de tal Inanera que para descender a un porcentaje  determinado 
de su valor inicial se necesita cubrir un  intervalo cada vez mayor de vectores 
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de  onda. 
Comparando el comporta.tlniento de los coeficientes generalizados con los 

resultados (le clin;-inlica lnoleculw 1321, olxervamos que p a r a  vnlores pequeños 
del vector de onda, digamos h; 5 1.2, la viscosidad transversal es ligerarncnte 
mayor a la correspondiente  viscosid¿d (le Din¿ilnic:a il/Ioleculttr,  los resulta- 
dos estrin en buen acuerdo (:o11 este intervalo que contiene al régimen hi- 
drodinrimico. Por otro lado para 6 2 1.2 los puntos Dinrilnica Molecular 
sugieren un punto de cruce un poco tlespu6s de K N 1,  queclando sus re- 
sultados,  para vectores de onda mayores, un poco por  encima  de la curva 
correspondiente. Una  correccitjn a esta tendencia  de pern~anecer las curvas 
a una  cierta  altura  para valores del vector de onda relativamente  grandes 
la hemos encontrado  dentro de nuestro modelo cinético incorporando  en la 
descripcirjn a los flujos colisionales (le orden superior. Ailn así, creemos que 
la discrepancia en los resultados se debe a que en tlindnlica nlolecular no se 
pueden separar  atlecuatlanmke los efectos cruzados y éstos pueden  quedar 
incluidos c:o~no contribuciones esconclitlas  en  los  coeficientes  (le transporte 
usuales. El hecho de que las C ~ I ~ V L I S  sean planas,  para K-pequeñas con un 
hotnbro pronunciado  en ésta regirjn sugiere la transicihn  suave del régimen 
hidrodinrinlico al régimen cin6tico. 

Ahora consideremos el conlljortalllient,o de la parte real de los coeficientes 
generalizados con respecto a la frecuencia, a vector de onda cero, y a una 
clensiclatl rnoderaclalnente elevada, 60 = 0.144. En este caso los coeficientes 
tienen valores consicleral~lelllente intis grantles que los del gas cliluiclo en el 
régimen hit1rotlin;imico y sobre toclo  el intervulo (le frecuencias considerado. 

Es importante señalar que el tlescenso porcentual de los mdxinlos se 1lev;z 
a cabo a frecuencias solo ligeranlente mds grandes que las corresponclientes 
al gas diluido. Esto  parece indicar que el (lescenso de los coeficientes genera- 
lizados respecto a la frecuencia en un gas clenso  no  es  muy diferente que en 
gases diluitlos [38,39]. 

Especificanlente el corrimiento de la frecuencia, respecto del gas  diluido, 
para la cual los coeficientes  generrtlizatlos  se han reducido a una  décima parte 
de su valor inicial es de un  IS%, 19% y 14% hacia valores mayores de la fre- 
cuencia para la concluctivitlacl t6rmica, el coeficiente c:ruzado, y la viscosidad 
respectivalnente. Las viscosiclntles longitudinal y transversal, así como la 
conductiviclacl t h l i c a  tienen un collll)Ortallliellto de descenso suave al au- 
mentar la frecuencia. El coeficientje c:ruzatlo (lesciende  muy  rripido pasando a 
tomar valores negativos en LJT,, - 1 hasta  alcanzar un Ininilno en wrp - 1.5, 
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Figure 4: Comparación con  los cálculos de dinámica molecular. La linea 
punteada corresponde a la conductividad térmica  normalizada,  mientras  que 
las estrellas los cálculos de dintimica. molecular. La línea sólida  es la visco- 
sidad  longitudinal  mientras que los cuadros son los resultados de  dinámica 
molecular. Los coeficientes generalizados son función  del vector de onda. 
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Real part o f  generalized coefflclents. 
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Figure 5: Parte real de  los  coeficientes  de transporte generalizados como 
funciones de la frecuencia  adimensional W T ~ .  La línea sólida  representa la 
conductividad  térmica y la punteada  al coeficiente cruzado. La línea a trazos 
corresponde a las viscosidades longitudinal y transversal. 
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Figure 6: Parte imaginaria de los coeficientes generalizados como funciones 
de wrp. La línea  sólida es  la conductividad  térmica y la línea punteada 
al coeficiente cruzado. La línea a trazos  representa tanto a la viscosidad 
longitudinal como transversal. 
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para despuks ascender asiIlt,tit,iC:~~-tl-tllent,e al eje de l a s  t-tlwuencias. 
El comportaIlliento gencral t l c  l a  Ixlrte iIn¿ginrtria de los coeficientes  ge- 

neralizados con respecto a la frecwncia  wtntiene los rasgos generales de las 
curvas del gas diluido. Al  aumentar l a  clensiclacl cle los  coeficientes generali- 
zados tornan valores ligeralnente 1nAs grandes con respecto a l  gas diluido sin 
cambiar esencialmente la forma (le las curvas. Esto sugiere que en la región 
de altas frecuencias, los procesos (le relajxi6n son los  rnisnlos para ambos sis- 
tetnas, en el sentido que los procesos Inoleculares (le transporte no cambian, 
pero en densitlades elevaclas las colisiones son 1x16s frecuentes. También en 
este caso ocurre un  corrilniento en el tlescenso porcentual (le los  coeficientes 
generalizados hacia valores un poco Illayores  en la frecuencia con respecto 
al gas cliluido. La frecuencia en l a  c:u;tl el mixinlo del coeficiente cruzado 
se reduce a una clécitna parte es wrp - 2.9, mientras que en el gas diluido 
sucede a W T ~  - 2.6. Para la viscosidad cortante y longituclinal el corrimiento 
en la frecuencia necesario para  que el mixinlo bajo a un 50% es wrp N 4.67 
que para el diluido wrp - 4.0. Finalmente para la concluctivitlacl térmica 
wrp - 5.5 es  el  valor al cual su mdxilno se reduce en un :%X% en comparación 
con  el gas diluirlo, esto sucede a wr,, - 4.7. Corno potlenlos ver las frecuencias 
se recorren en un la%, 17% y 18% solamente para el coeficiente cruzado, la 
viscosidad y la contluctiviclatl tkrlnica r~sl,ectivi-tlllente. 

Todos los weficentes estdn normtlimtlos con respecto a sus valores en el 
régimen hiclroclinAnlico del gas diluitlo. Cada figura corresponde a 1111 valor 
diferente en la densiclad reducida,  todas ellas dentro del intervalo  de validez 
de la ecuacidn de Enskog. 

El andisis  anterior del conl1,orttzlIlieIIto (le los  coeficientes de  t,ransporte 
generalizados nos permite c:onoc:er las diferencias porcentuales  que  surgen 
en los procesos (le transporte con  el aunlento  de la densiclad.  En efecto, 
conociendo el conlportanliento de las curvas al variar el vector de onda o 
la frecuencia, es posible hacer una cornparacitin (:on los coeficientes gene- 
ralizados en gases cliluiclos,  (le tal manera que las diferencias porcentuales 
corresponclientes son las c-:ont,l.il->uciorles por trmsferencia colisioni-tl. 



Capítulo 4 

Coeficientes de  Transporte Generalizados 

Segundo Orden en los Flujos Colisionales 

En el capítulo  anterior hemos calculatlo un conjunto de relaciones consti- 
tutivas generalizadas donde los coeficientes de transporte usuales ahora son 
funciones del vector (le onda y la frecuencia. Estas relaciones contienen a 
las ecuaciones constitutivas usuales del  r6giInen  1litlrotlinlinlic:o  coltlo caso 
particular en el lilnite ( k  + O ,  w + O). En este  sentido,  resalta el hecho 
de que no he~nos obtenido un coeficiente  del tipo viscosicld volun1Ctrica  ge- 
neralizada, el cual aparece en una clescripcitjn usual de la hitlroc-lin&Inica. 
Este coeficiente es del orden de la densiclad al cuaclraclo, y para obtenerlo 
es necesario extender el ~notlelo cin&ico completo hasta segundo  orden  en 
los flujos colisionales [44,45,64]. Este procedimiento incorpora correcciones 
pequeñas a los  coeficientes generalizados (le la sección anterior, lo cud  se 
manifiesta con uayor  inqmtancia  pars valores grandes del vector de onda y 
la frecuencia; sin enhargo, en la parte diagonal del tensor cle presiones nos 
conduce a un coeficiente cle viscosiclacl volunktrica generalizado el cual tiene 
el  colnportalniento bien conocido en el rkginlen hidrodinrimico. 

4.1 Ecuaciones  de movimiento en el espacio ( i , w )  

Las ecuaciones (le rnovinliento linealiz&s para las vtzriables  no canservaclas, 
tal como la parte cinética (le1 tensor (le presiones F[ y el  flujo  (le calor q: en 
la aproxinlacicin a segundo orden en los  flujos cdisionttles,  tienen  una solucicin 
en el estado de equilibrio terlllotlin;rillliC:o, donde el sistema se encuentra en 
reposo y no hay procesos de relajanliento nlacroscSpicos. Las ecuaciones de 
evolucicin para perturbaciones pequefins de las vt-triables relevantes alrededor 
del estado de eyuili1,rio son; 
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Y 

Estas ecuaciones se obtienen a pzrtir de (2.71)-(2.75); las primeras correspon- 
den a las vl-triables  conservcttlas, lnientras que las illtimtts son las ecuaciones de 
relajamiento para las fluctuaciones del tensor de presiones y del flujo de calor. 
Los coeficientes que aparecen  aquí, esttin definidos en las ecuaciones (2.76)- 
(2.81), mientras  que las variables sin prinla estiin evaluadas en el estado 
de equilibrio termodiniiu1ico por lo C : U A ~  son cantidades  constantes. Como 
podernos observar,  estas ecuaciones contienen térnlinos a segundo orden en 
los gratlientes  de los flujos colisic.)nales y todos ellos se caracterizan por la 
presencia (le la “~isco.sidaCl volu~nkt7icu” del régimen hitlrocliniinlico 144,451. 
Las ecuaciones (le evolucibn (le las variables no-conservadas, es decir, las 
ecuaciones de relajanliento (4.4) y (4.5), dan origen a los  coeficientes de 
transporte generalizados [:38,:39]. 
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Estas ecuaciones son una extensicin (le las ecuaciones (3.6) y (3.7) de la 
aproximacicin a primer  orden,  en la cual 6 0  = O. 

Para obtener coeficientes de transporte generalizados, podemos  proceder 
en  forma  similar al caso anterior. En efecto, vamos a tomar la transformada 
de Fourier de las ecuaciones (4.6) y (4.7) y sus  proyecciones, longituclinales 
y transversales con respecto a la clirecci6n del vector de onda. Con ayuda de 
los operadores (le proyeccit5n  tlefinitlos anteriormente obtenemos: 

para la componente longittudinal cle la velocidad, y 



I\, 

(4.12) 

(4.13) 

'I 

,l. 
(4.14) 
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Todas estas ecuaciones se reducen a las ecuctciones (3.1Ci)-(3.23) cuando des- 
preciamos los  tkrnninos  (le segundo orden  en los flujos colisionales, los cuales 
estiin caracterizados  por la presencia de la viscosiclacl  volumc:tJrica usual. Las 
variables de relajación cont'ienen contribuciones inlportantes  que provienen 
de sus inhomogeneiclades, así co1nlo los graclientes (le segundo orden de las 
variables conservadas. Una (le las principales consecuencias (le ctste hecho es 
la obtencicin (le ecuaciones constitutiv8s para los flujos de ímpctu y energía 
los cuales estdn tl¿-ttlos a segundo orden en la t1ensid;ttl. 

En las ecwciones (4.8)-(4.15) los coeficientes son constantes y correspon- 
den a sus valores de eyuililxio, las variables con tilde son las transformadas 
de Fourier de las canticlacles  (:orresl)ontlierlt,es en el espacio real,  por lo tanto, 
son funciones del vector de onda y 18 frecuencia. Las ecuaciones de rela- 
jamiento estiin escritas en tal forma que sus componentes longitudinales y 
transversales  quedan separaclas y son extensiones, a segundo orden en la 
densidad de las ecuaciones (2.16)-(2.2:3). Igual que en el caso anterior  estas 
ecuaciones son el punto (le pttrtitla p:tra encontrar coeficientes (le transporte 
generalizados. 

4.2 Ecuaciones const it utivas generalizadas 

Corno ya hemos visto, las ecuaciones de relajarniento se pueden expresar en 
la forma (le relaciones constit,utivas generalizaclas. Para esto desacoplarnos 
las ecuaciones algebraicas (4.12)-(4.15) en' fmna inclependiente, expresando 
el tensor (le presiones y el flujo (le calor (parte cinética) en t6rnlinos (le  los 
gradient,es (le las variables conservtttlas elegidas. Este procedinniento  es m$s 

(4.16) 

(4.18) 

Al expresar las ecuaciones (le relajalniento de esta nnanera pode~nos iclen- 
tificar clirectaulente a los c:oeficientes de transporte generalizaclos. El su- 
perindice (") es estos coeficient,es  nos indica clue solannente estatnnos totnanclo 
en cuenta la contrihucicin  cin6tic.u (le los flujos. 
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r;(C, u) = rta(C,u) + rFfi(i, U), (4.20) 

rF(C, u) = r&&, U )  + r&(& w), (4.22) 

+ 
7b771Vf ( k ,  u) = 71711v& (E, u) + 71mv,,l, h' ( k ,  u), (4.21) 

,,,,,v;(C, u) = 7r/rw&(k, u) + 7177Lv;j(C, u). (4.23) 
+ 

En general, las componentes (0) son generalizaciones (le las expresiones que 
se obtienen a primer  orden, las cuales poclenlos recuperar  en el límite  apro- 
piado. Las componentes (p)  son  c:orrecciones peyueiías al tirlnino dominante 
que es de primer orden en la tlensiclacl, &o para vectores de onda y frecuen- 
cias cercanas al régimen hiclroclirl6nlict,, y todas ellas estlin caracterizadas 
por la presencia (le la viscosiclad volulnktrica usual. Lo anterior nos indica 
que los  c!oeficientes de transporte tienen una influencia mayor en  el régimen 
hiclrodin6mico y que prActic:alnente su comportanliento en la regicin finita (le 
(Z, u) est6 regiclo por flujos colisionales a prinler  orden. 

Para expresar los coeficientes de transporte generalizados, en forma com- 
pacta, introducinlos la clefinicitin, 

A" (i, u)  = (1 - ZWT,., + it'orqk2) + - i 8kBT ( 3 )  rPr-- k2 
ff,ad 15111 X (1 - iwq,  + ;it'OT&2) 

(4.24) 
la cual es una  funci6n de ( k ,  u) que aljarece al resolver el conjunto  de ecua- 
ciones de  relajacitin, ecs.(4.12)-(4.15), de doncle; 

-+ 
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(4.28) 

Tanlhién podenlos definir 

Haciendo 

(4.34) 
se obtiene, 

(4.35) 

Y 

Las relaciones constitutivas compIet,as, involucran las contribuciones ciné- 
ticas y colisiorules de los flujos. En el, nloclelo cin6tico que tlesarrollarnos en 
el capítulo 2 y que nos cmtlujo a las ecuaciones (le movimiento (4.1)-(4.5) al 
resolver la ecuaci6n de Enskog por uletlio  del  nlétoclo de momentos de Grad, 
hemos  tonlaclo en cuenta un  clesarrollo del término colisiorli-ll hasta segundo 
orden en el rlillnletro molecular, l o  que concluce a g-ratlientes (le los flujos coli- 
sionales en la misma aproximatcidn. Por tal Illotivo, y por razones de consis- 
tencia, las relaciones constitutivas c1t:ben contener flujos colisonales de orden 



superior. Las ecuaciones (2.15) y (2.19) se pueden esc:ril)ir explícitatnente, 
considerando la aproxirnacitin a segunrlo orden (le los flujos colisionales en la 
representacirjn a 1;3-tno~lentos, en la forma siguiente: 

Y 

total 
(4.38) 

( 3 )  -li - G' &,' 1 ; 1; 

= X 'li " Iki? - +o(iki, Paj). 2 
En estas expresiones henlos  toÍliaclo en cuenta los resultatlos de las ecua- 

ciones (2.67)-(2.70) para los fiujos colisiomles de  primer y segundo  orden  en la 
densiclacl. Mediante una sustitucicin directa (le estas  ecwciones en la relación 
formal (2.15) y (2.19) para el tensor de presiones total y el flujo de calor total 
obtenemos las relaciones entre fiujos, ecuaciones (4.37)-(4.38),  que tornan en 
cuenta la contribución con1l)lelnentari~~ de la transferencia c,olisional. Corno 
ya hemos mencionado, el nlecanisnlo (le transporte donlinante clepende de la 
densidad específica a la que se encuent,ra el gas de Enskog. Sin ernbargo, c:ua- 
litativamente podemos decir que A hajas clensiclades la contribucidn  cinética 
es clonlinante, a densidades moderadas las dos contribuciones son del mismo 
orden (le nlagnitucl, y a clensicl&s elevdas las contribuciones colisionales 
determinan el transporte. Finalmente, calx nlencionar que las ecuaciones 
(4.37)-(4.38) son  vlilitlas en la regicin de vectores de  onda y frecuencias finita. 
Las relaciolws constitutiva completas se obtienen utilizando los operadores 
de proyeccitjn longitudinal y transversal en las ecuaciones (4.:37) y (4.38), 
luego sustituyendo los flujos cinéticos de las ec:uac:iones (4.16)-(4.18) y re- 
agrupando los términos (le acuerdo con las diferentes variahles conservadas, 
obtenemos,  primero, la relacihn constitutiva del  flujo de calor longitudinal 
total: 

(4.39) 
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donde la concluctiviclacl térlnica gerleralizacla, se puecle expresar co~no: 

(4.40) 
con, 

(4.41) 

y el coeficiente  cruzaclo r, se obtiene c:o~no: 

(4.43) 

En segundo lugar, la relxitin  constitutiva  para la parte longitudinal del 
tensor cle presiones total esta t lac la  por, 

(4.44) 

donde la viscosidad cortante  longitudinal  generalizada es, 

con, 



el coeficiente cruzaclo r2 se escrilx conlo: 
r2(&4 = 

donde, 

(4.48) 

Por illtin~o, la relacitin constitutiva del tensor (le presiones transversal 
total, 

donde la viscosiclad cort,ante  transversal  generalizada, esta tlacla por: 

(4.49) 

(4 .SO) 

Y7 

Las ecuaciones (4.30), (4.44) y (4.49) son l a s  relaciones  const,itutivizs para la 
componente  longitudinal y transversal del tensor (le presiones y del flujo de 
calor, las cuales involucmn it los flujos colisionales de orden  superior. Las 
inhomogeneiclacles espaciales apar.e?ccn c:o1no t6rnlinos nuevos que son propor- 
cionales al cuaclrado del vector de oncla. El primer surnanclo de los CTG es 
el término  dominante  para vectores de onda y frecuencias cerca del régimen 



hidrocliniinlico para todo valor de l~ tlcnsiclatl, nlientras que para vectores 
de onda y frecuencias elevacltts,  el segundo su~rlantlo tiende a una constante 
respecto a (IC, w)  que depencle  (le la tlensiclad. Esto hace que los  coeficien- 
tes de transporte no descientbn a cero completarnente, nlanteniénclose a una 
cierta  altura sobre el eje horizontal c m  el aumento del vector (le onda o la 
frecuencia. Como hernos visto en el c:apítulo anterior,  este  conqxrtamiento es 
característico  de los resultados de diniimica molecular [32j. La presencia de 
la viscosidad volurnétrica usual en  el segundo sumando de los coeficientes ge- 
neralizados, lo hace en general dos cjrtlenes de nlagnitutl mtis pequefio que el 
primer sumando, el cual pm- cierto cont,iene contribuciones de orden superior 
en las inhomogeneitlades espaciales, C:C)IIW y a  henlos lnencionado,  caracteriza- 
das por los t h l i n o s  que contienen potencias cuaclriiticas del vector (le onda 
y que se reducen a los  resultaclos obtenidos  en el capítulo  anterior. Estos 
últimos contienen los rasgos principales del comportamiento  de los CTG res- 
pecto del vector de onda y la frecuencia cerca del  rkgimen hidroclinhico y 
es el que se reduce a los corresponclient,es  coeficicntes generalizados del gas 
diluido en el limite de bajas tlensiclatles (38,3393. Con la tliscusicin anterior 
querernos resalta el hecho de que los coeficientes generalizados, aún cuando 
son funciones cotnplicaclas del vector de onda y la frecxencia, en realidad 
solamente contienen pequefirts correciones en relacicin a los coeficientes que 
solo incluyen flujos colisionales (le primer orden. 

En el lílnite hitlroclinb1nic:o de longitud (le onda larga y bajas frecuencias; 
3 O, w -+ O, los  coeficientes de transporte generalizaclos  se retlucen a: 

(4.52) 
I .  u-to A. 

Y 
(4.54) 

En este  límite  recuperamos los  coeficientes  (le transporte usuales que se 
obtienen nlecliante el método de Chaprnan-Enskog cuando se incluyen flujos 
colision2-tles de orclen superior [44-451. También el coeficiente de  termos- 
tricción tiene una correcci6n adicional y sigue siendo diferente  de cero como 



en el caso de primer  orden. Aquí t,mlbién, hemos resuelto las ecuaciones de 
rnovilniento para las variables no-conservadas, expresl-lndo el ftujo de calor y 
el tensor de presiones (parte sinlétrica s/traza) en térlninos de los gradientes 
de las variables conservaclu. Este procedimiento nos condujo a las relacio- 
nes constitutivas generalizaclas y a la forlna explícita de los  coeficientes de 
transporte generalizados. 

El comportamiento de los coeficientes generalizados con respecto al vec- 
tor de onda y la frecuencia est6 deterrninatlo por los tiempos  de  relajación 
asociados a los  flujos  del gas. Estos tiernpos regulan el comportalniento hi- 
drodindmico generalizado del sist.ema, mostri-tnclo  con10 se  lleva a cabo la 
diniirnica del gas en el régimen cin6tic:o de vectores de onda y frecuencias 
finito, y perlnitiendo  obtener expresiones explícitas (le los  flujos colisionales 
en términos (le las integrales de colisitjn m)lecular, sin necesidad de incluir 
ningiln pardnletro  ajeno al nlotlelo  cin6tic.o. 

4.3 Viscosidad Volumétrica generalizada 
En  el réginlen lliclrodinrirnico  se  o1,tiene u n  coeficiente de viscosidad vo- 
lumétrica,  cuando se incluyen en la t1esc:ripcitjn  flujos  colisiones de orden 
superior 144,451. Est,e coeficiente es de origen purizrnente colisional, pre- 
sentlinc-lose en sistelnas (le alta tlensicl;tcl,  clorlcle los efectos de volumen ex- 
cluido se manifiestan c:o111o una resistencia del fluido a compresiones o ex- 
pansiones [64-66]. El  n1i:todo de lnolnentos de Grad itplicaclo a la ecuación 
usual de Enskog, proporciona  este coeficiente de transporte c:orno funci6n del 
vector  de  onda y la frecuencia 11lA.s all6 del régimen hidrodiniimico, razón por 
la cual lo denominarernos viscosidad volum6trica generalizada [67-701. 

Como ya hernos visto, el flujo cornpleto de cantidad  de movimiento se 
puede  expresar  en  términos de clos contribuciones a1 tensor  de presiones: 
flujos cinéticos y flujos colisionales. El tensor  de presiones se puede escribir 
formaln1ent,e ~01x10: 

Esta expresidn se obtiene  separando la parte siln4trica sin traza y la compo- 
nente  diagonal de la ecuacicin (2.15). La viscosidad volurnétrica solamente se 



obtiene cuanclo consideramos flujos de ínlpetu  ~nolecul¿u a scgntlo orden en 
la transferencia colisional, y se encuentra  asociada con l a  relacitjn constitutiva 
de la parte diagonal del tensor de presiones; 

(4.56) 

Esta expresión se obtiene procediendo por analogía con gascs diluidos, donde 
se relaciona la traza del tensor de esfuerzos  con una canticlad intensiva, la 
cual se puede descomponer en dos contrilmciones: 

a) Una  relacionl-ttla  con  la  presitin  terlnodinlinlic:1-t local, corresponcliente a 
la parte no-disipativa, ro. 

b) Otra relatcionttda  con Itt parte disipativa del tensor de presiones, r{i. 

Utilizando la función de distribucitin ecuación (2.31) podenlos evaluar los 
flujos colisionales, para  obtener las ecuaciones (2.67) y (2.68), de las cuales 
al tornar la traza obtenemos, 

1 -c:.(z, 3 t )  = ?@, t)kBT(?, t ) y j p .  (4.58) 

7 1 P,, I I -  (z , t )  = -G (sui -(x, - t )  ) - - Ga! ( - aq; ( z, t )  ) . (4.59) 
3 ¿ h a  lop dlci 

donde los pardmetros que aparecen  tienen el lnislno significado que en el 
Capítulo 3. En particular G es la viscositlacl volumétrica usual del régimen 
hidrodiniinlico. 

Sustituyendo las ecuaciones (4.57)-(4.59) en la ecuación (4.56) se itlenti- 
ficarh, 

To(?, t )  = (1 + xbp)n(5, t)kBT(?, t ) ,  (4.60) 

como la presión, que ahora contiene l a  contribución del primer  término coli- 
sional,  dando  lugar a las correc:ciones (le la ecuación (le estado de gas ideal y 
que  tienen  su origen en el conll,ortallliento del gas denso. 
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Por otra  parte, la parte clisi1);ttivct es, 

(4.61) 

Las variables relevantes e s t h  todavía  expresadas c:omo funciones de las co- 
ordenadas espaciales y del tiempo. Son precisanlente los flujos colisionales de 
orden  superior los que clan origen a una ecuztcicin de relajamiento, ecuación 
(4.61). Esta illtinla ecuaci6n tiene la for~rla (le una relacicin constitutiva ge- 
neralizada, el primer su~llantlo es el resultado que se obtiene en el régimen 
hiclroclinhlico al utilizar el n n & t o d o  de Cha~~nlan-Enskog, mientras clue el 
segundo  proporciona las contrikuciones en la región de vectores [le onda y 
frecuencias finitas. 

Vamos a realizar un proceso (le  recluc:ci611 en la relación constitutiva de 
la ecuación (4.61). Para ello, consideramos su forma linealiwtllt que describe 
la evolución de  perturbaciones pequefii-ts alrededor del estado de  equilibrio, 
de donde después de aplicar la trnnsforn~ada (le Fourier correspondiente, 
obtenemos: 

Fd = -IZ,('ik.fj.) - -(,. f2 " -") 
1 ' 1  LLiQi . (4.62) 1 opa, 

Las cantidades (:on tilde sc.)n funciones  del vector de onda y la frecuencia. 
Sustituyenclo en esta ecuación la parte cinética  longitudinal del flujo (le calor, 
ecuación (4.16) y separantlo los términos proporcionales a cada una (le las 
variables relevantes conservadits, podemos reescrihir la ecuación (4.62) en la 
forma de una relación constitutiv;,t generalizada, en  el espacio (IC, u) 

4 

donde la viscosidad volun~étrica generalizacla (VVC), es el coeficiente de la 
canticlad 'ik& y se identifica como: 

con, 

x'" '(p) = [1 - $1 
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El  coeficiente térmico de clisipasi6I1, r d  es, 

(4.66) 

y nos mide el efecto de las inhomogeneitlacles en la temperatura sobre el flujo 
de  ímpetu  en el sistema. 

La ecuacicin (4.61) nluestra que la traza del tensor de presiones contiene 
una contribución a la fuerza tern:ocliniinlica usual que da origen a la visco- 
sidad  volulnétrica, así como un térn:ino proporcional  al flujo de calor el cual 
da origen a los tkrminos clisipativos  en la regidn (E,u)-finita (le la relación 
constitutiva  generalizada. Notemos que  talnbién en este caso los tiempos 
de relajamiento (le los flujos (leternlimn la regicin de las inhonnogeneiclatles 
espaciales de orden superior [ 71-74 son inlportantes. 

En las grAficas,  la  viscosiclacl volumétrica generalizada y el  coeficiente 
térmico I'd generalizado e s t h  nor1rlaliz;ttlos  con respecto a sus valores en el 
régimen hidrodiniirnico, de tal lnanera que toda la dependencia  en la densi- 
dad se ha dejado del laclo derecho de sus expresiones en las ecuaciones (4.64) 
y (4.66).  Solamente hemos  consicleraclo  el caso w = O debido a que la de- 
pendencia en la frecxencia es irrelevante a vector de onda cero; en efecto, la 
viscosidad volurnktrica es la constante 6, Inientras que el coeficiente térnlico 
tiene el cotnportamiento  similar al de l os  otros coeficientes generalizados y 
que ya hemos tratados anteriormente. 

El comportamiento de x(")(p), claclo en la ec.(4.65), con respecto a la 
densidad se muestra en la figura 7. Vernos que es una función creciente a 
bajas densidades y que se satura cotnpletarnente hacia un valor asintótico 
menor que  uno,  esto  es muy inlportante  porque  asegura un descenso para  la 
curva de la viscosidacl volunlétrica que se obtiene de la ecuación (4.64). MAS 
ailn, la viscositlacl  vo1un:Ctrica desciende casi colnpletanente en K - 2, para 
una  densidad 60 = 0.144 típica del gas denso, el mislno valor a1 que decaen 
los otros coeficientes generalizados. Para valores de K 2 2.5 la viscosidad 
volurnétrica pernlanece a una  cierta  altura sin anularse,  determinada  por 
x("). Lo anterior se debe a que este coeficiente (le transporte proviene de 
las contribuciones a los  flyjos por  transferencia colisional, los cuales solo 



Figure 7:  Factor densitlad que regula el cornportarniento de la VVG, ecuación 
(4.65), que  independientemente  de la densidad siempre es menor que la uni- 
dad. 
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son significativos a densiclades elevadas cloncle sienlpre existen correlaciones 
espaciales. 

Corno ya hemos visto anteriornmte, la incorporacicin (le flujos  colisio- 
nales en las relaciones constitutivas  generalizadas, alrlortiguit el descenso de 
los coeficientes de transporte haciendo las curvas 1n6s planas conforme au- 
menta  la  densidad.  Esta  característica se manifiesta rnds sigrlificativarllente 
en la viscosidad volunlétrica,  puesto que la curva ya no tiende nnds a cero, 
permaneciendo  a  una  cierta altura, intlepenclientelnente del vector de onda. 

En la figura 8 también se muestra el comportanliento del  coeficiente 
térmico r d ,  con respecto  al vector (le onda, ohservitnlos que  tiende muy 
rápido a cero, (le tal forma que para IC, - 3.0 su valor es un orden de mag- 
nitud rnAs pequeño. Su  (:01111)0rt,allliento en vectores (le onda y frecuencias 
es cualitativanlente similar al de los coeficientes c:ruzatlos generalizados. El 
comportamiento general de las c:urv;ts de los coeficientes de transporte gene- 
ralizados con variaciones en la frecwncia es igual, al menos cualitativamente, 
al que tienen  algunas funciones (le memoria asociadas con las funciones de 
correlación corresponclientes. Esto es de esperarse  puesto  que  estos coefi- 
cientes, como veremos en el CapitJulo 5 son los elementos de  una  nlatriz  de 
memoria en el esquema de la ec:uac:ión de Langevin generalizada. 

Podemos considerar los  lhi tes  del rkgirnen  hiclroclin81nico en longitudes 
de  onda  larga y bajas frecuencias; 

w-io 

(4.67) 

(4.68) 

esto clebiclo a que el límite corresponcliente (le d')(i, u) es la unidad. En 
el régimen hiclrotlinAmico recuperanlos la viscosiclatl volun&trica  usual,  que 
se obtiene nlecliante el método (le Chapnlan-Ensltog. Su valor numérico ex- 
presado en ténninos de las int'egrales (le colisicjn ~nolecular  corresponde a la 
ecuación (2.65). 

Regresando al tensor  de presiones de la ecuación (4.55) podemos escribirlo 
en la forma de una relación const3itutiva con ayuda de las ecuaciónes (4.44) 
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1.2 

2 4 5 6 

Figure 8: Viscosiclatl volumétrics generalizath (la cwva  continua), el  coefi- 
ciente térmico generalizaclo (la curva con cx-uces) colno funcicin (le kn a una 
densidad  recluckla específica (le O. 144. 

7 2  



(4.69) 

para fines (le referencia y comparaci6n de su estructura, nos encontramos 
con que las ecuaciones anteriores clescrilxn un efecto cruzado a través (le  los 
coeficientes r-as. 

En gases tliluiclos los coeficientes  (le transporte que describen este efecto 
cruzado son iguales, y lo nlisnlo sucecle cuando consideranlos los flujos coli- 
sionales a  primer orden en el lrlodelo cin(ttico de Enskog [62]. En este caso, 
podemos hacer una conlparaci6n directa (le los efectos cruzados,  utilizando 
las expresiones explícitas de los coeficientes generalizados (le las ecuaciones 
(4.42),  (4.47) y (4.66), (le donde resulta (ver apéndice C): 

Por lo tanto los  coeficientes de transporte cruzados,  en las relaciones cons- 
titutivas generalizatlas de un gas de Enskog, so11 iguales dentro del modelo 
cinético que incluye  flujos  c:olisionltles a segunclo  orclen en los graclientes. 
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Capítulo 5 

Hidrodinámica  Generalizada 
En este  capítulo utilizamos los resultaltlos clel modelo cinetico cle Grad-Enskog, 
que se ha desarrollado  anteriorInente, para construir la tlescripcitin usual de Is 
hidrodinhmica  generalizada. En particular,  estamos interesados en encontrar 
la relación que  existe  entre los coeficientes de transporte generalizados y las 
funciones (le memoria que describen los  efectos no-locales y no-instanthneos 
del sistema. Para introducir la mztriz (le memoria recurrinlos a una ecuación 
de Langevin fenonlenolcigica que proviene (le una generalizacitin intuitiva de 
las ecmciones cle rnovirniento para una  partícula Browniana. 

5.1 Ecuación de Langevin Generalizada 
En la teoría general de las funciones de correlaci6t1, la evolucicjn tenlporai  de 
las fluctuaciones requiere de las ecuxiones (le Irlovimiento que gobiernan el 
comportamiento de las variables dintilnicas relevantes. Existen tratamientos 
tanto microscbpicos exactos, C O I ~ O  nl¿tcroscópicos  aproximaclos para describir 
la evolución temporal (le las vnrialdes relevantes y (le sus fluctuaciones. Desde 
el punto de vista microsc6pic.o el principal prolAenla que se presenta, consiste 
blisicamente en que se deber1 tomar en cuenta las propieclacles  clinlirnicas de 
un sistema (le 11111~:hos cuerpos. Los tratnnkntos que parten de principios 
fundamentales son capaces de abordar rigurosmnente, a t lenk de cuestiones 
tan  importantes como la irreversi~,ilicl~~ttl, el prol,lema de obtener las ecuacio- 
nes macroscópicas junto con los coeficientes de transporte correspondientes. 
Esto a partir de las ecuaciones mic:rosc(jpic:as que gobiernan el movimiento 
de las partículas individuales del sistema [57] .  No ohstank, otros tratanlien- 
tos menos rigurosos de carticter fenonlenol6gieo utilizan ecurzciones  (le tipo 
hiclrodin~mico, conlplerrlentatlas (:on coeficientes de transporte y variables 
termodin8nlicas clatlos por fuera del nlotlelo a través de datos experimenta- 
les o mediante algiln otro esquema. En l o  que sigue (le este  capítulo vamos 
a considerar un  acercamiento (le los resultaclos de la teoría  cinética, precisa- 
mente con  uno (le estos illtimos tratamientos el cual va~nos a considerar mhs 
esfecíficamente. 

Una separacibn en las ecmciones (le evolucibn nlacrost.dpicas, que des- 



criben la hidroclindmica cle 1111 fluido sinlple, se  lleva a cabo con respecto al 
intervalo de vectores de onda y frecuencias que se estdn c:onsitlerantlo. En el 
régimen hidroclindmico, de longitudes de onda larga y bajas  frecuencias, se 
pueden utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes prtra describir aproximada- 
mente, el clecainliento a tiempos largos de las funciones de c:orrelacidn. Por 
otro lado, en los procesos cle relajacicin y transporte que ocurren en la región 
de clintimic!a molecular se puede considerar un tratamiento fenomenológico, 
en base a la ecuación de Langevin del movimiento Browniano, muy utilizado 
para  estudiar el comportanlient,o (le las funciones de correlación en la región 
de vectores de onda grandes y frecuencia alt,as. 

Recordemos las principales cnracterísticas de la teoría est,oc:Astica de Lan- 
gevin; 

i) La  ecuaci6n del movimiento cle una pnrtíc:ula Browniana de  masa m y 
velocidad 11,i ( t ) ,  

ii) La fuerza fluctuante Ri(t) se mula en ptonletlio , es decir, 

( R i ( t ) )  = o, 
los paréntesis  angulares inclican un  promedio sobre algún ensemble re- 
presentativo. 

iii) La velocidad (le la partícula Blmvniana no esta correltlcionacla  con la 
fuerza fluctuante que aparece i-t tiempos  posteriores, esto es, 

(Ri(t)ui(O)) = o. 

Estos resultados pueclen generalizarse a variables clindrnicas arbitrarias, a 
través  de  argumentos  intuitivos sobre el  significado  del coeficiente de fricci6n 
y de la fuerza aleatoria. Desde este punto de vista, la descripc:icin (le un 
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estado fuera de equilibrio en  fluidos  sinlpltts se efect,h en thminos de un 
conjunto de variables relevantes A,(t) ,  las cuales se  su1)one evolucionan en el 
tiempo de acuerdo con la “ecuacicin (le Langevin generalizatla” , que se puede 
escribir colno sigue, 

donde Rij(lc) se denolnina rnatriz frecuencia, mientras  que K i j ( k ,  t )  es la rna- 
triz (le nlemoria y fi(i, t )  es la ~ ~ ~ n l a t ~ a  fuerza fluctuante, asociatla con cacla 
variable relevante [ 1, 71. Esta ecuacitjn generaliza el cariicter no-Illarkoffiano 
del movimiento Brownian0 a otras variables tlinbmicas. 

La inqlortancia  priictica de la ec. ( 5 .  I ) ,  radica en que u n  proceso c1inbmic:o 
cornplicarlo se puede abordar fenolnenolcigicalllente utilizando funciones de 
memoria, mis o menos sencillas, cuyos parbnletros libres se ajustan pidiendo 
que se cunqdan las bien conocitlas reglas (le s ~ m a  (le la frecuencia. Sin 
embargo, es ~nuy importante dist,inguirla claramente, (le la ecuación de Lan- 
gevin generalizada  (GLE) que se ohtiene rigurosamente en el esquema  de 
Zwanzig-Mori en la clescripcitin de fencilnenos  microscópicos funtlanlentales 
de  la MecBnica Estadística fuera de equilibrio. En este contexto la GLE 
contiene toda l a  tlinbmica del sistema, siendo equivalente a la ecuación de 
Liouville de las variables clinlilnicas relevantes, por  tal motivo se requiere to- 
davía de un mayor anlilisis y (le introducir  algunas suposiciones adicionales 
antes de identificarla colno una ecuación diferencial estocbstica 1751. 

si las variables ~ i ( $ ,  t )  se eligen (le lmnera que representen los procesos tie 
relajación  lenta en el fluido, entonces la ecuación de Langevin generalizada, 
ec. (5. l ) ,  es una  buena descripcicin  del  C:O1lll)ort,arrliento  1litlroclinbnlic:o del 
sistema en la regibn de vectores (le onda g l ~ ~ l e  y frecuencias alt,as. La nla- 
triz frecuencia cleterrnina, a travck (le sus eigenvalores, las frecuencias de los 
nloclos colectivos de relajacibn lenta. La matriz (le alnorti~utznlierlto, o kernel 
de menloria ~ i j ( Z ,  t ’), colno su nollltxe 10 inclica nos (lard las constantes de 
amortiguamiento, canticlacles estrechamente relacionadas con los coeficientes 
de transporte generalizados. En este caso las variables del sistema, evolucio- 
nan de acuerdo (:on el prornedio (le la ec.(5.1) lo que nos conduce a que la 
fuerza aleat,oria fi(Z, t )  sea una cantitlacl irrelevante. 

-+ * 
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5.2 Funciones de  Memoria 

El carlicter fenomenológico (le la ecuaci6n (le Langevin generalizada, ec. ( 5 .  l ) ,  
nos impide tener rnBs inforlnaci6n sobre la matriz frecuencia y la matriz  de 
memoria. Para superar  esta clificultacl, lo ideal es contar con un tratamiento 
microscópico que permita obtener  explícitamente los elenlentos de dichas 
matrices de manera m l i s  sistenlhtica. En esta sección  vamos a expresar las 
ecuaciones hidrodinlinlicas linealimclas del tipo Navier-Stokes, que resultan 
del modelo cinético Grad-Enskog, colno una ecuación Inatricid de Langevin 
generalizada. 

El procedimiento nlenciondo anteriormente nos pone en contacto con  los 
tratarnientos usuales de la hidroclintinlica generalizada y consiste,  principal- 
mente, en expresar las ec:uaciones (le lrlovimiento de las variables relevantes 
en el espacio (le Fourier, para luego reducir la descripción del modelo cinético 
a la representaci6n de variables conservadas e identificar a la matriz frecnen- 
cia y a la matriz de memoria, en base a ciertas propieclacles generales que 
deben  satisfacer. 

El método de Grad en la aproxinlttcicjn de 1:3-rnornentos, proporciona  las 
ecuaciones de evolución para las variatbles relevantes conservadas de un gas 
denso de Enskog a segundo orden en los gradientes de flujos colisionales. Las 
ecuaciones (2.71)-(2.73) para p(Z, t.), ui(?, t ) ,  T(Z,  t )  son, 

(5 .2)  

(5.3) 

. 



recordemos las definiciones, 

(5.10) 
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ya que hemos identificado a los  [lujos completos (le ílnpetu y energía, es decir, 
al  tensor  de presiones y al flujo de  calor conlpletos en su representaci6n a 
13-momentos y a segundo orden en l o s  flujos colisionales. 

Bajo estas condiciones las ecuaciones de conservaci6n longiturlinales se 
pueden expresar como: 

-iw/j = -p( ik . f j . )  a ' a  , (5.15) 

p - 
-iq+k&z) z "(ik)*f i  - ( ik i , i k jF i j )  - (ik)2.rrd- 

CY 
(5.16) 

(5.17) 

Para  obtener un conjunto  cerrado (le ecuaciones de balance, vamos a seguir 
un procedilniento  similar al que se hace para obtener las ecuaciones de la 
hidrodinbnlica usual de Navier-Stol<es, a saber, utilizar el conjunto de re- 
laciones constitutivas (le Navier-n'ewtorl-Fourier., para expresar los flujos en 
términos de l o s  gradientes de las variahles conservaclas. 

En nuestro caso VBI~OS a utilizar las relaciones constitutivas generaliza- 
das  obtenidas  anteriormente, ecuaciones (4.39), (4.44) y (4.63) las cuales 
vamos a rnodificar ligeramente en not,acicin simplificando la dependencia en 
vectores de onda y frecuencia, la cual se sobreentiende, y redefiniendo el 
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último coeficiente r para tener  una notacicjn  honnogénea: 

iki¿ji = A(<, w)k2P - rl (G, w)k2(iki&) 
(5.18) 

(5.19) 

Td = - q G ,  w)(ikici)  - r& W)PF 
(5.20) 

El sitnbolo (A) significa que la igmdtlacl  incluye  definiciones y cambios (le 
notación.  Sustituyendo  estas relaciones constitutivas  generalizadas en las 
ecuaciones de conservacicjn, ecuaciones (5.15)-(5.17),  obtenemos un conjunto 
de ecuaciones hiclroclinAnlicas ( :on coeficientes  (le transporte generalizados 
[38,62]. Expresando el resultado en térulinos (le las variables aclimensionales, 

A - - I l l ~ b ~ ~ l y ( i k % ~ )  - 

se tiene 
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For~r~almente  estas expresiones coinciclen  con las que se ohtienen en la a- 
proximación a primer  orden en  los  flujos colisionales. Sin eml,argo, las ex- 
presiones para los coeficientes de transporte generalizados son mucho m& 
complicaclas en las ecuaciones (5.22)-(5.24) (lebitlo a la contrihci6n de flujos 
colisionales de orden  superior. Debemos subrayar la presencia (le la viscosi- 
clad volumétrica generalizada en la ec~acicin de movimiento del gas, la cual 
solo aparece cuanclo incor1)oralnos  fiujos  colisionales (le segunclo orden en los 
gratlientes. 

La forma matricial  de  estas  ecuwiones  es, 
+ 

-zuAi(c, u) = Laj(k, W ) A j ( Z ,  u), (5.25) 

que corresponde a la forma general que se obtiene a partir de la transforrnatla 
de Fourier de la ecuacicin (5.1). En nuestra descripción la eleccicin de las 
variables relevantes conservadas que definen  el sistema, se agrupan en  el 
vector colunlna Ai, 

(5.26) 

La viscosidad volumétrica generalizada,  aparece en la diagonal (le esta  matriz 
y tiene  una contribuci6n a la viscosidad cx~rtante longituclinal. En efecto, 

(5.28) 



de  acuerdo con las definiciones de las ecuaciones (5.19) y (5.20). Con el fin 
de  encontrar la forma explícita (le las matrices  de la ecuacitjn (5.1), vamos 
a considerar que la matriz de coeficientes (le la ecuacicin (5.25) se puede 
descomponer formalmente cnnlo; 

donde hemos utilizado una notación sugestiva para las componentes, las cua- 
les representan la matriz de frecuencia y la matriz  de Inenloria de  nuestra 
descripción. Utilizando la  ecuacih (5.27) obtenemos, 

para la matriz frecuencia, mientras que 

O O 
-4 

lciJ(k, u) = 0 U [ k 2  - lLkgT (5) ik3 (5 .3  1) r2+r [: -A llkBT ($1 i / i 3  3 4 2  311kB 

es la matriz de mmoria,  siendo todos los coeficientes cle transporte funciones 
de (i, u). Aden& hemos definido, 

ve( i ,u)  = f i [ ( i , W )  + Gg(L,u) 
r2(i, U) = r2& U) + rg(i, U). 

(5.32) 

Debido a que la conlponente  transversal no se acopla con los flujos y ecua- 
ciones de conservación longitudirlales, consideralnos por  separado la compo- 
nente  transversal (le las ecuaciones (le balance. Utilizando el operador  de 
proyección en las ecuaciones (5.6)-(5.8) obtenenlos: 

(5.33) 
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con ayuda de la relación, 

que corresponde a1 Aujo total de  ínlpetu  transversal, podemos silnplificar las 
ecuaciones de movirniento transversales,  sustituyentlo la ec. (5.34) en la ec. 
(5.33) de  donde  obtenemos, 

(5.35) 

Considerando la relaci6n constitutiva  generalizada, 

-+ 
Qt I ( ikj8,)- = nmvt(k, w)/c2ct, (5.36) 

correspondiente a la ecuacicin (4.41)~ y definiendo la  velociclad de corriente 
transversal atlimensional como, 

(1 

(5.37) 

podernos escribir la ecuación (le rnovitniento en forma aclimensional, 

-iwGza = --~JC'G;~~ a = I ,  2. (5.38) 

La forma  xnatricid de  estas ecuaciones es; 

- i W A ,  = ZjAj ,  (5.39) 

la variable vectorial que aparece en esta ecuación se  define co~no, 

(5.40) 
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y en este caso, 

(5.42) 

En estas  matrices la viscosidad cortante  transversal  generalizada  tiene con- 
tribuciones  de segundo orden  en los flujos colisionales. 

En una descripción unificada tlel comportanliento hitlroclin&rlico, pode- 
mos formar  una  matriz por hloques para la matriz de menloria y la matriz 
frecuencia, utilizando las ecuaciones (5.29) para formar los elementos cliago- 
nales de  una  matriz  de mayor tamaño. De hecho la parte transversal y la 
parte longitudinal se pueden poner en la lnisma matriz, de  donde la matriz 
de memoria conydeta, tenclrii la siguiente forma, 

O 0  o o o [ ...  . o  : i j 0 @k,2 . . . 

o o o v&* 
O 0  o vtk2 

II:= o (5.43) 

En la tlescripci6n que henlos  llecho anteriormente,  incorporamos nuestros 
resultados cinéticos de los  coeficientes de transporte generalizados en el es- 
quema general de la hiclrotlinánlica generalizada,  al  construir  explícitamente 
la matriz  de frecuencia y el  kernel (le memoria. 

Los principales resultados  que henlos obtenido en este  capítulo se en- 
cuentran en las ecs. (5.29) y (5.41), en relación  con la forma explícita  de la 
matriz frecxencia y la matriz de memoria del comportanliento 1lidrodinAmico 
longitudinal y transversal, respectivamente. Los elementos de estas matrices 
hidrodinhicas son canticlacles conocidas que provienen tlel  rnotlelo cinético 
Grad-Enskog. En particular, observarnos que  la  matriz frecuencia depende 
explícitamente  de la densidad y de la velocidad t6rmica nlolecular, mientras 
que los elementos de la matriz de menloria son esencialnlente los coeficientes 
de transporte generalizados, que en esta clescripcicin representan la respuesta 
no-local y no-instanthea del sistema ante variaciones de las variables rele- 
vantes. 

Debernos notar que  nuestra cletluccicin constituye  solamente el punto  de 
partida,  para est,ucliar la regibn finita  de vectores de onda y frecuencias, 
hacia la hiclroclinlinlica  generalizacla dentro del esyueula general de funciones 



de correlación. Esta es una observacibn nluy inlportante en relacibn  con 
la interpretacicin de las ecuaciones de nlovialiento, 1116s all6 del equilibrio 
local, debido a que  representan la influencia (le las var idhs  rdpirlas sobre las 
variables conserv ctc 1 as. 

Por otro lado, es notable el hecho de que la matriz (le memoria, ec. (5.43), 
es sinlétrica;  esto es consecuencia directa (le la simetría  que  existe en los 
efectos cruzados de transporte en las relaciones constitutivas generalizadas. 
Notemos que  para  obtener una matriz de memoria simétrica, debernos consi- 
derar la contribución a los procesos de relajación de la viscosidad volumétrica 
generalizada y del coeficiente t6rnlico de disipación rg, los cuales  aparecen 
en la relación constitutiva (lada por la ecuación (5.120). Esta  simetría se ob- 
tiene  también en la crlescripcicin cinética que  solamente  torna  en  cuenta flujos 
colisionales a primer orden y naturallnente en el límite del gas cliluitlo, sin 
embargo, no es tan  obvio predecir que esta cualidad de sirnetria se cumpla 
al incluir flujos  colisionales  (le orden superior. La sinletría  de la Inatriz  de 
rnernoria es importante, porque sugiere razonablemente  desarrollar la teoría 
de fluctuaciones para clemostrar, al menos parcialmente,  alguna  sirnetria ge- 
neral tipo  Onsager, no obstante,  todas las aproximaciones y limitwiones  de 
la  teoría  de Enskog. 

84 



Conclusiones y Perspectivas. 
Hernos desarrollado un  rnotlelo cinktico para predecir el conlportamiento hi- 
drodinBrnico generalizado de un gas nlotleradarnente denso de esferas duras, 
a partir (le la teoría  estantlar (le  Enskog. 

Las ecuaciones cinéticas  tipo Enskog son las nds utilizadas para descri- 
bir la evoluci6n temporal (le la funci6n de distribuciGn de  una partícula en 
gases densos monatómicos. La ecuaci6n de Enskog para gases forlnados por 
rno1éc:ulas que  interactúan a través de un potencial de esfera dura constituye 
el punto  de  partida  para el  modelo cinético. Las aproxilrlaciones de Enskog 
conducen a flujos  colisionales de ímpetu y energía, así (:o1110 a una ecmcidn 
de  transferencia para los molnentos de la funci6n de clistribucitin que incluye 
flujos cinéticos y flujos colisionales. Estos illtimos se pueden  desarrollar  en 
serie de Taylor tlantlo origen a diferentes aproximaciones en potencias del 
ditimetro nlolecular. El origen, evaluacitin e incorporaci6n de los flujos clehi- 
dos a la transferencia colisional dentro (le1 esyuenla cinético de eracl-Enskog, 
constituye el principal elenlento que se presenta al tratar con gases densos 
monatómicos. 

Para resolver la ecuaci6n de Enslog, utilizarnos el ulétoclo de  Grad en la 
aproxirnaci6n de 13-momentos el cual a pesar (le su silnilitutl con gases clilui- 
dos tiene diferencias y cornpliclzc.iones  muy importantes cuando se requiere 
evaluar los flujos  colisionales de orden  superior. En la aproxinlaci6n anterior 
el tensor (le presiones y el flujo de calor son  vt-triahles relevantes del sistema 
de la  rnisrna categoría que las variables conservaclas. En efecto, el  rrlétodo 
de momentos de Grad nos proporciona el conjunto (le ecuaciones de movi- 
miento para los flujos, las cuales tienen la forma de ecuaciones de relajación 
con tiempos  característicos  que  dependen (le la clensidad. Las ecuaciones de 
rl~ovirniento  constituyen el punto inicial para el ctilculo de los coeficientes de 
transporte generalizados, y colno ya hemos mencionado contienen términos 
que provienen de la contribución por transferencia colisional a los flujos. 

En este  trabajo hernos cmsitleraclo por  separado la aproximtci6n a primer 
orden y a segundo orden en los flujos  colisionitles.  En  aml-,os casos al expresar 
el tensor (le presiones y el  flujo de  calor en términos  de los gradientes  de 
las variables conservadas, lleganlos a un conjunto de relaciones constitutivas 
generalizadas en  el espacio (le Fourier. Un estudio tletallaclo del mecanismo 
de  transferencia colisional nos permite  incorporar flujos por  transferencia 
colisional de  orden  superior en las relaciones constitutivas  generalizadas. 
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Formallnente los  coeficientes generalizados que se oljtienen para gases 
densos de Enslag, a primer orden en los flujos colisionales, son  muy pareci- 
dos a los  del gas diluido de esferas duras.  Esto  ocurre  principalnlente  en  su 
dependencia con respecto al vector de onda y a la frecuencia. Sin embargo, 
el modelo cinético incorpora en estas expresiones algunos factores  de renor- 
malización no triviales que dependen  de la densidad a través (le la función 
de correlación por  pares en equilibrio local. Los coeficientes  (le transportes 
generalizados son  funciones analíticas del vector (le onda y l a  frecuencia que 
tienen una expresión en fracciones continuas. 

Sabemos que cualquier nloclelo hicl~~oclintilnico generalizado debe  tener en 
el  límite  apropiado el co1lll)oltalniento que predice la 1lidrodinAnlic:a usual. 
En efecto, los  coeficientes (le transporte generalizados se reducen a los  coefi- 
cientes de transporte usuales que se obtienen  nlediante el método (le Chapman- 
Enskog, en el línlite (le longitudes (le onda larga y bajas frecuencias. Así 
mismo, en el límite (le bajas densiclades recuperamos los resultados conoci- 
dos para los coeficientes generalizados en gases diluidos. De hecho, tomando 
esto co~no referencia, discutimos las rnodificaciones de las c:urvas para los 
coeficientes de transporte al variar independientemente el vector de onda 
y la frecuencia, para diferentes clensitlazcles reducitlas en donde es viilida la . 
ecuación de Enskog. Los resultados que obtenenlos estiin en concordancia con 
los correspondientes a los  cAlculos cle Dintinlica Molecular, sin embargo, una 
mejor tendencia  de las curvas a vectores (le onda  grande se obtiene  solamente 
cuando incluimos flujos colisionltles (le orden  superior. Los result,ados mies- 
tran un conlportamient,o típico para las funciones de memoria c:omo función 
del vector (le onda y la frecuencia el c m 1  estA deternlinado,  principalmente, 
por los tiernpos de relajación asociados con los flujos. 

Posteriormente, hemos  extencliclo  el  nlotlelo cinético Grad-Enskog para 
incluir en la descripción flujos colisionales de segundo orden en los gratlien- 
tes. En principio, salvo pequeñas correcciones a los coeficientes generalizados 
que  eventualmente  pudieran ser inlportr-tntes, ningiln catnlbio considerable se 
obtiene en los resultados  anteriores. No obstante, la incorporacicin de flu- 
jos colisionales a segundo orden en los gradientes en la diagonal del tensor 
de presiones, permite  hallar  una viscositlad volurnétrica generalizada  que 
tiene un comportamiento  interesante con respecto a variaciones en el vector 
de  onda. En efecto, ailn cuando tlesciencle norlrlalnlente al eje  horizontal 
cerca del régimen hidrotlintinlico, incletpenclientenlente de la densiclad tiende 
riipidamente a un valor casi constmite dejando un residuo de  memoria para 



valores grandes del vector de onda. Esta  característica se observa también 
para otros coeficientes generalizados en Is misma aproxinlacitjn, y est6 de 
acuerdo con el cornportanliento de los resultados de diniinlica nloleculw. En 
el límite  de bajas densidades la  viscosiclad volunlétrica tiende a cero mientras 
que  en el régimen hiclrodiniinlico rec:uperanlos los resultados conocidos que 
se obtienen  mediante el método de Chapman-Enskog. 

Para  poner en contacto el tratalniento cinético con  el esquema usual de 
funciones de correlación de la hiclroclintimica generalizada,  construimos la 
matriz frecuencia y la matriz (le nlenloria correspondientes al esquema feno- 
menológico  (le la ecuación de Langevin generalizacla en  el espacio (le Fourier. 
Los coeficientes de transporte aparecen como elementos de la matriz  de me- 
moria y en la aproxirnacicin a segundo orden  en los graclientes sobresale el 
hecho de que la matriz  de rnemoria es simétrica. Este resultado ya se había 
presentado  anteriormente en la aproxiumci6n a priuler  orden en los flujos 
colisionales y naturalnlente en gases cliluiclos. 

El desan-ollo anterior  pernlite  plantear  algunas  perspectivas ~niis o me- 
nos inrrletliatas que pueden servir colno revisión y aplicación de  este  trabajo. 
Con ayuda de la forma explícita (le los coeficientes de transporte generali- 
zados, poc-lemos construir las ecuxiones hiclrotlintirnicas  viiliclas en muchas 
aplicaciones donde la matriz (le rne~noria solamente se propone con  motle- 
los enlpíricos razonables. En este  sentido podemos proseguir a evaluar  las 
soluciones (le las ecuaciones 1litlroclindrnic:as generalizadas bajo restricciones 
específicas que irnpongan las aplicaciones concretas. En particular podenlos 
pensar en los rnodos hitlrodintimicos colectivos que nos proporcionen un in- 
dicio sobre los rasgos principales de los espectros  de absorciGn-dispersión de 
luz y neutrones para sistemas densos. Concretamente  podemos  calcular el 
factor de estructura dintirnico por medio de los eigenvalores de  la  matriz hi- 
drodin8mica  que hemos encontrado,  para ver cuales son las modificaciones 
que  resultan en un sistema denso, al mismo tielnpo que poclríazmos hacer 
una comparaci6n semi-cuantitativa, con los experimentos  de dispersión de 
neutrones y diniimica rno1ec:ulw. 

Debido a que el  nlétoclo de Inonlentos de Grad se aplica a sistemas densos 
con modelos aloleculwes 11liis complicrzclos, este tratamiento  abre la posibi- 
lidad de utilizarse en otras ecuaciones cinéticas tipo-Enskog. Por ejemplo, 
ecmciones  asociadas con gases densos de esfera rugosas y nlezclas binarias. 
De tal forma que podemos desarrollar expresiones para los coeficientes de 
transporte generalizados aclecuatlos para tales  sistemas. 
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Los resultados que hemos  obteniclo para los coeficier1t)es de transporte 
generalizados tienen un conlportanliento aclec:uatlo cerca del réginlen hidro- 
d inh ico ,  por lo tanto, las ecuaciones de evolución  (le las vlzri;tbles relevantes 
a segundo  orden en los flujos por transferencia colisional nos permiten es- 
tudiar diferentes aproximaciones en el número de Knuclsen. Así, podemos 
estudiar  eventualmente relaciones de  Burnett  para los gases (le  Enskog de 
manera rnucho mAs sistemitica. 



Apéndices 

Apéndice A 

Flujos Colisionales 

Supongamos  que $J es la propiedad molecular para la que nos interesa cal- 
cular el flujo. Esta función  se expresa como una  cantidad que depende  de la 
velocidad molecular. Ahora considerarnos la transferencia  de la cantidad II, 
a través  de un elemento de Area dS de u n  plano tal como P P' el cual pasa 
por algún punto  intermedio Z entre los centros rnoleculares de las partículas 
que  chocan. 

P' 

Figure 9. Geometría  de una colisión binaria 
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Para comenzar, supoclrcmos que 1/, es una  cantidad invariante en colisio- 
nes, para el caso de gases monoatcimicos  en  el  rnotlelo de esferas duras los 
invariantes son: 

En  el caso (le colisiones hinarias, la conservación (le los invariantes ? j ( i ) ,  

i = 1 , 2 ,  . . . , 5  se expresa como: 

Las colisiones  no alteran la cantidad  total de q) de las dos nloléculas, sino 
solamente  transfiere parte de esta canticlad (le una nlolécula a la otra, (le 
donde va a resultar un flujo por transferencia colisional. 

Sí en una colisión  se produce  una  transferencia  de $ a través del Area 
dS, contenida en el plano PPI, los centros (le las n~oléculas en colisi6n estiin 
en lados opuestos  de esta superficie y la línea que los une la corta en forma 
transversal. 

Supongamos  que la normal a d~ est6 clefinicla por 6, y conlo k apunta 
hacia la molécula (le referencia entonces (k 6) 2 O. Si la línea de  longitud 
“a” que une los centros 01 en  colisión corta H dS, el centro  de  la molécula 
1 debe estar  dentro de un cilindro con base d& y generadores paralelos a k 
de  longitud “a”. Aquí dSk es la componente  de la superficie orientada dS 
a lo largo (le i, es decir, d ~ k  = ds(kz - f ~ ) .  EI volumen cle este cilindro es: 
ads,, = adS(K .7i). 

Por otro lado, si el punto de contacto  est& en Z entonces la posición de 
los centros de las moléculas O , I  en colisihn, est6n en 10s puntos z f i a k  
respectivamente. De donde, “La probubilidad por unidad de  tiempo  de  una 
colisión  tal  que el centro de la primem molkcula est6  dentro  del  volumen 
dZ = adS(i .7i), las velocidades  de las moléculas antes del choque estén  en 
los inter~~alos  dZ, dc‘, alrededor  de Z,  Zl respectimmente, g que la  dirección k 
de la linea  de los centros U ,  1 se encucnt~  en   e l   inter~~alo  dk alredcdor de k” 

En cada colisih de  este  tipo, una Irlolécula  del lado  positivo (le d5’ gana 
una canticlad (q!’ - $) de la propieclad d) a expensas  de la otra molécula del 
lado negativo. Multiplicando la ecuacicin anterior  por ($I  - @), e  integrando 
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adecuadamente, obtenemos la razón total de transferencia  colisioml de a 
través  de ctS por unidad de tienlpo y unidad de Area; ( l ) c o l . 7 i ,  donde 4col, es un 
vector que  representa la contribución de colisiones al flujo (le Ijl, debido a las 
colisiones moleculaes,  este flujo por transferencia  colisioml (o por  potencial) 
est6  dado por: 

+ 4 

con la restricción de que: 
(Z* E) 2 o. 

Desarrollando las funciones  (le distribución en serie de Taylor alrededor 
del punto 5, y reteniendo los d o s  primeros términos (le este tlesarrollo, obte- 
nemos para q!Icoli la aproximación siguiente: 

Las funciones x, f y fl esttin evaluadas en Z y sumamos sobre los indices 
repetidos. Noternos que para evaluar las contribuciones de los flujos colisiona- 
les solamente se requiere conocer la  funcicin  (le distribución (le una partícula, 
es decir, necesitarnos resolver la ecuacitin (le  Enskog. También cabe mencio- 
nar  que el flujo macroscópico total de la canticlad $J est6 tlaclo por: 



Apéndice B 
Integrales  constitutivas 
Los momentos cinéticos (le orden superior se calculan c:o1110 en gases cliluitlos y 
por lo tanto no entraremos en su tliscusiGn [:38,39]. Los flujos por  transferencia 
colisional son de mayor interés para el prohlema  que e s t ams  considerando. 
A primer  orden  por  ejemplo, tenernos: 

donde hemos utilizado, 
c; - cz = (f. Z)ki. 

~a integral con respecto a & puecle expresarse en términos  de la velocic1ad 
relativa molecular g i  = Cli - Ci, como: 

de  donde 

2na3 
con b = -. 

371L 

Simplificando esta expresicin obtenemos, 

Esta expresicin corresponde a la representación del tensor  de presiones a 
13-momentos en la aproximación a  primer  orden  en los flujos colisionales. 



a3 + p J f f l  ki k j  kk (; - ~ ) 3 d k d c ;  dc', 

puesto  que la illtima  integral  tiene  simetría  impar, se anula y no contribuye. 
Definiendo 

a3 
yijk = - x n b /  f flCikjkk(¿j'* k)2dLdc'ldc', 2 (B.9) 

p!. y k  y .  ajk + y j i k -  (B.lO) 
podemos escribir la ecuacidn (B.8) colno, 

Usando la ec. (B.3), es posible evaluar la integral Y i j k ;  en efecto, 

(B.ll) 
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Sustituyendo las ecuaciones (B.l l)-(B.l2) en la ecuacitin (B. 10)  obtenemos, 

(B.13) 

y así sucesivamente. 
Para evaluar integrales constitutivas de segundo orden  en los  flujos por 

transferencia colisional, necesitarnos sustituir la función de distribución a 
13-momentos, un ejemplo específico es el siguiente, 

(B.15) 

en  la ecuacirin anterior, ohtenemos en la aproxinlación lineal; 

donde, 
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Evaluarnos cada  integral por separado 

y utilizando la relación siguiente 1441, 

obtenemos, 

IT m 2  

24 kBT2 

(B.20) 
Recordando que, 

donde, 
1 

Goa = 2 (Cli + Cz) 

(B.21) 

(B.22) 



y tomando  en  cuenta las propietlades del .Jacobiano c:uantlo se realiza un  
cambio de  coordenadas, 

dc'l dc' = dZ0dij. (B.23) 

obtenemos  por  sustitución  directa de las ecuaciones (B.19)-(B.21), 

(B.24) 

siendo, 
4 
9 

la viscosidad volunlétrica usual del régimen hidroclin&rnico. 

l.2 = - X ( L ~ ~ L ~ ~ ' / ' ( ~ ~ L ~ B T ) ~ / ~  (B.25) 

Por otro lado, 

(B.26) 
utilizando la ecuación (B.2) y reordenando el integrando,obtenemos; 

(B.27) 
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Realizando la integral  respecto a &, con ayuda de la ecuttcibn (B.17): 

(B.28) 
Sustituyendo las ecuaciones (B.19)-(B.21) y simplificando con ayuda (le las 
relaciones de la ec. (B.23) obtenen~os; 

donde L;, ha sido definida anteriornlente. Por illtimo, los c8lculos se pueden 
resumir como sigue; 

(B.30) 

Así sucesivamente, (le manera similar se pueden evaluar las otras integrales 
constitutivas. 
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Apéndice C 

Simetría  de la matriz de memoria 
A sesundo  orden en 10s flujos colisionales, para que la  matriz  de memoria 
A&(k, u) sea  simétrica se requiere que: 

rl = r2 + rdT. (C. 1 ) 

Esta condición se obtiene inrnecliatalnente al comparar los elementos fuera 
de la diagonal de la matriz de memoria, ec.(5.:31), y utilizanclo  la  definición 
del coeficiente cruzado  que  aparece en la ec(5.120). Los términos a cada lado 
de la igualdad en la ec.(C.1),  tienen la forma explícita siguiente; 

también, 



Escrito  de esta  manera se puede hacer la suma  de los coeficientes r-as, te- 
niendo en  cuenta los términos conlunes cle estas expresiones. De donde, 

= rl. 
Los elementos fuera de la diagonal de la lnatriz  de  memoria son iguales. Por 
lo tanto la matriz  es  simétrica. 
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