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Capítulo 1Introdu

ión y preliminaresSea G = (V,E) una grá�
a, donde V y E denotan el 
onjunto de vérti
es y el
onjunto de aristas de G, respe
tivamente. Una digrá�
a es una orienta
ión de la grá�
a
G, la 
ual se obtiene asignando a 
ada arista una de las dos orienta
iones posibles(o quizás las dos). A esta orienta
ión de una grá�
a simple la llamaremos digrá�
a
D = (V,A) donde V y A denotan el 
onjunto de vérti
es y el 
onjunto de ar
os o�e
has de D, respe
tivamente.El número di
romáti
o de una digrá�
a D, denotado por dc(D) se de�ne 
omo elmínimo número de 
olores que se requieren para 
olorear los vérti
es de D tal quelas 
lases 
romáti
as (
onjuntos de vérti
es 
on el mismo 
olor) indu
en subdigrá�
asa
í
li
as (sin 
i
los dirigidos). Una de�ni
ión equivalente del número di
romáti
o de
D es el mínimo número natural n tal que existe una n-
olora
ión a
í
li
a de D (véasela de�ni
ión en la página 5, párrafo 5). El número di
romáti
o de una digrá�
a esuna generaliza
ión natural del número 
romáti
o de una grá�
a simple G = (V,E),denotado por χ(G). Este número se de�ne 
omo el mínimo número de 
olores que serequieren para 
olorear los vérti
es de G tal que vérti
es adya
entes (unidos por unaarista) re
iben distinto 
olor. Sea G una grá�
a y 
onsideremos←→G , la digrá�
a de�nidapor V (

←→
G ) = V (G) y u→ v y v → u pertene
en a ←→G si y solo si {u, v} (o brevemente,uv) es una arista de G. Es fá
il 
omprobar que dc(

←→
G ) = χ(G).La de�ni
ión de número di
romáti
o apare
ió publi
ada por primera vez en 1982 porV. Neumann-Lara [31℄ e independientemente en 1983 por Ja
ob y Meyniel [24℄. Cabemen
ionar que los primeros resultados sobre número di
romáti
o fueron divulgadosen [31℄. Sin embargo, esta no
ión había sido estudiada por V. Neumann-Lara mu
hosaños antes. En su primera visita a Méxi
o en 1977, Paul Erd®s ini
ió una 
olabora
ión
on V. Neumann-Lara en este tema. La historia de este singular trabajo que duró variosaños, así 
omo los resultados y problemas abiertos muy interesantes pueden 
onsultarseen [14℄ (pág. 17 y siguientes) y en [15℄. En estos artí
ulos se de�ne el número di
romáti
ode una grá�
a simple G 
omo

dc(G) = máx{dc(−→G) :
−→
G es una orienta
ión de G}.Una grá�
a simple G es planar si se puede dibujar en el plano sin que sus aristasse 
ru
en. La �gura 1.1 muestra dos ejemplos de grá�
as planares.Diremos que una grá�
a G es plana si ya está dibujada en el plano sin 
ru
es en susaristas y que una digrá�
a D es plana si es una orienta
ión de una grá�
a plana, veáse1



1. Introdu

ión y preliminares
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Figura 1.1. Diagramas de grá�
as G y H .�gura 1.2.
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bFigura 1.2. Grá�
a plana G y digrá�
a plana DEn 1982, V. Neumann-Lara propusó la 
onjetura siguiente (y de manera indepen-dientemente, �krekovski en 2001 [46℄ y Bokal, Fijavº, Juvan, Kayll y Mohar en 2004 [5℄).Conjetura 1.1 (V. Neumann-Lara ). Sea D una digrá�
a planar. Enton
es dc(D) = 2.Esta 
onjetura también ha sido men
ionada por J. Bang-Jensen y G.Gutin en [4℄pág. 73 y 548, por Neumann-Lara en [34℄ y en el libro [6℄ de Bondy y Murty pág. 591.Es fá
il ver que la 
onjetura siguiente también debida a V. Neumann-Lara, es 
on-se
uen
ia inmediata de la 
onjetura anterior.Conjetura 1.2. Sea G una grá�
a planar. Enton
es dc(G) = 2.En los artí
ulos [14℄ de P. Erd®s y [15℄ P. Erd®s y V. Neumann-Lara, respe
tiva-mente, se obtienen algunos resultados asintóti
os a
er
a del 
omportamiento del número2



di
romáti
o de las grá�
as 
ompletas 
on n vérti
es. En [14℄, Erd®s men
iona: �es sor-presivamente difí
il determinar dc(G) para grá�
as simples". Erd®s y Neumann-Larademostraron que si Kn es la grá�
a 
ompleta de orden n, enton
es existen c1, c2 
ons-tantes reales positivas tales que
c1

n

log n
< dc(Kn) < c2

n

log n
.En estos artí
ulos se estudian otros parámetros rela
ionados 
on el número di
ro-máti
o y se formulan varios problemas interesantes que han abierto el 
amino a nuevosresultados y estos a su vez a nuevos problemas. Por ejemplo, desta
amos el siguienteresultado.Proposi
ión 1.3 (Erd®s, Neumann-Lara, 1979). Si G tiene n2 vérti
es y χ(G) = nenton
es dc(G) < n, para todo n ∈ NRe
ordemos que la 
omposi
ión o produ
to lexi
ográ�
o de grá�
as simples G y Hes la grá�
a simple G[H ] 
on 
onjunto de vérti
es V (G) × V (H) en el 
ual (u, v) esadya
ente a (u′, v′) si y solo si uu′ ∈ E(G) o u = u′ y vv′ ∈ E(H). El 
omplemento

H de H es la grá�
a simple 
uyo 
onjunto de vérti
es es V y 
uyas aristas son lospares no ordenados de vérti
es no adya
entes de H . Observe que si Kn es la grá�
a
ompleta de orden n enton
es Kn no tiene aristas. Consideremos Kn[Kn] (Kn[Kn] ∼=
Kn,n,...,n) 
omo la grá�
a 
ompleta n-partita 
on n vérti
es en 
ada parte. En el mismotrabajo, probaron que dc(Kn[Kn]) = n. De he
ho, demostraron un resultado más fuerte.Sea ν(G) el máximo entero positivo tal que para toda orienta
ión de G, existe unsub
onjunto de al menos ν(G) vérti
es que no indu
e 
i
los dirigidos. Enton
es se
umple que ν(Kn[Kn]) = n + 1, lo 
ual 
onse
uentemente impli
a que dc(Kn[Kn]) =
n. De�nimos el número de independen
ia de G 
omo la 
ardinalidad de un 
onjuntoindependiente maximal de vérti
es y lo denotaremos por α(G). Claramente ν(G) ≥
α(G)+1. Demostraron también que existe una 
onstante real positiva c su�
ientementegrande tal que para toda n > n0(c) existe una grá�
a G 
on n vérti
es tal que

α(G) < c logn y ν(G) = α(G) + 1.El 
on
epto de número di
romáti
o de una grá�
a G está estre
hamente rela
ionado
on el de arbori
idad en vérti
es (�point-arbori
ity or vertex arbori
ity�) de una grá�
a
G. El 
on
epto de arbori
idad en vérti
es empezó a ser estudiado por Chartrand, Kronky Wall en 1968, véase [8℄. De�nimos la arbori
idad en vérti
es de una grá�
a simple G
omo el mínimo número de sub
onjuntos de una parti
ión del 
onjunto de vérti
es de
G donde 
ada sub
onjunto de vérti
es indu
e una subgrá�
a a
í
li
a y la denotamos
omo a(G). Por simpli
idad, a la arbori
idad en vérti
es la llamaremos simplementearbori
idad. Chartrand, Kronk y Wall probaron el siguiente resultado:Teorema 1.4 (Teorema 3, [8℄). Para toda grá�
a planar G,

a(G) ≤ 3. (1.1)El vín
ulo entre estos parámetros es el siguiente: 3



1. Introdu

ión y preliminares
dc(G) ≤ a(G) ≤ χ(G) ≤ 2a(G).Por la 
onjetura 1.2, el teorema 4.3 y las desigualdades anteriores, es 
laro que paratoda grá�
a planar G se 
umple dc(G) ≤ 3. Más tarde en [9℄, Chartrand y Kronkdemostraron que la 
ota a(G) ≤ 3 es la mejor posible. Exhibieron un ejemplo de unagrá�
a planar 
on arbori
idad tres de orden 25. Al igual, probaron que si G es unagrá�
a plana exterior, enton
es a(G) ≤ 2, donde una grá�
a G se di
e planar exterior(outerplanar) si puede dibujarse en el plano de manera que todos sus vérti
es estén enla frontera de la 
ara exterior.La distan
ia dist(T, T ′) entre dos triángulos T y T ′ se de�ne 
omo el valor

mı́n{dist(x, y) : x ∈ V (T ) y y ∈ V (T ′)}.Raspaud y Wang en [44℄ probaron que a(G) ≤ 2 siempre que G sea una grá�
a planary no tenga 
i
los de orden 4, o bien, dos triángulos (C3) 
ualesquiera estén a distan
iaal menos tres. Además, mostraron un ejemplo de una grá�
a de orden mínimo 
onarbori
idad 3, que tiene 21 vérti
es, (veáse �gura 4.3).Sea h(n) el menor entero para el 
ual existe una grá�
a G de tamaño h(n) (númerode aristas) y dc(G) = n. Erd®s en [14℄, 
onjeturó que h(n)/n2 → ∞. De forma inde-pendiente, Neumann-Lara formuló di
ha 
onjetura, véase [15℄. En 1991, Erd®s, Gimbely Krats
h ,veáse [16℄, se aproximaron a la 
onjetura al probar que:
h(n) = θ(n2 ln2(n)).Si u→ v es una �e
ha en D, diremos que v es ex-ve
ino de u y u es in-ve
ino de v.A los 
onjuntos de ex-ve
inos e in-ve
inos del vérti
e u los denotaremos por N+(u,D) y

N−(u,D), respe
tivamente. Cuando no hay 
onfusión sobre 
uál es la digrá�
a a la quenos referimos, simplemente denotamos por N+(u) y N−(u). La ve
indad N(u) de u esel 
onjunto de ex-ve
inos e in-ve
inos del vérti
e u, es de
ir N(u) = N+(u)∪N−(u). Elex-grado e in-grado de un vérti
e u se de�nen 
omo |N+(u)| y |N−(u)|, respe
tivamentey se denotan simplemente por d+(u) y d−(u).Un torneo de n vérti
es es una orienta
ión de la grá�
a 
ompleta de n vérti
es. Untorneo T es regular si para todo v ∈ V (T ), se 
umple que d+(v) = d−(v). Así, un torneoregular tiene un número impar de vérti
es. Sea Z2n+1 el 
onjunto de los enteros módulo
2n+1 y J un sub
onjunto de Z2n+1 \ {0} tal que w ∈ J si y solo si −w /∈ J , para todo
w ∈ Z2n+1 \ {0}, lo 
ual impli
a que |J | = n. Los torneos 
ir
ulantes −→C 2n+1(J) estánde�nidos por V (

−→
C 2n+1(J)) = Z2n+1 y
A(
−→
C 2n+1(J)) = {(i, j) : i, j ∈ Z2n+1 y j − i ∈ J}.Observe que si 2n + 1 es un número primo denotado por p, p ≡ 3(mód4) y J es el
onjunto de residuos 
uadráti
os módulo p, enton
es −→C p(J) es el torneo de Paley deorden p (denotado por QRp). De�nimos

−→
C 2n+1(1, 2, . . . , n− 2, n− 1, n) :=

−→
C 2n+1〈∅〉 y−→

C 2n+1(1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , 2n+ 1− j) :=
−→
C 2n+1〈j〉.4



Una digrá�
a se llama r-di
romáti
a si dc(D) = r. Diremos que D es r-di
romáti
a
ríti
a en vérti
es si dc(D) = r y dc(D − v) < r para todo v ∈ V (D).Los siguientes resultados dados por V. Neumann-Lara y J. Urrutia en [33℄ son fun-damentales para nuestro trabajo, sobre todo para el 
apítulo 2, ya que 
ara
terizaron lostorneos regulares 2-di
romáti
os y exhibieron una familia in�nita de torneos 
ir
ulantes
3-di
romáti
os 
ríti
os en vérti
es.Teorema 1.5 (Teorema 1, [33℄). Si T2n+1 es un torneo regular, enton
es dc(T2n+1) = 2si y solo si T2n+1

∼= −→C 2n+1〈∅〉.Teorema 1.6 (Teorema 2, [33℄). −→C 2n+1〈n〉 es un torneo 3-di
romáti
o 
ríti
o en vér-ti
es para todo n ≥ 3.Una n-
olora
ión a
í
li
a de una digrá�
a D es una fun
ión f : V (D)→ Zn tal que
f−1(i) indu
e una subdigrá�
a a
í
li
a en D para toda i ∈ Zn. Sea f : V (D)→ Zn una
n-
olora
ión a
í
li
a de D y π una permuta
ión de Zn. Una traye
toria (u0, u1, . . . , um)enD es llamada una π-traye
toria si y solo si π(f(ui)) = f(ui+1) para i = 0, 1, . . . , m−1.Consideremos D una digrá�
a. De
imos que D es n-di
romáti
a minimal si dc(D) = ny dc(D0) < n para toda subdigrá�
a propiaD0 deD. Denotamos por c0(s,m) al númeromáximo de 
i
los disjuntos en aristas de longitud m en Ks que pasan por un vérti
edado. De�nimos c(s,m) = 2c0(s,m) para 2 < m ≤ s. Neumann-Lara en [31℄ probóresultados a
er
a del número di
romáti
o de digrá�
as del tipo:Teorema 1.7 (Teorema 4, [31℄). Sea D una digrá�
a (k + 1)-di
romáti
a minimal,
k ≥ 2 y m un entero tal que 2 ≤ m ≤ k. Enton
es1. para 
ualesquiera dos vérti
es adya
entes u y v de D existe un 
onjunto de c(k,m)traye
torias dirigidas de u a v disjuntas en �e
has dos a dos y de longitud 
on-gruente 
on 
ero módulo m.2. toda �e
ha (u, v) ∈ A(D) está 
ontenida en c(k,m) 
i
los de longitud 
ongruente
on 1 módulo m que satisfa
en que 
ualesquiera dos tienen a (u, v) 
omo �e
ha
omún.3. todo vérti
e u ∈ V (D) está 
ontenido en c(k,m) 
i
los disjuntos dos a dos delongitud 
ongruente 
on 
ero módulo m.Corolario 1.8 (Corolario2, [31℄). Si D es una digrá�
a (k + 1)-di
romáti
a minimal
on k ≥ 2, enton
es toda �e
ha (u, v) ∈ A(D) pertene
e a un 
i
lo de longitud imparmayor o igual que k.El 
orolario 1.8 generaliza el siguiente resultado debido a Erd®s y Hajnal [13℄.Teorema 1.9 (Teorema 7.7, [13℄). Si L ≥ 3 es la longitud máxima de un 
i
lo imparde orden máximo en G, enton
es χ(G) ≤ L+ 1.Como podemos notar, existe una 
onexión entre el número di
romáti
o y la longitudde los 
i
los, 
omo demostró Neumann-Lara en el teorema 1.7. En [10℄, Chen, Ma yZang probaron el siguiente resultado que generaliza el teorema 1.7 5



1. Introdu

ión y preliminaresTeorema 1.10 (Teorema 3, [10℄). Sean k y r dos enteros tal que k ≥ 2 y k ≥ r ≥ 1. Siuna digrá�
a D no 
ontiene 
i
los dirigidos de longitud r módulo k, enton
es dc(D) ≤ k.Existe otra generaliza
ión del número di
romáti
o de una digrá�
a dada por V.Neumann-Lara. Sea P una 
lase de digrá�
as no va
ías y distintas de las triviales. Una
n-
olora
ión relativa a P de una digrá�
a D es una fun
ión f : V (D) → Zn tal quepara toda i ∈ Zn, la subdigrá�
a de D indu
ida por f−1(i) no 
ontiene subdigrá�
asisomorfas a un miembro de P. El número P-di
romáti
o dc(D;P) deD es por de�ni
ión,el mínimo número natural n tal que existe una n-
olora
ión relativa a P de D. Ladigrá�
aD es n-di
romáti
a relativa a P si dc(D;P) = n y n-di
romáti
a 
ríti
a relativaa P si dc(D;P) = n y dc(D0;P) < n para toda subdigrá�
a propia D0 en D. De lade�ni
ión de número P-di
romáti
o se tiene que dc(D) = dc(D, C), donde C es la 
lasede todos los 
i
los dirigidos. Sea f : V (D)→ Zn una n-
olora
ión relativa a P de D y
π una permuta
ión de Zn. Por último, de�nimos λ(P) = mı́n{λ(P ) : P ∈ P}, donde
λ(P ) denota la 
onexidad en �e
has de P (esto es λ(P ) es el número mínimo de �e
hastal que al borrarlas de P se 
umple que P es dis
onexa o P es trivial).Teorema 1.11 (V. Neumann-Lara, [32℄). Sean D una digrá�
a n-di
romáti
a relativa a
P y u, v ∈ V (D). Supongamos que para toda n-
olora
ión relativa a P g de D se 
umpleque g(u) = g(v). Sea f una n-
olora
ión relativa a P de D y π una permuta
ión de Zn,que no �ja a f(u) (esto es, f(u) 6= u). Enton
es, existe un 
onjunto de λ(P) �e
hasdisjuntas y π-traye
torias en D que van de u a v.Corolario 1.12 (Teorema 2, [31℄ ). Sean D una digrá�
a n-di
romáti
a y u, v ∈ V (D).Supongamos que g(u) = g(v) para toda n-
olora
ión a
í
li
a g de D. Sea f una n-
olora
ión a
í
li
a de D y π una permuta
ión de Zn que no �ja a f(u). Enton
es existeuna π-traye
toria en D de u a v.Sea D una digrá�
a n-di
romáti
a. De
imos que D es úni
amente 
oloreable si toda
n-
olora
ión de D indu
e la misma parti
ión de V (D). En [35℄ Neumann Lara, Santoroy Urrutia obtuvieron dos familias de digrá�
as 2-di
romáti
as úni
amente 
oloreablesy además, familias in�nitas m-di
romáti
as de digrá�
as úni
amente 
oloreables paratoda m ≥ 2.En [37℄, Neumann-Lara demostró que el torneo de Paley QR7 =

−→
C 7(1, 2, 4) es 3-di
romáti
o y que existen exa
tamente otros tres torneos 3-di
romáti
os W,W0 y W1de orden 7 no isomorfos, véanse �guras 1.3 y 1.4. Además, W0 se obtiene de W alvoltear un a
oplamiento perfe
to entre los triángulos. También se prueba que QR11 =−→

C 11(1, 3, 4, 5, 9) es el úni
o torneo 4-di
romáti
o de orden 11 y que dc(T ) ≤ 3 para todotorneo T 
on |V (T )| ≤ 10.El siguiente resultado muestra una familia in�nita de torneos 
ir
ulantes 4-di
romáti
os
ríti
os en vérti
es dada por V. Neumann-Lara.Teorema 1.13 (Teorema [38℄). El torneo 
ir
ulante −→C 6m+1〈2m〉 es 4-di
romáti
o 
rí-ti
o en vérti
es para todo m ≥ 2.En [33℄, Neumann-Lara y Urrutia 
onstruyeron familias in�nitas de torneos regulares
r-di
romáti
os 
ríti
os en vérti
es para toda r ≥ 3 y r 6= 4. En 1997 Neumann-Larapropuso la siguiente 
onjetura:6
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Figura 1.3. Torneos W =
−→
C 3[K1,

−→
C 3,
−→
C 3] y W0, respe
tivamente.
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Figura 1.4. Torneos W1 y −→C 7(1, 2, 4), respe
tivamente.Conjetura 1.14 (Conjetura, [38℄). Existe una familia de torneos 
ir
ulantes r-di
romáti
os
ríti
os en vérti
es para toda r ≥ 3.Neumann-Lara en [40℄ demostró la 
onjetura para toda r ≥ 3 y r 6= 7 usando 
om-posi
ión de torneos. El 
aso faltante fue resuelto por Araujo-Pardo y Olsen, véase [3℄, endonde además 
onstruyeron otras familias in�nitas de torneos regulares r-di
romáti
os
ríti
os en vérti
es para r ≥ 3 distintas a las ya 
ono
idas. Es importante observarque in
luyen el 
aso 
uando r = 7 lo 
ual 
ompleta la prueba de la 
onjetura antesmen
ionada.Un torneo T es transitivo si (h, i), (i, j) ∈ A(T ) impli
a que (h, j) ∈ A(T ). Si T esde orden n, lo denotamos 
omo TTn (véase �gura 1.5). Para todo n, existe un úni
otorneo TTn salvo isomor�smo. 7



1. Introdu

ión y preliminares
0 1 2 n− 2 n− 1h i jFigura 1.5. Torneo transitivo TTnSea ξ(k) el mínimo orden (número de vérti
es) posible de un torneo k-di
romáti
o.El problema de determinar este valor es 
ompli
ado. Se 
ono
en los valores exa
tos

ξ(3) = 7 y ξ(4) = 11 y se 
onjetura que ξ(5) = 17, véase [37℄. Este problema estáademás rela
ionado 
on la 
onjetura siguiente planteada por Erd®s y Moser.Conjetura 1.15 (Conjetura Erd®s y Moser, [49℄). Para todo entero positivo k existeun torneo T de orden n = 2k−1 − 1 que no 
ontiene un TTk.En [45℄, Reid y Parker demostraron que di
ha 
onjetura es falsa para k = 5. Másaún, probaron que todo torneo de orden 14 tiene un subtorneo transitivo de orden 5.Además demostraron que existe un úni
o torneo de orden 13 que no tiene un subtorneotransitivo de orden 5. En 1994, véase [36℄, Neumann-Lara dio una prueba más 
ortay estru
tural que la demostra
ión dada por Reid y Parker en [45℄. El problema a
tual
onsiste en determinar el mínimo orden f(k) = n de un torneo T que 
ontenga unsubtorneo isomorfo a TTk.En resumen se sabe que:
4 ≤ f(3) ≤ 7
8 ≤ f(4) ≤ 13
14 ≤ f(5) ≤ 27
27 < f(6).Para más detalles véanse [37℄, [45℄ [48℄ y [49℄.Una 
lase interesante de problemas en este tópi
o es la rela
ión del número di
ro-máti
o de una digrá�
a D 
on la in
onexión a
í
li
a de la misma. Denotemos por −→C 3 altriángulo dirigido de tres vérti
es. De a
uerdo a V. Neumann-Lara, [39℄, un 
i
lo dirigi-do se di
e bien 
oloreado si vérti
es adya
entes (unidos por una �e
ha) re
iben distinto
olor. Un −→C 3 bien 
oloreado es hetero
romáti
o (todos los vérti
es tienen distinto 
o-lor). La in
onexión a
í
li
a de D (respe
tivamente, la in
onexión a
í
li
a libre de −→C 3)denotada por −→ω (D) (resp., −→ω 3(D)) es el máximo número de 
olores ne
esarios para
olorear los vérti
es de D tal que no apare
en 
i
los dirigidos bien 
oloreados (resp.,triángulos dirigidos hetero
romáti
os). Sean D0, D1, D2 digrá�
as disjuntas. De�nimosla suma de Zykov t(D0, D1, D2) 
omo la digrá�
a donde el 
onjunto de vérti
es estádado por ∪2i=0V (Di) y el 
onjunto de aristas por

∪2i=0E(Di) ∪ {(u, v)|u ∈ V (Di), v ∈ V (Di+1)}donde los índi
es son tomados módulo 3. Consideremos los siguientes resultados dadosen [39℄.8



Proposi
ión 1.16 (Proposi
ión 3.6, [39℄).
−→ω (t(α1, α2, α3)) = 1 +max{−→ω (αi) : i ∈ {1, 2, 3}} y
−→ω 3(t(α1, α2, α3)) = 1 +max{−→ω 3(αi) : i ∈ {1, 2, 3}}.Teorema 1.17 (Teorema 4.11, [39℄). Sea n ≥ 2. Enton
es

−→ω (
−→
C 2n+1〈j〉) = −→ω 3(

−→
C 2n+1〈j〉) = 2,para j 6= 2 y n 6= 4.Consideremos un torneo 
ir
ulante −→C 2n+1〈j〉 
on j 6= 2 y n 6= 4. La rela
ión entreestos parámetros (dc(−→C 2n+1〈j〉), −→ω (

−→
C 2n+1〈j〉) y −→ω 3(

−→
C 2n+1〈j〉)) es que mientras estostorneos 
ir
ulantes a los 
uales se les voltea una �e
ha tienen in
onexión a
í
li
a ein
onexión a
í
li
a libre de −→C 3 dos, tienen número di
romáti
o: dos, tres o 
uatro (
omose probará en el 
apítulo 2 de esta tesis). Un ejemplo de este vín
ulo es el siguiente: paralos torneos 
ir
ulantes −→C 6m+1〈2m〉 los 
uales son 4-di
romáti
os (ver teorema 1.13), setiene que −→ω (

−→
C 6m+1〈2m〉) = −→ω 3(

−→
C 6m+1〈2m〉) = 2 por el teorema 1.17. Observe losvalores de −→ω y −→ω 3 para los siguientes torneos 3- y 4-di
romáti
os. Re
ordemos queen [35℄ se probó que

dc(
−→
C 7〈3〉) = dc(

−→
C 3[K1,

−→
C 3,
−→
C 3] = W ) = 3y que dc(

−→
C 11〈2〉) = 4. Por el teorema 1.17,
−→ω (
−→
C 7〈3〉) = −→ω (

−→
C 11〈2〉) = −→ω 3(

−→
C 7〈3〉) = −→ω 3(

−→
C 11〈2〉) = 2y por la proposi
ión 1.16

−→ω (t(
−→
C 3,
−→
C 3, T1)) =

−→ω 3(t(
−→
C 3,
−→
C 3, T1)) = 3.Otro resultado que desta
amos es el siguiente:Proposi
ión 1.18 (Proposi
ión 5.5, [39℄). Para toda pareja de enteros (r, s), 
on r ≥

s ≥ 2, hay un 
onjunto in�nito de torneos regulares W tal que
r ≤ dc(W ) ≤ r + 2 y s ≤ −→ω (W ) ≤ −→ω 3(W ) ≤ s+ 1.Más resultados de este tipo pueden en
ontrarse en [26℄, [27℄ y en [28℄. En espe
ial,los resultados 
ono
idos se obtienen para torneos regulares.Sea D una digrá�
a. Un sub
onjunto S de V (D) se di
e que es independiente si para
ualesquiera dos vérti
es de S no existe la �e
ha (u, v) ni la �e
ha (v, u) en A(D). Unsub
onjunto S de V (D) se llama absorbente si para 
ada vérti
e v que no pertene
e a S,existe w ∈ S tal que (w, v) ∈ A(D). Un nú
leo N en una digrá�
a D es un 
onjunto devérti
es de D tal que es independiente y absorbente. Una digrá�
a es nú
leo-perfe
ta si

D tiene nú
leo y toda subdigrá�
a indu
ida de la digrá�
a D tiene nú
leo y es nú
leo-imperfe
ta 
ríti
a si D no tiene nú
leo, pero todas sus digrá�
as indu
idas propias sítienen nú
leo. 9



1. Introdu

ión y preliminaresUna digrá�
a es asimétri
a si no tiene �e
has simétri
as. El número di
romáti
o dedigrá�
as se rela
iona 
on la teoría de nú
leos (véanse [17℄ y [18℄). En [18℄, Galeana-Sán
hez y Neumann-Lara probaron la existen
ia de digrá�
as asimétri
as nú
leo-perfe
tas
on número di
romáti
o arbitrariamente grande, 
uyas grá�
as subya
entes no 
ontie-nen triángulos (esto es, grá�
as de 
uello al menos 4). También probaron la existen
ia dedigrá�
as nú
leo-imperfe
tas 
ríti
as 
on número di
romáti
o arbitrariamente grande ysin �e
has simétri
as ni 
i
los dirigidos de longitud 3.Sean T un torneo y {u, v} ⊂ V (T ). De
imos que u, v ∈ V (T ) son dis
ordantesmódulo S y lo denotamos por u|v(módS), si
N+(u, S \ {u, v}) = N−(v, S \ {u, v}) y
N−(u, S \ {u, v}) = N+(v, S \ {u, v}).De
imos que {u, v} forman un par dis
ordante si

N+(u, T ) ∪N+(v, T ) ∪ {u, v} = V (T ).De�nimos la digrá�
a de domina
ión de un torneo T , denotada por D(T ), 
omo:
V (D(T )) = V (T ) y
A(D(T )) = {u→ v : {u, v} es un par dis
ordante}.De
imos que MT es un molde de T , si T es un torneo regular y toda traye
toria dirigidaen D(T ) es de orden a lo más dos. Note que un molde MT de un torneo 
ir
ulanteno 
í
li
o T es el torneo regular indu
ido por V (T ) \ {u, v}. Un molde es manso si

T 〈V (T ) \ {u, v}〉 ∼= −→C 2m+1〈∅〉. Un torneo T es manso si MT es manso. Llano y Olsenen [26℄ probaron que los torneos T 
on moldes mansos satisfa
en que−→w (T ) = −→w (T ) = 2.Olsen y Neumann-Lara en [41℄ probaron que todo torneo manso es 3-di
romáti
o.Más re
ientemente, el número di
romáti
o ha sido estudiado en rela
ión 
on losvalores propios aso
iados a una digrá�
a en el mar
o de la teoría espe
tral de grá�
as(véase [30℄).Considere una lista de k 
olores y una grá�
a G. Asignamos un 
olor de la lista atodo vérti
e de G para tener una 
olora
ión propia de los vérti
es de G. Enton
es, almenor entero k para el 
ual se 
umple lo anterior se le denomina número de ele

iónde G, denotado por ch(G). El número de diele

ión de una grá�
a (dch(G)) se de�ne
omo:
dch(G) = mı́n {ch(−→G ) :

−→
G es una orienta
ión de G}y además 
ada 
lase 
romáti
a no tiene 
i
los dirigidos. Sali y Simonyi en [47℄ dieronuna rela
ión entre el número 
romáti
o. Como dch(T ) = 1 para todo árbol T , enton
espuede o
urrir que dch(G) < χ(G). Al igual muestran la existen
ia de grá�
as bipar-titas 
on número de diele

ión arbitrariamente grande. Note que años atrás, Erd®s yNeumann-Lara en [14℄ hi
ieron una rela
ión similar para el número 
romáti
o y el nú-mero di
romáti
o en grá�
as, véase la proposi
ión 1.3. Es interesante observar que dadoun árbol T , se tiene que dch(T ) = 1 = dc(T ) < χ(T ) = 2.Cabe men
ionar que Thomassen en [51℄ demostró que si G es una grá�
a planarenton
es ch(G) = 5. Con estos ante
edentes, podemos 
on
luir que si G es una grá�
a10



planar, enton
es
dc(G) ≤ a(G) ≤ χ(G) < ch(G) ≤ 2a(G).Igualmente, el número di
romáti
o apare
e en el estudio de 
olora
iones de juegosen digrá�
as y las 
olora
iones 
ir
ulares de grá�
as, véase el ex
elente survey dinámi
ode Yang y Zhu [52℄ de 2010.Esta tesis se 
ompone de los siguientes resultados. En el 
apítulo 2, determinamosque el número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes a los 
uales seles voltea una �e
ha es 3 o 4. Más aún, 
ara
terizamos los torneos −→C 2n+1〈k〉 
ríti
osen vérti
es para todo k ∈ {1, 2, . . . , n}. El pro
eso de determinar 
uáles torneos 
ir
u-lantes son 
ríti
os en vérti
es se basa en la 
onstru

ión de la parti
ión de los vérti
esque realiza el número di
romáti
o. Estos resultados se en
uentran publi
ados en [25℄.Además probamos que ningún torneo 
ir
ulante de orden 17 es 5-di
romáti
o.En el 
apítulo 3, trabajamos 
on algunas familias de digrá�
as 
ir
ulantes, donde el
onjunto de saltos 
umple 
ondi
iones espe
í�
as. Note que si la digrá�
a 
ir
ulante esde orden n, el 
onjunto de saltos es de 
ardinalidad a lo más ⌈n

2
⌉ . De he
ho, 
uando la
ardinalidad del 
onjunto de saltos es menor que ⌊n

2
⌋, el número de �e
has disminuye.Con base en este he
ho, uno pensaría que es más fá
il determinar el número di
romáti
ode estas digrá�
as. Sin embargo, no es así ya que mostrar la parti
ión que realiza elnúmero di
romáti
o puede ser 
ompli
ado. En la se

ión 3.2.2 obtenemos 
omo 
orolarioque el torneo 
ir
ulante 
i
lí
o de orden 2k + 1 es dos di
romáti
o para k ≥ 1. Este esuno de los dos resultados que 
on
luyeron V. Neumann-Lara y J. Urrutia en el teorema1.5.En el 
apítulo 4 
onstruimos dos familias de grá�
as mixtas planas maximales quetienen número di
romáti
o dos. Estas grá�
as mixtas bási
amente tienen 
omo basealguna digrá�
a 
ir
ulante del tipo −→C 2m(1, 2) o −→C 2m(1,−2) y le agregamos aristas deuna manera espe
ial, tal que la grá�
as mixtas obtenidas sean planas maximales.En el apéndi
e A, mostramos una tabla 
on los números di
romáti
os de los torneos
ir
ulantes para n ∈ {3, 4, 5, 6, 7} y en el apéndi
e B mostramos todos los isomor�smosde los torneos 
ir
ulantes de orden 2n+1, 
on n ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Una lista amplia dereferen
ias bibliográ�
as de los temas tratados 
on
luye este trabajo de investiga
ión,donde 
on
urren teoría de grá�
as, teoría de digrá�
as, teoría de números y geometría
ombinatoria.Como es usual, las matemáti
as son un mundo lleno de desafíos intele
tuales en
ualesquiera de sus áreas. Es impresionante la interrela
ión entre diversos tipos de pro-blemas y sus ante
edentes, 
omo o
urre 
on nuestros tópi
os aquí tratados: algunosproblemas se resuelven 
omo relámpagos 
ubiertos de ideas, mu
hos otros solo se 
om-prenden, menos se des
ubren y otros quedan planteados para retos futuros.

11





Capítulo 2Número di
romáti
o de familiasin�nitas de torneos 
ir
ulantesEn lo que sigue estudiaremos y probaremos los siguientes tipos de resultados:(i) Determina
ión del número di
romáti
o de −→C 2n+1〈j〉 para toda j = 1, . . . , n.(ii) Cara
teriza
ión de los torneos 
ir
ulantes n-di
romáti
os 
ríti
os en vérti
es de lafamilia −→C 2n+1〈j〉.(iii) Prueba de que ningún torneo 
ir
ulante de 17 vérti
es es 5-di
romáti
o.Sean D y F digrá�
as y Fv una familia de 
opias mutuamente disjuntas e isomorfasa F para todo v ∈ V (D). De�nimos la 
omposi
ión D[F ] (o produ
to lexi
ográ�
o
D ◦ F , véase [20℄) de las digrá�
as D y F 
omo

V (D[F ]) =
⋃

v∈V (D) V (Fv) y
A(D[F ]) =

⋃

v∈V (D) A(Fv) ∪ {(i, j) : i ∈ V (Fv), j ∈ V (Fw) y
(v, w) ∈ A(D)}.Un ejemplo se ilustra en la �gura 2.1. La exve
indad de 
ualquier vérti
e v ∈ V es el
onjunto

N+(v) := {u ∈ V : v → u ∈ A}.Análogamente la inve
indad de v es N−(v) := {u ∈ V : u→ v ∈ A}.Observa
ión 1. Salvo isomor�smos, (de a
uerdo a M
Kay [29℄ y al apéndi
e B):(i) Existe un úni
o torneo regular 
ir
ulante de orden 5 que es:
−→
C 5(1, 2) =

−→
C 5〈∅〉.(ii) Existen dos torneos regulares 
ir
ulantes de orden 7 que son

−→
C 7(1, 2, 3) =

−→
C 7〈∅〉 ∼=

−→
C 7〈1〉 ∼=

−→
C 7〈2〉 y−→

C 7(1, 2, 4) =
−→
C 7〈3〉.13



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes(iii) Existen tres torneos 
ir
ulantes de orden 9, los 
uales son
−→
C 9(1, 2, 3, 4) =

−→
C 9〈∅〉,−→

C 9(1, 2, 3, 5) =
−→
C 9〈4〉 ∼=

−→
C 9〈1〉 ∼=

−→
C 9〈3〉 y−→

C 9(1, 3, 4, 7) =
−→
C 9〈2〉,(donde −→C 9〈2〉 ∼=

−→
C 3[
−→
C 3] es la 
omposi
ión de −→C 3 y −→C 3, ver �gura 2.1).

0

1
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4
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45

6

78Figura 2.1. Torneo −→C 9〈2〉 ∼=
−→
C 3[
−→
C 3]Observa
ión 2.(i) dc(

−→
C 3) = dc(

−→
C 5(1, 2)) = dc(

−→
C 7(1, 2, 3)) = dc(

−→
C 9(1, 2, 3, 4)) = 2, por el teorema1.5.(ii) dc(

−→
C 7〈2〉) = 3, por la observa
ión 1 (ii) y el teorema 1.6.(iii) dc(
−→
C 9〈2〉) = 3, por el teorema 8 [31℄.(iv) dc(
−→
C 9〈1〉) = 3, por la observa
ión 1 (iii) y por el teorema 1.6 .Observa
ión 3. Todo torneo 
ir
ulante es transitivo en vérti
es, esto es, Aut(T ) (elgrupo de automor�smos de T ) a
túa transitivamente en V (T ), es de
ir, para todo par

u, v ∈ V (T ) existe ϕ ∈ Aut(T ) tal que ϕ(u) = v. En el 
aso de T =
−→
C 2n+1(J) se tieneque

Aut(T ) = {ϕ : V (T )→ V (T ) : ϕ es biye
tiva y ϕ(i) = i+j mod (2n+1) ∀ j ∈ Z2n+1}.14



2.1. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈1〉En las siguientes se

iones determinaremos los valores exa
tos de dc(−→C 2n+1〈k〉) paratodos n, k ∈ N. Subdividimos los 
ál
ulos en 
in
o 
asos (los 
asos se ilustran en la �gura2.2):
(i) k = 1,
(ii) k = 2,
(iii) 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉,

(iv) ⌈n
2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋ y

(v) ⌊2
3
n⌋+ 1 ≤ k ≤ n.

1
(i)

2
(ii)

3 ⌈n
2
⌉
⌈n
2
⌉+ 1

︸ ︷︷ ︸

(iii)
︸ ︷︷ ︸

(iv)

⌊2
3
n⌋
⌊2
3
n⌋ + 1

︸ ︷︷ ︸

(v)

nFigura 2.2.
2.1. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈1〉Diremos que un subtorneo transitivo 
ontenido en −→C 2n+1〈k〉 es maximal si su orden(número de vérti
es) es máximo. En esta se

ión, la 
onstru

ión del primer subtorneotransitivo maximal se ha
e por 
asos 
on base en las 
ongruen
ias módulo tres. Observeque un subtorneo transitivo maximal no es ne
esariamente úni
o. En esta se

ión yla siguiente, las demostra
iones son similares pero, las ha
emos por separado porquelos sub
onjuntos de vérti
es que indu
en los torneos transitivos maximales son de lamisma 
ardinalidad pero los sub
onjuntos que los indu
en son distintos en −→C 2n+1〈1〉 y−→
C 2n+1〈2〉. Observemos lo siguiente:Observa
ión 4.(i) Para toda j ∈ Z2n+1, el 
onjunto de vérti
es {j − 2, j − 1, j} indu
e un −→C 3 en−→

C 2n+1〈1〉 y −→C 2n+1〈2〉, respe
tivamente.
j − 2 j

j − 1

2n

2n

2 j − 2 j

j − 1

11

2n− 1Figura 2.3. −→C 3 en −→C 2n+1〈1〉 y −→C 2n+1〈2〉, respe
tivamente
15



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes(ii) −→C 11〈1〉 ∼=
−→
C 11〈4〉, véase apéndi
e B(iii) −→C 13〈1〉 ∼=
−→
C 13〈3〉.Proposi
ión 2.1. dc(−→C 11〈1〉) = dc(

−→
C 13〈1〉) = dc(

−→
C 15〈1〉) = 3.
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0
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7
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5
4
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2 5

30

10 1

9 7

8 4

6

Figura 2.4. −→C 11〈1〉 y parti
ión de los vérti
es de −→C 11〈1〉 en subtorneos a
í
li
osDemostra
ión. Considere −→C 11〈1〉, véase �gura 2.4. Observe que 
omo−→C 11〈1〉 ≇
−→
C 11〈∅〉,véase apéndi
e B y por el teorema 1.5, dc(−→C 11〈1〉) ≥ 3. Para 
ompletar la prueba,mostramos una parti
ión de los vérti
es de −→C 11〈1〉 dada por

P1 = {0, 3, 2, 5}, P2 = {7, 10, 9, 1} y P3 = {4, 6, 8}.Observe que P1 y P2 indu
en un TT4 y P3 indu
e un TT3 en −→C 11〈1〉, respe
tivamente.Por la observa
ión 4(ii), dc(−→C 11〈4〉) = 3. Note que los subtorneos transitivos indu
idospor P1, P2 y P3 son maximales. En otro 
aso, si 〈P1〉 no fuera un subtorneo transi-tivo maximal, enton
es el úni
o vérti
e que podemos agregar es el vérti
e 10, pero
(2, 5, 10, 2) ∼= −→C 3. Enton
es, P1 indu
e un subtorneo transitivo maximal. Los argumen-tos son similares para P2 y P3. Análogamente probamos los 
asos n = 6 y n = 7.Los siguientes lemas son una herramienta útil para probar el teorema 2.6. Sean a y
b enteros no negativos tales que 0 ≤ a < b ≤ n. De�nimos los intervalos

[a, b] = {a, a+ 1, . . . , b}, X0 = [0, n], X3 = [0, 2n] y
Y0 = {j ∈ X0 : j ≡ 1 mód 3}.Lema 2.2. El torneo −→C 2n+1〈1〉 
ontiene un subtorneo transitivo maximal de orden

n+ 1− ⌊n
3
⌋ si n ≡ 0 mód 3 y de n+ 2− ⌈n

3
⌉ vérti
es si n ≡ 1 mód 3.16



2.1. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈1〉Demostra
ión. Considere −→C 2n+1〈1〉 =
−→
C 2n+1(2, 3, 4, 5, 6, . . . , n, 2n). Por la observa
ión3, basta 
onsiderar un subtorneo transitivo maximal que 
ontenga al vérti
e 0. Observeque

N+(0) = {2, 3, 4, 5, 6, . . . , n, 2n}.Para la 
onstru

ión del subtorneo transitivo maximal analizamos dos 
asos:Caso 1: n ≡ 0 mód 3. Sea n = 3k donde k ∈ N. Note que el sub
onjunto de vérti
es
j ≡ 0, 2 mód 3 pertene
en al 
onjunto X0 e indu
en un subtorneo transitivo

H0 = 〈X0 \ Y0〉por la observa
ión 4(i). Observe que |Y0| = ⌊n3 ⌋ y |H0| = n+1−⌊n
3
⌋ = 2k+1. Elresto de la prueba 
onsiste en probar que H0 es maximal.Si H0 no fuera maximal, enton
es el úni
o vérti
e que podemos agregar es 2n porla observa
ión 4(i). Observe que el sub
onjunto de vérti
es {n, 2n, n− 4} indu
eun −→C 3 en −→C 2n+1〈1〉, lo 
ual impli
a que H0∪{2n} no puede indu
ir un subtorneotransitivo maximal.Caso 2: n ≡ 1 mód 3. Este 
aso es análogo al 
aso 1. El subtorneo transitivomaximal es

H1 = 〈(X0 ∪ {2n}) \ Y0〉.Lema 2.3. Sea −→C 2n+1〈1〉 tal que n ≡ 0, 1 mód 3. Enton
es los subtorneos indu
idospor
X3 \ (X0 \ Y0) si n ≡ 0 mód 3 y

X3 \ ((X0 ∪ {2n}) \ Y0) si n ≡ 1 mód 3
ontienen un torneo transitivo maximal de orden n − ⌊n
3
⌋ y n − ⌊n

3
⌋ − 1 vérti
es, res-pe
tivamente.Demostra
ión. Supongamos que n ≡ 0 mód 3. Por el lema 2.2, −→C 2n+1〈1〉 
ontiene alsubtorneo transitivo H0. Considere X1 = [n + 1, 2n] y de�nimos

Y1 = {j ∈ X1 : j ≡ 2 mód 3} y J0 = 〈X1 \ Y1〉.Por la observa
ión 4(i), J0 es transitivo. Note que J0 tiene orden n−⌊n
3
⌋. Para probarque J0 es maximal, la demostra
ión es similar a la prueba del lema 2.2. Por 
ontradi
-
ión, si J0 no fuera maximal, enton
es al úni
o vérti
e que podemos adherir es el vérti
e

1 por la observa
ión 4(i). Observe que en este 
aso, el 
onjunto {1, n+1, n+3} indu
eun −→C 3 en −→C 2n+1〈1〉, lo 
ual impli
a que J0 ∪ {1} no indu
e un subtorneo transitivomaximal. Cuando n ≡ 1 mód 3 los argumentos son similares. El subtorneo transitivomaximal es
J1 = 〈X1 \ (Y2 ∪ {2n})〉,donde Y2 = {j ∈ X1 : j ≡ 0 mód 3}. 17



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantesLema 2.4. Un torneo transitivo maximal 
ontenido en −→C 2n+1〈1〉 es de orden n+1−⌈n
3
⌉,si n ≡ 2 mód 3.Demostra
ión. La prueba es similar a la del lema 2.2. El subtorneo transitivo es

H2 = 〈X0 \ Y0〉.Para veri�
ar que es maximal, supongamos que no lo es. Enton
es por la observa
ión4(i), el úni
o vérti
e que podemos agregar es 2n. Observe que el sub
onjunto de vérti
es
{n, 2n, n − 5} indu
e un −→C 3, por lo que se tiene una 
ontradi

ión a la transitividad.Por lo tanto, H2 es un subtorneo transitivo maximal.Lema 2.5. Sea −→C 2n+1〈1〉 tal que n ≡ 2 mód 3. Enton
es el subtorneo indu
ido por:

X3 \H2
ontiene un subtorneo transitivo maximal de orden n− ⌊n
3
⌋.Demostra
ión. Es similar al lema 2.3. En este 
aso, todo vérti
e j ≡ 0, 1 mód 3 en X1indu
e un subtorneo transitivo

J2 = 〈X1 \ Y3〉,donde Y3 = {j ∈ X1 : j ≡ 2 mód 3}.Teorema 2.6. Sea n ∈ N. Enton
es dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4 para toda n ≥ 8.Demostra
ión. Por el teorema 1.5, tenemos que dc(−→C 2n+1〈1〉) ≥ 3. En primer lugar, de-mostraremos que dc(−→C 2n+1〈1〉) ≥ 4. Por 
ontradi

ión, supongamos que dc(−→C 2n+1〈1〉) =
3. Así, −→C 2n+1〈1〉 tiene una parti
ión de sus vérti
es que indu
en tres subtorneos transi-tivos. Supongamos que n ≡ 0 mód 3 (es similar 
uando n ≡ 1, 2 mód 3). Por los lemas2.2 y 2.3, los subtorneos transitivos maximales en −→C 2n+1〈1〉 son H0 y J0. Por lo tanto,el resto del 
onjunto de vérti
es

X3 \ {V (H0) ∪ V (J0)} = {1, 4, 7, . . . , n + 2, n+ 5, ...},indu
en el ter
er subtorneo transitivo. Observe que el 
onjunto de vérti
es {1, 7, n+2}indu
e un −→C 3, lo 
ual es una 
ontradi

ión. Por lo tanto, −→C 2n+1〈1〉 no puede partirse entres subtorneos transitivos y así dc(−→C 2n+1〈1〉) ≥ 4. Probaremos que dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4.Por los lemas 2.2 y 2.3, tenemos que los dos subtorneos transitivos maximales H0 y
J0 tienen 
ardinalidad n + 1 − ⌊n

3
⌋ y n − ⌊n

3
⌋, respe
tivamente. De�nimos un ter
ersubtorneo

K0 = 〈{1} ∪ Y1〉.Note que |K0| = ⌊n3 ⌋ + 1 y K0 es transitivo por la de�ni
ión de Y1. Falta probar que
K0 es un subtorneo transitivo maximal en −→C 2n+1〈1〉 \ {H0 ∪ J0}. Si K0 no fuera unsubtorneo transitivo maximal, enton
es podemos adherir al menos uno de los vérti
esde Y0 \ {1}. Note que si i ∈ Y0 \ {1}, tenemos que (i, i+n− 2, i+n+1, i) ∼= −→C 3. Por lotanto, K0 es un subtorneo transitivo maximal. Finalmente, el subtorneo L0 = 〈Y0\{1}〉18



2.1. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈1〉es transitivo por la de�ni
ión de Y0 y es maximal. Así dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4. La pruebaes 
ompletamente análoga para los 
asos 
uando n ≡ 1, 2 mód 3. La parti
ión en lossubtorneos transitivos es
H1 = 〈(X0 ∪ {2n}) \ Y0〉, J1 = 〈X1 \ Y2 ∪ {2n}〉, K1 = 〈Y2 ∪ {1}〉, L1 = 〈Y0 \ {1}〉para n ≡ 1 mód 3. Para n ≡ 2 mód 3, tenemos que

H2 = 〈X0 \ Y0〉, J2 = 〈X1 \ Y3〉, K2 = 〈(Y3 ∪ {1})〉, L2 = 〈Y0 \ {1}〉.De la proposi
ión 2.1, los teoremas 1.5, 1.6 y 2.6 y la observa
ión 1(iii), obtenemosla siguiente 
onse
uen
ia.Corolario 2.7.
dc(
−→
C 2n+1〈1〉) =







2 si n = 3

3 si 4 ≤ n ≤ 7

4 si n ≥ 8.Re
uerde que D es r-di
romáti
a 
ríti
a en vérti
es si dc(D) = r y dc(D − v) < rpara todo v ∈ V (D).Teorema 2.8. Sea r ∈ {2, 3, 4}. Enton
es −→C 2n+1〈1〉 es un torneo 
ir
ulante r-di
romá-ti
o 
ríti
o en vérti
es si y solo si n ∈ {1, 4}.Demostra
ión. Si r = 2, 
laramente −→C 3〈1〉 es 2-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es.Si r = 3, ne
esitamos veri�
ar para 
uáles valores de n ∈ {4, 5, 6, 7}, el torneo 
ir
u-lante −→C 2n+1〈1〉 es 3-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es. Note que si n = 4, −→C 9〈1〉 ∼=
−→
C 9〈4〉por la observa
ión 1(iii). −→C 9〈1〉 es 3-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es por el teorema 1.6.Para n = 5, el torneo 
ir
ulante −→C 11〈1〉 es 3-di
romáti
o pero no es 
ríti
o en vérti
espor la proposi
ión 2.1. Usando argumentos análogos, los torneos −→C 13〈1〉 y −→C 15〈1〉 noson 
ríti
os en vérti
es.Si r = 4, el torneo 
ir
ulante −→C 2n+1〈1〉 es 4-di
romáti
o para toda n ≥ 8 porel teorema 2.6. Los vérti
es de −→C 2n+1〈1〉 se parten en 
uatro subtorneos transitivosmaximales 
on |Li| = mı́n{|Hi|, |Ji|, |Ki|, |Li|} para i = 0, 1, 2. Note que −→C 2n+1〈1〉 es

4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es si la 
ardinalidad de Li es igual a uno para i = 0, 1, 2.Como |Li| = |Y0| − 1 = ⌊n
3
⌋ − 1, tenemos que |Li| = 1 si y solo si ⌊n

3
⌋ = 2. Esto o
urre
uando n = 6, 7 u 8. Por el teorema 2.6, esto solamente es posible para n ≥ 8. Observeque |L2| ≥ 2 para T =

−→
C 2n+1〈1〉 si n ≥ 8. Como está parti
ión es maximal, T no es
ríti
o en vérti
es.Por lo tanto, −→C 2n+1〈1〉 es un torneo 
ir
ulante r-di
romáti
o 
ríti
o 
on r ∈ {2, 3, 4}en vérti
es si y solo si n es 1 o 4. 19



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes2.2. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈2〉Re
ordemos que:Observa
ión 5. −→C 9〈2〉 =
−→
C 3[
−→
C 3] es 3-di
romáti
o, véase apéndi
e A. Este es un 
asoparti
ular del teorema 8 de [31℄. Note que no es 
ríti
o en vérti
es.Observa
ión 6. (Teorema 2.6 de [37℄) −→C 11〈2〉 es 4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es.Proposi
ión 2.9. Si n = 6 y 7, enton
es dc(−→C 2n+1〈2〉) = 3.
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Figura 2.5. Parti
ión del torneo −→C 15〈2〉Demostra
ión. Observe que −→C 15〈2〉 ≇
−→
C 15〈∅〉, véase apéndi
e B. Enton
es por el teo-rema 1.5, dc(−→C 15〈2〉) ≥ 3. Considere la siguiente parti
ión de V (

−→
C 15〈2〉):

P1 = {0, 1, 3, 4, 6, 7}, P2 = {5, 8, 9, 11, 12} and P3 = {2, 10, 13, 14}.Tenemos que 〈P1〉 ∼= TT6, 〈P2〉 ∼= TT5 y 〈P3〉 ∼= TT4. Por lo tanto dc(
−→
C 15〈2〉) = 3. Noteque los subtorneos transitivos indu
idos por P1, P2 y P3 son maximales. Si 〈P1〉 nofuera un subtorneo transitivo maximal, enton
es el úni
o vérti
e que podemos adherires el vérti
e 13. No podemos agregar al vérti
e 5 por la observa
ión 4(i). Observe que

(4, 7, 13, 4) ∼= −→C 3. Enton
es, P1 indu
e un subtorneo transitivo maximal. La 
on
lusiónanterior támbien es válida para P2 y P3. Observe que −→C 15〈2〉 no es 
ríti
o en vérti
es.La prueba es análoga para n = 6.20



2.2. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈2〉Lema 2.10. El torneo −→C 2n+1〈2〉 
ontiene un subtorneo transitivo maximal de n+1−⌊n
3
⌋vérti
es, si n ≡ 0, 1 mód 3.Demostra
ión. Tenemos que −→C 2n+1〈2〉 =

−→
C 2n+1(1, 3, 4, . . . , n, 2n − 1). Por la obser-va
ión 3, basta 
onsiderar un torneo transitivo maximal que 
ontenga el vérti
e 0.Observe que N+(0) = {1, 3, 4, 5, 6, . . . , n, 2n− 1}. Note que todo vérti
e j ≡ 0, 1 mód 3
on j = 0, 1, . . . , n indu
e un subtorneo transitivo. Por la observa
ión 4(i), no podemostomar tres vérti
es 
onse
utivos. Así del 
onjunto de vérti
es {0, 1, 2, . . . , n} elimina-mos el 
onjunto de vérti
es Y4 = {j ∈ X0 : j ≡ 2 mód 3}. Por lo tanto, los subtorneostransitivos son:

H0 = 〈X0 \ Y4〉 si n ≡ 0 mód 3,

H1 = 〈X0 \ Y4〉 si n ≡ 1 mód 3.As�, H0 y H1 tienen 
ardinalidad n+1−⌊n
3
⌋ = 2k+1. Note que la diferen
ia entre

H0 y H1 son los últimos vérti
es de estos 
onjuntos. Veri�
aremos que son maximales.Supongamos que no lo son. Enton
es por la observa
ión 4(i), el úni
o vérti
e que pode-mos agregar es el vérti
e 2n−1, pero el sub
onjunto de vérti
es {n, 2n−1, n−3} indu
eun −→C 3, 
ontradi

ión. Por lo tanto los torneos H0 y H1 son transitivos maximales.Lema 2.11. Sea −→C 2n+1〈2〉 tal que n ≡ 0, 1 mód 3. Enton
es los subtorneos indu
idospor
X3 \H0 si n ≡ 0 mód 3 y
X3 \H1 si n ≡ 1 mód 3
ontienen un torneo transitivo maximal de orden n− ⌊n

3
⌋.Demostra
ión. Supongamos que n ≡ 0 mód 3. Enton
es por el lema 2.10, −→C 2n+1〈2〉
ontiene el subtorneo transitivo indu
ido por H0. Consideremos X1 = [n + 1, 2n]. Re-
ordemos que

Y2 = {j ∈ X1 : j ≡ 0 mód 3} y J0 = 〈X1 \ Y2〉 (2.1)Por la observa
ión 4(i), J0 es transitivo de orden n−⌊n
3
⌋ = 2k. Para determinar que esmaximal, supongamos por 
ontradi

ión que no lo es. Enton
es podríamos agregar almenos uno de los vérti
es restantes. Sin pérdida de generalidad, agreguemos al vérti
e

2 (porque −→C 2n+1〈2〉 es transitivo en vérti
es), pero el sub
onjunto de vérti
es {2, n +

1, n+ 4} indu
e un −→C 3, lo 
ual 
ontradi
e la transitividad. En el 
aso n ≡ 1 mód 3 losargumentos son similares y el subtorneo transitivo maximal es
J1 = {X1 \ Y5} donde Y5 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}. (2.2)Lema 2.12. Un subtorneo transitivo maximal 
ontenido en −→C 2n+1〈2〉 es de orden:

n− ⌊n
3
⌋, si n ≡ 2 mód 3. 21



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantesDemostra
ión. La demostra
ión es similar a la del lema 2.10. El subtorneo transitivomaximal es
H2 = 〈X0 \ Y4〉.Lema 2.13. Sea −→C 2n+1〈2〉 tal que n ≡ 2 mód 3. Enton
es el subtorneo indu
ido por

X3 \H2
ontiene un subtorneo transitivo maximal de orden n− ⌊n
3
⌋.Demostra
ión. La prueba es análoga a la del lema 2.11, donde el subtorneo transitivoes

J2 = 〈(X1 ∪ {n}) \ Y6〉 donde Y6 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}.Teorema 2.14. Sea n ∈ N. Enton
es dc(−→C 2n+1〈2〉) = 4, para toda n ≥ 8.Demostra
ión. Por el teorema 1.5, se tiene que dc(
−→
C 2n+1〈2〉) ≥ 3. Primeramente, de-mostraremos que dc(−→C 2n+1〈2〉) ≥ 4. Por 
ontradi

ión, supongamos que dc(−→C 2n+1〈2〉) =

3, así −→C 2n+1〈2〉 tiene una parti
ión de sus vérti
es, la 
ual 
onsiste de tres subtor-neos transitivos. Supongamos que n ≡ 0 mód 3 (se ha
e de manera similar para 
uan-do n ≡ 1, 2 mód 3). Por los lemas 2.10 y 2.11, se tiene que los subtorneos transiti-vos maximales que se pueden en
ontrar en −→C 2n+1〈2〉 son H0 y J0. Así los vérti
es
{2, 5, 8, . . . , n−1, n+3, . . . , 2n} indu
en el ter
er subtorneo transitivo. Observemos queel sub
onjunto de vérti
es {2, n − 1, n + 3} indu
e un −→C 3, lo 
ual es una 
ontradi
-
ión. Por lo tanto −→C 2n+1〈2〉 no puede partirse en tres subtorneos transitivos por lo que
dc(
−→
C 2n+1〈2〉) ≥ 4. Probaremos que dc(

−→
C 2n+1〈2〉) = 4. Por los lemas 2.10 y 2.11, tene-mos que −→C 2n+1〈2〉 tiene dos subtorneos transitivos maximales H0 y J0 de 
ardinalidad

n+ 1− ⌊n
3
⌋ y n− ⌊n

3
⌋, respe
tivamente. El ter
er subtorneo es K0 = 〈Y2 ∪ {2}〉, donde

|K0| = ⌊n3 ⌋+ 1. El 
uarto subtorneo es
L0 = 〈Y4 \ {2}〉 donde Y4 = {j ∈ X0 : j ≡ 2 mód 3}.Note que el subtorneo L0 es transitivo. Así dc(−→C 2n+1〈2〉) = 4. La parti
ión 
orrespon-diente de los vérti
es del torneo −→C 2n+1〈2〉 es:(i) n ≡ 0 mód 3, de�nimos Y4 = {j ∈ X0 : j ≡ 2 mód 3}

H0 = 〈X0 \ Y4〉, J0 = 〈X1 \ Y2〉, K0 = 〈Y2 ∪ {2}〉, L0 = 〈Y4 \ {2}〉.(ii) n ≡ 1 mód 3, de�nimos Y5 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}

H1 = 〈X0 \ Y4〉, J1 = 〈X1 \ Y5〉, K1 = 〈Y5 ∪ {2}〉, L1 = 〈Y4 \ {2}〉.22



2.3. Número di
romáti
o −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉(iii) n ≡ 2 mód 3, de�nimos Y6 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}

H2 = 〈X0 \ Y4〉, J2 = 〈(X1 ∪ {n}) \ Y6〉, K2 = 〈Y6〉, L2 = 〈Y4 \ {n}〉.El siguiente 
orolario es una 
onse
uen
ia inmediata de las observa
iones 1(ii)−(iii),5, 6, proposi
ión 2.9 y teoremas 1.5, 1.6 y 2.14.Corolario 2.15.
dc(
−→
C 2n+1〈2〉) =







2 si n = 3

3 si n = 4, 6, 7

4 si n = 5 y n ≥ 8.Teorema 2.16. Sea r ∈ {2, 3, 4}. Enton
es −→C 2n+1〈2〉 es un torneo 
ir
ulante r-di
romáti
o
ríti
o en vérti
es si y solo si n = 5.Demostra
ión. Si r = 2, por el teorema 1.5, −→C 7〈2〉 ∼=
−→
C 7〈∅〉 es 2-di
romáti
o, pero noes 
ríti
o en vérti
es.Sea r = 3. Para n = 4, tenemos que −→C 9〈2〉 no es 
ríti
o en vérti
es por la observa
ión5. Para n = 6 y 7, por la proposi
ión 2.9, −→C 13〈2〉 y −→C 15〈2〉 no son 
ríti
os en vérti
es.Si r = 4, enton
es por la observa
ión 6, −→C 11〈2〉 es 
ríti
o en vérti
es. Por el teorema2.14, −→C 2n+1〈2〉 es 4-di
romáti
o para toda n ≥ 8. Los vérti
es de −→C 11〈2〉 se parten en
uatro subtorneos transitivos maximales, donde

|Li| = mı́n{|Hi|, |Ji|, |Ki|, |Li|} para i = 0, 1, 2.Note que −→C 2n+1〈2〉 es 4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es si la 
ardinalidad de Li es iguala uno para i = 0, 1, 2. Como |Li| = |Y4| − 1 = ⌊n
3
⌋ − 1, tenemos que |Li| = 1 si y solo si

⌊n
3
⌋ = 2. Esto o
urre 
uando n = 6, 7 o 8. Por el teorema 2.14, esto es solamente posiblepara n ≥ 8. Observe que |L2| ≥ 2 para T =

−→
C 2n+1〈2〉 si n ≥ 8. Como esta parti
ión esmaximal, T no es 
ríti
o en vérti
es. Por lo tanto, −→C 2n+1〈2〉 es 
ríti
o en vérti
es si ysolo si n = 5.2.3. Número di
romáti
o −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉Anteriormente probamos que dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4 para toda n ≥ 8 y dc(

−→
C 2n+1〈2〉) = 4para toda n ≥ 5. En esta parte demostramos que dc(

−→
C 2n+1〈l〉) = 4 
on 3 ≤ l ≤ ⌈n

2
⌉ y

n ≥ 7.Proposi
ión 2.17.(i) Sea n = 5. Enton
es dc(−→C 11〈3〉 ∼=
−→
C 11〈5〉) = 3. 23



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes
5 2

10

7 8

4 3

10 9

6

Figura 2.6. Parti
ión del torneo −→C 11〈3〉(ii) Sea n = 6. Enton
es dc(−→C 13〈3〉) = 3.Demostra
ión. (i) Para n = 5, 
omo−→C 11〈3〉 ∼=
−→
C 11〈5〉, por el teorema 1.6, dc(−→C 11〈3〉) =

3. La �gura 2.3 muestra la parti
ión de los vérti
es de −→C 11〈3〉.(ii) Para n = 6, por la observa
ión 4(iii), −→C 13〈3〉 ∼=
−→
C 13〈1〉 y por la proposi
ión 2.1,

dc(
−→
C 13〈3〉) = 3.Proposi
ión 2.18.(i) Sea n = 6. Enton
es dc(−→C 13〈4〉) = dc(ST13) = 4.(ii) Sea n = 7. Enton
es dc(−→C 15〈4〉) = 4 y es 
ríti
o en vérti
es.Demostra
ión. (i) Para n = 6, tenemos a −→C 13(〈4〉), denotado por ST13 en [38℄ (ver�gura 2.7) y que es el úni
o torneo de orden 13 (salvo isomor�smos) que notiene subtorneos transitivos de orden 5. Además por el teorema 1.13 
on m = 2,

dc(
−→
C 13〈4〉) = 4.(ii) Para n = 7, tenemos a T =

−→
C 15〈4〉. Por el teorema 1.5, dc(T ) ≥ 3. Consideremosla siguiente parti
ión:

P1 = {0, 1, 2, 3, 7, 11}, P2 = {4, 8, 12, 13, 14}, P3 = {5, 6, 10} y P4 = {9}.Las subdigrá�
as indu
idas por esta parti
ión son isomorfas a un TT6, a un TT5,a un TT3 y a un TT1 respe
tivamente, luego dc(
−→
C 15〈4〉) = 4.Lema 2.19. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉, enton
es −→C 2n+1〈k〉 
ontiene un subtorneo transitivomaximal H.Demostra
ión. Sean n y k enteros no negativos y 
onsidere el intervalo [0, n]. Apli
amosel algoritmo de la división de Eu
lides para n+ 1 y 2k− 1. Enton
es, existen úni
os α,

r ∈ N tales que
n+ 1 = α(2k − 1) + r 
on 0 ≤ r < 2k − 1.24



2.3. Número di
romáti
o −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉
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Figura 2.7. Torneo ST13Consideramos la parti
ión del intervalo [0, 2k − 2] = [0, k − 1] ∪ [k, 2k − 2] y de�nimos
n + 1 =

{

α(2k − 1) + s1 si s1 ∈ [0, k − 1]

α(2k − 1) + s2 si s2 ∈ [k, 2k − 2].Observe que 
omo 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉, tenemos que s1 ∈ [1, k − 1].Sea

W =
α−1⋃

i=0

[i(2k − 1), i(2k − 1) + (k − 1)].De�nimos al subtorneo H de −→C 2n+1〈k〉 de la siguiente forma:(i) Si s1 ∈ [1, k − 1], enton
es H = 〈W ∪ [α(2k − 1), n]〉. Más aún, si k = n+1
2

y n esimpar, enton
es H = 〈W ∪ {n, 2n+ 1− k}〉.(ii) H = 〈W ∪ [α(2k − 1), α(2k − 1) + k − 1]〉 para toda s2 ∈ [k, 2k − 2].Note que H es un subtorneo transitivo por 
onstru

ión, porque este 
onjunto devérti
es no 
ontiene −→C 3's indu
idos. Probaremos que H es maximal por 
ontradi

ión.25



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantesComo −→C 2n+1〈k〉 es transitivo en vérti
es, sin pérdida de generalidad, elegimos el vérti
e
0. Observe que

N+(0) = {1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n, 2n+ 1− k} y
N+(0) \ V (H) = (X0 ∪ {2n+ 1− k}) \ (V (H) ∪ {k}).Para todo vérti
e x ∈ N+(0) \ V (H) existen h1, h2 ∈ V (H) tales que el 
onjunto devérti
es {h1, h2, x} indu
e un −→C 3 (por ejemplo, x = k + 1, h1 = 1 y h2 = k − 1), una
ontradi

ión. Por lo tanto, H es maximal.Lema 2.20. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉, enton
es X3 \ V (H) 
ontiene un subtorneo transitivomaximal J , donde H es el subtorneo de�nido en el lema 2.19.Demostra
ión. La 
onstru

ión de J se obtiene similarmente 
omo en el lema 2.19 para

H , pero tenemos dos formas para de�nir J .Caso 1. α = 1.(i) Si s1 ∈ [1, k − 1], enton
es J = [k, 2k − 2] ∪ [3k − 2, 3k + s1 − 2]. Note que
k = n+1

2

on n impar si y solo si s1 = 1. Enton
es J = [k, 2k − 2] ∪ {3k − 2}por la 
onstru

ión de H .(ii) Si s2 ∈ [k, 2k − 2], enton
es J = [k, 2k − 2] ∪ [3k − 1, 4k − 2].Caso 2. α > 1. Sea

U =
α−1⋃

i=0

[(n+ 1) + i(2k − 1), (n+ 1) + i(2k − 1) + (k − 1)].(i) Si s1 ∈ [1, k − 1], enton
es J = 〈U ∪ [(n+ 1) + α(2k − 1), 2n]〉.(ii) J = 〈U ∪ [(n + 1) + α(2k − 1), (n + 1) + α(2k − 1) + k − 1]〉 para toda
s2 ∈ [k, 2k − 2].Observe que H es un subtorneo transitivo maximal en −→C 2n+1〈k〉 por el lema 2.19.A�rmamos que J es maximal en V (

−→
C 2n+1〈k〉)\V (H). Si J no fuera maximal, podemosadherir al menos un vérti
e de V (
−→
C 2n+1〈k〉) \ (V (H) ∪ V (J)).Para el 
aso 1, 
onsidere

{n+ k + 1, 3k − 3} ⊆ V (
−→
C 2n+1〈k〉) \ (V (H) ∪ V (J)).Tenemos que (k, n+ k, n+ k + 1, k) ∼= −→C 3 o (2k − 2, 3k − 3, 3k − 2, 2k − 2) ∼= −→C 3. Porlo tanto, J es maximal.Para el 
aso 2, 
onsidere

k ∈ V (
−→
C 2n+1〈k〉) \ (V (H) ∪ V (J)).Tenemos que (k, n+ k, n + 2k + 1, k) ∼= −→C 3. Así, J es maximal.26



2.3. Número di
romáti
o −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉Teorema 2.21. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉, enton
es dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4 para n ≥ 7.Demostra
ión. Considere T =
−→
C 2n+1〈k〉. Por el teorema 1.5, dc(T ) ≥ 3. Probaremosque el dc(T ) = 4. Por 
ontradi

ión, supongamos que dc(T ) = 3. Así, T tiene unaparti
ión de sus vérti
es que 
onsiste de tres subtorneos transitivos. Por los lemas 2.19y 2.20, dos subtorneos ajenos transitivos maximales en −→C 2n+1〈k〉 son H y J . Enton
es elresto del 
onjunto de vérti
es X3 \ (V (H)∪V (J)) indu
e el ter
er subtorneo transitivo.Consideramos tres 
asos.Caso 1. J = 〈[k, 2k− 2] ∪ [3k− 2, 3k+ s1 − 2]〉 obtenido por el 
aso 1(i) del lema2.20. Por lo tanto, K = 〈[3k+s1−1, 2n]〉. Más aún, |J | = k+s1 y |H| = n−k+2.Como k ≤ ⌈n

2
⌉, tenemos que

|K| = 2n+ 1− (|H|+ |J |) = 2k − 3 > k.En este 
aso, K es indu
ido por al menos k+1 vérti
es 
onse
utivos. Por lo tanto
K no puede ser un subtorneo transitivo por la de�ni
ión de −→C 2n+1〈k〉. Enton
es
dc(T ) ≥ 4. Los 
asos siguientes son ne
esarios porque la estru
tura de K y L
ambia para diferentes valores de s1:(i) Si s1 = 1, 2 ó 3, enton
es

K = 〈[n+ 1, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 2n]〉 y L = 〈[3k + s1 − 1, 4k − 4]〉.(ii) Si s1 ∈ [4, k − 5], enton
es
K = 〈[n+ 1, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 5k − 4]〉 y
L = 〈[3k + s1 − 1, 4k − 4] ∪ [5k − 3, 2n]〉.(iii) Si s1 = k − 4, enton
es

K = 〈[n+ 1 = 3k − 4, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 5k − 4]〉 y
L = 〈[4k − 5, 4k − 4] ∪ [5k − 3, 2n]〉.(iv) Si s1 = k − 3, enton
es
K = 〈[n+ 1 = 3k − 5, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 5k − 4]〉 y
L = 〈{4k − 4} ∪ [5k − 3, 2n]〉.(v) Si s1 = k − 1 ó k − 2, enton
es
K = 〈[n+ k + 1, n+ 2k]〉 y L = 〈[n+ 2k + 1, 2n]〉.Por 
onstru

ión y la de�ni
ión de−→C 2n+1〈k〉, los subtorneosK y L son transitivos.Observe que si s1 ∈ [1, k − 3], enton
es 4k − 4 /∈ V (K) y

(4k − 4, 4k − 3, 3k − 3, 4k − 4) ∼= −→C 3.Por lo tanto, K es maximal en −→C 2n+1〈k〉 \ (H ∪J). Si s1 = k−1 o k−2, enton
es
n+ 2k + 1 /∈ V (K) y

(n+ k + 1, n+ 2k, n+ 2k + 1, n+ k + 1) ∼= −→C 3.Luego, K es maximal en −→C 2n+1〈k〉 \ (H ∪ J). Así dc(−→C 2n+1〈k〉 = 4. 27



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantesCaso 2. J = [k, 2k − 2] ∪ [3k − 1, 4k − 2] obtenido del 
aso 1(ii) del lema 2.20.Tenemos que X3\(V (H)∪V (J)) = [4k−1, 2n], pero 2n−4k+2 > k impli
a que elsubtorneo indu
ido por X3 \ (V (H)∪V (J)) tiene al menos k+1 vérti
es 
onse
u-tivos y un −→C 3 es indu
ido en X3 \ (V (H)∪V (J)). Por lo tanto, dc(−→C 2n+1〈k〉 ≥ 4.Los 
asos siguientes muestran la parti
ión de −→C 2n+1〈k〉 en subtorneos transitivos.(i) Si s2 = k, enton
es
K = 〈[4k − 1, 5k − 2]〉 y L = 〈[5k − 1, 2n]〉.(ii) Si s2 = k + 1, enton
es

K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ {6k − 2 = 2n}〉 y L = 〈[5k − 1, 6k − 3]〉.(iii) Si s2 = k + 2, enton
es
K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ [6k − 2, 6k]〉 y L = 〈[5k − 1, 6k − 3]〉.(iv) Si s2 ∈ [k + 3, 2k − 2], enton
esa) si 2n ≤ 7k − 3, tenemos que

K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ [6k − 2, 2n]〉 y
L = 〈[5k − 1, 6k − 3]〉,b) si 2n > 7k − 3, enton
es

K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ [6k − 2, 7k − 3]〉 y
L = 〈[5k − 1, 6k − 3] ∪ [7k − 2, 2n]〉.Por 
onstru

ión y la de�ni
ión de −→C 2n+1〈k〉, los subtorneosK y L son transitivos.Observe que 5k− 1 /∈ V (K) y (4k− 1, 5k− 2, 5k− 1, 4k− 1) ∼= −→C 3. Por lo tanto,

K es maximal en −→C 2n+1〈k〉 \ (H ∪ J). Así, dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4.Caso 3. J se obtiene por el 
aso 2(i) y 2(ii) del lema 2.20. Si dc(−→C 2n+1〈k〉) = 3,enton
es X3 \ (V (H)∪ V (J)) indu
e un subtorneo transitivo, pero el 
onjunto devérti
es {k, 3k − 1, n+ k + 1} ⊆ X3 \ (V (H) ∪ V (J)) indu
e un −→C 3. Por lo tanto
dc(
−→
C 2n+1〈k〉) ≥ 4. La parti
ión de −→C 2n+1〈k〉 en subtorneos transitivos es H , J ,

K = 〈X1 ∪ {k} \ V (J)〉 y
L = 〈X3 \ (V (H) ∪ V (J) ∪ V (K))〉.Por 
onstru

ión y por la de�ni
ión de −→C 2n+1〈k〉, los subtorneos K y L sontransitivos maximales. Observe que k + 1 /∈ V (K). Enton
es, el 
onjunto devérti
es {k, k + 1, n + k + 1} indu
e un −→C 3. Por lo tanto, K es maximal en−→

C 2n+1〈k〉 \ (H ∪ J).28



2.3. Número di
romáti
o −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉Esto prueba que dc(

−→
C 2n+1〈k〉) = 4.Ejemplo 1. El siguiente ejemplo ilustra el teorema 2.21, 
aso 2(ii). El torneo −→C 29〈5〉se parte en los siguientes 
uatro subtorneos transitivos

H = 〈[0, 4] ∪ [9, 13]〉, K = 〈[5, 8] ∪ [14, 18]〉, J = 〈[19, 23] ∪ {28}〉 y L = 〈[24, 27]〉.Observe que H ∼= TT10, J ∼= TT9, K ∼= TT6 y L ∼= TT4.Teorema 2.22. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉, enton
es −→C 2n+1〈k〉 es un torneo 
ir
ulante 4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es si y solo si

(i) n = 7 y k ∈ {3, 4},
(ii) n = 9 y k = 4,
(iii) n = 10 y k = 5,
(iv) n = 13 y k = 6.Demostra
ión. Por el teorema 2.21, −→C 2n+1〈k〉 es 4-di
romáti
o, donde H , J , K y L sonsubtorneos transitivos maximales. Note que por la parti
ión de los vérti
es de −→C 2n+1〈k〉,los 
asos a 
onsiderar son 
uando α = 1. En este 
aso el orden de L puede ser uno y−→

C 2n+1〈k〉 es un torneo 
ir
ulante 4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es. Tenemos dos 
asos
uando α = 1.Caso 1. s1 ∈ [1, k − 1].(i) Si s1 = 1, 2, 3, enton
es por la demostra
ión del teorema 2.21 
aso 1(i),tenemos que el torneo es 
ríti
o en vérti
es si
L = 1⇔







k = 4 y n = 7

k = 5 y n = 10

k = 6 y n = 13.(ii) Si s1 = k− 3, enton
es por la demostra
ión del teorema 2.21 
aso 1(iv), estees 
ríti
o en vérti
es si y solo si |L| = 1, si y solo si 2n = 5k−4 y n = 3k−5,si y solo si k = 6 y n = 13.(iii) Si s1 = k − 2, enton
es por la demostra
ión del teorema 2.21 
aso 1(v),tenemos que |L| = k − 2. Este es 
ríti
o en vérti
es si y solo si |L| = 1 si ysolo si k = 3 y n = 7.(iv) Si s1 = k − 1, enton
es por la demostra
ión del teorema 2.21 
aso 1(v),tenemos que |L| = n− 2k. Este es 
ríti
o en vérti
es si y solo si |L| = 1 si ysolo si n = 2k + 1 y n = 3k − 3, si y solo si k = 4 y n = 9.Caso 2. s2 ∈ [k, 2k − 2](i) Si s2 = k, enton
es por la demostra
ión del teorema 2.21 
aso 2(i), tenemosque |L| = k − 2. Este es 
ríti
o en vérti
es si y solo si |L| = 1 si y solo si
k = 3 y n = 7. 29



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes(ii) Si s2 ∈ [k + 1, 2k − 2], enton
es por la demostra
ión del teorema 2.21 
aso
2(ii)−(iv)(a), tenemos que |L| = k−2, pero este no es ne
esariamente 
ríti
oen vérti
es si |L| = 1, porque los últimos vérti
es quedan en K. Cuando L seobtiene mediante la demostra
ión del teorema 2.21 
aso 2(iv)(b), |L| nun
aes uno. En 
ualquier 
aso, −→C 2n+1〈k〉 no es un torneo 
ir
ulante 4-di
romáti
o
ríti
o en vérti
es.

2.4. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈k〉 para ⌈n2 ⌉ + 1 ≤ k ≤

⌊23n⌋En esta parte demostramos que dc(
−→
C 2n+1〈l〉) = 4 si ⌈n

2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋Lema 2.23. Si ⌈n

2
⌉+1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, enton
es −→C 2n+1〈k〉 
ontiene un subtorneo transitivomaximal de k vérti
es.Demostra
ión. Como −→C 2n+1〈k〉 es transitivo en vérti
es, es su�
iente 
onsiderar unsubtorneo transitivo maximal que 
ontenga al vérti
e 0. Observe que

N+(0) = {1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n, 2n+ 1− k}.De�nimos H = 〈[0, k − 1]〉. Este torneo es transitivo por la de�ni
ión de −→C 2n+1〈k〉.Si H no fuera maximal, enton
es podemos adherir un vérti
e de N+(0) \ [0, k− 1]. Sea
j ∈ [k+ 1, n]. Sin pérdida de generalidad, sele

ionemos j = k+ 1. Así, el 
onjunto devérti
es {1, t, k + 1} 
on t ∈ [2, k − 1] indu
e un −→C 3. Lo mismo o
urre para el vérti
e
2n+1− k. Observe que (3, k− 1, 2n+1− k, 3) ∼= −→C 3, lo 
ual es una 
ontradi

ión. Porlo tanto, H es maximal.Lema 2.24. Si ⌈n

2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, enton
es −→C 2n+1〈k〉 
ontiene tres subtorneostransitivos maximales de orden k.Demostra
ión. Por el lema 2.23, −→C 2n+1〈k〉 
ontiene un subtorneo transitivo maximal

H . Note que |N+(0)| − |H| < k. Considere los subtorneos siguientes
J = 〈[k, 2k − 1]〉 y K = 〈[2k, 3k − 1]〉.Observe que J y K son isomorfos a H . Sean ϕ1 : H → J tal que ϕ1(j) = j + k,

ϕ2 : H → K tal que ϕ2(j) = j + 2k 
on 0 ≤ j ≤ k − 1, (ϕ1, ϕ2, son biye
tivas por loque es 
laro que H es isomorfo a J y H es isomorfo a K, respe
tivamente).Como en ellema 2.23, podemos probar que J y K son subtorneos transitivos maximales. Enton
es,−→
C 2n+1〈k〉 
ontiene tres subtorneos transitivos maximales de k vérti
es.Teorema 2.25. Si ⌈n

2
⌉+ 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, enton
es dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4.30



2.5. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈k〉, k = ⌊2n
3
⌋+ 1, . . . , nDemostra
ión. Primero probamos que dc(

−→
C 2n+1〈k〉) ≥ 4. Por el lema 2.24, tenemosque −→C 2n+1〈k〉 
ontiene tres subtorneos transitivos maximales de k vérti
es. Enton
es

|−→C 2n+1〈k〉| − 3k > 0, así V (
−→
C 2n+1〈k〉) no puede ser partido en tres subtorneos transi-tivos. Luego dc(

−→
C 2n+1〈k〉) ≥ 4. Falta veri�
ar que dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4. Por el lema 2.24,tenemos que H , J y K son subtorneos transitivos maximales de orden k. El 
uartosubtorneo transitivo es L = 〈[3k, 2n]〉. Por lo tanto −→C 2n+1〈k〉 es 4-di
romáti
o.Teorema 2.26. Si ⌈n

2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, enton
es −→C 2n+1〈k〉 es un torneo 
ir
ulante

4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es si y solo si n ≡ 0 mód 3.Demostra
ión. Por el teorema 2.25, −→C 2n+1〈k〉 es 4-di
romáti
o. Observe que el ordende H , J y K es k y |L| = 2n− 3k + 1. Note que −→C 2n+1〈k〉 es 4-di
romáti
o 
ríti
o envérti
es si la 
ardinalidad de L es igual a uno y esto o
urre si y solo si k = 2
3
n 
uando

n ≡ 0 mód 3.Corolario 2.27 (Neumann-Lara [38℄). −→C 6m+1〈2m〉 es un torneo 
ir
ulante 4-di
romáti
o
ríti
o en vérti
es 
on m ≥ 2.2.5. Número di
romáti
o de −→C 2n+1〈k〉, k = ⌊2n3 ⌋ +
1, . . . , nProposi
ión 2.28.(i) Sea n = 8. Enton
es dc(−→C 17〈5〉) = 4.(ii) Sea n = 9. Enton
es dc(−→C 19〈6〉) = 4 y es 
ríti
o en vérti
es.Demostra
ión. Observe que por el teorema 1.5, se tiene que dc(−→C 2n+1〈n−3〉) ≥ 3 para

n ≥ 4, por lo que en adelante sólo nos 
on
entraremos en probar que dc(−→C 2n+1〈n− 3〉)es igual a 3 o 4. Consideremos el torneo −→C 17〈5〉. Se tiene la siguiente parti
ión de losvérti
es del torneo P1 = {0, 1, 4, 7, 8}, P2 = {2, 3, 6, 9, 10}, P3 = {5, 11, 12, 13} y P4 =
{14, 15, 16}, donde las subdigrá�
as indu
idas que se forman 
on los sub
onjuntos devérti
es dados son dos TT5, un TT4 y un TT3 respe
tivamente, así dc(−→C 17〈5〉) = 4. Con-sideremos el torneo −→C 19〈6〉 por el teorema 1.13, −→C 19〈6〉 es 4-di
romáti
o 
ríti
o en vérti-
es. La parti
ión de los vérti
es del torneo en 
uatro sub
onjuntos: P1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
P2 = {6, 7, 8, 9, 10, 11}, P3 = {12, 13, 14, 15, 16, 17} y P4 = {18} los 
uales indu
en tres
TT6 y un TT1.La proposi
ión 2.28 
ompleta los 
asos faltantes, que nos llevan al siguiente resulta-do:Teorema 2.29. Sea n ≥ 3. Enton
es dc(−→C 2n+1〈k〉) = 3 para k = ⌊2

3
n⌋+ 1, . . . , n. 31



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantesDemostra
ión. Sea n ≥ 3. Por el teorema 1.5, dc(−→C 2n+1〈k〉) ≥ 3. Consideremos lasiguiente parti
ión de los vérti
es de −→C 2n+1〈k〉:
H = [0, k − 1], J = [k, 2k − 1] y K = [2k, 2n].Observe que H indu
e un TTk porque N+(0) = {1, 2 . . . , k}. También J y K indu
enun TTk y un TT2n−2k+1, respe
tivamente. Enton
es dc(−→C 2n+1〈k〉) = 3.

0
1

n− (k + 2)

n− (k + 1)

n− k
n− k + 1

2n− 2k − 2

2n− 2k − 1

2n− 2k
2n− 2k + 1

2n− 1
2n

Figura 2.8. H, J y K, del teorema 2.29
Teorema 2.30. Si k = ⌊2

3
n⌋ + 1, . . . , n, n ≥ 3. Enton
es −→C 2n+1〈k〉 es un torneo
ir
ulante 3-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es si y solo si n = k.Demostra
ión. Por el teorema 2.29, −→C 2n+1〈k〉 es 3-di
romáti
o y se parte en tres sub-torneos transitivos maximales donde

|H| = |J | = k y |K| = 2n− 2k + 1.Como k = ⌊2
3
n⌋ + 1, . . . , n, tenemos que k ≥ 2n − 2k + 1. Por lo tanto, −→C 2n+1〈k〉 es
ríti
o en vérti
es si y solo si 2n− 2k + 1 = 1, si y solo si n = k.Corolario 2.31 ( [33℄, teorema 2). −→C 2n+1〈n〉 es un torneo 
ir
ulante 3-di
romáti
o
ríti
o en vérti
es para n ≥ 3.Por los teoremas 2.8, 2.16, 2.22, 2.26 y 2.30 se tiene la siguiente 
ara
teriza
ión:Teorema 2.32. Sea r ∈ {2, 3, 4}, −→C 2n+1〈k〉 es r-di
romáti
o 
ríti
o en vérti
es si ysolo si32



2.6. El número ξ(k)

(i) r = 2, n = 1 y k = 1,
(ii) r = 3,

(a) n = 4 y k = 1,
(b) n ≥ 3 y k = n;

(iii) r = 4,
(a) n = 5 y k = 2,
(b) n = 7 y k =∈ {3, 4}
(c) n = 9 y k = 4,
(d) n = 10 y k = 5,
(e) n = 13 y k = 6,
(f) n = 3m y k = 2m (m ≥ 2).La tabla 2.3 de la página 40 muestra un panorama general del número di
romáti
ode los torneos 
ir
ulantes. Observe que los números dados en rojo son los resultados
ono
idos anteriormente y los números dados en azul son los que hemos probado eneste trabajo.2.6. El número ξ(k)En 1994, V. Neumann-Lara de�nió ξ(k) 
omo el mínimo orden posible de un torneo

k−di
romáti
o. Además demostró que ξ(3) = 7 y ξ(4) = 11 (véase página 8 de laintrodu

ión).Neumann-Lara probó que 17 ≤ ξ(5) ≤ 19 y 
onjeturó que ξ(5) = 17. Este problemaes muy 
ompli
ado y 
ualquier avan
e es de suma importan
ia porque impli
a ademásun avan
e para el problema de Erd®s y Moser que 
onsiste en determinar el mínimoorden f(k) = n de un torneo que 
ontenga un subtorneo isomorfo a TTk, ver [37℄ y [48℄.Proposi
ión 2.33. Ningún torneo 
ir
ulante de orden 17 es 5-di
romáti
o.Observe que hay 16 torneos 
ir
ulantes distintos salvo isomor�smos, véase apéndi
eB.
dc(
−→
C 17〈∅〉) = 2, por teorema 1.5 dc(

−→
C 17〈1〉) = 4, por teorema 2.6

dc(
−→
C 17〈8〉) = 3, por teorema 1.6 dc(

−→
C 17〈7, 8〉) = 3 (∗)

dc(
−→
C 17〈7〉) = 3, por el teorema 2.29 dc(

−→
C 17〈6, 8〉) = 3

dc(
−→
C 17〈6〉) = 3, por teorema 2.29 dc(

−→
C 17〈6, 7〉) = 3

dc(
−→
C 17〈5〉) = 4, por proposi
ión 2.28 dc(

−→
C 17〈5, 6〉) = 4

dc(
−→
C 17〈4〉) = 4, por teorema 2.21 dc(

−→
C 17〈4, 6〉) = 4

dc(
−→
C 17〈3〉) = 4, por teorema 2.21 dc(

−→
C 17〈3, 8〉) = 4 (∗∗)

dc(
−→
C 17〈2〉) = 4, por teorema 2.14 dc(

−→
C 17〈1, 8〉) = 3Tabla 2.1. Número di
romáti
o de torneos 
ir
ulantes distintos de orden 17 salvo iso-mor�smos 33



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantesDemostra
ión. Consideramos torneos de orden 17 a los 
uales se les voltean dos �e
has.Como ejemplos, 
onsideremos a (∗) y a (∗∗). Tomemos al torneo T =
−→
C 17〈3, 8〉. Por elteorema 1.5, se tiene que dc(T ) ≥ 3. Consideremos la siguiente parti
ión de los vérti
esde T dada por:

P1 = {0, 14, 2, 4, 6}, P2 = {1, 3, 5, 7, 15}P3 = {8, 9, 13, 10} y P4 = {11, 12, 16}.

0

14
2

4
6

1

3
5

7
15

8 9

13 10

14

15

16

Figura 2.9. Parti
ión del torneo −→C 17〈3, 8〉Los torneos indu
idos por P1 y P2 son isomorfos a TT5 , el indu
ido por P3 esisomorfo a un TT4 y el indu
ido por P4 es isomorfo a un TT3, véase �gura 2.9. Por lotanto, dc(−→C 17〈3, 8〉) = 4. Consideremos el torneo T ′ =
−→
C 17〈7, 8〉. Por el teorema 1.5,se tiene que dc(T ′) ≥ 3. Consideremos la siguiente parti
ión de los vérti
es de T ′ dadapor:

P1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, P2 = {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}, y P3 = {14, 15, 16}.Los torneos indu
idos por P1 y P2 son isomorfos a un TT7 y el torneo indu
ido por P3es isomorfo a un TT3, véase �gura 2.10.Por lo tanto, dc(−→C 17〈7, 8〉) = 3. El resto de los 
asos se demuestran similarmente.Conjetura 2.34 (Neumann-Lara, [37℄). Existe un torneo regular 5-di
romáti
o 
on 17vérti
es.Para ilustrar la di�
ultad de la 
onjetura 2.34 
onsideramos los siguientes resultadosy 
ompara
iones.34
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Figura 2.10. Parti
ión del torneo −→C 17〈7, 8〉Teorema 2.35 (Teorema 6, Spen
er [49℄). Sean n = 2m+1 y Rn el número de torneosregulares de orden n. Enton
es
(

Rn

2(
n

2
)

)1/n

=

√
2√
πn

(1 + o(1)).Sea R⋆(n) el número de torneos regulares salvo isomor�smos, véase Spen
er [49℄pág. 120. Enton
es
R⋆(n) = 2





n
2





(

e
√
2(1 + o(1))
√
πn

3

2

)n

> 2





n
2





(

e
√
2

√
πn

3

2

)n

.Así,
R⋆(17) > 1, 903, 790, 000, 000, 000.Note que el número de movimientos que se tienen que ha
er en el juego de las torresde Hanoi 
on 50 y 64 dis
os es:

250 − 1 = 1125899906842623, 264 − 1 = 18446744073709551615.Mientras que el número de estrellas en el universo es:
1022 = 10000000000000000000000.Así,
1022 > 264 − 1 > R⋆ > 250 − 1. 35



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes
0
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Figura 2.11. Parti
ión del torneo −→C 19〈3, 5〉Proposi
ión 2.36. Los números di
romáti
os de todos los torneos 
ir
ulantes de orden
19 salvo isomor�smos se muestran en la tabla 2.2.

dc(
−→
C 19〈∅〉) = 2 dc(

−→
C 19〈1, 2〉) = 4 dc(

−→
C 19〈3, 6〉) = 4

dc(
−→
C 19〈1〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 3〉) = 4 dc(

−→
C 19〈3, 7〉) = 3

dc(
−→
C 19〈2〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 5〉) = 4 dc(

−→
C 19〈4, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈3〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 6〉) = 4 dc(

−→
C 19〈5, 8〉) = 4

dc(
−→
C 19〈4〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 8〉) = 4 dc(

−→
C 19〈5, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈5〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 9〉) = 4 dc(

−→
C 19〈6, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈6〉) = 4 dc(

−→
C 19〈2, 3〉) = 4 dc(

−→
C 19〈7, 9〉) = 3

dc(
−→
C 19〈7〉) = 3 dc(

−→
C 19〈2, 4〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 2, 8〉) = 4

dc(
−→
C 19〈8〉) = 3 dc(

−→
C 19〈2, 9〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 2, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈9〉) = 3 dc(

−→
C 19〈3, 5〉) = 4 dc(

−→
C 19〈2, 3, 8〉) = 5Tabla 2.2. Número di
romáti
o de todos los torneos 
ir
ulantes de orden 19 salvo iso-mor�smosDemostra
ión. Daremos una demostra
ión de algunos de los 
asos. Los demás se de-muestran similarmente. Por el teorema 1.5, dc(−→C 19〈∅〉) = 2. Por los teoremas 1.6, 1.13,36



2.6. El número ξ(k)2.6, 2.14, 2.21, 2.25, 2.29 el número di
romáti
o de −→C 19〈l〉 para toda 1 ≤ l ≤ 9 es-tá determinado y es igual a 3 o 4. Sea el torneo T ′ =
−→
C 19〈3, 5〉. Por el teorema 1.5,

dc(T ′) ≥ 3. Consideremos la siguiente parti
ión de los vérti
es de T ′ dada por:
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Figura 2.12. Parti
ión del torneo −→C 19〈3, 7〉

P1 = {0, 7, 14, 2, 9, 16, 4}, P2 = {1, 8, 15, 3, 10, 17, 5}, P3 = {11, 12, 18, 13}y P4 = {6}.Los torneos indu
idos por P1 y P2 son isomorfos a un TT7, el torneo indu
ido por P3es isomorfo a un TT4 y el torneo indu
ido por P4 es isomorfo a un TT1, véase �gura2.11. Por lo tanto, dc(−→C 19〈3, 5〉) = 4. Análogamente, dc(−→C 19〈i, j〉 = 4 
on 1 ≤ i, j ≤
9, siempre que i 6= 3, j 6= 7. Consideremos al torneo T ′′ =

−→
C 19〈3, 7〉. Este 
aso lo
onsideramos espe
ial, pues es el úni
o torneo que al voltear dos �e
has, se tiene que

dc(T ′′) = 3. Por el teorema 1.5, dc(T ′′) ≥ 3. Consideremos la siguiente parti
ión de losvérti
es de T ′′ dada por:
P1 = {0, 4, 8, 12, 16, 1, 5, 9}, P2 = {2, 6, 10, 14, 18, 3, 7, 11} y P3 = {13, 15, 17}.Los torneos indu
idos por P1 y P2 son isomorfos a un TT8 y el torneo indu
ido por P3es isomorfo a un TT3, véase �gura 2.12. Por lo tanto, dc(−→C 19〈3, 7〉) = 3. 37



2. Número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes
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1Figura 2.13. N+(0) y N−(0) en QR19Por último 
onsideremos el siguiente resultado 
ono
ido por V. Neumann-Lara, perosin prueba publi
ada.Teorema 2.37. dc(QR19 =
−→
C 19〈2, 3, 8〉) = 5 y es 
ríti
o en vérti
es.Demostra
ión. Note que QR19 ≇

−→
C 19〈∅〉 enton
es, por el teorema 1.5, dc(QR19) ≥ 3.Sabemos que QR19 es un torneo doblemente regular, y para todo vérti
e x ∈ V (QR19)se tiene que 〈N+(x)〉 ∼= 〈N−(x)〉 ∼= −→C 9〈4〉 =

−→
C 9(1, 2, 3, 5). Si x = 0,

〈N+(0)〉 ∼= 〈N−(0)〉 ∼= −→C 9〈4〉 (véase �gura 2.13).Sabemos que, dc(−→C 9〈4〉) = 3 y además es 
ríti
o en vérti
es por la observa
ión 2.Enton
es la parti
ión de los vérti
es de 〈N−(0)〉 en subtorneos a
i
lí
os es la siguiente:
P1 = {15, 12, 2, 13}, P2 = {3, 10, 8, 14} y P3 = {18}.Observe que el subtorneo transitivo maximal en 〈N−(0)〉 es un TT4. Por lo tantoun torneo transitivo maximal 
ontenido en QR19 es un TT5. Luego ⌈195 ⌉ = 4, por loque dc(QR19) ≥ 4. Sin pérdida de generalidad, sea TT 1

5 = 〈{0, 1, 17, 7, 5}〉 (note quelos vérti
es 1, 17, 7, 5 ∈ N+(0)). De aquí que V (QR19) \ V (TT 1
5 ) indu
e un torneo deorden 14. Llamemos T14 = 〈V (QR19) \ V (TT5)〉. Demostraremos que dc(T14) ≤ 4,
omo 〈N−(0)〉 ⊂ T14, enton
es dc(T14) ≥ 3. Observe que 
omo T14 ⊂ QR19, el torneotransitivo maximal que puede 
ontener es un TT5 y en efe
to lo 
ontiene. Llamemos

TT 2
5 = 〈{2, 11, 18, 3, 8}〉. Luego 〈V (T14) \ V (TT 2

5 )〉 = T9, donde T9 es un torneo 
onnueve vérti
es. Note que, este torneo es fuertemente 
onexo y no es isomorfo a −→C 9〈∅〉,por el teorema 1.5 dc(T9) ≥ 3. Considere la siguiente parti
ión de los vérti
es de T938



2.6. El número ξ(k)

P1 = {12, 4, 9, 13, 10}, P2 = {16, 14, 6} y P3 = {15}.Por lo tanto, dc(T9) = 3 y es 
ríti
o en vérti
es. Luego, dc(T14) = 4. Así dc(QR19) ≤ 5.Considere la siguiente parti
ión
P1 = {0, 1, 17, 7, 5}, P2 = {2, 11, 18, 3, 8}, P3 = {12, 4, 9, 13, 10},

P4 = {16, 14, 6} y P5 = {15}.Los torneos indu
idos por la parti
ión anterior son isomorfos a 3 TT5, a un TT3 y aun TT1, respe
tivamente. Por lo tanto, dc(QR19) = 5, más aún QR19 es 5-di
romáti
o
ríti
o en vérti
es.

39
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romáti
o

defamilias
in�nitasde

torneos
ir

ulantes

Número di
romáti
o de torneos 
ir
ulantes

n 2n+ 1 〈∅〉 〈1〉 〈2〉
〈
[3,
⌈
n
2

⌉
]
〉 〈

[
⌈
n
2

⌉
+ 1, n− (

⌊
n−1
3

⌋
+ 1)]

〉 〈
[n− 3, n− ⌊n−1

3
⌋]
〉
〈n− 2〉 〈n− 1〉 〈n〉

1 3 2 2 − − − − − 2 2
2 5 2 2 2 − − − 2 2 2
3 7 2 2 2 2 − 2, 3 2 3 3
4 9 2 3 3 3 − 2, 3 3 3 3
5 11 2 3 4 3 − 3, 4 3 3 3
6 13 2 3 4 3 − 3, 4 4 3 3
7 15 2 3 4 4 − 3, 4 3 3 3
8 17 2 4 4 4 4 3, 4 3 3 3
9 19 2 4 4 4 4 3, 4 3 3 3
10 21 2 4 4 4 4 3, 4 3 3 3
11 23 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
k 2k + 1 2 4 4 4 4 3 3 3 3

k + 1 2k + 3 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3Tabla 2.3. Número di
romáti
o de torneos 
ir
ulantes 40



Capítulo 3Número di
romáti
o de digrá�
as
ir
ulantesEn este 
apítulo determinamos el número di
romáti
o de algunas familias de di-grá�
as 
ir
ulantes 
onexas. Para de�nir las digrá�
as 
ir
ulantes, 
onsideramos Zn el
onjunto de los enteros módulo n y J un sub
onjunto de Zn \{0} tal que w ∈ J si y solosi −w /∈ J , para todo w ∈ Zn \ {0}, lo 
ual impli
a que |J | ≤ ⌊n
2
⌋. El 
onjunto J lo lla-maremos el 
onjunto de saltos. Observe que, 
uando se 
umple la igualdad |J | = ⌊n

2
⌋ sehabla de torneos 
ir
ulantes, y en el 
apítulo anterior estudiamos el número di
romáti
ode algunas familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes.
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9
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11

Figura 3.1. −→C 12(1, 3)Las digrá�
as 
ir
ulantes −→C n(J) están dadas por
V (
−→
C n(J)) = Zn,

A(
−→
C n(J)) = {(i, j) : i, j ∈ Zn y j − i ∈ J}.41



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantesUn ejemplo de digrá�
a 
ir
ulante se muestra en la �gura 3.1.Observe que las digrá�
as 
ir
ulantes son regulares. En lo que sigue 
onsideraremosdigrá�
as 
ir
ulantes −→C n(J) sin �e
has simétri
as, esto es, w ∈ J si y solo si −w /∈ J ,para todo w ∈ Zn \ {0}. La siguiente proposi
ión garantiza que digrá�
as 
ir
ulantesson 
onexas.Lema 3.1 (Proposi
ión 2.14.1, [4℄). Sea −→C n(J) donde J = {j1, j2, . . . , jk}. Enton
es−→
C n(J) es 
onexa si y solo si J genera a Zn, esto es, si y solo si mcd(n, j1, j2, . . . , jk) = 1.Observe que si mcd(n, j1, j2, . . . , jk) = d, enton
es −→C n(J) tiene d 
omponentes 
o-nexas donde 
ada una de ellas es también una digrá�
a 
ir
ulante isomorfa a

−→
C n(

j1
d
,
j2
d
, . . . ,

jk
d
).La siguiente digrá�
a 
ir
ulante −→C 16(2, 4) (ver �gura 3.2) no es 
onexa. Note que

mcd(16, 2, 4) = 2, así −→C 16(2, 4) tiene dos 
omponentes 
onexas.
0
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Figura 3.2. −→C 16(2, 4)

3.1. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
onuno y dos saltosProposi
ión 3.2. dc(−→C n) = 2 para toda n ≥ 3.42



3.1. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on uno y dos saltosDemostra
ión. Note que dc(
−→
C n) no puede ser uno, pues −→C n es un 
i
lo, enton
es porlo menos ne
esitamos dos 
olores. Considere la siguiente parti
ión de los vérti
es de −→C nla 
ual realiza el número di
romáti
o P1 = {0, 1, 2, . . . , n − 2}, P2 = {n − 1}. Por lotanto dc(

−→
C n) = 2.Sea Z∗

n = {λ ∈ Zn : mcd(n, λ) = 1} el grupo de las unidades de Zn (el 
onjunto delos elementos invertibles en Zn). De�nimos
λ{i1, i2, . . . , ik} = {λi1, λi2, . . . , λik} mód n,donde λ ∈ Z∗

n e ij ∈ Zn. Observe que si existe λ ∈ Z∗

n tal que K = λJ ⇔ J = λ−1K,enton
es −→C n(J) ∼=
−→
C n(K). Ejemplo −→C 9(1, 4) ∼=

−→
C 9(1, 7) porque

7 · {1, 4} = {1, 7} mód 9⇔ 4 · {1, 7} = {1, 4} mód 9.La siguiente observa
ión es una generaliza
ión del lema 5 en [22℄.Observa
ión 7. Si −→C n(i, j) es una digrá�
a 
ir
ulante 
onexa, enton
es
−→
C n(i, j) ∼=

{ −→
C n(1, i

−1j mód n) si mcd(i, n) = 1,−→
C n(1, j

−1i mód n) si mcd(j, n) = 1.Ejemplos:1. −→C 18(5, 8) ∼=
−→
C 18(1, 16) porque

11 · {5, 8} = {1, 16} mód 18⇔ 5 · {1, 16} = {5, 8} mód 18.2. −→C 27(7, 17) ∼=
−→
C 27(1, 14) porque

4 · {7, 17} = {1, 14} mód 27⇔ 7 · {1, 14} = {7, 17} mód 27.3. −→C 33(11, 17) ∼=
−→
C 33(1, 22) porque

2 · {11, 17} = {1, 22} mód 33⇔ 17 · {1, 22} = {11, 17} mód 33.Cabe notar que, no todas las digrá�
as −→C n(i, j) 
onexas 
umplen que mcd(i, n) = 1o mcd(j, n) = 1, es de
ir, existen digrá�
as 
onexas −→C n(i, j) donde mcd(i, n) ≥ 2 o
mcd(j, n) ≥ 2. Considere los siguientes ejemplos:1. −→C 12(3, 4) note que mcd(12, 3, 4) = 1, mcd(12, 3) = 3 y mcd(12, 4) = 4.2. −→C 15(5, 6), mcd(15, 5, 6) = 1, mcd(15, 6) = 3 y mcd(15, 5) = 5.Si a, b ∈ Zn, enton
es diremos que a > b si a > b 
on a, b ∈ Z.Antes de ha
er la demostra
ión del teorema 3.6 es 
onveniente re
ordar los resultadossiguientes de teoría de números. Al máximo 
omún divisor de a y b lo denotamos 
omo
mcd(a, b). Considere a, b, x, y, d, n ∈ Z 
on n > 2. Diremos que a es 
ongruente 
on bmódulo n si n|a− b y lo denotamos 
omo a ≡ b mód n. 43



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantesTeorema 3.3 (Teorema 2.1.2, [42℄). Si d = mcd(a, n), enton
es ax ≡ ay mód n si ysolo si x ≡ y mód n
d
.Teorema 3.4 (Lema 2.2.2, [42℄). Consideremos la 
ongruen
ia ax ≡ b mód n y sea

d = mcd(a, n). Enton
es ax ≡ b mód n tiene solu
ión si y solo si d|b.Para resolver el sistema de 
ongruen
ias 3.1 podemos utilizar el teorema 
hino delresiduo siempre y 
uando mcd(m1, m2) = 1, pero no es el 
aso para la prueba del teo-rema 3.6. Por lo tanto, enun
iamos el siguiente resultado, el 
ual es, una generaliza
ióndel teorema 
hino del residuo.Teorema 3.5 (Lema 2.3.4, [42℄). Sean m1, m2 ∈ N y a1, a2 ∈ Z. Enton
es el sistema
x ≡ a1 mód m1

x ≡ a2 mód m2
(3.1)tiene solu
ión si y solo si mcd(m1, m2)|a1 − a2.La solu
ión del sistema de 
ongruen
ias 3.1 es de la forma:

X ≡ x12 mód mcm(m1, m2)y x12 = a1 + m1x1t = a2 + m2x2t 
on t, x1, x2 ∈ Z, es de
ir x12 = a1 + m1x1t +
mcm(m1, m2)l 
on l ∈ Z.Para demostrar que las digrá�
as 
ir
ulantes 
on dos saltos tienen número di
romá-ti
o dos, ne
esitamos el resultado siguiente:Teorema 3.6. Sea −→C n(i, j) 
onexa, n ∈ N 
on n ≥ 12, tal que(i) mcd(n, i) ≥ 2 y mcd(n, j) ≥ 2,(ii) j + i 6= n e(iii) i > ⌊n

2
⌋ y j > ⌊n

2
⌋.Enton
es existe λ ∈ Z∗

n tal que λi mód n < ⌊n
2
⌋ y λj mód n < ⌊n

2
⌋.Demostra
ión. Como −→C n(i, j) es 
onexa se 
umple que mcd(n, j, i) = 1. De�nimos

d1 = mcd(n, i) ≥ 2 y d2 = mcd(n, j) ≥ 2. Consideremos los siguientes 
asos:Caso 1. El sistema de 
ongruen
ias
{

iλ ≡ d1 mód n
jλ ≡ d2 mód n.

(3.2)Cuando λ ∈ Z∗

n tiene solu
ión d1|i, d1|n, d2|j y d2|n. Por el teorema 3.3 el sistemade 
ongruen
ias 3.2 es equivalente a resolver
{ i

d1
λ ≡ 1 mód n

d1
j
d2
λ ≡ 1 mód n

d2
.

(3.3)44



3.1. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on uno y dos saltosConsidere ( i
d1

)
−1

∈ Z∗
n

d1

y ( j
d2

)
−1

∈ Z∗
n

d2

tal que resolver el sistema de 
ongruen-
ias 3.3 es equivalente a resolver






λ ≡
(

i
d1

)
−1

mód n
d1

λ ≡
(

j
d2

)
−1

mód n
d2
.

(3.4)Observe que mcd
(

n
d1
, n
d2

)

> 1, enton
es para resolver el sistema de 
ongruen
ias3.4 no podemos usar el teorema 
hino del residuo, pero por el teorema 3.5 sabemosque el sistema 3.4 tiene solu
ión si y solo si
mcd

(
n

d1
,
n

d2

) divide a ( i

d1

)
−1

−
(

j

d2

)
−1

.El sistema 3.4 tiene solu
ión, esta es:
λ =

(
j

d2

)
−1

+

(
n

d1

)(
n

d2

)

t 
on t ∈ Z.Por lo tanto hemos demostrado que si el sistema de 
ongruen
ias 3.2 tiene solu
ión,enton
es existe λ ∈ Z∗, tal que −→C n(i, j) ∼=
−→
C n(iλ, jλ) =

−→
C n(d1, d2) y además

d1, d2 < ⌊n2 ⌋.Caso 2. El sistema de 
ongruen
ias 3.1 no tiene solu
ión. Por de�ni
ión de digrá�
a 
ir-
ulante, si i, j ∈ J , enton
es −i,−j /∈ J . Observe que mcd(n, n−1) = 1, enton
es
(n − 1) ∈ Z∗

n. Así, −→C n(i, j) ∼=
−→
C n((n − 1)i, (n − 1)j) ∼= −→C n(−j,−i) y además

−i,−j < ⌊n
2
⌋Considere n = 2k + 1 para k ≥ 2, denotamos por

P = {v ∈ Zn : v ≡ 0 mód 2} = {0, 2, . . . , 2k − 2, 2k},
I = {v ∈ Zn : v ≡ 1 mód 2} = {1, 3, . . . , 2k − 3, 2k − 1}.Sea A = {a1, a2, . . . , al} ⊂ Zn, b ∈ Zn de�nimos

b+ A = {b+ a1, b+ a2, . . . , b+ al} mód n.Lema 3.7. Sea −→C n(i, j) 
onexa, para toda n = 2k + 1, 
on k ≥ 2. Enton
es −→C n(i, j)
ontiene dos subdigrá�
as a
í
li
as indu
idas por P e I.Demostra
ión. Considere los siguientes 
onjuntos, los 
uales muestran las adya
en
iasde los 
onjuntos P e I en −→C n(i, j), 
on respe
to al salto i (análogamente se ha
e parael salto j). 45



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes(i) Si i es par,
i+ P = i+ {0, 2, 4, . . . , 2k − i− 2, 2k − i, 2k − i+ 2, . . . , 2k − 2, 2k} mód 2k + 1
i+ P = {0 + i, 2 + i, 4 + i . . . , 2k − i− 2 + i, 2k − i+ i, 2k − i+ 2 + i,

. . . , 2k − 2 + i, 2k + i} mód 2k + 1
i+ P = {i, 2 + i, 4 + i . . . , 2k − 2, 2k

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , i− 1, i+ 1
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}(ii) Si i es impar,
i+ P = i+ {0, 2, 4, . . . , 2k − i− 3, 2k − i− 1, 2k − i+ 1, 2k − i+ 3, . . . ,

2k − 2, 2k} mód 2k + 1
i+ P = {0 + i, 2 + i, 4 + i, . . . , 2k − i− 3 + i, 2k − i− 1 + i, 2k − i+ 1 + i,

2k − i+ 3, . . . , 2k − 2 + i, 2k + i} mód 2k + 1
i+ P = {i, 2 + i, 4 + i, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , i− 3, i− 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(iii) Si j es par,
j + P = j + {0, 2, 4, . . . , 2k − j − 2, 2k − j, 2k − j + 2, . . . , 2k − 2, 2k} mód 2k + 1
j + P = {0 + j, 2 + j, 4 + j . . . , 2k − j − 2 + j, 2k − j + j, 2k − j + 2 + j,

. . . , 2k − 2 + j, 2k + j} mód 2k + 1
j + P = {j, 2 + j, 4 + j . . . , 2k − 2, 2k

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , j − 1, j + 1
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}(iv) Si j es impar,
j + P = j + {0, 2, 4, . . . , 2k − j − 3, 2k − j − 1, 2k − j + 1, 2k − j + 3, . . . ,

2k − 2, 2k} mód 2k + 1
j + P = {0 + j, 2 + j, 4 + j, . . . , 2k − j − 3 + j, 2k − j − 1 + j, 2k − j + 1 + j,

2k − j + 3, . . . , 2k − 2 + j, 2k + j} mód 2k + 1
j + P = {j, 2 + j, 4 + j, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , j − 3, j − 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(v) Si i es par,
i+ I = i+ {1, 3, . . . , 2k − i− 3, 2k − i− 1, 2k − i+ 1, . . . ,

2k − 3, 2k − 1} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − i− 3 + i, 2k − i− 1 + i, 2k − i+ 1 + i,

. . . , 2k − 3 + i, 2k − 1 + i} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , i− 4, i− 2
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(vi) Si i es impar,
i+ I = i+ {1, 3, . . . , 2k − i− 2, 2k − i, 2k − i+ 2, . . . , 2k − 3,

2k − 1} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − i− 2 + i, 2k − i+ i, 2k − i+ 2 + i,

. . . , 2k − 3 + i, 2k − 1 + i} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − 2, 0

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , i− 4, i− 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}46



3.1. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on uno y dos saltos(vii) Si j es par,
j + I = j + {1, 3, . . . , 2k − j − 3, 2k − j − 1, 2k − j + 1, . . . ,

2k − 3, 2k − 1} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − j − 3 + j, 2k − j − 1 + j, 2k − j + 1 + j,

. . . , 2k − 3 + j, 2k − 1 + j} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , j − 4, j − 2
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(viii) Si j es impar,
j + I = j + {1, 3, . . . , 2k − j − 2, 2k − j, 2k − j + 2, . . . , 2k − 3,

2k − 1} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − j − 2 + j, 2k − j + j, 2k − j + 2 + j,

. . . , 2k − 3 + j, 2k − 1 + j} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − 2, 0

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , j − 4, j − 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}Supongamos que i es impar y j es par. Enton
es las adya
en
ias que se tienen en−→
C n(i, j), 
on respe
to a P e I se muestran en (ii), (iii), (vi) y (vii). Observe que lasúni
as adya
en
ias que se en
uentran en la subdigrá�
a indu
ida por P son aquellas
ongruentes 
on 0 módulo 2 en (ii) y 
ongruentes 
on 0 módulo 2 en (iii), respe
tiva-mente, esto es,

2k − i+ 1 → 0 0 → j
2k − i+ 3 → 2 2 → j + 2... ...

2k → i− 1 k − j → 2k.La 
olumna de la izquierda representa las adya
en
ias que se obtienen del salto i y la
olumna de la dere
ha representa las adya
en
ias que se obtienen del salto j.Las úni
as adya
en
ias que se en
uentran en la subdigrá�
a indu
ida por I sonaquellas que 
ongruentes 
on 1 módulo 2 en (vi) y 
ongruentes 
on 1 módulo 2 en (vii),respe
tivamente, esto es,
2k − i+ 2 → 1 1 → j + 1
2k − i+ 4 → 3 3 → j + 3... ...
2k − 1 → i− 2 i → j + i.La 
olumna de la izquierda representa las adya
en
ias que se obtienen del salto i y la
olumna de la dere
ha representa las adya
en
ias que se obtienen del salto j.Note que no se forman 
i
los dirigidos en las digrá�
as indu
idas por los 
onjuntos

P e I. Pro
edemos de manera analóga para todas las 
ombina
iones de i y j. Por lotanto −→C n(i, j) 
ontiene dos subdigrá�
as a
í
li
as indu
idas por P e I. 47



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantesEl siguiente teorema 
ara
teriza el número di
romáti
o de las digrá�
as 
ir
ulantes
onexas 
on dos saltos.Teorema 3.8. Sea −→C n(i, j) 
onexa. Enton
es dc(
−→
C n(i, j)) = 2 para toda digrá�
a
ir
ulante −→C n(i, j) 
on n ≥ 5.Demostra
ión. Como −→C n(i, j) es 
onexa tenemos que dc(

−→
C n(i, j)) ≥ 2. La prueba
onsiste en en
ontrar una parti
ión en dos partes que reali
e el número di
romáti
o.Caso 1. Si n = 2k + 1, 
onsidere la siguiente parti
ión de los vérti
es

P = {x ∈ V (
−→
C n(i, j)) : x ≡ 0 mód 2},

I = {x ∈ V (
−→
C n(i, j)) : x ≡ 1 mód 2}.Por el lema 3.7, esta parti
ión de los vérti
es de −→C n(i, j) es a
í
li
a, por lo tantorealiza el número di
romáti
o. Así dc(−→C n(i, j)) = 2. Observe que P e I no es unabuena parti
ión para los vérti
es de −→C 2k(i, j), porque si uno de los saltos i, j fuesepar o impar los 
onjuntos de vérti
es indu
idos por P e I formarían 
i
los.Caso 2. Si n = 2k, 
onsideremos dos 
asosCaso 2.1. Si mcd(j, n) = 1 o mcd(k, n) = 1, 
onsidere D =

−→
C n(1, m), donde m, porla observa
ión 7, es m = j−1k mód n o m = k−1j mód n, note que m 6= kporque −→C n(i, j) no 
ontiene �e
has simétri
as.Caso 2.1.1. m ≥ k. Sea l = n − m, note que l y n son positivos y 
onsidere elintervalo [0, n − 1]. Apli
amos el algoritmo de Eu
lides para n y 2l,enton
es existen α, r ∈ N tales que

n = α(2l) + r 
on 0 ≤ r < 2l.De�nimos
n =

{

α(2l) + s1 si s1 ∈ [0, l]

α(2l) + s2 si s2 ∈ [l + 1, 2l − 1].Caso 2.1.1.1. s1 = 0, la parti
ión de los vérti
es de D es la siguiente
P1 = [0, l − 1] ∪ . . . ∪ [αl, (α + 1)l − 1],
P2 = [l, 2l − 1] ∪ . . . ∪ [(α + 1)l, n− 1].Caso 2.1.1.2. 0 < s1 ≤ l, la parti
ión de V (D) es la siguiente

P1 = [0, l − 1] ∪ . . . ∪ [αl, (α+ 1)l − 1]∪
[(α + 2)l, (α + 2)l + (⌈ l

2
⌉ − 1)],

P2 = [l, 2l − 1] ∪ . . . ∪ [(α + 1)l, (α+ 2)l − 1]∪
[(α + 2)l + ⌈ l

2
⌉, n− 1].48



3.2. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on tres saltosCaso 2.1.1.3. r = s2, la parti
ión de V (D) es la siguiente
P1 = [0, l − 1] ∪ . . . ∪ [αl, (α+ 1)l − 1] ∪ [(α + 2)l, (α + 3)l − 1],
P2 = [l, 2l − 1] ∪ . . . ∪ [(α + 1)l, (α+ 2)l − 1] ∪ [(α + 3)l, n− 1].Note que las parti
iones son a
í
li
as por lo tanto dc(D) = 2.Caso 2.1.2. m ≤ k, observe que m ≥ 2. Considere l = m y retomamos la demostra-
ión del 
aso 2.1.1.Caso 2.2. Si mcd(j, n) ≥ 2 o mcd(k, n) ≥ 2, 
onsidere −→C n(j, k) 
onexa.Caso 2.2.1. Si j, k < ⌊n

2
⌋ enton
es tomamos l = k y se 
umplen las 
ondi
iones del
aso 2.1.1.Caso 2.2.2. Si j > ⌊n

2
⌋ o i > ⌊n

2
⌋ o j, k ≥ ⌊n

2
⌋, enton
es por el teorema 3.6, tomamos

λ ∈ Z∗ tal que λ · j = j′ y λ · k = k′ donde j′ < ⌊n
2
⌋ y k′ < ⌊n

2
⌋. Así

−→
C n(j, k) ∼=

−→
C n(j

′, k′). Sin perder generalidad, supongamos que k′ > j′,enton
es tomamos l = k′ y se 
umplen las 
ondi
iones del 
aso 2.1.1.
Ejemplos:
−→
C 16(3, 4) ∼=

−→
C 16(1, 12)

P1 = [0, 3] ∪ [8, 11] y P2 = [4, 7] ∪ [12, 15].

−→
C 24(15, 20) ∼=

−→
C 24(3, 4)

P1 = [0, 3] ∪ [8, 11] ∪ [16, 19] y P2 = [4, 7] ∪ [12, 15] ∪ [20, 23].

3.2. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
ontres saltosEn la se

ión anterior determinamos el número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
onuno o dos saltos. Por tal motivo nos preguntamos, ¾
uál será el número di
romáti
o delas digrá�
as 
ir
ulantes 
on tres saltos? En la presente se

ión damos respuesta a di
hapregunta, pero sólo para algunas digrá�
as de este tipo tales 
omo digrá�
as 
ir
ulantes
on tres saltos que no 
umplen la 
onjetura de Ádám, digrá�
as 
ir
ulantes 
on tressaltos donde los saltos forman una progresión aritméti
a y digrá�
as 
ir
ulantes dondelos saltos tienen alguna 
ara
terísti
a en espe
ial. 49



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes
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Figura 3.3. −→C 16(3, 4) ∼=
−→
C 16(1, 12)3.2.1. Número di
romáti
o de −→C n(1, 2, n− 3)Primero trabajaremos 
on digrá�
as 
ir
ulantes rela
ionadas 
on la 
onjetura deÁdám.Conjetura 3.9 (Ádám, [1℄). Si −→C n(J) ∼=

−→
C n(K), enton
es existe λ ∈ Z∗

n tal que
K = λJ (⇔ J = λ−1K).Diremos que el grupo 
í
li
o Zn es de Ádám si

−→
C n(J) ∼=

−→
C n(K)⇔ ∃λ ∈ Z∗

n : K = λJ.Note que 
ualquier isomor�smo entre dos digrá�
as no ne
esariamente es un iso-mor�smo de Ádám. En [1℄, Ádám 
onjeturó que existe un isomor�smo. Elspas y Turneren [11℄ dieron el primer 
ontraejemplo de una digrá�
a 
ir
ulante que no 
umple la
onjetura de Ádám es −→C 8(1, 2, 5). Observe que
Z∗

8 = {1, 3, 5, 7},
−→
C 8(1, 2, 5) ∼=

−→
C 8(1, 5, 6) y

3 · {1, 2, 5} = {3, 6, 7} mód 8,
5 · {1, 2, 5} = {1, 2, 5} mód 8y
7 · {1, 2, 5} = {3, 7, 2} mód 850



3.2. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on tres saltosPor lo que no existe un λ ∈ Z∗

8 talque λ · {1, 2, 5} = {1, 5, 6} mód 8. El isomor�smo estádado por la fun
ión
f : V (

−→
C 8(1, 2, 5))→ V (

−→
C 8(1, 5, 6)),de�nida por f(i) = i si i es par y f(i) = i+ 4 mód 8 si i es impar, véase �gura 3.4. B.Alspa
h y T.D. Parsons en [2℄, demostraron que existe un sub
onjunto S ⊆ Zn tal que−→

C n(S) no satisfa
e la 
onjetura de Ádám si p2|n, donde p es un número primo. Conbase en esta 
onjetura, se propone otro problema, 
ara
terizar las digrá�
as 
ir
ulantesque no satisfa
en la 
onjetura de Ádám. Claramente −→C n(S) satisfa
e la 
onjetura deÁdám si |S| = 1. Cuando |S| = 2, Sun Liang probó que −→C n(S) también 
umple la
onjetura de Ádám, véase [50℄.
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Figura 3.4. −→C 8(1, 2, 5) y dos subdigrá�
as a
i
lí
as de −→C 8(1, 2, 5)Sean A = {a1, a2, a3} un sub
onjunto donde 2a1 6= a2 + a3 y 2a2 = 2a3, el
mcd(a1, n) = β y Z∗

n({a2, a3}) = {λ ∈ Z∗

n : λ{a2, a3} = {a2, a3}}, el 
onjunto A esllamado un sub
onjunto de Ádám si existe un λ∗ ∈ Z∗

n tal que
(λ∗ − 1)βa2 ∈ {0,

n

2
} y λ∗a1 /∈ {λ ∈ Z∗

n({a2, a3})}.En [43℄ prueban que si |S| = 3, enton
es −→C n(S) satisfa
e la 
onjetura de Ádám si ysolo si S no es un sub
onjunto de Ádám. De he
ho la 
onjetura de Ádám no es válidaen general para |S| ≥ 3.Observe que el 
onjunto de saltos J = {1, 2, 5} de−→C 8(1, 2, 5), tiene una 
ara
terísti
aespe
ial 1 + 2 + 5 = 8. Esta 
uestión tan simple fue el ante
edente a la siguientepregunta ¾Cuál será el número di
romáti
o de las digrá�
as 
ir
ulantes −→C n(J), donde
J = {1, 2, n−3}? La respuesta, se en
uentra en la presente se

ión, donde determinamosel número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on tres saltos para toda n > 7 ver �gura3.5. Observe que para n = 7, −→C 7(1, 2, 4) ∼= QR7 y es 3-di
romáti
a (véase la observa
ión1 (ii) y el teorema 1.6).Teorema 3.10. Si D =

−→
C n(1, 2,−3) =

−→
C n(1, 2, n−3). Enton
es dc(D) = 2, ∀n > 7.51



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantesDemostra
ión. Note que dc(
−→
C n(1, 2, n − 3)) ≥ 2. La parti
ión de V (

−→
C n(1, 2, n− 3))en dos sub
onjuntos depende de la 
ongruen
ia de n módulo seis.1. Si n ≡ 0 mód 6, enton
es la parti
ión es:

P1 = {0, 1, 2, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {3, 4, 5, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.2. Si n ≡ 1 mód 6, enton
es la parti
ión es:
P1 = {0, 1, 4, 5, . . . , n− 5, n− 4, n− 3} , P2 = {2, 3, 6, 7, . . . , n− 2, n− 1}.3. Si n ≡ 2 mód 6, enton
es la parti
ión es:

P1 = {0, 1, 4, 5 . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {2, 3, 6, 7, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.4. Si n ≡ 3 mód 6, enton
es la parti
ión es:
P1 = {0, 1, 2, 5, 6, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {3, 4, 7, 8, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.5. Si n ≡ 4 mód 6, enton
es la parti
ión es:

P1 = {0, 1, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {2, 3, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.6. Si n ≡ 5 mód 6, enton
es la parti
ión es:
P1 = {0, 1, 2, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {3, 4, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.Las parti
iones anteriores son a
í
li
as por lo tanto el dc(D) = 2.Por ejemplo, en las �guras 3.4 y 3.5 se ilustra el teorema 3.10 para −→C 8(1, 2, 5) y−→

C 13(1, 2, 10).3.2.2. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on saltosen progresión aritméti
aProblema:¾Cuál es el número di
romáti
o de las digrá�
as 
ir
ulantes donde el 
onjunto desaltos está en progresión aritméti
a?Por ejemplo, 
onsidere la digrá�
a 
ir
ulante, de la �gura 3.6. El siguiente teoremagarantiza que estas digrá�
as 
ir
ulantes tienen número di
romáti
o dos.Observa
ión 8. Para evitar �e
has simétri
as, 
onsideramos lo siguiente:1. Si −→C 2m(k, k + 1, k + 2), enton
es k + i 6= m 
on i ∈ {0, 1, 2}.52



3.2. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on tres saltos
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Figura 3.5. −→C 13(1, 2, 10)2. Si −→C 2m+1(k, k+1, k+2) y k = m, enton
es no se puede 
onsiderar el salto k+1.Teorema 3.11. Sea D =
−→
C n(k, k + 1, k + 2) 
onexa para toda n ≥ 7. Enton
es

dc(D) = 2.Demostra
ión. Es 
laro que dc(D) ≥ 2. La siguiente parti
ión realiza el número di
ro-máti
o
P1 = {0, 1, 2, . . . , ⌊

n

2
⌋} , P2 = {⌊

n

2
⌋ + 1, ⌊n

2
⌋+ 2, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.
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Figura 3.6. −→C 12(3, 4, 5) y su dos parti
iónTeorema 3.12. Sea D =
−→
C (1, 2, . . . , k) 
onexa para toda n ≥ 5 y 1 ≤ k ≤ ⌊n

2
⌋.Enton
es dc(D) = 2. 53



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantesDemostra
ión. Note que dc(D) ≥ 2. Considere la siguiente parti
ión de los vérti
es de
D

P1 = [0, ⌊n
2
⌋], P2 = [⌊n

2
⌋+ 1, n− 1],está parti
ión es a
i
lí
a, por lo tanto dc(D) = 2.Re
uerde que

−→
C 2n+1(1, 2, 3, 4, 5, . . . , n− 3, n− 2, n− 1, n) :=

−→
C 2n+1〈∅〉.Con
luimos esta se

ión 
on el 
orolario siguiente, primera parte del teorema 1.5 de V.Neumann-Lara, J. Urrutia.Corolario 3.13 (Teorema 1, 1984). El torneo 
ir
ulante −→C 2n+1〈∅〉 es dos di
romáti
o.3.2.3. Número di
romáti
o de −→C p(1, a, a

2)Consideremos el 
onjunto Zp de enteros módulo p, donde p es un primo de la forma
6k + 1, 
on k ∈ N y S3 ⊂ Zp \ {0} 
on |S3| = 3. Además S3 = {1, a, j}, donde
j ≡ a2 mód p, es un subgrupo de Z∗

p. Sabemos que 1 + a + a2 ≡ 0 mód p. En estase

ión determinamos el número di
romáti
o de la digrá�
as 
ir
ulantes −→C p(1, a, a
2).Note que, 
uando p = 7, −→C 7(1, 2, 4) ∼= QR7 la 
ual es 3-di
romáti
a 
ríti
a en vérti
es.Observa
ión 9. Consideremos p ≡ 1 mód 6, {1, a, a2} ⊂ Z∗

p.(i) Si a ≡ 0 mód 2, enton
es a2 ≡ 0 mód 2.(i) Si a ≡ 1 mód 2, enton
es a2 ≡ 1 mód 2.Lema 3.14. Sean p = 6k + 1 un primo 
on k ∈ N, a ≡ 0 mód 2 y {1, a, a2} ⊂ Z∗

ptal que 1 + a + a2 ≡ 0 mód p. Enton
es −→C p(1, a, a
2) 
ontiene una subdigrá�
a a
í
li
amaximal indu
ida por

P0 = {v ∈ Zp \ {0} : v ≡ 0 mód 2} = {2, 4, . . . , 6k − 2, 6k}.Demostra
ión. Consideremos
P0 = {2, 4, . . . , 6k − 2, 6k}.el 
onjunto de los vérti
es 
ongruentes 
on 
ero módulo dos sin el 
ero. Por la ob-serva
ión 9(i), a2 ≡ 0 mód 2, así a2 ∈ P0 y a + a2 ∈ P0. La demostra
ión será por
ontradi

ión. Supongamos que P0 no indu
e una subdigrá�
a a
í
li
a maximal en−→

C p(1, a, a
2). Enton
es podemos agregar otro vérti
e al 
onjunto P0. Sin perder genera-lidad, sea 0 el vérti
e que agregaremos al 
onjunto P0. Considere P = P0∪{0}. Observeque {0, a2, a2+a} ⊂ P indu
e un −→C 3 en 〈P 〉, 
ontradi

ión. Por lo tanto P0 indu
e unasubdigrá�
a a
í
li
a maximal.54



3.2. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes 
on tres saltosLema 3.15. Sean p = 6k + 1 un primo 
on k ∈ N, a ≡ 0 mód 2 y {1, a, a2} ⊂ Z∗

p.Enton
es −→C p(1, a, a
2) \ 〈P0〉 
ontiene una subdigrá�
a a
í
li
a maximal indu
ida por

I = {v ∈ Zp : v ≡ 1 mód 2} = {1, 3, . . . , 6k − 3, 6k − 1}.Demostra
ión. Consideremos
I = {1, 3, . . . , 6k − 3, 6k − 1}.el 
onjunto de los vérti
es 
ongruentes 
on uno módulo dos. La demostra
ión será por
ontradi

ión, supongamos que I = {1, 3, . . . , 6k− 3, 6k− 1} no es subdigrá�
a a
í
li
amaximal de −→C p(1, a, a

2) \ 〈P0〉 enton
es podemos agregar otro vérti
e al 
onjunto I, sinperder generalidad, sea 0 el vérti
e que agregaremos a di
ho 
onjunto. Consideremos
I0 = I ∪ {0}. Observe que {0, 1, a2 + 1} ⊂ I0 indu
e un −→C 3 en 〈I0〉, 
ontradi

ión. Porlo tanto I indu
e una subdigrá�
a a
í
li
a maximal.Teorema 3.16. Sean p = 6k + 1 un primo 
on k ∈ N y {1, a, a2} ⊂ Z∗

p tal que
1 + a+ a2 ≡ 0 mód p.(i) Si a ≡ 1 mód 2, enton
es dc(−→C p(1, a, a

2)) = 2,(ii) Si a ≡ 0 mód 2, enton
es dc(−→C p(1, a, a
2)) = 3 y además es 
ríti
o en vérti
es.Demostra
ión. Como −→C p(1, a, a

2) es 
onexa, el número di
romáti
o de −→C p(1, a, a
2) esal menos dos. Note que a+ a2 = 6k − 1 ≡ 0 mód 2.(i) Si a ≡ 1 mód 2, enton
es a2 ≡ 1 mód 2. Demostremos que dc(

−→
C p(1, a, a

2)) = 2.Considere la 
olora
ión de los vérti
es de −→C p(1, a, a
2) de manera alternada, la 
ualda origen a la siguiente parti
ión de los vérti
es:

P = {0, 2, 4, . . . , 6k − 2, 6k},
I = {1, 3, 5, . . . , 6k − 3, 6k − 1}.Considere los siguientes 
onjuntos, los 
uales nos muestran las adya
en
ias de Pe I en la digrá�
a −→C p(1, a, a

2).
1 + P = {1, 3, 5, . . . , 6k − 1, 0} = {0} ∪ I,
1 + I = {2, 4, 6, . . . , 6k − 2, 6k} = P \ {0},

a + P = a + {0, 2, 4, . . . , a2 + 1, a2 + 3, . . . , 6k − 2, 6k} =
{a, a+ 2, a+ 4, . . . , a2 − 1 + a, a2 + 1 + a, a2 + 3 + a, . . . , 6k − 2 + a, 6k + a} =
{0, 2, . . . , a− 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {a, a+ 2, . . . , a2 + a− 1
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}, (3.5)55



3. Número di
romáti
o de digrá�
as 
ir
ulantes
a2 + P = a2 + {0, 2, 4, . . . , a− 1, a+ 1, a+ 3, . . . , 6k − 2, 6k} =
{a2, a2 + 2, a2 + 4, . . . , a− 1 + a2, a2 + 1 + a, a2 + 3 + a, . . . , 6k − 2 + a2, 6k + a2} =
{0, 2, . . . , a2 − 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {a2, a2 + 2, . . . , a− 1 + a2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}, (3.6)
a+ I = a+ {1, 3, 5, . . . , a, a+ 2, . . . , 6k − 3, 6k − 1} =
{a+ 1, a+ 3, a+ 5, . . . , 2a, 2a+ 2, . . . , 6k − 3 + a, 6k − 1 + a} =
{1 + a, 3 + a, . . . , a2 + a
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , a− 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}, (3.7)
a2 + I = a2 + {1, 3, 5, . . . , a, a+ 2, . . . , 6k − 3, 6k − 1} =
{a2 + 1, a2 + 3, a2 + 5, . . . , a+ a2, a+ a2 + 2, . . . , 6k − 3 + a2, 6k − 1 + a2} =
{1 + a2, 3 + a2, . . . , a+ a2
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , a2 − 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}. (3.8)Observe que la subdigrá�
a indu
ida por P tiene las adya
en
ias de los 
onjuntos
a + P y a2 + P que son 
ongruentes 
on 0 módulo 2, véase 3.5 y 3.6. La subdi-grá�
a indu
ida por I tiene las adya
en
ias de los 
onjuntos a + I y a2 + I queson 
ongruentes 
on 1 módulo 2, véase 3.7 y 3.8. Observe que estas adya
en
iasindu
en subdigrá�
as a
í
li
as. Enton
es −→C p(S3) ≤ 2. Por lo tanto −→C p(S3) = 2.Así, la subdigrá�
as indu
idas por P e I son a
í
li
as.(ii) Si a ≡ 0 mód 2, 
laramente a2 ≡ 0 mód 2. Por los lemas 3.14 y 3.15 P0 e I indu
endos subdigrá�
as a
í
li
as maximales. Por lo tanto

V (
−→
C p(S3)) = P0|I|{0}es una parti
ión de los vérti
es de−→C p(S3). Con
luimos que−→C p(S3) es 3-di
romáti
a
ríti
a en vérti
es.Los siguientes ejemplos ilustran el teorema 3.16:1. −→C 19(1, 7, 11), 
omo a = 7 ≡ 1 mód 2, por el teorema 3.16(i), los 
onjuntos P e Iindu
en subdigrá�
as a
í
li
as

P = {0, 2, 4, 6, . . . , 16, 18} e I = {1, 3, 5, . . . , 15, 17}.Por lo tanto dc(
−→
C 19(1, 7, 11)) = 2.2. −→C 37(1, 10, 26), 
omo a = 10 ≡ 0 mód 2, por el teorema 3.16(ii), los 
onjuntos P0e I indu
en subdigrá�
as a
í
li
as,

P0 = {2, 4, 6, . . . , 34, 36}, I = {1, 3, 5, . . . , 33, 35} y {0}.Así, −→C 37(1, 10, 26) es 3-di
romáti
a 
ríti
a en vérti
es.56



Capítulo 4Número di
romáti
o de dos familiasde grá�
as 
ir
ulantes planas

Figura 4.1. Grá�
a de TutteRe
ordemos las 
onjeturas que se enun
iaron en la introdu

ión y los preliminares.En 1982, V. Neumann-Lara propuso la 
onjetura siguiente (y de manera independiente�krekovski (2001) [46℄, Bokal, Fijavº, Juvan, Kayll y Mohar (2004) [4℄).Conjetura 4.1 (V. Neumann-Lara ). Sea D una digrá�
a planar. Enton
es dc(D) = 2.Esta 
onjetura también ha sido men
ionada en [4℄ pág. 73 y 548, [6℄ pág. 591 y[34℄. Es fá
il ver que la siguiente 
onjetura también debida a V. Neumann-Lara es
onse
uen
ia inmediata de la 
onjetura 4.1.Conjetura 4.2. Sea G una grá�
a planar. Enton
es dc(G) = 2.57



4. Número di
romáti
o de dos familias de grá�
as 
ir
ulantes planas

Figura 4.2. Dual de la grá�
a de Tutte la 
ual tiene arbori
idad 3Observe la rela
ión de estos dos problemas: si se prueba la 
onjetura 4.1, 
onse
uen-temente se obtiene la 
onjetura 4.2.El 
on
epto de número di
romáti
o de una grá�
a G está estre
hamente rela
ionado
on el de arbori
idad de una grá�
a G. Note que
dc(G) ≤ a(G) ≤ χ(G) ≤ 2a(G).Chartrand, Kronk y Wall obtuvieron el siguiente resultado.Teorema 4.3 (Teorema 3, [8℄). Para toda grá�
a planar G, a(G) ≤ 3.Más tarde, en 1969, Chartrand y Kronk, véase [9℄, demostraron que esta 
ota es lomejor posible. Exhibieron un ejemplo de una grá�
a plana la 
ual tiene arbori
idad tres.Al igual, demostraron que si G es una grá�
a planar exterior (outerplanar), enton
estiene arbori
idad a lo más dos.Di
ho ejemplo, grá�
a plana 
on arbori
idad 3, es una grá�
a des
ubierta por elprofesor W. T. Tutte, la 
ual se usó para demostrar la falsedad de la 
onjetura de P.G.Tait de que la grá�
a de todo poliedro 
onvexo 
úbi
o es hamiltoniana. Sea G plana,re
ordemos que el dual G∗ de G es la grá�
a plana que se obtiene aso
iando un punto a
ada región de G y unidendo dos puntos de G∗ por una arista siempre que dos regiones
ompartan una arista. Considere la grá�
a de Tutte, véase �gura 4.1. Observe que esuna grá�
a plana 
uyo dual tiene arbori
idad 3, véase �gura 4.2.58



En 1988, Holton y M
Kay probaron en [23℄ que toda grá�
a plana 
úbi
a 3-
onexade orden a lo más 36 es hamiltoniana. Esta 
ota es la mejor posible, ya que existengrá�
as planas 
úbi
as 3-
onexas de orden 38 las 
uales no son hamiltonianas, véase�gura 4.3.

Figura 4.3. Grá�
a plana 
úbi
a 3-
onexa no hamiltoniana de orden 38En 1991, Goddard (véase [19℄) presentó una mejora del resultado que se obtuvoen [9℄. De he
ho, probó que el 
onjunto de vérti
es de una grá�
a planar puede serpartido en tres 
onjuntos tales que 
ada uno de estos indu
e un bosque lineal, donde unbosque lineal es aquel donde 
ada 
omponente es una traye
toria.El grado promedio máximo de una grá�
a G, denotado por mad(G), se de�ne 
omoel máximo de los grados promedios ad(H) = 2|E(H)|/|V (H)| tomados de todas lassubgrá�
as H de G. En 1999, Borodin, Kosto
hka, Ne²et°il, Raspaud y Sopena rela-
ionaron los 
on
eptos de número di
romáti
o de una grá�
a G y el grado promediomáximo de G, véase [7℄. Obtuvieron resultados 
omo:Teorema 4.4 (Teorema 1, [7℄). 1. dc(G) ≤ 5 para toda grá�
a G 
on mad(G) < 7
3
.2. dc(G) ≤ 7 para toda grá�
a G 
on mad(G) < 11

4
y 
uello g(G) ≥ 5.3. dc(G) ≤ 11 para toda grá�
a G 
on mad(G) < 3.4. dc(G) ≤ 19 para toda grá�
a G 
on mad(G) < 10

3
.Observa
ión 10 (Observa
ión 1, [7℄). mad(G) < 2g/(g − 2) para toda grá�
a planar

G 
on 
uello al menos g. 59



4. Número di
romáti
o de dos familias de grá�
as 
ir
ulantes planasConsidere G una grá�
a donde a(G) = k y toda subgrá�
a propia de G tiene arbori-
idad menor que k, enton
es G es una grá�
a k-
ríti
a (
on respe
to a la arbori
idad).En 2002, �krekovski en [46℄ trabajó sobre la arbori
idad en grá�
as y determinó 
uá-les de estas son 
ríti
as 
on respe
to a la arbori
idad. De he
ho, determinó dos 
otasinferiores para el número de aristas de grá�
as k-
ríti
as en arbori
idad.En [44℄, Raspaud y Wang probaron que a(G) ≤ 2 siempre que G sea una grá�
aplanar y no tenga 
i
los de longitud 4 o dos triángulos 
ualesquiera estén a distan
ia almenos tres. Además, mostraron un ejemplo de una grá�
a de 21 vérti
es 
on arbori
idad
3, veáse �gura 4.4 la 
ual es el dual de la grá�
a obtenida por Holton y M
Kay en [23℄.El resultado que obtuvieron Raspaud y Wang es el siguiente:

Figura 4.4. G∗ es el dual de G de la �gura 4.3, 
on |G∗| = 21 y a(G∗) = 3, (grá�
a deRaspaud-Wang)Teorema 4.5 (Teorema 12, [44℄).1. Si G es una grá�
a planar 
on |G| ≤ 20, enton
es a(G) ≤ 2.2. Existe una grá�
a planar G 
on |G| = 21 tal que a(G) = 3.Considere G una grá�
a y V1, V2, . . . , Vk una parti
ión de los vérti
es de G. Estaparti
ión es una parti
ión arbórea si toda Vi (1 ≤ i ≤ k) indu
e un bosque en G. Unafun
ión f : V (G)→ {1, 2, . . . , k} se llama una k-
olora
ión arbórea si
Vi = f−1(i), i = 1, . . . , k,60
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Figura 4.5. −→C 12(1, 3)forma una parti
ión arbórea. Se sabe que toda grá�
a planar puede ser 
oloreada 
ontres 
olores, donde 
ada 
lase 
romáti
a indu
e un bosque. En 2012, Harutyunyan yMohar (véase [21℄) determinaron que hay un número exponen
ial de 3-
olora
iones degrá�
as planares, esto es:Teorema 4.6. Toda grá�
a planar de orden n tiene al menos 2n/9 3-
olora
iones ar-bóreas.Hasta estos momentos, se 
ono
en grá�
as planares 
on arbori
idad 3, pero no sehan en
ontrado digrá�
as planares D (sin �e
has simétri
as) 
on dc(D) > 2. Por lotanto, las grá�
as planas G satisfa
en que
dc(G) ≤ a(G) ≤ 3.En este 
apítulo determinamos el número di
romáti
o de algunas grá�
as planas ma-ximales que tienen 
omo subgrá�
as generadoras las grá�
as 
ir
ulantes planas−→C m(1, 2)y −→C m(1,−2). Observe que no todas las digrá�
as −→Cm(i, j) son planas, por ejemplo−→

C 12(1, 3) no es plana, véase �gura 4.5. El siguiente teorema garantiza que grá�
as
Cn(a1, . . . , am) son planas.Teorema 4.7 (Teorema 23, [22℄). Sea G = Cm(a1, . . . , ak). G es plana si y solo si unade las siguientes 
ondi
iones se 
umple:(i) k = 1,(ii) k = 2, ai ≡ ±2aj mód m, y 2|m, donde (i, j) = (1, 2) o (i, j) = (2, 1),(iii) k = 2, ai = m/2, y 2|aj, donde (i, j) = (1, 2) o (i, j) = (2, 1). 61



4. Número di
romáti
o de dos familias de grá�
as 
ir
ulantes planasCuando k = 1 tenemos los 
i
los −→C n los 
uáles son digrá�
as planas dos di
romá-ti
as véase 
apítulo 3. Para k = 2 se tienen las digrá�
as −→C n(i, j) en el 
apítulo 3determinamos que estas tienen número di
romáti
o dos, las digrá�
as que se obtienendel teorema 4.7 (iii) no son digrá�
as de nuestro interés ya que tienen �e
has simétri
as.Por lo tanto sólo tomamos a digrá�
as que se obtienen a partir del teorema 4.7 (ii),observe que estás son digrá�
as del tipo −→C m(1, 2) y −→C m(1,−2).
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bFigura 4.6. −→C 8(1,−2) ∼=
−→
C 8(1, 6)Observa
ión 11. −→C n(1,−2) ∼=

−→
C n(1, n− 2), véase �gura 4.6.Distinguimos dos 
i
los de −→C 2m(1, j) donde j = 2 o j = −2. El 
i
lo dirigidoindu
ido por {0, 2, . . . , 2m − 2} al que de�nimos 
omo −→C P

m (
i
lo externo o 
i
lo par)y el 
i
lo indu
ido por el 
onjunto de vérti
es impares {1, 3, . . . , 2m − 1} de�nido por−→
C I

m (
i
lo interno o 
i
lo impar), véase �gura 4.7.
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Figura 4.7. −→C P
5 y −→C I

5, respe
tivamenteDenotamos la familia de grá�
as mixtas que tienen 
omo base a −→C 2m(1, 2) 
omo
N1 =

−→
C 2m(1, 2) ∪G, véase �gura 4.8, donde G se de�ne 
omo

V (G) = Z2m y E(G) = EP (G) ∪ EI(G),62



4.1. Grá�
as Mixtas 
on H ∈ N1donde EP (G) es el 
onjunto de aristas interiores en −→C P
m que junto 
on las �e
has de−→

C P
m forman una triangula
ión en el interior de −→C P

m e EI(G) es el 
onjunto de aristasinteriores en −→C I
m que junto 
on las �e
has de −→C I

m forman una triangula
ión en el interior−→
C I

m. Así N1 es una familia de grá�
as planas maximales.
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Figura 4.8. −→C 10(1, 2) y −→C 10(1, 2) ∪GAnálogamente de�nimos las grá�
as mixtas que tienen 
omo base a −→C 2m(1,−2) ylas denotamos 
omo N2 =
−→
C 2m(1,−2) ∪G, véase �gura 4.9.4.1. Grá�
as Mixtas 
on H ∈ N1Observa
ión 12. Considere H ∈ N1. Si existe una arista en H del vérti
e i al vérti
e

i+ 4, enton
es1. no pueden 
olorearse 
on el mismo 
olor los vérti
es i, i + 2, i + 4, porque seformaría un −→C 3 indu
ido por el 
onjunto de vérti
es {i, i+ 2, i+ 4} y2. no pueden 
olorearse 
on el mismo 
olor los vérti
es i, i+1, i+3, i+4, porque seformaría un −→C 4 indu
ido por el 
onjunto de vérti
es {i, i+ 1, i+ 3, i+ 4}.De�ni
ión 4.8. De�nimos una fun
ión biye
tiva ϕ : V (CP
m)→ V (CI

m) 
omo
ϕ(i) = i+ 1(mód2m), donde

CP
m =

−→
C P

m ∪ 〈EP (G)〉,
CI

m =
−→
C I

m ∪ 〈EI(G)〉y {a, b} ∈ EP (G) si y solo si {a+ 1, b+ 1} ∈ EI(G) (la suma módulo 2m). 63



4. Número di
romáti
o de dos familias de grá�
as 
ir
ulantes planas
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13Figura 4.9. −→C 14(1,−2) ∪GEl siguiente teorema determina el número di
romáti
o de las grá�
as mixtas 
onbase −→C 2m(1, 2). Sea v ∈ V (G) y de�nimos Nk
G(v) = N(N(N . . .N(v)))

︸ ︷︷ ︸

k

.Teorema 4.9. Sea H ∈ N1. Enton
es H es 2-di
romáti
a.Demostra
ión. Sea S = {A,R} un 
onjunto de dos 
olores. Dado que diferen
iamosel 
i
lo par del impar, primero asignamos 
olores a los vérti
es del 
i
lo par (CP
m).Consideramos v un vérti
e en CP

m y lo 
oloreamos de A. Coloreamos de R a los vérti
esque pertene
en a N1
G(v), es de
ir, 
oloreamos de R a los vérti
es que están a distan
ia1 de v. Ahora, tomamos los vérti
es que pertene
en a la ve
indad de N1

G(v), es de
irlos vérti
es que están a distan
ia 2 de v, y los 
oloreamos de A. Continuamos 
on estepro
eso hasta haber 
oloreado todos los vérti
es 
on aristas in
identes en CP
m. Con estaasigna
ión de 
olores a los vérti
es que tienen aristas in
identes en CP

m se elimina laposibilidad de que se formen 
i
los mono
romáti
os en CP
m. Supongamos que se formaalgún C3 = (vi, vj, vk, vi) mono
romáti
o, sin perder generalidad supongamos que C3es A. Enton
es se tendría que d(vi, v) ≡ d(vj , v) ≡ d(vk, v) ≡ 0 mód 2. Tenemos lossiguientes 
asosCaso 1. d(vi, v) = d(vj , v) = d(vk, v), es de
ir, los vérti
es vi, vj y vk se en
uentran a lamisma distan
ia del vérti
e v. Pueden existir las aristas vivj y vjvk, pero no la64



4.2. Grá�
as Mixtas 
on H ∈ N2arista vkvi porque la grá�
a es plana maximal, es de
ir, la forma de ir de vi a vk esa través de la traye
toria dirigida vi  vk por lo tanto no hay C3 mono
romáti
os.Caso 2. d(vj, v) = d(vk, v) 6= d(vi, v). Note que d(v, vj) = l = d(v, vk) y d(v, vi) = l + 1,luego l ≡ 0 mód 2 y l + 1 ≡ 1 mód 2, lo 
ual 
ontradi
e que d(vj, v) ≡ d(v, vi).Por lo tanto no hay C3 mono
romáti
os.Caso 3. Si d(vj , v) 6= d(vk, v) 6= d(vi, v). Se prueba de manera análoga al 
aso anterior.Note que solo resta por 
olorear los vérti
es que no tienen aristas in
identes y deestos vérti
es por lo menos existen dos (por las triangula
iones que se forman). El 
olorque se les asigna depende del 
olor de los vérti
es a los 
uales son adya
entes en−→C m(1, 2)y de la observa
ión 12. Esto evita la forma
ión de 
i
los mixtos mono
romáti
os en CP
m.Para el 
i
lo de vérti
es impares CI

m es un pro
edimiento análogo, salvo que se inviertenlos 
olores, es de
ir los vérti
es que en CP
m se 
olorearon de A en CI

m se 
olorean de Ry los vérti
es que en CP
m se 
olorearon de R en CI

m se 
olorean de A. Note que por laasigna
ión de la 
olora
ión en CP
m y en CI

m no se forman 
i
los mono
romáti
os mixtosentre CP
m y CI

m. Supongamos que se forman 
i
los dirigidos mono
romáti
os Ck. Si
vi ∈ V (CP

m) ne
esitaríamos �e
has del tipo vi → vi+3, lo 
ual no es posible, porque solotenemos �e
has del tipo i → i + 1 e i → i + 2. Si vi ∈ V (CI
m) ne
esitaríamos �e
hasdel tipo vi → vi+1 → vi+2. Enton
es tendríamos que vi+2 es adya
ente a vi+3 o a vi+4,pero vi+2 no puede ser adya
ente a vi+3 por la 
olora
ión asignada. Análogamente si

vi+2 es adya
ente a v4. Enton
es la úni
a forma de que exista el 
i
lo mono
romáti
o essi ϕ(vi) = ϕ(vi+1), lo 
ual es imposible por la 
olora
ión asignada. Por lo tanto di
ha
olora
ión realiza el número di
romáti
o.
i

i+ 2

i+ 4

i+ 1

i+ 3

i

i+ 2

i+ 4

i+ 1

i+ 3

i+ 5Figura 4.10. Ci
los mono
romáti
os −→C 3 y −→C 4 en H ∈ N1

4.2. Grá�
as Mixtas 
on H ∈ N2Observa
ión 13. Note que si H ∈ N2 no puede haber tres vérti
es 
onse
utivos delmismo 
olor en −→C 2m(1, 2m− 2), porque si hubiera tres vérti
es 
onse
utivos del mismo
olor se formaría un −→C 3 mono
romáti
o, véase �gura 4.9. 65



4. Número di
romáti
o de dos familias de grá�
as 
ir
ulantes planasEl siguiente teorema determina el número di
romáti
o de las grá�
as mixtas 
onbase −→C 2m(1, 2m− 2), para m par y que satisfa
en la de�ni
ión 4.8.Teorema 4.10. Sea H ∈ N2. Enton
es H es 2-di
romáti
a.Demostra
ión. Por el teorema 3.8, dc(H) ≥ 2. Demostraremos que dc(H) = 2. Sea
S = {A,R} un 
onjunto de dos 
olores. Primero asignaremos 
olores a los vérti
es de
CP

m. Consideramos un vérti
e v en V (CP
m) el 
uál tiene aristas in
identes y lo 
oloreamosde A y 
oloreamos de R a los vérti
es que pertene
en a N1

G(v) = {v1, v2, . . . , vk}.Consideramos los vérti
es adya
entes al 
onjunto de vérti
es que pertene
en a NG(v),es de
ir los vérti
es que están a distan
ia dos de v (N2
G(v)) y les asignamos el 
olor

A. Tomamos a la ve
idad de N2
G(v) y les asignamos el 
olor R. Continuamos 
on estepro
eso hasta 
olorear los vérti
es de −→C P

m(1,−2) que tengan aristas in
identes. Con estaasigna
ión de 
olores a los vérti
es que tienen aristas in
identes en CP
m se elimina laposibilidad de que se formen 
i
los mono
romáti
os en CP

m. Supongamos que se formaalgún C3 = (vi, vj, vk, vi) mono
romáti
o, sin perder generalidad supongamos que C3es A. Enton
es se tendría que d(vi, v) ≡ d(vj , v) ≡ d(vk, v) ≡ 0 mód 2. Tenemos lossiguientes 
asosCaso 1. d(vi, v) = d(vj , v) = d(vk, v), es de
ir, los vérti
es vi, vj y vk se en
uentran a lamisma distan
ia del vérti
e v. Pueden existir las aristas vivj y vjvk, pero no laarista vkvi porque la grá�
a es plana maximal, es de
ir, la forma de ir de vi a vk esa través de la traye
toria dirigida vi  vk por lo tanto no hay C3 mono
romáti
os.Caso 2. d(vj , v) = d(vk, v) 6= d(vi, v). Note que d(v, vj) = l = d(v, vk) y d(v, vi) = l + 1,luego l ≡ 0 mód 2 y l + 1 ≡ 1 mód 2, lo 
ual 
ontradi
e que d(vj, v) ≡ d(v, vi).Por lo tanto no hay C3 mono
romáti
os.Caso 3. Si d(vj , v) 6= d(vk, v) 6= d(vi, v). Se prueba de manera análoga al 
aso anterior.Por lo tanto, solo faltan 
olorear algunos vérti
es. Sin embargo, la forma de 
oloreara estos vérti
es es 
asi �ja, es de
ir tenemos que tomar en 
uenta qué 
olor tienenasignado los vérti
es a los 
uales son adya
entes y de esta forma quedarían 
oloreadostodos los vérti
es de −→C P
m.Observe que las 
olora
iones de los dos primeros 
asos nos impiden 
i
los mono
ro-máti
os en −→C P

m(1,−2) y 
olorear de manera ade
uada los últimos vérti
es nos impi-den los 
i
los mixtos mono
romáti
os en −→C P
m(1,−2). Para el 
i
lo de vérti
es impares

CI
m(1,−2) es un pro
edimiento análogo, salvo que los 
olores se invierten, es de
ir losvérti
es que en CP

m(1,−2) se 
olorearon de A en CI
m(1,−2) se 
olorean de R y losvérti
es que en CP

m(1,−2) se 
olorearon de R en CI
m(1,−2) se 
olorean de A.Note que por la asigna
ión de la 
olora
ión en CP

m y en CI
m no se forman 
i
losmono
romáti
os mixtos entre CP

m y CI
m. Supongamos que se forma un → C3 mono
ro-máti
o, sin perder generalidad, supongamos que es A. Si vi ∈ V (CI

m) enton
es se tienela �e
ha vi → vi+1, donde vi+1 ∈ V (CP
m), luego existe la arista vi+1vi−1, la 
ual orien-tamos de la forma vi+1 → vi−1 donde vi−1 ∈ V (CP

m), vi−1 → vi, pero por la 
olora
iónasignada si ϕ(vi) = A enton
es ϕ(vi−1) = R 
ontradi

ión, por lo tanto no se forma un
C3 mono
romáti
o. Por lo tanto di
ha 
olora
ión realiza el número di
romáti
o.66



4.2. Grá�
as Mixtas 
on H ∈ N2El resultado siguiente se desprende de los teoremas 4.9 y 4.10, véase �gura 4.11.Corolario 4.11. Sean H ∈ N1 ∪N2 y v un vérti
e de V (H) el 
ual no tinen aristasin
identes. Enton
es dc(V (H) \ {v}) = 2.
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13Figura 4.11. −→C 14(1,−2) ∪G
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Con
lusionesDeterminar el número di
romáti
o es un arduo trabajo. En esta tesis mostramos losavan
es signi�
ativos del número di
romáti
o de: torneos 
ir
ulantes, digrá�
as 
ir
u-lantes y de grá�
as mixtas maximales.Veri�
amos el número di
romáti
o de familias in�nitas de torneos 
ir
ulantes a los
uales se les voltea una �e
ha y 
ara
terizamos aquellos torneos 
ir
ulantes que son
ríti
os en vérti
es. Además mostramos todos los isomor�smos de los torneos 
ir
ulantes−→
C 2n+1(J) para 3 ≤ n ≤ 9, véase apéndi
e B.En el 
apítulo 3 obtuvimos el teorema 3.12, el 
ual determina el número di
romáti
ode las digrá�
as 
ir
ulantes.En el 
apítulo 4 determinamos el número di
romáti
o de dos familias in�nitas degrá�
as planas maximales, lo 
ual rea�rma la 
onjetura 4.1.Planteamos algunos problemas interesantes que serían una ex
elente 
ontinua
ión aeste trabajo.Problema 1. Determinar el número di
romáti
o de los torneos 
ir
ulantes−→

C 〈i, j〉.Problema 2. Determinar el número di
romáti
o de las digrá�
as 
ir
ulantes 
ontres saltos a las 
uales se les voltea una �e
ha.Problema 3. Estable
er alguna regla y si se puede determinar el número di
ro-máti
o de los torneos de Paley.Problema 4. Para torneos 
on número par de vérti
es no se 
ono
e ningún resul-tado, en espe
ial sería de interés 
ono
er la existen
ia de torneos T semirregulareso 
asi regulares (aquellos para los que |d+(v)− d−(v)| = 1 para todo vérti
e v deltorneo T ) r-di
romáti
os 
ríti
os en vérti
es.Problema 5. SeaG una grá�
a. ¾Será 
ierto que, si d(v) ≤ n para todo v ∈ V (G),enton
es dc(G) = o(n), véase [14℄?Problema 6. ¾Existen torneos r-di
romáti
os úni
amente 
oloreables 
on unnúmero par de vérti
es, (véase [35℄)?Problema 7. Clasi�
ar las digrá�
as (torneos) 
ir
ulantes que satisfa
en la 
on-jetura de Ádám.Problema 8. Demostrar la 
onjetura 4.1.69



Apéndi
e ANúmero di
romáti
o de torneos 
ir
ulantes de −→C 2n+1〈k〉para 3 ≤ n ≤ 7 y k ∈ {1, . . . , 7}.
dc(
−→
C 7〈∅〉) = 2, por el teorema 1.5

dc(
−→
C 7〈3〉 ∼= QR7) = 3, por 
orolario 2.15

dc(
−→
C 9〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 9〈4〉) = 3, por observa
ión 2

dc(
−→
C 9〈2〉 ∼=

−→
C 3[
−→
C 3]) = 3, por el 
orolario 2.15

dc(
−→
C 11〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 11〈5〉) = 3, por teorema 1.6

dc(
−→
C 11〈4〉) = 3, por proposi
ión 2.1

dc(
−→
C 11〈2〉 ∼= QR11

∼= ST11) = 4, por teorema 2.14
dc(
−→
C 13〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 13〈6〉) = 3, por teorema 1.6

dc(
−→
C 13〈5〉) = 3, por teorema 2.29

dc(
−→
C 13〈4〉 ∼= ST13) = 4, por proposi
ión 2.18

dc(
−→
C 13〈3〉) = 3, por proposi
ión 2.1

dc(
−→
C 13〈2〉) = 4, por teorema 2.14

dc(
−→
C 15〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 15〈7〉) = 3, por teorema 1.6

dc(
−→
C 15〈6〉) = 3, por teorema 2.29

dc(
−→
C 15〈5〉) = 3, por teorema 2.29

dc(
−→
C 15〈4〉) = 4, por proposi
ión 2.18

dc(
−→
C 15〈3〉) = 4, por teorema 2.21

dc(
−→
C 15〈2〉) = 4, por teorema 2.14

dc(
−→
C 15〈1〉) = 3, por proposi
ión 2.1Tabla A.1. Número di
romáti
o de torneos 
ir
ulantes de −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ n ≤ 7 y

k ∈ {1, . . . , 7}.
70



Apéndi
e B
Este apéndi
e muestra los isomor�smos de los torneos 
ir
ulantes de orden 2n + 1
on 3 ≤ n ≤ 9. Re
uerde la nota
ión siguiente

−→
C 2n+1(1, 2, . . . , n− 2, n− 1, n) :=

−→
C 2n+1〈∅〉.

−→
C 7(J) ∼=

−→
C 7〈S〉

−→
C 7(1, 2, 3) ∼=

−→
C 7〈∅〉J S

(2, 4, 6) 〈1, 3〉(2,3,6) 〈1〉(1,4,5) 〈2, 3〉(1,3,5) 〈2〉(4,5,6) 〈1, 2, 3〉

−→
C 7(1, 2, 4) ∼=

−→
C 7〈3〉J S

(1, 2, 4) 〈3〉(3,5,6) 〈1, 2〉

−→
C 9(J) ∼=

−→
C 9〈S〉

−→
C 9(1, 2, 3, 4) ∼=

−→
C 9〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8) 〈1, 3〉(3,4,7,8) 〈1, 2〉(1,2,5,6) 〈3, 4〉(1,3,5,7) 〈2, 4〉(5,6,7,8) 〈1, 2, 3, 4〉

−→
C 9(1, 2, 3, 5) ∼=

−→
C 9〈4〉J S

(1, 2, 4, 6) 〈3〉(2,3,4,8) 〈1〉(1,5,6,7) 〈2, 3, 4〉(3,5,7,8) 〈1, 2, 4〉(4,6,7,8) 〈1, 2, 3〉

−→
C 9(1, 3, 4, 7) ∼=

−→
C 9〈2〉J S

(2, 5, 6, 8) 〈1, 3, 4〉(2,3,5,8) 〈1, 4〉(1,4,6,7) 〈2, 3〉

Observe que −→C 9(1, 3, 4, 7) ∼=
−→
C 9〈2, 3〉 ∼=

−→
C 3[
−→
C 3]

−→
C 11(J) ∼=

−→
C 11〈S〉



−→
C 11(1, 2, 3, 4, 5) ∼=

−→
C 11〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10) 〈1, 3, 5〉(1,3,4,6,9) 〈2, 5〉(1,4,5,8,9) 〈2, 3〉(3,4,5,9,10) 〈1, 2〉(1,2,6,7,8) 〈3, 4, 5〉(2,3,6,7,10) 〈1, 4, 5〉(2,5,7,8,10) 〈1, 3, 4〉(1,3,5,7,9) 〈2, 4〉(6,7,8,9,10) 〈1, 2, 3, 4, 5〉

−→
C 11(1, 2, 3, 4, 6) ∼=

−→
C 11〈5〉J S

(1, 2, 4, 6, 8) 〈3, 5〉(1,3,6,7,9) 〈2, 4, 5〉(1,2,4,5,8) 〈3〉(4,5,8,9,10) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,6,7) 〈4, 5〉(3,6,7,9,10) 〈1, 2, 4, 5〉(2,4,5,8,10) 〈1, 3〉(3,5,7,9,10) 〈1, 2, 4〉(5,7,8,9,10) 〈1, 2, 3, 4〉

−→
C 11(1, 2, 3, 5, 7) ∼=

−→
C 11〈4〉J S

(2, 3, 4, 6, 10) 〈1, 5〉(3,4,6,9,10) 〈1, 2, 5〉(1,4,6,8,9) 〈2, 3, 5〉(1,4,6,8,9) 〈2, 3, 5〉(2,3,4,5,10) 〈1〉(1,6,7,8,9) 〈2, 3, 5, 7, 10〉(1,2,5,7,8) 〈3, 4〉(1,5,7,8,9) 〈2, 3, 4〉(4,6,8,9,10) 〈1, 2, 3, 5〉

−→
C 11(1, 3, 4, 5, 9) ∼=

−→
C 11〈2〉J S

(1, 3, 4, 5, 9) 〈2〉(2,6,7,8,10) 〈1, 3, 4, 5〉

Observe que −→C 11(1, 3, 4, 5, 9) = QR11.
−→
C 13(J) ∼=

−→
C 13〈S〉

−→
C 13(1, 2, 3, 4, 5, 6) ∼=

−→
C 13〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10, 12) 〈1, 3, 5〉(2,3,5,6,9,12) 〈1, 4〉(3,4,7,8,11,12) 〈1, 2, 5, 6〉(2,4,5,7,10,12) 〈1, 3, 6〉(4,5,6,10,11,12) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,7,8,9) 〈4, 5, 6〉(1,3,6,8,9,11) 〈2, 4, 5〉(1,2,5,6,9,10) 〈3, 4〉(1,4,7,8,10,11) 〈2, 3, 5, 6〉(1,3,5,7,9,11) 〈2, 4, 6〉(7,8,9,10,11,12) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 13(1, 2, 3, 4, 5, 6) ∼=

−→
C 13〈6〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10) 〈3, 5〉(2,3,6,8,9,12) 〈1, 4, 5〉(2,3,4,7,8,12) 〈1, 5, 6〉(2,5,7,9,10,12) 〈1, 3, 4, 6〉(3,4,5,6,11,12) 〈1, 2〉(1,2,7,8,9,10) 〈3, 4, 5, 6〉(1,3,4,6,8,11) 〈2, 5〉(1,5,6,9,10,11) 〈2, 3, 4〉(1,4,5,7,10,11) 〈2, 3, 6〉(3,5,7,9,11,12) 〈1, 2, 4, 6〉(6,8,9,10,11,12) 〈1, 2, 3, 4, 5〉72



−→
C 13(1, 2, 3, 4, 6, 8) ∼=

−→
C 13〈5〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 12) 〈1, 5〉(3,5,6,9,11,12) 〈1, 2, 4〉(3,4,6,8,11,12) 〈1, 2, 5〉(1,2,4,5,7,10) 〈3, 6〉(5,6,9,10,11,12) 〈1, 2, 3, 4〉(1,2,3,4,7,8) 〈5, 6〉(3,6,8,9,11,12) 〈1, 2, 4, 5〉(1,2,5,7,9,10) 〈3, 4, 6〉(1,2,4,7,8,10) 〈3, 5, 6〉(1,5,7,9,10,11) 〈2, 3, 4, 6〉(2,3,4,6,8,12) 〈1, 5〉

−→
C 13(1, 2, 3, 5, 6, 9) ∼=

−→
C 13〈4〉J S

(2, 4, 5, 6, 10, 12) 〈3, 5〉(1,2,3,5,6,9) 〈4〉(4,7,8,10,11,12) 〈1, 2, 3, 5, 6〉(1,3,7,8,9,11) 〈2, 4, 5, 6〉

−→
C 13(1, 2, 4, 5, 6, 10) ∼=

−→
C 13〈3〉J S

(2, 4, 7, 8, 10, 12) 〈1, 3, 5, 6〉(2,3,4,5,6,12) 〈1〉(1,3,4,7,8,11) 〈2, 5, 6〉(4,5,7,10,11,12) 〈1, 2, 3, 6〉(4,6,8,10,11,12) 〈1, 2, 3, 5〉(1,2,3,5,7,9) 〈4, 6〉(1,2,3,6,8,9) 〈4, 5〉(2,5,6,9,10,12) 〈1, 3, 4〉(1,7,8,9,10,11) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(1,3,5,6,9,11) 〈2, 4〉(3,7,8,9,11,12) 〈1, 2, 4, 5, 6〉

−→
C 13(1, 3, 4, 5, 6, 11) ∼=

−→
C 13〈2〉J S

(2, 6, 8, 9, 10, 12) 〈1, 3, 4, 5〉(2,3,5,7,9,12) 〈1, 4, 6〉(3,4,5,7,11,12) 〈1, 2, 6〉(2,3,4,5,7,12) 〈1, 6〉(1,4,5,6,10,11) 〈2, 3〉(2,3,7,8,9,12) 〈1, 4, 5, 6〉(1,6,8,9,10,11) 〈2, 3, 4, 5〉(1,2,6,8,9,10) 〈3, 4, 5〉(1,4,6,8,10,11) 〈2, 3, 5〉(1,3,4,5,7,11) 〈2, 6〉(2,7,8,9,10,12) 〈1, 3, 4, 5, 6〉
−→
C 13(1, 3, 4, 5, 6, 11) ∼=

−→
C 13〈2〉J S

(2, 6, 8, 9, 10, 12) 〈1, 3, 4, 5〉(2,3,5,7,9,12) 〈1, 4, 6〉(3,4,5,7,11,12) 〈1, 2, 6〉(2,3,4,5,7,12) 〈1, 6〉(1,4,5,6,10,11) 〈2, 3〉(2,3,7,8,9,12) 〈1, 4, 5, 6〉(1,6,8,9,10,11) 〈2, 3, 4, 5〉(1,2,6,8,9,10) 〈3, 4, 5〉(1,4,6,8,10,11) 〈2, 3, 5〉(1,3,4,5,7,11) 〈2, 6〉(2,7,8,9,10,12) 〈1, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 15(J) ∼=

−→
C 15〈S〉 73



−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) ∼=

−→
C 15〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5, 7〉(1,4,5,8,9,12,13) 〈2, 3, 6, 7〉(4,5,6,7,12,13,14) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,8,9,10,11) 〈4, 5, 6, 7〉(2,3,6,7,10,11,14) 〈1, 4, 5〉(1,3,5,7,9,11,13) 〈2, 4, 6〉(8,9,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8) ∼=

−→
C 15〈7〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10) 〈3, 5〉(2,3,6,8,9,12) 〈1, 4, 5〉(2,3,4,7,8,12) 〈1, 5, 6〉(1,2,4,6,8,10,12) 〈3, 5, 7〉(1,2,4,5,8,9,12) 〈3, 6, 7〉(5,6,7,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4〉(1,2,3,4,8,9,10) 〈5, 6, 7〉(3,6,7,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5〉(3,5,7,9,11,13,14) 〈1, 2, 4, 6〉(7,9,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 7, 9) ∼=

−→
C 15〈6〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 10, 14) 〈1, 5, 7〉(1,4,5,6,8,12,13) 〈2, 3, 7〉(3,4,5,6,7,13,14) 〈1, 2〉(1,2,8,9,10,11,12) 〈3, 4, 5, 6, 7〉(2,3,7,9,10,11,14) 〈1, 4, 5, 6〉(1,5,7,9,11,12,13) 〈2, 3, 4, 6〉(6,8,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 6, 7, 10) ∼=

−→
C 15〈5〉J S

(2, 4, 5, 6, 8, 12, 14) 〈1, 3, 7〉(1,4,8,9,10,12,13) 〈2, 3, 5, 6, 7〉(4,6,7,10,12,13,14) 〈1, 2, 3, 5〉(1,2, 3, 5,8,9,11) 〈4, 6, 7〉(2,3,5,6,7,11,14) 〈1, 4〉(1,3,7,9,10,11,13) 〈2, 4, 5, 6〉(5,8,9,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 5, 6, 7, 11) ∼=

−→
C 15〈4〉J S

(2, 4, 6, 7, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5〉(4,5,8,9,12,13,14) 〈1, 2, 3, 6, 7〉(2,4,5,6,7,12,14) 〈1, 3〉(1,3,8,9,10,11,13) 〈2, 4, 5, 6, 7〉(1,2,3,6,7,10,11) 〈4, 5〉(1,3,5,8,9,11,13) 〈2, 4, 6, 7〉(4,8,9,10,12,13,14) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 2, 4, 5, 6, 7, 12) ∼=

−→
C 15〈3〉J S

(2, 4, 8, 9, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5, 6, 7〉(1,3,4,5�8,9,13) 〈2, 6, 7〉(4,5,7,9,12,13,14) 〈1, 2, 3, 6〉(1,2,3,6,8,10,11) 〈4, 5, 7〉(2,6,7,10,11,12,14) 〈1, 3, 4, 5〉(1,3,5,6,7,11,13) 〈2, 4〉(3,8,9,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 3, 4, 5, 6, 7, 13) ∼=

−→
C 15〈2〉J S

(2, 6, 8, 10, 11, 12, 14) 〈1, 3, 4, 5, 7〉(1,4,5,7,9,12,13) 〈2, 3, 6〉(1,4,5,6,7,12,13) 〈2, 3〉(2,3,8,9,10,11,14) 〈1, 4, 5, 6, 7〉(2,3,6,8,10,11,14) 〈1, 4, 5, 7〉(1,3,4,5,7,9,13) 〈2, 6〉(2,8,9,10,11,12,14) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 15(2, 3, 4, 5, 6, 7, 14) ∼=

−→
C 15〈1〉J S

(4, 6, 8, 10, 12, 13, 14) 〈1, 2, 3, 5, 7〉(1,5,8,9,11,12,13) 〈2, 3, 4, 6, 7〉(4,5,6,8,12,13,14) 〈1, 2, 3, 7〉(1,2,3,7,9,10,11) 〈4, 5, 6〉(2,3,4,6,7,10,14) 〈1, 5〉(1,2,3,5,7,9,11) 〈4, 6〉(1,8,9,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7〉74



−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 8, 9) ∼=

−→
C 15〈6, 7〉J S

(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10) 〈5, 7〉(1,2,4,5,6,8,12) 〈3, 7〉(3,5,6,7,11,13,14) 〈1, 2, 4〉(1,2,4,8,9,10,12) 〈3, 5, 6, 7〉(3,7,9,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5, 6〉(5,7,9,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 6〉(6,7,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 7, 9, 10) ∼=

−→
C 15〈5, 6〉J S

(2, 3, 4, 5, 6, 8, 14) 〈1, 7〉(1,4,6,8,10,12,13) 〈2, 3, 5, 7〉(3,4,6,7,10,13,14) 〈1, 2, 5〉(1,2,5,8,9,11,12) 〈3, 4, 6, 7〉(2,3,5,7,9,11,14) 〈1, 4, 6〉(1,7,9,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(5,6,8,1112,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 5, 6, 8, 11) ∼=

−→
C 15〈4, 7〉J S

(1, 2, 4, 6, 7, 10, 12) 〈3, 5〉(2,4,5,8,9,12,14) 〈1, 3, 6, 7〉(2,5,6,7,11,12,14) 〈1, 3, 4〉(1,3,4,8,9,10,13) 〈2, 5, 6, 7〉(1,3,6,7,10,11,13) 〈2, 4, 5〉(3,5,8,9,11,13,14) 〈1, 2, 4, 6, 7〉(4,7,9,10,12,13,14) 〈1, 2, 3, 5, 6〉

−→
C 15(1, 2, 4, 5, 7, 9, 12) ∼=

−→
C 15〈3, 6〉J S

(2, 3, 4, 8, 9, 10, 14) 〈1, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,6,8,13) 〈2, 7〉(3,4,5,7,9,13,14) 〈1, 2, 6〉(1,2,6,8,10,11,12) 〈3, 4, 5, 7〉(2,7,9,10,11,12,14) 〈1, 3, 4, 5, 6〉(1,5,6,7,11,12,13) 〈2, 3, 4〉(3,6,8,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5, 7〉

−→
C 15(1, 2, 5, 6, 7, 11, 12) ∼=

−→
C 15〈3, 4〉J S

(2, 4, 7, 9, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5, 6〉(3,4,5,8,9,13,14) 〈1, 2, 6, 7〉(2,4,5,7,9,12,14) 〈1, 3, 6〉(1,3,6,8,10,11,13) 〈2, 4, 5, 7〉(1,2,6,7,10,11,12) 〈3, 4, 5〉(1,3,5,6,8,11,13) 〈2, 4, 7〉(3,4,8,9,10,13,14) 〈1, 2, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 3, 4, 6, 7, 10, 13) ∼=

−→
C 15〈2, 5〉J S

(2, 5, 6, 8, 11, 12, 14) 〈1, 3, 4, 7〉(1,4,7,9,10,12,13) 〈2, 3, 5, 6〉(1,4,6,7,10,12,13) 〈2, 3, 5〉(2,3,5,8,9,11,14) 〈1, 4, 6, 7〉(2,3,5,6,8,11,14) 〈1, 4, 7〉(1,3,4,7,9,10,13) 〈2, 5, 6〉(2,5,8,9,11,12,14) 〈1, 3, 4, 6, 7〉Observe que−→C 15(1, 2, 5, 6, 7, 11, 12) =
−→
C 5(1, 2)[

−→
C 3] y−→C 15(1, 3, 4, 6, 7, 10, 13) =

−→
C 3[
−→
C 5(1, 2)].

−→
C 15(2, 3, 4, 5, 7, 9, 14) ∼=

−→
C 15〈1, 6〉J S

(3, 4, 6, 8, 10, 13, 14) 〈1, 2, 5, 7〉(1,5,6,8,11,12,13) 〈2, 3, 4, 7〉(3,4,5,6,8,13,14) 〈1, 2, 7〉(1,2,7,9,10,11,12) 〈3, 4, 5, 6〉(2,3,4,7,9,10,14) 〈1, 5, 6〉(1,2,5,7,9,11,12) 〈3, 4, 6〉(1,6,8,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5, 7〉

−→
C 15(1, 2, 4, 7, 9, 10, 12) ∼=

−→
C 15〈3, 5, 6〉J S

(2, 3, 4, 5, 8, 9, 14) 〈1, 6, 7〉(1,3,4,6,8,10,13) 〈2, 5, 7〉(3,4,7,9,10,13,14) 〈1, 2, 5, 6〉(1,2,5,6,8,11,12) 〈3, 4, 7〉(2,5,7,9,11,12,14) 〈1, 3, 4, 6〉(1,6,7,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5〉(3,5,6,8,11,13,14) 〈1, 2, 4, 7〉 75



−→
C 17(J) ∼=

−→
C 17〈S〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) ∼=

−→
C 17〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5, 7〉(1,3,4,6,7,9,12,15) 〈2, 5, 7〉(3,4,7,8,11,12,15,16) 〈1, 2, 5, 6〉(1,3,5,6,8,10,13,15) 〈2, 4, 7〉(1,2,6,7,8,12,13,14) 〈3, 4, 5〉(1,4,5,7,8,11,14,15) 〈2, 3, 6〉(5,6,7,8,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4〉
(1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12) 〈5, 6, 7〉(2,3,6,9,10,12,13,16) 〈1, 4, 5, 7, 8〉(3,4,5,9,10,11,15,16) 〈1, 2, 6, 7, 8〉(2,4,7,9,11,12,14,16) 〈1, 3, 5, 6, 8〉(1,2,5,6,9,10,13,14) 〈3, 4, 7, 8〉(2,5,8,10,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6, 7〉(1,3,5,7,9,11,13,15) 〈2, 4, 6, 8〉

(9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9)∼=

−→
C 17〈8〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 〈3, 5, 7〉(1,3,4,6,9,10,12,15) 〈2, 5, 7, 8〉(2,3,4,7,8,11,12,16) 〈1, 5, 6〉(1,3,5,8,10,11,13,15) 〈2, 4, 6, 7〉(1,2,3,6,7,8,12,13) 〈4, 5〉(1,4,7,8,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6〉(4,5,6,7,8,14,15,16) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,9,10,11,12,13) 〈4, 5, 6, 7, 8〉(2,3,5,6,9,10,13,16) 〈1, 4, 7, 8〉(4,5,9,10,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6, 7, 8〉(2,4,6,7,9,12,14,16) 〈1, 3, 5, 8〉(1,5,6,9,10,13,14,15) 〈2, 3, 4, 7, 8〉(2,5,7,8,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6〉(3,5,7,9,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6, 8〉(8,10,11,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10) ∼=

−→
C 17〈7〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 16) 〈1, 5, 7〉(1,3,6,7,9,12,13,15) 〈2, 4, 5, 8〉(3,4,6,7,8,12,15,16) 〈1, 2, 5〉(3,5,6,8,10,13,15,16) 〈1, 2, 4, 7〉(1,2,6,7,9,12,13,14) 〈3, 4, 5, 8〉(1,2,4,5,7,8,11,14) 〈3, 6〉(6,7,8,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5〉
(1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11) 〈6, 7, 8〉(3,6,9,10,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 7, 8〉(3,4,5,8,10,11,15,16) 〈1, 2, 6, 7〉(1,2,4,7,9,11,12,14) 〈3, 5, 6, 8〉(1,2,5,9,10,11,13,14) 〈3, 4, 6, 7, 8〉(2,4,5,8,10,11,14,16) 〈1, 3, 6, 7〉(1,5,7,9,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6, 8〉

(7, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 11) ∼=

−→
C 17〈6〉J S

(2, 4, 5, 6, 8, 10, 14, 16) 〈1, 3, 7〉(3,4,6,7,9,12,15,16) 〈1, 2, 5, 8〉(3,4,8,10,11,12,15,16) 〈1, 2, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,6,8,10,15) 〈2, 7〉(1,6,7,8,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5〉(1,4,5,7,9,11,14,15) 〈2, 3, 6, 8〉(3,5,6,7,8,13,15,16) 〈1, 2, 4〉
(1, 2, 4, 9, 10, 11, 12, 14) 〈3, 5, 6, 7, 8〉(2,3,6,8,10,12,13,16) 〈1, 4, 5, 7〉(2,3,4,5,9,10,11,16) 〈1, 6, 7, 8〉(2,7,9,11,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 6, 8〉(1,2,5,6,7,9,13,14) 〈3, 4, 8〉(1,2,5,8,10,11,13,14) 〈3, 4, 6, 7〉(1,3,7,9,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6, 8〉
(6, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 8〉76



−→
C 17(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 12)∼=

−→
C 17〈5〉J S

(2, 4, 6, 7, 8, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5〉(1,2,3,4,6,7,9,12) 〈5, 8〉(4,7,8,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6〉(1,3,5,6,9,10,13,15) 〈2, 4, 7, 8〉(1,2,4,6,7,8,12,14) 〈3, 5〉(4,5,7,8,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6〉(5,7,8,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6〉
(1, 2, 3, 4, 6, 9, 10, 12) 〈5, 7, 8〉
(1, 2, 3, 6, 9, 10, 12, 13) 〈4, 5, 7, 8〉(3,5,9,10,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6, 7, 8〉(2,4,7,8,11,12,14,16) 〈1, 3, 5, 6〉(1,2,3,5,6,9,10,13) 〈4, 7, 8〉(5,8,10,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7〉(1,3,5,9,10,11,13,15) 〈2, 4, 6, 7, 8〉(5,9,10,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 13)∼=

−→
C 17〈4〉J S

(2, 4, 6, 9, 10, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5, 7, 8〉(1,3,4,5,6,7,9,15) 〈2, 8〉
(1, 3, 4, 7, 8, 11, 12, 15) 〈2, 5, 6〉(1,5,6,8,10,13,14,15) 〈2, 3, 4, 7〉(1,2,6,8,10,12,13,14) 〈3, 4, 5, 7〉(1,4,5,6,7,8,14,15) 〈2, 3〉(2,5,6,7,8,13,14,16) 〈1, 3, 4〉(1,3,4,9,10,11,12,15) 〈2, 5, 6, 8〉
(2, 3, 9, 10, 11, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 6, 7, 8〉(3,4,5,7,9,11,15,16) 〈1, 2, 6, 8〉(2,3,4,7,9,11,12,16) 〈1, 5, 6, 8〉(2,5,6,9,10,13,14,16) 〈1, 3, 4, 7, 8〉(2,8,10,11,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7〉(1,3,5,7,8,11,13,15) 〈2, 4, 6〉(4,9,10,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 14) ∼=

−→
C 17〈3〉J S

(2, 4, 8, 10, 11, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5, 6, 7〉(1,3,4,6,7,8,12,15) 〈2, 5〉(3,4,5,7,8,11,15,16) 〈1, 2, 6〉(1,2,3,5,6,8,10,13) 〈4, 7〉(2,6,7,8,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5〉(1,5,7,8,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6〉(5,6,8,10,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 7〉
(1, 2, 3, 4, 7, 9, 11, 12) 〈5, 6, 8〉
(2, 3, 4, 6, 9, 10, 12, 16) 〈1, 5, 7, 8〉(1,3,4,5,9,10,11,15) 〈2, 6, 7, 8〉(4,7,9,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6, 8〉(1,2,6,9,10,12,13,14) 〈3, 4, 5, 7, 8〉(2,5,9,10,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6, 7, 8〉(1,3,5,6,7,9,13,15) 〈2, 4, 8〉(3,9,10,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 15)∼=

−→
C 17〈2〉J S

(2, 6, 8, 10, 12, 13, 14, 16) 〈1, 3, 4, 5, 7〉(1,3,4,7,9,11,12,15) 〈2, 5, 6, 8〉
(3, 4, 7, 9, 11, 12, 15, 16) 〈1, 2, 5, 6, 8〉(1,3,5,6,7,8,13,15) 〈2, 4〉(1,2,5,6,7,8,13,14) 〈3, 4〉(1,3,4,5,7,8,11,15) 〈2, 6〉(1,5,6,7,8,13,14,15) 〈2, 3, 4〉(2,3,4,9,10,11,12,16) 〈1, 5, 6, 7, 8〉
(2, 6, 9, 10, 12, 13, 14, 16) 〈1, 3, 4, 5, 7, 8〉(3,4,9,10,11,12,15,16) 〈1, 2, 5, 6, 7, 8〉(2,4,9,10,11,12,14,16) 〈1, 3, 5, 6, 7, 8〉(1,2,5,6,8,10,13,14) 〈3, 4, 7〉(2,5,6,8,10,13,14,16) 〈1, 3, 4, 7〉(1,3,4,5,7,9,11,15) 〈2, 6, 8〉(2,9,10,11,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉77



−→
C 17(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 16) ∼=

−→
C 17〈1〉J S

(4, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 5, 7〉(1,4,6,7,9,12,14,15) 〈2, 3, 5, 8〉(3,7,8,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6〉(1,3,6,8,10,12,13,15) 〈2, 4, 5, 7〉(1,2,7,8,11,12,13,14) 〈3, 4, 5, 6〉(1,4,5,8,10,11,14,15) 〈2, 3, 6, 7〉(5,6,7,9,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 8〉
(1, 2, 3, 4, 8, 10, 11, 12) 〈5, 6, 7〉
(2, 3, 6, 7, 9, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 8〉(3,4,5,6,9,10,15,16) 〈1, 2, 7, 8〉(2,4,5,7,9,11,14,16) 〈1, 3, 6, 8〉(1,2,4,5,6,9,10,14) 〈3, 7, 8〉(2,3,5,8,10,11,13,16) 〈1, 4, 6, 7〉(1,2,3,5,7,9,11,13) 〈4, 6, 8〉(1,9,10,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10)∼=

−→
C 17〈7, 8〉J S

(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12) 〈5, 7〉(1,3,6,9,10,12,13,15) 〈2, 4, 5, 7, 8〉
(2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 16) 〈1, 5〉(3,5,8,10,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6, 7〉(1,2,3,6,7,9,12,13) 〈4, 5, 8〉(1,2,4,7,8,11,12,14) 〈3, 5, 6〉(4,6,7,8,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5〉(1,2,3,5,9,10,11,13) 〈4, 6, 7, 8〉
(3, 5, 6, 9, 10, 13, 15, 16) 〈1, 2, 4, 7, 8〉(4,5,8,10,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6, 7〉(1,2,4,6,7,9,12,14) 〈3, 5, 8〉(1,5,9,10,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6, 7, 8〉(2,4,5,7,8,11,14,16) 〈1, 3, 6〉(5,7,9,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6, 8〉(7,8,11,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11)∼=

−→
C 17〈6, 8〉J S

(1, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 14) 〈3, 7〉(3,4,6,9,10,12,15,16) 〈1, 2, 5, 7, 8〉(2,3,4,8,10,11,12,16) 〈1, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,8,10,11,15) 〈2, 6, 7〉(1,3,6,7,8,12,13,15) 〈2, 4, 5〉(1,4,7,9,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6, 8〉(3,4,5,6,7,8,15,16) 〈1, 2〉
(1, 2, 9, 10, 11, 12, 13, 14) 〈3, 4, 5, 6, 7, 8〉
(2, 3, 5, 6, 8, 10, 13, 16) 〈1, 4, 7〉(2,4,5,9,10,14,16) 〈1, 3, 6, 7, 8〉(2,6,7,9,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 8〉(1,5,6,7,9,13,14,15) 〈2, 3, 4, 8〉(1,2,5,7,8,11,13,14) 〈3, 4, 6〉(3,7,9,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6, 8〉(6,8,10,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11)∼=

−→
C 17〈6, 7〉J S

(2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 16) 〈1, 7〉(3,6,7,9,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 8〉
(3, 4, 6, 8, 10, 12, 15, 16) 〈1, 2, 5, 7〉(3,4,5,6,8,10,15,16) 〈1, 2, 7〉(1,6,7,9,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 8〉(1,2,4,5,7,9,11,14) 〈3, 6, 8〉(3,6,7,8,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5〉(1,2,4,5,9,10,11,14) 〈3, 6, 7, 8〉
(3, 6, 8, 10, 12, 13, 15, 16) 〈1, 2, 4, 5, 7〉(2,3,4,5,8,10,11,16) 〈1, 6, 7〉(1,2,7,9,11,12,13,14) 〈3, 4, 5, 6, 8〉(1,2,5,7,9,11,13,14) 〈3, 4, 6, 8〉(1,2,4,5,8,10,11,14) 〈3, 6, 7〉(1,7,9,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6, 8〉(6,7,9,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 8〉78



−→
C 17(1, 2, 3, 4, 7, 8, 11, 12)∼=

−→
C 17〈5, 6〉J S

(2, 4, 5, 6, 7, 8, 14, 16) 〈1, 3〉(2,3,4,6,7,9,12,16) 〈1, 5, 8〉(4,8,10,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,6,9,10,15) 〈2, 7, 8〉(1,4,6,7,8,12,14,15) 〈2, 3, 5〉(4,5,7,9,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6, 8〉(3,5,7,8,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6〉
(1, 2, 4, 6, 9, 10, 12, 14) 〈3, 5, 7, 8〉
(1, 2, 3, 6, 8, 10, 12, 13) 〈4, 5, 7〉(2,3,5,9,10,11,13,16) 〈1, 4, 6, 7, 8〉(2,7,8,11,12,13,16) 〈1, 3, 4, 5, 6〉(1,2,3,5,6,7,9,13) 〈4, 8〉(1,5,8,10,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6, 7〉(1,3,9,10,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6, 7, 8〉(5,6,9,10,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 5, 7, 8, 11, 13)∼=

−→
C 17〈4, 6〉J S

(2, 4, 5, 6, 9, 10, 14, 16) 〈1, 3, 7, 8〉(3,4,5,6,7,9,15,16) 〈1, 2, 8〉
(1, 3, 4, 8, 10, 11, 12, 15) 〈2, 5, 6, 7〉(1,4,5,6,8,10,14,15) 〈2, 3, 7〉(1,6,8,10,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 7〉(1,4,5,6,7,9,14,15) 〈2, 3, 8〉(2,3,5,6,7,8,13,16) 〈1, 4〉(1,4,9,10,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6, 7, 8〉
(2, 3, 8, 10, 11, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 6, 7〉(2,3,4,5,7,9,11,16) 〈1, 6, 8〉(2,3,7,9,11,12,13,16) 〈1, 4, 5, 6, 8〉(2,5,6,7,9,13,14,16) 〈1, 3, 4, 8〉(1,2,8,10,11,12,13,14) 〈3, 4, 5, 6, 7〉(1,3,7,8,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6〉(4,6,9,10,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 14)∼=

−→
C 17〈3, 8〉J S

(1, 2, 4, 8, 10, 11, 12, 14) 〈3, 5, 6, 7〉(1,3,4,6,8,10,12,15) 〈2, 5, 7〉(2,3,4,5,7,8,11,16) 〈1, 6〉(1,2,3,5,8,10,11,13) 〈4, 6, 7〉(2,3,6,7,8,12,13,16) 〈1, 4, 5〉(1,7,8,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(4,5,6,8,10,14,15,16) 〈1, 2, 3, 7〉
(1, 2, 3, 7, 9, 11, 12, 13) 〈4, 5, 6, 8〉
(2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 16) 〈1, 7, 8〉(1,4,5,9,10,11,14,15) 〈2, 3, 6, 7, 8〉(4,6,7,9,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 8〉(1,6,9,10,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 7, 8〉(2,5,7,9,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6, 8〉(3,5,6,7,9,13,15,16) 〈1, 2, 4, 8〉(3,8,10,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 17(2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 16) ∼=

−→
C 17〈1, 8〉J S

(1, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 15) 〈2, 3, 5, 7〉(1,4,6,9,10,12,14,15) 〈2, 3, 5, 7, 8〉
(2, 3, 7, 8, 11, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 6〉(1,3,8,10,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6, 7〉(1,2,3,7,8,11,12,13) 〈4, 5, 6〉(1,4,8,10,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6, 7〉(4,5,6,7,9,14,15,16) 〈1, 2, 3, 8〉(1,2,3,8,10,11,12,13) 〈4, 5, 6, 7〉
(2, 3, 5, 6, 7, 9, 13, 16) 〈1, 4, 8〉(4,5,6,9,10,14,15,16) 〈1, 2, 3, 7, 8〉(2,4,5,6,7,9,14,16) 〈1, 3, 8〉(1,4,5,6,9,10,14,15) 〈2, 3, 7, 8〉(2,3,5,7,8,11,13,16) 〈1, 4, 6〉(2,3,5,7,9,11,13,16) 〈1, 4, 6, 8〉(1,8,10,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 19(J) ∼=

−→
C 19〈S〉



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) ∼=

−→
C 19〈∅〉J S(2,4,6,8,10,12,14,16,18) 〈1, 3, 5, 7, 9〉(2,3,5,6,8,9,12,15,18) 〈1, 4, 7〉(1,4,5,8,9,12,13,16,17) 〈2, 3, 6, 7〉(1,2,5,6,7,10,11,15,16) 〈3, 4, 8, 9〉(4,5,6,10,11,12,16,17,18) 〈1, 3, 7, 8, 9〉(2,4,6,7,9,11,14,16,18) 〈1, 3, 5, 8〉

(2, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 9〉
(5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4〉
(1, 2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14) 〈5, 6, 7, 8, 9〉(1,3,4,6,9,11,12,14,17) 〈2, 5, 7, 8〉(1,3,5,8,10,12,13,15,17) 〈2, 4, 6, 7, 9〉(1,2,3,7,8,9,13,14,15) 〈4, 5, 6〉(3,4,8,9,12,13,14,17,18) 〈1, 2, 5, 6, 7〉(2,3,6,7,10,11,14,15,18) 〈1, 4, 5, 8, 9〉(1,4,7,10,11,13,14,16,17) 〈2, 3, 5, 6, 8, 9〉
(1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 8〉(10,11,12,13,14,15,16,17,18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 18)∼=

−→
C 19〈1〉J S

(4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7, 9〉
(2, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7〉(1,5,8,9,12,13,15,16,17) 〈2, 3, 4, 6, 7〉(1,2,6,7,10,11,14,15,16) 〈3, 4, 5, 8, 9〉

(4, 5, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7, 8, 9〉(2,4,6,9,11,12,14,16,18) 〈1, 3, 5, 7, 8〉(2,5,7,10,11,13,15,16,18) 〈1, 3, 4, 6, 8, 9〉(5,6,7,8,10,15,16,17,18) 〈1, 2, 3, 4, 9〉(1,2,3,4,9,11,12,13,14) 〈5, 6, 7, 8〉(1,3,4,6,8,9,12,14,17) 〈2, 5, 7〉
(1, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 14, 15) 〈4, 5〉(3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7〉(2, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 18) 〈1, 5, 8, 9〉(1, 3, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15) 〈4, 6, 8〉(1, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉80



−→
C 19(1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 17)∼=

−→
C 19〈2〉J S

(2, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7, 9〉(2, 3, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7〉(1, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 7, 8〉(1, 2, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 16) 〈3, 4, 8〉(4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 18) 〈1, 3, 8〉(2, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 9〉
(1, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4〉(2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7, 8〉(1, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7〉(3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 9〉(1, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 8, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17) 〈2, 6, 8〉(2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16)∼=

−→
C 19〈3〉J S

(2, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 18) 〈1, 4, 7, 9〉(1, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6〉(1, 2, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 16) 〈3, 8, 9〉(1, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7, 8, 9〉
(4, 6, 7, 9, 11, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 8〉(2, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 9〉(5, 6, 7, 9, 11, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 8〉(1, 2, 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14) 〈5, 6, 7, 9〉(1, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 17) 〈2, 7, 8〉(1, 2, 3, 5, 8, 10, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7, 9〉
(2, 3, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6〉(3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7〉(2, 3, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7, 8, 9〉(1, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 8〉(1, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 17) 〈2, 4, 8〉(3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉 81



−→
C 19(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 15)∼=

−→
C 19〈4〉J S

(2, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 7, 8, 9〉(2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 18) 〈1, 4〉(1, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7〉(2, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 8, 9〉(4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7, 8, 9〉(2, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 8, 9〉(2, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 9〉
(2, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4〉

(1, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 7〉(1, 2, 3, 5, 7, 8, 9, 13, 15) 〈4, 6〉(1, 3, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7〉(2, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 8, 9〉(1, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6〉(4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14)∼=

−→
C 19〈5〉J S

(2, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 7〉(2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 18) 〈1, 7〉
(4, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7〉(1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 8, 9〉(4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 7, 9〉(2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 18) 〈1, 5, 8〉(5, 7, 8, 10, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 9〉(5, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7〉
(1, 2, 3, 4, 7, 10, 11, 13, 14) 〈5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 4, 6, 9, 11, 12, 14) 〈5, 7, 8〉(1, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 7, 9, 11, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 8〉(3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7〉(1, 2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15) 〈4, 5, 6, 8, 9〉(1, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 8, 9〉
(1, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 8, 9〉(5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9〉82



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13)∼=

−→
C 19〈6〉J S

(2, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 15) 〈4, 7〉(1, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7〉(1, 2, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16) 〈3, 4, 9〉(2, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7, 8, 9〉(2, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 8〉(2, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6〉(3, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4〉(1, 2, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7, 8, 9〉
(1, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 17) 〈2, 5, 7, 8, 9〉
(1, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7, 9〉(1, 3, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6〉(3, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 7, 8〉(2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 18) 〈1, 4, 8, 9〉(4, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 8, 9〉(1, 3, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 8〉(6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12)∼=

−→
C 19〈7〉J S

(2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7, 9〉(3, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7〉
(1, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15) 〈4, 8, 9〉(5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7, 8, 9〉(2, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5〉(1, 2, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 9〉(5, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6〉
(1, 2, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14) 〈5, 7, 8, 9〉(3, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7, 8〉(1, 3, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 7, 8, 9〉(1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14) 〈5, 6〉(4, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7〉(2, 3, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 8〉(1, 2, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 8, 9〉(1, 3, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 8〉(7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9〉 83



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11)∼=

−→
C 19〈8〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7, 9〉(2, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7〉(1, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7〉(1, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 8, 9〉(4, 5, 6, 9, 11, 12, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 7, 8〉(1, 2, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 16) 〈3, 5, 8〉(2, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7, 9〉
(4, 5, 6, 7, 8, 9, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3〉

(1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 17) 〈2, 5, 8〉(3, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 7, 8, 10, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 9〉(2, 3, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7〉(2, 3, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 8, 9〉(1, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 8, 9〉(1, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 8〉(8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10)∼=

−→
C 19〈9〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7, 9〉(2, 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 18) 〈1, 4, 7, 8〉
(1, 2, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7〉(1, 2, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7, 8, 9〉(3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7, 8, 9〉(2, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 8〉(2, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 9〉(6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5〉
(1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13) 〈6, 7, 8, 9〉(1, 3, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7, 8〉(1, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7, 9〉(1, 2, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6〉(3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6〉(3, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 8, 9〉(1, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 9〉(3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 8〉(9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉84



−→
C 19() ∼=

−→
C 19〈1, 2〉J S

(6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 9〉(2, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7〉(1, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 8〉(4, 5, 7, 10, 11, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7, 8〉(2, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 8, 9〉
(1, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 9〉
(2, 3, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7, 8〉(1, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7〉(1, 3, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7〉(3, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7, 9〉(2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 18) 〈1, 5, 9〉(1, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 17) 〈2, 5, 8, 9〉
(1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13) 〈6, 8〉(1, 2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16, 18)∼=

−→
C 19〈1, 3〉J S

(4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 9〉(2, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7, 9〉
(1, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6〉(1, 2, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16) 〈3, 5, 8, 9〉(1, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 7, 8, 9〉(4, 6, 9, 11, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7, 8〉(2, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 8, 9〉(5, 6, 7, 10, 11, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 8, 9〉
(1, 2, 3, 4, 8, 9, 12, 13, 14) 〈5, 6, 7〉(1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 17) 〈2, 7〉(1, 2, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15) 〈4, 6, 9〉(2, 3, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5〉(3, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7〉(2, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 8〉(1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 15) 〈4, 8〉(1, 3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉 85



−→
C 19(2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 18)∼=

−→
C 19〈1, 5〉J S

(4, 6, 8, 9, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7〉(2, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7〉(5, 8, 9, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7〉(1, 2, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 8, 9〉(4, 5, 8, 10, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7, 9〉(2, 3, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7, 8〉(5, 7, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 8, 9〉(5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7, 9〉(1, 2, 3, 4, 7, 9, 11, 13, 14) 〈5, 6, 8〉
(1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 14) 〈5, 7〉

(1, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 7, 9, 11, 14, 15) 〈4, 5, 8〉(3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7〉(1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14) 〈5, 8, 9〉(1, 3, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15) 〈4, 6, 8, 9〉(1, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 18)∼=

−→
C 19〈1, 6〉J S

(4, 6, 7, 8, 10, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 9〉(1, 2, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7〉
(1, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7〉(1, 2, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 9〉(2, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7, 8, 9〉(2, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7, 8〉(2, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 8〉(3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 9〉
(1, 2, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 17) 〈2, 5, 7, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 17) 〈2, 6, 9〉(1, 3, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5〉(3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7, 8〉(2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 18) 〈1, 8, 9〉(3, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 5, 9, 11, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7, 8〉(1, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7, 8, 9〉86



−→
C 19(2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 18)∼=

−→
C 19〈1, 8〉J S

(3, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7, 9〉(2, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7〉(1, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7〉(1, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 8, 9〉(4, 5, 9, 11, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7, 8〉(1, 2, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7, 8〉(2, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7, 8, 9〉
(4, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 9〉
(1, 2, 3, 9, 11, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 17) 〈2, 5〉(3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 7, 8, 10, 14, 15) 〈4, 5, 9〉(2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7〉(2, 3, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 8, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 17) 〈2, 6, 8, 9〉(1, 2, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 8〉(1, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 9〉

−→
C 19(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 18)∼=

−→
C 19〈1, 9〉J S

(1, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7, 9〉(2, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7, 8〉
(1, 2, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7〉(1, 2, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7, 8, 9〉(3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7, 8, 9〉(2, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7, 8〉(2, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 8, 9〉(6, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 9〉(1, 2, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 13) 〈6, 7, 8〉(1, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7〉
(1, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 17) 〈2, 4, 9〉(1, 2, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5〉(3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6〉(3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 8, 9〉(1, 3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 9〉(2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 8〉(1, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉 87



−→
C 19(1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16, 17)∼=

−→
C 19〈2, 3〉J S

(2, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7, 9〉(1, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 8〉(1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16) 〈3, 8〉(1, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 17) 〈2, 3, 8, 9〉(4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 8〉(2, 3, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 9〉
(1, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 8〉
(2, 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7, 9〉(1, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7, 8〉(1, 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7〉(3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7, 9〉(1, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 8〉(1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 17) 〈2, 8〉(2, 3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 17)∼=

−→
C 19〈2, 4〉J S

(2, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7, 8, 9〉(2, 3, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6〉
(1, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7, 8〉(2, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 8〉(4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 18) 〈1, 3, 8, 9〉(2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 18) 〈1, 4, 9〉(1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16) 〈3, 4〉

(3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7〉(1, 2, 3, 5, 8, 9, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7〉(1, 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7, 9〉(2, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 9〉(1, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 17) 〈2, 6〉(2, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7, 8, 9〉88



−→
C 19(1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 17)∼=

−→
C 19〈2, 9〉J S

(1, 2, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7, 9〉(2, 3, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7, 8〉(1, 2, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7, 8〉(3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 17, 18) 〈1, 2, 8, 9〉(2, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 8〉(2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 18) 〈1, 6, 9〉
(1, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5〉
(2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7, 8, 9〉(1, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7, 8〉(1, 3, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7, 9〉(1, 2, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7〉(3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 9〉(3, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 9〉(1, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 9〉(3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 8〉(2, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 2, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 16)∼=

−→
C 19〈3, 5〉J S

(2, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7〉(2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 18) 〈1, 7, 9〉
(4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6〉(1, 2, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 16) 〈3, 6, 8, 9〉(1, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7, 9〉(3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 8〉(7, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 9〉(5, 6, 9, 11, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7, 8〉
(1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 13, 14) 〈5, 6, 9〉(1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12) 〈7, 8〉(1, 2, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7, 9〉(2, 3, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 8〉(3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7〉(1, 2, 3, 6, 10, 11, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7, 8, 9〉(1, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 8〉(1, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 17) 〈2, 4, 8, 9〉(3, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7, 8, 9〉 89



−→
C 19(1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16)∼=

−→
C 19〈3, 6〉J S(2, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15) 〈4, 7, 9〉

(1, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6〉(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 16) 〈3, 9〉(1, 2, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16) 〈3, 7, 8, 9〉(6, 7, 9, 11, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 8〉(2, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6〉(3, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 8〉(1, 2, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7, 9〉
(1, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 17) 〈2, 7, 8, 9〉
(1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13) 〈6, 7, 9〉(3, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6〉(3, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 8〉(2, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 18) 〈1, 4, 7, 8, 9〉(4, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 8〉(1, 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7, 8〉(3, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 16)∼=

−→
C 19〈3, 7〉J S

(2, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7, 9〉(3, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7, 9〉
(1, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 9〉(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11) 〈8, 9〉(1, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7, 8, 9〉(4, 6, 7, 8, 9, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5〉(1, 2, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 9〉(5, 7, 9, 11, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 8〉(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 〈5, 7, 9〉(3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7, 8〉
(1, 2, 3, 5, 10, 11, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7, 8, 9〉(2, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6〉(8, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7〉(2, 3, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7, 8〉(1, 2, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 8〉(1, 3, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 8〉(3, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 8, 9〉90



−→
C 19(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15)∼=

−→
C 19〈4, 9〉J S

(1, 2, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7, 8, 9〉(2, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 18) 〈1, 4, 8〉(1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13) 〈6, 7〉(2, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7, 8, 9〉(3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7, 8, 9〉(2, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 18) 〈1, 3, 9〉
(2, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5〉
(1, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7〉(1, 2, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6〉(1, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6〉(6, 7, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 8, 9〉(1, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7, 9〉(3, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6〉(4, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14)∼=

−→
C 19〈5, 8〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7〉
(4, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 7〉(1, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14) 〈5, 8〉(5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 9〉
(1, 2, 3, 7, 10, 11, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 8, 9〉 91



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 14)∼=

−→
C 19〈5, 9〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7〉(2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 18) 〈1, 7, 8〉(2, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7〉(1, 2, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7, 8, 9〉(3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7, 9〉(2, 3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 8〉(4, 5, 7, 8, 10, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 9〉(6, 8, 9, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7〉(1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13) 〈6, 8, 9〉
(1, 2, 3, 6, 9, 11, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7, 8〉
(1, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7, 9〉(1, 2, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 8〉(3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5〉(1, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 8, 9〉(1, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 9〉(3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 8, 9〉(5, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 13)∼=

−→
C 19〈6, 9〉J S

(1, 2, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 16) 〈3, 5, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15) 〈4, 7, 8〉
(1, 2, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7〉(1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7, 9〉(2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 18) 〈1, 7, 8, 9〉(2, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 8〉(2, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6〉(3, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5〉(1, 2, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7, 8, 9〉
(1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 17) 〈2, 7, 9〉(1, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 8〉(3, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 8, 9〉(4, 7, 8, 10, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 9〉(3, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7, 8〉(6, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 8〉92



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12)∼=

−→
C 19〈7, 9〉J S

(1, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16) 〈3, 7, 9〉(3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7, 8〉(1, 2, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 15) 〈4, 7, 8, 9〉(3, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7, 8, 9〉(2, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6〉(1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 16) 〈3, 6, 9〉
(7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12) 〈7, 8, 9〉(3, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7, 8〉(1, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7, 8, 9〉(1, 2, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6〉(4, 7, 8, 9, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6〉(3, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 8〉(1, 2, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 9〉(3, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 8〉(7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 8〉

−→
C 19(3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 17, 18)∼=

−→
C 19〈1, 2, 8〉J S

(3, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7, 9〉(2, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7〉
(1, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7, 8〉(1, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 8〉(4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 8〉(1, 2, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 16) 〈3, 7, 8〉(2, 3, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7, 8, 9〉(1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 17) 〈2, 3, 9〉
(2, 3, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7, 8〉(1, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5〉(3, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 8, 10, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7, 9〉(2, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7, 9〉(2, 3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 9〉(1, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 17) 〈2, 8, 9〉(1, 2, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16) 〈3, 6, 8〉(1, 2, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7, 9〉 93



−→
C 19(3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 17, 18)∼=

−→
C 19〈1, 2, 9〉J S

(1, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7, 9〉(2, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7, 8〉(3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 8, 9〉(2, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7, 8〉(2, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 18) 〈1, 6, 8, 9〉(1, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 9〉(2, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7, 8〉
(1, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7〉
(1, 3, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 9〉(1, 2, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7〉(3, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 9〉(3, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 9〉(1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 17) 〈2, 5, 9〉(2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 18) 〈1, 6, 8〉(1, 2, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17)∼=

−→
C 19〈2, 3, 8〉 = QR19J S

(2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7, 9〉(1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17) 〈2, 3, 8〉

94



Bibliografía
[1℄ A. Ádám, Resear
h problem 2-10, J. Combin. Theory. 2 (1967), 393.[2℄ B. Alspa
h y T.D. Parsons, Isomorphism of 
ir
ulant graphs and digraphs, Dis
reteMath. 25 (1979) 97�108.[3℄ G. Araujo-Pardo y M. Olsen, A 
onje
ture of Neumann-Lara on in�nite familiesof (n + 1)-di
hromati
 vertex 
riti
al 
ir
ulant tournaments, Dis
rete Math. 310no. 3 (2010) 489�492.[4℄ J. Bang-Jensen y G. Gutin, Digraphs. Theory, algorithms and appli
ations, Se-
ond edition. Springer Monographs in Mathemati
s. Springer-Verlag London, Ltd.London, 2009 xxii+795 pp. ISBN: 978-1-84800-997-4.[5℄ D. Bokal, G. Fijavº, M. Juvan, P.M. Kayll y B. Mohar, The 
ir
ular 
hromati
number of a digraph, J. Graph Theory. 46 (2004) 227�240.[6℄ J. A. Bondy y U. S. R. Murty Graph theory, Graduate Texts in Mathemati
s. 244.Springer, New York, 2008. xii+651 pp. ISBN: 978-1-84628-969-9[7℄ O. V. Borodin, A.V. Kosto
hka, J. Ne²et°il, A. Raspaud y E. Sopena, On themaximum average degree and the oriented 
hromati
 number of a graph, Dis
reteMathemati
s. 206 (1999) 77�89.[8℄ G. Chartrand, H.V. Kronk y C. E. Wall, The point-arbori
ity of a graph, Israel J.Math. 6 (1968) 169�175.[9℄ G. Chartrand y H.V. Kronk, The point-arbori
ity of planar graphs, J. LondonMath. So
. 44 (1969) 612�616.[10℄ Z. Chen, J. Ma y W. Zang, Coloring digraphs with forbidden 
y
les, J. Combin.Theory Ser. B. 115 (2015) 210�223.[11℄ B. Elspas y J. Turner, Theory of Cellular Logi
 Networks and Ma
hines, StanfordRes. Inst. Final Rept., January. (1968).[12℄ P. Erd®s y L. Moser, On the representation of dire
ted graphs as unions of ordering,Publ. Math. Inst. Hungar. A
ad. S
i. 9 (1964) 125�132.[13℄ P. Erd®s y A. Hajnal, On 
hromati
 number of graphs and set-system, A
ta Math.A
ad. S
i. Hungar. 17 (1966) 61�99. 95



[14℄ P. Erd®s, Problems and results in number theory and graph theory, Pro
eedings ofthe Ninth Manitoba Conferen
e on Numeri
al Mathemati
s and Computing (Univ.Manitoba, Winnipeg, Man., 1979), pp. 3�21, Congress. Numer., XXVII, UtilitasMath., Winnipeg, Man., 1979.[15℄ P. Erd®s y V. Neumann-Lara, On the di
hromati
 number of a graph, (manus
rito).[16℄ P. Erd®s, J. Gimbel y D. Krats
h, Some Extremal Results in Co
hromati
 andDi
hromati
 Theory, Journal of Graph Theory. Vol.15, No. 6 (1991) 579�585.[17℄ H. Galeana Sán
hez y V. Neumann Lara, On kernel-perfe
t 
riti
al digraphs, Dis-
rete Math. 59 no. 3 (1986) 257�265.[18℄ H. Galeana Sán
hez y V. Neumann Lara, On the di
hromati
 number in kerneltheory, Math. Slova
a 48 no. 3 (1998) 213�219.[19℄ W. Goddard, A
y
li
 
oloring of planar graphs, Dis
rete Mathemati
s. 91 (1991)91�94.[20℄ R. Hamma
k, W Imri
h y S. Klavºar, Handbook of produ
t graphs, Se
ond edition.With a foreword by Peter Winkler. Dis
rete Mathemati
s and its Appli
ations(Bo
a Raton). CRC Press, Bo
a Raton, FL, 2011. xviii+518 pp.[21℄ A. Harutyunyan y B. Mohar, Planar graphs have exponentially many 3-arbori
ities,SIAM J. Dis
rete Math. Vol. 26 No.3 (2012) 1269�1280.[22℄ C. Heuberger, On planarity and 
olorability of 
ir
ulant graphs, Dis
rete Mathe-mati
s 268 (2003) 153�169.[23℄ D.A. Holton y B.D. M
Kay, The smallest non-hamiltonian 3-
onne
ted 
ubi
 planargraphs have 38 verti
es, J. Combin. Theory Ser. B. 45 (1988) no. 3, 305�319; J.Combin. Theory Ser. B 47 (1989) 248 (erratum).[24℄ H. Ja
ob y H. Meyniel, Extension of Turán's and Brooks' theorems and new no-tions of stability and 
oloring in digraphs, Combinatorial mathemati
s (Marseille-Luminy, 1981), 365�370, North-Holland Math. Stud., 75, Ann. Dis
rete Math., 17,North-Holland, Amsterdam, 1983.[25℄ N. Javier y B. Llano, The Di
hromati
 Number of In�nite Families of Cir
ulantTournaments, Dis
uss. Math. Graph Theory 37 (2017) no. 1 221�238.[26℄ B. Llano, B. y M. Olsen, In�nite families of tight regular tournaments, Dis
uss.Math. Graph Theory. 27 (2007) no. 2 299�311.[27℄ B. Llano y M. Olsen, On a 
onje
ture of Ví
tor Neumann-Lara, The IV Latin-Ameri
an Algorithms, Graphs, and Optimization Symposium, 207�212, Ele
tron.Notes Dis
rete Math., 30, Elsevier, Amsterdam, 2008.[28℄ B. Llano y M. Olsen, Disproof of a 
onje
ture of Neumann-Lara, Ele
tron. J. Com-bin. 24 (2017) no. 4, paper 4.5, 15pp.96



[29℄ B. M
Kay, Combinatorial Data, http://
s.anu.edu.au/~bdm/data/digraphs.html[30℄ B. Mohar, Eigenvalues and 
olorings of digraphs, Linear Algebra Appl. 432 (2010),no. 9, 2273�2277.[31℄ V. Neumann-Lara, The di
hromati
 number of a digraph, Journal of CombinatorialTheory, Series B 33 (1982) 265�270.[32℄ V. Neumann Lara, The generalized di
hromati
 number of a digraph, Finite andin�nite sets, Vol. I, II (Eger, 1981), 601�606, Colloq. Math. So
. János Bolyai, 37,North-Holland, Amsterdam, 1984.[33℄ V. Neumann-Lara y J. Urrutia, Vertex 
riti
al r-di
hromatri
 tournaments, Dis-
rete Mathemati
s. 49 No. 1 (1984) 83�87.[34℄ V. Neumann-Lara, Vertex 
olourings in digraphs. Some problems. Te
hni
al report,University of Waterloo (1985).[35℄ V. Neumann Lara, N. Santoro y J. Urrutia, Uniquely 
olourable m-di
hromati
oriented graphs, Dis
rete Math. 62 no. 1 (1986) 65�70.[36℄ V. Neumann-Lara, A short proof of a theorem of Reid and Parker on tournaments,Graphs Combin. 10 (1994) no. 4 363�366.[37℄ V. Neumann-Lara, The 3- and 4-di
hromati
 tournaments of minimum order, Dis-
rete Mathemati
s 135 no. 1-3 (1994) 233�243.[38℄ V. Neumann-Lara, Vertex 
riti
al 4-di
hromatri
 
ir
ulant tournaments, Dis
reteMathemati
s. 170 (1997) 289�291.[39℄ V. Neumann-Lara, The a
y
li
 dis
onne
tion of a digraph, 16th British Combina-torial Conferen
e (London, 1997). Dis
rete Math. 197/198 (1999) 617�632.[40℄ V. Neumann-Lara, Di
horamati
 number, 
ir
ulant tournaments and Zykov sumsof digraphs, Dis
uss. Math. Graph Theory 20 no. 2 (2000) 197-207.[41℄ V. Neumann-Lara y M. Olsen, Enumeration and di
hromati
 number of tame tour-naments, Australas. J. Combin. 45 (2009), 25�35.[42℄ M. Pineda, Enteros, aritméti
a modular y grupos �nitos, Primera Edi
ión 2014.UAM-UNIDAD IZTAPALAPA, Méxi
o D.F. viii+208 ISBN:9786072802957[43℄ H. Qiongxiang y D. Zhihua, Isomorphisms of 
ir
ulant digraphs of degree 3, Appl.Math.-JCU 11 B (1996), 115�123.[44℄ A. Raspaud y W. Wang, On the vertex-arbori
ity of planar graphs, European Jour-nal of Combinatori
s 29 (2008), 1064�1075.[45℄ K. B. Reid y E. T. Parker, Disproof of a 
onje
ture of Erd®s and Moser on tour-naments, J. Combinatorial Theory. 9 (1970) 225�238. 97



[46℄ Riste �krekovski, On the 
riti
al point-arbori
ity graphs, J. Graph Theory 39(2002) no. 1 50�61.[47℄ A. Sali y G. Simonyi, Oriented list 
olouring of undire
ted graphs, Contemporarytrends in dis
rete mathemati
s (�ti°ín Castle, 1997) 307�316, DIMACS Ser. Dis-
rete Math. Theoret. Comput. S
i., 49, Amer. Math. So
., Providen
e, RI 1999.[48℄ A. San
hez-Flores, On tournaments free of large transitive subtournaments, GraphsCombin. 14 (1998), no. 2, 181�200.[49℄ J.H. Spen
er, Random regular tournaments, Period. Math. Hungar. 5 (1974), 105�120.[50℄ Sun Liang., Isomorphisms of 
ir
ulants with degree 2. J. Beijing Institute of Te
h-nology, 9:4 (1989), 42�46.[51℄ C. Thomassen, Every planar graph is 5-
hoosable, Journal of CombinatorialTheory, Series B. 62 (1994), 180�181.[52℄ D. Yang y X. Zhu, Game 
olouring dire
ted graphs, Ele
tron. J. Combin. 17 (2010),no.1 Resear
h Paper, 11�19 pp.

98




	Nahid, carátula tesis0001
	Tesis-Ver-CasiFinal
	ActaNahid

