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Capitulo 1
Introduccion y preliminares

Sea G = (V,E) una grafica, donde V' y E denotan el conjunto de vértices y el
conjunto de aristas de G, respectivamente. Una digrafica es una orientacion de la grafica
G, la cual se obtiene asignando a cada arista una de las dos orientaciones posibles
(o quizas las dos). A esta orientacion de una grafica simple la llamaremos digrafica
D = (V,A) donde V' y A denotan el conjunto de vértices y el conjunto de arcos o
flechas de D, respectivamente.

El nimero dicromdtico de una digrdfica D, denotado por dc(D) se define como el
minimo nimero de colores que se requieren para colorear los vértices de D tal que
las clases cromaticas (conjuntos de vértices con el mismo color) inducen subdigraficas
aciclicas (sin ciclos dirigidos). Una definicién equivalente del ntimero dicromético de
D es el minimo nimero natural n tal que existe una n-coloracion aciclica de D (véase
la definicion en la pagina 5, parrafo 5). El namero dicromatico de una digrafica es
una generalizacion natural del ndmero cromdtico de una grafica simple G = (V| F),
denotado por x(G). Este numero se define como el minimo niimero de colores que se
requieren para colorear los vértices de G tal que vértices adyacentes (unidos por una

arista) reciben distinto color. Sea G una grafica y consideremos ﬁ, la digrafica definida
por V(?) =V(G)y u— vy v — u pertenecen a T si y solo si {u,v} (o brevemente,

uv) es una arista de G. Es facil comprobar que de( G ) = x(G).

La definicion de nimero dicromatico apareci6 publicada por primera vez en 1982 por
V. Neumann-Lara [31] e independientemente en 1983 por Jacob y Meyniel [24]. Cabe
mencionar que los primeros resultados sobre ntmero dicromatico fueron divulgados
en [31]. Sin embargo, esta nocion habia sido estudiada por V. Neumann-Lara muchos
anos antes. En su primera visita a México en 1977, Paul Erdés inici6 una colaboracion
con V. Neumann-Lara en este tema. La historia de este singular trabajo que dur6 varios
anos, asi como los resultados y problemas abiertos muy interesantes pueden consultarse
en [14] (pag. 17 y siguientes) y en [15]. En estos articulos se define el nimero dicromdtico
de una grifica simple G como

de(G) = méx{dc(a) . G es una orientacion de G}.

Una grdfica simple G es planar si se puede dibujar en el plano sin que sus aristas
se crucen. La figura 1.1 muestra dos ejemplos de graficas planares.

Diremos que una grifica G' es plana si ya esta dibujada en el plano sin cruces en sus
aristas y que una digrdfica D es plana si es una orientacion de una grafica plana, veéase
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Figura 1.1. Diagramas de graficas Gy H.

figura 1.2.

™~ ™~

Figura 1.2. Grafica plana G y digrafica plana D

En 1982, V. Neumann-Lara propusé la conjetura siguiente (y de manera indepen-
dientemente, Skrekovski en 2001 [46] y Bokal, Fijavz, Juvan, Kayll y Mohar en 2004 |5]).

Conjetura 1.1 (V. Neumann-Lara ). Sea D una digrdfica planar. Entonces de(D) = 2.

Esta conjetura también ha sido mencionada por J. Bang-Jensen y G.Gutin en [4]
pag. 73 y 548, por Neumann-Lara en [34] y en el libro [6] de Bondy y Murty pag. 591.

Es facil ver que la conjetura siguiente también debida a V. Neumann-Lara, es con-
secuencia inmediata de la conjetura anterior.

Conjetura 1.2. Sea G una grifica planar. Entonces dc(G) = 2.

En los articulos [14| de P. Erdds y [15] P. Erd6s y V. Neumann-Lara, respectiva-
mente, se obtienen algunos resultados asintoticos acerca del comportamiento del ntimero
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dicromético de las graficas completas con n vértices. En [14], Erd6s menciona: “es sor-
presivamente dificil determinar dc(G) para graficas simples". Erdés y Neumann-Lara
demostraron que si K, es la grafica completa de orden n, entonces existen ¢y, co cons-
tantes reales positivas tales que

n

< dc(K,) < ¢

logn’

En estos articulos se estudian otros parametros relacionados con el nimero dicro-
méatico y se formulan varios problemas interesantes que han abierto el camino a nuevos
resultados y estos a su vez a nuevos problemas. Por ejemplo, destacamos el siguiente
resultado.

Proposicién 1.3 (Erdés, Neumann-Lara, 1979). Si G tiene n? vértices y x(G) = n
entonces dc(G) < n, para todo n € N

Recordemos que la composicion o producto lexicogrifico de graficas simples G y H
es la grafica simple G[H] con conjunto de vértices V(G) x V(H) en el cual (u,v) es
adyacente a (u',v") si y solo si uv’ € E(G) ou =u"y v’ € E(H). El complemento
H de H es la grafica simple cuyo conjunto de vértices es V y cuyas aristas son los
pares no ordenados de vértices no adyacentes de H. Observe que si K, es la grafica
completa de orden n entonces K, no tiene aristas. Consideremos K, [K,] (K,[K,] =
Ky .n) como la grafica completa n-partita con n vértices en cada parte. En el mismo
trabajo, probaron que dc(K,[K,]) = n. De hecho, demostraron un resultado més fuerte.
Sea v(G) el maximo entero positivo tal que para toda orientacion de G, existe un
subconjunto de al menos v(G) vértices que no induce ciclos dirigidos. Entonces se
cumple que v(K,[K,]) = n+ 1, lo cual consecuentemente implica que de(K,[K,]) =
n. Definimos el nimero de independencia de G como la cardinalidad de un conjunto
independiente maximal de vértices y lo denotaremos por «(G). Claramente v(G) >
a(G)+ 1. Demostraron también que existe una constante real positiva c suficientemente
grande tal que para toda n > ng(c) existe una grafica G con n vértices tal que

a(G) <clogn y v(G)=aG)+1.

El concepto de nimero dicroméatico de una grafica G esta estrechamente relacionado
con el de arboricidad en vértices (“point-arboricity or vertex arboricity”) de una grafica
G. El concepto de arboricidad en vértices empezo a ser estudiado por Chartrand, Kronk
y Wall en 1968, véase [8]. Definimos la arboricidad en vértices de una grafica simple G
como el minimo nimero de subconjuntos de una particion del conjunto de vértices de
G donde cada subconjunto de vértices induce una subgrafica aciclica y la denotamos
como a(G). Por simplicidad, a la arboricidad en vértices la llamaremos simplemente
arboricidad. Chartrand, Kronk y Wall probaron el siguiente resultado:

Teorema 1.4 (Teorema 3, [8]). Para toda grifica planar G,
a(G) < 3. (1.1)

El vinculo entre estos pardmetros es el siguiente:
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de(G) < a(GQ) < x(G) < 2a(G).

Por la conjetura 1.2, el teorema 4.3 y las desigualdades anteriores, es claro que para
toda grafica planar G se cumple dc(G) < 3. Mas tarde en [9], Chartrand y Kronk
demostraron que la cota a(G) < 3 es la mejor posible. Exhibieron un ejemplo de una
grafica planar con arboricidad tres de orden 25. Al igual, probaron que si G es una
grafica plana exterior, entonces a(G) < 2, donde una grafica G se dice planar exterior
(outerplanar) si puede dibujarse en el plano de manera que todos sus vértices estén en
la frontera de la cara exterior.
La distancia dist(T,T") entre dos triangulos 7"y 7" se define como el valor

min{dist(z,y) :x € V(T)y y € V(T')}.

Raspaud y Wang en [44] probaron que a(G) < 2 siempre que G sea una grafica planar
y no tenga ciclos de orden 4, o bien, dos triangulos (C3) cualesquiera estén a distancia
al menos tres. Ademas, mostraron un ejemplo de una grafica de orden minimo con
arboricidad 3, que tiene 21 vértices, (vease figura 4.3).

Sea h(n) el menor entero para el cual existe una grafica G de tamano h(n) (ntmero
de aristas) y dc(G) = n. Erd6s en |14], conjetur6 que h(n)/n* — oo. De forma inde-
pendiente, Neumann-Lara formul6 dicha conjetura, véase |15]. En 1991, Erdds, Gimbel
y Kratsch ,vease [16], se aproximaron a la conjetura al probar que:

h(n) = 6(n*In*(n)).

Siu — v es una flecha en D, diremos que v es ex-vecino de u y u es in-vecino de v.
A los conjuntos de ex-vecinos e in-vecinos del vértice u los denotaremos por Nt (u, D)y
N~ (u, D), respectivamente. Cuando no hay confusion sobre cuél es la digrafica a la que
nos referimos, simplemente denotamos por N*(u) y N~ (u). La vecindad N(u) de u es
el conjunto de ex-vecinos e in-vecinos del vértice u, es decir N(u) = N*(u) UN~(u). El
ex-grado e in-grado de un vértice u se definen como | N1 (u)|y [N~ (u)|, respectivamente
y se denotan simplemente por d*(u) y d~(u).

Un torneo de n vértices es una orientacion de la grafica completa de n vértices. Un
torneo T es regular si para todo v € V(T'), se cumple que d* (v) = d~(v). Asi, un torneo
regular tiene un nimero impar de vértices. Sea Zs, 1 el conjunto de los enteros modulo
2n+ 1y J un subconjunto de Zg,+1 \ {0} tal que w € J si y solo si —w ¢ J, para todo

w € Zont1 \ {0}, lo cual implica que |J| = n. Los torneos circulantes C'op11(J) estan
definidos por V(C'9,11(J)) = Zopy1 y

A(Conis()) = {(ig) 1 i1j € Tomar y j—i€ J}.

Observe que si 2n + 1 es un nimero primo denotadogvor p, p=3(mbd4) y J es el

conjunto de residuos cuadraticos modulo p, entonces C,(J) es el torneo de Paley de

orden p (denotado por QR,). Definimos

82n+1(1,2, e, = 2,n - 1,71,) = 82n+1<®> y
2n+1(177,]_17j+1772n+1_j) = 27’L+1<j>‘



Una digrafica se llama r-dicromdtica si dc(D) = r. Diremos que D es r-dicromdtica
critica en vértices si de(D) =r y de(D — v) < r para todo v € V(D).

Los siguientes resultados dados por V. Neumann-Lara y J. Urrutia en [33] son fun-
damentales para nuestro trabajo, sobre todo para el capitulo 2, ya que caracterizaron los
torneos regulares 2-dicromaticos y exhibieron una familia infinita de torneos circulantes
3-dicromaticos criticos en vértices.

Teorema 1.5 (Teorema 1, [33]). Si To,41 es un torneo regular, entonces dc(Tynq1) = 2

siy solo si Topi1 = Conrr(0).

Teorema 1.6 (Teorema 2, [33]). 82%1(71) es un torneo 3-dicromdtico critico en vér-
tices para todo n > 3.

Una n-coloracidon aciclica de una digrdfica D es una funcion f : V(D) — Z, tal que
f7Y(4) induce una subdigrafica aciclica en D para toda i € Z,. Sea f : V(D) — Z,, una
n-coloracion aciclica de D y 7 una permutacion de Z,. Una trayectoria (ug, u1, . . ., Upy,)
en D es llamada una m-trayectoria siy solosi w(f(u;)) = f(ui1) parai =0,1,...,m—1.
Consideremos D una digrafica. Decimos que D es n-dicromdtica minimal si dc(D) =n
y dc(Dy) < n para toda subdigréfica propia Dy de D. Denotamos por ¢(s, m) al nimero
méaximo de ciclos disjuntos en aristas de longitud m en K, que pasan por un vértice
dado. Definimos ¢(s,m) = 2¢o(s,m) para 2 < m < s. Neumann-Lara en [31] probo
resultados acerca del nimero dicromatico de digraficas del tipo:

Teorema 1.7 (Teorema 4, |31]). Sea D una digrdfica (k + 1)-dicromdtica minimal,
k> 2 ym un entero tal que 2 < m < k. Entonces

1. para cualesquiera dos vértices adyacentes u y v de D existe un conjunto de c(k, m)
trayectorias dirigidas de u a v disjuntas en flechas dos a dos y de longitud con-
gruente con cero modulo m.

2. toda flecha (u,v) € A(D) estd contenida en c(k,m) ciclos de longitud congruente
con 1 mddulo m que satisfacen que cualesquiera dos tienen a (u,v) como flecha
comun.

3. todo vértice w € V(D) estd contenido en c(k,m) ciclos disjuntos dos a dos de
longitud congruente con cero modulo m.

Corolario 1.8 (Corolario2, [31]). Si D es una digrifica (k + 1)-dicromdtica minimal
con k > 2, entonces toda flecha (u,v) € A(D) pertenece a un ciclo de longitud impar
mayor o igual que k.

El corolario 1.8 generaliza el siguiente resultado debido a Erdés y Hajnal [13].

Teorema 1.9 (Teorema 7.7, [13]). Si L > 3 es la longitud mdzima de un ciclo impar
de orden mdzximo en G, entonces x(G) < L+ 1.

Como podemos notar, existe una conexion entre el nimero dicromatico y la longitud
de los ciclos, como demostr6 Neumann-Lara en el teorema 1.7. En [10], Chen, Ma y
Zang probaron el siguiente resultado que generaliza el teorema 1.7
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Teorema 1.10 (Teorema 3, [10|). Sean k y r dos enteros tal que k >2 yk>r > 1. Si
una digrdfica D no contiene ciclos dirigidos de longitud r mddulo k, entonces de(D) < k.

Existe otra generalizacion del nimero dicromético de una digrafica dada por V.
Neumann-Lara. Sea P una clase de digraficas no vacias y distintas de las triviales. Una
n-coloracion relativa a P de una digrafica D es una funcion f : V(D) — Z, tal que
para toda i € Z,, la subdigréafica de D inducida por f~!(i) no contiene subdigraficas
isomorfas a un miembro de P. El nimero P-dicromdtico de(D; P) de D es por definicion,
el minimo nimero natural n tal que existe una n-coloraciéon relativa a P de D. La
digrafica D es n-dicromdtica relativa a P si de(D; P) = ny n-dicromdtica critica relativa
a P side(D;P) =ny de(Dy;P) < n para toda subdigrafica propia Dy en D. De la
definicion de nimero P-dicromatico se tiene que de(D) = de(D,C), donde C es la clase
de todos los ciclos dirigidos. Sea f : V(D) — Z, una n-coloracion relativa a P de Dy
7 una permutacion de Z,. Por ultimo, definimos A\(P) = min{A\(P) : P € P}, donde
A(P) denota la coneridad en flechas de P (esto es A(P) es el niumero minimo de flechas
tal que al borrarlas de P se cumple que P es disconexa o P es trivial).

Teorema 1.11 (V. Neumann-Lara, |[32|). Sean D una digrdfica n-dicromdtica relativa a
P yu,v € V(D). Supongamos que para toda n-coloracion relativa a P g de D se cumple
que g(u) = g(v). Sea f una n-coloracion relativa a P de D y m una permutacion de Zy,
que no fija a f(u) (esto es, f(u) # u). Entonces, existe un conjunto de A\(P) flechas
disjuntas y w-trayectorias en D que van de u a v.

Corolario 1.12 (Teorema 2, |31] ). Sean D una digrifica n-dicromdtica y u,v € V(D).
Supongamos que g(u) = g(v) para toda n-coloracion aciclica g de D. Sea [ una n-
coloracion aciclica de D y m una permutacion de Z, que no fija a f(u). Entonces existe
una m-trayectoria en D de u a v.

Sea D una digrafica n-dicromatica. Decimos que D es unicamente coloreable si toda
n-coloracion de D induce la misma particién de V(D). En [35] Neumann Lara, Santoro
y Urrutia obtuvieron dos familias de digraficas 2-dicroméaticas inicamente coloreables
y ademas, familias infinitas m-dicrométicas de digraficas inicamente coloreables para
toda m > 2.

En [37], Neumann-Lara demostr6 que el torneo de Paley QR; = 87(1, 2,4) es 3-
dicromatico y que existen exactamente otros tres torneos 3-dicromaticos W, W, y Wy
de orden 7 no isomorfos, véanse figuras 1.3 y 1.4. Ademas, W, se obtiene de W al
voltear un acoplamiento perfecto entre los tridngulos. También se prueba que QRi; =

11(1,3,4,5,9) es el inico torneo 4-dicromético de orden 11y que de(T') < 3 para todo
torneo 1" con |V(T)| < 10.

El siguiente resultado muestra una familia infinita de torneos circulantes 4-dicromaticos

criticos en vértices dada por V. Neumann-Lara.

Teorema 1.13 (Teorema [38|). El torneo circulante Bﬁm_i_l (2m) es 4-dicromdtico cri-
tico en vértices para todo m > 2.

En [33], Neumann-Lara y Urrutia construyeron familias infinitas de torneos regulares
r-dicromaticos criticos en vértices para toda r > 3 y r # 4. En 1997 Neumann-Lara
propuso la siguiente conjetura:



Figura 1.3. Torneos W = E@,[Kl, 83, 83] y Wy, respectivamente.

Wy 4'\3. /

“e

"

Figura 1.4. Torneos Wy y 87(1, 2,4), respectivamente.

Conjetura 1.14 (Conjetura, [38]). Eziste una familia de torneos circulantes r-dicromdticos
criticos en vértices para toda r > 3.

Neumann-Lara en [40] demostré la conjetura para toda r > 3 y r # 7 usando com-
posicion de torneos. El caso faltante fue resuelto por Araujo-Pardo y Olsen, véase [3], en
donde ademés construyeron otras familias infinitas de torneos regulares r-dicromaticos
criticos en vértices para r > 3 distintas a las ya conocidas. Es importante observar
que incluyen el caso cuando r = 7 lo cual completa la prueba de la conjetura antes
mencionada.

Un torneo T' es transitivo si (h,1), (i,7) € A(T) implica que (h,j) € A(T). Si T es
de orden n, lo denotamos como T'T,, (véase figura 1.5). Para todo n, existe un tnico
torneo 17, salvo isomorfismo.



1. Introducciéon y preliminares

[
0 1 2 h i J n—2 n-—1

Figura 1.5. Torneo transitivo 77,

Sea &(k) el minimo orden (nimero de vértices) posible de un torneo k-dicroméatico.
El problema de determinar este valor es complicado. Se conocen los valores exactos
£(3) = 7Ty &) = 11 y se conjetura que £(5) = 17, véase [37]. Este problema esta
ademas relacionado con la conjetura siguiente planteada por Erdds y Moser.

Conjetura 1.15 (Conjetura Erdés y Moser, [49]). Para todo entero positivo k existe
un torneo T de orden n = 21 — 1 que no contiene un TT.

En [45], Reid y Parker demostraron que dicha conjetura es falsa para k = 5. Mas
aln, probaron que todo torneo de orden 14 tiene un subtorneo transitivo de orden 5.
Ademas demostraron que existe un tnico torneo de orden 13 que no tiene un subtorneo
transitivo de orden 5. En 1994, véase [36], Neumann-Lara dio una prueba méas corta
y estructural que la demostracion dada por Reid y Parker en [45]|. El problema actual
consiste en determinar el minimo orden f(k) = n de un torneo T que contenga un
subtorneo isomorfo a 1771},

En resumen se sabe que:

4< f3) <7
8< f(4) <13
< f(5) <27
27 < f(6).

Para mas detalles véanse |37, [45] [48] y [49].

Una clase interesante de problemas en este topico es la relacion del nimero dicro-
matico de una digrafica D con la inconexion aciclica de la misma. Denotemos por C'3 al
triangulo dirigido de tres vértices. De acuerdo a V. Neumann-Lara, |39], un ciclo dirigi-
do se dice bien coloreado si vértices adyacentes (unidos por una flecha) reciben distinto
color. Un 83 bien coloreado es heterocromdatico (todos los vértices tienen distinto co-
lor). La inconezion aciclica de D (respectivamente, la inconezion aciclica libre de 83)
denotada por & (D) (resp., W3(D)) es el maximo nimero de colores necesarios para
colorear los vértices de D tal que no aparecen ciclos dirigidos bien coloreados (resp.,
triangulos dirigidos heterocromaticos). Sean Dy, Dy, Dy digraficas disjuntas. Definimos
la suma de Zykov t(Dqy, Dy, Dy) como la digrafica donde el conjunto de vértices esta
dado por U2,V (D;) y el conjunto de aristas por

UZ_oE(Di) U {(u,v)|u € V(D;),v € V(Dit1)}

donde los indices son tomados mo6dulo 3. Consideremos los siguientes resultados dados
en [39].
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Proposicién 1.16 (Proposicion 3.6, [39)]).

W(t(ar, a0,03) = 14+maz{d(a;):ie{1,2,3}} y
Ws(t(ag, as,a3)) = 1+mazx{ds(e): i€ {1,2,3}}.

Teorema 1.17 (Teorema 4.11, [39]). Sea n > 2. Entonces
F(Cannl) = Fa(Cann () = 2,

para j # 2 yn # 4.

Consideremos un torneo circulante 82n+1<j> con j # 2y n # 4. La relacion entre
estos parametros (dc(82n+1<j>), ﬁ(?gnﬂ( V) y @3(Cangr(j))) es que mientras estos
torneos circulantes a los cuales se les voltea una flecha tienen inconexiéon aciclica e
inconexion aciclica libre de C'3 dos, tienen niimero dicromatico: dos, tres o cuatro (como
se probara en el capitulo 2 de esta tesis). Un ejemplo de este vinculo es el siguiente: para
los torneos circulantes C'g,,11(2m) los cuales son 4-dicroméaticos (ver teorema 1.13), se
tiene que 3(86%1(2771)) = 33(86m+1<2m>) = 2 por el teorema 1.17. Observe los
valores de o y Wy para los siguientes torneos 3- y 4-dicromaticos. Recordemos que
en [35] se probo que

de(Cr(3)) = de(C'a[Ky, Cy, O] =

y que dc(811<2)) = 4. Por el teorema 1.17,
B(Cr(3) = F(Cu(2) = F5(Cr(3) = To(Cu(2) =2
y por la proposicion 1.16

Ty, Ca,T)) = Ts(t(Cg, Cg, Th)) =

Otro resultado que destacamos es el siguiente:

Proposiciéon 1.18 (Proposicion 5.5, [39]). Para toda pareja de enteros (r,s), con r >
5 > 2, hay un conjunto infinito de torneos regulares W tal que

r<de(W)<r+2 y s<WTW)<WT3(W) <s+1.

Mas resultados de este tipo pueden encontrarse en |26], [27] y en |28]. En especial,
los resultados conocidos se obtienen para torneos regulares.

Sea D una digrafica. Un subconjunto S de V(D) se dice que es independiente si para
cualesquiera dos vértices de S no existe la flecha (u,v) ni la flecha (v,u) en A(D). Un
subconjunto S de V(D) se llama absorbente si para cada vértice v que no pertenece a S,
existe w € S tal que (w,v) € A(D). Un nicleo N en una digrafica D es un conjunto de
vértices de D tal que es independiente y absorbente. Una digrafica es nicleo-perfecta si
D tiene nucleo y toda subdigrafica inducida de la digrafica D tiene niicleo y es nicleo-
imperfecta critica si D no tiene nicleo, pero todas sus digraficas inducidas propias si
tienen ntcleo.
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Una digrafica es asimétrica si no tiene flechas simétricas. El ntimero dicromético de
digraficas se relaciona con la teoria de nucleos (véanse [17] y [18]). En [18], Galeana-
Sanchez y Neumann-Lara probaron la existencia de digraficas asimétricas nucleo-perfectas
con numero dicromético arbitrariamente grande, cuyas graficas subyacentes no contie-
nen triangulos (esto es, graficas de cuello al menos 4). También probaron la existencia de
digraficas nicleo-imperfectas criticas con nimero dicromatico arbitrariamente grande y
sin flechas simétricas ni ciclos dirigidos de longitud 3.

Sean T un torneo y {u,v} C V(T). Decimos que u,v € V(T') son discordantes
modulo S y lo denotamos por u|v(méd.S), si

NF(u, S\ {u,v}) = N~ (v,8\{u,0}) ¥
N~ (u,S\ {u,v}) = NT(v,5\ {u,v}).

Decimos que {u, v} forman un par discordante si
N (u, T)UNT(v,T) U{u,v} = V(T).
Definimos la digrafica de dominacioén de un torneo 7', denotada por ®(7T), como:

Vo) = V(1) vy
AD(T)) = {u— v:{u,v} es un par discordante}.

Decimos que M7T es un molde de T, si T es un torneo regular y toda trayectoria dirigida
en D(T) es de orden a lo mas dos. Note que un molde M7 de un torneo circulante
no ciclico 7' es el torneo regular inducido por V(7') \ {u,v}. Un molde es manso si

T(V(T)\ {u,v}) = 82m+1<@>. Un torneo 7' es manso si M7 es manso. Llano y Olsen
en |26] probaron que los torneos T’ con moldes mansos satisfacen que @ (T') = o (T) = 2.
Olsen y Neumann-Lara en [41| probaron que todo torneo manso es 3-dicromético.

Maés recientemente, el nimero dicromético ha sido estudiado en relaciéon con los
valores propios asociados a una digrafica en el marco de la teoria espectral de gréaficas
(vease [30]).

Considere una lista de k£ colores y una grafica GG. Asignamos un color de la lista a
todo vértice de GG para tener una coloracion propia de los vértices de GG. Entonces, al
menor entero k para el cual se cumple lo anterior se le denomina niumero de eleccion
de G, denotado por ch(G). El nimero de dieleccion de una grafica (dch(G)) se define
como:

dch(G) = min {ch(a) . G es una orientacién de G}

y ademas cada clase cromatica no tiene ciclos dirigidos. Sali y Simonyi en [47] dieron
una relacion entre el nimero cromatico. Como dch(T') = 1 para todo arbol T', entonces
puede ocurrir que dch(G) < x(G). Al igual muestran la existencia de graficas bipar-
titas con nimero de dieleccion arbitrariamente grande. Note que anos atras, Erdds y
Neumann-Lara en [14] hicieron una relacién similar para el nimero cromatico y el ni-
mero dicromaético en graficas, véase la proposicion 1.3. Es interesante observar que dado
un arbol 7', se tiene que dch(T) =1 = dc(T) < x(T) = 2.

Cabe mencionar que Thomassen en [51] demostrd que si G es una grafica planar
entonces ch(G) = 5. Con estos antecedentes, podemos concluir que si G es una grafica
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planar, entonces

de(G) < a(G) < x(G) < ch(G) < 2a(G).

Igualmente, el nimero dicromatico aparece en el estudio de coloraciones de juegos
en digraficas y las coloraciones circulares de graficas, véase el excelente survey dinamico
de Yang y Zhu [52] de 2010.

Esta tesis se compone de los siguientes resultados. En el capitulo 2, determinamos
que el nimero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes a los cuales se
les voltea una flecha es 3 o 4. Mas aun, caracterizamos los torneos 82%1(1{:) criticos
en vértices para todo k € {1,2,...,n}. El proceso de determinar cuéles torneos circu-
lantes son criticos en vértices se basa en la construccion de la particion de los vértices
que realiza el nimero dicroméatico. Estos resultados se encuentran publicados en [25].
Ademas probamos que ningin torneo circulante de orden 17 es 5-dicromatico.

En el capitulo 3, trabajamos con algunas familias de digraficas circulantes, donde el
conjunto de saltos cumple condiciones especificas. Note que si la digrafica circulante es
de orden n, el conjunto de saltos es de cardinalidad a lo mas [%] . De hecho, cuando la
cardinalidad del conjunto de saltos es menor que |3 |, el nimero de flechas disminuye.
Con base en este hecho, uno pensaria que es mas facil determinar el nimero dicromatico
de estas digraficas. Sin embargo, no es asi ya que mostrar la particion que realiza el
numero dicromatico puede ser complicado. En la seccion 3.2.2 obtenemos como corolario
que el torneo circulante ciclico de orden 2k + 1 es dos dicroméatico para k > 1. Este es
uno de los dos resultados que concluyeron V. Neumann-Lara y J. Urrutia en el teorema
1.5.

En el capitulo 4 construimos dos familias de graficas mixtas planas maximales que
tienen numero dicromatico dos. Estas graficas mixtas basicamente tienen como base
alguna digrafica circulante del tipo C,,(1,2) 0 C'9,, (1, —2) y le agregamos aristas de
una manera especial, tal que la graficas mixtas obtenidas sean planas maximales.

En el apéndice A, mostramos una tabla con los nimeros dicromaticos de los torneos
circulantes para n € {3,4,5,6,7} y en el apéndice B mostramos todos los isomorfismos
de los torneos circulantes de orden 2n+1, conn € {3,4,5,6,7,8,9}. Una lista amplia de
referencias bibliograficas de los temas tratados concluye este trabajo de investigacion,
donde concurren teoria de graficas, teoria de digraficas, teoria de niimeros y geometria
combinatoria.

Como es usual, las mateméaticas son un mundo lleno de desafios intelectuales en
cualesquiera de sus areas. Es impresionante la interrelacion entre diversos tipos de pro-
blemas y sus antecedentes, como ocurre con nuestros topicos aqui tratados: algunos
problemas se resuelven como relampagos cubiertos de ideas, muchos otros solo se com-
prenden, menos se descubren y otros quedan planteados para retos futuros.
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Capitulo 2
Numero dicromatico de familias
infinitas de torneos circulantes

En lo que sigue estudiaremos y probaremos los siguientes tipos de resultados:

(i) Determinacion del niimero dicromético de 82n+1<j> para toda j=1,...,n.

(ii) Caracterizacion de los torneos circulantes n-dicromaticos criticos en vértices de la
familia 82n+1 <j> .

(iii) Prueba de que ningin torneo circulante de 17 vértices es 5-dicromatico.

Sean D y F digréaficas y F), una familia de copias mutuamente disjuntas e isomorfas
a I’ para todo v € V(D). Definimos la composicion D[F] (o producto lexicografico
D o F, véase [20]) de las digraficas D y F' como

V(D[F]) = UveV(D) V(Fv) y
ADIF]) = Usevp) AWF) U{(i,j) s 1 € VI(E),j € V(FL) y
(v,w) € A(D)}.

Un ejemplo se ilustra en la figura 2.1. La exvecindad de cualquier vértice v € V es el
conjunto

Nt(v):={ueV:iv—>ue A}

Anéalogamente la invecindad de v es N~ (v) :={u €V :u— v e A}.
Observacion 1. Salvo isomorfismos, (de acuerdo a McKay [29] y al apéndice B):

(i) Existe un unico torneo reqular circulante de orden 5 que es:
C5(1,2) = C5(0).
(i1) Eristen dos torneos regulares circulantes de orden 7 que son

C7(1,2,3) = C(0) = Cr(1) = C(2)
Cr(1,2,4) = Cr(3).
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

(iii) Existen tres torneos circulantes de orden 9, los cuales son

Co(1,2,3,4) = Co(0),
Co(1,2,3,5) = Co(d) = Cy(1) = To(3) g
Co(1,3,4,7) = Co(2),

(donde 8;;(2) = 83[83] es la composicion de 83 y 83, ver figura 2.1).

Figura 2.1. Torneo 89@) = 83[ 83]

Observacion 2.

(i) de(C's) = de(T5(1,2)) = de(Cr(1,2,3)) = de(Co(1,2,3,4)) = 2, por el teorema
1.5.

(i1) dc(87(2>) = 3, por la observacion 1 (ii) y el teorema 1.6.
(ii1) dc(89(2>) = 3, por el teorema 8 [31].
(iv) dc(89(1>) = 3, por la observacion 1 (iii) y por el teorema 1.6 .

Observacion 3. Todo torneo circulante es transitivo en vértices, esto es, Aut(T) (el
grupo de automorfismos de T ) actia transitivamente en V(T'), es decir, para todo par

u,v € V(T) existe ¢ € Aut(T) tal que p(u) =v. En el caso de T = 82n+1(J) se tiene
que

Aut(T) ={¢ : V(T) = V(T) : ¢ es biyectiva y p(i) = i+j mod (2n+1)V j € Zop11}.
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2.1. Nuamero dicroméatico de 82%1(1)

En las siguientes secciones determinaremos los valores exactos de d0(82n+1 (k)) para

todos n, k € N. Subdividimos los calculos en cinco casos (los casos se ilustran en la figura
2.2):

(i) k=1,

(i) k=2,

(i) 3<k<[2],

(i) [21+1<k<|3n]y

(v) [5nJ+1<k<n

(5] +1 [2n] +1
I } } } } L } |
1 2 3 5] o n
1) (i1 ~ - g -~ —
) ) ) @ )
Figura 2.2.

2.1. Numero dicroméatico de 827”1(1)

Diremos que un subtorneo transitivo contenido en 82n+1<k> es mazimal si su orden
(nimero de vértices) es maximo. En esta seccion, la construccion del primer subtorneo
transitivo maximal se hace por casos con base en las congruencias médulo tres. Observe
que un subtorneo transitivo maximal no es necesariamente tnico. En esta seccion y
la siguiente, las demostraciones son similares pero, las hacemos por separado porque
los subconjuntos de vértices que inducen los torneos transitivos maximales son de la

misma cardinalidad pero los subconjuntos que los inducen son distintos en 82n+1(1> y
ont1(2). Observemos lo siguiente:

Observacion 4.

(i) Para toda j € Zoni1, el conjunto de vértices {j — 2,5 — 1,7} induce un 83 en
ont1{1) y C2,11(2), respectivamente.

ANA

J j—2 2n —1 j

j_

Figura 2.3. 83 en 82n+1<1> y 82%1(2), respectivamente
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

(i1) 811<1) = 811(4), véase apéndice B
(iii) Cg(1) 2 C 15(3).
Proposicion 2.1. de(Cyy (1)) = de(Chs(1)) = de(Chs(1)) = 3.

Figura 2.4. 811<1) y particion de los vértices de 811<1) en subtorneos aciclicos

Demostracion. Considere 811 (1), véase figura 2.4. Observe que como 811<1) % 811 0y,
véase apéndice B y por el teorema 1.5, de(C'11(1)) > 3. Para completar la prueba,
mostramos una particion de los vértices de C'1;(1) dada por

P ={0,3,2,5}, P, ={7,10,9,1} y Py = {4,6,8}.

Observe que P; y P, inducen un 7T, y P; induce un 773 en 811(1% respectivamente.
Por la observacion 4(ii), de(C'11(4)) = 3. Note que los subtorneos transitivos inducidos
por P, P, y P3 son maximales. En otro caso, si (P;) no fuera un subtorneo transi-
tivo maximal, entonces el tinico vértice que podemos agregar es el vértice 10, pero
(2,5,10,2) = C'3. Entonces, P; induce un subtorneo transitivo maximal. Los argumen-

tos son similares para P, y P3. Analogamente probamos los casos n =6y n =717.
O

Los siguientes lemas son una herramienta ttil para probar el teorema 2.6. Sean a y
b enteros no negativos tales que 0 < a < b < n. Definimos los intervalos

la,b] ={a,a+1,...,b}, Xo =1[0,n], X35=1[0,2n] y
Yo={j € Xo:j=1méd 3}.

Lema 2.2. El torneo 82,1“(1) contiene un subtorneo transitivo mazimal de orden
n+1—1[3]sin=0méd3 yden+2— [5] vértices si n =1 méd 3.
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2.1. Nuamero dicroméatico de 82%1(1)

Demostracion. Considere 82n+1<1) = 82n+1(2, 3,4,5,6,...,n,2n). Por la observacion
3, basta considerar un subtorneo transitivo maximal que contenga al vértice 0. Observe
que

NT(0)=1{2,3,4,5,6,...,n,2n}.

Para la construccion del subtorneo transitivo maximal analizamos dos casos:

= Caso 1: n = 0 mdd 3. Sean = 3k donde k € N. Note que el subconjunto de vértices
J =0,2mdd 3 pertenecen al conjunto X, e inducen un subtorneo transitivo

Ho = (Xo \ Yp)

por la observacion 4(i). Observe que |Yo| = |5] v [Ho| =n+1—[3]| =2k + 1. El
resto de la prueba consiste en probar que Hj es maximal.

Si Hy no fuera maximal, entonces el tinico vértice que podemos agregar es 2n por
la observacion 4(i). Observe que el subconjunto de vértices {n,2n,n — 4} induce

un C'3 en C'y,41(1), lo cual implica que HyU{2n} no puede inducir un subtorneo
transitivo maximal.

= Caso 2: n = 1 mdd 3. Este caso es andlogo al caso 1. El subtorneo transitivo
maximal es

Hy = ((XoU{2n}) \ V).
U

Lema 2.3. Sea 82n+1(1> tal que n = 0,1 moéd 3. Entonces los subtorneos inducidos
por

X3\ (Xo\Yy) sin=0mdd 3 y
X3\ (Xou{2n})\Yy) sin=1mbd 3

contienen un torneo transitivo mazimal de orden n — |3]| yn — | 5] — 1 vértices, res-
pectivamente.

Demostracion. Supongamos que n = 0 méd 3. Por el lema 2.2, 82n+1(1> contiene al
subtorneo transitivo Hy. Considere X; = [n + 1,2n] y definimos

Por la observacion 4(i), Jy es transitivo. Note que Jy tiene orden n — |%]. Para probar
que Jy es maximal, la demostracion es similar a la prueba del lema 2.2. Por contradic-
cion, si Jy no fuera maximal, entonces al tinico vértice que podemos adherir es el vértice
1 por la observacion 4(i). Observe que en este caso, el conjunto {1,n+ 1,n+ 3} induce
un C'3 en Cy,41(1), lo cual implica que Jy U {1} no induce un subtorneo transitivo
maximal. Cuando n = 1 méd 3 los argumentos son similares. El subtorneo transitivo
maximal es

Ji=(X1\ (Y2u{2n})),
donde Yy = {j € X; : j = 0 mdd 3}.
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Lema 2.4. Un torneo transitivo mazimal contenido en 82n+1(1> es de ordenn+1—[%7],
st n =2 mod 3.

Demostracion. La prueba es similar a la del lema 2.2. El subtorneo transitivo es
Hy = (X \ Yo).

Para verificar que es maximal, supongamos que no lo es. Entonces por la observacion
4(i), el anico vértice que podemos agregar es 2n. Observe que el subconjunto de vértices

{n,2n,n — 5} induce un C'3, por lo que se tiene una contradiccion a la transitividad.
Por lo tanto, H, es un subtorneo transitivo maximal. O

Lema 2.5. Sea 6%“(1) tal que n = 2 méd 3. Entonces el subtorneo inducido por:
X3\ Ho
contiene un subtorneo transitivo mavimal de orden n — [%].

Demostracion. Es similar al lema 2.3. En este caso, todo vértice 7 = 0,1 méd 3 en X,
induce un subtorneo transitivo

Jo = (X1 \ Ys),
donde Y3 = {j € X; : j =2 mdd 3}. O

Teorema 2.6. Sea n € N. Entonces dc(agnﬂ(l)) =4 para toda n > 8.

Demostracion. Por el teorema 1.5, tenemos que dc(82n+1<1)) > 3. En primer lugar, de-
mostraremos que d0(82n+1 (1)) > 4. Por contradiccion, supongamos que de(Clopi1(1)) =

3. Asi, C'9,11(1) tiene una particion de sus vértices que inducen tres subtorneos transi-
tivos. Supongamos que n = 0 méd 3 (es similar cuando n = 1,2 mdéd 3). Por los lemas

2.2 y 2.3, los subtorneos transitivos maximales en 82%1(1) son Hy y Jy. Por lo tanto,
el resto del conjunto de vértices

X\ {V(H)UV(Jo)} = {L,4,7,....n+2,n+5,..},

inducen el tercer subtorneo transitivo. Observe que el conjunto de vértices {1,7,n + 2}
induce un 83, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, C's,41(1) no puede partirse en
tres subtorneos transitivos y asi dc(82n+1<1)) > 4. Probaremos que dc(Cg,41(1)) = 4.
Por los lemas 2.2 y 2.3, tenemos que los dos subtorneos transitivos maximales Hy y
Jo tienen cardinalidad n +1 — |5] y n — [5], respectivamente. Definimos un tercer
subtorneo

Ko = ({1} UY1).
Note que |Ko| = [§] + 1y Ko es transitivo por la definicion de Y. Falta probar que

Ky es un subtorneo transitivo maximal en 82n+1(1> \ {Ho U Jp}. Si Ky no fuera un
subtorneo transitivo maximal, entonces podemos adherir al menos uno de los vértices
de Yy \ {1}. Note que si i € Yy \ {1}, tenemos que (i,i+n—2,i+n+1,7) = 83. Por lo
tanto, K es un subtorneo transitivo maximal. Finalmente, el subtorneo Lo = (Yy\ {1})
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2.1. Nuamero dicroméatico de 82%1(1)

es transitivo por la definicion de Y; y es maximal. Asi dC(82n+1<1>) = 4. La prueba
es completamente analoga para los casos cuando n = 1,2 méd 3. La particién en los
subtorneos transitivos es

Hy = (XoU{2n})\ Yo), /i =(Xi\YaU{2n}), K1 = (Y2U{1l}), L1 = (Yo \ {1})
para n = 1 méd 3. Para n = 2 méd 3, tenemos que
Hy = (Xo\ Yo), Jo= (X1 \Y3), Ko = ((Y3U{1})), Ly = (Yo \ {1}).
U

De la proposicion 2.1, los teoremas 1.5, 1.6 y 2.6 y la observacion 1(iii), obtenemos
la siguiente consecuencia.

Corolario 2.7.

2 sin=3
de(Copn () =438 sid<n<7
4 sin>8.

Recuerde que D es r-dicromdtica critica en vértices si de(D) = ry de(D —v) <7
para todo v € V(D).

Teorema 2.8. Sear € {2,3,4}. Entonces 82n+1<1> es un torneo circulante r-dicromd-
tico critico en vértices si y solo sin € {1,4}.

Demostracion. Sir = 2, claramente 83(1> es 2-dicromético critico en vértices.

Si r = 3, necesitamos verificar para cuales valores de n € {4, 5,6, 7}, el torneo circu-
lante C'g,11(1) es 3-dicromatico critico en vértices. Note que si n =4, C'9(1) = C'g(4)
por la observacion 1(iii). C'g(1) es 3-dicromatico critico en vértices por el teorema 1.6.
Para n = 5, el torneo circulante 811(1> es 3-dicroméatico pero no es critico en vértices

por la proposicion 2.1. Usando argumentos andlogos, los torneos C'13(1) y 815<1) no
son criticos en vértices.

Si r = 4, el torneo circulante 82n+1(1> es 4-dicromatico para toda n > 8 por
el teorema 2.6. Los vértices de C'9,,1(1) se parten en cuatro subtorneos transitivos
maximales con |L;| = min{|H,|, |J;|, | K|, |L:|} para i = 0,1,2. Note que 82,”1(1) es
4-dicromatico critico en vértices si la cardinalidad de L; es igual a uno para ¢ = 0, 1, 2.
Como |L;| = [Yo| =1 =[] — 1, tenemos que |L;| =1 si y solo si || = 2. Esto ocurre
cuando n = 6,7 u 8. Por el teorema 2.6, esto solamente es posible para n > 8. Observe
que |Ly| > 2 para T = 82n+1(1> si n > 8. Como esta particion es maximal, 7' no es

critico en vértices.

Por lo tanto, 82%1(1) es un torneo circulante r-dicromatico critico con r € {2,3,4}
en vértices si y solosin es 1 o 4. ]
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

2.2.  Numero dicromatico de 82n+1<2>

Recordemos que:

Observacion 5. 89@) = 83[83] es 3-dicromdtico, véase apéndice A. Este es un caso
particular del teorema 8 de [31]. Note que no es critico en vértices.

Observacion 6. (Teorema 2.6 de [37]) 811(2> es 4-dicromdtico critico en vértices.

Proposiciéon 2.9. Sin =6 y 7, entonces d0(82n+1<2>) =3.

Figura 2.5. Particion del torneo 815@)

Demostracion. Observe que 815(2> = 815((2)), véase apéndice B. Entonces por el teo-
rema 1.5, dc(815(2>) > 3. Considere la siguiente particion de V(815<2>):

P =1{0,1,3,4,6,7}, P, = {5,8,9,11,12} and P = {2, 10,13, 14}.

Tenemos que (P) = TTg, (Py) =TTy y (Ps) = TT,. Por lo tanto dc(815(2>) = 3. Note
que los subtorneos transitivos inducidos por P, P, y P3; son maximales. Si (P;) no
fuera un subtorneo transitivo maximal, entonces el tinico vértice que podemos adherir
es el vértice 13. No podemos agregar al vértice 5 por la observacion 4(7). Observe que

(4,7,13,4) = 83. Entonces, P; induce un subtorneo transitivo maximal. La conclusion

anterior tambien es valida para P, y Ps. Observe que 815(2) no es critico en vértices.
La prueba es andloga para n = 6. O
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2.2. Numero dicroméatico de 82%1(2)

Lema 2.10. El torneo 82n+1(2> contiene un subtorneo transitivo mazimal de n+1— L%J
vértices, st n = 0,1 maéd 3.

Demostracion. Tenemos que 82,”1(2) = 82%1(1,3,4, ...,n,2n — 1). Por la obser-
vacion 3, basta considerar un torneo transitivo maximal que contenga el vértice 0.
Observe que N1(0) = {1,3,4,5,6,...,n,2n — 1}. Note que todo vértice j = 0,1 méd 3
con j =0,1,...,n induce un subtorneo transitivo. Por la observacion 4(i), no podemos
tomar tres vértices consecutivos. Asi del conjunto de vértices {0,1,2,...,n} elimina-
mos el conjunto de vértices Y, = {j € Xy : j = 2 mdéd 3}. Por lo tanto, los subtorneos
transitivos son:

Hy = (Xo\ Ys) si n=0mdd 3,

Asi, Hy y H, tienen cardinalidad n+ 1 — %] = 2k + 1. Note que la diferencia entre

Hy y Hy son los dltimos vértices de estos conjuntos. Verificaremos que son maximales.
Supongamos que no lo son. Entonces por la observacion 4(i), el anico vértice que pode-
mos agregar es el vértice 2n — 1, pero el subconjunto de vértices {n,2n—1,n—3} induce

un C'3, contradiccion. Por lo tanto los torneos Hy y H; son transitivos maximales. [

Lema 2.11. Sea 82n+1<2) tal que n = 0,1 méd 3. Entonces los subtorneos inducidos
por

X3\ Hy si n=0méd3 y

Xg\Hl St n=1méd3

contienen un torneo transitivo mazimal de orden n — |3].
Demostracion. Supongamos que n = 0 méd 3. Entonces por el lema 2.10, 82n+1<2)

contiene el subtorneo transitivo inducido por Hy. Consideremos X; = [n + 1,2n]. Re-
cordemos que

Yo={j€X,:j=0méd 3} y Jy = (X1 \Y2) (2.1)

Por la observacion 4(i), Jy es transitivo de orden n — [ 3| = 2k. Para determinar que es
maximal, supongamos por contradiccién que no lo es. Entonces podriamos agregar al
menos uno de los vértices restantes. Sin pérdida de generalidad, agreguemos al vértice

2 (porque 82%1(2) es transitivo en vértices), pero el subconjunto de vértices {2,n +

1,n+ 4} induce un 83, lo cual contradice la transitividad. En el caso n = 1 mod 3 los
argumentos son similares y el subtorneo transitivo maximal es

J={X1\ Y5} donde Y5 = {j € X; : j =1mdd 3}. (2.2)
U

Lema 2.12. Un subtorneo transitivo maximal contenido en 82n+1<2) es de orden:
n— L%j, sin =2 mod 3.
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Demostracion. La demostracion es similar a la del lema 2.10. El subtorneo transitivo
maximal es

Hy = (Xo\ Ya).
O

Lema 2.13. Sea 6%“(2) tal que n = 2 mod 3. Entonces el subtorneo inducido por
X3\ H>
contiene un subtorneo transitivo mavimal de orden n — [%].

Demostracion. La prueba es analoga a la del lema 2.11, donde el subtorneo transitivo
es
Jo = ((X7U{n})\ Ys) donde Y5 = {j € X; : j =1 mdd 3}.

Teorema 2.14. Sea n € N. Entonces dc(82n+1(2>) =4, para toda n > 8.

Demostracion. Por el teorema 1.5, se tiene que dc(82n+1(2>) > 3. Primeramente, de-
mostraremos que d0(82n+1 (2)) > 4. Por contradiccion, supongamos que de(Clop41(2)) =

3, asi C'9,11(2) tiene una particion de sus vértices, la cual consiste de tres subtor-
neos transitivos. Supongamos que n = 0 méd 3 (se hace de manera similar para cuan-
do n = 1,2 méd 3). Por los lemas 2.10 y 2.11, se tiene que los subtorneos transiti-

vos maximales que se pueden encontrar en Cy,.1(2) son Hy y Jy. Asi los vértices
{2,5,8,...,n—1,n+3,...,2n} inducen el tercer subtorneo transitivo. Observemos que

el subconjunto de vértices {2,n — 1,n + 3} induce un 83, lo cual es una contradic-
cion. Por lo tanto C'9,11(2) no puede partirse en tres subtorneos transitivos por lo que
dc(82n+1<2)) > 4. Probaremos que dc(C 2,41(2)) = 4. Por los lemas 2.10 y 2.11, tene-

mos que C'o,41(2) tiene dos subtorneos transitivos maximales Hy y Jy de cardinalidad
n+1—[3]yn—[5], respectivamente. El tercer subtorneo es Ko = (Y2 U {2}), donde

3
|Ko| = | 5] + 1. El cuarto subtorneo es

Lo = (Y, \ {2}) donde Y, = {j € Xy : j =2 mdd 3}.

Note que el subtorneo Ly es transitivo. Asi dc(82n+1<2)) = 4. La particion correspon-
diente de los vértices del torneo 82n+1<2) es:

(i) 7= 0mod 3, definimos Y; = {j € X : j = 2 mod 3}

Hy = (Xo\Ya), Jo=(X1\Ya), Ko=(Y2U{2}), Lo=(Ya\{2}).
(i) n =1 mdd 3, definimos Y3 = {j € X; : j = 1 mod 3}

Hy = (Xo\Ya), i = (X1 \Y5), Ko = (YsU{2}), Li = (¥s\{2}).
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2.3. Numero dicromatico 82%1(1{:) para 3 < k < [7]

(iii) n =2 mdd 3, definimos Y5 = {j € X; : j =1 mdd 3}
Hy = (Xo \Yy), Jo=((X1U{n})\Ye), Kz = (Ys), Lo = (Ys\{n}).

O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de las observaciones 1(i7) — (7i1),
9, 6, proposicion 2.9 y teoremas 1.5, 1.6 y 2.14.

Corolario 2.15.
2 sin=3
de(Comp1(2) =43 sin=4,6,7
4 sin=5yn>8.

Teorema 2.16. Sear € {2,3,4}. Entonces 82,”1(2) es un torneo circulante r-dicromdtico
critico en vértices st y solo si n = 5.

Demostracion. Sir = 2, por el teorema 1.5, 87(2> = 87(@) es 2-dicromético, pero no
es critico en vértices.

Sea r = 3. Paran = 4, tenemos que 89@) no es critico en vértices por la observacion
5. Para n =6y 7, por la proposicion 2.9, C'13(2) y C'15(2) no son criticos en vértices.
Si r = 4, entonces por la observacion 6, C'11(2) es critico en vértices. Por el teorema

2.14, 82n+1 (2) es 4-dicromatico para toda n > 8. Los vértices de 811@) se parten en
cuatro subtorneos transitivos maximales, donde

|Lz| = min{|HZ|, |Jz‘7 ‘KZ‘, ‘Ll‘} para 1= 0, 1,2

Note que H%H (2) es 4-dicromético critico en vértices si la cardinalidad de L; es igual
a uno para ¢ = 0,1,2. Como |L;| = |[Y4| —1 = [§] — 1, tenemos que |L;| = 1 si y solo si
| 5] = 2. Esto ocurre cuando n = 6,7 o 8. Por el teorema 2.14, esto es solamente posible
para n > 8. Observe que |Ly| > 2 para T = 82n+1(2> si n > 8. Como esta particion es
maximal, 7" no es critico en vértices. Por lo tanto, C'9,.1(2) es critico en vértices si y
solo si n = 5. 0

2.3. Numero dicromatico 8%“(/{7) para 3 < k < (%1

Anteriormente probamos que d0(82n+1 (1)) = 4 paratodan > 8y dc(82n+1<2)) =4
y

para toda n > 5. En esta parte demostramos que dc(C'g,11(l)) =4 con 3 <1 < [§]
n>"T.

Proposicién 2.17.

(i) Sea n =5. Entonces dc(811<3) = 811(5>) = 3.
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Figura 2.6. Particion del torneo 811<3)

(ii) Sea n = 6. Entonces dc(813<3)) = 3.

Demostracion. (i) Paran = 5, como 811(3> = 811(5>, por el teorema 1.6, dc(811<3)) =
3. La figura 2.3 muestra la particion de los vértices de C'11(3).

(ii) Para n = 6, por la observacion 4(iii), 813(3> = 813(1> y por la proposicion 2.1,
de(Chs(3)) = 3.
U

Proposicién 2.18.
(i) Sea n =6. Entonces dc(813<4)) = dc(STy3) = 4.
(i) Sea n =7. Entonces dc(am (4)) =4 y es critico en vértices.

Demostracion. (i) Para n = 6, tenemos a 813((4», denotado por STi3 en [38] (ver
figura 2.7) y que es el tnico torneo de orden 13 (salvo isomorfismos) que no
tiene subtorneos transitivos de orden 5. Ademas por el teorema 1.13 con m = 2,

de(Ci5(4)) = 4.

(i) Para n =7, tenemos a T' = 815<4). Por el teorema 1.5, de(T) > 3. Consideremos
la siguiente particion:

P =1{0,1,2,3,7,11}, P, = {4,8,12,13,14}, P = {5,6,10} y P, = {9}.

Las subdigraficas inducidas por esta particion son isomorfas a un 77Ty, a un 775,
aun 7Ty y a un TT; respectivamente, luego dc(815<4>) =4.
O

Lema 2.19. Si 3 < k < [3], entonces 82n+1(/€) contiene un subtorneo transitivo
mazimal H.

Demostracion. Sean n 'y k enteros no negativos y considere el intervalo [0, n]. Aplicamos
el algoritmo de la division de Euclides para n+ 1 y 2k — 1. Entonces, existen tnicos «,
r € N tales que

n+l=aR2k—-1)+rcon0<r<2k—1
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2.3. Numero dicromatico 82n+1<k> para 3 < k < [7]

12
11

<

Figura 2.7. Torneo ST)3

Consideramos la particion del intervalo [0, 2k — 2] = [0,k — 1] U [k, 2k — 2] y definimos

2
n+1l= o
a(2

3

Observe que como 3 < k < [2], tenemos que s; € [1,k — 1].

k—1)+s; sis €[0,k—1]
k—1)+ sy sisg € [k,2k—2].

Sea
1

W= J[i(2k — 1),i(2k — 1) + (k = 1)].

i=0
Definimos al subtorneo H de 82%1(/’{:) de la siguiente forma:

(i) Sisp € [1,k— 1], entonces H = (W U [o(2k — 1), n]). Mas atin, si k = " y nes
impar, entonces H = (W U {n,2n + 1 — k}).

(i) H=(WUa(2k —1),a(2k — 1) + k — 1]) para toda s, € [k, 2k — 2].

Note que H es un subtorneo transitivo por construccion, porque este conjunto de
vértices no contiene 8378 inducidos. Probaremos que H es maximal por contradiccion.
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Como 82%1(1{:) es transitivo en vértices, sin pérdida de generalidad, elegimos el vértice
0. Observe que

NTO)={1,2,....k—1,k+1,....,n,2n+1—k} y

NTO)\V(H) = (XoU{2n+1—k})\ (V(H)U{k}).

Para todo vértice x € NT(0) \ V(H) existen hy,hy € V(H) tales que el conjunto de
vértices {hy, he,z} induce un C's (por ejemplo, xt = k+1, hy =1y hy =k —1), una
contradicciéon. Por lo tanto, H es maximal. O

Lema 2.20. §i 3 < k < [§], entonces X3\ V(H) contiene un subtorneo transitivo

mazimal J, donde H es el subtorneo definido en el lema 2.19.

Demostracion. La construccion de J se obtiene similarmente como en el lema 2.19 para
H, pero tenemos dos formas para definir J.

m Caso 1. a = 1.

(i) Si sy € [1,k — 1], entonces J = [k, 2k — 2] U [3k — 2,3k + s; — 2]. Note que
k =2+ con n impar si y solo si s; = 1. Entonces J = [k, 2k — 2] U {3k — 2}
por la construccion de H.

(ii) Si sy € [k, 2k — 2], entonces J = [k, 2k — 2| U [3k — 1,4k — 2].

m Caso 2. o > 1. Sea

U:D[(n+1)+i(2k—1),(n+1)+i(2k—1)+(k—1)].
(i) Si sy € [1,k—1], entonces J = (UU [(n+ 1) + a(2k — 1), 2n]).
i) J=(UU[n+1)+alk—-1),(n+1) + a2k — 1) + k — 1]) para toda
S € [k’,Qk‘ — 2]

Observe que H es un subtorneo transitivo maximal en 82%1(1{:) por el lema 2.19.
Afirmamos que J es maximal en V(a%ﬂ(k)) \V(H). Si J no fuera maximal, podemos

adherir al menos un vértice de V(Clanir (k) \ (V(H) UV (J)).
Para el caso 1, considere

(n 4k + 1,3k — 3} CV(Copia () \ (V(H) UV (J)).
Tenemos que (k,n+ k,n+k+1,k) = Cg 0 (2k — 2,3k — 3,3k — 2,2k — 2) & ('s. Por

lo tanto, J es maximal.
Para el caso 2, considere

k€ V(Conn (k) \ (V(H) UV ().
Tenemos que (k,n+ k,n+ 2k + 1,k) = 83. Asi, J es maximal. O

26



2.3. Numero dicromatico 82%1(1{:) para 3 < k < [7]

Teorema 2.21. §i 3 < k < [§], entonces dc(82n+1<k>) =4 paran > T.

Demostracion. Considere T' = 82n+1(/€). Por el teorema 1.5, de(T') > 3. Probaremos
que el de(T) = 4. Por contradiccion, supongamos que de(T) = 3. Asi, T tiene una
particion de sus vértices que consiste de tres subtorneos transitivos. Por los lemas 2.19

y 2.20, dos subtorneos ajenos transitivos maximales en 82n+1(k) son H y J. Entonces el
resto del conjunto de vértices X3\ (V(H)UV/(J)) induce el tercer subtorneo transitivo.
Consideramos tres casos.

» Caso 1. J = ([k,2k — 2] U [3k — 2,3k + s; — 2]) obtenido por el caso 1(i) del lema
2.20. Por lo tanto, K = ([3k+s; —1,2n]). Mas atn, |J| = k+s,y |[H| =n—k+2.
Como k < [§], tenemos que

K| =2n+1— (|H|+|J|) =2k — 3 > k.

En este caso, K es inducido por al menos k+ 1 vértices consecutivos. Por lo tanto

K no puede ser un subtorneo transitivo por la definicion de 82%1(1{:). Entonces
dc(T) > 4. Los casos siguientes son necesarios porque la estructura de Ky L
cambia para diferentes valores de si:

(i) Si sy =1,26 3, entonces
K={(n+1,3k—-3U[4k —3,2n]) y L = ([3k + 51 — 1,4k — 4]).
(ii) Si sy € [4,k — 5], entonces

K ={(n+1,3k—3]U[4k — 3,5k —4]) y
L = {([3k + s, — 1,4k — 4] U [5k — 3, 2n]).

(iii) Si sy =k — 4, entonces

K={(n+1=3k—4,3k—3]U[4k —3,5k—4)) y
L = ([4k — 5,4k — 4] U [5k — 3,2n]).

(iv) Sis; =k — 3, entonces

K={(n+1=3k—53k—3U[4k—3,5k—4)) y
L = ({4k — 4} U [5k — 3, 2n)).

(v) Sis; =k—106k—2, entonces

K={(n+k+1,n+2k])y L={n+2k+1,2n|).

Por construccion y la definicion de 82%1(1{:), los subtorneos K y L son transitivos.
Observe que si s; € [1,k — 3], entonces 4k —4 ¢ V(K) y

(4k — 4,4k — 3,3k — 3,4k — 4) = C's.

Por lo tanto, K es maximal en 82n+1(/€) \(HUJ).Sis; =k—10k—2, entonces
n+2k+1¢V(K)y

m+k+1,n+2kn+2k+1,n+k+1) %83.
Luego, K es maximal en 82n+1 (kYy\ (HUJ). Asi dc(82n+1<k‘> =4.
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Caso 2. J = [k,2k — 2] U [3k — 1,4k — 2| obtenido del caso 1(ii) del lema 2.20.
Tenemos que X3\ (V(H)UV(J)) = [4k—1,2n], pero 2n—4k+2 > k implica que el
subtorneo inducido por X3\ (V(H)UV/(J)) tiene al menos k+ 1 vértices consecu-
tivos y un 83 es inducido en X3\ (V(H)UV(J)). Por lo tanto, dc(82n+1<k> > 4.
Los casos siguientes muestran la particion de C'9,11(k) en subtorneos transitivos.

(i) Si se =k, entonces
K = ([4k — 1,5k — 2]) y L = ([6k — 1, 2n]).
(ii) Sise =k + 1, entonces
K = ([4k — 1,5k — 2] U {6k — 2 = 2n}) y L = ([5k — 1,6k — 3]).
(iii) Si sy =k + 2, entonces
K = ([4k — 1,5k — 2] U [6k — 2,6k]) v L = ([5k — 1,6k — 3]).
(iv) Si sy € [k + 3,2k — 2|, entonces
a) si2n < 7k — 3, tenemos que

K = ([4k — 1,5k — 2] U [6k — 2,2n]) v
L = ([5k — 1,6k — 3]),

b) si2n > Tk — 3, entonces

K = ([4k — 1,5k — 2] U [6k — 2,7k — 3]) y
L = ([pk — 1,6k — 3] U [Tk — 2, 2n]).

Por construccion y la definicion de 82n+1<k‘>, los subtorneos K y L son transitivos.
Observe que bk —1 ¢ V(K) y (4k — 1,5k — 2,5k — 1,4k — 1) = 83. Por lo tanto,
K es maximal en C'o, 1 (k) \ (HUJ). Asi, de(Copi1(k)) = 4.

Caso 3. J se obtiene por el caso 2(i) y 2(éi) del lema 2.20. Si dC(agn_H(k)) =3,
entonces X3\ (V(H)UV(J)) induce un subtorneo transitivo, pero el conjunto de

vértices {k,3k —1,n+k+1} C X3\ (V(H)UV(J)) induce un 83. Por lo tanto

dc(82n+1<k>) > 4. La particion de C'9,11(k) en subtorneos transitivos es H, J,
K= (X U{k\V(]))y

L= (Xs\ (V(H)UV(J)UV(K))).

Por construccion y por la definicion de 82n+1<k>, los subtorneos K y L son
transitivos maximales. Observe que k + 1 ¢ V(K). Entonces, el conjunto de

vértices {k,k + 1,n + k + 1} induce un 83. Por lo tanto, K es maximal en
Conya () \ (HU ).



2.3. Numero dicromatico 82%1(1{:) para 3 < k < [7]

Esto prueba que dC(agn_H(k)) =4.
U

Ejemplo 1. El siguiente ejemplo ilustra el teorema 2.21, caso 2(ii). El torneo 829<5)
se parte en los siguientes cuatro subtorneos transitivos

H =([0,4]U[9,13]), K = ([5,8]U[14,18]), J = ([19,23] U {28}) y L = ([24,27]).
Observe que H =TTy, J =TTy, K =T1Ts y L =TTy

Teorema 2.22. 51 3 < k < [§], entonces 82n+1(k) es un torneo circulante 4-
dicromdtico critico en vértices si y solo si

(i) n=7 'y ke{3,4},
(i1) n=9 y k=4,
(@) n=10 y k=5,
(w) n=13 y k=6.

Demostracion. Por el teorema 2.21, 82n+1(k) es 4-dicromatico, donde H, J, K y L son
subtorneos transitivos maximales. Note que por la particion de los vértices de C'o,11(k),
los casos a considerar son cuando o = 1. En este caso el orden de L puede ser uno y

ont1(k) es un torneo circulante 4-dicromatico critico en vértices. Tenemos dos casos
cuando o = 1.

» Caso 1. sy € [1,k—1].

(i) Si s; = 1,2,3, entonces por la demostracion del teorema 2.21 caso 1(1),
tenemos que el torneo es critico en vértices si

k=4 y n=7
L=1a{k=5 y n=10
k=6 y n=13.

(ii) Sis; =k — 3, entonces por la demostracion del teorema 2.21 caso 1(iv), este
es critico en vértices siy solo si |L| =1, siy solo si 2n =5k —4yn =3k—5,
siysolosik=6yn=13.

(iii) Si s3 = k — 2, entonces por la demostracion del teorema 2.21 caso 1(v),

tenemos que |L| = k — 2. Este es critico en vértices si y solosi |[L| =1siy
solosik=3yn="T.

(iv) Si s = k — 1, entonces por la demostracion del teorema 2.21 caso 1(v),
tenemos que |L| = n — 2k. Este es critico en vértices si y solosi |[L| =1siy
solosin=2k+1yn=3k—-3,siysolosik=4yn=09.

» Caso 2. sy € [k, 2k — 2]

(i) Si sg =k, entonces por la demostracion del teorema 2.21 caso 2(i), tenemos
que |L| = k — 2. Este es critico en vértices si y solo si |[L| = 1 si y solo si
k=3yn="T1.
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

(ii) Si s € [k+ 1,2k — 2], entonces por la demostracion del teorema 2.21 caso
2(i1) — (iv)(a), tenemos que |L| = k—2, pero este no es necesariamente critico
en vértices si |L| = 1, porque los tltimos vértices quedan en K. Cuando L se
obtiene mediante la demostracion del teorema 2.21 caso 2(iv)(b), |L| nunca

es uno. En cualquier caso, 82%1 (k) no es un torneo circulante 4-dicroméatico
critico en vértices.

O

2.4. Numero dicromatico de 82n+1<k> para [2]+1<k<
[3n]
En esta parte demostramos que d0(82n+1<l>) =4si [2]+1<k< [3n]

Lema 2.23. 5i [2]+1 < k < [2n], entonces 82n+1<k> contiene un subtorneo transitivo
mazimal de k vértices.

Demostracion. Como 82n+1(k) es transitivo en vértices, es suficiente considerar un
subtorneo transitivo maximal que contenga al vértice 0. Observe que

NY0)={1,2,....k—1,k+1,....,n,2n+1— k}.

Definimos H = ([0, k — 1]). Este torneo es transitivo por la definicion de 82,”1(1{:).
Si H no fuera maximal, entonces podemos adherir un vértice de N*(0) \ [0, £ — 1]. Sea
j € [k +1,n]. Sin pérdida de generalidad, seleccionemos j = k + 1. Asi, el conjunto de
vértices {1,t,k + 1} con t € [2,k — 1] induce un 83. Lo mismo ocurre para el vértice
2n+1—k. Observe que (3,k—1,2n+1—k,3) = ('3, lo cual es una contradiccion. Por

lo tanto, H es maximal.
O

Lema 2.24. 5i [2] +1 < k < [2n], entonces 82n+1<k‘> contiene tres subtorneos
transitivos mazimales de orden k.

Demostracion. Por el lema 2.23, H%H (k) contiene un subtorneo transitivo maximal
H. Note que |[NT(0)| — |H| < k. Considere los subtorneos siguientes

J=(k2k—1]) y K = ([2k, 3k — 1]).

Observe que J y K son isomorfos a H. Sean ¢ : H — J tal que p1(j) = j + k,
o H — K tal que po(j) = j+ 2k con 0<j <k—1, (¢1, g2, son biyectivas por lo
que es claro que H es isomorfo a J y H es isomorfo a K, respectivamente).Como en el
lema 2.23, podemos probar que J y K son subtorneos transitivos maximales. Entonces,

ont1({k) contiene tres subtorneos transitivos maximales de k vértices.
O

Teorema 2.25. Si [2]+1 <k < |2n], entonces dc(82n+1<k‘>) = 4.
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2.5. Nuamero dicromético de 82n+1(/€), k=|%2]+1,...,n

Demostracion. Primero probamos que dc(82n+1(/€)) > 4. Por el lema 2.24, tenemos
que 82n+1<k> contiene tres subtorneos transitivos maximales de k vértices. Entonces
|C ont1(k)| — 3k > 0, asi V(C 2,41(k)) no puede ser partido en tres subtorneos transi-

tivos. Luego dc(C g,41(k)) > 4. Falta verificar que dc(C' 9,11(k)) = 4. Por el lema 2.24,
tenemos que H, J y K son subtorneos transitivos maximales de orden k. El cuarto

subtorneo transitivo es L = ([3k, 2n]). Por lo tanto 82n+1(k) es 4-dicromatico.
U

Teorema 2.26. Si [2] +1 < k < |2n], entonces 82n+1<k> es un torneo circulante

4-dicromdatico critico en vértices si y solo st n =0 mod 3.

Demostracion. Por el teorema 2.25, 82n+1<k> es 4-dicromatico. Observe que el orden
de H, Jy K es ky |Ll =2n—3k+ 1. Note que H%H (k) es 4-dicromético critico en
vértices si la cardinalidad de L es igual a uno y esto ocurre si y solo si k = %n cuando
n =0 mod 3.

O

Corolario 2.27 (Neumann-Lara [38]). Bﬁm_i_l (2m) es un torneo circulante 4-dicromdtico
critico en vértices con m > 2.

2.5. Nuimero dicromatico de 8%“(/@, k = L%”J -
I,...,n

Proposicién 2.28.
(i) Sea n =8. Entonces dc(817<5)) = 4.
(ii) Sea n =9. Entonces dc(819<6)) =4 y es critico en vértices.

Demostracion. Observe que por el teorema 1.5, se tiene que dc(82n+1<n —3)) > 3 para
n > 4, por lo que en adelante s6lo nos concentraremos en probar que de(C g,41(n — 3))
es igual a 3 o 4. Consideremos el torneo 817(5>. Se tiene la siguiente particion de los
vértices del torneo P, = {0,1,4,7,8}, P, = {2,3,6,9,10}, P, = {5,11,12,13} y P, =
{14,15,16}, donde las subdigraficas inducidas que se forman con los subconjuntos de
vértices dados son dos 775, un 17 y un T'T; respectivamente, asi dc(817<5)) = 4. Con-
sideremos el torneo 819<6) por el teorema 1.13, C'19(6) es 4-dicromatico critico en vérti-
ces. La particion de los vértices del torneo en cuatro subconjuntos: P, = {0,1,2,3,4,5},
P, =1{6,7,8,9,10,11}, P; = {12,13,14,15,16,17} y P, = {18} los cuales inducen tres
TT6 y un TTl

U

La proposicion 2.28 completa los casos faltantes, que nos llevan al siguiente resulta-
do:

Teorema 2.29. Sea n > 3. Entonces dc(82n+1(k)) =3parak=|3n]+1,...,n
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Demostracion. Sea n > 3. Por el teorema 1.5, dc(82n+1<k>) > 3. Consideremos la

siguiente particion de los vértices de 82n+1(l€):
H=0k—1],J = [k2k —1] y K = [2k, 2n].

Observe que H induce un 7Ty porque N*(0) = {1,2...,k}. También J y K inducen
un 7Ty, y un TTs, ok 1, respectivamente. Entonces de( Copyq(k)) = 3. O

2n — 2k
on — 2k + b

2n — 1
Y
2n

Figura 2.8. H,J y K, del teorema 2.29

Teorema 2.30. Si k = [2n] +1,...,n, n > 3. Entonces 82n+1(k) es un torneo
circulante 3-dicromdtico critico en vértices si y solo sin = k.

Demostracion. Por el teorema 2.29, 82n+1<k> es 3-dicromatico y se parte en tres sub-
torneos transitivos maximales donde

|H|=|J|=ky|K|=2n—-2k+1.
Como k = |2n] +1,...,n, tenemos que k > 2n — 2k + 1. Por lo tanto, 82n+1(k) es
critico en vértices si y solo si 2n — 2k +1 =1, si y solo si n = k.

O

Corolario 2.31 ( [33], teorema 2). 82n+1<n> es un torneo circulante 3-dicromdtico
critico en vértices para n > 3.

Por los teoremas 2.8, 2.16, 2.22, 2.26 y 2.30 se tiene la siguiente caracterizacion:

Teorema 2.32. Sea r € {2,3,4}, 82n+1(/€) es r-dicromdtico critico en vértices si y
solo si
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2.6. El namero (k)

(@n=4yk=1,
byn>3yk=mn;
(1i1) r =4,

n=>5yk=2,

(a)
(0)
(c)n=9yk=4,
(d)
(e)

La tabla 2.3 de la pagina 40 muestra un panorama general del nimero dicroméatico
de los torneos circulantes. Observe que los nimeros dados en rojo son los resultados
conocidos anteriormente y los nimeros dados en azul son los que hemos probado en
este trabajo.

2.6. El nimero £(k)

En 1994, V. Neumann-Lara definié £(k) como el minimo orden posible de un torneo
k—dicromatico. Ademas demostrd que £(3) = 7y £(4) = 11 (véase pagina 8 de la
introduccion).

Neumann-Lara probo que 17 < ¢(5) < 19 y conjetur6 que £(5) = 17. Este problema
es muy complicado y cualquier avance es de suma importancia porque implica ademés
un avance para el problema de ErdGs y Moser que consiste en determinar el minimo
orden f(k) = n de un torneo que contenga un subtorneo isomorfo a 1T}, ver [37] y [48].

Proposicién 2.33. Ningun torneo circulante de orden 17 es 5-dicromdtico.

Observe que hay 16 torneos circulantes distintos salvo isomorfismos, véase apéndice

B.
de(C7(0)) = 2, por teorema 1.5 de(C'y7(1)) = 4, por teorema 2.6
de(C7(8)) = 3, por teorema 1.6 | de(C 12(7.8)) =3 (¥)
dc(517<7>) =3, por el teorema 2.29 dc(an<67 8)) =3
dc(817<6>) =3, por teorema 2.29 dc(817<6, 7)=3
dc(817<5>) =4, por proposicion 2.28 dc(817<5, 6)) =4
dc(817<4>) =4, por teorema 2.21 dc(817<4, 6)) =4
dc(817<3>) =4, por teorema 2.21 dc(817<3, 8)) =4 (xx)
dc(817<2>) =4, por teorema 2.14 dc(817<1, 8)) =3

Tabla 2.1. Namero dicromético de torneos circulantes distintos de orden 17 salvo iso-
morfismos
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Demostracion. Consideramos torneos de orden 17 a los cuales se les voltean dos flechas.
Como ejemplos, consideremos a (x) y a (**). Tomemos al torneo T' = (C'17(3,8). Por el
teorema 1.5, se tiene que de(T') > 3. Consideremos la siguiente particion de los vértices
de T dada por:

P, ={0,14,2,4,6}, P, = {1,3,5,7,15} P, = {8,9,13,10} y P, = {11,12, 16}.

Figura 2.9. Particion del torneo 817<3, 8)

Los torneos inducidos por P, y P son isomorfos a 1Ty , el inducido por Ps es
isomorfo a un 77T y el inducido por Pj es isomorfo a un 773, véase figura 2.9. Por lo

tanto, dc(817<3, 8)) = 4. Consideremos el torneo 7" = C'17(7,8). Por el teorema 1.5,
se tiene que de(7T”) > 3. Consideremos la siguiente particion de los vértices de 7" dada
por:

P =1{0,1,2,3,4,5,6}, P, = {7,8,9,10,11,12,13}, y P = {14,15,16}.

Los torneos inducidos por P; y P, son isomorfos a un 777 y el torneo inducido por P;
es isomorfo a un 775, véase figura 2.10.

Por lo tanto, de(C'17(7,8)) = 3. El resto de los casos se demuestran similarmente. [

Conjetura 2.34 (Neumann-Lara, [37]). Eziste un torneo regular 5-dicromdtico con 17
vértices.

Para ilustrar la dificultad de la conjetura 2.34 consideramos los siguientes resultados
y comparaciones.
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2.6. El namero (k)

Figura 2.10. Particion del torneo 817(7, 8)

Teorema 2.35 (Teorema 6, Spencer [49]). Sean n =2m+1 y R,, el nimero de torneos
requlares de orden n. Entonces

(2%)1/” - %(1 +o(1)).

Sea R*(n) el namero de torneos regulares salvo isomorfismos, véase Spencer [49]
pag. 120. Entonces

n

R*(n):2<g> (M>n>2( 2) ( ev2 )n

Asi,
R*(17) > 1,903, 790, 000, 000, 000.

Note que el niimero de movimientos que se tienen que hacer en el juego de las torres
de Hanoi con 50 y 64 discos es:

2°0 — 1 = 1125899906842623, 2% — 1 = 18446744073709551615.
Mientras que el nimero de estrellas en el universo es:
10* = 10000000000000000000000.
Asi,
102 >20 1> R > 20 1.
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

Figura 2.11. Particion del torneo 819(3, 5)

Proposicion 2.36. Los nimeros dicromdticos de todos los torneos circulantes de orden

19 salvo isomorfismos se muestran en la tabla 2.2.
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Tabla 2.2. Numero dicroméatico de todos los torneos circulantes de orden 19 salvo iso-

morfismos

Demostracion. Daremos una demostracion de algunos de los casos. Los demas se de-

2. Por los teoremas 1.6, 1.13,

19(0))

c

muestran similarmente. Por el teorema 1.5, de(
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2.6. El namero (k)

2.6, 2.14, 2.21, 2.25, 2.29 el namero dicromatico de 819(l> para toda 1 < [ < 9 es-

ta determinado y es igual a 3 o0 4. Sea el torneo 7" = ('14(3,5). Por el teorema 1.5,
de(T") > 3. Consideremos la siguiente particion de los vértices de 7" dada por:

Figura 2.12. Particion del torneo 819(3, 7)

Py = {0,7,14,2,9,16,4}, P, = {1,8,15,3,10, 17,5}, P, = {11,12, 18, 13}
y Py ={6}.

Los torneos inducidos por P, y P, son isomorfos a un 777, el torneo inducido por P;
es isomorfo a un 17T y el torneo inducido por Pj es isomorfo a un 77}, véase figura
2.11. Por lo tanto, dc(819(3,5)) = 4. Analogamente, d0(819<i, ) =4conl<ij<
9, siempre que i # 3, j # 7. Consideremos al torneo 7" = é19(3, 7). Este caso lo
consideramos especial, pues es el tinico torneo que al voltear dos flechas, se tiene que
de(T") = 3. Por el teorema 1.5, de(T") > 3. Consideremos la siguiente particion de los
vértices de T"” dada por:

P =1{0,4,8,12,16,1,5,9}, P, = {2,6,10,14,18,3,7,11} y P; = {13,15,17}.

Los torneos inducidos por P; y P, son isomorfos a un 773 y el torneo inducido por Ps
es isomorfo a un 773, véase figura 2.12. Por lo tanto, de(C'19(3,7)) = 3. O
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2. Numero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes

0
°
n / \
8
3
9 o
2
11
18

4
S

Figura 2.13. N*(0) y N~(0) en QR

PN

15

Por ultimo consideremos el siguiente resultado conocido por V. Neumann-Lara, pero
sin prueba publicada.

Teorema 2.37. dc(QRyy = 819@, 3,8)) =5 y es critico en vértices.

Demostracion. Note que QRg Z 819(@) entonces, por el teorema 1.5, de(QQRyg) > 3.
Sabemos que QRj9 es un torneo doblemente regular, y para todo vértice z € V(QR9)

se tiene que (N (2)) 2 (N~ (2)) & Co(4) = C'o(1,2,3,5). Si a = 0,
(N+(0)) = (N=(0)) 2 Cho(4) (véase figura 2.13).

Sabemos que, dc(89<4)) = 3 y ademaés es critico en vértices por la observacion 2.
Entonces la particion de los vértices de (N~ (0)) en subtorneos aciclicos es la siguiente:

P ={15,12,2,13}, P, = {3,10,8,14} y P; = {18}.

Observe que el subtorneo transitivo maximal en (N~(0)) es un 7'Ty. Por lo tanto

un torneo transitivo maximal contenido en QQRi9 es un T'T5. Luego (1—591 = 4, por lo

que dc(QRy9) > 4. Sin pérdida de generalidad, sea TT3 = ({0,1,17,7,5}) (note que
los vértices 1,17,7,5 € NT(0)). De aqui que V(QRy9) \ V(TT?) induce un torneo de
orden 14. Llamemos T14 = (V(QRy9) \ V(T'T5)). Demostraremos que dc(T14) < 4,
como (N~(0)) C Ti4, entonces de(Ty4) > 3. Observe que como T14 C QRyg, el torneo
transitivo maximal que puede contener es un 775 y en efecto lo contiene. Llamemos
TT? = ({2,11,18,3,8}). Luego (V(T14) \ V(TT?)) = Ty, donde Ty es un torneo con
nueve vértices. Note que, este torneo es fuertemente conexo y no es isomorfo a 89<@>,
por el teorema 1.5 dc(Ty) > 3. Considere la siguiente particion de los vértices de Ty
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2.6. El namero (k)

P ={12,4,9,13,10}, P, = {16,14,6} y P; = {15}.

Por lo tanto, dc(Ty) = 3 y es critico en vértices. Luego, de(Th4) = 4. Asi de(QRy9) < 5.
Considere la siguiente particion

P ={0,1,17,7,5}, P, = {2,11,18,3,8}, Py = {12,4,9,13,10},
P, ={16,14,6} y P5={15}.
Los torneos inducidos por la particién anterior son isomorfos a 3 T7T5, a un T3 y a
un 7T}, respectivamente. Por lo tanto, de(QRyg) = 5, mas atun QRjg es 5-dicromético
critico en vértices.

O
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Tabla 2.3. Numero dicromatico de torneos circulantes
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Capitulo 3
Niuimero dicromatico de digraficas
circulantes

En este capitulo determinamos el nimero dicromético de algunas familias de di-
graficas circulantes conexas. Para definir las digraficas circulantes, consideramos Z,, el
conjunto de los enteros modulo n y J un subconjunto de Z, \ {0} tal que w € J siy solo
si —w ¢ J, para todo w € Z, \ {0}, lo cual implica que |J| < |5 ]. El conjunto J lo lla-
maremos el conjunto de saltos. Observe que, cuando se cumple la igualdad | J| = | 5] se
habla de torneos circulantes, y en el capitulo anterior estudiamos el nimero dicromatico

de algunas familias infinitas de torneos circulantes.

Figura 3.1. 812(1,3)

Las digraficas circulantes 8n(J) estan dadas por
V(Culd) = 20,
ACAD) ={Gg) 1ij € Zuy j—i€ T},
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

Un ejemplo de digrafica circulante se muestra en la figura 3.1.
Observe que las digraficas circulantes son regulares. En lo que sigue consideraremos

digraficas circulantes C',,(J) sin flechas simétricas, esto es, w € J si y solo si —w ¢ J,

para todo w € Z, \ {0}. La siguiente proposicion garantiza que digraficas circulantes

Son conexas.

Lema 3.1 (Proposicion 2.14.1, [4]). Sea 8n(J) donde J = {j1,J2,.-.,jr}. Entonces
n(J) es conexa si y solo si J genera a Z,, esto es, siy solo simed(n, ji, J2, - -+, jx) = 1.

Observe que si med(n, ji, ja, - - -, Jk) = d, entonces 8n(J) tiene d componentes co-
nexas donde cada una de ellas es también una digrafica circulante isomorfa a

@ iy
n d Y d AR d *
La siguiente digrafica circulante 816(2,4) (ver figura 3.2) no es conexa. Note que
med(16,2,4) = 2, asi 816(2, 4) tiene dos componentes conexas.

15
14 R 0
13 1
[ ] [ ]

12, o 2
11 e e 3
10° °4
[ [ ]

9 5
8 ° 6
7

Figura 3.2. 816(2, 4)

3.1. Numero dicromatico de digraficas circulantes con
uno y dos saltos

Proposicion 3.2. dc(an) = 2 para toda n > 3.
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3.1. Numero dicromatico de digraficas circulantes con uno y dos saltos

Demostracion. Note que dc(?n) no puede ser uno, pues 8,1 es un ciclo, entonces por

lo menos necesitamos dos colores. Considere la siguiente particion de los vértices de 8n
la cual realiza el nimero dicromatico P, = {0,1,2,...,n — 2}, P, = {n — 1}. Por lo
tanto dc(?n) = 2. O

Sea Z! = {\ € Z,, : med(n, \) = 1} el grupo de las unidades de Z,, (el conjunto de
los elementos invertibles en Z,). Definimos

)\{'él,ig, Ce ,Zk} = {)\il, )\ig, ceey )\Zk} mod n,

donde X\ € Z e i; € Z,. Observe que si existe A € Z¥ tal que K = \J & J = \'K,
entonces &(J) = 8n(K) Ejemplo 89(1,4) = 89(1, 7) porque

7-{1,4y = {1,7} m6d 9 = 4- {1,7} = {1,4} m6d 9.
La siguiente observacion es una generalizacion del lema 5 en [22].

Observacién 7. Si Hn(i,j) es una digrifica circulante conexa, entonces

2(1, 77 méd n) si med(j,n) = 1.

8n(i,j) ~ { Hn(l,i_lj mod n) si med(i,n) =1,

Ejemplos:
1. 818(5,8) = 818(1, 16) porque
11-{5,8} = {1,16} méd 18 & 5- {1, 16} = {5,8} méd 18.

2. 827(7, 17) = 827(1, 14) porque
4-{7,17) = {1,14} m6d 27 < 7- {1,14} = {7,17} méd 27.

3. Cys(11,17) = C g3(1,22) porque
2. {11,17} = {1,22} méd 33 < 17 - {1,22} = {11,17} méd 33.

Cabe notar que, no todas las digraficas 8n(i,j) conexas cumplen que med(i,n) = 1
0

Vv
O

o mecd(j,n) = 1, es decir, existen digraficas conexas 8n(i,j) donde mcd(i, n
med(j,n) > 2. Considere los siguientes ejemplos:

1. 812(3,4) note que med(12,3,4) =1, med(12,3) = 3 y med(12,4) = 4.

2. C15(5,6), med(15,5,6) = 1, med(15,6) = 3 y med(15,5) = 5.

Sia,b € Z,, entonces diremos que a > b si a > b con a,b € Z.

Antes de hacer la demostracion del teorema 3.6 es conveniente recordar los resultados
siguientes de teoria de nimeros. Al méximo comin divisor de a y b lo denotamos como
med(a,b). Considere a,b,z,y,d,n € Z con n > 2. Diremos que a es congruente con b
mddulo n si n|la — by lo denotamos como a = b méd n.
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

Teorema 3.3 (Teorema 2.1.2, [42]). Si d = mcd(a,n), entonces axr = ay méd n si y
solo si x =y méd 7.

Teorema 3.4 (Lema 2.2.2, |42|). Consideremos la congruencia ax = bmdd n y sea
d = med(a,n). Entonces ax = b méd n tiene solucion si y solo si d|b.

Para resolver el sistema de congruencias 3.1 podemos utilizar el teorema chino del
residuo siempre y cuando mecd(my, my) = 1, pero no es el caso para la prueba del teo-
rema 3.6. Por lo tanto, enunciamos el siguiente resultado, el cual es, una generalizaciéon
del teorema chino del residuo.

Teorema 3.5 (Lema 2.3.4, [42]). Sean mi,my € N y a1, a9 € Z. Entonces el sistema

T = a; mod my
T = as mod me

(3.1)
tiene solucion si y solo si med(my, ms)|a; — as.
La solucion del sistema de congruencias 3.1 es de la forma:

X = x93 méd mem(my, mo)

y T1o = a1 + mxit = as + Mexsot con t,x1,T0 € Z, es decir 19 = a; + mizit +
mem(my, mg)l con | € Z.

Para demostrar que las digraficas circulantes con dos saltos tienen nimero dicroma-
tico dos, necesitamos el resultado siguiente:

Teorema 3.6. Seq Bn(i,j) conexa, n € N con n > 12, tal que
(i) med(n,i) > 2 y med(n,j) > 2,
(it) j+i#ne
fii) 1> 2]y > 2.
Entonces eviste X € Zy, tal que Aiméd n < 5] y Aj méd n < [5].

Demostracion. Como an(i,j) es conexa se cumple que mcd(n, j,i) = 1. Definimos
dy = med(n,i) > 2y dy = med(n, j) > 2. Consideremos los siguientes casos:

ix
2

Cuando A € Z? tiene solucion d,|i, di|n, da|j y da|n. Por el teorema 3.3 el sistema
de congruencias 3.2 es equivalente a resolver

Caso 1. El sistema de congruencias

dy mod n

dy méd n. (3.2)

LN = 1méd 2
d1 d1

{ <X = 1méd 2. (3-3)
2 2
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3.1. Numero dicromatico de digraficas circulantes con uno y dos saltos

N\ -1 N
Considere <d—zl) € Z’;i y (;—2) € Z*. tal que resolver el sistema de congruen-
1

n
do

cias 3.3 es equivalente a resolver

d1
; -1
_ 4 n
A= <d2> mod @

) > 1, entonces para resolver el sistema de congruencias

A = (L)‘l méd 2 ",

nom
i dy
3.4 no podemos usar el teorema chino del residuo, pero por el teorema 3.5 sabemos
que el sistema 3.4 tiene solucion si y solo si

Observe que mcd (

El sistema 3.4 tiene solucion, esta es:

. -1
j n n
A= | = — — |t te .
<d2) +(d1> <d2> conte

Por lo tanto hemos demostrado que si el sistema de congruencias 3.2 tiene solucion,
entonces existe A € Z*, tal que Bn(i,j) = Bn(z’)\,j)\) = Hn(dl,dg) y ademaés
dl, dg < L%J .

Caso 2. El sistema de congruencias 3.1 no tiene soluciéon. Por definicion de digrafica cir-
culante, si i, j € J, entonces —i, —j ¢ J. Observe que mecd(n,n—1) = 1, entonces

(n—1) € Z. Asi, Cn(ir§) = Cul(n — 1)i,(n — 1)5) = Cn(—j,—i) y ademés

Considere n = 2k + 1 para k > 2, denotamos por

P={veZ,:v=0mdd 2} = {0,2,...,2k — 2,2k},
[={veZ,:v=1méd2} = {1,3,...,2k—3 2k~ 1}.

Sea A ={ay,as,...,a1} C Zy, b € Z,, definimos
b+A={b+a,b+ay,...,b+ a} méd n.

Lema 3.7. Sea Hn(i,j) conexa, para toda n = 2k + 1, con k > 2. Entonces Hn(i,j)
contiene dos subdigrificas aciclicas inducidas por P e I.

Demostracion. Considere los siguientes conjuntos, los cuales muestran las adyacencias
de los conjuntos P e I en C',(i,7), con respecto al salto i (analogamente se hace para
el salto j).
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

(i) Sii es par,
i+P=i4+{0,2,4,...,2k—i—2,2k—i,2k—1i+2,...,2k — 2,2k} méd 2k + 1
i+P={0+i,2+i4+i... ,2k—i—2+i2k—i+i2k—i+2+1,

ooy 2k —2 44,2k + ¢} méd 2k + 1
i+P={i,2+i,44+i...,2k—2,2k} U{1,3,...,i—1,i+ 1}

=0 méd 2 =1 méd 2

(ii) Si es impar,
i+P=i+{0,2,4,...,2k—i—3,2k—i— 1,2k —i+ 1,2k —i+3,...,
2k — 2,2k} mod 2k + 1
i+P={0+424d4+4,....,2k—i—3+4,2k—i—1+4+¢2k—i+1+1,
2k —i+3,...,2k—2+4 1,2k + 1} méd 2k + 1
i+P={i2+di4+i,...,2k—3,2k -1} U{0,2,...,i—3,i— 1}

Vv Vv
=1 méd 2 =0 méd 2

(iii) Si j es par,
J4+P=3j+{0,2,4,...,2k—j—22k—7j.2k—j+2,...,2k—2,2k} méd 2k + 1
j+P={0+j4244,4+75....2k—j—2+75,2k—j+75,2k—j+2+7,

ooy 2k =24 5,2k + 5} méd 2k + 1
j+P:{j,2+j,4+j...,2k—2,213}U{1,3,...,j—1,j+1}

=0 méd 2 =1 méd 2

(iv) Si j es impar,
G P =4+ {024, . 2% —j—32k—j—1,2%k—j+1,2k—j+3...,
2k — 2,2k} méd 2k + 1
j+P={0+j42+4+44+j,....2k—5—-34+j,2k—j—1+4+j,2k—7+1+7,
% — 43, ... 2%k — 2+ 2%+ j} mod 2k + 1
JHP={j,24 54+ ...2k—3,2k—1}U{0,2,....5—3,j — 1}

=1 méd 2 =0 méd 2

(v) Sii es par,
i T=i+{1,3,...2k—i—32k—i—1,2k—i+1,...,
2k — 3,2k — 1} méd 2k + 1
i+ T ={1+0,3+i0,... 2%k —i—3+i2k—i—1+42k—i+1+i,
ooy 2k —3+10,2k — 1 +14} mod 2k + 1
i+ T={1+i3+i,...2k=32k—1}U{0,2,....i—4,i—2}

Vv Vv
=1 méd 2 =0 méd 2

(vi) Sii es impar,
i+ T=i4+1{1,3,... 2k —i—2,2k—i,2k—i+2,... 23,
2% — 1} méd 2k + 1
i+ T={1+0,344, ... .2k—i—2+02k—i+i,2k—i+2+i,
ooy 2k —3414,2k — 1+ i} méd 2k + 1
i+I={1+i3+i,...,2k—20 U{L,3,....i—4,i—2}

Vv Vv
=0 méd 2 =1 méd 2
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3.1. Numero dicromatico de digraficas circulantes con uno y dos saltos

(vii) Si j es par,

jAT=5+{1,3,...,2k—j—32k—j—1,2k—j+1,...,
2k — 3,2k — 1} méd 2k + 1
GAT={1453+j,....2k—j—3+j2k—j—1442k—j+1+j
2k =3+ 4,2k —1+j} méd 2k + 1
GHT={1+453+j,....2k—3,2k—1}U{0,2,....j — 4,5 — 2}

=1 méd 2 =0 méd 2

(viii) Si j es impar,

jAT=5+{1,3,...2k—j—2,2k—j2k—j+2,...,2k—3
2k — 1} méd 2k + 1

GAT={14+43+j,....2k—j—2+4j2k—j+j.2k—j+2+]
o 2k —3+47,2k — 1+ j} méd 2k + 1

GHT={1+43+7...,2k=2,0yU{1,3,...,j—4,j—2}

=0 méd 2 =1 méd 2

Supongamos que ¢ es impar y j es par. Entonces las adyacencias que se tienen en

(%, 7), con respecto a P e I se muestran en (i7), (iii), (vi) y (vii). Observe que las
unicas adyacencias que se encuentran en la subdigrafica inducida por P son aquellas
congruentes con 0 modulo 2 en (ii) y congruentes con 0 modulo 2 en (ii7), respectiva-
mente, esto es,

2k—i+1 — 0 0O - g
2k—i+3 — 2 2 = j+2
2k — 1—1 k—j — 2k

La columna de la izquierda representa las adyacencias que se obtienen del salto 7 y la
columna de la derecha representa las adyacencias que se obtienen del salto j.

Las tunicas adyacencias que se encuentran en la subdigrafica inducida por I son
aquellas que congruentes con 1 modulo 2 en (vi) y congruentes con 1 modulo 2 en (vii),
respectivamente, esto es,

% —i+2 — 1 1 - j+1
2% —i+4 — 3 3 > j+3
2%k—1 — i—2 i = j+i

La columna de la izquierda representa las adyacencias que se obtienen del salto 7 y la
columna de la derecha representa las adyacencias que se obtienen del salto j.

Note que no se forman ciclos dirigidos en las digraficas inducidas por los conjuntos
P e I. Procedemos de manera analoga para todas las combinaciones de ¢ y j. Por lo

tanto 8n(i,j) contiene dos subdigraficas aciclicas inducidas por P e [. O
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

El siguiente teorema caracteriza el nimero dicromatico de las digraficas circulantes
conexas con dos saltos.

Teorema 3.8. Sea 8n(i,j) conexa. Entonces dc(an(z’,j)) = 2 para toda digrifica
circulante C',,(i,j) con n > 5.

Demostracion. Como Bn(i,j) es conexa tenemos que dc(an(i,j)) > 2. La prueba
consiste en encontrar una particion en dos partes que realice el nimero dicromatico.

Caso 1. Si n = 2k + 1, considere la siguiente particion de los vértices

P = {2eV(Cn(i,j): o =0mod 2},
I = {eeV(Cui,j):x=1méd2}.

Por el lema 3.7, esta particion de los vértices de Bn(i,j) es aciclica, por lo tanto
realiza el nimero dicromatico. Asi de(C (i, j)) = 2. Observe que P e I no es una

buena particion para los vértices de C'ox (1, j), porque si uno de los saltos i, j fuese
par o impar los conjuntos de vértices inducidos por P e I formarian ciclos.

Caso 2. Si n = 2k, consideremos dos casos

Caso 2.1. Si med(j,n) = 1 o med(k,n) = 1, considere D = Hn(l,m), donde m, por
la observacion 7, es m = j7'kmédn o m = k~'j méd n, note que m # k
porque an(z’,j) no contiene flechas simétricas.

Caso 2.1.1. m > k. Sea | = n — m, note que [ y n son positivos y considere el
intervalo [0,n — 1]. Aplicamos el algoritmo de Euclides para n y 21,
entonces existen «, r € N tales que

=a(2l)+rcon 0 <r <2l

Definimos

~Ja(2l) +s1 sis; €0,
a2 +sy sisye[l+1,20—1].

Caso 2.1.1.1. sy = 0, la particion de los vértices de D es la siguiente

P = [0,l-1uU...Ulad, (a+ 1) —1],
P, = [[L2l-1U...U[(a+1)l,n—1].

Caso 2.1.1.2. 0 < 51 </, la particion de V(D) es la siguiente

P = [0,l-1U...Uad,(a+ 1)l = 1U
[(c+2)1, ( 2)l+(ﬂ 1],

P, = [L2l-1U...U[(a+ D, (a+2) —1JU
[(a+2)+ [é} n—1].
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3.2. Numero dicromatico de digraficas circulantes con tres saltos

Caso 2.1.1.3. 7 = s9, la particion de V(D) es la siguiente

P= [0,l-1]U...U[ad,(a+ 1] =1 U [(a+2)l, (e + 3)] — 1],
Py 20 —1U...U[(a+ D, (a+2)l = 1] U [(a+3)l,n —1].

Note que las particiones son aciclicas por lo tanto de(D) = 2.
Caso 2.1.2. m < k, observe que m > 2. Considere [ = m y retomamos la demostra-
cion del caso 2.1.1.
Caso 2.2. Si mcd(j,n) > 2 o med(k,n) > 2, considere 8,1(3', k) conexa.
Caso 2.2.1. Si j,k < [§] entonces tomamos | = k y se cumplen las condiciones del
caso 2.1.1.
Caso 2.2.2. Sij> [5]oi> [§] 04, k> [5], entonces por el teorema 3.6, tomamos

AeZ talque A-j =37 yA-k=Fk donde j < |[5] y K < [§] Asi

Hn(j, k) = Hn(j’, k'). Sin perder generalidad, supongamos que k' > j',
entonces tomamos [ = k' y se cumplen las condiciones del caso 2.1.1.

Ejemplos:
e Cip(3,4) = T (1, 12)

P =1[0,3]U[8,11] y P =[4,7] U [12,15].

. 324(15,20) = 324(3,4)

P =1[0,3]U[8,11]U[16,19] y P, = [4,7] U [12,15] U [20, 23].

3.2. Numero dicromatico de digraficas circulantes con
tres saltos

En la secciéon anterior determinamos el nimero dicromatico de digraficas circulantes con
uno o dos saltos. Por tal motivo nos preguntamos, ;cudl serd el nimero dicroméatico de
las digréficas circulantes con tres saltos? En la presente seccion damos respuesta a dicha
pregunta, pero solo para algunas digraficas de este tipo tales como digraficas circulantes
con tres saltos que no cumplen la conjetura de Adam, digraficas circulantes con tres
saltos donde los saltos forman una progresion aritmética y digraficas circulantes donde
los saltos tienen alguna caracteristica en especial.
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

3.2.1. Numero dicromatico de 8n(1, 2,n—3)

Primero trabajaremos con digraficas circulantes relacionadas con la conjetura de
Adam.

Conjetura 3.9 (Adam, [1]). Si Bn(J) = Bn(K), entonces existe A € Z) tal que
K=\ (&J=)"K).

Diremos que el grupo ciclico Z, es de Adam si
o= C(K) o INeZ K = A\

Note que cualquier isomorfismo entre dos digraficas no necesariamente es un iso-
morfismo de Adam. En [1], Adam conjetur6 que existe un isomorfismo. Elspas y Turner
en [11] dieron el primer contraejemplo de una digréfica circulante que no cumple la

conjetura de Adam es 88(1, 2,5). Observe que
Zi = {1,3,5,7}, Cx(1,2,5) = Cs(1,5.6) y
3.{1,2,5} = {3,6,7} médS8,
5-11,2,5) = {1,2,5} mod 8y
7-11,2,5}) = {3,7,2) mod 8
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3.2. Numero dicromatico de digraficas circulantes con tres saltos

Por lo que no existe un A € Z§ talque A-{1,2,5} = {1,5,6} méd 8. El isomorfismo esta
dado por la funcion

£ V(Cs(1,2,5)) = V(Cs(1,5,6)),

definida por f(i) =i siies pary f(i) =i+ 4 méd 8 si i es impar, véase figura 3.4. B.
Alspach y T.D. Parsons en 2|, demostraron que existe un subconjunto S C Z,, tal que

»(S) no satisface la conjetura de Adam si p?/n, donde p es un nimero primo. Con
base en esta conjetura, se propone otro problema, caracterizar las digraficas circulantes
que no satisfacen la conjetura de Adam. Claramente C',(S) satisface la conjetura de
Adam si |S] = 1. Cuando [S| = 2, Sun Liang probé que BH(S) también cumple la
conjetura de Adam, véase |50|.

0 7 0
o——>0

< N AVAN)

| |
N NS

@ ——

[ ]
4 3 4 3

Figura 3.4. 88(1, 2,5) y dos subdigraficas aciclicas de 88(1, 2,5)

Sean A = {aj,as,as} un subconjunto donde 2a; # ay + az y 2a2 = 2as, el
med(ay,n) = By Z;({as,a3}) = {\ € Z : Maa, a3} = {as,a3}}, el conjunto A es
llamado un subconjunto de Addm si existe un \* € Z tal que

(N = 1)8az € {0, 5} v XN'ar ¢ {A € Z;({az. as})}.

En [43| prueban que si |S| = 3, entonces Bn(S) satisface la conjetura de Adam siy
solo si S no es un subconjunto de Adam. De hecho la conjetura de Adam no es valida
en general para |S| > 3.

Observe que el conjunto de saltos J = {1,2,5} de 88(1, 2,5), tiene una caracteristica
especial 1 + 2 4+ 5 = 8. Esta cuestion tan simple fue el antecedente a la siguiente
pregunta ;Cudl sera el namero dicromatico de las digraficas circulantes C',,(.J), donde
J ={1,2,n—3}7? La respuesta, se encuentra en la presente seccion, donde determinamos
el nimero dicromatico de digraficas circulantes con tres saltos para todan > 7 ver figura
3.5. Observe que paran =7, C'7(1,2,4) = Q Ry y es 3-dicromética (véase la observacion
1 (ii) y el teorema 1.6).

Teorema 3.10. Si D = 871(1,2, -3) = Bn(l,Q,n—?)). Entonces de(D) =2,Vn > 1.
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

Demostracion. Note que dc(an(l, 2,n — 3)) > 2. La particion de V(an(l,Q,n -3))
en dos subconjuntos depende de la congruencia de n modulo seis.

1. Si n =0 mdd 6, entonces la particion es:

P ={0,1,2,...,.n—6,n—5n—4} , b, ={3,4,5,....n—=3,n—2,n — 1}.

2. Sin =1 mdd 6, entonces la particion es:

P,={0,1,4,5,....n—5n—4n-3}, P,={2,3,6,7,...,n—2,n—1}.

3. Sin =2mdd 6, entonces la particion es:

P ={0,1,45....n—6,n—5n—4}, P,={2,3,6,7,...,n—3,n—2,n—1}.

4. Sin =3 mdd 6, entonces la particion es:

P =1{0,1,2,5,6,....n—6,n—5,n—4} , P, = {3,4,7,8,....n—3,n—2,n— 1}

5. Sin =4 mdbd 6, entonces la particion es:

P ={0,1,....n—6,n—5n—-4} , P, ={2,3,...,n—3,n—2,n—1}.

6. Si n =5 modd 6, entonces la particion es:

P ={0,1,2,....n—6,n—5n—4} , B, ={3,4,...,n—3,n—2,n— 1}.

Las particiones anteriores son aciclicas por lo tanto el dc(D) = 2. O
Por ejemplo, en las figuras 3.4 y 3.5 se ilustra el teorema 3.10 para 88(1, 2,5)y
Cs(1,2,10).
3.2.2. Numero dicromatico de digraficas circulantes con saltos
en progresion aritmética
Problema:

., Cudl es el namero dicroméatico de las digraficas circulantes donde el conjunto de
saltos estd en progresion aritmética?

Por ejemplo, considere la digrafica circulante, de la figura 3.6. El siguiente teorema
garantiza que estas digraficas circulantes tienen ntmero dicromatico dos.

Observaciéon 8. Para evitar flechas simétricas, consideramos lo siguiente:

1. Si 82m(k,k + 1,k +2), entonces k +1 # m con i € {0,1,2}.
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3.2. Numero dicromatico de digraficas circulantes con tres saltos

2. Si 82m+1(k’, k+1,k+2) y k =m, entonces no se puede considerar el salto k+ 1.

Teorema 3.11. Sea D = Hn(k,k + 1,k + 2) conexa para toda m > 7. Entonces
de(D) = 2.

Demostracion. Es claro que dc(D) > 2. La siguiente particion realiza el nimero dicro-
matico

PI:{0,1,2,...,LgJ},P2:{ng+1, Lg]+2,...,n—3,n—2,n—1}.

1 0
: I g 2
94 o1
9% ol
e 2 Qe o2
® (]
7.\& .3 7 3
p . ¢ g
6 o 4
5

Figura 3.6. 812(3, 4,5) y su dos particion

Teorema 3.12. Sea D = 8(1,2,...,/@ conera para todan > 5y 1 < k < |[5].
Entonces dc(D) = 2.
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

Demostracion. Note que de(D) > 2. Considere la siguiente particion de los vértices de
D

A=0.150P =13

esta particion es aciclica, por lo tanto de(D) = 2. a

|+1,n—-1],

Recuerde que
Comr1(1,2,3,4,5,....n—3n—2n—1,0) = Cona(0).

Concluimos esta seccion con el corolario siguiente, primera parte del teorema 1.5 de V.
Neumann-Lara, J. Urrutia.

Corolario 3.13 (Teorema 1, 1984). El torneo circulante 82n+1<®> es dos dicromdtico.

3.2.3. Numero dicromatico de ﬁp(l, a,a?)

Consideremos el conjunto Z, de enteros moédulo p, donde p es un primo de la forma
6k + 1 con k € Ny S; C Z,\ {0} con |S5] = 3. Ademas S3 = {1,a,j}, donde

j = a® méd p, es un subgrupo de Z,,. Sabemos que 1+ a + a’> = 0 méd p. En esta
seccion determinamos el nimero dicromético de la digraficas circulantes 8 (1,a,a?).
Note que, cuando p =7, 8 (1,2,4) = QR7 la cual es 3-dicromatica critica en vértices.

Observacion 9. Consideremos p =1 méd 6, {1,a,a*} C Z3.
(i) Sia=0mdd 2, entonces a* = 0 méd 2.
(i) Sia=1mdbd 2, entonces a* =1 méd 2.

Lema 3.14. Sean p = 6k + 1 un primo con k € N, a = 0méd 2 y {1,a,a®} C Z;

tal que 1+ a + a®> = 0 méd p. Entonces 8 (1,a,a®) contiene una subdigrifica aciclica
mazimal inducida por

Py={veZ,\{0}:v=0mdd 2} = {2,4,...,6k — 2,6k}.
Demostracion. Consideremos
Py={2,4,...,6k —2,6k}.

el conjunto de los vértices congruentes con cero modulo dos sin el cero. Por la ob-
servacion 9(i), a*> = 0méd 2, asi a> € Py y a + a* € Py. La demostracion serd por
contradiccion. Supongamos que Fy no induce una subdigrafica aciclica maximal en

»(1,a,a%). Entonces podemos agregar otro vértice al conjunto Pp. Sin perder genera-
lidad, sea 0 el vértice que agregaremos al conjunto P,. Considere P = PyU{0}. Observe
que {0,a? a®*+a} C P induce un C'3 en (P), contradiccion. Por lo tanto Py induce una
subdigréfica aciclica maximal. O
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3.2. Numero dicromatico de digraficas circulantes con tres saltos

Lema 3.15. Sean p = 6k + 1 un primo con k € N, a = 0méd 2 y {1,a,a*} C 7.

Entonces 8;,,(1, a,a®) \ (Py) contiene una subdigrdfica aciclica mazimal inducida por
I={veZ,:v=1méd 2} ={1,3,...,6k — 3,6k — 1}.
Demostracion. Consideremos
I=1{1,3,...,6k—3,6k—1}.

el conjunto de los vértices congruentes con uno moédulo dos. La demostracion serd por
contradiccion, supongamos que I = {1,3,...,6k — 3,6k — 1} no es subdigrafica aciclica
maximal de C',(1, a,a?)\ (Fy) entonces podemos agregar otro vértice al conjunto I, sin
perder generalidad, sea 0 el vértice que agregaremos a dicho conjunto. Consideremos
Iy = T U{0}. Observe que {0,1,a*>+ 1} C I induce un C'3 en (Iy), contradiccion. Por
lo tanto I induce una subdigréafica aciclica maximal. O

Teorema 3.16. Sean p = 6k + 1 un primo con k € N y {1,a,a*} C L, tal que
1+a+a®=0méd p.

(i) St a=1mdbd 2, entonces dc(ap(l, a,a?)) =2,
(ii) Sia=0mbd 2, entonces dc(ap(l, a,a?)) = 3 y ademds es critico en vértices.

Demostracion. Como 81,(1, a,a?) es conexa, el nimero dicromatico de Bp(l, a,a?) es
al menos dos. Note que a + a®> = 6k — 1 = 0 méd 2.

(i) Sia=1mdbd 2, entonces a*> =1 méd 2. Demostremos que dc(ap(l, a,a?)) = 2.

Considere la coloracion de los vértices de Hp(l, a,a?) de manera alternada, la cual
da origen a la siguiente particion de los vértices:

P=1{0,2,4,...,6k — 2,6k},
I={1,3,5,...,6k—3,6k—1}.
Considere los siguientes conjuntos, los cuales nos muestran las adyacencias de P
e I en la digrafica C,(1,a,d?).

1+P={1,3,5,...,6k—1,0} = {0} U,
1+1=1{24,6,...,6k—26k} =P\ {0},

a+P=a+{0,2,4,...,a* +1,a®>+3,...,6k — 2,6k} =
{a,a+2,a+4,...,a> = 1+a,a*>+1+a,a>*+3+a,...,6k—2+a,6k+a} =
{0,2,...,a—1}U{a,a+2,...,a* +a— 1},

=0 méd 2 =1 méd 2

(3.5)
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3. Niumero dicroméatico de digraficas circulantes

a>+P=a>+{0,2,4,...,a—1,a+1,a+3,...,6k — 2,6k} =
{a®,a®> +2,a®> +4,...,a—1+ad* a®>+1+a,a*> +3+a,...,6k —2+a? 6k +a*} =
{0,2,...,a* =1} U{a* a*+2,...,a—1+ad*},

EOr:lréd2 Eln‘l,édQ

(3.6)
atT=a+{1,35 .. aa+2,. .. 6k—36k—1}=
{a+1,a+3,a+5,...,2a,2a+2,...,6k—3+a,6k—1+a} = (3.7)

{1+CL,3+CL,...,CL2+CJL}U{},?),...,CL—%},

=0 méd 2 =1 méd 2

a>+I=a*+{1,3,5,...,a,a+2,...,6k—3,6k—1}=
{a>+1,a®>+3,a> +5,...,a+d*,a+a*+2,...,6k—3+a® 6k —1+a} =
{1+a*3+d%...,a+a®}U{1,3,...,a*> -2}

~
=0 méd 2 =1 méd 2

(3.8)

Observe que la subdigréafica inducida por P tiene las adyacencias de los conjuntos
a+ Py a® + P que son congruentes con 0 modulo 2, véase 3.5 y 3.6. La subdi-
grafica inducida por I tiene las adyacencias de los conjuntos a + I y a? + I que
son congruentes con 1 modulo 2, véase 3.7 y 3.8. Observe que estas adyacencias

inducen subdigraficas aciclicas. Entonces C',(S3) < 2. Por lo tanto C',(S;) = 2.
Asi, la subdigréficas inducidas por P e I son aciclicas.

(ii) Sia =0 mdd 2, claramente a*> = 0 mdd 2. Por los lemas 3.14 y 3.15 P e I inducen
dos subdigraficas aciclicas maximales. Por lo tanto

V(C,(Ss)) = Bo|T|{0}

es una particion de los vértices de ap(S:g). Concluimos que 81,(53) es 3-dicromaética
critica en vértices.

O
Los siguientes ejemplos ilustran el teorema 3.16:

1. 819(1, 7,11), como a = 7 = 1 méd 2, por el teorema 3.16(7), los conjuntos P e [
inducen subdigraficas aciclicas

P =1{0,2,4,6,...,16,18) ¢ I = {1,3,5,...,15,17}.
Por 1o tanto de(C 1o(1,7,11)) = 2.

2. 837(1, 10, 26), como a = 10 = 0 mdéd 2, por el teorema 3.16(7), los conjuntos P
e I inducen subdigraficas aciclicas,

Py={2,4,6,...,34,36}, 1 = {1,3,5,...,33,35} y {0}.

Asi, 837(1, 10, 26) es 3-dicromatica critica en vértices.
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Capitulo 4
Numero dicromatico de dos familias
de graficas circulantes planas

Figura 4.1. Grafica de Tutte

Recordemos las conjeturas que se enunciaron en la introduccién y los preliminares.
En 1982, V. Neumann-Lara propuso la conjetura siguiente (y de manera independiente
Skrekovski (2001) [46], Bokal, Fijavz, Juvan, Kayll y Mohar (2004) [4]).

Conjetura 4.1 (V. Neumann-Lara ). Sea D una digrdfica planar. Entonces de(D) = 2.

Esta conjetura también ha sido mencionada en [4] pag. 73 y 548, [6] pag. 591 y
[34]. Es facil ver que la siguiente conjetura también debida a V. Neumann-Lara es
consecuencia inmediata de la conjetura 4.1.

Conjetura 4.2. Sea G una grdfica planar. Entonces de(G) = 2.
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4. Nuamero dicromatico de dos familias de graficas circulantes planas

Figura 4.2. Dual de la grafica de Tutte la cual tiene arboricidad 3

Observe la relacion de estos dos problemas: si se prueba la conjetura 4.1, consecuen-
temente se obtiene la conjetura 4.2.

El concepto de nimero dicromatico de una grafica GG esta estrechamente relacionado
con el de arboricidad de una grafica G. Note que

de(G) < a(GQ) < x(G) < 2a(G).
Chartrand, Kronk y Wall obtuvieron el siguiente resultado.
Teorema 4.3 (Teorema 3, |8]). Para toda grifica planar G, a(G) < 3.

Mas tarde, en 1969, Chartrand y Kronk, véase |9], demostraron que esta cota es lo
mejor posible. Exhibieron un ejemplo de una grafica plana la cual tiene arboricidad tres.
Al igual, demostraron que si G es una grafica planar exterior (outerplanar), entonces
tiene arboricidad a lo més dos.

Dicho ejemplo, grafica plana con arboricidad 3, es una grafica descubierta por el
profesor W. T. Tutte, la cual se usé para demostrar la falsedad de la conjetura de P.G.
Tait de que la grafica de todo poliedro convexo ctibico es hamiltoniana. Sea G plana,
recordemos que el dual G* de G es la grafica plana que se obtiene asociando un punto a
cada region de G y unidendo dos puntos de G* por una arista siempre que dos regiones
compartan una arista. Considere la grafica de Tutte, véase figura 4.1. Observe que es
una grafica plana cuyo dual tiene arboricidad 3, véase figura 4.2.
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En 1988, Holton y McKay probaron en |23] que toda grafica plana cubica 3-conexa
de orden a lo mas 36 es hamiltoniana. Esta cota es la mejor posible, ya que existen
graficas planas cubicas 3-conexas de orden 38 las cuales no son hamiltonianas, véase
figura 4.3.

)/

Figura 4.3. Grafica plana cubica 3-conexa no hamiltoniana de orden 38

En 1991, Goddard (véase [19]|) presentdé una mejora del resultado que se obtuvo
en [9]. De hecho, probo que el conjunto de vértices de una grafica planar puede ser
partido en tres conjuntos tales que cada uno de estos induce un bosque lineal, donde un
bosque lineal es aquel donde cada componente es una trayectoria.

El grado promedio méaximo de una grafica G, denotado por mad(G), se define como
el maximo de los grados promedios ad(H) = 2|E(H)|/|V(H)| tomados de todas las
subgraficas H de G. En 1999, Borodin, Kostochka, NeSettil, Raspaud y Sopena rela-
cionaron los conceptos de ntimero dicromético de una grafica G y el grado promedio
maximo de G, véase [7]. Obtuvieron resultados como:

Teorema 4.4 (Teorema 1, [7]). 1. de(G) <5 para toda grifica G con mad(G) <

Wl

2. de(G) <7 para toda grifica G con mad(G) < & y cuello g(G) > 5.
3. dc(G) < 11 para toda grifica G con mad(G) < 3.
4. de(G) <19 para toda grifica G con mad(G) < .

Observacion 10 (Observacion 1, [7]). mad(G) < 2g/(g — 2) para toda grifica planar
G con cuello al menos g.
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4. Nuamero dicromatico de dos familias de graficas circulantes planas

Considere G una grafica donde a(G) = k y toda subgrafica propia de G tiene arbori-
cidad menor que k, entonces G es una grdfica k-critica (con respecto a la arboricidad).
En 2002, Skrekovski en [46] trabajo sobre la arboricidad en graficas y determin6 cu-
les de estas son criticas con respecto a la arboricidad. De hecho, determin6 dos cotas
inferiores para el nimero de aristas de graficas k-criticas en arboricidad.

En [44|, Raspaud y Wang probaron que a(G) < 2 siempre que G sea una grafica
planar y no tenga ciclos de longitud 4 o dos tridAngulos cualesquiera estén a distancia al
menos tres. Ademas, mostraron un ejemplo de una grafica de 21 vértices con arboricidad
3, vease figura 4.4 la cual es el dual de la grafica obtenida por Holton y McKay en [23].
El resultado que obtuvieron Raspaud y Wang es el siguiente:

Figura 4.4. G* es el dual de G de la figura 4.3, con |G*| = 21 y a(G*) = 3, (grafica de
Raspaud-Wang)

Teorema 4.5 (Teorema 12, [44]).

1. Si G es una grdfica planar con |G| < 20, entonces a(G) < 2.

2. Egiste una grifica planar G con |G| = 21 tal que a(G) = 3.

Considere GG una grafica y V;, Vs, ..., Vi una particion de los vértices de G. Esta
particion es una particion arbdrea si toda V; (1 < i < k) induce un bosque en G. Una
funcion f: V(G) — {1,2,...,k} se llama una k-coloracion arborea si

Vi=f),i=1,...,k,
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Figura 4.5. 812(1,3)

forma una particion arborea. Se sabe que toda grafica planar puede ser coloreada con
tres colores, donde cada clase cromatica induce un bosque. En 2012, Harutyunyan y
Mohar (véase |21]|) determinaron que hay un nimero exponencial de 3-coloraciones de
graficas planares, esto es:

Teorema 4.6. Toda grifica planar de orden n tiene al menos 29 3-coloraciones ar-
boreas.

Hasta estos momentos, se conocen graficas planares con arboricidad 3, pero no se
han encontrado digraficas planares D (sin flechas simétricas) con dc(D) > 2. Por lo
tanto, las graficas planas G satisfacen que

de(G) < a(G) < 3.

En este capitulo determinamos el niimero dicromatico de algunas graficas planas ma-
ximales que tienen como subgraficas generadoras las graficas circulantes planas C',,(1, 2)
y C(1,—2). Observe que no todas las digraficas Hm(z’,j) son planas, por ejemplo

12(1,3) no es plana, véase figura 4.5. El siguiente teorema garantiza que graficas
Cy(ay, ..., ay) son planas.

Teorema 4.7 (Teorema 23, |22|). Sea G = Cp,(aq,...,ar). G es plana si y solo si una
de las siguientes condiciones se cumple:

(i) k=1,
(it) k =2,a; = £2a; méd m, y 2|m, donde (i,j) = (1,2) o (3,5) = (2,1),
(iii) k =2,a, =m/2, y 2|a;, donde (i,7) = (1,2) o (4,j) = (2,1).
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4. Nuamero dicromatico de dos familias de graficas circulantes planas

Cuando £ = 1 tenemos los ciclos 8n los cudles son digraficas planas dos dicroma-
ticas véase capitulo 3. Para k = 2 se tienen las digraficas C,(i,j) en el capitulo 3
determinamos que estas tienen nimero dicromatico dos, las digraficas que se obtienen
del teorema 4.7 (i7i) no son digraficas de nuestro interés ya que tienen flechas simétricas.
Por lo tanto solo tomamos a digraficas que se obtienen a partir del teorema 4.7 (i7),
observe que estas son digraficas del tipo Bm(l, 2)y Bm(l, —2).

e —————
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\ \ / ;
\\ [ ) //
~ 3 -

N—_—— -

Figura 4.6. C's(1, ~2) = C'(1,6)

Observaciéon 11. 8n(1, —2) = 8n(1,n — 2), véase figura 4.6.

Distinguimos dos ciclos de 82m(1,j) donde j = 2 o 5 = —2. El ciclo dirigido
inducido por {0,2,...,2m — 2} al que definimos como HWPI (ciclo externo o ciclo par)
y el ciclo inducido por el conjunto de vértices impares {1,3,...,2m — 1} definido por

I

., (ciclo interno o ciclo impar), véase figura 4.7.

Figura 4.7. 85 y Cl respectivamente

Denotamos la familia de graficas mixtas que tienen como base a 8%(1,2) como
N, = 8217),(17 2) UG, véase figura 4.8, donde G se define como

V(G) = Lo y E(G) = E"(G) UE'(G),
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4.1. Graficas Mixtas con H € 9

donde ET(G) es el conjunto de aristas interiores en 8,’; que junto con las flechas de
P forman una triangulacion en el interior de 82 e F'(G) es el conjunto de aristas

interiores en 8; que junto con las flechas de 8Im forman una triangulacién en el interior

I'. Asi M, es una familia de graficas planas maximales.

Figura 4.8. C19(1,2) vy C1o(1,2) UG

Analogamente definimos las graficas mixtas que tienen como base a 8%(1, -2)y
las denotamos como N, = &m(l, —2) U G, véase figura 4.9.

4.1. Graficas Mixtas con H € 9\

Observacion 12. Considere H € Ot,. St existe una arista en H del vértice 1 al vértice
1+ 4, entonces

1. no pueden colorearse con el mismo color los vértices 1,1 + 2,1 + 4, porque se
formaria un C's inducido por el conjunto de vértices {i,i + 2,1+ 4} y

2. no pueden colorearse con el mismo color los vértices 1,1+ 1,1+ 3,1+ 4, porque se
formaria un C'y inducido por el conjunto de vértices {i,i+ 1,7+ 3,7+ 4}.

Definicion 4.8. Definimos una funcion biyectiva ¢ : V(CE) — V(CL) como

(i) =i+ 1(mdéd2m), donde

Ch = CLuE"(G),
Ch = CLUE®)
y {a,b} € EY(Q) siy solo si {a+1,b+ 1} € E'(G) (la suma mddulo 2m).
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4. Nuamero dicromatico de dos familias de graficas circulantes planas

12° 13

Figura 4.9. C1a(1, —2) UG

El siguiente teorema determina el nimero dicromatico de las graficas mixtas con
base Clam(1,2). Sea v € V(G) y definimos NE(v) = N(N(N ... N(v))).

(.

k

Teorema 4.9. Sea H € N,. Entonces H es 2-dicromdtica.

Demostracion. Sea S = {A, R} un conjunto de dos colores. Dado que diferenciamos
el ciclo par del impar, primero asignamos colores a los vértices del ciclo par (CF).
Consideramos v un vértice en CZ y lo coloreamos de A. Coloreamos de R a los vértices
que pertenecen a Nj(v), es decir, coloreamos de R a los vértices que estan a distancia
1 de v. Ahora, tomamos los vértices que pertenecen a la vecindad de NL(v), es decir
los vértices que estan a distancia 2 de v, y los coloreamos de A. Continuamos con este
proceso hasta haber coloreado todos los vértices con aristas incidentes en C. Con esta
asignacion de colores a los vértices que tienen aristas incidentes en C se elimina la
posibilidad de que se formen ciclos monocromaticos en C¥. Supongamos que se forma
algun C5 = (v;, v}, vk, v;) monocromadtico, sin perder generalidad supongamos que Cj
es A. Entonces se tendria que d(v;,v) = d(v;,v) = d(vg,v) = 0 mdd 2. Tenemos los
siguientes casos

Caso 1. d(v;,v) = d(v;,v) = d(vk,v), es decir, los vértices v;, v; y v; se encuentran a la
misma distancia del vértice v. Pueden existir las aristas v;v; y v;vg, pero no la
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4.2. Graficas Mixtas con H € I,

arista v,v; porque la grafica es plana maximal, es decir, la forma de ir de v; a v; es
a través de la trayectoria dirigida v; ~» v por lo tanto no hay C's monocromaéticos.

Caso 2. d(vj,v) = d(vg,v) # d(v;,v). Note que d(v,v;) =1 = d(v,v) y d(v,v;) =141,
luego I = 0méd 2 y [ +1 = 1méd 2, lo cual contradice que d(v;,v) = d(v,v;).
Por lo tanto no hay C'3 monocromaticos.

Caso 3. Si d(vj,v) # d(vk,v) # d(v;,v). Se prueba de manera analoga al caso anterior.

Note que solo resta por colorear los vértices que no tienen aristas incidentes y de
estos vértices por lo menos existen dos (por las triangulaciones que se forman). El color

que se les asigna depende del color de los vértices a los cuales son adyacentes en 8m(1, 2)
y de la observacion 12. Esto evita la formacion de ciclos mixtos monocromaticos en C7.
Para el ciclo de vértices impares C es un procedimiento analogo, salvo que se invierten
los colores, es decir los vértices que en C% se colorearon de A en C! se colorean de R
y los vértices que en CF se colorearon de R en C! se colorean de A. Note que por la
asignacion de la coloracion en CF" y en C no se forman ciclos monocromaticos mixtos
entre CT y CI . Supongamos que se forman ciclos dirigidos monocroméaticos Cj. Si
v; € V(CE) necesitarfamos flechas del tipo v; — v;43, lo cual no es posible, porque solo
tenemos flechas del tipo i — i+ 1 e i — i+ 2. Si v; € V(CL) necesitarfamos flechas
del tipo v; = v;11 — v;42. Entonces tendriamos que v; o es adyacente a v;13 0 a v;14,
pero v;1o no puede ser adyacente a v; 3 por la coloracion asignada. Anélogamente si
V12 es adyacente a vy. Entonces la tinica forma de que exista el ciclo monocromaético es
si o(v;) = @(vit1), lo cual es imposible por la coloracion asignada. Por lo tanto dicha

coloracion realiza el nimero dicroméatico. O
1 7 141
[ ] @ —> @
i1+ 2e oj+1 i+20e ———> o+ 3
[ ) [ ) e —m> 0
i1 4 14+ 3 1+ 4 14+ 5

Figura 4.10. Ciclos monocromaéticos 83 y 84 en H e N,

4.2. Graficas Mixtas con H € 91y

Observacion 13. Note que st H € Ny no puede haber tres vértices consecutivos del
mismo color en Cop(1,2m —2), porque si hubiera tres vértices consecutivos del mismo
color se formaria un 63 monocromdtico, véase figura 4.9.
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4. Nuamero dicromatico de dos familias de graficas circulantes planas

El siguiente teorema determina el nimero dicromatico de las graficas mixtas con
base C'o,,(1,2m — 2), para m par y que satisfacen la definicion 4.8.

Teorema 4.10. Sea H € ,. Entonces H es 2-dicromdtica.

Demostracion. Por el teorema 3.8, dc(H) > 2. Demostraremos que de(H) = 2. Sea
S = {A, R} un conjunto de dos colores. Primero asignaremos colores a los vértices de
CI". Consideramos un vértice v en V(CF) el cudl tiene aristas incidentes y lo coloreamos
de A y coloreamos de R a los vértices que pertenecen a NA(v) = {vi,vs,..., v}
Consideramos los vértices adyacentes al conjunto de vértices que pertenecen a Ng(v),
es decir los vértices que estan a distancia dos de v (N&(v)) y les asignamos el color
A. Tomamos a la vecidad de NZ(v) y les asignamos el color R. Continuamos con este

proceso hasta colorear los vértices de C'? (1, —2) que tengan aristas incidentes. Con esta
asignacion de colores a los vértices que tienen aristas incidentes en CI se elimina la
posibilidad de que se formen ciclos monocromaticos en C. Supongamos que se forma
algun C5 = (v;, v}, vk, v;) monocromadtico, sin perder generalidad supongamos que Cj
es A. Entonces se tendria que d(v;,v) = d(v;,v) = d(vg,v) = 0 mdd 2. Tenemos los
siguientes casos

Caso 1. d(v;,v) = d(vj,v) = d(vg, v), es decir, los vértices v;, v; y v; se encuentran a la
misma distancia del vértice v. Pueden existir las aristas v;v; y v;v;, pero no la
arista v,v; porque la grafica es plana maximal, es decir, la forma de ir de v; a v es
a través de la trayectoria dirigida v; ~» vy, por lo tanto no hay C3 monocromaticos.

Caso 2. d(vj,v) = d(vg,v) # d(v;,v). Note que d(v,v;) =1 = d(v,v) y d(v,v;) =1+ 1,
luego I = 0méd 2 y [ +1 = 1méd 2, lo cual contradice que d(v;,v) = d(v,v;).
Por lo tanto no hay C's monocromaéticos.

Caso 3. Si d(vj,v) # d(vg,v) # d(v;,v). Se prueba de manera analoga al caso anterior.

Por lo tanto, solo faltan colorear algunos vértices. Sin embargo, la forma de colorear
a estos vértices es casi fija, es decir tenemos que tomar en cuenta qué color tienen
asignado los vértices a los cuales son adyacentes y de esta forma quedarian coloreados
todos los vértices de 8,1;

Observe que las coloraciones de los dos primeros casos nos impiden ciclos monocro-
maticos en C'F(1,—2) y colorear de manera adecuada los dltimos vértices nos impi-

den los ciclos mixtos monocrométicos en 8,12(1, —2). Para el ciclo de vértices impares
C!I(1,-2) es un procedimiento analogo, salvo que los colores se invierten, es decir los
vértices que en CF(1,—2) se colorearon de A en CI (1,—2) se colorean de R y los
vértices que en CL (1, —2) se colorearon de R en C! (1,—2) se colorean de A.

Note que por la asignacion de la coloracion en CF y en C! no se forman ciclos
monocromaticos mixtos entre C y C! . Supongamos que se forma un — C3 monocro-
matico, sin perder generalidad, supongamos que es A. Si v; € V(CI) entonces se tiene
la flecha v; — v;11, donde v; 4 € V(C’,ﬁ), luego existe la arista v;11v;_1, la cual orien-
tamos de la forma v;;; — v;_; donde v;_; € V(C’,ﬁ), v;_1 — v;, pero por la coloracion
asignada si p(v;) = A entonces p(v;—1) = R contradiccion, por lo tanto no se forma un

C3 monocromatico. Por lo tanto dicha coloracién realiza el nimero dicromaéatico.
O
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4.2. Graficas Mixtas con H € I,

El resultado siguiente se desprende de los teoremas 4.9 y 4.10, véase figura 4.11.

Corolario 4.11. Sean H € M, UMNy y v un vértice de V(H) el cual no tinen aristas
incidentes. Entonces de(V(H) \ {v}) = 2.

12 13

Figura 4.11. C14(1,~2) UG
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Conclusiones

Determinar el nimero dicroméatico es un arduo trabajo. En esta tesis mostramos los
avances significativos del ntimero dicroméatico de: torneos circulantes, digraficas circu-
lantes y de graficas mixtas maximales.

Verificamos el nimero dicromatico de familias infinitas de torneos circulantes a los
cuales se les voltea una flecha y caracterizamos aquellos torneos circulantes que son
criticos en vértices. Ademéas mostramos todos los isomorfismos de los torneos circulantes

ont1(J) para 3 < n <9, véase apéndice B.

En el capitulo 3 obtuvimos el teorema 3.12, el cual determina el nimero dicromatico
de las digraficas circulantes.

En el capitulo 4 determinamos el nimero dicromatico de dos familias infinitas de
graficas planas maximales, lo cual reafirma la conjetura 4.1.

Planteamos algunos problemas interesantes que serian una excelente continuacién a
este trabajo.

" 8Problema 1. Determinar el ntimero dicromético de los torneos circulantes
(i, 7).

Problema 2. Determinar el nimero dicromatico de las digraficas circulantes con
tres saltos a las cuales se les voltea una flecha.

= Problema 3. Establecer alguna regla y si se puede determinar el ntimero dicro-
matico de los torneos de Paley.

= Problema 4. Para torneos con nimero par de vértices no se conoce ningin resul-
tado, en especial seria de interés conocer la existencia de torneos 7' semirregulares
o casi regulares (aquellos para los que |d™(v) —d~(v)| = 1 para todo vértice v del
torneo T') r-dicroméaticos criticos en vértices.

= Problema 5. Sea GG una grafica. ;Sera cierto que, si d(v) < n paratodov € V(G),
entonces de(G) = o(n), véase |14]7

= Problema 6. ;Existen torneos r-dicromaticos tnicamente coloreables con un
ntmero par de vértices, (véase [35])7

= Problema 7. Clasificar las digraficas (torneos) circulantes que satisfacen la con-
jetura de Adam.

= Problema 8. Demostrar la conjetura 4.1.
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Apéndice A
Numero dicromatico de torneos circulantes de 82n+1<l{7>
para3<n<T7yke{l, ... 7T}

dc(aﬂ@}) 2, por el teorema 1.5

dc(87(3> =~ @QR7) = 3, por corolario 2.15
dc(59<®>) = 2, por teorema 1.5

dc(ag (4)) = 3, por observacion 2

dc(59(2> = 83[8 ]) = 3, por el corolario 2.15
dc(au (D)) = 2, por teorema 1.5

dc(al (5)) = 3, por teorema 1.6
dc(511<4>) = 3, por proposicién 2.1

dc(ﬁu (2) 2 QR = ST11) = 4, por teorema 2.14
dC(Blg (D)) = 2, por teorema 1.5
dc(813<6>) 3, por teorema 1.6

dc(a 3(5)) = 3, por teorema 2.29
dc(813(4> ST13) = 4, por proposiciéon 2.18
dc(813 (3)) = 3, por proposiciéon 2.1
dc(813<2>) 4, por teorema 2.14
dc(815<@>) 2, por teorema 1.5
dc(815<7>) 3, por teorema 1.6

dc(a 5(6)) = 3, por teorema 2.29
dc(815(5>) 3, por teorema 2.29

dc(ﬁw (4)) = 4, por proposicion 2.18
dc(815<3>) 4, por teorema 2.21
dc(815<2>) 4, por teorema 2.14

dc(a 5(1)) = 3, por proposicion 2.1

Tabla A.1. Numero dicromético de torneos circulantes de 82n+1(k) parad <n<T7Ty
ke{l,...,7}.
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Apéndice B

Este apéndice muestra los isomorfismos de los torneos circulantes de orden 2n + 1
con 3 <n < 9. Recuerde la notacion siguiente

Ca(J) = Ta(S)
Cr(1,2,3) = Col0)  C1(1,2,4) 2 C1(3)
] S 7 S
(2,4, 6) (1,3) (1,2,4) <3)
(2,3,6) <1> (3,5,6) (1,2)
(1,4,5) (2,3)
(135 | (2
(4,5,6) (1,2,3>
o) = Co(S)

Co(1,2,3,4) 2 Co(@)  Co(1,2,3,5) = Cold)  Co(1,3,4,7) 2 Co(2)
S
3

7 S J S j
(2,4,6,8) | (1,3) (1,2,4,6) (3) (2,5,6,8) | (1,3,4)
(34,78) | (1,2) (2,3,4,8) (1) (2,3,5,8) | (1,4)
(1,25,6) | (3,4) (1567) | (2.3,4) | | (1L46,7) | (2,3)
(1,3,5,7) (2,4) (3,5,7,8) (1,2,4)
(5,6,7,8) | (1,2,3,4) (4,6,7,8) (1,2,3)

Observe que Clo(1,3,4,7) = Co(2,3) = Cy[C's]
C () = T uls)



811(]-72a374a 5) = 811<®> 811(172737476) = 811<5>
J S J S
2.4,6,8,10)| (1,3,5) 1,2.4,6,8) | (3,5
(1,3,4,6,9) (2, 5) (1,3,6,7,9) | (2,4,5)
(1,4,5,8,9) (2,3) (1,2,4,5,8) 3)
(3,4,5,9,10) (1,2) (4,5,8,9,10) | (1,2,3)
(1,2,6,7,8) | (3,4,5) (12,367) | (4,5)
(2,3,6,7,10) | (1,4,5) (3,6,7,9,10) | (1,2,4,5)
(2,5,7,8,10) | (1,3,4) (2,4,5,8,10) | (1,3)
(1,3,5,7,9) (2,4) (3,5,7,9,10) | (1,2,4)
(6,7,8,9,10) | (1,2,3,4,5) | | (5,7,8,9,10) | (1,2,3,4)
Cn(1,2,3,5,7)= Culd)  Cu(1,3,4,5,9) 2 Cu(2)
J S J S
2.3.4,6,10) | (L,5) 1.3,4,5,9) @)
(3,4,6,9,10) |  (1,2,5) (2,6,7,8,10) | (1,3,4,5)
(14689) | (2.3.5)
(1,4,6,8,9) (2,3,5)
(2,3,4,5,10) (1)
(1,6,7,8,9) | (2,3,5,7,10)
(1,2,5,7,8) (3, 4)
(1,5,7,8,9) (2,3, 4)
(4,6,8,9,10) | (1,2,3,5)

Observe que 811(1, 3,4,5,9) = QRy;.

Cis(J) 22 CrslS)

C3(1,2,3,4,5,6) = Ca(0)

C'15(1,2,3,4,5,6) = C15(6)
S

] S ]

(2,4,6,8,10, 12) (1,3,5) (1,2,4,6,8, 10) (3,5)
(2,3,5,6,9,12) (1,4) (2,3,6,8,9,12) (1,4,5)
(3,4,7,8,11,12) (1,2,5,6) (2,3,4,7,8,12) (1,5,6)
(2,4,5,7,10,12) (1,3,6) (2,5,7,9,10,12) | (1,3,4,6)
(4,5,6,10,11,12) (1,2,3) (3,4,5,6,11,12) (1,2)
(1,2,3,7,8,9) (4,5,6) (1,2,7,8,9,10) | (3,4,5,6)
(1,3,6,8,9,11) (2,4,5) (1,3,4,6,8,11) (2,5)
(1,2,5,6,9,10) (3,4) (1,5,6,9,10,11) | (2,3,4)
(1,4,7,8,10,11) (2,3,5,6) (1,4,5,7,10,11) | (2,3,6)
(1,3,5,7,9,11) (2,4,6) (3,5,7,9,11,12) | (1,2,4,6)
(7,8,9,10,11,12) | (1,2,3,4,5,6) | | (6,8,9,10,11,12) | (1,2,3,4,5)
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313(1, 2,3,4,6,8) = 313<5> 813(1,2, 3,5,6,9) = 813<4>
S

J J 5
(2,3,4,6.8,12) | (1,5 (2.4,5.6,10,12) | (3,5)
(3,5,69,11,12) | (1,2,4) (1,2,3,5,6,9) (4)
(3,4,6,8,11,12) | (1,2,5) | | (4,7,8,10,11,12) | (1,2,3,5,6)

(1,2,4,57,10) | (3,6) (1,37.89,11) | (2,4,5,6)
(5,6,9,10,11,12) | (1,2, 3, 4)
(123.478) | (5,6)
(3,6,89,11,12) | (1,2.4,5)
(1,2,5,7.9,10) | (3,4,6)
(1,2,4,7,8,10) | (3,5,6)
(1,5,7,9,10,11) | (2,3,4,6)
(2,3.4,6812) | (1,5)
Ca(1,2,4,5,6,10) 2 Cr5(3)  C1s(1,3,4,5,6,11) = C' 15(2)
J 5 J 5
(2.4,7.8,10,12) | {1.3,5,6) | [(2.6.8.9,10,12) | (L.3,4,5)
(2,3.4,5,6,12) (1) (2,3,5,7,9,12) | (1,4,6)
(134,78,11) | (2,5,6) (34,5,7,11,12) | (1,2,6)
(4,5,7,10,11,12) | (1,2,3,6) (2,3,4,5,7,12) (1,6)
(4,6,8,10,11,12) | (1,2,3,5) | | (1,4,5,6,10,11) (2,3)
(1,2,3,5.7.9) (4,6) (2,37.89,12) | (1,4,5,6)
(1,2,3,6.8,9) (4,5) (1,6,8,9,10,11) | (2.3,4,5)
(2,5,69,10,12) | (1,3,4) (1,2,6,8,9,10) | (3,4,5)
(1,7,89,10,11) | (2,3,4,5,6) | | (1,46,810,11) | (2,3,5)
(1,3,5,6,9,11) (2,4) (1,3,4,5,7,11) (2, 6)
(3,7.89.11,12) | (1,2,4,5,6) | | (2,7,8.9,10,12) | (1,3,4,5,6)

J S
(2,6,8,9,10,12) | (1,3,4,5)
(2,3,5,7,9,12) (1,4,6)
(3,4,5,7,11,12) (1,2,6)
(2,3,4,5,7,12) (1,6)
(1,4,5,6,10,11) (2,3)
(2,3,7,89,12) | (1,
(1,6,8,9,10,11) | (2
(
(

(1,2,6,8,9,10)
(1,4,6,8,10,11)
(1,3,4,5,7,11) ,
(2,7,8,9,10,12) | (1,3,4,5,6)

Cis(J) = Crs(S)
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C15(1,2,3,4,5,6,7) 2 C'15(0) Cs(1,2,3,4,5,6,8) 2 Crs(7)
J S J S
(2,4,6,8,10,12,14) | (1,3,5,7) (1,2,4,6,8,10) 3.5)
(1,4,5,8,9,12,13) (2,3,6,7) (2,3,6,8,9,12) (1,4, 5)
(4,5,6,7,12,13,14) (1,2,3) (2,3,4,7,8,12) (1,5,6)
(1,2,3,8,9,10,11) (4,5,6,7) (1,2,4,6,8,10,12) (3,5,7)
(2,3,6,7,10,11,14) (1,4, 5) (1,2,4,5,8,9,12) (3,6,7)
(1,3,5,7,9,11,13) (2, 4,6) (5,6,7,11,12,13,14) |  (1,2,3,4)
(8,9,10,11,12,13,14) | (1,2,3,4,5,6,7) (1,2,3,4,8,9,10) (5,6,7)
(3,6,7,10,11,13,14) | (1,2,4,5)
(3,5,7,9,11,13,14) | (1,2,4,6)
(7,9,10,11,12,13,14) | (1,2, 3,4, 5, 6)
C15(1,2,3,4,5,7,9) = C'15(6) C15(1,2,3,4,6,7,10) = C15(5)
J S J S
(2,3,4,6.8,10,14) | (L5,7) (2,4,5,6.8.12,14) | (1,3.7)
(1,4,5,6,8,12,13) (2,3,7) (1,4,8,9,10,12,13) | (2,3,5,6,7)
(3,4,5,6,7,13,14) (1,2) (4,6,7,10,12,13,14) |  (1,2,3,5)
(1,2,89,10,11,12) | (3,4,5.6,7) | | (1,2 3,589,11) (4,6,7)
(2,3,7,9,10,11,14) | (1,4,5,6) (2,3,5,6,7,11,14) (1,4)
(1,5,7,9,11,12,13) | (2,3,4,6) (1,3,7,9,10,11,13) |  (2,4.5,6)
(6,8,10,11,12,13,14) | (1,2,3,4,5,7) | | (5,8,9,11,12,13,14) | (1,2,3,4,6,7)
Cs(1,2,3,5,6,7,11) = C 15(4) Cs(1,2,4,5,6,7,12) 2 C15(3)
J 5 J 5
(2,4,6,7,10,12,14) | (1,3,5) (2,4,8,9,10,12,14) | (1,3,5,6,7)
(4,5,89,12,13,14) | (1,2,3.6,7) (1,3,4,5,8,9,13) (2,6,7)
(2,4,5,6,7,12,14) (1,3) (4,5,7,9,12,13,14) | (1,2,3,6)
(1,3,89,10,11,13) | (2,4,5,6,7) (1,2,3,6,8,10,11) (4,5,7)
(1,2,3,6,7,10,11) (4, 5) (2,6,7,10,11,12,14) | (1,3,4,5)
(1,3589,11,13) | (2,4,6,7) (1,3,5,6,7,11,13) (2,4)
(4,8,9,10,12,13,14) | (1,2,3,5,6.7) | | (3,8,9,10,11,13,14) | (1,2,4,5,6,7)
Ci5(1,3,4,5,6,7,13) = C1s(2) C15(2,3,4,5,6,7,14) = C15(1)
] S ] S
(2,6,8,10,11,12,14) | (1,3,4,5.7) | | (4,6,8,10,12,13,14) | (1,2,3.5,7)
(1,4,5,7,9,12,13) (2,3, 6) (1,5,89,11,12,13) | (2,3,4,6,7)
(1,4,5,6,7,12,13) (2,3) (4,5,6,8,12,13,14) | (1,2,3,7)
(2,3.89,10,11,14) | (1,4,5.6,7) (1,2,3,7,9,10,11) (4, 5,6)
(2,3,6,8,10,11,14) | (1,4,5,7) (2,3,4,6,7,10,14) (1,5)
(1,3,4,5,7,9,13) (2,6) (1,2,3,5,7,9,11) (4, 6)
(2,8,9,10,11,12,14) | (1,3,4,5,6,7) | | (1.8,9,10,11,12,13) | (2,3,4,5,6,7)




C15(1,2,3,4,5,8,9) 2 C15(6,7)  Cs(1,2,3,4,7,9,10) 2 C 155, 6)

J S J S

(1,2,3,4,6,8,10) (5,7) (2,3,4,5,6,8,14) 1,7

(1,2,4,5,6,8,12) (3,7) (1,4,6,8,10,12,13) | (2,3,5,7)
(3,5,6,7,11,13,14) (1,2,4) (3,4,6,7,10,13,14) (1,2,5)
(1,2,4,8,9,10,12) | (3,5,6,7) (1,2,5,8,9,11,12) | (3,4,6,7)
(3,7,9,10,11,13,14) | (1,2,4,5,6) (2,3,5,7,9,11,14) (1,4,6)
(5,7,9,11,12,13,14) | (1,2,3,4,6) | | (1,7,9,10,11,12,13) | (2,3,4,5,6)
(6,7,10,11,12,13,14) | (1,2,3,4,5) | | (5,6,8,1112,13,14) | (1,2,3,4,7)

1%
Qv
ot
—~
N

-J
~

C15(1,2,3,5,6,8,11) C15(1,2,4,5,7,9,12) = C15(3,6)
J S ] S
(1,2,4,6,7,10,12) | 3.5 (2.3,4,8,0,10,14) | (1,
(2,4,5,89,12,14) | (1,3,6,7) (1,3,4,5,6,8,13) (
(2,5,6,7,11,12,14) | (1,3, 4) (3,4,5,7,9,13,14) | (1,2,6)
(1,3,4,89,10,13) | (2,5.6.7) | | (1,2.6,8,10,11,12) | (3,4,5,7
(1,3,6,7,10,11,13) |  (2,4,5) (2,7,9,10,11,12,14) | (1,3,4,5,
(3,5,8,9,11,13,14) | (1,2,4,6,7) | | (1,5,6,7,11,12,13) | (2,3, 4)
(4,7,9,10,12,13,14) | (1,2,3,5.6) | | (3,6,8,10,11,13,14) | (1,2,4,5

C15(1,2,5,6,7,11,12) = C15(3,4)  Chs(1,3,4,6,7,10,13) = C'15(2, 5)

] S ] S

(2,4,7,9,10,12,14) | (L,3,5,6) (2,5,6,8,11,12,14) | (1,3,4,7)
(3,4,5,8,9,13,14) (1,2,6,7) (1,4,7,9,10,12,13) | (2,3,5,6)
(2,4,5,7,9,12,14) (1,3,6) (1,4,6,7,10,12,13) (2,3,5)
(1,3,6,8,10,11,13) | (2,4,5,7) (2,3,5,8,9,11,14) (1,4,6,7)
(1,2,6,7,10,11,12) (3,4,5) (2,3,5,6,8,11,14) (1,4,7)
(1,3,5,6,8,11,13) (2,4,7) (1,3,4,7,9,10,13) (2,5,6)
(3,4,8,9,10,13,14) | (1,2,5,6,7) (2,5,8,9,11,12,14) | (1,3,4,6,7)

Observe que C'15(1,2,5,6,7,11,12) = Cs(1,2)[Csl y Cs(1,3,4,6,7,10,13) = C'[C's(1,2)].

J S J S
(3,4,6,8,10,13,14) | (1,2,5,7) (2,3,4,5,8,9, 14) (1,6,7)
(1,5,6,8,11,12,13) | (2,3,4,7) (1,3,4,6,8,10,13) (2,5,7)
(3,4,5,6,8,13,14) (1,2,7) (3,4,7,9,10,13,14) (1,2,5,6)
(1,2,7,9,10,11,12) | (3,4,5,6) (1,2,5,6,8,11,12) (3,4,7)
(2,3,4,7,9,10,14) (1,5,6) (2,5,7,9,11,12,14) (1,3,4,6)
(1,2,5,7,9,11,12) (3,4,6) (1,6,7,10,11,12,13) (2,3,4,5)
(1,6,8,10,11,12,13) | (2,3,4,5,7) | | (3,5,6,8,11,13,14) (1,2,4,7)
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Crn(T) = C1r(S)

Cn(1,2,3,4,5,6,7,8) 2 C 1 (0) C12(1,2,3,4,5,6,7,9) = C'11(8)
J S J S
(2,4,6,8,10,12, 14, 16) 1,3,5,7) (1,2,4,6,8, 10,12, 14) 3,57
(1,3,4,6,7,9,12,15) (2,5,7) (1,3,4,6,9,10,12,15) (2,5,7,8)
(3,4,7,8,11,12,15,16) (1,2,5,6) (2,3.4,7,8,11,12,16) (1,5,6)
(1,3,5,6,8,10,13,15) (2,4,7) (1,3,5,8,10,11,13,15) (2,4,6,7)
(1,2,6,7,8,12,13,14) (3,4,5) (1,2,3,6,7,8,12,13) (4, 5)
(1,4,5,7,8,11,14,15) (2,3,6) (1,4,7,8,11,12,14,15) (2,3,5,6)
(5,6,7,8,13,14,15,16) (1,2, 3, 4) (4,5,6,7,8,14,15,16) (1,2,3)
(1,2,3,4,9,10,11, 12) (5,6,7) (1,2,39,10,11,12,13) | (4,5,6,7,8)
(2,3,6,9,10,12,13,16) (1,4,5,7,8) (2,3,5,6,9,10,13,16) (1,4,7,8)
(3,4,5,9,10,11,15,16) (1,2,6,7,8) (4,5,9,10,11,14,15,16) | (1,2,3,6,7,8)
(2,4,7,9,11,12,14,16) (1,3,5,6,8) (2,4,6,7,9,12,14,16) (1,3,5,8)
(1,2,5,6,9,10,13,14) (3,4,7,8) (1,5,69,10,13,14,15) | (2,3,4,7,8)
(2,5,8,10,11,13,14,16) (1,3,4,6,7) (2,5,7,8,11,13,14,16) (1,3, 4,6)
(1,3,5,7,9,11,13,15) (2,4,6,8) (3,5,7,9,11,13,15,16) | (1,2,4,6,8)
(9,10,11,12, 13,14, 15,16) | (1,2,3,4,5,6,7,8) | | (8,10,11,12,13,14,15,16) | (1,2,3,4,5,6,7)
Cha(1,2,3,4,6,8,10) = C 17(7) Cr(1,2.3,4,5,7,8,11) = C 17(6)
J S J S
(2,3,4,6,8,10,12, 16) 1,5,7) (2,4,5,6,8, 10,14, 10) 1,3,7)
(1,3,6,7,9,12,13,15) (2,4, 5,8) (3,4,6,7,9,12,15,16) (1,2,5,8)
(3,4,6,7,8,12,15,16) (1,2,5) (3,4,8,10,11,12,15,16) (1,2,5,6,7)
(3,5,6,8,10,13,15,16) (1,2,4,7) (1,3,4,5,6,8,10,15) (2,7)
(1,2,6,7,9,12,13,14) (3,4,5,8) (1,6,7,8,12,13,14,15) (2,3,4,5)
(1,2,4,5,7,8,11,14) (3, 6) (1,4,5,7,9,11,14,15) (2,3,6,8)
(6,7,8,12,13,14,15,16) (1,2,3,4,5) (3,5,6,7,8,13,15,16) (1,2, 4)
(1,2,3,4,5,9,10, 11) (6,7,8) (1,2,4,9,10,11,12,14) | (3,5,6,7,8)
(3,6,9,10,12,13,15,16) | (1,2,4,5,7,8) (2,3,6,8,10,12,13,16) (1,4,5,7)
(3,4,5,8,10,11,15,16) (1,2,6,7) (2,3,4,5,9,10,11,16) (1,6,7,8)
(1,2,4,7,9,11,12,14) (3,5,6,8) (2,7,9,11,12,13,14,16) | (1,3,4,5,6,8)
(1,2,5,9,10,11,13,14) (3,4,6,7,8) (1,2,5,6,7,9,13,14) (3,4,8)
(2,4,5,8,10,11,14,16) (1,3,6,7) (1,2,5,8,10,11,13,14) (3,4,6,7)
(1,5,7,9,11,13,14,15) (2,3, 4,6,8) (1,3,7,9,11,12,13,15) (2,4,5,6,8)
(7,9,11,12,13, 14,15, 16) | (1,2,3,4,5,6,8) | | (6,9,10,12,13,14,15,16) | (1,2,3,4,5,7,8)
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Cn(1,2,3,4,6.7,8,12) = C17(5) Cr(1,2,3,5,6,7,8,13) = C' 12 (4)
J S 7 S
(2,4,6,7,8,12, 14, 16) 1,3.5) (2,4,6,9,10,12,14,16) | (1,3.5,7.8)
(1,2,3,4,6,7,9,12) (5,8) (1,3,4,5,6,7,9,15) (2,8)
(4,7,8,11,12,14,15,16) |  (1,2,3,5,6) (1,3,4,7,8,11,12,15) (2,5, 6)
(1,3,5,6,9,10,13,15) (2,4,7,8) (1,5,6,8,10,13,14,15) (2,3,4,7)
(1,2,4,6,7,8,12,14) (3, 5) (1,2,6,8,10,12,13,14) (3,4,5,7)
(4,5,7,8,11,14,15,16) (1,2, 3,6) (1,4,5,6,7,8,14,15) (2,3)
(5,7,8,11,13,14,15,16) | (1,2,3,4,6) (2,5,6,7,8,13,14,16) (1,3,4)
(1,2,3,4,6,9, 10, 12) (5,7, 8) (1,3,4,9,10,11,12,15) (2,5,6,8)
(1,2,3,6,9,10,12,13) |  (4,5,7,8) (2,3,9,10,11,12,13,16) | (1,4,5,6,7,8)
(3,5,9,10,11,13,15,16) | (1,2,4,6,7,8) (3,4,5,7,9,11,15,16) (1,2, 6,8)
(2,4,7,8,11,12,14,16) (1,3,5,6) (2,3,4,7,9,11,12,16) (1,5,6,8)
(1,2,3,5,6,9,10,13) (4,7, 8) (2,5,6,9,10,13,14,16) (1,3,4,7,8)
(5,8,10,11,13,14,15,16) | (1,2,3,4,6,7) | | (2,8,10,11,12,13,14,16) | (1,3,4,5,6,7)
(1,3,5,9,10,11,13,15) | (2,4,6,7,8) (1,3,5,7,8,11,13,15) (2, 4, 6)
(5,9,10,11,13,14,15,16) | (1,2,3,4,6,7,8) | | (4,9,10,11,12,14,15,16) | (1,2,3,5,6,7,8)
C1e(1,2,4,5,6,7,8,14) = C 17(3) Cr(1,3,4,5,6,7,8,15) = C17(2)
j S 7 S
(2,4,8,10,11,12,14,16) | (1,3,5,6,7) (2,6,8,10,12,13,14,16) | (1,3,4,5,7)
(1,3,4,6,7,8,12,15) (2,5) (1,3,4,7,9,11,12,15) (2,5,6,8)
(3,4,5,7,8,11,15,16) (1,2, 6) (3,4,7,9,11,12,15,16) | (1,2,5,6,8)
(1,2,3,5,6,8,10,13) (4,7) (1,3,5,6,7,8,13,15) (2, 4)
(2,6,7,8,12,13,14,16) (1,3,4,5) (1,2,5,6,7,8,13,14) (3,4)
(1,5,7,8,11,13,14,15) (2,3, 4, 6) (1,3,4,5,7,8,11,15) (2, 6)
(5,6,8,10,13,14,15,16) | (1,2,3,4,7) (1,5,6,7,8,13,14,15) (2,3, 4)
(1,2,3,4,7,9,11,12) (5,6, 8) (2,3,4,9,10,11,12,16) (1,5,6,7,8)
(2,3,4,6,9,10, 12, 16) (1,5,7,8) (2,6,9,10,12,13,14,16) | (1,3,4,5,7,8)
(1,3,4,5,9,10,11,15) (2,6,7,8) (3,4,9,10,11,12,15,16) | (1,2,5,6,7,8)
(4,7,9,11,12,14,15,16) | (1,2,3,5,6,8) (2,4,9,10,11,12,14,16) | (1,3,5,6,7,8)
(1,2,6,9,10,12,13,14) (3,4,5,7,8) (1,2,5,6,8,10,13,14) (3,4,7)
(2,5,9,10,11,13,14,16) | (1,3,4,6,7,8) (2,5,6,8,10,13,14,16) (1,3,4,7)
(1,3,5,6,7,9,13,15) (2,4, 8) (1,3,4,5,7,9,11,15) (2,6, 8)
(3,9,10,11,12,13,15,16) | (1,2,4,5,6,7,8) | | (2,9,10,11,12,13,14,16) | (1,3,4,5,6,7,8)




C17(2,3,4,5,6,7,8,16) = C'17(1) C17(1,2,3,4,5,6,9,10) = C'12(7,8)

] S ] S
(4,6,8,10,12,14,15,16) | (1,2,3,5,7) (1,2,3,4,6,8,10,12) (5,7)
(1,4,6,7,9,12,14,15) (2,3,5,8) (1,3,6,9,10,12,13,15) | (2,4,5,7,8)
(3,7,8,11,12,13,15,16) (1,2,4,5,6) (2,3,4,6,7,8,12,16) (1,5)
(1,3,6,8,10,12,13,15) (2,4,5,7) (3,5,8,10,11,13,15,16) | (1,2,4,6,7)
(1,2,7,8,11,12,13,14) (3,4,5,6) (1,2,3,6,7,9,12,13) (4,5,8)
(1,4,5,8,10,11,14,15) (2,3,6,7) (1,2,4,7,8,11,12,14) (3,5,6)
(5,6,7,9,13,14,15,16) (1,2,3,4,8) (4,6,7,8,12,14,15,16) (1,2,3,5)
(1,2,3,4,8,10,11,12) (5,6,7) (1,2,3,5,9,10,11,13) (4,6,7,8)
(2,3,6,7,9,12,13,16) (1,4,5,8) (3,5,6,9,10,13,15,16) | (1,2,4,7,8)
(3,4,5,6,9,10,15,16) (1,2,7,8) (4,5,8,10,11,14,15,16) | (1,2,3,6,7)
(2,4,5,7,9,11,14,16) (1,3,6,8) (1,2,4,6,7,9,12,14) (3,5,8)
(1,2,4,5,6,9,10,14) (3,7,8) (1,5,9,10,11,13,14,15) | (2,3,4,6,7,8)
(2,3,5,8,10,11,13,16) (1,4,6,7) (2,4,5,7,8,11,14,16) (1,3,6)
(1,2,3,5,7,9,11,13) (4,6,8) (5,7,9,11,13,14,15,16) | (1,2,3,4,6,8
(1,9,10,11,12,13,14,15) | (2,3,4,5,6,7,8) | | (7,8,11,12,13,14,15,16) | (1,2,3,4,5,6

Cr(1,2,3,4,5,7,9,11) 2 C 1+(6,8) Cr(1,2,3,4,5,8,10,11) = C'17(6,7)
] S J S
(1,2,4,5,6,8, 10, 14) 3,7) (2.3.4,5.6, 8,10, 16) ,7)
(34,6,9,10,12,15,16) | (1.2,5,7,8) (3.6,7,9,12,13,15,16) | (1,2.4,5,8)
(2,34,8,10,11,12,16) | (1,5,6,7) (3,4,6,8,10,12,15,16) | (1,2,5,7)
(1,3,4,5,8,10,11,15) (2,6,7) (3.4,5,6,8,10,15,16) (1,2,7)
(1,3,6,7,8,12,13,15) (2,4, 5) (1,6,7,9,12,13,14,15) | (2,3,4,5,8)
(1L47,911,1214,15) | (2,3,5,6,8) (1,2,4,5,7,9,11,14) (3,6.8)
(3.4,5,6,7,8,15,16) (1,2) (3,6,7,8,12,13,15,16) | (1,2,4,5)
(1,2,9,10,11,12,13, 14) | (3,4,5,6,7,8) (1,2,4,5,9,10,11,14) (3,6,7,8)
(2,3,5,6,8,10,13,16) |  (1,4,7) (3,6,8,10,12,13,15,16) | (1,2,4,5,7)
(2,4,5,9,10,14,16) (1,3,6,7,8) (2,3,4,5,8,10,11,16) (1,6,7)
(2,6,7,9,12,13,14,16) | (1,3,4,5,8) (1,2,7,9,11,12,13,14) | (3,4,5,6,8)
(1,5,6,7,9,13,14,15) (2,3,4,8) (1,2,5,7,9,11,13,14) (3,4,6,8)
(1,2,5,7,8,11,13,14) (3, 4, 6) (1,2,4,5,8,10,11,14) (3,6,7)
(3,7,9,11,12,13,15,16) | (1,2,4,5,6,8) | | (1,7,9,11,12,13,14,15) | (2,3,4,5,6,8
(6,8,10,12,13,14,15,16) | (1,2,3,4,5,7) | | (6,7.9,12,13,14,15,16) | (1,2,3,4,5,8
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C17(1,2,3,4,7,8,11,12) & C 17(5,6)

C17(1,2,3,5,7,8,11,13) & C 17(4, 6)

J S J S
(2,4,5,6,7,8,14, 16) {1,3) (2,4,5,6,9,10, 14, 16) (1,3,7,8)
(2,3,4,6,7,9,12,16) (1,5,8) (3,4,5,6,7,9,15,16) (1,2,8)
(4,8,10,11,12,14,15,16) | (1,2,3,5,6,7) | | (1,3,4,8,10,11,12,15) | (2,5,6,7)
(1,3,4,5,6,9,10,15) (2,7,8) (1,4,5,6,8,10,14,15) (2,3,7)
(1,4,6,7,8,12,14,15) (2,3,5) (1,6,8,10,12,13,14,15) | (2,3,4,5,7)
(4,5,7,9,11,14,15,16) | (1,2,3,6,8) (1,4,5,6,7,9,14,15) (2,3,8)
(3,5,7,8,11,13,15,16) (1,2,4,6) (2,3,5,6,7,8,13,16) (1,4)
(1,2,4,6,9,10,12,14) | (3,5,7,8) (1,4,9,10,11,12,14,15) | (2,3,5,6,7,8)
(1,2,3,6,8,10,12,13) (4,5,7) (2,3,8,10,11,12,13,16) | (1,4,5,6,7)
(2,3,5,9,10,11,13,16) | (1,4,6,7,8) (2,3,4,5,7,9,11,16) (1,6,8)
(2,7,8,11,12,13,16) (1,3,4,5,6) (2,3,7,9,11,12,13,16) (1,4,5,6,8)
(1,2,3,5,6,7,9,13) (4,8) (2,5,6,7,9,13,14,16) (1,3,4,8)
(1,5,8,10,11,13,14,15) | (2,3,4,6,7) (1,2,8,10,11,12,13,14) | (3,4,5,6,7)
(1,3,9,10,11,12,13,15) | (2,4,5,6,7,8) (1,3,7,8,11,12,13,15) (2,4,5,6)
(5,6,9,10,13,14,15,16) | (1,2,3,4,7,8) (4,6,9,10,12,14,15,16) | (1,2,3,5,7,8)

C(1,2,4,5,6,7,9,14) = C17(3,8)

Cn(2,3,4,5,6,7,9,16) = C17(1,8)

J S J S
(1,2,4,8,10,11,12,14) | (3,5,6,7) (1,4,6,8,10,12,14,15) | (2,3,5,7)
(1,3,4,6,8,10,12,15) (2,5,7) (1,4,6,9,10,12,14,15) | (2,3,5,7,8)
(2,3,4,5,7,8,11,16) (1,6) (2,3,7,8,11,12,13,16) |  (1,4,5,6)
(1,2,3,5,8,10,11,13) (4,6,7 (1,3,8,10,11,12,13,15) | (2,4,5,6,7)
(2,3,6,7,8,12,13,16) (1,4,5) (1,2,3,7,8,11,12,13) (4,5,6)
(1,7,8,11,12,13,14,15) | (2,3,4,5,6) (1,4,8,10,11,12,14,15) | (2,3,5,6,7)
(4,5,6,8,10,14,15,16) (1,2,3,7) (4,5,6,7,9,14,15,16) (1,2,3,8)
(1,2,3,7,9,11,12,13) | (4,5,6,8) (1,2,3,8,10,11,12,13) (4,5,6,7)
(2,3,4,5,6,9,10, 16) (1,7,8) (2,3,5,6,7,9,13,16) (1,4,8)
(1,4,5,9,10,11,14,15) | (2,3,6,7,8) (4,5,6,9,10,14,15,16) | (1,2,3,7,8)
(4,6,7,9,12,14,15,16) | (1,2,3,5,8) (2,4,5,6,7,9,14,16) (1,3,8)
(1,6,9,10,12,13,14,15) | (2,3,4,5,7,8) (1,4,5,6,9,10,14,15) (2,3,7,8)
(2,5,7,9,11,13,14,16) | (1,3,4,6,8) (2,3,5,7,8,11,13,16) (1,4,6)
(3,5,6,7,9,13,15,16) (1,2,4,8) (2,3,5,7,9,11,13,16) (1,4,6,8)
(3,8,10,11,12,13,15,16) | (1,2,4,5,6,7) | | (1,8,10,11,12,13,14,15) | (2,3,4,5,6,7)

Crio(J) = Crg(S)
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C10(1,2,3,4,5,6,7,8,9) 2 C1o(0)

j S
(2,4,6,8,10,12,14,16,18) 1,3,5,7,9)
(2,3,5,6,8,9,12,15,18) (1,4,7)
(1,4,5,8,9,12,13,16,17) (2,3,6,7)
(1,2,5,6,7,10,11,15,16) (3,4,8,9)
(4,5,6,10,11,12,16,17,18) (1,3,7,8,9)
(2,4,6,7,9,11,14,16,18) (1,3,5,8)

(2,5,7,8,10,13, 15, 16, 18) (1,3,4,6,9)
(5,6,7,8,9,15, 16, 17, 18) (1,2, 3, 4)
(1,2,3,4,10,11, 12,13, 14) (5,6,7,8,9)
(1,3,4,6,9,11,12,14,17) (2,5,7,8)
(1,3,5,8,10,12,13,15,17) (2,4,6,7,9)
(1,2,3,7,8,9,13,14,15) (4,5, 6)
(3,4,8,9,12,13,14,17,18) (1,2,5,6,7)
(2,3,6,7,10,11,14,15,18) (1,4,5,8,9)
(1,4,7,10,11,13,14,16,17) (2,3,5,6,8,9)
(1,3,5,7,9,11,13, 15, 17) (2,4,6,8)
(10,11,12,13,14,15,16,17,18) | (1,2,3,4,5,6,7,8,9)
C10(2,3,4,5,6,7,8,9,18) = C 19(1)
J S
(4,6,8,10,12, 14,16, 17, 18) 1,2.3,5,7,9)
(2,5,6,8,9,12, 15, 16, 18) (1,3,4,7)
(1,5,8,9,12,13,15,16,17) (2,3,4,6,7)
(1,2,6,7,10,11,14,15,16) (3,4,5,8,9)
(4,5,10,11,12,13,16,17,18) | (1,2,3,6,7,8,9)
(2,4,6,9,11,12,14,16,18) (1,3,5,7,8)
(2,5,7,10,11,13,15,16,18) (1,3,4,6,8,9)
(5,6,7,8,10,15,16,17,18) (1,2,3,4,9)
(1,2,3,4,9,11,12,13,14) (5,6,7,8)
(1,3,4,6,8,9,12,14,17) (2,5,7)
(1,3,5,7,8,10,13, 15, 17) (2,4,6,9)
(1,2,3,6,7,8,9, 14, 15) (4,5)
(3,4, 5,8,9, 12, 13, 17, 18) (1,2,6,7)
(2,3, 4, 6,7, 10, 11, 14, 18) (1,5,8,9)
(1,3, 4,7, 10, 11, 13, 14, 17) (2,5,6,8,9)
(1,2,3,5,7,9, 11, 13, 15) (4,6, 8)
(1,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17) | (2,3,4,5,6,7,8,9)




Co(1,3,4,5,6,7,8,9,17) & C14(2)

J S

(2,6,8,10, 12,14, 15, 16, 13) 1,3,
(2,3,5,8,9,12, 13, 15, 18) (1
(1,4, 5,9, 11, 12, 13, 16, 17) (2,3,
(1,2,5,6,7,09,11, 15, 16) (3,
(4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 17, 18) (1,2,3,
(2, 4, 1
(2, 3,

(1,
( )

2
(
(1,
(1,
3

(

5,6,7, 09,11, 16, 18) (1,3,
5,7, 8,10, 13, 15, 18) (1,4,6
5,6,7,8,9,15,16,17) (2

3,4, 10, 11, 12, 13, 14, 18) (1,5,6,7,8,9
,4,6,9,11, 12, 14, 16, 17) (2,3,5,7,8)
3,8, 10, 12, 13, 14, 15, 17) (2, 9

1 ) ) ) )
4,5,6,7

1,2,3,8,9,12, 13, 14, 15) (4,5,6,7
(3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 17, 18) (1,2,5,6,7
2,3,6,7,8,10, 14, 15, 18) (1,4,5,9
(1, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 17) (2,3,5,8
(1,3,4,5,7,9,11, 13, 17) 2,6,8

(2,6,8)
(2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18) | (1,3,4,5,6,7,8,9)

Co(1,2,4,5,6,7,8,9,16) = C'19(3)

J S
(2,4,8,10,12,13, 14, 16, 18) {1,3,5,6,7,9)
(2,3, 5, 6,8, 10, 12, 15, 18) (1,4,7,9)
(1,4,5,7,8,9, 13, 16, 17) (2,3, 6)
(1,2, 4,5, 6,7, 10, 11, 16) (3,8,9)
(1,4, 5,6, 10, 11, 12, 16, 17) (2,3,7,8,9)
(4,6,7,9,11,14,16, 17, 18) (1,2,3,5,8)

(2,7, 8,10, 13, 14, 15, 16, 18) | (1,3,4,5,6,9)
(5,6,7,9, 11, 15, 16, 17, 18) (1,2,3,4,8)
(1,2, 3, 4,8, 10, 12, 13, 14) (5,6,7,9)
(1,3,4,5,6,9, 11, 12, 17) (2,7, 8)
(1,2, 3, 5,8, 10, 12, 13, 15) (4,6,7,9)
(2,3.7,8,9.13, 14, 15, 18) (1,4, 5,6)
(3,8,9,12, 13, 14, 15, 17,18) | (1,2.4,5,6,7)
(2,3,6,10, 11, 12, 14, 15,18) | (1,4,5,7,8,9)
(1,4, 7,9, 11, 13, 14, 16, 17) (2,3,5,6,8)
(1,3,5,6,7,9 11, 15, 17) (2,4,8)
(3,10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18) | (1,2,4,5,6,7,8,9)
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C10(1,2,3,5,6,7,8,9,15) = C 19(4)

J S
(2,4,6,10, 11,12, 14, 16, 13) (1,3,5,7,8,9)
(2,3,5,6,7,8,09, 15, 18) (1,4)
(1,3, 4,5,8,9,12, 13, 17) (2,6,7)
(2,5, 6, 7,10, 11, 15, 16, 18) (1,3,4,8,9)
(4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18) | (1,2,3,5,7,8,9)
(2,4, 6,7, 10, 11, 14, 16, 18) (1,3,5,8,9)
(2, 5,6, 7,8, 10, 15, 16, 18) (1,3,4,9)
(2,5,6,7,8,9,15,16, 18) (1,3,4)
(1,3,4,10,11,12,13, 14, 17) (2,5,6,7,8,9)
(1,3,4,9,11, 12, 13, 14, 17) (2,5,6,7,8)
(1,3,5,8,9,12, 13, 15, 17) (2,4,6,7)
(1,2,3,5,7,8,09, 13, 15) (4,6)
(1,3,4,8,9,12, 13, 14, 17) (2,5,6,7)
(2, 6,7, 10, 11, 14, 15, 16, 18) (1,3,4,5,8,9)
(1,4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17) | (2,3,5,6,7,8,9)
(1,3,5,7,8,9,13, 15, 17) 2,4,6

(4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18)

C10(1,2,3,4,6,7,8,9,14) = C 14(5)

J S
(2,4,6,8,9,12, 14, 16, 18) 1,3,5.7)
(2,3,4,5,6,8,9,12, 18) (1,7)
(4,5,8,9,12,13,16,17, 18) (1,2,3,6,7)

(1,2, 5,7, 10, 11, 13, 15, 16) (3,4,6,8,9)
(4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 17, 18) (1,2,3,7,9)
(2,3, 4,6,7,9, 11, 14, 18) (1,5,8)

(5,7, 8,10, 13, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,6,9)
(5,6, 8,9, 12, 15, 16, 17, 18) (1,2,3,4,7)

(1,2, ,4,7,10,11,13,14) (5,6,8,9)
(1,2,3,4,6,9, 11, 12, 14) (5,7,8)

(1,5, 8,10, 12, 13, 15, 16, 17) | (2,3,4,6,7,9)
(1,2,3,7,9, 11, 13, 14, 15) (4,5,6,8)
(3, 4,6,8,9,12, 14, 17, 18) (1,2,5,7)
(1,2,3,6,7, 10, 11, 14, 15) (4,5,6,8,9)

(1, 7,10, 11, 13, 14, 15, 16, 17) | (2,3,4,5,6,8,9)
(1,3,5,7,10,11, 13,15, 17) (2,4,6,8,9)

(5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,6,7,8,9)




C10(1,2,3,4,5,7,8,9,13) & C 14(6

J

(, , ,7,8,10,14,16,18)

(1
(1,
( ) 7
2,
(2,
(2, 5,
(

3

4,
6,

(1,2, 4
3

(1,3,
(1,3,4

(1,3,7,8,9, 13, 14, 15, 17)
(3,4,9,11,12,13,14,17,18) (1,
(2, 3,5, 6,7, 10, 11, 15, 18) {
(4, 7,10, 11, 13, 14, 16, 17, 18) | (1,2
(1,3,5,9, 11, 12, 13, 15, 17) (
(6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18)

4 .9, 12, 13, 14, 16, 17) (2,

5 1
7,9 11, 14, 15, 16, 18) (1
(

,5,6,8,9,12, 15)

7

(

3
7,8,10,15,16) (3,
,6,10,11,12,16,18) (1,3
3

7,8,9, 13, 15, 16, 18)

17 Y )
6,7, 8,9, 15, 17, 18) (1,2,4
5

.10, 11, 12, 13, 14, 16) (3,
4,6,10,11,12,14, 17) (2
5,8,10,12,13,17) (

(

<1727 3747 57 Y Y

C10(1,2,3,4,5,6,8,9,12) = C1o(7

]
(2,4,5,6,8,10, 12, 16, 18) {1,3,7,
(3,5,6,8,09, 12, 15, 17, 18) (1,2,4
(1,4,5,8,10,12,13,16,17) (2,3,
(1,2,3,5,6, 7,10, 11, 15) (4,

(5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,
(2,4,6,7,8,09, 14, 16, 18) (1,3,
(1,2,5,7,8,10, 13, 15, 16) (3, 4,6,
(5, 7,8,9, 13, 15, 16, 17, 18) (1,2,3,4,

1,2,3,4,6,10,11,12,14) (5,7,8,9
(3,4,6,9,11, 12, 14, 17, 18) (1,2,5,7
(1,3,5,10,11,12,13,15,17) (2,4,6

(1,2,3,4,7,8,9,13, 14) (5,

(4,8, 9,12, 13, 14, 16, 17, 18) (1,2,3
(2,3,6,7,9, 11, 14, 15, 18) (1,4,
(1,2, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 16) (3,5,6
(1,3,7,9,11,13,14,15,17) (2,4,5,6,

(7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,5,6
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Co(1,2.3,4,5,6,7,9,11)

J

(2,3,4,6,8,10, 12, 14, 13)
(2, 3,6, 8,9, 12, 14, 15, 18)

1,4,5,6,8,9,12, 16, 17)
, 10, 11, 15, 16, 17)
11, 12, 16, 17, 18)
2, ,6,7,9,11,14,16)
(2, 5,8, 10, 12, 13, 15, 16, 18)
(4,5,6,7,8,9,16,17,18)
1,2,3,10,11,12,13, 14, 15)

1,3,4,6,7,9,11, 14, 17)
.5, 8,10, 12, 13, 15, 17, 18)
1,2,3,7,8, 10, 13, 14, 15)
2,3, 4,8,9,12, 13, 14, 18)
3,7,10, 11, 13, 14, 15, 18)
4,5,7,10, 11, 13, 16, 17)
5,7,9,11, 13, 15, 16, 17)
0

(

1,5,6,7
(4, 5, 6, 9,
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(1,2,4,6,8,10, 12, 14, 16)
(2,3,5,6,09, 11, 12, 15, 18)
(1,2,4,5,8,9,12,13,16)
.5, 6,10, 11, 12, 15, 16)
5,6, 10, 11, 12, 17, 18)
7,9, 11, 13, 14, 16, 18)
L 4,5, 7,8, 10, 13, 16, 18)
,7,8,9, 14, 15, 16, 17, 18)

(1,2,3,4,5,10,11,12, 13)

(1,3,6,9, 11, 12, 14, 15, 17)
1,3,5,6,8,10, 12, 15, 17)

1,2,7,8,09,13, 14, 15, 16)
3,4,7,8,9,13, 14, 17, 18)

(3,6, 7,10, 11, 14, 15, 17, 18)

8, 10, 13, 14, 16, 17)

9,11, 13, 15, 17, 18)

, 13, 14, 15, 16, 17, 18)
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Co() 2 Cho(1,2)

J S
(6,8,10,12,14,15,16,17,18) | (1,2,3,4,5,7,9)
(2,5, 8,9, 12, 13, 15, 16, 18) (1,3,4,6,7)
(1,5,9, 11,12, 13, 15, 16, 17) | (2,3,4,6,7,8)
(1,2,6,7,9,11, 14, 15, 16) (3,4,5,8)
(4,5, 7,10, 11, 13, 16, 17, 18) | (1,2,3,6,8,9)
(2,4,5 6,9, 11, 12, 16, 18) (1,3,7,8)

(2, 3,5, 7,10, 11, 13, 15, 18) (1,4,6,8,9)
(1,5, ,7,8,10,15,16,17) (2,3,4,9)
(2,3,4,9,11,12,13, 14, 18) (1,5,6,7,8)

(1, 4, 6, 8,9, 12, 14, 16, 17) (2,3,5,7)

(1,3, 7,8,10, 13, 14, 15, 17) (2,4,5,6,9)
(1,2,3,6,8,9, 12, 14, 15) (4,5,7)

(3,4, 5, 8, 10, 12, 13, 17, 18) (1,2,6,7,9)
(2,3,4,6,7,8, 10, 14, 18) (1,5,9)

(1,3, 4,6, 7,10, 11, 14, 17) (2,5,8,9)

(1,2,3,4,5,7,9,11,13) (6,8)
(1,2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) | (3,4,5,6,7,8,9)
2719(2,4,5,6,7,8,9,16,18)sz'Z?lg<1,3>

J S
(4,8,10,12,13,14,16,17,18) | (1,2,3,5,6,7,9)
(2, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 18) (1,3,4,7,9)

(1,5,7,8,9,13,15,16,17) (2,3,4,6)

(1,2, 4, 6,7, 10, 11, 14, 16) (3,5,8,9)

(1, 4, 5, 10,11,12,13,16,17) (2,3,6,7,8,9)

(4, 6,9, 11, 12, 14, 16, 17, 18) | (1,2,3,5,7,8)

(2, 7,10 11 13, 14, 15, 16, 18) | (1,3,4,5,6,8,9)

(5, 6, 7,10,11,15,16,17,18) (1,2,3,4,8,9)
(1,2,3,4,8,9,12,13,14) (5,6,7)
(1,3,4,5,6,8,9, 12, 17) (2,7)
(1,2,3,5,7,8, 10, 13, 15) (4,6,9)
(2,3,6,7,8,9, 14, 15, 18) (1,4,5)

(3,5,8,9,12, 13, 15, 17, 18) (1,2,4,6,7)

(2, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 18) (1,5,7,8,9)

(1,3,4,7,9,11, 13, 14, 17) (2,5,6,8)

(1 ,2, ,5,6,7,9, 11, 15) 4,8

(1, 3,10, 11, 12, 13, 14, 15, 17)
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C10(2,3,4,6,7,8,9,14,18) 2 C'10(1, 5)

J S
(4,6,8,9,12,14,16,17, 18) 1,2,3.5.7)
(2,4, 5,6,8,9,12, 16, 18) (1,3,7)

(5, 8,9, 12, 13, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,6,7)
(1,2,7, 10, 11, 13, 14, 15, 16) | (3,4,5,6,8,9)
(4, 5, 8,10, 12, 13, 16, 17, 18) | (1,2,3,6,7,9)
(2,3, 4,6,9, 11, 12, 14, 18) (1,5,7,8)
(5,7, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,6,8,9)
(5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,7,9)
(1,2,3,4,7,9, 11, 13, 14) (5,6,8)
(1,2,3,4,6,8,9,12, 14) (5,7)
(1,5,7,8,10,13, 15, 16, 17) (2,3, 4,6,9)
(1,2,3,6,7,9, 11, 14, 15) (4, 5,8)
(3, 4, 5, 6, 8,9, 12, 17, 18) (1,2,7)
(1,2, 3,4, 6,7, 10, 11, 14) (5,8,9)
(1,3,7, 10, 11, 13, 14, 15, 17) | (2,4,5,6,8,9)
(1,2,3,5,7, 10, 11, 13, 15) (4,6,8,9)
(1,5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17) | (2,3,4,6,7,8,9)
C10(2,3,4,5,7,8,9,13,18) 2 C'10(1, 6)

J S
(4,6,7.8,10, 14, 16,17, 18) 1,2,3,5,9)
(1,2, 5,6,8,9, 12, 15, 16) (3,4,7)
(1,8,9,12,13,14,15,16,17) | (2,3,4,5,6,7)
(1,2, 6,7, 8, 10, 14, 15, 16) (3,4,5,9)

(2,4, 5,10, 11, 12, 13, 16, 18) | (1,3,6,7,8,9)
(2, 6,9, 11,12, 14, 15, 16, 18) | (1,3,4,5,7,8)
(2,5,7,9,11, 13, 15, 16, 18) | (1,3,4,6,8)
3,5, 6,7, 8,10, 15, 17, 18) (1,2, 4,9)
(1,2,4,9,11,12, 13, 14, 16) (3,5,6,7,8)
(1,3, 4, 6,8, 10, 12, 14, 17) (2,5,7,9)
(1, 3,4, 5,7, 8, 10, 13, 17) (2,6,9)
(1,3,6,7,8,9, 14, 15, 17) (2,4, 5)
3,4,5,9, 11,12, 13, 17, 18) | (1,2,6,7,8)
(2,3, 4, 5, 6,7, 10, 11, 18) (1,8,9)
(3,4,7,10, 11, 13, 14, 17, 18) | (1,2,5,6,8,9)
(1,2,3,5,9, 11, 12, 13, 15) 4,6,7,8

(1,6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17)




C10(2,3,4,5,6,7,9,11,18) 2 C'10(1,8)

j S
(3,4,6,8,10,12, 14,17, 13) 1,2,5,7,9)
(2,6, 8,9,12, 14, 15, 16, 18) | (1,3,4,5,7)
(1, 5,6, 89,12, 15, 16, 17) (2,3,4,7)
(1, 6,7, 10, 11, 14, 15, 16, 17) | (2,3,4,5,8,9)
(4, 5,9, 11, 12, 13, 16, 17, 18) | (1,2,3,6,7,8)
(1,2, 4, 6,9, 11, 12, 14, 16) (3,5,7,

(2, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 18) | (1,3,4,6,7
(4,5,6,7,8,10, 16, 17, 18) (1,2,3,
(1,2,3,9, 11,12, 13, 14, 15) (4,5,6,7
(1,3,4,6,7,8,9, 14, 17) (2, 5)

(3,5,7,8 10,13, 15, 17, 18) | (1,2,4,6
(1,2, 3,6,7,8, 10, 14, 15) (4,5,9
(2,3,4,5,8,9,12, 13, 18) (1,6,7

(2,3,4,7,10, 11, 13, 14, 18) | (1,5,6,8
(1, 3,4, 5,7, 10, 11, 13, 17) (2,6,8,
(1,2,5,7,9, 11, 13, 15, 16) (3,4, 6,

(1, 8,10, 12, 13, 14, 15, 16, 17) | (2,3,4,5,6

C0(2,3,4,5,6,7,8,10,18) = C'10(1,9)
] S
(1,4,6,8,10,12, 14,16, 17) 2.3.5,7,9)

(2,5,6,9,11, 12, 15, 16, 18) (1,3,4,7,8)

(1,2,5,8,9,12,13,15, 16) (3,4,6,7)
(1,2, 6,10, 11, 12, 14, 15, 16) | (3
(3,4, 5,10, 11, 12, 13,17, 18) | (1
(2,4,9,11, 12, 13, 14, 16, 18) | (1
(2,4, 5,7, 10, 11, 13, 16, 18) (
(6, 7 1
(1,

,3,4,5,9,11, 12, 13)
(1,3, 6

2
2 (6,7,
,3,6,8,9,12, 14, 15, 17) (2,4,5
(1,3,5,6,7,8,10,15,17) (
(1,2,6,7,8,09, 14, 15, 16) (
(3,4,5,7,8,09,13, 17, 18) (
(3,4, 6,7, 10, 11, 14, 17, 18) (1
(1, 3,4, 7,8, 10, 13, 14, 17) (
(2,3,5,7,9, 11, 13, 15, 18) (1,4,6,
(1,9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17) | (2,3,4,5,6

, 8,10, 14, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,5,9)
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Co(1,4,5,6,7,8,9,16,17) = C'19(2, 3)

J S
(2,8,10,12,13,14,15,16,18) | (1,3,4,5,6,7,9)
(2,3, 5,810, 12, 13, 15, 18) | (1,4,6,7,9)
(1,4,5,7,9,11, 13, 16, 17) (2,3,6,8)

(1,2, 4,5, 6,709, 11, 16) (3,8)
(1,4, 5,6, 7,10, 11, 16, 17) (2,3,8,9)
(4, 5,6,7,9,11, 16, 17, 18) (1,2,3,8)
(2,3,7,8, 10,13, 14, 15, 18) | (1,4,5,6,9)

(1,5,6,7,9, 11,15, 16,17) (2,3, 4,8)

(2,3,4,8,10,12, 13, 14, 18) (1,5,6,7,9)
(1,4, 5,6,9, 11, 12, 16, 17) (2,3,7,8)
(1,2, 3,8, 10,12, 13, 14, 15) | (4,5,6,7,9)
(2,3,8,9,12,13, 14, 15, 18) | (1,4,5,6,7)

(3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18) | (1,2,4,5,6,7,9)
(2,3, 6,8, 10, 12, 14, 15, 18) |  (1,4,5,7,9)
(1,4,6,7,09,11, 14, 16, 17) (2,3,5,8)
(1,3, 4,5, 6,709, 11, 17) (2,8)
(2,3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18) | (1,4,5,6,7.8,9)
C10(1,3,5,6,7,8,9,15,17) = C'19(2, 4)

J S
(2,6,10,11, 12,14, 15,16,18) | (1,3,4,5,7,8,9)
(2,3,5,7,8,9, 13, 15, 18) (1,4, 6)

(1,3,4,5,9,11,12,13,17) (2,6,7,8)
(2, 5,6,7,9,11, 15, 16, 18) (1,3,4,8)
(4, 6,7, 10, 11, 14, 16, 17, 18) | (1,2,3,5,8,9)
(2,4, 5,6, 7, 10, 11, 16, 18) (1,3,8,9)
(2,3, 5, 6,7, 8, 10, 15, 18) (1,4,9)

(1,2, 5,6,7,8,9, 15, 16) (3,4)
(3,4,10,11,12,13,14,17,18) | (1,2,5,6,7,8,9)
(1,4,9,11, 12, 13, 14, 16, 17) | (2,3,5,6,7,8)
(1,3,8,9,12, 13, 14, 15, 17) | (2,4,5,6,7)
(1,2,3,5,8,9, 12, 13, 15) (4,6,7)
(1,3, 4,8, 10,12, 13, 14, 17) | (2,5.6.7,9)
(2, 6,7, 8,10, 14, 15, 16, 18) | (1,3,4,5,9)
(1,4, 6,10, 11, 12, 14, 16, 17) | (2,3,5,7,8,9)

(1,3,4,5,7,8,9,13, 17) 2,6

(2,4,10,11,12,13,14,16,18)
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(1, 7,09, 11, 13, 14, 15, 16, 17)
1,3,5,6,7,10, 11, 15, 17)

1
(
(3, 5,10, 11, 12, 13, 15, 17, 18)
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Co(1,2,4,5,7,8,9,13,16) = C'10(3, 6)

J S
(2,4, 7,8, 10, 13, 14, 16, 18) (1,3,5,6,9)
(1,2, 3,5, 6,8, 10, 12, 15) (4,7,9)
(1,4,7,8,9,13,14,16,17) (2,3,5,6)
(1,2,4,5,6, 7,38, 10, 16) (3,9)
(1,2, 4, 5,6, 10, 11, 12, 16) (3,7,8,9)
(6, 7,9, 11, 14, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,5,8)
(2,7,8,9,13, 14, 15, 16, 18) (1,3,4,5,6)
(3,5,6,7,9,11, 15, 17, 18) (1,2,4,8)
(1,2, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16) (3,5,6,7,9)
(1,3,4,5,6,10,11,12,17) (2,7,8,9)
(1,2,3,4,5,8,10,12,13) (6,7,9)
(3,7,8,9,13, 14, 15, 17, 18) (1,2,4,5,6)
(3,9, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18) | (1,2,4,5,6,7,8)
(2, 3,5, 6,10, 11, 12, 15, 18) (1,4,7,8,9)
(4,7,9,11, 13, 14, 16, 17, 18) | (1,2,3,5,6,8)
(1,3,5,6,09, 11, 12, 15, 17) (2,4,7,8)
(3,6, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18) | (1,2,4,5,7,8,9)

J S
(2,4,5,8,10,12, 13, 16, 18) (1,3,6,7,9)
(3,5, 6, 8, 10, 12, 15, 17, 18) (1,2,4,7,9)
(1,4,5,7,8,10,13,16,17) (2,3,6,9)
(1,2, 3,4, 5,6, 7,10, 11) (8,9)
(1, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 17) | (2,3,4,7,8,9)
(4,6,7,8,09, 14, 16, 17, 18) (1,2,3,5)
(1,2,7, 8,10, 13, 14, 15, 16) (3,4,5,6,9)
(5, 7,9, 11, 13, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,6,8)
(1,2, 3, 4,6, 8, 10, 12, 14) (5,7,9)
(3,4,5,6,9,11, 12, 17, 18) (1,2,7,8)
(1,2,3,5,10,11, 12,13, 15) (4,6,7,8,9)
(2,3,4,7,8,09, 13, 14, 18) (1,5,6)
(8,9, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) | (1,2,3,4,5,6,7)
(2,3,6,9,11, 12, 14, 15, 18) (1,4,5,7,8)
(1,2,4,7,9,11, 13, 14, 16) (3,5,6,8)
(1,3,6,7,09, 11, 14, 15, 17) (2,4,5,8)
(3,7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18) | (1,2,4,5,6,8,9)




C0(1,2,3,5,6,7,8,10,15) 2 C'10(4, 9)

J

.10, 11, 12, 14, 16) (3,5,

5,6,7,9,11, 15, 18) (1
3,4,5,8,9,12, 13) (
10, 11, 12, 15, 16, 18) | (1,3,
0,11, 12, 14, 17, 18) | (1,

, 10, 11, 13, 14, 16, 18) | (1
6,7, 8, 10, 16, 18)
8,9,14, 15,16, 18)
5

]'? ) ) ) )
(1, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 17) | (2,3,5,6,7,9
,5,7,8,9,13, 15, 17, 18) (1,24,
(4,9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18) | (1,2,3,5,6

Co(1,2,3,4,6,7,9,11,14) 2 C'19(5, 8)

] S
(2,3,4,6,8,9,12, 14, 18) (1,5,7)
(4,5,6,8,9,12,16,17, 18) (1,2,3,7)

(1,5, 7,10, 11, 13, 15, 16, 17) | (2,3, 4 6 8,9)

(1,2,3,4,6,7,9, 11, 14)
(5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18) | (1,2
(1,2,3,7,10,11,13, 14, 15) (4,
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8,9, 12, 13, 16, 18)
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, 10, 13, 16, 17, 18)
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45,7, 10, 11, 13)
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1, 13, 14, 15, 16)
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J S
(1,2,4,6,7,8,10, 14, 16) (3,5,9)
(1, 2, 3,5,6,9,11,12,15) (4,7,8)
(1,2,4,8,9,12,13,14, 16) (3,5,6,7)
(1,2,5,6,8,10,12,15,16) (3,4,7,9)
(2,3, 4,5, 6, 10, 11, 12, 18) (1,7,8,9)
(2,7,9,11,13,14,15,16,18) (1,3,4,5,6,8)
(2,4,5,7,8,09, 13, 16, 18) (1,3,6)
(3,6,7,8,9,14,15,17,18) (1,2,4,5)
1,2, 4, 5,10, 11, 12, 13, 16) 3,6,7,8,9)
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m ACTA DE DISERTACION PUBLICA
Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA oA

Matricula: 210280159
~ - N

NUMERO DICROMATICO DE
DIGRAFICAS En la Ciudad de México, se presentaron a las 11:00 horas
del dia 1 del mes de febrero del afio 2018 en la Unidad
Iztapalapa de 1la Universidad Auténoma Metropolitana, los
suscritos miembros del jurado:

DR. EDUARDO RIVERA CRMPO

DR MIGUEL ANGEL PIZANA LOPEZ
DEA. HORTENSIA GALEANA SANCHEZ
DRA. RITA ESTHER ZURZUA VEGA
DR. BERNARDO LLANO PEREZ

Bajo la Presidencia del primero ¥y con carédcter de
D Secretario el ultimo, se reunieron a la presentacién de la
Disertacidén Pablica cuya denominacidén aparece al margen,
para la obtencién del grado de:

DOCTORAR EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

DE: NAHID YELENE JAVIER NOL

e . y de acuerdo con el articulo 78 fraccién IV del Reglamento
de Estudios Superiores de la Universidad Autdnoma
Metropolitana, los miembros del jurado resolvieron:

NAHID YELENE JAVIER NOL
ALUMNA

i 1 A
& _ Aprebs

Acto continuo, el presidente del jurado comunicé a la
interesada el resultado de la evaluacién y, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.

LIC. JULIO CE RA ISASSI
DIRECTOR DE SI COLARES
r . o 1 ' N
PRESIDENTE VOCAL
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DR. EDUARDO RIVERA CAMPO DR MIGUEL ANGEL PIZANA LOPEZ
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DRA. HORTENSIA GALEANA SANCHEZ DRA. RITA ESTHER ZUAZUA VEGA DR. BERNARDO LLANO PEREZ
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