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Capítulo 1Introduión y preliminaresSea G = (V,E) una grá�a, donde V y E denotan el onjunto de vérties y elonjunto de aristas de G, respetivamente. Una digrá�a es una orientaión de la grá�a
G, la ual se obtiene asignando a ada arista una de las dos orientaiones posibles(o quizás las dos). A esta orientaión de una grá�a simple la llamaremos digrá�a
D = (V,A) donde V y A denotan el onjunto de vérties y el onjunto de aros o�ehas de D, respetivamente.El número diromátio de una digrá�a D, denotado por dc(D) se de�ne omo elmínimo número de olores que se requieren para olorear los vérties de D tal quelas lases romátias (onjuntos de vérties on el mismo olor) induen subdigrá�asaílias (sin ilos dirigidos). Una de�niión equivalente del número diromátio de
D es el mínimo número natural n tal que existe una n-oloraión aília de D (véasela de�niión en la página 5, párrafo 5). El número diromátio de una digrá�a esuna generalizaión natural del número romátio de una grá�a simple G = (V,E),denotado por χ(G). Este número se de�ne omo el mínimo número de olores que serequieren para olorear los vérties de G tal que vérties adyaentes (unidos por unaarista) reiben distinto olor. Sea G una grá�a y onsideremos←→G , la digrá�a de�nidapor V (

←→
G ) = V (G) y u→ v y v → u perteneen a ←→G si y solo si {u, v} (o brevemente,uv) es una arista de G. Es fáil omprobar que dc(

←→
G ) = χ(G).La de�niión de número diromátio apareió publiada por primera vez en 1982 porV. Neumann-Lara [31℄ e independientemente en 1983 por Jaob y Meyniel [24℄. Cabemenionar que los primeros resultados sobre número diromátio fueron divulgadosen [31℄. Sin embargo, esta noión había sido estudiada por V. Neumann-Lara muhosaños antes. En su primera visita a Méxio en 1977, Paul Erd®s iniió una olaboraiónon V. Neumann-Lara en este tema. La historia de este singular trabajo que duró variosaños, así omo los resultados y problemas abiertos muy interesantes pueden onsultarseen [14℄ (pág. 17 y siguientes) y en [15℄. En estos artíulos se de�ne el número diromátiode una grá�a simple G omo

dc(G) = máx{dc(−→G) :
−→
G es una orientaión de G}.Una grá�a simple G es planar si se puede dibujar en el plano sin que sus aristasse ruen. La �gura 1.1 muestra dos ejemplos de grá�as planares.Diremos que una grá�a G es plana si ya está dibujada en el plano sin rues en susaristas y que una digrá�a D es plana si es una orientaión de una grá�a plana, veáse1



1. Introduión y preliminares
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Figura 1.1. Diagramas de grá�as G y H .�gura 1.2.
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bFigura 1.2. Grá�a plana G y digrá�a plana DEn 1982, V. Neumann-Lara propusó la onjetura siguiente (y de manera indepen-dientemente, �krekovski en 2001 [46℄ y Bokal, Fijavº, Juvan, Kayll y Mohar en 2004 [5℄).Conjetura 1.1 (V. Neumann-Lara ). Sea D una digrá�a planar. Entones dc(D) = 2.Esta onjetura también ha sido menionada por J. Bang-Jensen y G.Gutin en [4℄pág. 73 y 548, por Neumann-Lara en [34℄ y en el libro [6℄ de Bondy y Murty pág. 591.Es fáil ver que la onjetura siguiente también debida a V. Neumann-Lara, es on-seuenia inmediata de la onjetura anterior.Conjetura 1.2. Sea G una grá�a planar. Entones dc(G) = 2.En los artíulos [14℄ de P. Erd®s y [15℄ P. Erd®s y V. Neumann-Lara, respetiva-mente, se obtienen algunos resultados asintótios aera del omportamiento del número2



diromátio de las grá�as ompletas on n vérties. En [14℄, Erd®s meniona: �es sor-presivamente difíil determinar dc(G) para grá�as simples". Erd®s y Neumann-Larademostraron que si Kn es la grá�a ompleta de orden n, entones existen c1, c2 ons-tantes reales positivas tales que
c1

n

log n
< dc(Kn) < c2

n

log n
.En estos artíulos se estudian otros parámetros relaionados on el número diro-mátio y se formulan varios problemas interesantes que han abierto el amino a nuevosresultados y estos a su vez a nuevos problemas. Por ejemplo, destaamos el siguienteresultado.Proposiión 1.3 (Erd®s, Neumann-Lara, 1979). Si G tiene n2 vérties y χ(G) = nentones dc(G) < n, para todo n ∈ NReordemos que la omposiión o produto lexiográ�o de grá�as simples G y Hes la grá�a simple G[H ] on onjunto de vérties V (G) × V (H) en el ual (u, v) esadyaente a (u′, v′) si y solo si uu′ ∈ E(G) o u = u′ y vv′ ∈ E(H). El omplemento

H de H es la grá�a simple uyo onjunto de vérties es V y uyas aristas son lospares no ordenados de vérties no adyaentes de H . Observe que si Kn es la grá�aompleta de orden n entones Kn no tiene aristas. Consideremos Kn[Kn] (Kn[Kn] ∼=
Kn,n,...,n) omo la grá�a ompleta n-partita on n vérties en ada parte. En el mismotrabajo, probaron que dc(Kn[Kn]) = n. De heho, demostraron un resultado más fuerte.Sea ν(G) el máximo entero positivo tal que para toda orientaión de G, existe unsubonjunto de al menos ν(G) vérties que no indue ilos dirigidos. Entones seumple que ν(Kn[Kn]) = n + 1, lo ual onseuentemente implia que dc(Kn[Kn]) =
n. De�nimos el número de independenia de G omo la ardinalidad de un onjuntoindependiente maximal de vérties y lo denotaremos por α(G). Claramente ν(G) ≥
α(G)+1. Demostraron también que existe una onstante real positiva c su�ientementegrande tal que para toda n > n0(c) existe una grá�a G on n vérties tal que

α(G) < c logn y ν(G) = α(G) + 1.El onepto de número diromátio de una grá�a G está estrehamente relaionadoon el de arboriidad en vérties (�point-arboriity or vertex arboriity�) de una grá�a
G. El onepto de arboriidad en vérties empezó a ser estudiado por Chartrand, Kronky Wall en 1968, véase [8℄. De�nimos la arboriidad en vérties de una grá�a simple Gomo el mínimo número de subonjuntos de una partiión del onjunto de vérties de
G donde ada subonjunto de vérties indue una subgrá�a aília y la denotamosomo a(G). Por simpliidad, a la arboriidad en vérties la llamaremos simplementearboriidad. Chartrand, Kronk y Wall probaron el siguiente resultado:Teorema 1.4 (Teorema 3, [8℄). Para toda grá�a planar G,

a(G) ≤ 3. (1.1)El vínulo entre estos parámetros es el siguiente: 3



1. Introduión y preliminares
dc(G) ≤ a(G) ≤ χ(G) ≤ 2a(G).Por la onjetura 1.2, el teorema 4.3 y las desigualdades anteriores, es laro que paratoda grá�a planar G se umple dc(G) ≤ 3. Más tarde en [9℄, Chartrand y Kronkdemostraron que la ota a(G) ≤ 3 es la mejor posible. Exhibieron un ejemplo de unagrá�a planar on arboriidad tres de orden 25. Al igual, probaron que si G es unagrá�a plana exterior, entones a(G) ≤ 2, donde una grá�a G se die planar exterior(outerplanar) si puede dibujarse en el plano de manera que todos sus vérties estén enla frontera de la ara exterior.La distania dist(T, T ′) entre dos triángulos T y T ′ se de�ne omo el valor

mı́n{dist(x, y) : x ∈ V (T ) y y ∈ V (T ′)}.Raspaud y Wang en [44℄ probaron que a(G) ≤ 2 siempre que G sea una grá�a planary no tenga ilos de orden 4, o bien, dos triángulos (C3) ualesquiera estén a distaniaal menos tres. Además, mostraron un ejemplo de una grá�a de orden mínimo onarboriidad 3, que tiene 21 vérties, (veáse �gura 4.3).Sea h(n) el menor entero para el ual existe una grá�a G de tamaño h(n) (númerode aristas) y dc(G) = n. Erd®s en [14℄, onjeturó que h(n)/n2 → ∞. De forma inde-pendiente, Neumann-Lara formuló diha onjetura, véase [15℄. En 1991, Erd®s, Gimbely Kratsh ,veáse [16℄, se aproximaron a la onjetura al probar que:
h(n) = θ(n2 ln2(n)).Si u→ v es una �eha en D, diremos que v es ex-veino de u y u es in-veino de v.A los onjuntos de ex-veinos e in-veinos del vértie u los denotaremos por N+(u,D) y

N−(u,D), respetivamente. Cuando no hay onfusión sobre uál es la digrá�a a la quenos referimos, simplemente denotamos por N+(u) y N−(u). La veindad N(u) de u esel onjunto de ex-veinos e in-veinos del vértie u, es deir N(u) = N+(u)∪N−(u). Elex-grado e in-grado de un vértie u se de�nen omo |N+(u)| y |N−(u)|, respetivamentey se denotan simplemente por d+(u) y d−(u).Un torneo de n vérties es una orientaión de la grá�a ompleta de n vérties. Untorneo T es regular si para todo v ∈ V (T ), se umple que d+(v) = d−(v). Así, un torneoregular tiene un número impar de vérties. Sea Z2n+1 el onjunto de los enteros módulo
2n+1 y J un subonjunto de Z2n+1 \ {0} tal que w ∈ J si y solo si −w /∈ J , para todo
w ∈ Z2n+1 \ {0}, lo ual implia que |J | = n. Los torneos irulantes −→C 2n+1(J) estánde�nidos por V (

−→
C 2n+1(J)) = Z2n+1 y
A(
−→
C 2n+1(J)) = {(i, j) : i, j ∈ Z2n+1 y j − i ∈ J}.Observe que si 2n + 1 es un número primo denotado por p, p ≡ 3(mód4) y J es elonjunto de residuos uadrátios módulo p, entones −→C p(J) es el torneo de Paley deorden p (denotado por QRp). De�nimos

−→
C 2n+1(1, 2, . . . , n− 2, n− 1, n) :=

−→
C 2n+1〈∅〉 y−→

C 2n+1(1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , 2n+ 1− j) :=
−→
C 2n+1〈j〉.4



Una digrá�a se llama r-diromátia si dc(D) = r. Diremos que D es r-diromátiarítia en vérties si dc(D) = r y dc(D − v) < r para todo v ∈ V (D).Los siguientes resultados dados por V. Neumann-Lara y J. Urrutia en [33℄ son fun-damentales para nuestro trabajo, sobre todo para el apítulo 2, ya que araterizaron lostorneos regulares 2-diromátios y exhibieron una familia in�nita de torneos irulantes
3-diromátios rítios en vérties.Teorema 1.5 (Teorema 1, [33℄). Si T2n+1 es un torneo regular, entones dc(T2n+1) = 2si y solo si T2n+1

∼= −→C 2n+1〈∅〉.Teorema 1.6 (Teorema 2, [33℄). −→C 2n+1〈n〉 es un torneo 3-diromátio rítio en vér-ties para todo n ≥ 3.Una n-oloraión aília de una digrá�a D es una funión f : V (D)→ Zn tal que
f−1(i) indue una subdigrá�a aília en D para toda i ∈ Zn. Sea f : V (D)→ Zn una
n-oloraión aília de D y π una permutaión de Zn. Una trayetoria (u0, u1, . . . , um)enD es llamada una π-trayetoria si y solo si π(f(ui)) = f(ui+1) para i = 0, 1, . . . , m−1.Consideremos D una digrá�a. Deimos que D es n-diromátia minimal si dc(D) = ny dc(D0) < n para toda subdigrá�a propiaD0 deD. Denotamos por c0(s,m) al númeromáximo de ilos disjuntos en aristas de longitud m en Ks que pasan por un vértiedado. De�nimos c(s,m) = 2c0(s,m) para 2 < m ≤ s. Neumann-Lara en [31℄ probóresultados aera del número diromátio de digrá�as del tipo:Teorema 1.7 (Teorema 4, [31℄). Sea D una digrá�a (k + 1)-diromátia minimal,
k ≥ 2 y m un entero tal que 2 ≤ m ≤ k. Entones1. para ualesquiera dos vérties adyaentes u y v de D existe un onjunto de c(k,m)trayetorias dirigidas de u a v disjuntas en �ehas dos a dos y de longitud on-gruente on ero módulo m.2. toda �eha (u, v) ∈ A(D) está ontenida en c(k,m) ilos de longitud ongruenteon 1 módulo m que satisfaen que ualesquiera dos tienen a (u, v) omo �ehaomún.3. todo vértie u ∈ V (D) está ontenido en c(k,m) ilos disjuntos dos a dos delongitud ongruente on ero módulo m.Corolario 1.8 (Corolario2, [31℄). Si D es una digrá�a (k + 1)-diromátia minimalon k ≥ 2, entones toda �eha (u, v) ∈ A(D) pertenee a un ilo de longitud imparmayor o igual que k.El orolario 1.8 generaliza el siguiente resultado debido a Erd®s y Hajnal [13℄.Teorema 1.9 (Teorema 7.7, [13℄). Si L ≥ 3 es la longitud máxima de un ilo imparde orden máximo en G, entones χ(G) ≤ L+ 1.Como podemos notar, existe una onexión entre el número diromátio y la longitudde los ilos, omo demostró Neumann-Lara en el teorema 1.7. En [10℄, Chen, Ma yZang probaron el siguiente resultado que generaliza el teorema 1.7 5



1. Introduión y preliminaresTeorema 1.10 (Teorema 3, [10℄). Sean k y r dos enteros tal que k ≥ 2 y k ≥ r ≥ 1. Siuna digrá�a D no ontiene ilos dirigidos de longitud r módulo k, entones dc(D) ≤ k.Existe otra generalizaión del número diromátio de una digrá�a dada por V.Neumann-Lara. Sea P una lase de digrá�as no vaías y distintas de las triviales. Una
n-oloraión relativa a P de una digrá�a D es una funión f : V (D) → Zn tal quepara toda i ∈ Zn, la subdigrá�a de D induida por f−1(i) no ontiene subdigrá�asisomorfas a un miembro de P. El número P-diromátio dc(D;P) deD es por de�niión,el mínimo número natural n tal que existe una n-oloraión relativa a P de D. Ladigrá�aD es n-diromátia relativa a P si dc(D;P) = n y n-diromátia rítia relativaa P si dc(D;P) = n y dc(D0;P) < n para toda subdigrá�a propia D0 en D. De lade�niión de número P-diromátio se tiene que dc(D) = dc(D, C), donde C es la lasede todos los ilos dirigidos. Sea f : V (D)→ Zn una n-oloraión relativa a P de D y
π una permutaión de Zn. Por último, de�nimos λ(P) = mı́n{λ(P ) : P ∈ P}, donde
λ(P ) denota la onexidad en �ehas de P (esto es λ(P ) es el número mínimo de �ehastal que al borrarlas de P se umple que P es disonexa o P es trivial).Teorema 1.11 (V. Neumann-Lara, [32℄). Sean D una digrá�a n-diromátia relativa a
P y u, v ∈ V (D). Supongamos que para toda n-oloraión relativa a P g de D se umpleque g(u) = g(v). Sea f una n-oloraión relativa a P de D y π una permutaión de Zn,que no �ja a f(u) (esto es, f(u) 6= u). Entones, existe un onjunto de λ(P) �ehasdisjuntas y π-trayetorias en D que van de u a v.Corolario 1.12 (Teorema 2, [31℄ ). Sean D una digrá�a n-diromátia y u, v ∈ V (D).Supongamos que g(u) = g(v) para toda n-oloraión aília g de D. Sea f una n-oloraión aília de D y π una permutaión de Zn que no �ja a f(u). Entones existeuna π-trayetoria en D de u a v.Sea D una digrá�a n-diromátia. Deimos que D es úniamente oloreable si toda
n-oloraión de D indue la misma partiión de V (D). En [35℄ Neumann Lara, Santoroy Urrutia obtuvieron dos familias de digrá�as 2-diromátias úniamente oloreablesy además, familias in�nitas m-diromátias de digrá�as úniamente oloreables paratoda m ≥ 2.En [37℄, Neumann-Lara demostró que el torneo de Paley QR7 =

−→
C 7(1, 2, 4) es 3-diromátio y que existen exatamente otros tres torneos 3-diromátios W,W0 y W1de orden 7 no isomorfos, véanse �guras 1.3 y 1.4. Además, W0 se obtiene de W alvoltear un aoplamiento perfeto entre los triángulos. También se prueba que QR11 =−→

C 11(1, 3, 4, 5, 9) es el únio torneo 4-diromátio de orden 11 y que dc(T ) ≤ 3 para todotorneo T on |V (T )| ≤ 10.El siguiente resultado muestra una familia in�nita de torneos irulantes 4-diromátiosrítios en vérties dada por V. Neumann-Lara.Teorema 1.13 (Teorema [38℄). El torneo irulante −→C 6m+1〈2m〉 es 4-diromátio rí-tio en vérties para todo m ≥ 2.En [33℄, Neumann-Lara y Urrutia onstruyeron familias in�nitas de torneos regulares
r-diromátios rítios en vérties para toda r ≥ 3 y r 6= 4. En 1997 Neumann-Larapropuso la siguiente onjetura:6
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Figura 1.4. Torneos W1 y −→C 7(1, 2, 4), respetivamente.Conjetura 1.14 (Conjetura, [38℄). Existe una familia de torneos irulantes r-diromátiosrítios en vérties para toda r ≥ 3.Neumann-Lara en [40℄ demostró la onjetura para toda r ≥ 3 y r 6= 7 usando om-posiión de torneos. El aso faltante fue resuelto por Araujo-Pardo y Olsen, véase [3℄, endonde además onstruyeron otras familias in�nitas de torneos regulares r-diromátiosrítios en vérties para r ≥ 3 distintas a las ya onoidas. Es importante observarque inluyen el aso uando r = 7 lo ual ompleta la prueba de la onjetura antesmenionada.Un torneo T es transitivo si (h, i), (i, j) ∈ A(T ) implia que (h, j) ∈ A(T ). Si T esde orden n, lo denotamos omo TTn (véase �gura 1.5). Para todo n, existe un úniotorneo TTn salvo isomor�smo. 7



1. Introduión y preliminares
0 1 2 n− 2 n− 1h i jFigura 1.5. Torneo transitivo TTnSea ξ(k) el mínimo orden (número de vérties) posible de un torneo k-diromátio.El problema de determinar este valor es ompliado. Se onoen los valores exatos

ξ(3) = 7 y ξ(4) = 11 y se onjetura que ξ(5) = 17, véase [37℄. Este problema estáademás relaionado on la onjetura siguiente planteada por Erd®s y Moser.Conjetura 1.15 (Conjetura Erd®s y Moser, [49℄). Para todo entero positivo k existeun torneo T de orden n = 2k−1 − 1 que no ontiene un TTk.En [45℄, Reid y Parker demostraron que diha onjetura es falsa para k = 5. Másaún, probaron que todo torneo de orden 14 tiene un subtorneo transitivo de orden 5.Además demostraron que existe un únio torneo de orden 13 que no tiene un subtorneotransitivo de orden 5. En 1994, véase [36℄, Neumann-Lara dio una prueba más ortay estrutural que la demostraión dada por Reid y Parker en [45℄. El problema atualonsiste en determinar el mínimo orden f(k) = n de un torneo T que ontenga unsubtorneo isomorfo a TTk.En resumen se sabe que:
4 ≤ f(3) ≤ 7
8 ≤ f(4) ≤ 13
14 ≤ f(5) ≤ 27
27 < f(6).Para más detalles véanse [37℄, [45℄ [48℄ y [49℄.Una lase interesante de problemas en este tópio es la relaión del número diro-mátio de una digrá�a D on la inonexión aília de la misma. Denotemos por −→C 3 altriángulo dirigido de tres vérties. De auerdo a V. Neumann-Lara, [39℄, un ilo dirigi-do se die bien oloreado si vérties adyaentes (unidos por una �eha) reiben distintoolor. Un −→C 3 bien oloreado es heteroromátio (todos los vérties tienen distinto o-lor). La inonexión aília de D (respetivamente, la inonexión aília libre de −→C 3)denotada por −→ω (D) (resp., −→ω 3(D)) es el máximo número de olores neesarios paraolorear los vérties de D tal que no apareen ilos dirigidos bien oloreados (resp.,triángulos dirigidos heteroromátios). Sean D0, D1, D2 digrá�as disjuntas. De�nimosla suma de Zykov t(D0, D1, D2) omo la digrá�a donde el onjunto de vérties estádado por ∪2i=0V (Di) y el onjunto de aristas por

∪2i=0E(Di) ∪ {(u, v)|u ∈ V (Di), v ∈ V (Di+1)}donde los índies son tomados módulo 3. Consideremos los siguientes resultados dadosen [39℄.8



Proposiión 1.16 (Proposiión 3.6, [39℄).
−→ω (t(α1, α2, α3)) = 1 +max{−→ω (αi) : i ∈ {1, 2, 3}} y
−→ω 3(t(α1, α2, α3)) = 1 +max{−→ω 3(αi) : i ∈ {1, 2, 3}}.Teorema 1.17 (Teorema 4.11, [39℄). Sea n ≥ 2. Entones

−→ω (
−→
C 2n+1〈j〉) = −→ω 3(

−→
C 2n+1〈j〉) = 2,para j 6= 2 y n 6= 4.Consideremos un torneo irulante −→C 2n+1〈j〉 on j 6= 2 y n 6= 4. La relaión entreestos parámetros (dc(−→C 2n+1〈j〉), −→ω (

−→
C 2n+1〈j〉) y −→ω 3(

−→
C 2n+1〈j〉)) es que mientras estostorneos irulantes a los uales se les voltea una �eha tienen inonexión aília einonexión aília libre de −→C 3 dos, tienen número diromátio: dos, tres o uatro (omose probará en el apítulo 2 de esta tesis). Un ejemplo de este vínulo es el siguiente: paralos torneos irulantes −→C 6m+1〈2m〉 los uales son 4-diromátios (ver teorema 1.13), setiene que −→ω (

−→
C 6m+1〈2m〉) = −→ω 3(

−→
C 6m+1〈2m〉) = 2 por el teorema 1.17. Observe losvalores de −→ω y −→ω 3 para los siguientes torneos 3- y 4-diromátios. Reordemos queen [35℄ se probó que

dc(
−→
C 7〈3〉) = dc(

−→
C 3[K1,

−→
C 3,
−→
C 3] = W ) = 3y que dc(

−→
C 11〈2〉) = 4. Por el teorema 1.17,
−→ω (
−→
C 7〈3〉) = −→ω (

−→
C 11〈2〉) = −→ω 3(

−→
C 7〈3〉) = −→ω 3(

−→
C 11〈2〉) = 2y por la proposiión 1.16

−→ω (t(
−→
C 3,
−→
C 3, T1)) =

−→ω 3(t(
−→
C 3,
−→
C 3, T1)) = 3.Otro resultado que destaamos es el siguiente:Proposiión 1.18 (Proposiión 5.5, [39℄). Para toda pareja de enteros (r, s), on r ≥

s ≥ 2, hay un onjunto in�nito de torneos regulares W tal que
r ≤ dc(W ) ≤ r + 2 y s ≤ −→ω (W ) ≤ −→ω 3(W ) ≤ s+ 1.Más resultados de este tipo pueden enontrarse en [26℄, [27℄ y en [28℄. En espeial,los resultados onoidos se obtienen para torneos regulares.Sea D una digrá�a. Un subonjunto S de V (D) se die que es independiente si paraualesquiera dos vérties de S no existe la �eha (u, v) ni la �eha (v, u) en A(D). Unsubonjunto S de V (D) se llama absorbente si para ada vértie v que no pertenee a S,existe w ∈ S tal que (w, v) ∈ A(D). Un núleo N en una digrá�a D es un onjunto devérties de D tal que es independiente y absorbente. Una digrá�a es núleo-perfeta si

D tiene núleo y toda subdigrá�a induida de la digrá�a D tiene núleo y es núleo-imperfeta rítia si D no tiene núleo, pero todas sus digrá�as induidas propias sítienen núleo. 9



1. Introduión y preliminaresUna digrá�a es asimétria si no tiene �ehas simétrias. El número diromátio dedigrá�as se relaiona on la teoría de núleos (véanse [17℄ y [18℄). En [18℄, Galeana-Sánhez y Neumann-Lara probaron la existenia de digrá�as asimétrias núleo-perfetason número diromátio arbitrariamente grande, uyas grá�as subyaentes no ontie-nen triángulos (esto es, grá�as de uello al menos 4). También probaron la existenia dedigrá�as núleo-imperfetas rítias on número diromátio arbitrariamente grande ysin �ehas simétrias ni ilos dirigidos de longitud 3.Sean T un torneo y {u, v} ⊂ V (T ). Deimos que u, v ∈ V (T ) son disordantesmódulo S y lo denotamos por u|v(módS), si
N+(u, S \ {u, v}) = N−(v, S \ {u, v}) y
N−(u, S \ {u, v}) = N+(v, S \ {u, v}).Deimos que {u, v} forman un par disordante si

N+(u, T ) ∪N+(v, T ) ∪ {u, v} = V (T ).De�nimos la digrá�a de dominaión de un torneo T , denotada por D(T ), omo:
V (D(T )) = V (T ) y
A(D(T )) = {u→ v : {u, v} es un par disordante}.Deimos que MT es un molde de T , si T es un torneo regular y toda trayetoria dirigidaen D(T ) es de orden a lo más dos. Note que un molde MT de un torneo irulanteno ílio T es el torneo regular induido por V (T ) \ {u, v}. Un molde es manso si

T 〈V (T ) \ {u, v}〉 ∼= −→C 2m+1〈∅〉. Un torneo T es manso si MT es manso. Llano y Olsenen [26℄ probaron que los torneos T on moldes mansos satisfaen que−→w (T ) = −→w (T ) = 2.Olsen y Neumann-Lara en [41℄ probaron que todo torneo manso es 3-diromátio.Más reientemente, el número diromátio ha sido estudiado en relaión on losvalores propios asoiados a una digrá�a en el maro de la teoría espetral de grá�as(véase [30℄).Considere una lista de k olores y una grá�a G. Asignamos un olor de la lista atodo vértie de G para tener una oloraión propia de los vérties de G. Entones, almenor entero k para el ual se umple lo anterior se le denomina número de eleiónde G, denotado por ch(G). El número de dieleión de una grá�a (dch(G)) se de�neomo:
dch(G) = mı́n {ch(−→G ) :

−→
G es una orientaión de G}y además ada lase romátia no tiene ilos dirigidos. Sali y Simonyi en [47℄ dieronuna relaión entre el número romátio. Como dch(T ) = 1 para todo árbol T , entonespuede ourrir que dch(G) < χ(G). Al igual muestran la existenia de grá�as bipar-titas on número de dieleión arbitrariamente grande. Note que años atrás, Erd®s yNeumann-Lara en [14℄ hiieron una relaión similar para el número romátio y el nú-mero diromátio en grá�as, véase la proposiión 1.3. Es interesante observar que dadoun árbol T , se tiene que dch(T ) = 1 = dc(T ) < χ(T ) = 2.Cabe menionar que Thomassen en [51℄ demostró que si G es una grá�a planarentones ch(G) = 5. Con estos anteedentes, podemos onluir que si G es una grá�a10



planar, entones
dc(G) ≤ a(G) ≤ χ(G) < ch(G) ≤ 2a(G).Igualmente, el número diromátio aparee en el estudio de oloraiones de juegosen digrá�as y las oloraiones irulares de grá�as, véase el exelente survey dinámiode Yang y Zhu [52℄ de 2010.Esta tesis se ompone de los siguientes resultados. En el apítulo 2, determinamosque el número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes a los uales seles voltea una �eha es 3 o 4. Más aún, araterizamos los torneos −→C 2n+1〈k〉 rítiosen vérties para todo k ∈ {1, 2, . . . , n}. El proeso de determinar uáles torneos iru-lantes son rítios en vérties se basa en la onstruión de la partiión de los vértiesque realiza el número diromátio. Estos resultados se enuentran publiados en [25℄.Además probamos que ningún torneo irulante de orden 17 es 5-diromátio.En el apítulo 3, trabajamos on algunas familias de digrá�as irulantes, donde elonjunto de saltos umple ondiiones espeí�as. Note que si la digrá�a irulante esde orden n, el onjunto de saltos es de ardinalidad a lo más ⌈n

2
⌉ . De heho, uando laardinalidad del onjunto de saltos es menor que ⌊n

2
⌋, el número de �ehas disminuye.Con base en este heho, uno pensaría que es más fáil determinar el número diromátiode estas digrá�as. Sin embargo, no es así ya que mostrar la partiión que realiza elnúmero diromátio puede ser ompliado. En la seión 3.2.2 obtenemos omo orolarioque el torneo irulante ilío de orden 2k + 1 es dos diromátio para k ≥ 1. Este esuno de los dos resultados que onluyeron V. Neumann-Lara y J. Urrutia en el teorema1.5.En el apítulo 4 onstruimos dos familias de grá�as mixtas planas maximales quetienen número diromátio dos. Estas grá�as mixtas básiamente tienen omo basealguna digrá�a irulante del tipo −→C 2m(1, 2) o −→C 2m(1,−2) y le agregamos aristas deuna manera espeial, tal que la grá�as mixtas obtenidas sean planas maximales.En el apéndie A, mostramos una tabla on los números diromátios de los torneosirulantes para n ∈ {3, 4, 5, 6, 7} y en el apéndie B mostramos todos los isomor�smosde los torneos irulantes de orden 2n+1, on n ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Una lista amplia dereferenias bibliográ�as de los temas tratados onluye este trabajo de investigaión,donde onurren teoría de grá�as, teoría de digrá�as, teoría de números y geometríaombinatoria.Como es usual, las matemátias son un mundo lleno de desafíos inteletuales enualesquiera de sus áreas. Es impresionante la interrelaión entre diversos tipos de pro-blemas y sus anteedentes, omo ourre on nuestros tópios aquí tratados: algunosproblemas se resuelven omo relámpagos ubiertos de ideas, muhos otros solo se om-prenden, menos se desubren y otros quedan planteados para retos futuros.
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Capítulo 2Número diromátio de familiasin�nitas de torneos irulantesEn lo que sigue estudiaremos y probaremos los siguientes tipos de resultados:(i) Determinaión del número diromátio de −→C 2n+1〈j〉 para toda j = 1, . . . , n.(ii) Caraterizaión de los torneos irulantes n-diromátios rítios en vérties de lafamilia −→C 2n+1〈j〉.(iii) Prueba de que ningún torneo irulante de 17 vérties es 5-diromátio.Sean D y F digrá�as y Fv una familia de opias mutuamente disjuntas e isomorfasa F para todo v ∈ V (D). De�nimos la omposiión D[F ] (o produto lexiográ�o
D ◦ F , véase [20℄) de las digrá�as D y F omo

V (D[F ]) =
⋃

v∈V (D) V (Fv) y
A(D[F ]) =

⋃

v∈V (D) A(Fv) ∪ {(i, j) : i ∈ V (Fv), j ∈ V (Fw) y
(v, w) ∈ A(D)}.Un ejemplo se ilustra en la �gura 2.1. La exveindad de ualquier vértie v ∈ V es elonjunto

N+(v) := {u ∈ V : v → u ∈ A}.Análogamente la inveindad de v es N−(v) := {u ∈ V : u→ v ∈ A}.Observaión 1. Salvo isomor�smos, (de auerdo a MKay [29℄ y al apéndie B):(i) Existe un únio torneo regular irulante de orden 5 que es:
−→
C 5(1, 2) =

−→
C 5〈∅〉.(ii) Existen dos torneos regulares irulantes de orden 7 que son

−→
C 7(1, 2, 3) =

−→
C 7〈∅〉 ∼=

−→
C 7〈1〉 ∼=

−→
C 7〈2〉 y−→

C 7(1, 2, 4) =
−→
C 7〈3〉.13



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes(iii) Existen tres torneos irulantes de orden 9, los uales son
−→
C 9(1, 2, 3, 4) =

−→
C 9〈∅〉,−→

C 9(1, 2, 3, 5) =
−→
C 9〈4〉 ∼=

−→
C 9〈1〉 ∼=

−→
C 9〈3〉 y−→

C 9(1, 3, 4, 7) =
−→
C 9〈2〉,(donde −→C 9〈2〉 ∼=

−→
C 3[
−→
C 3] es la omposiión de −→C 3 y −→C 3, ver �gura 2.1).
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78Figura 2.1. Torneo −→C 9〈2〉 ∼=
−→
C 3[
−→
C 3]Observaión 2.(i) dc(

−→
C 3) = dc(

−→
C 5(1, 2)) = dc(

−→
C 7(1, 2, 3)) = dc(

−→
C 9(1, 2, 3, 4)) = 2, por el teorema1.5.(ii) dc(

−→
C 7〈2〉) = 3, por la observaión 1 (ii) y el teorema 1.6.(iii) dc(
−→
C 9〈2〉) = 3, por el teorema 8 [31℄.(iv) dc(
−→
C 9〈1〉) = 3, por la observaión 1 (iii) y por el teorema 1.6 .Observaión 3. Todo torneo irulante es transitivo en vérties, esto es, Aut(T ) (elgrupo de automor�smos de T ) atúa transitivamente en V (T ), es deir, para todo par

u, v ∈ V (T ) existe ϕ ∈ Aut(T ) tal que ϕ(u) = v. En el aso de T =
−→
C 2n+1(J) se tieneque

Aut(T ) = {ϕ : V (T )→ V (T ) : ϕ es biyetiva y ϕ(i) = i+j mod (2n+1) ∀ j ∈ Z2n+1}.14



2.1. Número diromátio de −→C 2n+1〈1〉En las siguientes seiones determinaremos los valores exatos de dc(−→C 2n+1〈k〉) paratodos n, k ∈ N. Subdividimos los álulos en ino asos (los asos se ilustran en la �gura2.2):
(i) k = 1,
(ii) k = 2,
(iii) 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉,

(iv) ⌈n
2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋ y

(v) ⌊2
3
n⌋+ 1 ≤ k ≤ n.

1
(i)

2
(ii)

3 ⌈n
2
⌉
⌈n
2
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︸ ︷︷ ︸

(iii)
︸ ︷︷ ︸

(iv)

⌊2
3
n⌋
⌊2
3
n⌋ + 1

︸ ︷︷ ︸

(v)

nFigura 2.2.
2.1. Número diromátio de −→C 2n+1〈1〉Diremos que un subtorneo transitivo ontenido en −→C 2n+1〈k〉 es maximal si su orden(número de vérties) es máximo. En esta seión, la onstruión del primer subtorneotransitivo maximal se hae por asos on base en las ongruenias módulo tres. Observeque un subtorneo transitivo maximal no es neesariamente únio. En esta seión yla siguiente, las demostraiones son similares pero, las haemos por separado porquelos subonjuntos de vérties que induen los torneos transitivos maximales son de lamisma ardinalidad pero los subonjuntos que los induen son distintos en −→C 2n+1〈1〉 y−→
C 2n+1〈2〉. Observemos lo siguiente:Observaión 4.(i) Para toda j ∈ Z2n+1, el onjunto de vérties {j − 2, j − 1, j} indue un −→C 3 en−→

C 2n+1〈1〉 y −→C 2n+1〈2〉, respetivamente.
j − 2 j

j − 1

2n

2n

2 j − 2 j

j − 1

11

2n− 1Figura 2.3. −→C 3 en −→C 2n+1〈1〉 y −→C 2n+1〈2〉, respetivamente
15



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes(ii) −→C 11〈1〉 ∼=
−→
C 11〈4〉, véase apéndie B(iii) −→C 13〈1〉 ∼=
−→
C 13〈3〉.Proposiión 2.1. dc(−→C 11〈1〉) = dc(

−→
C 13〈1〉) = dc(

−→
C 15〈1〉) = 3.
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Figura 2.4. −→C 11〈1〉 y partiión de los vérties de −→C 11〈1〉 en subtorneos aíliosDemostraión. Considere −→C 11〈1〉, véase �gura 2.4. Observe que omo−→C 11〈1〉 ≇
−→
C 11〈∅〉,véase apéndie B y por el teorema 1.5, dc(−→C 11〈1〉) ≥ 3. Para ompletar la prueba,mostramos una partiión de los vérties de −→C 11〈1〉 dada por

P1 = {0, 3, 2, 5}, P2 = {7, 10, 9, 1} y P3 = {4, 6, 8}.Observe que P1 y P2 induen un TT4 y P3 indue un TT3 en −→C 11〈1〉, respetivamente.Por la observaión 4(ii), dc(−→C 11〈4〉) = 3. Note que los subtorneos transitivos induidospor P1, P2 y P3 son maximales. En otro aso, si 〈P1〉 no fuera un subtorneo transi-tivo maximal, entones el únio vértie que podemos agregar es el vértie 10, pero
(2, 5, 10, 2) ∼= −→C 3. Entones, P1 indue un subtorneo transitivo maximal. Los argumen-tos son similares para P2 y P3. Análogamente probamos los asos n = 6 y n = 7.Los siguientes lemas son una herramienta útil para probar el teorema 2.6. Sean a y
b enteros no negativos tales que 0 ≤ a < b ≤ n. De�nimos los intervalos

[a, b] = {a, a+ 1, . . . , b}, X0 = [0, n], X3 = [0, 2n] y
Y0 = {j ∈ X0 : j ≡ 1 mód 3}.Lema 2.2. El torneo −→C 2n+1〈1〉 ontiene un subtorneo transitivo maximal de orden

n+ 1− ⌊n
3
⌋ si n ≡ 0 mód 3 y de n+ 2− ⌈n

3
⌉ vérties si n ≡ 1 mód 3.16



2.1. Número diromátio de −→C 2n+1〈1〉Demostraión. Considere −→C 2n+1〈1〉 =
−→
C 2n+1(2, 3, 4, 5, 6, . . . , n, 2n). Por la observaión3, basta onsiderar un subtorneo transitivo maximal que ontenga al vértie 0. Observeque

N+(0) = {2, 3, 4, 5, 6, . . . , n, 2n}.Para la onstruión del subtorneo transitivo maximal analizamos dos asos:Caso 1: n ≡ 0 mód 3. Sea n = 3k donde k ∈ N. Note que el subonjunto de vérties
j ≡ 0, 2 mód 3 perteneen al onjunto X0 e induen un subtorneo transitivo

H0 = 〈X0 \ Y0〉por la observaión 4(i). Observe que |Y0| = ⌊n3 ⌋ y |H0| = n+1−⌊n
3
⌋ = 2k+1. Elresto de la prueba onsiste en probar que H0 es maximal.Si H0 no fuera maximal, entones el únio vértie que podemos agregar es 2n porla observaión 4(i). Observe que el subonjunto de vérties {n, 2n, n− 4} indueun −→C 3 en −→C 2n+1〈1〉, lo ual implia que H0∪{2n} no puede induir un subtorneotransitivo maximal.Caso 2: n ≡ 1 mód 3. Este aso es análogo al aso 1. El subtorneo transitivomaximal es

H1 = 〈(X0 ∪ {2n}) \ Y0〉.Lema 2.3. Sea −→C 2n+1〈1〉 tal que n ≡ 0, 1 mód 3. Entones los subtorneos induidospor
X3 \ (X0 \ Y0) si n ≡ 0 mód 3 y

X3 \ ((X0 ∪ {2n}) \ Y0) si n ≡ 1 mód 3ontienen un torneo transitivo maximal de orden n − ⌊n
3
⌋ y n − ⌊n

3
⌋ − 1 vérties, res-petivamente.Demostraión. Supongamos que n ≡ 0 mód 3. Por el lema 2.2, −→C 2n+1〈1〉 ontiene alsubtorneo transitivo H0. Considere X1 = [n + 1, 2n] y de�nimos

Y1 = {j ∈ X1 : j ≡ 2 mód 3} y J0 = 〈X1 \ Y1〉.Por la observaión 4(i), J0 es transitivo. Note que J0 tiene orden n−⌊n
3
⌋. Para probarque J0 es maximal, la demostraión es similar a la prueba del lema 2.2. Por ontradi-ión, si J0 no fuera maximal, entones al únio vértie que podemos adherir es el vértie

1 por la observaión 4(i). Observe que en este aso, el onjunto {1, n+1, n+3} indueun −→C 3 en −→C 2n+1〈1〉, lo ual implia que J0 ∪ {1} no indue un subtorneo transitivomaximal. Cuando n ≡ 1 mód 3 los argumentos son similares. El subtorneo transitivomaximal es
J1 = 〈X1 \ (Y2 ∪ {2n})〉,donde Y2 = {j ∈ X1 : j ≡ 0 mód 3}. 17



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantesLema 2.4. Un torneo transitivo maximal ontenido en −→C 2n+1〈1〉 es de orden n+1−⌈n
3
⌉,si n ≡ 2 mód 3.Demostraión. La prueba es similar a la del lema 2.2. El subtorneo transitivo es

H2 = 〈X0 \ Y0〉.Para veri�ar que es maximal, supongamos que no lo es. Entones por la observaión4(i), el únio vértie que podemos agregar es 2n. Observe que el subonjunto de vérties
{n, 2n, n − 5} indue un −→C 3, por lo que se tiene una ontradiión a la transitividad.Por lo tanto, H2 es un subtorneo transitivo maximal.Lema 2.5. Sea −→C 2n+1〈1〉 tal que n ≡ 2 mód 3. Entones el subtorneo induido por:

X3 \H2ontiene un subtorneo transitivo maximal de orden n− ⌊n
3
⌋.Demostraión. Es similar al lema 2.3. En este aso, todo vértie j ≡ 0, 1 mód 3 en X1indue un subtorneo transitivo

J2 = 〈X1 \ Y3〉,donde Y3 = {j ∈ X1 : j ≡ 2 mód 3}.Teorema 2.6. Sea n ∈ N. Entones dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4 para toda n ≥ 8.Demostraión. Por el teorema 1.5, tenemos que dc(−→C 2n+1〈1〉) ≥ 3. En primer lugar, de-mostraremos que dc(−→C 2n+1〈1〉) ≥ 4. Por ontradiión, supongamos que dc(−→C 2n+1〈1〉) =
3. Así, −→C 2n+1〈1〉 tiene una partiión de sus vérties que induen tres subtorneos transi-tivos. Supongamos que n ≡ 0 mód 3 (es similar uando n ≡ 1, 2 mód 3). Por los lemas2.2 y 2.3, los subtorneos transitivos maximales en −→C 2n+1〈1〉 son H0 y J0. Por lo tanto,el resto del onjunto de vérties

X3 \ {V (H0) ∪ V (J0)} = {1, 4, 7, . . . , n + 2, n+ 5, ...},induen el terer subtorneo transitivo. Observe que el onjunto de vérties {1, 7, n+2}indue un −→C 3, lo ual es una ontradiión. Por lo tanto, −→C 2n+1〈1〉 no puede partirse entres subtorneos transitivos y así dc(−→C 2n+1〈1〉) ≥ 4. Probaremos que dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4.Por los lemas 2.2 y 2.3, tenemos que los dos subtorneos transitivos maximales H0 y
J0 tienen ardinalidad n + 1 − ⌊n

3
⌋ y n − ⌊n

3
⌋, respetivamente. De�nimos un terersubtorneo

K0 = 〈{1} ∪ Y1〉.Note que |K0| = ⌊n3 ⌋ + 1 y K0 es transitivo por la de�niión de Y1. Falta probar que
K0 es un subtorneo transitivo maximal en −→C 2n+1〈1〉 \ {H0 ∪ J0}. Si K0 no fuera unsubtorneo transitivo maximal, entones podemos adherir al menos uno de los vértiesde Y0 \ {1}. Note que si i ∈ Y0 \ {1}, tenemos que (i, i+n− 2, i+n+1, i) ∼= −→C 3. Por lotanto, K0 es un subtorneo transitivo maximal. Finalmente, el subtorneo L0 = 〈Y0\{1}〉18



2.1. Número diromátio de −→C 2n+1〈1〉es transitivo por la de�niión de Y0 y es maximal. Así dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4. La pruebaes ompletamente análoga para los asos uando n ≡ 1, 2 mód 3. La partiión en lossubtorneos transitivos es
H1 = 〈(X0 ∪ {2n}) \ Y0〉, J1 = 〈X1 \ Y2 ∪ {2n}〉, K1 = 〈Y2 ∪ {1}〉, L1 = 〈Y0 \ {1}〉para n ≡ 1 mód 3. Para n ≡ 2 mód 3, tenemos que

H2 = 〈X0 \ Y0〉, J2 = 〈X1 \ Y3〉, K2 = 〈(Y3 ∪ {1})〉, L2 = 〈Y0 \ {1}〉.De la proposiión 2.1, los teoremas 1.5, 1.6 y 2.6 y la observaión 1(iii), obtenemosla siguiente onseuenia.Corolario 2.7.
dc(
−→
C 2n+1〈1〉) =







2 si n = 3

3 si 4 ≤ n ≤ 7

4 si n ≥ 8.Reuerde que D es r-diromátia rítia en vérties si dc(D) = r y dc(D − v) < rpara todo v ∈ V (D).Teorema 2.8. Sea r ∈ {2, 3, 4}. Entones −→C 2n+1〈1〉 es un torneo irulante r-diromá-tio rítio en vérties si y solo si n ∈ {1, 4}.Demostraión. Si r = 2, laramente −→C 3〈1〉 es 2-diromátio rítio en vérties.Si r = 3, neesitamos veri�ar para uáles valores de n ∈ {4, 5, 6, 7}, el torneo iru-lante −→C 2n+1〈1〉 es 3-diromátio rítio en vérties. Note que si n = 4, −→C 9〈1〉 ∼=
−→
C 9〈4〉por la observaión 1(iii). −→C 9〈1〉 es 3-diromátio rítio en vérties por el teorema 1.6.Para n = 5, el torneo irulante −→C 11〈1〉 es 3-diromátio pero no es rítio en vértiespor la proposiión 2.1. Usando argumentos análogos, los torneos −→C 13〈1〉 y −→C 15〈1〉 noson rítios en vérties.Si r = 4, el torneo irulante −→C 2n+1〈1〉 es 4-diromátio para toda n ≥ 8 porel teorema 2.6. Los vérties de −→C 2n+1〈1〉 se parten en uatro subtorneos transitivosmaximales on |Li| = mı́n{|Hi|, |Ji|, |Ki|, |Li|} para i = 0, 1, 2. Note que −→C 2n+1〈1〉 es

4-diromátio rítio en vérties si la ardinalidad de Li es igual a uno para i = 0, 1, 2.Como |Li| = |Y0| − 1 = ⌊n
3
⌋ − 1, tenemos que |Li| = 1 si y solo si ⌊n

3
⌋ = 2. Esto ourreuando n = 6, 7 u 8. Por el teorema 2.6, esto solamente es posible para n ≥ 8. Observeque |L2| ≥ 2 para T =

−→
C 2n+1〈1〉 si n ≥ 8. Como está partiión es maximal, T no esrítio en vérties.Por lo tanto, −→C 2n+1〈1〉 es un torneo irulante r-diromátio rítio on r ∈ {2, 3, 4}en vérties si y solo si n es 1 o 4. 19



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes2.2. Número diromátio de −→C 2n+1〈2〉Reordemos que:Observaión 5. −→C 9〈2〉 =
−→
C 3[
−→
C 3] es 3-diromátio, véase apéndie A. Este es un asopartiular del teorema 8 de [31℄. Note que no es rítio en vérties.Observaión 6. (Teorema 2.6 de [37℄) −→C 11〈2〉 es 4-diromátio rítio en vérties.Proposiión 2.9. Si n = 6 y 7, entones dc(−→C 2n+1〈2〉) = 3.
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Figura 2.5. Partiión del torneo −→C 15〈2〉Demostraión. Observe que −→C 15〈2〉 ≇
−→
C 15〈∅〉, véase apéndie B. Entones por el teo-rema 1.5, dc(−→C 15〈2〉) ≥ 3. Considere la siguiente partiión de V (

−→
C 15〈2〉):

P1 = {0, 1, 3, 4, 6, 7}, P2 = {5, 8, 9, 11, 12} and P3 = {2, 10, 13, 14}.Tenemos que 〈P1〉 ∼= TT6, 〈P2〉 ∼= TT5 y 〈P3〉 ∼= TT4. Por lo tanto dc(
−→
C 15〈2〉) = 3. Noteque los subtorneos transitivos induidos por P1, P2 y P3 son maximales. Si 〈P1〉 nofuera un subtorneo transitivo maximal, entones el únio vértie que podemos adherires el vértie 13. No podemos agregar al vértie 5 por la observaión 4(i). Observe que

(4, 7, 13, 4) ∼= −→C 3. Entones, P1 indue un subtorneo transitivo maximal. La onlusiónanterior támbien es válida para P2 y P3. Observe que −→C 15〈2〉 no es rítio en vérties.La prueba es análoga para n = 6.20



2.2. Número diromátio de −→C 2n+1〈2〉Lema 2.10. El torneo −→C 2n+1〈2〉 ontiene un subtorneo transitivo maximal de n+1−⌊n
3
⌋vérties, si n ≡ 0, 1 mód 3.Demostraión. Tenemos que −→C 2n+1〈2〉 =

−→
C 2n+1(1, 3, 4, . . . , n, 2n − 1). Por la obser-vaión 3, basta onsiderar un torneo transitivo maximal que ontenga el vértie 0.Observe que N+(0) = {1, 3, 4, 5, 6, . . . , n, 2n− 1}. Note que todo vértie j ≡ 0, 1 mód 3on j = 0, 1, . . . , n indue un subtorneo transitivo. Por la observaión 4(i), no podemostomar tres vérties onseutivos. Así del onjunto de vérties {0, 1, 2, . . . , n} elimina-mos el onjunto de vérties Y4 = {j ∈ X0 : j ≡ 2 mód 3}. Por lo tanto, los subtorneostransitivos son:

H0 = 〈X0 \ Y4〉 si n ≡ 0 mód 3,

H1 = 〈X0 \ Y4〉 si n ≡ 1 mód 3.As�, H0 y H1 tienen ardinalidad n+1−⌊n
3
⌋ = 2k+1. Note que la diferenia entre

H0 y H1 son los últimos vérties de estos onjuntos. Veri�aremos que son maximales.Supongamos que no lo son. Entones por la observaión 4(i), el únio vértie que pode-mos agregar es el vértie 2n−1, pero el subonjunto de vérties {n, 2n−1, n−3} indueun −→C 3, ontradiión. Por lo tanto los torneos H0 y H1 son transitivos maximales.Lema 2.11. Sea −→C 2n+1〈2〉 tal que n ≡ 0, 1 mód 3. Entones los subtorneos induidospor
X3 \H0 si n ≡ 0 mód 3 y
X3 \H1 si n ≡ 1 mód 3ontienen un torneo transitivo maximal de orden n− ⌊n

3
⌋.Demostraión. Supongamos que n ≡ 0 mód 3. Entones por el lema 2.10, −→C 2n+1〈2〉ontiene el subtorneo transitivo induido por H0. Consideremos X1 = [n + 1, 2n]. Re-ordemos que

Y2 = {j ∈ X1 : j ≡ 0 mód 3} y J0 = 〈X1 \ Y2〉 (2.1)Por la observaión 4(i), J0 es transitivo de orden n−⌊n
3
⌋ = 2k. Para determinar que esmaximal, supongamos por ontradiión que no lo es. Entones podríamos agregar almenos uno de los vérties restantes. Sin pérdida de generalidad, agreguemos al vértie

2 (porque −→C 2n+1〈2〉 es transitivo en vérties), pero el subonjunto de vérties {2, n +

1, n+ 4} indue un −→C 3, lo ual ontradie la transitividad. En el aso n ≡ 1 mód 3 losargumentos son similares y el subtorneo transitivo maximal es
J1 = {X1 \ Y5} donde Y5 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}. (2.2)Lema 2.12. Un subtorneo transitivo maximal ontenido en −→C 2n+1〈2〉 es de orden:

n− ⌊n
3
⌋, si n ≡ 2 mód 3. 21



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantesDemostraión. La demostraión es similar a la del lema 2.10. El subtorneo transitivomaximal es
H2 = 〈X0 \ Y4〉.Lema 2.13. Sea −→C 2n+1〈2〉 tal que n ≡ 2 mód 3. Entones el subtorneo induido por

X3 \H2ontiene un subtorneo transitivo maximal de orden n− ⌊n
3
⌋.Demostraión. La prueba es análoga a la del lema 2.11, donde el subtorneo transitivoes

J2 = 〈(X1 ∪ {n}) \ Y6〉 donde Y6 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}.Teorema 2.14. Sea n ∈ N. Entones dc(−→C 2n+1〈2〉) = 4, para toda n ≥ 8.Demostraión. Por el teorema 1.5, se tiene que dc(
−→
C 2n+1〈2〉) ≥ 3. Primeramente, de-mostraremos que dc(−→C 2n+1〈2〉) ≥ 4. Por ontradiión, supongamos que dc(−→C 2n+1〈2〉) =

3, así −→C 2n+1〈2〉 tiene una partiión de sus vérties, la ual onsiste de tres subtor-neos transitivos. Supongamos que n ≡ 0 mód 3 (se hae de manera similar para uan-do n ≡ 1, 2 mód 3). Por los lemas 2.10 y 2.11, se tiene que los subtorneos transiti-vos maximales que se pueden enontrar en −→C 2n+1〈2〉 son H0 y J0. Así los vérties
{2, 5, 8, . . . , n−1, n+3, . . . , 2n} induen el terer subtorneo transitivo. Observemos queel subonjunto de vérties {2, n − 1, n + 3} indue un −→C 3, lo ual es una ontradi-ión. Por lo tanto −→C 2n+1〈2〉 no puede partirse en tres subtorneos transitivos por lo que
dc(
−→
C 2n+1〈2〉) ≥ 4. Probaremos que dc(

−→
C 2n+1〈2〉) = 4. Por los lemas 2.10 y 2.11, tene-mos que −→C 2n+1〈2〉 tiene dos subtorneos transitivos maximales H0 y J0 de ardinalidad

n+ 1− ⌊n
3
⌋ y n− ⌊n

3
⌋, respetivamente. El terer subtorneo es K0 = 〈Y2 ∪ {2}〉, donde

|K0| = ⌊n3 ⌋+ 1. El uarto subtorneo es
L0 = 〈Y4 \ {2}〉 donde Y4 = {j ∈ X0 : j ≡ 2 mód 3}.Note que el subtorneo L0 es transitivo. Así dc(−→C 2n+1〈2〉) = 4. La partiión orrespon-diente de los vérties del torneo −→C 2n+1〈2〉 es:(i) n ≡ 0 mód 3, de�nimos Y4 = {j ∈ X0 : j ≡ 2 mód 3}

H0 = 〈X0 \ Y4〉, J0 = 〈X1 \ Y2〉, K0 = 〈Y2 ∪ {2}〉, L0 = 〈Y4 \ {2}〉.(ii) n ≡ 1 mód 3, de�nimos Y5 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}

H1 = 〈X0 \ Y4〉, J1 = 〈X1 \ Y5〉, K1 = 〈Y5 ∪ {2}〉, L1 = 〈Y4 \ {2}〉.22



2.3. Número diromátio −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉(iii) n ≡ 2 mód 3, de�nimos Y6 = {j ∈ X1 : j ≡ 1 mód 3}

H2 = 〈X0 \ Y4〉, J2 = 〈(X1 ∪ {n}) \ Y6〉, K2 = 〈Y6〉, L2 = 〈Y4 \ {n}〉.El siguiente orolario es una onseuenia inmediata de las observaiones 1(ii)−(iii),5, 6, proposiión 2.9 y teoremas 1.5, 1.6 y 2.14.Corolario 2.15.
dc(
−→
C 2n+1〈2〉) =







2 si n = 3

3 si n = 4, 6, 7

4 si n = 5 y n ≥ 8.Teorema 2.16. Sea r ∈ {2, 3, 4}. Entones −→C 2n+1〈2〉 es un torneo irulante r-diromátiorítio en vérties si y solo si n = 5.Demostraión. Si r = 2, por el teorema 1.5, −→C 7〈2〉 ∼=
−→
C 7〈∅〉 es 2-diromátio, pero noes rítio en vérties.Sea r = 3. Para n = 4, tenemos que −→C 9〈2〉 no es rítio en vérties por la observaión5. Para n = 6 y 7, por la proposiión 2.9, −→C 13〈2〉 y −→C 15〈2〉 no son rítios en vérties.Si r = 4, entones por la observaión 6, −→C 11〈2〉 es rítio en vérties. Por el teorema2.14, −→C 2n+1〈2〉 es 4-diromátio para toda n ≥ 8. Los vérties de −→C 11〈2〉 se parten enuatro subtorneos transitivos maximales, donde

|Li| = mı́n{|Hi|, |Ji|, |Ki|, |Li|} para i = 0, 1, 2.Note que −→C 2n+1〈2〉 es 4-diromátio rítio en vérties si la ardinalidad de Li es iguala uno para i = 0, 1, 2. Como |Li| = |Y4| − 1 = ⌊n
3
⌋ − 1, tenemos que |Li| = 1 si y solo si

⌊n
3
⌋ = 2. Esto ourre uando n = 6, 7 o 8. Por el teorema 2.14, esto es solamente posiblepara n ≥ 8. Observe que |L2| ≥ 2 para T =

−→
C 2n+1〈2〉 si n ≥ 8. Como esta partiión esmaximal, T no es rítio en vérties. Por lo tanto, −→C 2n+1〈2〉 es rítio en vérties si ysolo si n = 5.2.3. Número diromátio −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉Anteriormente probamos que dc(−→C 2n+1〈1〉) = 4 para toda n ≥ 8 y dc(

−→
C 2n+1〈2〉) = 4para toda n ≥ 5. En esta parte demostramos que dc(

−→
C 2n+1〈l〉) = 4 on 3 ≤ l ≤ ⌈n

2
⌉ y

n ≥ 7.Proposiión 2.17.(i) Sea n = 5. Entones dc(−→C 11〈3〉 ∼=
−→
C 11〈5〉) = 3. 23



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes
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Figura 2.6. Partiión del torneo −→C 11〈3〉(ii) Sea n = 6. Entones dc(−→C 13〈3〉) = 3.Demostraión. (i) Para n = 5, omo−→C 11〈3〉 ∼=
−→
C 11〈5〉, por el teorema 1.6, dc(−→C 11〈3〉) =

3. La �gura 2.3 muestra la partiión de los vérties de −→C 11〈3〉.(ii) Para n = 6, por la observaión 4(iii), −→C 13〈3〉 ∼=
−→
C 13〈1〉 y por la proposiión 2.1,

dc(
−→
C 13〈3〉) = 3.Proposiión 2.18.(i) Sea n = 6. Entones dc(−→C 13〈4〉) = dc(ST13) = 4.(ii) Sea n = 7. Entones dc(−→C 15〈4〉) = 4 y es rítio en vérties.Demostraión. (i) Para n = 6, tenemos a −→C 13(〈4〉), denotado por ST13 en [38℄ (ver�gura 2.7) y que es el únio torneo de orden 13 (salvo isomor�smos) que notiene subtorneos transitivos de orden 5. Además por el teorema 1.13 on m = 2,

dc(
−→
C 13〈4〉) = 4.(ii) Para n = 7, tenemos a T =

−→
C 15〈4〉. Por el teorema 1.5, dc(T ) ≥ 3. Consideremosla siguiente partiión:

P1 = {0, 1, 2, 3, 7, 11}, P2 = {4, 8, 12, 13, 14}, P3 = {5, 6, 10} y P4 = {9}.Las subdigrá�as induidas por esta partiión son isomorfas a un TT6, a un TT5,a un TT3 y a un TT1 respetivamente, luego dc(
−→
C 15〈4〉) = 4.Lema 2.19. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉, entones −→C 2n+1〈k〉 ontiene un subtorneo transitivomaximal H.Demostraión. Sean n y k enteros no negativos y onsidere el intervalo [0, n]. Apliamosel algoritmo de la división de Eulides para n+ 1 y 2k− 1. Entones, existen únios α,

r ∈ N tales que
n+ 1 = α(2k − 1) + r on 0 ≤ r < 2k − 1.24



2.3. Número diromátio −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉
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Figura 2.7. Torneo ST13Consideramos la partiión del intervalo [0, 2k − 2] = [0, k − 1] ∪ [k, 2k − 2] y de�nimos
n + 1 =

{

α(2k − 1) + s1 si s1 ∈ [0, k − 1]

α(2k − 1) + s2 si s2 ∈ [k, 2k − 2].Observe que omo 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉, tenemos que s1 ∈ [1, k − 1].Sea

W =
α−1⋃

i=0

[i(2k − 1), i(2k − 1) + (k − 1)].De�nimos al subtorneo H de −→C 2n+1〈k〉 de la siguiente forma:(i) Si s1 ∈ [1, k − 1], entones H = 〈W ∪ [α(2k − 1), n]〉. Más aún, si k = n+1
2

y n esimpar, entones H = 〈W ∪ {n, 2n+ 1− k}〉.(ii) H = 〈W ∪ [α(2k − 1), α(2k − 1) + k − 1]〉 para toda s2 ∈ [k, 2k − 2].Note que H es un subtorneo transitivo por onstruión, porque este onjunto devérties no ontiene −→C 3's induidos. Probaremos que H es maximal por ontradiión.25



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantesComo −→C 2n+1〈k〉 es transitivo en vérties, sin pérdida de generalidad, elegimos el vértie
0. Observe que

N+(0) = {1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n, 2n+ 1− k} y
N+(0) \ V (H) = (X0 ∪ {2n+ 1− k}) \ (V (H) ∪ {k}).Para todo vértie x ∈ N+(0) \ V (H) existen h1, h2 ∈ V (H) tales que el onjunto devérties {h1, h2, x} indue un −→C 3 (por ejemplo, x = k + 1, h1 = 1 y h2 = k − 1), unaontradiión. Por lo tanto, H es maximal.Lema 2.20. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉, entones X3 \ V (H) ontiene un subtorneo transitivomaximal J , donde H es el subtorneo de�nido en el lema 2.19.Demostraión. La onstruión de J se obtiene similarmente omo en el lema 2.19 para

H , pero tenemos dos formas para de�nir J .Caso 1. α = 1.(i) Si s1 ∈ [1, k − 1], entones J = [k, 2k − 2] ∪ [3k − 2, 3k + s1 − 2]. Note que
k = n+1

2
on n impar si y solo si s1 = 1. Entones J = [k, 2k − 2] ∪ {3k − 2}por la onstruión de H .(ii) Si s2 ∈ [k, 2k − 2], entones J = [k, 2k − 2] ∪ [3k − 1, 4k − 2].Caso 2. α > 1. Sea

U =
α−1⋃

i=0

[(n+ 1) + i(2k − 1), (n+ 1) + i(2k − 1) + (k − 1)].(i) Si s1 ∈ [1, k − 1], entones J = 〈U ∪ [(n+ 1) + α(2k − 1), 2n]〉.(ii) J = 〈U ∪ [(n + 1) + α(2k − 1), (n + 1) + α(2k − 1) + k − 1]〉 para toda
s2 ∈ [k, 2k − 2].Observe que H es un subtorneo transitivo maximal en −→C 2n+1〈k〉 por el lema 2.19.A�rmamos que J es maximal en V (

−→
C 2n+1〈k〉)\V (H). Si J no fuera maximal, podemosadherir al menos un vértie de V (
−→
C 2n+1〈k〉) \ (V (H) ∪ V (J)).Para el aso 1, onsidere

{n+ k + 1, 3k − 3} ⊆ V (
−→
C 2n+1〈k〉) \ (V (H) ∪ V (J)).Tenemos que (k, n+ k, n+ k + 1, k) ∼= −→C 3 o (2k − 2, 3k − 3, 3k − 2, 2k − 2) ∼= −→C 3. Porlo tanto, J es maximal.Para el aso 2, onsidere

k ∈ V (
−→
C 2n+1〈k〉) \ (V (H) ∪ V (J)).Tenemos que (k, n+ k, n + 2k + 1, k) ∼= −→C 3. Así, J es maximal.26



2.3. Número diromátio −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉Teorema 2.21. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n

2
⌉, entones dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4 para n ≥ 7.Demostraión. Considere T =
−→
C 2n+1〈k〉. Por el teorema 1.5, dc(T ) ≥ 3. Probaremosque el dc(T ) = 4. Por ontradiión, supongamos que dc(T ) = 3. Así, T tiene unapartiión de sus vérties que onsiste de tres subtorneos transitivos. Por los lemas 2.19y 2.20, dos subtorneos ajenos transitivos maximales en −→C 2n+1〈k〉 son H y J . Entones elresto del onjunto de vérties X3 \ (V (H)∪V (J)) indue el terer subtorneo transitivo.Consideramos tres asos.Caso 1. J = 〈[k, 2k− 2] ∪ [3k− 2, 3k+ s1 − 2]〉 obtenido por el aso 1(i) del lema2.20. Por lo tanto, K = 〈[3k+s1−1, 2n]〉. Más aún, |J | = k+s1 y |H| = n−k+2.Como k ≤ ⌈n

2
⌉, tenemos que

|K| = 2n+ 1− (|H|+ |J |) = 2k − 3 > k.En este aso, K es induido por al menos k+1 vérties onseutivos. Por lo tanto
K no puede ser un subtorneo transitivo por la de�niión de −→C 2n+1〈k〉. Entones
dc(T ) ≥ 4. Los asos siguientes son neesarios porque la estrutura de K y Lambia para diferentes valores de s1:(i) Si s1 = 1, 2 ó 3, entones

K = 〈[n+ 1, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 2n]〉 y L = 〈[3k + s1 − 1, 4k − 4]〉.(ii) Si s1 ∈ [4, k − 5], entones
K = 〈[n+ 1, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 5k − 4]〉 y
L = 〈[3k + s1 − 1, 4k − 4] ∪ [5k − 3, 2n]〉.(iii) Si s1 = k − 4, entones

K = 〈[n+ 1 = 3k − 4, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 5k − 4]〉 y
L = 〈[4k − 5, 4k − 4] ∪ [5k − 3, 2n]〉.(iv) Si s1 = k − 3, entones
K = 〈[n+ 1 = 3k − 5, 3k − 3] ∪ [4k − 3, 5k − 4]〉 y
L = 〈{4k − 4} ∪ [5k − 3, 2n]〉.(v) Si s1 = k − 1 ó k − 2, entones
K = 〈[n+ k + 1, n+ 2k]〉 y L = 〈[n+ 2k + 1, 2n]〉.Por onstruión y la de�niión de−→C 2n+1〈k〉, los subtorneosK y L son transitivos.Observe que si s1 ∈ [1, k − 3], entones 4k − 4 /∈ V (K) y

(4k − 4, 4k − 3, 3k − 3, 4k − 4) ∼= −→C 3.Por lo tanto, K es maximal en −→C 2n+1〈k〉 \ (H ∪J). Si s1 = k−1 o k−2, entones
n+ 2k + 1 /∈ V (K) y

(n+ k + 1, n+ 2k, n+ 2k + 1, n+ k + 1) ∼= −→C 3.Luego, K es maximal en −→C 2n+1〈k〉 \ (H ∪ J). Así dc(−→C 2n+1〈k〉 = 4. 27



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantesCaso 2. J = [k, 2k − 2] ∪ [3k − 1, 4k − 2] obtenido del aso 1(ii) del lema 2.20.Tenemos que X3\(V (H)∪V (J)) = [4k−1, 2n], pero 2n−4k+2 > k implia que elsubtorneo induido por X3 \ (V (H)∪V (J)) tiene al menos k+1 vérties onseu-tivos y un −→C 3 es induido en X3 \ (V (H)∪V (J)). Por lo tanto, dc(−→C 2n+1〈k〉 ≥ 4.Los asos siguientes muestran la partiión de −→C 2n+1〈k〉 en subtorneos transitivos.(i) Si s2 = k, entones
K = 〈[4k − 1, 5k − 2]〉 y L = 〈[5k − 1, 2n]〉.(ii) Si s2 = k + 1, entones

K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ {6k − 2 = 2n}〉 y L = 〈[5k − 1, 6k − 3]〉.(iii) Si s2 = k + 2, entones
K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ [6k − 2, 6k]〉 y L = 〈[5k − 1, 6k − 3]〉.(iv) Si s2 ∈ [k + 3, 2k − 2], entonesa) si 2n ≤ 7k − 3, tenemos que

K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ [6k − 2, 2n]〉 y
L = 〈[5k − 1, 6k − 3]〉,b) si 2n > 7k − 3, entones

K = 〈[4k − 1, 5k − 2] ∪ [6k − 2, 7k − 3]〉 y
L = 〈[5k − 1, 6k − 3] ∪ [7k − 2, 2n]〉.Por onstruión y la de�niión de −→C 2n+1〈k〉, los subtorneosK y L son transitivos.Observe que 5k− 1 /∈ V (K) y (4k− 1, 5k− 2, 5k− 1, 4k− 1) ∼= −→C 3. Por lo tanto,

K es maximal en −→C 2n+1〈k〉 \ (H ∪ J). Así, dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4.Caso 3. J se obtiene por el aso 2(i) y 2(ii) del lema 2.20. Si dc(−→C 2n+1〈k〉) = 3,entones X3 \ (V (H)∪ V (J)) indue un subtorneo transitivo, pero el onjunto devérties {k, 3k − 1, n+ k + 1} ⊆ X3 \ (V (H) ∪ V (J)) indue un −→C 3. Por lo tanto
dc(
−→
C 2n+1〈k〉) ≥ 4. La partiión de −→C 2n+1〈k〉 en subtorneos transitivos es H , J ,

K = 〈X1 ∪ {k} \ V (J)〉 y
L = 〈X3 \ (V (H) ∪ V (J) ∪ V (K))〉.Por onstruión y por la de�niión de −→C 2n+1〈k〉, los subtorneos K y L sontransitivos maximales. Observe que k + 1 /∈ V (K). Entones, el onjunto devérties {k, k + 1, n + k + 1} indue un −→C 3. Por lo tanto, K es maximal en−→

C 2n+1〈k〉 \ (H ∪ J).28



2.3. Número diromátio −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉Esto prueba que dc(

−→
C 2n+1〈k〉) = 4.Ejemplo 1. El siguiente ejemplo ilustra el teorema 2.21, aso 2(ii). El torneo −→C 29〈5〉se parte en los siguientes uatro subtorneos transitivos

H = 〈[0, 4] ∪ [9, 13]〉, K = 〈[5, 8] ∪ [14, 18]〉, J = 〈[19, 23] ∪ {28}〉 y L = 〈[24, 27]〉.Observe que H ∼= TT10, J ∼= TT9, K ∼= TT6 y L ∼= TT4.Teorema 2.22. Si 3 ≤ k ≤ ⌈n
2
⌉, entones −→C 2n+1〈k〉 es un torneo irulante 4-diromátio rítio en vérties si y solo si

(i) n = 7 y k ∈ {3, 4},
(ii) n = 9 y k = 4,
(iii) n = 10 y k = 5,
(iv) n = 13 y k = 6.Demostraión. Por el teorema 2.21, −→C 2n+1〈k〉 es 4-diromátio, donde H , J , K y L sonsubtorneos transitivos maximales. Note que por la partiión de los vérties de −→C 2n+1〈k〉,los asos a onsiderar son uando α = 1. En este aso el orden de L puede ser uno y−→

C 2n+1〈k〉 es un torneo irulante 4-diromátio rítio en vérties. Tenemos dos asosuando α = 1.Caso 1. s1 ∈ [1, k − 1].(i) Si s1 = 1, 2, 3, entones por la demostraión del teorema 2.21 aso 1(i),tenemos que el torneo es rítio en vérties si
L = 1⇔







k = 4 y n = 7

k = 5 y n = 10

k = 6 y n = 13.(ii) Si s1 = k− 3, entones por la demostraión del teorema 2.21 aso 1(iv), estees rítio en vérties si y solo si |L| = 1, si y solo si 2n = 5k−4 y n = 3k−5,si y solo si k = 6 y n = 13.(iii) Si s1 = k − 2, entones por la demostraión del teorema 2.21 aso 1(v),tenemos que |L| = k − 2. Este es rítio en vérties si y solo si |L| = 1 si ysolo si k = 3 y n = 7.(iv) Si s1 = k − 1, entones por la demostraión del teorema 2.21 aso 1(v),tenemos que |L| = n− 2k. Este es rítio en vérties si y solo si |L| = 1 si ysolo si n = 2k + 1 y n = 3k − 3, si y solo si k = 4 y n = 9.Caso 2. s2 ∈ [k, 2k − 2](i) Si s2 = k, entones por la demostraión del teorema 2.21 aso 2(i), tenemosque |L| = k − 2. Este es rítio en vérties si y solo si |L| = 1 si y solo si
k = 3 y n = 7. 29



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes(ii) Si s2 ∈ [k + 1, 2k − 2], entones por la demostraión del teorema 2.21 aso
2(ii)−(iv)(a), tenemos que |L| = k−2, pero este no es neesariamente rítioen vérties si |L| = 1, porque los últimos vérties quedan en K. Cuando L seobtiene mediante la demostraión del teorema 2.21 aso 2(iv)(b), |L| nunaes uno. En ualquier aso, −→C 2n+1〈k〉 no es un torneo irulante 4-diromátiorítio en vérties.

2.4. Número diromátio de −→C 2n+1〈k〉 para ⌈n2 ⌉ + 1 ≤ k ≤

⌊23n⌋En esta parte demostramos que dc(
−→
C 2n+1〈l〉) = 4 si ⌈n

2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋Lema 2.23. Si ⌈n

2
⌉+1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, entones −→C 2n+1〈k〉 ontiene un subtorneo transitivomaximal de k vérties.Demostraión. Como −→C 2n+1〈k〉 es transitivo en vérties, es su�iente onsiderar unsubtorneo transitivo maximal que ontenga al vértie 0. Observe que

N+(0) = {1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n, 2n+ 1− k}.De�nimos H = 〈[0, k − 1]〉. Este torneo es transitivo por la de�niión de −→C 2n+1〈k〉.Si H no fuera maximal, entones podemos adherir un vértie de N+(0) \ [0, k− 1]. Sea
j ∈ [k+ 1, n]. Sin pérdida de generalidad, seleionemos j = k+ 1. Así, el onjunto devérties {1, t, k + 1} on t ∈ [2, k − 1] indue un −→C 3. Lo mismo ourre para el vértie
2n+1− k. Observe que (3, k− 1, 2n+1− k, 3) ∼= −→C 3, lo ual es una ontradiión. Porlo tanto, H es maximal.Lema 2.24. Si ⌈n

2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, entones −→C 2n+1〈k〉 ontiene tres subtorneostransitivos maximales de orden k.Demostraión. Por el lema 2.23, −→C 2n+1〈k〉 ontiene un subtorneo transitivo maximal

H . Note que |N+(0)| − |H| < k. Considere los subtorneos siguientes
J = 〈[k, 2k − 1]〉 y K = 〈[2k, 3k − 1]〉.Observe que J y K son isomorfos a H . Sean ϕ1 : H → J tal que ϕ1(j) = j + k,

ϕ2 : H → K tal que ϕ2(j) = j + 2k on 0 ≤ j ≤ k − 1, (ϕ1, ϕ2, son biyetivas por loque es laro que H es isomorfo a J y H es isomorfo a K, respetivamente).Como en ellema 2.23, podemos probar que J y K son subtorneos transitivos maximales. Entones,−→
C 2n+1〈k〉 ontiene tres subtorneos transitivos maximales de k vérties.Teorema 2.25. Si ⌈n

2
⌉+ 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, entones dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4.30



2.5. Número diromátio de −→C 2n+1〈k〉, k = ⌊2n
3
⌋+ 1, . . . , nDemostraión. Primero probamos que dc(

−→
C 2n+1〈k〉) ≥ 4. Por el lema 2.24, tenemosque −→C 2n+1〈k〉 ontiene tres subtorneos transitivos maximales de k vérties. Entones

|−→C 2n+1〈k〉| − 3k > 0, así V (
−→
C 2n+1〈k〉) no puede ser partido en tres subtorneos transi-tivos. Luego dc(

−→
C 2n+1〈k〉) ≥ 4. Falta veri�ar que dc(−→C 2n+1〈k〉) = 4. Por el lema 2.24,tenemos que H , J y K son subtorneos transitivos maximales de orden k. El uartosubtorneo transitivo es L = 〈[3k, 2n]〉. Por lo tanto −→C 2n+1〈k〉 es 4-diromátio.Teorema 2.26. Si ⌈n

2
⌉ + 1 ≤ k ≤ ⌊2

3
n⌋, entones −→C 2n+1〈k〉 es un torneo irulante

4-diromátio rítio en vérties si y solo si n ≡ 0 mód 3.Demostraión. Por el teorema 2.25, −→C 2n+1〈k〉 es 4-diromátio. Observe que el ordende H , J y K es k y |L| = 2n− 3k + 1. Note que −→C 2n+1〈k〉 es 4-diromátio rítio envérties si la ardinalidad de L es igual a uno y esto ourre si y solo si k = 2
3
n uando

n ≡ 0 mód 3.Corolario 2.27 (Neumann-Lara [38℄). −→C 6m+1〈2m〉 es un torneo irulante 4-diromátiorítio en vérties on m ≥ 2.2.5. Número diromátio de −→C 2n+1〈k〉, k = ⌊2n3 ⌋ +
1, . . . , nProposiión 2.28.(i) Sea n = 8. Entones dc(−→C 17〈5〉) = 4.(ii) Sea n = 9. Entones dc(−→C 19〈6〉) = 4 y es rítio en vérties.Demostraión. Observe que por el teorema 1.5, se tiene que dc(−→C 2n+1〈n−3〉) ≥ 3 para

n ≥ 4, por lo que en adelante sólo nos onentraremos en probar que dc(−→C 2n+1〈n− 3〉)es igual a 3 o 4. Consideremos el torneo −→C 17〈5〉. Se tiene la siguiente partiión de losvérties del torneo P1 = {0, 1, 4, 7, 8}, P2 = {2, 3, 6, 9, 10}, P3 = {5, 11, 12, 13} y P4 =
{14, 15, 16}, donde las subdigrá�as induidas que se forman on los subonjuntos devérties dados son dos TT5, un TT4 y un TT3 respetivamente, así dc(−→C 17〈5〉) = 4. Con-sideremos el torneo −→C 19〈6〉 por el teorema 1.13, −→C 19〈6〉 es 4-diromátio rítio en vérti-es. La partiión de los vérties del torneo en uatro subonjuntos: P1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
P2 = {6, 7, 8, 9, 10, 11}, P3 = {12, 13, 14, 15, 16, 17} y P4 = {18} los uales induen tres
TT6 y un TT1.La proposiión 2.28 ompleta los asos faltantes, que nos llevan al siguiente resulta-do:Teorema 2.29. Sea n ≥ 3. Entones dc(−→C 2n+1〈k〉) = 3 para k = ⌊2

3
n⌋+ 1, . . . , n. 31



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantesDemostraión. Sea n ≥ 3. Por el teorema 1.5, dc(−→C 2n+1〈k〉) ≥ 3. Consideremos lasiguiente partiión de los vérties de −→C 2n+1〈k〉:
H = [0, k − 1], J = [k, 2k − 1] y K = [2k, 2n].Observe que H indue un TTk porque N+(0) = {1, 2 . . . , k}. También J y K induenun TTk y un TT2n−2k+1, respetivamente. Entones dc(−→C 2n+1〈k〉) = 3.

0
1

n− (k + 2)

n− (k + 1)

n− k
n− k + 1

2n− 2k − 2

2n− 2k − 1

2n− 2k
2n− 2k + 1

2n− 1
2n

Figura 2.8. H, J y K, del teorema 2.29
Teorema 2.30. Si k = ⌊2

3
n⌋ + 1, . . . , n, n ≥ 3. Entones −→C 2n+1〈k〉 es un torneoirulante 3-diromátio rítio en vérties si y solo si n = k.Demostraión. Por el teorema 2.29, −→C 2n+1〈k〉 es 3-diromátio y se parte en tres sub-torneos transitivos maximales donde

|H| = |J | = k y |K| = 2n− 2k + 1.Como k = ⌊2
3
n⌋ + 1, . . . , n, tenemos que k ≥ 2n − 2k + 1. Por lo tanto, −→C 2n+1〈k〉 esrítio en vérties si y solo si 2n− 2k + 1 = 1, si y solo si n = k.Corolario 2.31 ( [33℄, teorema 2). −→C 2n+1〈n〉 es un torneo irulante 3-diromátiorítio en vérties para n ≥ 3.Por los teoremas 2.8, 2.16, 2.22, 2.26 y 2.30 se tiene la siguiente araterizaión:Teorema 2.32. Sea r ∈ {2, 3, 4}, −→C 2n+1〈k〉 es r-diromátio rítio en vérties si ysolo si32



2.6. El número ξ(k)

(i) r = 2, n = 1 y k = 1,
(ii) r = 3,

(a) n = 4 y k = 1,
(b) n ≥ 3 y k = n;

(iii) r = 4,
(a) n = 5 y k = 2,
(b) n = 7 y k =∈ {3, 4}
(c) n = 9 y k = 4,
(d) n = 10 y k = 5,
(e) n = 13 y k = 6,
(f) n = 3m y k = 2m (m ≥ 2).La tabla 2.3 de la página 40 muestra un panorama general del número diromátiode los torneos irulantes. Observe que los números dados en rojo son los resultadosonoidos anteriormente y los números dados en azul son los que hemos probado eneste trabajo.2.6. El número ξ(k)En 1994, V. Neumann-Lara de�nió ξ(k) omo el mínimo orden posible de un torneo

k−diromátio. Además demostró que ξ(3) = 7 y ξ(4) = 11 (véase página 8 de laintroduión).Neumann-Lara probó que 17 ≤ ξ(5) ≤ 19 y onjeturó que ξ(5) = 17. Este problemaes muy ompliado y ualquier avane es de suma importania porque implia ademásun avane para el problema de Erd®s y Moser que onsiste en determinar el mínimoorden f(k) = n de un torneo que ontenga un subtorneo isomorfo a TTk, ver [37℄ y [48℄.Proposiión 2.33. Ningún torneo irulante de orden 17 es 5-diromátio.Observe que hay 16 torneos irulantes distintos salvo isomor�smos, véase apéndieB.
dc(
−→
C 17〈∅〉) = 2, por teorema 1.5 dc(

−→
C 17〈1〉) = 4, por teorema 2.6

dc(
−→
C 17〈8〉) = 3, por teorema 1.6 dc(

−→
C 17〈7, 8〉) = 3 (∗)

dc(
−→
C 17〈7〉) = 3, por el teorema 2.29 dc(

−→
C 17〈6, 8〉) = 3

dc(
−→
C 17〈6〉) = 3, por teorema 2.29 dc(

−→
C 17〈6, 7〉) = 3

dc(
−→
C 17〈5〉) = 4, por proposiión 2.28 dc(

−→
C 17〈5, 6〉) = 4

dc(
−→
C 17〈4〉) = 4, por teorema 2.21 dc(

−→
C 17〈4, 6〉) = 4

dc(
−→
C 17〈3〉) = 4, por teorema 2.21 dc(

−→
C 17〈3, 8〉) = 4 (∗∗)

dc(
−→
C 17〈2〉) = 4, por teorema 2.14 dc(

−→
C 17〈1, 8〉) = 3Tabla 2.1. Número diromátio de torneos irulantes distintos de orden 17 salvo iso-mor�smos 33



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantesDemostraión. Consideramos torneos de orden 17 a los uales se les voltean dos �ehas.Como ejemplos, onsideremos a (∗) y a (∗∗). Tomemos al torneo T =
−→
C 17〈3, 8〉. Por elteorema 1.5, se tiene que dc(T ) ≥ 3. Consideremos la siguiente partiión de los vértiesde T dada por:

P1 = {0, 14, 2, 4, 6}, P2 = {1, 3, 5, 7, 15}P3 = {8, 9, 13, 10} y P4 = {11, 12, 16}.
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Figura 2.9. Partiión del torneo −→C 17〈3, 8〉Los torneos induidos por P1 y P2 son isomorfos a TT5 , el induido por P3 esisomorfo a un TT4 y el induido por P4 es isomorfo a un TT3, véase �gura 2.9. Por lotanto, dc(−→C 17〈3, 8〉) = 4. Consideremos el torneo T ′ =
−→
C 17〈7, 8〉. Por el teorema 1.5,se tiene que dc(T ′) ≥ 3. Consideremos la siguiente partiión de los vérties de T ′ dadapor:

P1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, P2 = {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}, y P3 = {14, 15, 16}.Los torneos induidos por P1 y P2 son isomorfos a un TT7 y el torneo induido por P3es isomorfo a un TT3, véase �gura 2.10.Por lo tanto, dc(−→C 17〈7, 8〉) = 3. El resto de los asos se demuestran similarmente.Conjetura 2.34 (Neumann-Lara, [37℄). Existe un torneo regular 5-diromátio on 17vérties.Para ilustrar la di�ultad de la onjetura 2.34 onsideramos los siguientes resultadosy omparaiones.34



2.6. El número ξ(k)
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Figura 2.10. Partiión del torneo −→C 17〈7, 8〉Teorema 2.35 (Teorema 6, Spener [49℄). Sean n = 2m+1 y Rn el número de torneosregulares de orden n. Entones
(

Rn

2(
n

2
)

)1/n

=

√
2√
πn

(1 + o(1)).Sea R⋆(n) el número de torneos regulares salvo isomor�smos, véase Spener [49℄pág. 120. Entones
R⋆(n) = 2





n
2





(

e
√
2(1 + o(1))
√
πn

3

2

)n

> 2





n
2





(

e
√
2

√
πn

3

2

)n

.Así,
R⋆(17) > 1, 903, 790, 000, 000, 000.Note que el número de movimientos que se tienen que haer en el juego de las torresde Hanoi on 50 y 64 disos es:

250 − 1 = 1125899906842623, 264 − 1 = 18446744073709551615.Mientras que el número de estrellas en el universo es:
1022 = 10000000000000000000000.Así,
1022 > 264 − 1 > R⋆ > 250 − 1. 35



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes
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Figura 2.11. Partiión del torneo −→C 19〈3, 5〉Proposiión 2.36. Los números diromátios de todos los torneos irulantes de orden
19 salvo isomor�smos se muestran en la tabla 2.2.

dc(
−→
C 19〈∅〉) = 2 dc(

−→
C 19〈1, 2〉) = 4 dc(

−→
C 19〈3, 6〉) = 4

dc(
−→
C 19〈1〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 3〉) = 4 dc(

−→
C 19〈3, 7〉) = 3

dc(
−→
C 19〈2〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 5〉) = 4 dc(

−→
C 19〈4, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈3〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 6〉) = 4 dc(

−→
C 19〈5, 8〉) = 4

dc(
−→
C 19〈4〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 8〉) = 4 dc(

−→
C 19〈5, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈5〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 9〉) = 4 dc(

−→
C 19〈6, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈6〉) = 4 dc(

−→
C 19〈2, 3〉) = 4 dc(

−→
C 19〈7, 9〉) = 3

dc(
−→
C 19〈7〉) = 3 dc(

−→
C 19〈2, 4〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 2, 8〉) = 4

dc(
−→
C 19〈8〉) = 3 dc(

−→
C 19〈2, 9〉) = 4 dc(

−→
C 19〈1, 2, 9〉) = 4

dc(
−→
C 19〈9〉) = 3 dc(

−→
C 19〈3, 5〉) = 4 dc(

−→
C 19〈2, 3, 8〉) = 5Tabla 2.2. Número diromátio de todos los torneos irulantes de orden 19 salvo iso-mor�smosDemostraión. Daremos una demostraión de algunos de los asos. Los demás se de-muestran similarmente. Por el teorema 1.5, dc(−→C 19〈∅〉) = 2. Por los teoremas 1.6, 1.13,36



2.6. El número ξ(k)2.6, 2.14, 2.21, 2.25, 2.29 el número diromátio de −→C 19〈l〉 para toda 1 ≤ l ≤ 9 es-tá determinado y es igual a 3 o 4. Sea el torneo T ′ =
−→
C 19〈3, 5〉. Por el teorema 1.5,

dc(T ′) ≥ 3. Consideremos la siguiente partiión de los vérties de T ′ dada por:
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Figura 2.12. Partiión del torneo −→C 19〈3, 7〉

P1 = {0, 7, 14, 2, 9, 16, 4}, P2 = {1, 8, 15, 3, 10, 17, 5}, P3 = {11, 12, 18, 13}y P4 = {6}.Los torneos induidos por P1 y P2 son isomorfos a un TT7, el torneo induido por P3es isomorfo a un TT4 y el torneo induido por P4 es isomorfo a un TT1, véase �gura2.11. Por lo tanto, dc(−→C 19〈3, 5〉) = 4. Análogamente, dc(−→C 19〈i, j〉 = 4 on 1 ≤ i, j ≤
9, siempre que i 6= 3, j 6= 7. Consideremos al torneo T ′′ =

−→
C 19〈3, 7〉. Este aso loonsideramos espeial, pues es el únio torneo que al voltear dos �ehas, se tiene que

dc(T ′′) = 3. Por el teorema 1.5, dc(T ′′) ≥ 3. Consideremos la siguiente partiión de losvérties de T ′′ dada por:
P1 = {0, 4, 8, 12, 16, 1, 5, 9}, P2 = {2, 6, 10, 14, 18, 3, 7, 11} y P3 = {13, 15, 17}.Los torneos induidos por P1 y P2 son isomorfos a un TT8 y el torneo induido por P3es isomorfo a un TT3, véase �gura 2.12. Por lo tanto, dc(−→C 19〈3, 7〉) = 3. 37



2. Número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes
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1Figura 2.13. N+(0) y N−(0) en QR19Por último onsideremos el siguiente resultado onoido por V. Neumann-Lara, perosin prueba publiada.Teorema 2.37. dc(QR19 =
−→
C 19〈2, 3, 8〉) = 5 y es rítio en vérties.Demostraión. Note que QR19 ≇

−→
C 19〈∅〉 entones, por el teorema 1.5, dc(QR19) ≥ 3.Sabemos que QR19 es un torneo doblemente regular, y para todo vértie x ∈ V (QR19)se tiene que 〈N+(x)〉 ∼= 〈N−(x)〉 ∼= −→C 9〈4〉 =

−→
C 9(1, 2, 3, 5). Si x = 0,

〈N+(0)〉 ∼= 〈N−(0)〉 ∼= −→C 9〈4〉 (véase �gura 2.13).Sabemos que, dc(−→C 9〈4〉) = 3 y además es rítio en vérties por la observaión 2.Entones la partiión de los vérties de 〈N−(0)〉 en subtorneos ailíos es la siguiente:
P1 = {15, 12, 2, 13}, P2 = {3, 10, 8, 14} y P3 = {18}.Observe que el subtorneo transitivo maximal en 〈N−(0)〉 es un TT4. Por lo tantoun torneo transitivo maximal ontenido en QR19 es un TT5. Luego ⌈195 ⌉ = 4, por loque dc(QR19) ≥ 4. Sin pérdida de generalidad, sea TT 1

5 = 〈{0, 1, 17, 7, 5}〉 (note quelos vérties 1, 17, 7, 5 ∈ N+(0)). De aquí que V (QR19) \ V (TT 1
5 ) indue un torneo deorden 14. Llamemos T14 = 〈V (QR19) \ V (TT5)〉. Demostraremos que dc(T14) ≤ 4,omo 〈N−(0)〉 ⊂ T14, entones dc(T14) ≥ 3. Observe que omo T14 ⊂ QR19, el torneotransitivo maximal que puede ontener es un TT5 y en efeto lo ontiene. Llamemos

TT 2
5 = 〈{2, 11, 18, 3, 8}〉. Luego 〈V (T14) \ V (TT 2

5 )〉 = T9, donde T9 es un torneo onnueve vérties. Note que, este torneo es fuertemente onexo y no es isomorfo a −→C 9〈∅〉,por el teorema 1.5 dc(T9) ≥ 3. Considere la siguiente partiión de los vérties de T938



2.6. El número ξ(k)

P1 = {12, 4, 9, 13, 10}, P2 = {16, 14, 6} y P3 = {15}.Por lo tanto, dc(T9) = 3 y es rítio en vérties. Luego, dc(T14) = 4. Así dc(QR19) ≤ 5.Considere la siguiente partiión
P1 = {0, 1, 17, 7, 5}, P2 = {2, 11, 18, 3, 8}, P3 = {12, 4, 9, 13, 10},

P4 = {16, 14, 6} y P5 = {15}.Los torneos induidos por la partiión anterior son isomorfos a 3 TT5, a un TT3 y aun TT1, respetivamente. Por lo tanto, dc(QR19) = 5, más aún QR19 es 5-diromátiorítio en vérties.

39



2.Número
diromátio

defamilias
in�nitasde

torneosir
ulantes

Número diromátio de torneos irulantes

n 2n+ 1 〈∅〉 〈1〉 〈2〉
〈
[3,
⌈
n
2

⌉
]
〉 〈

[
⌈
n
2

⌉
+ 1, n− (

⌊
n−1
3

⌋
+ 1)]

〉 〈
[n− 3, n− ⌊n−1

3
⌋]
〉
〈n− 2〉 〈n− 1〉 〈n〉

1 3 2 2 − − − − − 2 2
2 5 2 2 2 − − − 2 2 2
3 7 2 2 2 2 − 2, 3 2 3 3
4 9 2 3 3 3 − 2, 3 3 3 3
5 11 2 3 4 3 − 3, 4 3 3 3
6 13 2 3 4 3 − 3, 4 4 3 3
7 15 2 3 4 4 − 3, 4 3 3 3
8 17 2 4 4 4 4 3, 4 3 3 3
9 19 2 4 4 4 4 3, 4 3 3 3
10 21 2 4 4 4 4 3, 4 3 3 3
11 23 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
k 2k + 1 2 4 4 4 4 3 3 3 3

k + 1 2k + 3 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3
· · 2 4 4 4 4 3 3 3 3Tabla 2.3. Número diromátio de torneos irulantes 40



Capítulo 3Número diromátio de digrá�asirulantesEn este apítulo determinamos el número diromátio de algunas familias de di-grá�as irulantes onexas. Para de�nir las digrá�as irulantes, onsideramos Zn elonjunto de los enteros módulo n y J un subonjunto de Zn \{0} tal que w ∈ J si y solosi −w /∈ J , para todo w ∈ Zn \ {0}, lo ual implia que |J | ≤ ⌊n
2
⌋. El onjunto J lo lla-maremos el onjunto de saltos. Observe que, uando se umple la igualdad |J | = ⌊n

2
⌋ sehabla de torneos irulantes, y en el apítulo anterior estudiamos el número diromátiode algunas familias in�nitas de torneos irulantes.
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Figura 3.1. −→C 12(1, 3)Las digrá�as irulantes −→C n(J) están dadas por
V (
−→
C n(J)) = Zn,

A(
−→
C n(J)) = {(i, j) : i, j ∈ Zn y j − i ∈ J}.41



3. Número diromátio de digrá�as irulantesUn ejemplo de digrá�a irulante se muestra en la �gura 3.1.Observe que las digrá�as irulantes son regulares. En lo que sigue onsideraremosdigrá�as irulantes −→C n(J) sin �ehas simétrias, esto es, w ∈ J si y solo si −w /∈ J ,para todo w ∈ Zn \ {0}. La siguiente proposiión garantiza que digrá�as irulantesson onexas.Lema 3.1 (Proposiión 2.14.1, [4℄). Sea −→C n(J) donde J = {j1, j2, . . . , jk}. Entones−→
C n(J) es onexa si y solo si J genera a Zn, esto es, si y solo si mcd(n, j1, j2, . . . , jk) = 1.Observe que si mcd(n, j1, j2, . . . , jk) = d, entones −→C n(J) tiene d omponentes o-nexas donde ada una de ellas es también una digrá�a irulante isomorfa a

−→
C n(

j1
d
,
j2
d
, . . . ,

jk
d
).La siguiente digrá�a irulante −→C 16(2, 4) (ver �gura 3.2) no es onexa. Note que

mcd(16, 2, 4) = 2, así −→C 16(2, 4) tiene dos omponentes onexas.
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Figura 3.2. −→C 16(2, 4)

3.1. Número diromátio de digrá�as irulantes onuno y dos saltosProposiión 3.2. dc(−→C n) = 2 para toda n ≥ 3.42



3.1. Número diromátio de digrá�as irulantes on uno y dos saltosDemostraión. Note que dc(
−→
C n) no puede ser uno, pues −→C n es un ilo, entones porlo menos neesitamos dos olores. Considere la siguiente partiión de los vérties de −→C nla ual realiza el número diromátio P1 = {0, 1, 2, . . . , n − 2}, P2 = {n − 1}. Por lotanto dc(

−→
C n) = 2.Sea Z∗

n = {λ ∈ Zn : mcd(n, λ) = 1} el grupo de las unidades de Zn (el onjunto delos elementos invertibles en Zn). De�nimos
λ{i1, i2, . . . , ik} = {λi1, λi2, . . . , λik} mód n,donde λ ∈ Z∗

n e ij ∈ Zn. Observe que si existe λ ∈ Z∗

n tal que K = λJ ⇔ J = λ−1K,entones −→C n(J) ∼=
−→
C n(K). Ejemplo −→C 9(1, 4) ∼=

−→
C 9(1, 7) porque

7 · {1, 4} = {1, 7} mód 9⇔ 4 · {1, 7} = {1, 4} mód 9.La siguiente observaión es una generalizaión del lema 5 en [22℄.Observaión 7. Si −→C n(i, j) es una digrá�a irulante onexa, entones
−→
C n(i, j) ∼=

{ −→
C n(1, i

−1j mód n) si mcd(i, n) = 1,−→
C n(1, j

−1i mód n) si mcd(j, n) = 1.Ejemplos:1. −→C 18(5, 8) ∼=
−→
C 18(1, 16) porque

11 · {5, 8} = {1, 16} mód 18⇔ 5 · {1, 16} = {5, 8} mód 18.2. −→C 27(7, 17) ∼=
−→
C 27(1, 14) porque

4 · {7, 17} = {1, 14} mód 27⇔ 7 · {1, 14} = {7, 17} mód 27.3. −→C 33(11, 17) ∼=
−→
C 33(1, 22) porque

2 · {11, 17} = {1, 22} mód 33⇔ 17 · {1, 22} = {11, 17} mód 33.Cabe notar que, no todas las digrá�as −→C n(i, j) onexas umplen que mcd(i, n) = 1o mcd(j, n) = 1, es deir, existen digrá�as onexas −→C n(i, j) donde mcd(i, n) ≥ 2 o
mcd(j, n) ≥ 2. Considere los siguientes ejemplos:1. −→C 12(3, 4) note que mcd(12, 3, 4) = 1, mcd(12, 3) = 3 y mcd(12, 4) = 4.2. −→C 15(5, 6), mcd(15, 5, 6) = 1, mcd(15, 6) = 3 y mcd(15, 5) = 5.Si a, b ∈ Zn, entones diremos que a > b si a > b on a, b ∈ Z.Antes de haer la demostraión del teorema 3.6 es onveniente reordar los resultadossiguientes de teoría de números. Al máximo omún divisor de a y b lo denotamos omo
mcd(a, b). Considere a, b, x, y, d, n ∈ Z on n > 2. Diremos que a es ongruente on bmódulo n si n|a− b y lo denotamos omo a ≡ b mód n. 43



3. Número diromátio de digrá�as irulantesTeorema 3.3 (Teorema 2.1.2, [42℄). Si d = mcd(a, n), entones ax ≡ ay mód n si ysolo si x ≡ y mód n
d
.Teorema 3.4 (Lema 2.2.2, [42℄). Consideremos la ongruenia ax ≡ b mód n y sea

d = mcd(a, n). Entones ax ≡ b mód n tiene soluión si y solo si d|b.Para resolver el sistema de ongruenias 3.1 podemos utilizar el teorema hino delresiduo siempre y uando mcd(m1, m2) = 1, pero no es el aso para la prueba del teo-rema 3.6. Por lo tanto, enuniamos el siguiente resultado, el ual es, una generalizaióndel teorema hino del residuo.Teorema 3.5 (Lema 2.3.4, [42℄). Sean m1, m2 ∈ N y a1, a2 ∈ Z. Entones el sistema
x ≡ a1 mód m1

x ≡ a2 mód m2
(3.1)tiene soluión si y solo si mcd(m1, m2)|a1 − a2.La soluión del sistema de ongruenias 3.1 es de la forma:

X ≡ x12 mód mcm(m1, m2)y x12 = a1 + m1x1t = a2 + m2x2t on t, x1, x2 ∈ Z, es deir x12 = a1 + m1x1t +
mcm(m1, m2)l on l ∈ Z.Para demostrar que las digrá�as irulantes on dos saltos tienen número diromá-tio dos, neesitamos el resultado siguiente:Teorema 3.6. Sea −→C n(i, j) onexa, n ∈ N on n ≥ 12, tal que(i) mcd(n, i) ≥ 2 y mcd(n, j) ≥ 2,(ii) j + i 6= n e(iii) i > ⌊n

2
⌋ y j > ⌊n

2
⌋.Entones existe λ ∈ Z∗

n tal que λi mód n < ⌊n
2
⌋ y λj mód n < ⌊n

2
⌋.Demostraión. Como −→C n(i, j) es onexa se umple que mcd(n, j, i) = 1. De�nimos

d1 = mcd(n, i) ≥ 2 y d2 = mcd(n, j) ≥ 2. Consideremos los siguientes asos:Caso 1. El sistema de ongruenias
{

iλ ≡ d1 mód n
jλ ≡ d2 mód n.

(3.2)Cuando λ ∈ Z∗

n tiene soluión d1|i, d1|n, d2|j y d2|n. Por el teorema 3.3 el sistemade ongruenias 3.2 es equivalente a resolver
{ i

d1
λ ≡ 1 mód n

d1
j
d2
λ ≡ 1 mód n

d2
.

(3.3)44



3.1. Número diromátio de digrá�as irulantes on uno y dos saltosConsidere ( i
d1

)
−1

∈ Z∗
n

d1

y ( j
d2

)
−1

∈ Z∗
n

d2

tal que resolver el sistema de ongruen-ias 3.3 es equivalente a resolver






λ ≡
(

i
d1

)
−1

mód n
d1

λ ≡
(

j
d2

)
−1

mód n
d2
.

(3.4)Observe que mcd
(

n
d1
, n
d2

)

> 1, entones para resolver el sistema de ongruenias3.4 no podemos usar el teorema hino del residuo, pero por el teorema 3.5 sabemosque el sistema 3.4 tiene soluión si y solo si
mcd

(
n

d1
,
n

d2

) divide a ( i

d1

)
−1

−
(

j

d2

)
−1

.El sistema 3.4 tiene soluión, esta es:
λ =

(
j

d2

)
−1

+

(
n

d1

)(
n

d2

)

t on t ∈ Z.Por lo tanto hemos demostrado que si el sistema de ongruenias 3.2 tiene soluión,entones existe λ ∈ Z∗, tal que −→C n(i, j) ∼=
−→
C n(iλ, jλ) =

−→
C n(d1, d2) y además

d1, d2 < ⌊n2 ⌋.Caso 2. El sistema de ongruenias 3.1 no tiene soluión. Por de�niión de digrá�a ir-ulante, si i, j ∈ J , entones −i,−j /∈ J . Observe que mcd(n, n−1) = 1, entones
(n − 1) ∈ Z∗

n. Así, −→C n(i, j) ∼=
−→
C n((n − 1)i, (n − 1)j) ∼= −→C n(−j,−i) y además

−i,−j < ⌊n
2
⌋Considere n = 2k + 1 para k ≥ 2, denotamos por

P = {v ∈ Zn : v ≡ 0 mód 2} = {0, 2, . . . , 2k − 2, 2k},
I = {v ∈ Zn : v ≡ 1 mód 2} = {1, 3, . . . , 2k − 3, 2k − 1}.Sea A = {a1, a2, . . . , al} ⊂ Zn, b ∈ Zn de�nimos

b+ A = {b+ a1, b+ a2, . . . , b+ al} mód n.Lema 3.7. Sea −→C n(i, j) onexa, para toda n = 2k + 1, on k ≥ 2. Entones −→C n(i, j)ontiene dos subdigrá�as aílias induidas por P e I.Demostraión. Considere los siguientes onjuntos, los uales muestran las adyaeniasde los onjuntos P e I en −→C n(i, j), on respeto al salto i (análogamente se hae parael salto j). 45



3. Número diromátio de digrá�as irulantes(i) Si i es par,
i+ P = i+ {0, 2, 4, . . . , 2k − i− 2, 2k − i, 2k − i+ 2, . . . , 2k − 2, 2k} mód 2k + 1
i+ P = {0 + i, 2 + i, 4 + i . . . , 2k − i− 2 + i, 2k − i+ i, 2k − i+ 2 + i,

. . . , 2k − 2 + i, 2k + i} mód 2k + 1
i+ P = {i, 2 + i, 4 + i . . . , 2k − 2, 2k

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , i− 1, i+ 1
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}(ii) Si i es impar,
i+ P = i+ {0, 2, 4, . . . , 2k − i− 3, 2k − i− 1, 2k − i+ 1, 2k − i+ 3, . . . ,

2k − 2, 2k} mód 2k + 1
i+ P = {0 + i, 2 + i, 4 + i, . . . , 2k − i− 3 + i, 2k − i− 1 + i, 2k − i+ 1 + i,

2k − i+ 3, . . . , 2k − 2 + i, 2k + i} mód 2k + 1
i+ P = {i, 2 + i, 4 + i, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , i− 3, i− 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(iii) Si j es par,
j + P = j + {0, 2, 4, . . . , 2k − j − 2, 2k − j, 2k − j + 2, . . . , 2k − 2, 2k} mód 2k + 1
j + P = {0 + j, 2 + j, 4 + j . . . , 2k − j − 2 + j, 2k − j + j, 2k − j + 2 + j,

. . . , 2k − 2 + j, 2k + j} mód 2k + 1
j + P = {j, 2 + j, 4 + j . . . , 2k − 2, 2k

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , j − 1, j + 1
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}(iv) Si j es impar,
j + P = j + {0, 2, 4, . . . , 2k − j − 3, 2k − j − 1, 2k − j + 1, 2k − j + 3, . . . ,

2k − 2, 2k} mód 2k + 1
j + P = {0 + j, 2 + j, 4 + j, . . . , 2k − j − 3 + j, 2k − j − 1 + j, 2k − j + 1 + j,

2k − j + 3, . . . , 2k − 2 + j, 2k + j} mód 2k + 1
j + P = {j, 2 + j, 4 + j, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , j − 3, j − 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(v) Si i es par,
i+ I = i+ {1, 3, . . . , 2k − i− 3, 2k − i− 1, 2k − i+ 1, . . . ,

2k − 3, 2k − 1} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − i− 3 + i, 2k − i− 1 + i, 2k − i+ 1 + i,

. . . , 2k − 3 + i, 2k − 1 + i} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , i− 4, i− 2
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(vi) Si i es impar,
i+ I = i+ {1, 3, . . . , 2k − i− 2, 2k − i, 2k − i+ 2, . . . , 2k − 3,

2k − 1} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − i− 2 + i, 2k − i+ i, 2k − i+ 2 + i,

. . . , 2k − 3 + i, 2k − 1 + i} mód 2k + 1
i+ I = {1 + i, 3 + i, . . . , 2k − 2, 0

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , i− 4, i− 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}46



3.1. Número diromátio de digrá�as irulantes on uno y dos saltos(vii) Si j es par,
j + I = j + {1, 3, . . . , 2k − j − 3, 2k − j − 1, 2k − j + 1, . . . ,

2k − 3, 2k − 1} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − j − 3 + j, 2k − j − 1 + j, 2k − j + 1 + j,

. . . , 2k − 3 + j, 2k − 1 + j} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − 3, 2k − 1

︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

} ∪ {0, 2, . . . , j − 4, j − 2
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

}(viii) Si j es impar,
j + I = j + {1, 3, . . . , 2k − j − 2, 2k − j, 2k − j + 2, . . . , 2k − 3,

2k − 1} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − j − 2 + j, 2k − j + j, 2k − j + 2 + j,

. . . , 2k − 3 + j, 2k − 1 + j} mód 2k + 1
j + I = {1 + j, 3 + j, . . . , 2k − 2, 0

︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , j − 4, j − 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}Supongamos que i es impar y j es par. Entones las adyaenias que se tienen en−→
C n(i, j), on respeto a P e I se muestran en (ii), (iii), (vi) y (vii). Observe que lasúnias adyaenias que se enuentran en la subdigrá�a induida por P son aquellasongruentes on 0 módulo 2 en (ii) y ongruentes on 0 módulo 2 en (iii), respetiva-mente, esto es,

2k − i+ 1 → 0 0 → j
2k − i+ 3 → 2 2 → j + 2... ...

2k → i− 1 k − j → 2k.La olumna de la izquierda representa las adyaenias que se obtienen del salto i y laolumna de la dereha representa las adyaenias que se obtienen del salto j.Las únias adyaenias que se enuentran en la subdigrá�a induida por I sonaquellas que ongruentes on 1 módulo 2 en (vi) y ongruentes on 1 módulo 2 en (vii),respetivamente, esto es,
2k − i+ 2 → 1 1 → j + 1
2k − i+ 4 → 3 3 → j + 3... ...
2k − 1 → i− 2 i → j + i.La olumna de la izquierda representa las adyaenias que se obtienen del salto i y laolumna de la dereha representa las adyaenias que se obtienen del salto j.Note que no se forman ilos dirigidos en las digrá�as induidas por los onjuntos

P e I. Proedemos de manera analóga para todas las ombinaiones de i y j. Por lotanto −→C n(i, j) ontiene dos subdigrá�as aílias induidas por P e I. 47



3. Número diromátio de digrá�as irulantesEl siguiente teorema arateriza el número diromátio de las digrá�as irulantesonexas on dos saltos.Teorema 3.8. Sea −→C n(i, j) onexa. Entones dc(
−→
C n(i, j)) = 2 para toda digrá�airulante −→C n(i, j) on n ≥ 5.Demostraión. Como −→C n(i, j) es onexa tenemos que dc(

−→
C n(i, j)) ≥ 2. La pruebaonsiste en enontrar una partiión en dos partes que realie el número diromátio.Caso 1. Si n = 2k + 1, onsidere la siguiente partiión de los vérties

P = {x ∈ V (
−→
C n(i, j)) : x ≡ 0 mód 2},

I = {x ∈ V (
−→
C n(i, j)) : x ≡ 1 mód 2}.Por el lema 3.7, esta partiión de los vérties de −→C n(i, j) es aília, por lo tantorealiza el número diromátio. Así dc(−→C n(i, j)) = 2. Observe que P e I no es unabuena partiión para los vérties de −→C 2k(i, j), porque si uno de los saltos i, j fuesepar o impar los onjuntos de vérties induidos por P e I formarían ilos.Caso 2. Si n = 2k, onsideremos dos asosCaso 2.1. Si mcd(j, n) = 1 o mcd(k, n) = 1, onsidere D =

−→
C n(1, m), donde m, porla observaión 7, es m = j−1k mód n o m = k−1j mód n, note que m 6= kporque −→C n(i, j) no ontiene �ehas simétrias.Caso 2.1.1. m ≥ k. Sea l = n − m, note que l y n son positivos y onsidere elintervalo [0, n − 1]. Apliamos el algoritmo de Eulides para n y 2l,entones existen α, r ∈ N tales que

n = α(2l) + r on 0 ≤ r < 2l.De�nimos
n =

{

α(2l) + s1 si s1 ∈ [0, l]

α(2l) + s2 si s2 ∈ [l + 1, 2l − 1].Caso 2.1.1.1. s1 = 0, la partiión de los vérties de D es la siguiente
P1 = [0, l − 1] ∪ . . . ∪ [αl, (α + 1)l − 1],
P2 = [l, 2l − 1] ∪ . . . ∪ [(α + 1)l, n− 1].Caso 2.1.1.2. 0 < s1 ≤ l, la partiión de V (D) es la siguiente

P1 = [0, l − 1] ∪ . . . ∪ [αl, (α+ 1)l − 1]∪
[(α + 2)l, (α + 2)l + (⌈ l

2
⌉ − 1)],

P2 = [l, 2l − 1] ∪ . . . ∪ [(α + 1)l, (α+ 2)l − 1]∪
[(α + 2)l + ⌈ l

2
⌉, n− 1].48



3.2. Número diromátio de digrá�as irulantes on tres saltosCaso 2.1.1.3. r = s2, la partiión de V (D) es la siguiente
P1 = [0, l − 1] ∪ . . . ∪ [αl, (α+ 1)l − 1] ∪ [(α + 2)l, (α + 3)l − 1],
P2 = [l, 2l − 1] ∪ . . . ∪ [(α + 1)l, (α+ 2)l − 1] ∪ [(α + 3)l, n− 1].Note que las partiiones son aílias por lo tanto dc(D) = 2.Caso 2.1.2. m ≤ k, observe que m ≥ 2. Considere l = m y retomamos la demostra-ión del aso 2.1.1.Caso 2.2. Si mcd(j, n) ≥ 2 o mcd(k, n) ≥ 2, onsidere −→C n(j, k) onexa.Caso 2.2.1. Si j, k < ⌊n

2
⌋ entones tomamos l = k y se umplen las ondiiones delaso 2.1.1.Caso 2.2.2. Si j > ⌊n

2
⌋ o i > ⌊n

2
⌋ o j, k ≥ ⌊n

2
⌋, entones por el teorema 3.6, tomamos

λ ∈ Z∗ tal que λ · j = j′ y λ · k = k′ donde j′ < ⌊n
2
⌋ y k′ < ⌊n

2
⌋. Así

−→
C n(j, k) ∼=

−→
C n(j

′, k′). Sin perder generalidad, supongamos que k′ > j′,entones tomamos l = k′ y se umplen las ondiiones del aso 2.1.1.
Ejemplos:
−→
C 16(3, 4) ∼=

−→
C 16(1, 12)

P1 = [0, 3] ∪ [8, 11] y P2 = [4, 7] ∪ [12, 15].

−→
C 24(15, 20) ∼=

−→
C 24(3, 4)

P1 = [0, 3] ∪ [8, 11] ∪ [16, 19] y P2 = [4, 7] ∪ [12, 15] ∪ [20, 23].

3.2. Número diromátio de digrá�as irulantes ontres saltosEn la seión anterior determinamos el número diromátio de digrá�as irulantes onuno o dos saltos. Por tal motivo nos preguntamos, ¾uál será el número diromátio delas digrá�as irulantes on tres saltos? En la presente seión damos respuesta a dihapregunta, pero sólo para algunas digrá�as de este tipo tales omo digrá�as irulanteson tres saltos que no umplen la onjetura de Ádám, digrá�as irulantes on tressaltos donde los saltos forman una progresión aritmétia y digrá�as irulantes dondelos saltos tienen alguna araterístia en espeial. 49



3. Número diromátio de digrá�as irulantes
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Figura 3.3. −→C 16(3, 4) ∼=
−→
C 16(1, 12)3.2.1. Número diromátio de −→C n(1, 2, n− 3)Primero trabajaremos on digrá�as irulantes relaionadas on la onjetura deÁdám.Conjetura 3.9 (Ádám, [1℄). Si −→C n(J) ∼=

−→
C n(K), entones existe λ ∈ Z∗

n tal que
K = λJ (⇔ J = λ−1K).Diremos que el grupo ílio Zn es de Ádám si

−→
C n(J) ∼=

−→
C n(K)⇔ ∃λ ∈ Z∗

n : K = λJ.Note que ualquier isomor�smo entre dos digrá�as no neesariamente es un iso-mor�smo de Ádám. En [1℄, Ádám onjeturó que existe un isomor�smo. Elspas y Turneren [11℄ dieron el primer ontraejemplo de una digrá�a irulante que no umple laonjetura de Ádám es −→C 8(1, 2, 5). Observe que
Z∗

8 = {1, 3, 5, 7},
−→
C 8(1, 2, 5) ∼=

−→
C 8(1, 5, 6) y

3 · {1, 2, 5} = {3, 6, 7} mód 8,
5 · {1, 2, 5} = {1, 2, 5} mód 8y
7 · {1, 2, 5} = {3, 7, 2} mód 850



3.2. Número diromátio de digrá�as irulantes on tres saltosPor lo que no existe un λ ∈ Z∗

8 talque λ · {1, 2, 5} = {1, 5, 6} mód 8. El isomor�smo estádado por la funión
f : V (

−→
C 8(1, 2, 5))→ V (

−→
C 8(1, 5, 6)),de�nida por f(i) = i si i es par y f(i) = i+ 4 mód 8 si i es impar, véase �gura 3.4. B.Alspah y T.D. Parsons en [2℄, demostraron que existe un subonjunto S ⊆ Zn tal que−→

C n(S) no satisfae la onjetura de Ádám si p2|n, donde p es un número primo. Conbase en esta onjetura, se propone otro problema, araterizar las digrá�as irulantesque no satisfaen la onjetura de Ádám. Claramente −→C n(S) satisfae la onjetura deÁdám si |S| = 1. Cuando |S| = 2, Sun Liang probó que −→C n(S) también umple laonjetura de Ádám, véase [50℄.
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Figura 3.4. −→C 8(1, 2, 5) y dos subdigrá�as ailías de −→C 8(1, 2, 5)Sean A = {a1, a2, a3} un subonjunto donde 2a1 6= a2 + a3 y 2a2 = 2a3, el
mcd(a1, n) = β y Z∗

n({a2, a3}) = {λ ∈ Z∗

n : λ{a2, a3} = {a2, a3}}, el onjunto A esllamado un subonjunto de Ádám si existe un λ∗ ∈ Z∗

n tal que
(λ∗ − 1)βa2 ∈ {0,

n

2
} y λ∗a1 /∈ {λ ∈ Z∗

n({a2, a3})}.En [43℄ prueban que si |S| = 3, entones −→C n(S) satisfae la onjetura de Ádám si ysolo si S no es un subonjunto de Ádám. De heho la onjetura de Ádám no es válidaen general para |S| ≥ 3.Observe que el onjunto de saltos J = {1, 2, 5} de−→C 8(1, 2, 5), tiene una araterístiaespeial 1 + 2 + 5 = 8. Esta uestión tan simple fue el anteedente a la siguientepregunta ¾Cuál será el número diromátio de las digrá�as irulantes −→C n(J), donde
J = {1, 2, n−3}? La respuesta, se enuentra en la presente seión, donde determinamosel número diromátio de digrá�as irulantes on tres saltos para toda n > 7 ver �gura3.5. Observe que para n = 7, −→C 7(1, 2, 4) ∼= QR7 y es 3-diromátia (véase la observaión1 (ii) y el teorema 1.6).Teorema 3.10. Si D =

−→
C n(1, 2,−3) =

−→
C n(1, 2, n−3). Entones dc(D) = 2, ∀n > 7.51



3. Número diromátio de digrá�as irulantesDemostraión. Note que dc(
−→
C n(1, 2, n − 3)) ≥ 2. La partiión de V (

−→
C n(1, 2, n− 3))en dos subonjuntos depende de la ongruenia de n módulo seis.1. Si n ≡ 0 mód 6, entones la partiión es:

P1 = {0, 1, 2, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {3, 4, 5, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.2. Si n ≡ 1 mód 6, entones la partiión es:
P1 = {0, 1, 4, 5, . . . , n− 5, n− 4, n− 3} , P2 = {2, 3, 6, 7, . . . , n− 2, n− 1}.3. Si n ≡ 2 mód 6, entones la partiión es:

P1 = {0, 1, 4, 5 . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {2, 3, 6, 7, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.4. Si n ≡ 3 mód 6, entones la partiión es:
P1 = {0, 1, 2, 5, 6, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {3, 4, 7, 8, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.5. Si n ≡ 4 mód 6, entones la partiión es:

P1 = {0, 1, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {2, 3, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.6. Si n ≡ 5 mód 6, entones la partiión es:
P1 = {0, 1, 2, . . . , n− 6, n− 5, n− 4} , P2 = {3, 4, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.Las partiiones anteriores son aílias por lo tanto el dc(D) = 2.Por ejemplo, en las �guras 3.4 y 3.5 se ilustra el teorema 3.10 para −→C 8(1, 2, 5) y−→

C 13(1, 2, 10).3.2.2. Número diromátio de digrá�as irulantes on saltosen progresión aritmétiaProblema:¾Cuál es el número diromátio de las digrá�as irulantes donde el onjunto desaltos está en progresión aritmétia?Por ejemplo, onsidere la digrá�a irulante, de la �gura 3.6. El siguiente teoremagarantiza que estas digrá�as irulantes tienen número diromátio dos.Observaión 8. Para evitar �ehas simétrias, onsideramos lo siguiente:1. Si −→C 2m(k, k + 1, k + 2), entones k + i 6= m on i ∈ {0, 1, 2}.52



3.2. Número diromátio de digrá�as irulantes on tres saltos
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Figura 3.5. −→C 13(1, 2, 10)2. Si −→C 2m+1(k, k+1, k+2) y k = m, entones no se puede onsiderar el salto k+1.Teorema 3.11. Sea D =
−→
C n(k, k + 1, k + 2) onexa para toda n ≥ 7. Entones

dc(D) = 2.Demostraión. Es laro que dc(D) ≥ 2. La siguiente partiión realiza el número diro-mátio
P1 = {0, 1, 2, . . . , ⌊

n

2
⌋} , P2 = {⌊

n

2
⌋ + 1, ⌊n

2
⌋+ 2, . . . , n− 3, n− 2, n− 1}.
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Figura 3.6. −→C 12(3, 4, 5) y su dos partiiónTeorema 3.12. Sea D =
−→
C (1, 2, . . . , k) onexa para toda n ≥ 5 y 1 ≤ k ≤ ⌊n

2
⌋.Entones dc(D) = 2. 53



3. Número diromátio de digrá�as irulantesDemostraión. Note que dc(D) ≥ 2. Considere la siguiente partiión de los vérties de
D

P1 = [0, ⌊n
2
⌋], P2 = [⌊n

2
⌋+ 1, n− 1],está partiión es ailía, por lo tanto dc(D) = 2.Reuerde que

−→
C 2n+1(1, 2, 3, 4, 5, . . . , n− 3, n− 2, n− 1, n) :=

−→
C 2n+1〈∅〉.Conluimos esta seión on el orolario siguiente, primera parte del teorema 1.5 de V.Neumann-Lara, J. Urrutia.Corolario 3.13 (Teorema 1, 1984). El torneo irulante −→C 2n+1〈∅〉 es dos diromátio.3.2.3. Número diromátio de −→C p(1, a, a

2)Consideremos el onjunto Zp de enteros módulo p, donde p es un primo de la forma
6k + 1, on k ∈ N y S3 ⊂ Zp \ {0} on |S3| = 3. Además S3 = {1, a, j}, donde
j ≡ a2 mód p, es un subgrupo de Z∗

p. Sabemos que 1 + a + a2 ≡ 0 mód p. En estaseión determinamos el número diromátio de la digrá�as irulantes −→C p(1, a, a
2).Note que, uando p = 7, −→C 7(1, 2, 4) ∼= QR7 la ual es 3-diromátia rítia en vérties.Observaión 9. Consideremos p ≡ 1 mód 6, {1, a, a2} ⊂ Z∗

p.(i) Si a ≡ 0 mód 2, entones a2 ≡ 0 mód 2.(i) Si a ≡ 1 mód 2, entones a2 ≡ 1 mód 2.Lema 3.14. Sean p = 6k + 1 un primo on k ∈ N, a ≡ 0 mód 2 y {1, a, a2} ⊂ Z∗

ptal que 1 + a + a2 ≡ 0 mód p. Entones −→C p(1, a, a
2) ontiene una subdigrá�a aíliamaximal induida por

P0 = {v ∈ Zp \ {0} : v ≡ 0 mód 2} = {2, 4, . . . , 6k − 2, 6k}.Demostraión. Consideremos
P0 = {2, 4, . . . , 6k − 2, 6k}.el onjunto de los vérties ongruentes on ero módulo dos sin el ero. Por la ob-servaión 9(i), a2 ≡ 0 mód 2, así a2 ∈ P0 y a + a2 ∈ P0. La demostraión será porontradiión. Supongamos que P0 no indue una subdigrá�a aília maximal en−→

C p(1, a, a
2). Entones podemos agregar otro vértie al onjunto P0. Sin perder genera-lidad, sea 0 el vértie que agregaremos al onjunto P0. Considere P = P0∪{0}. Observeque {0, a2, a2+a} ⊂ P indue un −→C 3 en 〈P 〉, ontradiión. Por lo tanto P0 indue unasubdigrá�a aília maximal.54



3.2. Número diromátio de digrá�as irulantes on tres saltosLema 3.15. Sean p = 6k + 1 un primo on k ∈ N, a ≡ 0 mód 2 y {1, a, a2} ⊂ Z∗

p.Entones −→C p(1, a, a
2) \ 〈P0〉 ontiene una subdigrá�a aília maximal induida por

I = {v ∈ Zp : v ≡ 1 mód 2} = {1, 3, . . . , 6k − 3, 6k − 1}.Demostraión. Consideremos
I = {1, 3, . . . , 6k − 3, 6k − 1}.el onjunto de los vérties ongruentes on uno módulo dos. La demostraión será porontradiión, supongamos que I = {1, 3, . . . , 6k− 3, 6k− 1} no es subdigrá�a aíliamaximal de −→C p(1, a, a

2) \ 〈P0〉 entones podemos agregar otro vértie al onjunto I, sinperder generalidad, sea 0 el vértie que agregaremos a diho onjunto. Consideremos
I0 = I ∪ {0}. Observe que {0, 1, a2 + 1} ⊂ I0 indue un −→C 3 en 〈I0〉, ontradiión. Porlo tanto I indue una subdigrá�a aília maximal.Teorema 3.16. Sean p = 6k + 1 un primo on k ∈ N y {1, a, a2} ⊂ Z∗

p tal que
1 + a+ a2 ≡ 0 mód p.(i) Si a ≡ 1 mód 2, entones dc(−→C p(1, a, a

2)) = 2,(ii) Si a ≡ 0 mód 2, entones dc(−→C p(1, a, a
2)) = 3 y además es rítio en vérties.Demostraión. Como −→C p(1, a, a

2) es onexa, el número diromátio de −→C p(1, a, a
2) esal menos dos. Note que a+ a2 = 6k − 1 ≡ 0 mód 2.(i) Si a ≡ 1 mód 2, entones a2 ≡ 1 mód 2. Demostremos que dc(

−→
C p(1, a, a

2)) = 2.Considere la oloraión de los vérties de −→C p(1, a, a
2) de manera alternada, la ualda origen a la siguiente partiión de los vérties:

P = {0, 2, 4, . . . , 6k − 2, 6k},
I = {1, 3, 5, . . . , 6k − 3, 6k − 1}.Considere los siguientes onjuntos, los uales nos muestran las adyaenias de Pe I en la digrá�a −→C p(1, a, a

2).
1 + P = {1, 3, 5, . . . , 6k − 1, 0} = {0} ∪ I,
1 + I = {2, 4, 6, . . . , 6k − 2, 6k} = P \ {0},

a + P = a + {0, 2, 4, . . . , a2 + 1, a2 + 3, . . . , 6k − 2, 6k} =
{a, a+ 2, a+ 4, . . . , a2 − 1 + a, a2 + 1 + a, a2 + 3 + a, . . . , 6k − 2 + a, 6k + a} =
{0, 2, . . . , a− 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {a, a+ 2, . . . , a2 + a− 1
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}, (3.5)55



3. Número diromátio de digrá�as irulantes
a2 + P = a2 + {0, 2, 4, . . . , a− 1, a+ 1, a+ 3, . . . , 6k − 2, 6k} =
{a2, a2 + 2, a2 + 4, . . . , a− 1 + a2, a2 + 1 + a, a2 + 3 + a, . . . , 6k − 2 + a2, 6k + a2} =
{0, 2, . . . , a2 − 1
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {a2, a2 + 2, . . . , a− 1 + a2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}, (3.6)
a+ I = a+ {1, 3, 5, . . . , a, a+ 2, . . . , 6k − 3, 6k − 1} =
{a+ 1, a+ 3, a+ 5, . . . , 2a, 2a+ 2, . . . , 6k − 3 + a, 6k − 1 + a} =
{1 + a, 3 + a, . . . , a2 + a
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , a− 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}, (3.7)
a2 + I = a2 + {1, 3, 5, . . . , a, a+ 2, . . . , 6k − 3, 6k − 1} =
{a2 + 1, a2 + 3, a2 + 5, . . . , a+ a2, a+ a2 + 2, . . . , 6k − 3 + a2, 6k − 1 + a2} =
{1 + a2, 3 + a2, . . . , a+ a2
︸ ︷︷ ︸

≡0 mód 2

} ∪ {1, 3, . . . , a2 − 2
︸ ︷︷ ︸

≡1 mód 2

}. (3.8)Observe que la subdigrá�a induida por P tiene las adyaenias de los onjuntos
a + P y a2 + P que son ongruentes on 0 módulo 2, véase 3.5 y 3.6. La subdi-grá�a induida por I tiene las adyaenias de los onjuntos a + I y a2 + I queson ongruentes on 1 módulo 2, véase 3.7 y 3.8. Observe que estas adyaeniasinduen subdigrá�as aílias. Entones −→C p(S3) ≤ 2. Por lo tanto −→C p(S3) = 2.Así, la subdigrá�as induidas por P e I son aílias.(ii) Si a ≡ 0 mód 2, laramente a2 ≡ 0 mód 2. Por los lemas 3.14 y 3.15 P0 e I induendos subdigrá�as aílias maximales. Por lo tanto

V (
−→
C p(S3)) = P0|I|{0}es una partiión de los vérties de−→C p(S3). Conluimos que−→C p(S3) es 3-diromátiarítia en vérties.Los siguientes ejemplos ilustran el teorema 3.16:1. −→C 19(1, 7, 11), omo a = 7 ≡ 1 mód 2, por el teorema 3.16(i), los onjuntos P e Iinduen subdigrá�as aílias

P = {0, 2, 4, 6, . . . , 16, 18} e I = {1, 3, 5, . . . , 15, 17}.Por lo tanto dc(
−→
C 19(1, 7, 11)) = 2.2. −→C 37(1, 10, 26), omo a = 10 ≡ 0 mód 2, por el teorema 3.16(ii), los onjuntos P0e I induen subdigrá�as aílias,

P0 = {2, 4, 6, . . . , 34, 36}, I = {1, 3, 5, . . . , 33, 35} y {0}.Así, −→C 37(1, 10, 26) es 3-diromátia rítia en vérties.56



Capítulo 4Número diromátio de dos familiasde grá�as irulantes planas

Figura 4.1. Grá�a de TutteReordemos las onjeturas que se enuniaron en la introduión y los preliminares.En 1982, V. Neumann-Lara propuso la onjetura siguiente (y de manera independiente�krekovski (2001) [46℄, Bokal, Fijavº, Juvan, Kayll y Mohar (2004) [4℄).Conjetura 4.1 (V. Neumann-Lara ). Sea D una digrá�a planar. Entones dc(D) = 2.Esta onjetura también ha sido menionada en [4℄ pág. 73 y 548, [6℄ pág. 591 y[34℄. Es fáil ver que la siguiente onjetura también debida a V. Neumann-Lara esonseuenia inmediata de la onjetura 4.1.Conjetura 4.2. Sea G una grá�a planar. Entones dc(G) = 2.57



4. Número diromátio de dos familias de grá�as irulantes planas

Figura 4.2. Dual de la grá�a de Tutte la ual tiene arboriidad 3Observe la relaión de estos dos problemas: si se prueba la onjetura 4.1, onseuen-temente se obtiene la onjetura 4.2.El onepto de número diromátio de una grá�a G está estrehamente relaionadoon el de arboriidad de una grá�a G. Note que
dc(G) ≤ a(G) ≤ χ(G) ≤ 2a(G).Chartrand, Kronk y Wall obtuvieron el siguiente resultado.Teorema 4.3 (Teorema 3, [8℄). Para toda grá�a planar G, a(G) ≤ 3.Más tarde, en 1969, Chartrand y Kronk, véase [9℄, demostraron que esta ota es lomejor posible. Exhibieron un ejemplo de una grá�a plana la ual tiene arboriidad tres.Al igual, demostraron que si G es una grá�a planar exterior (outerplanar), entonestiene arboriidad a lo más dos.Diho ejemplo, grá�a plana on arboriidad 3, es una grá�a desubierta por elprofesor W. T. Tutte, la ual se usó para demostrar la falsedad de la onjetura de P.G.Tait de que la grá�a de todo poliedro onvexo úbio es hamiltoniana. Sea G plana,reordemos que el dual G∗ de G es la grá�a plana que se obtiene asoiando un punto aada región de G y unidendo dos puntos de G∗ por una arista siempre que dos regionesompartan una arista. Considere la grá�a de Tutte, véase �gura 4.1. Observe que esuna grá�a plana uyo dual tiene arboriidad 3, véase �gura 4.2.58



En 1988, Holton y MKay probaron en [23℄ que toda grá�a plana úbia 3-onexade orden a lo más 36 es hamiltoniana. Esta ota es la mejor posible, ya que existengrá�as planas úbias 3-onexas de orden 38 las uales no son hamiltonianas, véase�gura 4.3.

Figura 4.3. Grá�a plana úbia 3-onexa no hamiltoniana de orden 38En 1991, Goddard (véase [19℄) presentó una mejora del resultado que se obtuvoen [9℄. De heho, probó que el onjunto de vérties de una grá�a planar puede serpartido en tres onjuntos tales que ada uno de estos indue un bosque lineal, donde unbosque lineal es aquel donde ada omponente es una trayetoria.El grado promedio máximo de una grá�a G, denotado por mad(G), se de�ne omoel máximo de los grados promedios ad(H) = 2|E(H)|/|V (H)| tomados de todas lassubgrá�as H de G. En 1999, Borodin, Kostohka, Ne²et°il, Raspaud y Sopena rela-ionaron los oneptos de número diromátio de una grá�a G y el grado promediomáximo de G, véase [7℄. Obtuvieron resultados omo:Teorema 4.4 (Teorema 1, [7℄). 1. dc(G) ≤ 5 para toda grá�a G on mad(G) < 7
3
.2. dc(G) ≤ 7 para toda grá�a G on mad(G) < 11

4
y uello g(G) ≥ 5.3. dc(G) ≤ 11 para toda grá�a G on mad(G) < 3.4. dc(G) ≤ 19 para toda grá�a G on mad(G) < 10

3
.Observaión 10 (Observaión 1, [7℄). mad(G) < 2g/(g − 2) para toda grá�a planar

G on uello al menos g. 59



4. Número diromátio de dos familias de grá�as irulantes planasConsidere G una grá�a donde a(G) = k y toda subgrá�a propia de G tiene arbori-idad menor que k, entones G es una grá�a k-rítia (on respeto a la arboriidad).En 2002, �krekovski en [46℄ trabajó sobre la arboriidad en grá�as y determinó uá-les de estas son rítias on respeto a la arboriidad. De heho, determinó dos otasinferiores para el número de aristas de grá�as k-rítias en arboriidad.En [44℄, Raspaud y Wang probaron que a(G) ≤ 2 siempre que G sea una grá�aplanar y no tenga ilos de longitud 4 o dos triángulos ualesquiera estén a distania almenos tres. Además, mostraron un ejemplo de una grá�a de 21 vérties on arboriidad
3, veáse �gura 4.4 la ual es el dual de la grá�a obtenida por Holton y MKay en [23℄.El resultado que obtuvieron Raspaud y Wang es el siguiente:

Figura 4.4. G∗ es el dual de G de la �gura 4.3, on |G∗| = 21 y a(G∗) = 3, (grá�a deRaspaud-Wang)Teorema 4.5 (Teorema 12, [44℄).1. Si G es una grá�a planar on |G| ≤ 20, entones a(G) ≤ 2.2. Existe una grá�a planar G on |G| = 21 tal que a(G) = 3.Considere G una grá�a y V1, V2, . . . , Vk una partiión de los vérties de G. Estapartiión es una partiión arbórea si toda Vi (1 ≤ i ≤ k) indue un bosque en G. Unafunión f : V (G)→ {1, 2, . . . , k} se llama una k-oloraión arbórea si
Vi = f−1(i), i = 1, . . . , k,60
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Figura 4.5. −→C 12(1, 3)forma una partiión arbórea. Se sabe que toda grá�a planar puede ser oloreada ontres olores, donde ada lase romátia indue un bosque. En 2012, Harutyunyan yMohar (véase [21℄) determinaron que hay un número exponenial de 3-oloraiones degrá�as planares, esto es:Teorema 4.6. Toda grá�a planar de orden n tiene al menos 2n/9 3-oloraiones ar-bóreas.Hasta estos momentos, se onoen grá�as planares on arboriidad 3, pero no sehan enontrado digrá�as planares D (sin �ehas simétrias) on dc(D) > 2. Por lotanto, las grá�as planas G satisfaen que
dc(G) ≤ a(G) ≤ 3.En este apítulo determinamos el número diromátio de algunas grá�as planas ma-ximales que tienen omo subgrá�as generadoras las grá�as irulantes planas−→C m(1, 2)y −→C m(1,−2). Observe que no todas las digrá�as −→Cm(i, j) son planas, por ejemplo−→

C 12(1, 3) no es plana, véase �gura 4.5. El siguiente teorema garantiza que grá�as
Cn(a1, . . . , am) son planas.Teorema 4.7 (Teorema 23, [22℄). Sea G = Cm(a1, . . . , ak). G es plana si y solo si unade las siguientes ondiiones se umple:(i) k = 1,(ii) k = 2, ai ≡ ±2aj mód m, y 2|m, donde (i, j) = (1, 2) o (i, j) = (2, 1),(iii) k = 2, ai = m/2, y 2|aj, donde (i, j) = (1, 2) o (i, j) = (2, 1). 61



4. Número diromátio de dos familias de grá�as irulantes planasCuando k = 1 tenemos los ilos −→C n los uáles son digrá�as planas dos diromá-tias véase apítulo 3. Para k = 2 se tienen las digrá�as −→C n(i, j) en el apítulo 3determinamos que estas tienen número diromátio dos, las digrá�as que se obtienendel teorema 4.7 (iii) no son digrá�as de nuestro interés ya que tienen �ehas simétrias.Por lo tanto sólo tomamos a digrá�as que se obtienen a partir del teorema 4.7 (ii),observe que estás son digrá�as del tipo −→C m(1, 2) y −→C m(1,−2).
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bFigura 4.6. −→C 8(1,−2) ∼=
−→
C 8(1, 6)Observaión 11. −→C n(1,−2) ∼=

−→
C n(1, n− 2), véase �gura 4.6.Distinguimos dos ilos de −→C 2m(1, j) donde j = 2 o j = −2. El ilo dirigidoinduido por {0, 2, . . . , 2m − 2} al que de�nimos omo −→C P

m (ilo externo o ilo par)y el ilo induido por el onjunto de vérties impares {1, 3, . . . , 2m − 1} de�nido por−→
C I

m (ilo interno o ilo impar), véase �gura 4.7.
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Figura 4.7. −→C P
5 y −→C I

5, respetivamenteDenotamos la familia de grá�as mixtas que tienen omo base a −→C 2m(1, 2) omo
N1 =

−→
C 2m(1, 2) ∪G, véase �gura 4.8, donde G se de�ne omo

V (G) = Z2m y E(G) = EP (G) ∪ EI(G),62



4.1. Grá�as Mixtas on H ∈ N1donde EP (G) es el onjunto de aristas interiores en −→C P
m que junto on las �ehas de−→

C P
m forman una triangulaión en el interior de −→C P

m e EI(G) es el onjunto de aristasinteriores en −→C I
m que junto on las �ehas de −→C I

m forman una triangulaión en el interior−→
C I

m. Así N1 es una familia de grá�as planas maximales.
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Figura 4.8. −→C 10(1, 2) y −→C 10(1, 2) ∪GAnálogamente de�nimos las grá�as mixtas que tienen omo base a −→C 2m(1,−2) ylas denotamos omo N2 =
−→
C 2m(1,−2) ∪G, véase �gura 4.9.4.1. Grá�as Mixtas on H ∈ N1Observaión 12. Considere H ∈ N1. Si existe una arista en H del vértie i al vértie

i+ 4, entones1. no pueden olorearse on el mismo olor los vérties i, i + 2, i + 4, porque seformaría un −→C 3 induido por el onjunto de vérties {i, i+ 2, i+ 4} y2. no pueden olorearse on el mismo olor los vérties i, i+1, i+3, i+4, porque seformaría un −→C 4 induido por el onjunto de vérties {i, i+ 1, i+ 3, i+ 4}.De�niión 4.8. De�nimos una funión biyetiva ϕ : V (CP
m)→ V (CI

m) omo
ϕ(i) = i+ 1(mód2m), donde

CP
m =

−→
C P

m ∪ 〈EP (G)〉,
CI

m =
−→
C I

m ∪ 〈EI(G)〉y {a, b} ∈ EP (G) si y solo si {a+ 1, b+ 1} ∈ EI(G) (la suma módulo 2m). 63



4. Número diromátio de dos familias de grá�as irulantes planas
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13Figura 4.9. −→C 14(1,−2) ∪GEl siguiente teorema determina el número diromátio de las grá�as mixtas onbase −→C 2m(1, 2). Sea v ∈ V (G) y de�nimos Nk
G(v) = N(N(N . . .N(v)))

︸ ︷︷ ︸

k

.Teorema 4.9. Sea H ∈ N1. Entones H es 2-diromátia.Demostraión. Sea S = {A,R} un onjunto de dos olores. Dado que difereniamosel ilo par del impar, primero asignamos olores a los vérties del ilo par (CP
m).Consideramos v un vértie en CP

m y lo oloreamos de A. Coloreamos de R a los vértiesque perteneen a N1
G(v), es deir, oloreamos de R a los vérties que están a distania1 de v. Ahora, tomamos los vérties que perteneen a la veindad de N1

G(v), es deirlos vérties que están a distania 2 de v, y los oloreamos de A. Continuamos on esteproeso hasta haber oloreado todos los vérties on aristas inidentes en CP
m. Con estaasignaión de olores a los vérties que tienen aristas inidentes en CP

m se elimina laposibilidad de que se formen ilos monoromátios en CP
m. Supongamos que se formaalgún C3 = (vi, vj, vk, vi) monoromátio, sin perder generalidad supongamos que C3es A. Entones se tendría que d(vi, v) ≡ d(vj , v) ≡ d(vk, v) ≡ 0 mód 2. Tenemos lossiguientes asosCaso 1. d(vi, v) = d(vj , v) = d(vk, v), es deir, los vérties vi, vj y vk se enuentran a lamisma distania del vértie v. Pueden existir las aristas vivj y vjvk, pero no la64



4.2. Grá�as Mixtas on H ∈ N2arista vkvi porque la grá�a es plana maximal, es deir, la forma de ir de vi a vk esa través de la trayetoria dirigida vi  vk por lo tanto no hay C3 monoromátios.Caso 2. d(vj, v) = d(vk, v) 6= d(vi, v). Note que d(v, vj) = l = d(v, vk) y d(v, vi) = l + 1,luego l ≡ 0 mód 2 y l + 1 ≡ 1 mód 2, lo ual ontradie que d(vj, v) ≡ d(v, vi).Por lo tanto no hay C3 monoromátios.Caso 3. Si d(vj , v) 6= d(vk, v) 6= d(vi, v). Se prueba de manera análoga al aso anterior.Note que solo resta por olorear los vérties que no tienen aristas inidentes y deestos vérties por lo menos existen dos (por las triangulaiones que se forman). El olorque se les asigna depende del olor de los vérties a los uales son adyaentes en−→C m(1, 2)y de la observaión 12. Esto evita la formaión de ilos mixtos monoromátios en CP
m.Para el ilo de vérties impares CI

m es un proedimiento análogo, salvo que se inviertenlos olores, es deir los vérties que en CP
m se olorearon de A en CI

m se olorean de Ry los vérties que en CP
m se olorearon de R en CI

m se olorean de A. Note que por laasignaión de la oloraión en CP
m y en CI

m no se forman ilos monoromátios mixtosentre CP
m y CI

m. Supongamos que se forman ilos dirigidos monoromátios Ck. Si
vi ∈ V (CP

m) neesitaríamos �ehas del tipo vi → vi+3, lo ual no es posible, porque solotenemos �ehas del tipo i → i + 1 e i → i + 2. Si vi ∈ V (CI
m) neesitaríamos �ehasdel tipo vi → vi+1 → vi+2. Entones tendríamos que vi+2 es adyaente a vi+3 o a vi+4,pero vi+2 no puede ser adyaente a vi+3 por la oloraión asignada. Análogamente si

vi+2 es adyaente a v4. Entones la únia forma de que exista el ilo monoromátio essi ϕ(vi) = ϕ(vi+1), lo ual es imposible por la oloraión asignada. Por lo tanto dihaoloraión realiza el número diromátio.
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i+ 5Figura 4.10. Cilos monoromátios −→C 3 y −→C 4 en H ∈ N1

4.2. Grá�as Mixtas on H ∈ N2Observaión 13. Note que si H ∈ N2 no puede haber tres vérties onseutivos delmismo olor en −→C 2m(1, 2m− 2), porque si hubiera tres vérties onseutivos del mismoolor se formaría un −→C 3 monoromátio, véase �gura 4.9. 65



4. Número diromátio de dos familias de grá�as irulantes planasEl siguiente teorema determina el número diromátio de las grá�as mixtas onbase −→C 2m(1, 2m− 2), para m par y que satisfaen la de�niión 4.8.Teorema 4.10. Sea H ∈ N2. Entones H es 2-diromátia.Demostraión. Por el teorema 3.8, dc(H) ≥ 2. Demostraremos que dc(H) = 2. Sea
S = {A,R} un onjunto de dos olores. Primero asignaremos olores a los vérties de
CP

m. Consideramos un vértie v en V (CP
m) el uál tiene aristas inidentes y lo oloreamosde A y oloreamos de R a los vérties que perteneen a N1

G(v) = {v1, v2, . . . , vk}.Consideramos los vérties adyaentes al onjunto de vérties que perteneen a NG(v),es deir los vérties que están a distania dos de v (N2
G(v)) y les asignamos el olor

A. Tomamos a la veidad de N2
G(v) y les asignamos el olor R. Continuamos on esteproeso hasta olorear los vérties de −→C P

m(1,−2) que tengan aristas inidentes. Con estaasignaión de olores a los vérties que tienen aristas inidentes en CP
m se elimina laposibilidad de que se formen ilos monoromátios en CP

m. Supongamos que se formaalgún C3 = (vi, vj, vk, vi) monoromátio, sin perder generalidad supongamos que C3es A. Entones se tendría que d(vi, v) ≡ d(vj , v) ≡ d(vk, v) ≡ 0 mód 2. Tenemos lossiguientes asosCaso 1. d(vi, v) = d(vj , v) = d(vk, v), es deir, los vérties vi, vj y vk se enuentran a lamisma distania del vértie v. Pueden existir las aristas vivj y vjvk, pero no laarista vkvi porque la grá�a es plana maximal, es deir, la forma de ir de vi a vk esa través de la trayetoria dirigida vi  vk por lo tanto no hay C3 monoromátios.Caso 2. d(vj , v) = d(vk, v) 6= d(vi, v). Note que d(v, vj) = l = d(v, vk) y d(v, vi) = l + 1,luego l ≡ 0 mód 2 y l + 1 ≡ 1 mód 2, lo ual ontradie que d(vj, v) ≡ d(v, vi).Por lo tanto no hay C3 monoromátios.Caso 3. Si d(vj , v) 6= d(vk, v) 6= d(vi, v). Se prueba de manera análoga al aso anterior.Por lo tanto, solo faltan olorear algunos vérties. Sin embargo, la forma de oloreara estos vérties es asi �ja, es deir tenemos que tomar en uenta qué olor tienenasignado los vérties a los uales son adyaentes y de esta forma quedarían oloreadostodos los vérties de −→C P
m.Observe que las oloraiones de los dos primeros asos nos impiden ilos monoro-mátios en −→C P

m(1,−2) y olorear de manera adeuada los últimos vérties nos impi-den los ilos mixtos monoromátios en −→C P
m(1,−2). Para el ilo de vérties impares

CI
m(1,−2) es un proedimiento análogo, salvo que los olores se invierten, es deir losvérties que en CP

m(1,−2) se olorearon de A en CI
m(1,−2) se olorean de R y losvérties que en CP

m(1,−2) se olorearon de R en CI
m(1,−2) se olorean de A.Note que por la asignaión de la oloraión en CP

m y en CI
m no se forman ilosmonoromátios mixtos entre CP

m y CI
m. Supongamos que se forma un → C3 monoro-mátio, sin perder generalidad, supongamos que es A. Si vi ∈ V (CI

m) entones se tienela �eha vi → vi+1, donde vi+1 ∈ V (CP
m), luego existe la arista vi+1vi−1, la ual orien-tamos de la forma vi+1 → vi−1 donde vi−1 ∈ V (CP

m), vi−1 → vi, pero por la oloraiónasignada si ϕ(vi) = A entones ϕ(vi−1) = R ontradiión, por lo tanto no se forma un
C3 monoromátio. Por lo tanto diha oloraión realiza el número diromátio.66



4.2. Grá�as Mixtas on H ∈ N2El resultado siguiente se desprende de los teoremas 4.9 y 4.10, véase �gura 4.11.Corolario 4.11. Sean H ∈ N1 ∪N2 y v un vértie de V (H) el ual no tinen aristasinidentes. Entones dc(V (H) \ {v}) = 2.
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ConlusionesDeterminar el número diromátio es un arduo trabajo. En esta tesis mostramos losavanes signi�ativos del número diromátio de: torneos irulantes, digrá�as iru-lantes y de grá�as mixtas maximales.Veri�amos el número diromátio de familias in�nitas de torneos irulantes a losuales se les voltea una �eha y araterizamos aquellos torneos irulantes que sonrítios en vérties. Además mostramos todos los isomor�smos de los torneos irulantes−→
C 2n+1(J) para 3 ≤ n ≤ 9, véase apéndie B.En el apítulo 3 obtuvimos el teorema 3.12, el ual determina el número diromátiode las digrá�as irulantes.En el apítulo 4 determinamos el número diromátio de dos familias in�nitas degrá�as planas maximales, lo ual rea�rma la onjetura 4.1.Planteamos algunos problemas interesantes que serían una exelente ontinuaión aeste trabajo.Problema 1. Determinar el número diromátio de los torneos irulantes−→

C 〈i, j〉.Problema 2. Determinar el número diromátio de las digrá�as irulantes ontres saltos a las uales se les voltea una �eha.Problema 3. Estableer alguna regla y si se puede determinar el número diro-mátio de los torneos de Paley.Problema 4. Para torneos on número par de vérties no se onoe ningún resul-tado, en espeial sería de interés onoer la existenia de torneos T semirregulareso asi regulares (aquellos para los que |d+(v)− d−(v)| = 1 para todo vértie v deltorneo T ) r-diromátios rítios en vérties.Problema 5. SeaG una grá�a. ¾Será ierto que, si d(v) ≤ n para todo v ∈ V (G),entones dc(G) = o(n), véase [14℄?Problema 6. ¾Existen torneos r-diromátios úniamente oloreables on unnúmero par de vérties, (véase [35℄)?Problema 7. Clasi�ar las digrá�as (torneos) irulantes que satisfaen la on-jetura de Ádám.Problema 8. Demostrar la onjetura 4.1.69



Apéndie ANúmero diromátio de torneos irulantes de −→C 2n+1〈k〉para 3 ≤ n ≤ 7 y k ∈ {1, . . . , 7}.
dc(
−→
C 7〈∅〉) = 2, por el teorema 1.5

dc(
−→
C 7〈3〉 ∼= QR7) = 3, por orolario 2.15

dc(
−→
C 9〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 9〈4〉) = 3, por observaión 2

dc(
−→
C 9〈2〉 ∼=

−→
C 3[
−→
C 3]) = 3, por el orolario 2.15

dc(
−→
C 11〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 11〈5〉) = 3, por teorema 1.6

dc(
−→
C 11〈4〉) = 3, por proposiión 2.1

dc(
−→
C 11〈2〉 ∼= QR11

∼= ST11) = 4, por teorema 2.14
dc(
−→
C 13〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 13〈6〉) = 3, por teorema 1.6

dc(
−→
C 13〈5〉) = 3, por teorema 2.29

dc(
−→
C 13〈4〉 ∼= ST13) = 4, por proposiión 2.18

dc(
−→
C 13〈3〉) = 3, por proposiión 2.1

dc(
−→
C 13〈2〉) = 4, por teorema 2.14

dc(
−→
C 15〈∅〉) = 2, por teorema 1.5

dc(
−→
C 15〈7〉) = 3, por teorema 1.6

dc(
−→
C 15〈6〉) = 3, por teorema 2.29

dc(
−→
C 15〈5〉) = 3, por teorema 2.29

dc(
−→
C 15〈4〉) = 4, por proposiión 2.18

dc(
−→
C 15〈3〉) = 4, por teorema 2.21

dc(
−→
C 15〈2〉) = 4, por teorema 2.14

dc(
−→
C 15〈1〉) = 3, por proposiión 2.1Tabla A.1. Número diromátio de torneos irulantes de −→C 2n+1〈k〉 para 3 ≤ n ≤ 7 y

k ∈ {1, . . . , 7}.
70



Apéndie B
Este apéndie muestra los isomor�smos de los torneos irulantes de orden 2n + 1on 3 ≤ n ≤ 9. Reuerde la notaión siguiente

−→
C 2n+1(1, 2, . . . , n− 2, n− 1, n) :=

−→
C 2n+1〈∅〉.

−→
C 7(J) ∼=

−→
C 7〈S〉

−→
C 7(1, 2, 3) ∼=

−→
C 7〈∅〉J S

(2, 4, 6) 〈1, 3〉(2,3,6) 〈1〉(1,4,5) 〈2, 3〉(1,3,5) 〈2〉(4,5,6) 〈1, 2, 3〉

−→
C 7(1, 2, 4) ∼=

−→
C 7〈3〉J S

(1, 2, 4) 〈3〉(3,5,6) 〈1, 2〉

−→
C 9(J) ∼=

−→
C 9〈S〉

−→
C 9(1, 2, 3, 4) ∼=

−→
C 9〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8) 〈1, 3〉(3,4,7,8) 〈1, 2〉(1,2,5,6) 〈3, 4〉(1,3,5,7) 〈2, 4〉(5,6,7,8) 〈1, 2, 3, 4〉

−→
C 9(1, 2, 3, 5) ∼=

−→
C 9〈4〉J S

(1, 2, 4, 6) 〈3〉(2,3,4,8) 〈1〉(1,5,6,7) 〈2, 3, 4〉(3,5,7,8) 〈1, 2, 4〉(4,6,7,8) 〈1, 2, 3〉

−→
C 9(1, 3, 4, 7) ∼=

−→
C 9〈2〉J S

(2, 5, 6, 8) 〈1, 3, 4〉(2,3,5,8) 〈1, 4〉(1,4,6,7) 〈2, 3〉

Observe que −→C 9(1, 3, 4, 7) ∼=
−→
C 9〈2, 3〉 ∼=

−→
C 3[
−→
C 3]

−→
C 11(J) ∼=

−→
C 11〈S〉



−→
C 11(1, 2, 3, 4, 5) ∼=

−→
C 11〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10) 〈1, 3, 5〉(1,3,4,6,9) 〈2, 5〉(1,4,5,8,9) 〈2, 3〉(3,4,5,9,10) 〈1, 2〉(1,2,6,7,8) 〈3, 4, 5〉(2,3,6,7,10) 〈1, 4, 5〉(2,5,7,8,10) 〈1, 3, 4〉(1,3,5,7,9) 〈2, 4〉(6,7,8,9,10) 〈1, 2, 3, 4, 5〉

−→
C 11(1, 2, 3, 4, 6) ∼=

−→
C 11〈5〉J S

(1, 2, 4, 6, 8) 〈3, 5〉(1,3,6,7,9) 〈2, 4, 5〉(1,2,4,5,8) 〈3〉(4,5,8,9,10) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,6,7) 〈4, 5〉(3,6,7,9,10) 〈1, 2, 4, 5〉(2,4,5,8,10) 〈1, 3〉(3,5,7,9,10) 〈1, 2, 4〉(5,7,8,9,10) 〈1, 2, 3, 4〉

−→
C 11(1, 2, 3, 5, 7) ∼=

−→
C 11〈4〉J S

(2, 3, 4, 6, 10) 〈1, 5〉(3,4,6,9,10) 〈1, 2, 5〉(1,4,6,8,9) 〈2, 3, 5〉(1,4,6,8,9) 〈2, 3, 5〉(2,3,4,5,10) 〈1〉(1,6,7,8,9) 〈2, 3, 5, 7, 10〉(1,2,5,7,8) 〈3, 4〉(1,5,7,8,9) 〈2, 3, 4〉(4,6,8,9,10) 〈1, 2, 3, 5〉

−→
C 11(1, 3, 4, 5, 9) ∼=

−→
C 11〈2〉J S

(1, 3, 4, 5, 9) 〈2〉(2,6,7,8,10) 〈1, 3, 4, 5〉

Observe que −→C 11(1, 3, 4, 5, 9) = QR11.
−→
C 13(J) ∼=

−→
C 13〈S〉

−→
C 13(1, 2, 3, 4, 5, 6) ∼=

−→
C 13〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10, 12) 〈1, 3, 5〉(2,3,5,6,9,12) 〈1, 4〉(3,4,7,8,11,12) 〈1, 2, 5, 6〉(2,4,5,7,10,12) 〈1, 3, 6〉(4,5,6,10,11,12) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,7,8,9) 〈4, 5, 6〉(1,3,6,8,9,11) 〈2, 4, 5〉(1,2,5,6,9,10) 〈3, 4〉(1,4,7,8,10,11) 〈2, 3, 5, 6〉(1,3,5,7,9,11) 〈2, 4, 6〉(7,8,9,10,11,12) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 13(1, 2, 3, 4, 5, 6) ∼=

−→
C 13〈6〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10) 〈3, 5〉(2,3,6,8,9,12) 〈1, 4, 5〉(2,3,4,7,8,12) 〈1, 5, 6〉(2,5,7,9,10,12) 〈1, 3, 4, 6〉(3,4,5,6,11,12) 〈1, 2〉(1,2,7,8,9,10) 〈3, 4, 5, 6〉(1,3,4,6,8,11) 〈2, 5〉(1,5,6,9,10,11) 〈2, 3, 4〉(1,4,5,7,10,11) 〈2, 3, 6〉(3,5,7,9,11,12) 〈1, 2, 4, 6〉(6,8,9,10,11,12) 〈1, 2, 3, 4, 5〉72



−→
C 13(1, 2, 3, 4, 6, 8) ∼=

−→
C 13〈5〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 12) 〈1, 5〉(3,5,6,9,11,12) 〈1, 2, 4〉(3,4,6,8,11,12) 〈1, 2, 5〉(1,2,4,5,7,10) 〈3, 6〉(5,6,9,10,11,12) 〈1, 2, 3, 4〉(1,2,3,4,7,8) 〈5, 6〉(3,6,8,9,11,12) 〈1, 2, 4, 5〉(1,2,5,7,9,10) 〈3, 4, 6〉(1,2,4,7,8,10) 〈3, 5, 6〉(1,5,7,9,10,11) 〈2, 3, 4, 6〉(2,3,4,6,8,12) 〈1, 5〉

−→
C 13(1, 2, 3, 5, 6, 9) ∼=

−→
C 13〈4〉J S

(2, 4, 5, 6, 10, 12) 〈3, 5〉(1,2,3,5,6,9) 〈4〉(4,7,8,10,11,12) 〈1, 2, 3, 5, 6〉(1,3,7,8,9,11) 〈2, 4, 5, 6〉

−→
C 13(1, 2, 4, 5, 6, 10) ∼=

−→
C 13〈3〉J S

(2, 4, 7, 8, 10, 12) 〈1, 3, 5, 6〉(2,3,4,5,6,12) 〈1〉(1,3,4,7,8,11) 〈2, 5, 6〉(4,5,7,10,11,12) 〈1, 2, 3, 6〉(4,6,8,10,11,12) 〈1, 2, 3, 5〉(1,2,3,5,7,9) 〈4, 6〉(1,2,3,6,8,9) 〈4, 5〉(2,5,6,9,10,12) 〈1, 3, 4〉(1,7,8,9,10,11) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(1,3,5,6,9,11) 〈2, 4〉(3,7,8,9,11,12) 〈1, 2, 4, 5, 6〉

−→
C 13(1, 3, 4, 5, 6, 11) ∼=

−→
C 13〈2〉J S

(2, 6, 8, 9, 10, 12) 〈1, 3, 4, 5〉(2,3,5,7,9,12) 〈1, 4, 6〉(3,4,5,7,11,12) 〈1, 2, 6〉(2,3,4,5,7,12) 〈1, 6〉(1,4,5,6,10,11) 〈2, 3〉(2,3,7,8,9,12) 〈1, 4, 5, 6〉(1,6,8,9,10,11) 〈2, 3, 4, 5〉(1,2,6,8,9,10) 〈3, 4, 5〉(1,4,6,8,10,11) 〈2, 3, 5〉(1,3,4,5,7,11) 〈2, 6〉(2,7,8,9,10,12) 〈1, 3, 4, 5, 6〉
−→
C 13(1, 3, 4, 5, 6, 11) ∼=

−→
C 13〈2〉J S

(2, 6, 8, 9, 10, 12) 〈1, 3, 4, 5〉(2,3,5,7,9,12) 〈1, 4, 6〉(3,4,5,7,11,12) 〈1, 2, 6〉(2,3,4,5,7,12) 〈1, 6〉(1,4,5,6,10,11) 〈2, 3〉(2,3,7,8,9,12) 〈1, 4, 5, 6〉(1,6,8,9,10,11) 〈2, 3, 4, 5〉(1,2,6,8,9,10) 〈3, 4, 5〉(1,4,6,8,10,11) 〈2, 3, 5〉(1,3,4,5,7,11) 〈2, 6〉(2,7,8,9,10,12) 〈1, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 15(J) ∼=

−→
C 15〈S〉 73



−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) ∼=

−→
C 15〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5, 7〉(1,4,5,8,9,12,13) 〈2, 3, 6, 7〉(4,5,6,7,12,13,14) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,8,9,10,11) 〈4, 5, 6, 7〉(2,3,6,7,10,11,14) 〈1, 4, 5〉(1,3,5,7,9,11,13) 〈2, 4, 6〉(8,9,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8) ∼=

−→
C 15〈7〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10) 〈3, 5〉(2,3,6,8,9,12) 〈1, 4, 5〉(2,3,4,7,8,12) 〈1, 5, 6〉(1,2,4,6,8,10,12) 〈3, 5, 7〉(1,2,4,5,8,9,12) 〈3, 6, 7〉(5,6,7,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4〉(1,2,3,4,8,9,10) 〈5, 6, 7〉(3,6,7,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5〉(3,5,7,9,11,13,14) 〈1, 2, 4, 6〉(7,9,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 7, 9) ∼=

−→
C 15〈6〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 10, 14) 〈1, 5, 7〉(1,4,5,6,8,12,13) 〈2, 3, 7〉(3,4,5,6,7,13,14) 〈1, 2〉(1,2,8,9,10,11,12) 〈3, 4, 5, 6, 7〉(2,3,7,9,10,11,14) 〈1, 4, 5, 6〉(1,5,7,9,11,12,13) 〈2, 3, 4, 6〉(6,8,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 6, 7, 10) ∼=

−→
C 15〈5〉J S

(2, 4, 5, 6, 8, 12, 14) 〈1, 3, 7〉(1,4,8,9,10,12,13) 〈2, 3, 5, 6, 7〉(4,6,7,10,12,13,14) 〈1, 2, 3, 5〉(1,2, 3, 5,8,9,11) 〈4, 6, 7〉(2,3,5,6,7,11,14) 〈1, 4〉(1,3,7,9,10,11,13) 〈2, 4, 5, 6〉(5,8,9,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 5, 6, 7, 11) ∼=

−→
C 15〈4〉J S

(2, 4, 6, 7, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5〉(4,5,8,9,12,13,14) 〈1, 2, 3, 6, 7〉(2,4,5,6,7,12,14) 〈1, 3〉(1,3,8,9,10,11,13) 〈2, 4, 5, 6, 7〉(1,2,3,6,7,10,11) 〈4, 5〉(1,3,5,8,9,11,13) 〈2, 4, 6, 7〉(4,8,9,10,12,13,14) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 2, 4, 5, 6, 7, 12) ∼=

−→
C 15〈3〉J S

(2, 4, 8, 9, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5, 6, 7〉(1,3,4,5�8,9,13) 〈2, 6, 7〉(4,5,7,9,12,13,14) 〈1, 2, 3, 6〉(1,2,3,6,8,10,11) 〈4, 5, 7〉(2,6,7,10,11,12,14) 〈1, 3, 4, 5〉(1,3,5,6,7,11,13) 〈2, 4〉(3,8,9,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 3, 4, 5, 6, 7, 13) ∼=

−→
C 15〈2〉J S

(2, 6, 8, 10, 11, 12, 14) 〈1, 3, 4, 5, 7〉(1,4,5,7,9,12,13) 〈2, 3, 6〉(1,4,5,6,7,12,13) 〈2, 3〉(2,3,8,9,10,11,14) 〈1, 4, 5, 6, 7〉(2,3,6,8,10,11,14) 〈1, 4, 5, 7〉(1,3,4,5,7,9,13) 〈2, 6〉(2,8,9,10,11,12,14) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 15(2, 3, 4, 5, 6, 7, 14) ∼=

−→
C 15〈1〉J S

(4, 6, 8, 10, 12, 13, 14) 〈1, 2, 3, 5, 7〉(1,5,8,9,11,12,13) 〈2, 3, 4, 6, 7〉(4,5,6,8,12,13,14) 〈1, 2, 3, 7〉(1,2,3,7,9,10,11) 〈4, 5, 6〉(2,3,4,6,7,10,14) 〈1, 5〉(1,2,3,5,7,9,11) 〈4, 6〉(1,8,9,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7〉74



−→
C 15(1, 2, 3, 4, 5, 8, 9) ∼=

−→
C 15〈6, 7〉J S

(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10) 〈5, 7〉(1,2,4,5,6,8,12) 〈3, 7〉(3,5,6,7,11,13,14) 〈1, 2, 4〉(1,2,4,8,9,10,12) 〈3, 5, 6, 7〉(3,7,9,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5, 6〉(5,7,9,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 6〉(6,7,10,11,12,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 5〉

−→
C 15(1, 2, 3, 4, 7, 9, 10) ∼=

−→
C 15〈5, 6〉J S

(2, 3, 4, 5, 6, 8, 14) 〈1, 7〉(1,4,6,8,10,12,13) 〈2, 3, 5, 7〉(3,4,6,7,10,13,14) 〈1, 2, 5〉(1,2,5,8,9,11,12) 〈3, 4, 6, 7〉(2,3,5,7,9,11,14) 〈1, 4, 6〉(1,7,9,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(5,6,8,1112,13,14) 〈1, 2, 3, 4, 7〉

−→
C 15(1, 2, 3, 5, 6, 8, 11) ∼=

−→
C 15〈4, 7〉J S

(1, 2, 4, 6, 7, 10, 12) 〈3, 5〉(2,4,5,8,9,12,14) 〈1, 3, 6, 7〉(2,5,6,7,11,12,14) 〈1, 3, 4〉(1,3,4,8,9,10,13) 〈2, 5, 6, 7〉(1,3,6,7,10,11,13) 〈2, 4, 5〉(3,5,8,9,11,13,14) 〈1, 2, 4, 6, 7〉(4,7,9,10,12,13,14) 〈1, 2, 3, 5, 6〉

−→
C 15(1, 2, 4, 5, 7, 9, 12) ∼=

−→
C 15〈3, 6〉J S

(2, 3, 4, 8, 9, 10, 14) 〈1, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,6,8,13) 〈2, 7〉(3,4,5,7,9,13,14) 〈1, 2, 6〉(1,2,6,8,10,11,12) 〈3, 4, 5, 7〉(2,7,9,10,11,12,14) 〈1, 3, 4, 5, 6〉(1,5,6,7,11,12,13) 〈2, 3, 4〉(3,6,8,10,11,13,14) 〈1, 2, 4, 5, 7〉

−→
C 15(1, 2, 5, 6, 7, 11, 12) ∼=

−→
C 15〈3, 4〉J S

(2, 4, 7, 9, 10, 12, 14) 〈1, 3, 5, 6〉(3,4,5,8,9,13,14) 〈1, 2, 6, 7〉(2,4,5,7,9,12,14) 〈1, 3, 6〉(1,3,6,8,10,11,13) 〈2, 4, 5, 7〉(1,2,6,7,10,11,12) 〈3, 4, 5〉(1,3,5,6,8,11,13) 〈2, 4, 7〉(3,4,8,9,10,13,14) 〈1, 2, 5, 6, 7〉

−→
C 15(1, 3, 4, 6, 7, 10, 13) ∼=

−→
C 15〈2, 5〉J S

(2, 5, 6, 8, 11, 12, 14) 〈1, 3, 4, 7〉(1,4,7,9,10,12,13) 〈2, 3, 5, 6〉(1,4,6,7,10,12,13) 〈2, 3, 5〉(2,3,5,8,9,11,14) 〈1, 4, 6, 7〉(2,3,5,6,8,11,14) 〈1, 4, 7〉(1,3,4,7,9,10,13) 〈2, 5, 6〉(2,5,8,9,11,12,14) 〈1, 3, 4, 6, 7〉Observe que−→C 15(1, 2, 5, 6, 7, 11, 12) =
−→
C 5(1, 2)[

−→
C 3] y−→C 15(1, 3, 4, 6, 7, 10, 13) =

−→
C 3[
−→
C 5(1, 2)].

−→
C 15(2, 3, 4, 5, 7, 9, 14) ∼=

−→
C 15〈1, 6〉J S

(3, 4, 6, 8, 10, 13, 14) 〈1, 2, 5, 7〉(1,5,6,8,11,12,13) 〈2, 3, 4, 7〉(3,4,5,6,8,13,14) 〈1, 2, 7〉(1,2,7,9,10,11,12) 〈3, 4, 5, 6〉(2,3,4,7,9,10,14) 〈1, 5, 6〉(1,2,5,7,9,11,12) 〈3, 4, 6〉(1,6,8,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5, 7〉

−→
C 15(1, 2, 4, 7, 9, 10, 12) ∼=

−→
C 15〈3, 5, 6〉J S

(2, 3, 4, 5, 8, 9, 14) 〈1, 6, 7〉(1,3,4,6,8,10,13) 〈2, 5, 7〉(3,4,7,9,10,13,14) 〈1, 2, 5, 6〉(1,2,5,6,8,11,12) 〈3, 4, 7〉(2,5,7,9,11,12,14) 〈1, 3, 4, 6〉(1,6,7,10,11,12,13) 〈2, 3, 4, 5〉(3,5,6,8,11,13,14) 〈1, 2, 4, 7〉 75



−→
C 17(J) ∼=

−→
C 17〈S〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) ∼=

−→
C 17〈∅〉J S

(2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5, 7〉(1,3,4,6,7,9,12,15) 〈2, 5, 7〉(3,4,7,8,11,12,15,16) 〈1, 2, 5, 6〉(1,3,5,6,8,10,13,15) 〈2, 4, 7〉(1,2,6,7,8,12,13,14) 〈3, 4, 5〉(1,4,5,7,8,11,14,15) 〈2, 3, 6〉(5,6,7,8,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4〉
(1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12) 〈5, 6, 7〉(2,3,6,9,10,12,13,16) 〈1, 4, 5, 7, 8〉(3,4,5,9,10,11,15,16) 〈1, 2, 6, 7, 8〉(2,4,7,9,11,12,14,16) 〈1, 3, 5, 6, 8〉(1,2,5,6,9,10,13,14) 〈3, 4, 7, 8〉(2,5,8,10,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6, 7〉(1,3,5,7,9,11,13,15) 〈2, 4, 6, 8〉

(9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9)∼=

−→
C 17〈8〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 〈3, 5, 7〉(1,3,4,6,9,10,12,15) 〈2, 5, 7, 8〉(2,3,4,7,8,11,12,16) 〈1, 5, 6〉(1,3,5,8,10,11,13,15) 〈2, 4, 6, 7〉(1,2,3,6,7,8,12,13) 〈4, 5〉(1,4,7,8,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6〉(4,5,6,7,8,14,15,16) 〈1, 2, 3〉(1,2,3,9,10,11,12,13) 〈4, 5, 6, 7, 8〉(2,3,5,6,9,10,13,16) 〈1, 4, 7, 8〉(4,5,9,10,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6, 7, 8〉(2,4,6,7,9,12,14,16) 〈1, 3, 5, 8〉(1,5,6,9,10,13,14,15) 〈2, 3, 4, 7, 8〉(2,5,7,8,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6〉(3,5,7,9,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6, 8〉(8,10,11,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10) ∼=

−→
C 17〈7〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 16) 〈1, 5, 7〉(1,3,6,7,9,12,13,15) 〈2, 4, 5, 8〉(3,4,6,7,8,12,15,16) 〈1, 2, 5〉(3,5,6,8,10,13,15,16) 〈1, 2, 4, 7〉(1,2,6,7,9,12,13,14) 〈3, 4, 5, 8〉(1,2,4,5,7,8,11,14) 〈3, 6〉(6,7,8,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5〉
(1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11) 〈6, 7, 8〉(3,6,9,10,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 7, 8〉(3,4,5,8,10,11,15,16) 〈1, 2, 6, 7〉(1,2,4,7,9,11,12,14) 〈3, 5, 6, 8〉(1,2,5,9,10,11,13,14) 〈3, 4, 6, 7, 8〉(2,4,5,8,10,11,14,16) 〈1, 3, 6, 7〉(1,5,7,9,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6, 8〉

(7, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 11) ∼=

−→
C 17〈6〉J S

(2, 4, 5, 6, 8, 10, 14, 16) 〈1, 3, 7〉(3,4,6,7,9,12,15,16) 〈1, 2, 5, 8〉(3,4,8,10,11,12,15,16) 〈1, 2, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,6,8,10,15) 〈2, 7〉(1,6,7,8,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5〉(1,4,5,7,9,11,14,15) 〈2, 3, 6, 8〉(3,5,6,7,8,13,15,16) 〈1, 2, 4〉
(1, 2, 4, 9, 10, 11, 12, 14) 〈3, 5, 6, 7, 8〉(2,3,6,8,10,12,13,16) 〈1, 4, 5, 7〉(2,3,4,5,9,10,11,16) 〈1, 6, 7, 8〉(2,7,9,11,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 6, 8〉(1,2,5,6,7,9,13,14) 〈3, 4, 8〉(1,2,5,8,10,11,13,14) 〈3, 4, 6, 7〉(1,3,7,9,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6, 8〉
(6, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 8〉76



−→
C 17(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 12)∼=

−→
C 17〈5〉J S

(2, 4, 6, 7, 8, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5〉(1,2,3,4,6,7,9,12) 〈5, 8〉(4,7,8,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6〉(1,3,5,6,9,10,13,15) 〈2, 4, 7, 8〉(1,2,4,6,7,8,12,14) 〈3, 5〉(4,5,7,8,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6〉(5,7,8,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6〉
(1, 2, 3, 4, 6, 9, 10, 12) 〈5, 7, 8〉
(1, 2, 3, 6, 9, 10, 12, 13) 〈4, 5, 7, 8〉(3,5,9,10,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6, 7, 8〉(2,4,7,8,11,12,14,16) 〈1, 3, 5, 6〉(1,2,3,5,6,9,10,13) 〈4, 7, 8〉(5,8,10,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7〉(1,3,5,9,10,11,13,15) 〈2, 4, 6, 7, 8〉(5,9,10,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 13)∼=

−→
C 17〈4〉J S

(2, 4, 6, 9, 10, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5, 7, 8〉(1,3,4,5,6,7,9,15) 〈2, 8〉
(1, 3, 4, 7, 8, 11, 12, 15) 〈2, 5, 6〉(1,5,6,8,10,13,14,15) 〈2, 3, 4, 7〉(1,2,6,8,10,12,13,14) 〈3, 4, 5, 7〉(1,4,5,6,7,8,14,15) 〈2, 3〉(2,5,6,7,8,13,14,16) 〈1, 3, 4〉(1,3,4,9,10,11,12,15) 〈2, 5, 6, 8〉
(2, 3, 9, 10, 11, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 6, 7, 8〉(3,4,5,7,9,11,15,16) 〈1, 2, 6, 8〉(2,3,4,7,9,11,12,16) 〈1, 5, 6, 8〉(2,5,6,9,10,13,14,16) 〈1, 3, 4, 7, 8〉(2,8,10,11,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7〉(1,3,5,7,8,11,13,15) 〈2, 4, 6〉(4,9,10,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 14) ∼=

−→
C 17〈3〉J S

(2, 4, 8, 10, 11, 12, 14, 16) 〈1, 3, 5, 6, 7〉(1,3,4,6,7,8,12,15) 〈2, 5〉(3,4,5,7,8,11,15,16) 〈1, 2, 6〉(1,2,3,5,6,8,10,13) 〈4, 7〉(2,6,7,8,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5〉(1,5,7,8,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6〉(5,6,8,10,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 7〉
(1, 2, 3, 4, 7, 9, 11, 12) 〈5, 6, 8〉
(2, 3, 4, 6, 9, 10, 12, 16) 〈1, 5, 7, 8〉(1,3,4,5,9,10,11,15) 〈2, 6, 7, 8〉(4,7,9,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6, 8〉(1,2,6,9,10,12,13,14) 〈3, 4, 5, 7, 8〉(2,5,9,10,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6, 7, 8〉(1,3,5,6,7,9,13,15) 〈2, 4, 8〉(3,9,10,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 15)∼=

−→
C 17〈2〉J S

(2, 6, 8, 10, 12, 13, 14, 16) 〈1, 3, 4, 5, 7〉(1,3,4,7,9,11,12,15) 〈2, 5, 6, 8〉
(3, 4, 7, 9, 11, 12, 15, 16) 〈1, 2, 5, 6, 8〉(1,3,5,6,7,8,13,15) 〈2, 4〉(1,2,5,6,7,8,13,14) 〈3, 4〉(1,3,4,5,7,8,11,15) 〈2, 6〉(1,5,6,7,8,13,14,15) 〈2, 3, 4〉(2,3,4,9,10,11,12,16) 〈1, 5, 6, 7, 8〉
(2, 6, 9, 10, 12, 13, 14, 16) 〈1, 3, 4, 5, 7, 8〉(3,4,9,10,11,12,15,16) 〈1, 2, 5, 6, 7, 8〉(2,4,9,10,11,12,14,16) 〈1, 3, 5, 6, 7, 8〉(1,2,5,6,8,10,13,14) 〈3, 4, 7〉(2,5,6,8,10,13,14,16) 〈1, 3, 4, 7〉(1,3,4,5,7,9,11,15) 〈2, 6, 8〉(2,9,10,11,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉77



−→
C 17(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 16) ∼=

−→
C 17〈1〉J S

(4, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16) 〈1, 2, 3, 5, 7〉(1,4,6,7,9,12,14,15) 〈2, 3, 5, 8〉(3,7,8,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6〉(1,3,6,8,10,12,13,15) 〈2, 4, 5, 7〉(1,2,7,8,11,12,13,14) 〈3, 4, 5, 6〉(1,4,5,8,10,11,14,15) 〈2, 3, 6, 7〉(5,6,7,9,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 8〉
(1, 2, 3, 4, 8, 10, 11, 12) 〈5, 6, 7〉
(2, 3, 6, 7, 9, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 8〉(3,4,5,6,9,10,15,16) 〈1, 2, 7, 8〉(2,4,5,7,9,11,14,16) 〈1, 3, 6, 8〉(1,2,4,5,6,9,10,14) 〈3, 7, 8〉(2,3,5,8,10,11,13,16) 〈1, 4, 6, 7〉(1,2,3,5,7,9,11,13) 〈4, 6, 8〉(1,9,10,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10)∼=

−→
C 17〈7, 8〉J S

(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12) 〈5, 7〉(1,3,6,9,10,12,13,15) 〈2, 4, 5, 7, 8〉
(2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 16) 〈1, 5〉(3,5,8,10,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6, 7〉(1,2,3,6,7,9,12,13) 〈4, 5, 8〉(1,2,4,7,8,11,12,14) 〈3, 5, 6〉(4,6,7,8,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5〉(1,2,3,5,9,10,11,13) 〈4, 6, 7, 8〉
(3, 5, 6, 9, 10, 13, 15, 16) 〈1, 2, 4, 7, 8〉(4,5,8,10,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6, 7〉(1,2,4,6,7,9,12,14) 〈3, 5, 8〉(1,5,9,10,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6, 7, 8〉(2,4,5,7,8,11,14,16) 〈1, 3, 6〉(5,7,9,11,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 6, 8〉(7,8,11,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11)∼=

−→
C 17〈6, 8〉J S

(1, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 14) 〈3, 7〉(3,4,6,9,10,12,15,16) 〈1, 2, 5, 7, 8〉(2,3,4,8,10,11,12,16) 〈1, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,8,10,11,15) 〈2, 6, 7〉(1,3,6,7,8,12,13,15) 〈2, 4, 5〉(1,4,7,9,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6, 8〉(3,4,5,6,7,8,15,16) 〈1, 2〉
(1, 2, 9, 10, 11, 12, 13, 14) 〈3, 4, 5, 6, 7, 8〉
(2, 3, 5, 6, 8, 10, 13, 16) 〈1, 4, 7〉(2,4,5,9,10,14,16) 〈1, 3, 6, 7, 8〉(2,6,7,9,12,13,14,16) 〈1, 3, 4, 5, 8〉(1,5,6,7,9,13,14,15) 〈2, 3, 4, 8〉(1,2,5,7,8,11,13,14) 〈3, 4, 6〉(3,7,9,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6, 8〉(6,8,10,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7〉

−→
C 17(1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11)∼=

−→
C 17〈6, 7〉J S

(2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 16) 〈1, 7〉(3,6,7,9,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 8〉
(3, 4, 6, 8, 10, 12, 15, 16) 〈1, 2, 5, 7〉(3,4,5,6,8,10,15,16) 〈1, 2, 7〉(1,6,7,9,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 8〉(1,2,4,5,7,9,11,14) 〈3, 6, 8〉(3,6,7,8,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5〉(1,2,4,5,9,10,11,14) 〈3, 6, 7, 8〉
(3, 6, 8, 10, 12, 13, 15, 16) 〈1, 2, 4, 5, 7〉(2,3,4,5,8,10,11,16) 〈1, 6, 7〉(1,2,7,9,11,12,13,14) 〈3, 4, 5, 6, 8〉(1,2,5,7,9,11,13,14) 〈3, 4, 6, 8〉(1,2,4,5,8,10,11,14) 〈3, 6, 7〉(1,7,9,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6, 8〉(6,7,9,12,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 5, 8〉78



−→
C 17(1, 2, 3, 4, 7, 8, 11, 12)∼=

−→
C 17〈5, 6〉J S

(2, 4, 5, 6, 7, 8, 14, 16) 〈1, 3〉(2,3,4,6,7,9,12,16) 〈1, 5, 8〉(4,8,10,11,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7〉(1,3,4,5,6,9,10,15) 〈2, 7, 8〉(1,4,6,7,8,12,14,15) 〈2, 3, 5〉(4,5,7,9,11,14,15,16) 〈1, 2, 3, 6, 8〉(3,5,7,8,11,13,15,16) 〈1, 2, 4, 6〉
(1, 2, 4, 6, 9, 10, 12, 14) 〈3, 5, 7, 8〉
(1, 2, 3, 6, 8, 10, 12, 13) 〈4, 5, 7〉(2,3,5,9,10,11,13,16) 〈1, 4, 6, 7, 8〉(2,7,8,11,12,13,16) 〈1, 3, 4, 5, 6〉(1,2,3,5,6,7,9,13) 〈4, 8〉(1,5,8,10,11,13,14,15) 〈2, 3, 4, 6, 7〉(1,3,9,10,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6, 7, 8〉(5,6,9,10,13,14,15,16) 〈1, 2, 3, 4, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 3, 5, 7, 8, 11, 13)∼=

−→
C 17〈4, 6〉J S

(2, 4, 5, 6, 9, 10, 14, 16) 〈1, 3, 7, 8〉(3,4,5,6,7,9,15,16) 〈1, 2, 8〉
(1, 3, 4, 8, 10, 11, 12, 15) 〈2, 5, 6, 7〉(1,4,5,6,8,10,14,15) 〈2, 3, 7〉(1,6,8,10,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 7〉(1,4,5,6,7,9,14,15) 〈2, 3, 8〉(2,3,5,6,7,8,13,16) 〈1, 4〉(1,4,9,10,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6, 7, 8〉
(2, 3, 8, 10, 11, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 6, 7〉(2,3,4,5,7,9,11,16) 〈1, 6, 8〉(2,3,7,9,11,12,13,16) 〈1, 4, 5, 6, 8〉(2,5,6,7,9,13,14,16) 〈1, 3, 4, 8〉(1,2,8,10,11,12,13,14) 〈3, 4, 5, 6, 7〉(1,3,7,8,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6〉(4,6,9,10,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 7, 8〉

−→
C 17(1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 14)∼=

−→
C 17〈3, 8〉J S

(1, 2, 4, 8, 10, 11, 12, 14) 〈3, 5, 6, 7〉(1,3,4,6,8,10,12,15) 〈2, 5, 7〉(2,3,4,5,7,8,11,16) 〈1, 6〉(1,2,3,5,8,10,11,13) 〈4, 6, 7〉(2,3,6,7,8,12,13,16) 〈1, 4, 5〉(1,7,8,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(4,5,6,8,10,14,15,16) 〈1, 2, 3, 7〉
(1, 2, 3, 7, 9, 11, 12, 13) 〈4, 5, 6, 8〉
(2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 16) 〈1, 7, 8〉(1,4,5,9,10,11,14,15) 〈2, 3, 6, 7, 8〉(4,6,7,9,12,14,15,16) 〈1, 2, 3, 5, 8〉(1,6,9,10,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 7, 8〉(2,5,7,9,11,13,14,16) 〈1, 3, 4, 6, 8〉(3,5,6,7,9,13,15,16) 〈1, 2, 4, 8〉(3,8,10,11,12,13,15,16) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 17(2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 16) ∼=

−→
C 17〈1, 8〉J S

(1, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 15) 〈2, 3, 5, 7〉(1,4,6,9,10,12,14,15) 〈2, 3, 5, 7, 8〉
(2, 3, 7, 8, 11, 12, 13, 16) 〈1, 4, 5, 6〉(1,3,8,10,11,12,13,15) 〈2, 4, 5, 6, 7〉(1,2,3,7,8,11,12,13) 〈4, 5, 6〉(1,4,8,10,11,12,14,15) 〈2, 3, 5, 6, 7〉(4,5,6,7,9,14,15,16) 〈1, 2, 3, 8〉(1,2,3,8,10,11,12,13) 〈4, 5, 6, 7〉
(2, 3, 5, 6, 7, 9, 13, 16) 〈1, 4, 8〉(4,5,6,9,10,14,15,16) 〈1, 2, 3, 7, 8〉(2,4,5,6,7,9,14,16) 〈1, 3, 8〉(1,4,5,6,9,10,14,15) 〈2, 3, 7, 8〉(2,3,5,7,8,11,13,16) 〈1, 4, 6〉(2,3,5,7,9,11,13,16) 〈1, 4, 6, 8〉(1,8,10,11,12,13,14,15) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7〉

−→
C 19(J) ∼=

−→
C 19〈S〉



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) ∼=

−→
C 19〈∅〉J S(2,4,6,8,10,12,14,16,18) 〈1, 3, 5, 7, 9〉(2,3,5,6,8,9,12,15,18) 〈1, 4, 7〉(1,4,5,8,9,12,13,16,17) 〈2, 3, 6, 7〉(1,2,5,6,7,10,11,15,16) 〈3, 4, 8, 9〉(4,5,6,10,11,12,16,17,18) 〈1, 3, 7, 8, 9〉(2,4,6,7,9,11,14,16,18) 〈1, 3, 5, 8〉

(2, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 9〉
(5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4〉
(1, 2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14) 〈5, 6, 7, 8, 9〉(1,3,4,6,9,11,12,14,17) 〈2, 5, 7, 8〉(1,3,5,8,10,12,13,15,17) 〈2, 4, 6, 7, 9〉(1,2,3,7,8,9,13,14,15) 〈4, 5, 6〉(3,4,8,9,12,13,14,17,18) 〈1, 2, 5, 6, 7〉(2,3,6,7,10,11,14,15,18) 〈1, 4, 5, 8, 9〉(1,4,7,10,11,13,14,16,17) 〈2, 3, 5, 6, 8, 9〉
(1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 8〉(10,11,12,13,14,15,16,17,18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 18)∼=

−→
C 19〈1〉J S

(4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7, 9〉
(2, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7〉(1,5,8,9,12,13,15,16,17) 〈2, 3, 4, 6, 7〉(1,2,6,7,10,11,14,15,16) 〈3, 4, 5, 8, 9〉

(4, 5, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7, 8, 9〉(2,4,6,9,11,12,14,16,18) 〈1, 3, 5, 7, 8〉(2,5,7,10,11,13,15,16,18) 〈1, 3, 4, 6, 8, 9〉(5,6,7,8,10,15,16,17,18) 〈1, 2, 3, 4, 9〉(1,2,3,4,9,11,12,13,14) 〈5, 6, 7, 8〉(1,3,4,6,8,9,12,14,17) 〈2, 5, 7〉
(1, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 14, 15) 〈4, 5〉(3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7〉(2, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 18) 〈1, 5, 8, 9〉(1, 3, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15) 〈4, 6, 8〉(1, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉80



−→
C 19(1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 17)∼=

−→
C 19〈2〉J S

(2, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7, 9〉(2, 3, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7〉(1, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 7, 8〉(1, 2, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 16) 〈3, 4, 8〉(4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 18) 〈1, 3, 8〉(2, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 9〉
(1, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4〉(2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7, 8〉(1, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7〉(3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 9〉(1, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 8, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17) 〈2, 6, 8〉(2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16)∼=

−→
C 19〈3〉J S

(2, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 18) 〈1, 4, 7, 9〉(1, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6〉(1, 2, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 16) 〈3, 8, 9〉(1, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7, 8, 9〉
(4, 6, 7, 9, 11, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 8〉(2, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 9〉(5, 6, 7, 9, 11, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 8〉(1, 2, 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14) 〈5, 6, 7, 9〉(1, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 17) 〈2, 7, 8〉(1, 2, 3, 5, 8, 10, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7, 9〉
(2, 3, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6〉(3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7〉(2, 3, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7, 8, 9〉(1, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 8〉(1, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 17) 〈2, 4, 8〉(3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉 81



−→
C 19(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 15)∼=

−→
C 19〈4〉J S

(2, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 7, 8, 9〉(2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 18) 〈1, 4〉(1, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7〉(2, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 8, 9〉(4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7, 8, 9〉(2, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 8, 9〉(2, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 9〉
(2, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4〉

(1, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 7〉(1, 2, 3, 5, 7, 8, 9, 13, 15) 〈4, 6〉(1, 3, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7〉(2, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 8, 9〉(1, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6〉(4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14)∼=

−→
C 19〈5〉J S

(2, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 7〉(2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 18) 〈1, 7〉
(4, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7〉(1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 8, 9〉(4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 7, 9〉(2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 18) 〈1, 5, 8〉(5, 7, 8, 10, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 9〉(5, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7〉
(1, 2, 3, 4, 7, 10, 11, 13, 14) 〈5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 4, 6, 9, 11, 12, 14) 〈5, 7, 8〉(1, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 7, 9, 11, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 8〉(3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7〉(1, 2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15) 〈4, 5, 6, 8, 9〉(1, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 8, 9〉
(1, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 8, 9〉(5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9〉82



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13)∼=

−→
C 19〈6〉J S

(2, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 15) 〈4, 7〉(1, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7〉(1, 2, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16) 〈3, 4, 9〉(2, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7, 8, 9〉(2, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 8〉(2, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6〉(3, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4〉(1, 2, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7, 8, 9〉
(1, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 17) 〈2, 5, 7, 8, 9〉
(1, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7, 9〉(1, 3, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6〉(3, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 7, 8〉(2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 18) 〈1, 4, 8, 9〉(4, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 8, 9〉(1, 3, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 8〉(6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12)∼=

−→
C 19〈7〉J S

(2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7, 9〉(3, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7〉
(1, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15) 〈4, 8, 9〉(5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7, 8, 9〉(2, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5〉(1, 2, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 9〉(5, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6〉
(1, 2, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14) 〈5, 7, 8, 9〉(3, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7, 8〉(1, 3, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 17) 〈2, 4, 6, 7, 8, 9〉(1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14) 〈5, 6〉(4, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7〉(2, 3, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 8〉(1, 2, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 8, 9〉(1, 3, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 8〉(7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9〉 83



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11)∼=

−→
C 19〈8〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7, 9〉(2, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7〉(1, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7〉(1, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 8, 9〉(4, 5, 6, 9, 11, 12, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 7, 8〉(1, 2, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 16) 〈3, 5, 8〉(2, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7, 9〉
(4, 5, 6, 7, 8, 9, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3〉

(1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 17) 〈2, 5, 8〉(3, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 7, 8, 10, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 9〉(2, 3, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7〉(2, 3, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 8, 9〉(1, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 8, 9〉(1, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 8〉(8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10)∼=

−→
C 19〈9〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7, 9〉(2, 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 18) 〈1, 4, 7, 8〉
(1, 2, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7〉(1, 2, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7, 8, 9〉(3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7, 8, 9〉(2, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 8〉(2, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 9〉(6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5〉
(1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13) 〈6, 7, 8, 9〉(1, 3, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7, 8〉(1, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7, 9〉(1, 2, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6〉(3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6〉(3, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 8, 9〉(1, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 9〉(3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 8〉(9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉84



−→
C 19() ∼=

−→
C 19〈1, 2〉J S

(6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 9〉(2, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7〉(1, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 8〉(4, 5, 7, 10, 11, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7, 8〉(2, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 8, 9〉
(1, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 9〉
(2, 3, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7, 8〉(1, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7〉(1, 3, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7〉(3, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7, 9〉(2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 18) 〈1, 5, 9〉(1, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 17) 〈2, 5, 8, 9〉
(1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13) 〈6, 8〉(1, 2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16, 18)∼=

−→
C 19〈1, 3〉J S

(4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 9〉(2, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7, 9〉
(1, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6〉(1, 2, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 16) 〈3, 5, 8, 9〉(1, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 7, 8, 9〉(4, 6, 9, 11, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7, 8〉(2, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 8, 9〉(5, 6, 7, 10, 11, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 8, 9〉
(1, 2, 3, 4, 8, 9, 12, 13, 14) 〈5, 6, 7〉(1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 17) 〈2, 7〉(1, 2, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15) 〈4, 6, 9〉(2, 3, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5〉(3, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7〉(2, 3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 8〉(1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 15) 〈4, 8〉(1, 3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉 85



−→
C 19(2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 18)∼=

−→
C 19〈1, 5〉J S

(4, 6, 8, 9, 12, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 7〉(2, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 18) 〈1, 3, 7〉(5, 8, 9, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7〉(1, 2, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 8, 9〉(4, 5, 8, 10, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7, 9〉(2, 3, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7, 8〉(5, 7, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 8, 9〉(5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7, 9〉(1, 2, 3, 4, 7, 9, 11, 13, 14) 〈5, 6, 8〉
(1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 14) 〈5, 7〉

(1, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 7, 9, 11, 14, 15) 〈4, 5, 8〉(3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7〉(1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14) 〈5, 8, 9〉(1, 3, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 15) 〈4, 6, 8, 9〉(1, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 18)∼=

−→
C 19〈1, 6〉J S

(4, 6, 7, 8, 10, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 9〉(1, 2, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7〉
(1, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7〉(1, 2, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 9〉(2, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7, 8, 9〉(2, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7, 8〉(2, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 8〉(3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 9〉
(1, 2, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 17) 〈2, 5, 7, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 17) 〈2, 6, 9〉(1, 3, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5〉(3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7, 8〉(2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 18) 〈1, 8, 9〉(3, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 5, 9, 11, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7, 8〉(1, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7, 8, 9〉86



−→
C 19(2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 18)∼=

−→
C 19〈1, 8〉J S

(3, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7, 9〉(2, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7〉(1, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7〉(1, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 8, 9〉(4, 5, 9, 11, 12, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 7, 8〉(1, 2, 4, 6, 9, 11, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7, 8〉(2, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7, 8, 9〉
(4, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 9〉
(1, 2, 3, 9, 11, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 17) 〈2, 5〉(3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 7, 8, 10, 14, 15) 〈4, 5, 9〉(2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7〉(2, 3, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 8, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 17) 〈2, 6, 8, 9〉(1, 2, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 8〉(1, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 9〉

−→
C 19(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 18)∼=

−→
C 19〈1, 9〉J S

(1, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7, 9〉(2, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7, 8〉
(1, 2, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7〉(1, 2, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7, 8, 9〉(3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 7, 8, 9〉(2, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7, 8〉(2, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 8, 9〉(6, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 9〉(1, 2, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 13) 〈6, 7, 8〉(1, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7〉
(1, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 17) 〈2, 4, 9〉(1, 2, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5〉(3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6〉(3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 8, 9〉(1, 3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 9〉(2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 8〉(1, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉 87



−→
C 19(1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16, 17)∼=

−→
C 19〈2, 3〉J S

(2, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7, 9〉(1, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 8〉(1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16) 〈3, 8〉(1, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 17) 〈2, 3, 8, 9〉(4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 8〉(2, 3, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 9〉
(1, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 8〉
(2, 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 7, 9〉(1, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7, 8〉(1, 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7〉(3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 9〉(2, 3, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7, 9〉(1, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 8〉(1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 17) 〈2, 8〉(2, 3, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 17)∼=

−→
C 19〈2, 4〉J S

(2, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 7, 8, 9〉(2, 3, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6〉
(1, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7, 8〉(2, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 8〉(4, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 16, 18) 〈1, 3, 8, 9〉(2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15, 18) 〈1, 4, 9〉(1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16) 〈3, 4〉

(3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 7, 8, 9〉(1, 4, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7〉(1, 2, 3, 5, 8, 9, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7〉(1, 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6, 7, 9〉(2, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 9〉(1, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 7, 8, 9〉(1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 17) 〈2, 6〉(2, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7, 8, 9〉88



−→
C 19(1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 17)∼=

−→
C 19〈2, 9〉J S

(1, 2, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7, 9〉(2, 3, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7, 8〉(1, 2, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7, 8〉(3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 17, 18) 〈1, 2, 8, 9〉(2, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 8〉(2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 18) 〈1, 6, 9〉
(1, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5〉
(2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7, 8, 9〉(1, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7, 8〉(1, 3, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7, 9〉(1, 2, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7〉(3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 9〉(3, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 9〉(1, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 9〉(3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 8〉(2, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 2, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 16)∼=

−→
C 19〈3, 5〉J S

(2, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 7〉(2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 18) 〈1, 7, 9〉
(4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6〉(1, 2, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 16) 〈3, 6, 8, 9〉(1, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 17) 〈2, 3, 7, 9〉(3, 4, 6, 7, 9, 11, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 8〉(7, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 9〉(5, 6, 9, 11, 12, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 7, 8〉
(1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 13, 14) 〈5, 6, 9〉(1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12) 〈7, 8〉(1, 2, 5, 8, 10, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7, 9〉(2, 3, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 8〉(3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7〉(1, 2, 3, 6, 10, 11, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7, 8, 9〉(1, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 8〉(1, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 17) 〈2, 4, 8, 9〉(3, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7, 8, 9〉 89



−→
C 19(1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16)∼=

−→
C 19〈3, 6〉J S(2, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15) 〈4, 7, 9〉

(1, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6〉(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 16) 〈3, 9〉(1, 2, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16) 〈3, 7, 8, 9〉(6, 7, 9, 11, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 8〉(2, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6〉(3, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 8〉(1, 2, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7, 9〉
(1, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 17) 〈2, 7, 8, 9〉
(1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13) 〈6, 7, 9〉(3, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6〉(3, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 7, 8〉(2, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 18) 〈1, 4, 7, 8, 9〉(4, 7, 9, 11, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 8〉(1, 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7, 8〉(3, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7, 8, 9〉

−→
C 19(1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 16)∼=

−→
C 19〈3, 7〉J S

(2, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7, 9〉(3, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7, 9〉
(1, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 16, 17) 〈2, 3, 6, 9〉(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11) 〈8, 9〉(1, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7, 8, 9〉(4, 6, 7, 8, 9, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5〉(1, 2, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 9〉(5, 7, 9, 11, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 8〉(1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 〈5, 7, 9〉(3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7, 8〉
(1, 2, 3, 5, 10, 11, 12, 13, 15) 〈4, 6, 7, 8, 9〉(2, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6〉(8, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 7〉(2, 3, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 7, 8〉(1, 2, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 8〉(1, 3, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 8〉(3, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 8, 9〉90



−→
C 19(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 15)∼=

−→
C 19〈4, 9〉J S

(1, 2, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7, 8, 9〉(2, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 18) 〈1, 4, 8〉(1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13) 〈6, 7〉(2, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 7, 8, 9〉(3, 4, 6, 10, 11, 12, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 7, 8, 9〉(2, 4, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6, 8, 9〉(2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 18) 〈1, 3, 9〉
(2, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5〉
(1, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 17) 〈2, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 6, 7, 8〉(1, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7〉(1, 2, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6〉(1, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 17) 〈2, 5, 6〉(6, 7, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 8, 9〉(1, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5, 6, 7, 9〉(3, 5, 7, 8, 9, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6〉(4, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14)∼=

−→
C 19〈5, 8〉J S

(2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 18) 〈1, 5, 7〉
(4, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 7〉(1, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 6, 8, 9〉(1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14) 〈5, 8〉(5, 8, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 9〉
(1, 2, 3, 7, 10, 11, 13, 14, 15) 〈4, 5, 6, 8, 9〉 91



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 14)∼=

−→
C 19〈5, 9〉J S

(1, 2, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 16) 〈3, 5, 7〉(2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 18) 〈1, 7, 8〉(2, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7〉(1, 2, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7, 8, 9〉(3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 17, 18) 〈1, 2, 7, 9〉(2, 3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 8〉(4, 5, 7, 8, 10, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 9〉(6, 8, 9, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7〉(1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13) 〈6, 8, 9〉
(1, 2, 3, 6, 9, 11, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7, 8〉
(1, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7, 9〉(1, 2, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 8〉(3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5〉(1, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 8, 9〉(1, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6, 9〉(3, 5, 7, 10, 11, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 8, 9〉(5, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 13)∼=

−→
C 19〈6, 9〉J S

(1, 2, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 16) 〈3, 5, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 9, 11, 12, 15) 〈4, 7, 8〉
(1, 2, 4, 8, 9, 12, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 7〉(1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16) 〈3, 4, 7, 9〉(2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 18) 〈1, 7, 8, 9〉(2, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 8〉(2, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6〉(3, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5〉(1, 2, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7, 8, 9〉(1, 3, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 7, 8, 9〉
(1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 17) 〈2, 7, 9〉(1, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 6〉(3, 4, 7, 9, 11, 13, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 6, 8〉(3, 5, 6, 7, 10, 11, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 8, 9〉(4, 7, 8, 10, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6, 9〉(3, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 6, 7, 8〉(6, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 7, 8〉92



−→
C 19(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12)∼=

−→
C 19〈7, 9〉J S

(1, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16) 〈3, 7, 9〉(3, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7, 8〉(1, 2, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 16) 〈3, 6, 7, 9〉(1, 2, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 15) 〈4, 7, 8, 9〉(3, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 7, 8, 9〉(2, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 16, 18) 〈1, 3, 5, 6〉(1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 16) 〈3, 6, 9〉
(7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12) 〈7, 8, 9〉(3, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7, 8〉(1, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 15, 17) 〈2, 4, 7, 8, 9〉(1, 2, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6〉(4, 7, 8, 9, 13, 14, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 5, 6〉(3, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 8〉(1, 2, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16) 〈3, 5, 6, 9〉(3, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 8〉(7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 4, 5, 6, 8〉

−→
C 19(3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 17, 18)∼=

−→
C 19〈1, 2, 8〉J S

(3, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 7, 9〉(2, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 5, 6, 7〉
(1, 5, 6, 9, 11, 12, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 7, 8〉(1, 6, 7, 9, 11, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 8〉(4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 17, 18) 〈1, 2, 3, 6, 8〉(1, 2, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 16) 〈3, 7, 8〉(2, 3, 5, 10, 11, 12, 13, 15, 18) 〈1, 4, 6, 7, 8, 9〉(1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 16, 17) 〈2, 3, 9〉
(2, 3, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7, 8〉(1, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 16, 17) 〈2, 3, 5〉(3, 7, 8, 10, 13, 14, 15, 17, 18) 〈1, 2, 4, 5, 6, 9〉(1, 2, 3, 6, 8, 10, 12, 14, 15) 〈4, 5, 7, 9〉(2, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7, 9〉(2, 3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 18) 〈1, 5, 6, 9〉(1, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 17) 〈2, 8, 9〉(1, 2, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16) 〈3, 6, 8〉(1, 2, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7, 9〉 93



−→
C 19(3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 17, 18)∼=

−→
C 19〈1, 2, 9〉J S

(1, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7, 9〉(2, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 18) 〈1, 3, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 16) 〈3, 4, 6, 7, 8〉(1, 2, 6, 9, 11, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7, 8〉(3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 8, 9〉(2, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 16, 18) 〈1, 3, 6, 7, 8〉(2, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 18) 〈1, 6, 8, 9〉(1, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 9〉(2, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 18) 〈1, 6, 7, 8〉
(1, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 16, 17) 〈2, 3, 4, 5, 7〉
(1, 3, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 17) 〈2, 4, 5, 9〉(1, 2, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 7〉(3, 4, 5, 7, 8, 10, 13, 17, 18) 〈1, 2, 6, 9〉(3, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 17, 18) 〈1, 2, 5, 9〉(1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 14, 17) 〈2, 5, 9〉(2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 18) 〈1, 6, 8〉(1, 2, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16) 〈3, 4, 5, 6, 7, 8〉

−→
C 19(1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17)∼=

−→
C 19〈2, 3, 8〉 = QR19J S

(2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18) 〈1, 4, 5, 6, 7, 9〉(1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17) 〈2, 3, 8〉
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