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Introducciéon

En 1852 Francis Guthrie planteé el siguiente problema: ;es posible colorear cualquier mapa
con so6lo cuatro colores de tal forma que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color?; este
problema que no fue resuelto sino hasta un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken,
es conocido como el problema de los cuatro colores y es considerado uno de los detonantes en el
surgimiento de la rama de las matematicas conocida como Teoria de Grdficas, en particular la
coloracién en gréficas. Este problema introduce el concepto de niumero cromdtico x(G), que es
definido como el menor niimero de colores necesarios para colorear una grafica G, de tal manera
que cualquier par de vértices adyacentes no tengan el mismo color.

En 1982 Victor Neumann-Lara (e independientemente por H. Meyniel) introduce en [NL82]
el concepto de nimero dicromdtico de(D) para una digrafica D, que es la generalizacién del
numero cromatico y es definido como el minimo nimero de colores necesarios para colorear los
vértices de D de tal manera que cada clase cromética sea aciclica. Este trabajo revoluciona el
campo de estudio de la teoria de graficas y es uno de los mas importantes en esta area. En
1999 Neumann-Lara introduce en [NL99] otra invariante numérica que generaliza el niimero de
componentes conexas w(G) de una gréifica G la inconexion aciclica ﬁ(D) para una digréafica
D, y es definida como el maximo nimero de componentes conexas de la subdigrafica obtenida al
borrar un conjunto aciclico de arcos. Esta definicién es equivalente a calcular el maximo nimero
de colores necesarios en una coloracién propia para colorear los vértices de D de tal forma que
no se formen ciclos dirigidos bien coloreados. Ambos pardmetros miden la estructura ciclica
de las digraficas y derivan propiedades importantes, ya que mientras el niimero dicromatico
dc(D) crece proporcionalmente a medida que aumenta la complejidad de su estructura ciclica,
en contraste, su inconexién aciclica ﬁ(D) decrece a medida que aumenta dicha complejidad.

En el presente trabajo nos centramos en el estudio de la inconexién aciclica en torneos que
son una clase especial de digraficas y se exponen algunos resultados acerca de este parametro.
En [NL99], Neumann-Lara proporciona dos conceptos relacionados para una digrafica D: la
inconexién aciclica ﬁ(D) que se ha definido anteriormente y la inconexion libre de triangulos
dirigidos (o de C'3) Ws(D). Este ultimo se restringe a analizar sélo los tridgngulos dirigidos
y proporciona una cota superior de la primera, es decir 7(D) < 73(D). Muchos trabajos
que tratan sobre inconexion aciclica y sus conceptos relacionados, han sido en la direccion de
probar que los n-torneos regulares 7,, que no son isomorfos a composiciones, tienen ﬁg(Tn) =2
(lamados tensos).




Introduccién v

Este trabajo esta dividido de la siguiente forma:

El capitulo 1 contiene las definiciones basica sobre inconexién aciclica e inconexién libre de

3, que utilizaremos para demostrar algunas propiedades en los capitulos posteriores. Al-

gunos resultados son cldsicos en la teoria de torneos y otros tantos son tomados de [N1.99],

en donde se exponen las generalizaciones de ambos parametros. Asi mismo, exponemos
algunos resultados propios que nos facilitan las demostraciones posteriores.

En el capitulo 2 hacemos una pequena introduccion al estudio de inconexién aciclica e inco-
nexion libre de C'5 en torneos regulares, en particular hacemos un breve estudio sobre
la tension en torneos. Hacemos uso de algunos resultados expuestos en [NL99], [L1007],
[INLOJ, [GSNL00] y [LINLO7] sobre tensién de algunas clases especiales de torneos que
refuerzan la Conjetura 2.1. Asi mismo, mostramos que esta Conjetura es cierta para todo
torneo regular de orden menor o igual a 9 que no sea isomorfo a una composicién (llamado
simple), esto con la ayuda de las graficas de dominacién.

En el capitulo 3 retomamos el Ejemplo 4.2 de [NL99], en el que Neumann-Lara propone un
9-torneo no regular Ty y demuestra que ﬁ(Tg) =2y ﬁ;;(Tg) = 3, lo que prueba que
la desigualdad puede ser estricta, y plantea el siguiente problema: ([NL99] Problema 6.6)
Jexisten otros torneos para los cuales w=2 y W5 es arbitrariamente grande?. La respuesta
es afirmativa y proponemos, describimos y demostramos las propiedades de cuatro familias
infinitas de torneos; 8, U, £ v J que salvo la familia £, son una generalizacién del ejemplo
propuesto por Neumann-Lara. La familia 8 contiene ejemplos interesantes de torneos que
no son 7-agudos (resp. ?3—agudos) y cumple que para todo n > 9 existe un n-torneo 7, tal
que 3(Tn) < ﬁg(Tn). La familia &-aguda (resp. ﬁg-aguda) 0, cumple que dado n € N,
entonces el torneo Ty, ; cumple que \ﬁg(TgnH) — ﬁ(TgnH)\ — 00, cuando n — oo. La
familia &-aguda (resp. ﬁg—aguda) £, cumple la igualdad (7 = 33), que a primera vista
no presenta mayor interés, pero da origen a la construcciéon de la familia ﬁ—aguda (resp.
ﬁg—aguda) J, que cumple que dado n € N, entonces el torneo Ty, 1 tiene 7(T4n+1) =2
y ﬁg(T 1nt1) = n que responde positivamente al problema planteado por Neumann-Lara.
Esta 1ltima familia interesante por si misma, proporciona uno de los resultados de mayor
interés en este trabajo que se encuentra en el Teorema 3.8 que afirma que para todo par
de enteros r,s con 2 < r < s, existe un torneo T, tal que & (T) =7y W3(T) = s.

Finalmente sélo resta decir, que este trabajo esta dirigido a estudiantes de ciencias y aquellas
personas que reconozcan en esta area un campo de investigacion fértil y productivo.



Capitulo

Terminologia y Conceptos Basicos

En el presente capitulo proporcionamos un panorama general de los conceptos y herramientas
que ayudaran a probar propiedades en los capitulos posteriores.

A lo largo del presente capitulo, cuando aparezca un concepto seguido de otro entre paréntesis
precedido por “resp.” (respectivamente), daremos por entendido que es posible intercambiar-
los para formar una nueva Definicion, Teorema, etcétera, dependiendo del contexto en el que
aparezca.

1.1. Inconexion aciclica e inconexion libre de (5 en digrafi-
cas

Sea Z, el conjunto de enteros médulo n e I, = {1,2,...,n}. Una grdifica G = (V(G), E(G)) es
definida sobre un conjunto de vértices V(G) y aristas E(G), si no existe confusién de cual gréfi-
ca se trata, entonces simplemente se denotardn por V' y E respectivamente, su orden or(G) es
el nimero de vértices que la componen, es decir or(G) = |V(G)|. Dos vértices son adyacentes si
existe una arista que los une, dos aristas son incidentes si tienen al menos un vértice en comun.
Una orientacion o direccion es la asignacion de un sentido a las aristas (entonces llamados arcos
o flechas). Una gréfica no orientada la consideraremos en general con ambos sentidos (bidireccio-
nada). Una digrdfica D = (V(D), A(D)) es una gréfica dirigida y es definida sobre un conjunto
de vértices V(D) y arcos A(D). Dados u,v € V(D), un arco que va de u a v la denotaremos
como uv € A(D). Una subgrdfica S (resp. subdigrafica) es una grafica (resp. digrafica) contenida
en la gréifica G (resp. digrafica D). Diremos que una subdigréfica C',, = (ug, uy, ..., Uy_1,Ug)
es un ciclo dirigido de longitud n si u;_yu; € A(D) para todo i € Z,, en particular si n = 3
6 n = 4, entonces diremos que son triangulos o cuadrados ciclicos respectivamente. Decimos que
D es aciclica si no contiene ciclos como subdigraficas. Si S C V(D), la subdigrdfica inducida
D[S] es definida como la digrafica con vértices S y arcos A(D[S]) = {uv € A(D) : u,v € S},
S es aciclico si D[S] es aciclica. Un conjunto de arcos de D es aciclico (resp. libre de C'3) si
no contiene ciclos (resp. tridngulos ciclicos). Mas generalmente, si D no contiene a P como
subdigrafica, entonces diremos que D es libre de P.




1.1 Inconexién aciclica e inconexién libre de (5 en digraficas 2

Si vu € A(D), diremos que u es ex-vecino de v y que v es in-vecino de u. A los conjuntos de
ex-vecinos e in-vecinos de v se denotaran por N* (v, D) y N~ (v, D) respectivamente, el ex-grado
e in-grado de v se definen como d* (v, D) = [N (v, D)| y d~ (v, D) = |[N~ (v, D)| respectivamente.
Una digrafica D es fuertemente coneza si para cada par u,v € V(D), existe una trayectoria de
w a vy una de v a u. Si s6lo garantizamos que hay una de tales trayectorias diremos que es
débilmente conexa. El nimero de componentes conexas (débiles) de una digrafica D se denota
por w(D).

Una gréfica es completa si entre cada par de vértices existe una arista entre ellos. Un torneo
T es una orientacién de la gréfica completa. El torneo T' es regular si d* (v, T) = d~ (v, T) para
cada v € V(T), T es semireqular si vg/é();)ﬂd*(v,T) —d (v, T)|} = 1. Un torneo de orden n

lo llamaremos n-torneo y lo denotaremos por 7T,,. Si T}, es regular entonces es de orden impar
y lo denotaremos por R,, similarmente si 7T, es semiregular entonces es de orden par y lo
denotaremos por SR,. El torneo transitivo T'T,, es el torneo aciclico de orden n.

Sea p una particiéon de V(D), un arco uv € A(D) se dice interno (resp. externo) si u 'y
v pertenecen a la misma clase (resp. distintas clases) de equivalencia de u; p es internamente
(resp. externamente) aciclica (resp. libre de 83) si el conjunto de arcos internos (resp. externos)
es aciclico (resp. libre de C'3). La funcién ¢ : V(D) — {¢; : i € I} es una r-coloracion que va
del conjunto de vértices de D a un conjunto de r colores distintos, ¢ se dird propia si utiliza
cada uno de los 7 colores. Una subdigrafica Dy de D esta bien coloreada si todo par de vértices
vecinos en Dy recibe distinto color. En general, si cada vértice de Dy recibe exactamente un
color distinto entonces diremos que es heterocromadtica y si todos los vértices son del mismo
color se dird monocromdtica. Dado v € V(D), al suponer que ¢(v) = ¢; con i € I, estaremos
hablando indiferentemente del i-ésimo color o de la i-ésima clase cromética a la que pertenece.

Una subdigrafica generadora Dy de D es llamada 8— transversal lineal (resp. 83—tmnsversal
lineal) de D si para todo ciclo dirigido (resg. tridngulo dirigido) v, se tiene que A(Do)NA(y) # 0.

Al conjunto de C'-transversales lineales (C s-transversales lineales) se denotara por 7r(D) (resp.
Trs(D)). Notemos que Dy € Tr(D) (resp. Dy € Tr3(D)) siy sélo si D\A(Dy) es aciclica (resp.
libre de C's).

Definicién 1.1. La inconexién aciclica & (D) de una digrafica D, se define como el maximo
numero de componentes conexas de la subdigrafica inducida de D al borrar un conjunto aciclico

de arcos, es decir
W(D) = méx{w(D\F) : F C A(D), F es aciclico}.

Proposicién 1.1. Las siguientes son definiciones equivalentes de o (D):
i) max{w(D\F): F C A(D), F es aciclico}.
ii) max{w(Dy) : Dy € Tr(D)}.
iii) La méxima cardinalidad de una particién de D externamente aciclica.

iv) El méximo nimero de colores de una coloracién propia de V(D) que no produce ciclos
dirigidos bien coloreados.

Demostracion. i) = ii). Sea F' C A(D) aciclico tal que i) se alcanza, sea Dy = D\ F, entonces
dado v un ciclo dirigido, se tiene que A(D\F) N A(~y) # 0, de lo contrario si fuera vacio,
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~v C F para todo ciclo dirigido 7, que es una contradiccién al hecho que F' es aciclico.
Luego Dy € Tr(D) siy sélo si D\ F es aciclica. Por lo tanto se tiene que

max{w(D\F) : F C A(D), F es aciclico} = max{w(Dy) : Dy € Tr(D)}.

ii) = iii). Sea k = méx{w(Dy) : Dy € Tr(D)}, entonces existen k componentes conexas
que proporcionan una k-particién de A(D). Como D\A(Dy) es aciclica, entonces dicha
particion es externamente aciclica.

iii) = iv). Sea p = {u1, po, ..., ur} una k-particion méxima externamente aciclica de D.
Sea ¢ : pu — {¢; 1 i € Iy} una k-coloracién propia definida por ¢(u;) = ¢;. Como pu es
externamente aciclica, entonces ningun ciclo dirigido esta bien coloreado.

iv) = i). Sea ¢ : V(D) — {¢; : i € I;} una k-coloracién propia de V(D) éptima, sea
F= {uv € A(D) Tu e 3071<Ci)7/0 € Soil(cj)ai 7'é j},

entonces F' es aciclico y k = w(D\F') es méxima.

Similarmente se tiene la siguiente

Definicién 1.2. La inconexion libre de 83, ﬁg,(D) de una digrafica D, es el maximo nimero
de componentes conexas de la subdigrafica inducida de D al borrar un conjunto de arcos libre

de ('3, es decir
Ts(D) = méx{w(D\F) : F C A(D), F es libre de C's).
Proposicién 1.2. Las siguientes son definiciones equivalentes de o 3(D):
i) max{w(D\F): FF C A(D), F es libre de 83}
il) méx{w(Dy) : Dy € Tr3(D)}.
iii) La maxima cardinalidad de una particién de D externamente libre de 83.

iv) El maximo nimero de colores de una coloracién propia de V(D) que no produce tridngu-
los dirigidos heterocromaticos.

Demostracion. Similar a la Proposicién 1.1. O

En lo sucesivo diremos que una particién es optima si bajo ciertas condiciones no es po-
sible aumentar el nimero de clases de equivalencia. Similarmente una coloracién es optima
(o mazximal) si realiza la inconexién aciclica (resp. la inconexién libre de 83) y es imposible
agregar un nuevo color sin inducir ciclos dirigidos bien coloreados (resp. tridngulos dirigidos
heterocrométicos).

Observacién 1.1. Para toda digrafica D se cumple que W (D) < W3(D).
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Si D es una digrafica, SC(D) denotara el conjunto de componentes conexas de D y D° la
subdigréfica inducida de D obtenida al borrar los vértices aislados.

Proposicién 1.3 (Proposicién 3.1 en [NL99]). La inconexién aciclica (resp. libre de 83) de

una digréfica D es la suma de la inconexién aciclica (resp. libre de C'3) de cada una de sus
componentes conexas, es decir

Z E? resp. 73 Z w)s

a€SC(D) a€SC(D)

Definicién 1.3 (Sumas de Zykov). Si D es una digrafica y o = {a;}iesc(p) es una familia
no vacia de digréficas disjuntas dos a dos, entonces la suma de Zykov o(a, D) es la digréfica
definida por

Vie(a, D)) = |J Vi),
1€V (D)

A(o(a, D)) = U Ala;) U{uv s u € V(ay), v € V(e), donde ij € A(D)}.
i€V (D)

Si los miembros de la familia a no son disjuntos dos a dos, entonces pueden sustituirse por
copias isomorfas del mismo de tal manera que la familia esta constituida por miembros disjuntos
dos a dos.

Definicién 1.4. La funcién 7 : o(«, D) — D definida por 7(«;) = i para todo i € V(D) es un
epimorfismo reflexivo, al cual nos referiremos como proyeccion natural de o(a, D) sobre D.

Definicién 1.5. Si o; = B para alguna digrifica B y para cada i € V(D), entonces a o(«, D)
la llamaremos la composicion de D y B y la denotaremos por D[B]. Si una digréfica no es
isomorfa a composicién alguna, entonces se dird simple.

Lema 1.1. Sea D una digrafica y « una familia no vacia de digraficas, si D y cada «; son
aciclicas, entonces o(«, D) es también aciclica.

Teorema 1.1 (Teorema 3.4 en [NL99] ). Sea D una digréfica y a = {a;}iev(p) una familia no
vacia de digraficas, entonces

W(o(a, D)) = méx {w(W") + Z 7(0@-)}

WeTr(D) =
J

(resp. ﬁg(a(a, D)) = ngé;%m {w(WO) + Z ﬁ:&(%’)}) ;

jed

donde J = V(D)\V(W°).

Demostracion. Este Teorema es un caso particular del Teorema 1.2 que se probara mas adelante.
O
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Definicién 1.6. Una digrafica D se dice @-aguda (resp. ﬁg—aguda) si
i) existe una r-coloracién propia éptima de V' (D),
ii) dicha coloracién tiene exactamente una clase cromatica singular y
iii) no existe otra r-coloracién propia que deje més de una clase cromdtica singular.

Proposicién 1.4 (Proposicién 3.6 en [NL99]). Si D es W-aguda (resp. Ws-aguda), entonces
tenemos las siguientes propiedades:

i) Si B es una digrafica, entonces

W(D[B)) = J(D)+ W(B)—1 (resp. W3(D[B]) = J3(D) + J3(B) — 1).

ii) Si B es W-aguda (resp. W3-aguda), entonces D[B] es también @-aguda (resp. Ws-aguda).

Demostracion. La Proposicion 1.6 se demuestra mas adelante y es la generalizacién de la Pro-
posicion anterior. O

Observacién 1.2. Sean D una digrdfica @-aguda (resp. ﬁg—aguda) y B una digrafica tales
que (D) =7y F(B) =s (resp. W3(D) =7y Fs(B) =s). Sean ¢ : V(D) — {¢; : i € I,}
y ¥ : V(B) — {c; : j € I} dos coloraciones propias éptimas respectivamente y tomemos la
composicién D[B]. Denotemos por B, a la copia isomorfa de B tal que 7(B,) = v € V(D),
donde 7 es la proyecciéon natural dada en la Definicion 1.4. Entonces una coloraciéon propia
optima

¢:V(D[B]) = {c;ud; i€l y,j€ L}

en la Proposicién 1.4, se obtiene de la siguiente forma:
» Si v no es el vértices singular y ¢(v) = ¢;, entonces ¢(B,) = ¢; para cada i € I,_;.
= Si v es el vértices singular y ¢)(u) = ¢}, entonces ¢(u) = ¢ para cada u € B, y cada j € .

Corolario 1.1. Sean {D;};c;, una familia no vacia de digraficas @-agudas (resp. W s-agudas),
entonces

3<D1[D2[~ - Dra[Dr]. L)) = Z ﬁ(Dz) —(r—1)

<resp. Ws(Dy[Dyf... Dry[D,] .. ]]) = Z Ws(D;) — (r — 1)) :

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion 1.4 y la Observacion 1.2. O
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1.2. Inconexién aciclica e inconexion libre de C5 en tor-
neos

Los torneos son una clase especial de digraficas ampliamente estudiados, cuyas areas de apli-
caciones comprende comparacién de experimentos, dominacion de sociedades animales, redes y
comunicaciones, poblacion y votaciones por mencionar algunos.

Lema 1.2 (Alspach). Si T es un torneo regular, entonces todo arco de 7" estd en un tridngulo
ciclico.

Demostracion. Sea uv € A(T) y sea n el orden de T'. Como

n—2 > |[N' (v, T)UN (u,T)| =d"(v,T) +d (u,T) — |[N"(v,T) NN~ (u,T)|
= n—1—|NT(v,T)NN (u,T)],

asi, [IN*(v,T) NN~ (u,T)| > 1, por lo que uv esté en al menos un tridngulo ciclico. O

Corolario 1.2. Si T es un torneo regular, entonces toda particiéon externamente libre de 83
de V(T') tiene a lo mas una clase singular de equivalencia.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que existe una particién g = {1, plo, . . ., fggym }
con al menos dos clases singulares de equivalencia. Tomemos dos particiones singulares p; = {u}
y pj = {v}, con i,j € Iz, e i # j. Supongamos sin pérdida de generalidad que uv € A(T),
entonces por el Lema 1.2 se tiene que uv estd en un triangulo ciclico, es decir existe w € py,
i # k # j tal que C'3 = (w,u,v,w) que es una contradicciéon al hecho de ser una particién
externamente libre de C'3. O

Observacién 1.3. Para todo torneo 1" se cumple que
2 < W(T) < Ws(T).

Definicién 1.7. Sean D una digrafica y (D) = &(D) + 1 (resp. &3 (D) = &3(D) + 1),
entonces @+ (D) (resp. Wi (D)) es el minimo niimero de colores necesarios, de tal forma que
para toda @+ (D)-coloracién (resp. @i (D)-coloracién) propia de V (D), existe al menos un ciclo

dirigido bien coloreado (resp. 83 heterocromético).
Definicién 1.8. Sea T un torneo, T se dird tenso si W3(T) = 2.

Observacion 1.4. Notemos que en la Definicién 1.7, ﬁ; (T') es una forma alternativa de calcular
la inconexién aciclica, ya que T es tenso si y sélo si Ws(T) = 2 siy sélo si W (T) = 3.

Definicién 1.9. Sea J C Z,\{0}, la digrdfica circulante (o rotacional) BH(J) es definida sobre
los conjuntos

V(Culd) = Zn,
ACo(J) = {ij:i,j€Zn, j—icJ)
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Notemos que 871({1}) es el ciclo dirigido Bn y si J C Zoni1\{0} tal que |J| = n, 82%1((])
es un torneo circulante siy sélo si |[{j,—j} N J| =1 para cada j € Zs,11\{0}. Recordemos que
una grafica (resp. digréfica) es transitiva en vértices si para todo par de vértices u, v existe un
automorfismo ¢ : V(T') — V(T), tal que ¢(u) = v. Este conjunto forma un grupo y es llamado
el grupo de automorfismos de un torneo circulante y es bien sabido que dicho grupo es transitivo
en vértices.

Sean J un conjunto de indices y P = {P;};c; un conjunto no vacio de digréficas conexas.
Una digréfica D se dird una P-digrdfica cuando D = P; para alguna P; € P. Un conjunto de
arcos S de una digrafica D se dird libre de P, si D no contiene una P-subdigrafica Dy tal que
A(Dg) C S. Una subdigrafica generadora W de D es una W-arco transversal de D, si para toda
P-subdigrafica I' de D, se tiene que A(Dy) N A(T') # 0. Al conjunto de P-arcos transversales de
D se denotard por Trp(D). Es claro que Dy € Trp(D) siy sélo si D\A(Dy) es libre de P.

P se dice o-adecuada si siempre que o(D, {;}icv(p)) sea libre de P, entonces D y cada o;
son libres de P.

Definicién 1.10. La inconexion libre de P de una digréfica D es definida como
W(D,P) =méx{w(D\F) : F C A(D), F es libre de P}.
Notemos que si Dy es una digrafica generadora de D, entonces & (D, P) < & (Do, P).
La siguiente Proposicién es una generalizacion de las Proposiciones 1.1 y 1.2.

Proposicion 1.5. Las siguientes son definiciones equivalentes de Z?(D, P):
i) max{w(D\F): F C A(D), F es libre de P}.
ii) max{w(Dy) : Dy € Trp(D)}.
iii) La méxima cardinalidad de una particién de D externamente libre de P.

iv) El méximo nimero de colores de una coloracién propia de V(D) que no produce P-
subdigréficas bien coloreadas.

Demostracion. i) = ii). Sea F' C A(D) tal que D[F] es libre de P y donde i) se alcanza, sea
Dy = D\F, entonces dada v una P-subdigréfica, se tiene que A(D\F) N A(vy) # 0, de lo
contrario si fuera vacio, v C F' para toda P-subdigrafica 7, que es una contradiccion al
hecho de que F es libre de P. Luego Dy € Trp(D) si y sélo si D\F es libre de P.

ii) = 1iii). Sea k = max{w(Dy) : Dy € Trp(D)}, entonces existen k componentes conexas
que proporcionan una k-particién de A(D) libre de P. Como D\A(Dy) es libre de P,
entonces dicha particién es externamente libre de P.

iii) = iv). Sea u = {p, p2, . . ., g } una k-particiéon maxima de D externamente libre de P.
Sea ¢ : pt — {¢; : 1 € I} una k-coloracién propia libre de P definida por ¢(u;) = ¢;. Como
it es externamente libre de P, entonces ninguna P-subdigréfica estd bien coloreada.

iv) = i). Sea ¢ : V(D) — {¢ : i € I} una k-coloracién propia libre de P de V(D),
sea F'= {uv € A(D) : u € o Y¢;),v € ¢ (c¢;),i # j}, entonces F es libre de Py
k = w(D\F) es maxima.

O]
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Teorema 1.2 (Teorema 6.2 en [NL99]). Sea D una digrafica y a = {a; }icv(p) una familia no
vacia de digraficas, si P es o-adecuada entonces

W(o(o,D),P) = max {w(WO) +)W(ay, P)} ,

WeTrp(D) =
donde J = V(D)\V(W°).

Demostracion. Tomemos a W € Trp(D), o) € Trp(a;) de tal forma que W(D,P)=wW)y
W(aj, P) = w(a’) para cada j € V(D). Sea ' = {}jev(p) ¥y notemos que

(e, D\A(o (o', W) = o({a;\A(a)) }ev(p), D\NAW))

y dado que D\A(W) y a;\A(a}) son libres de P, entonces o(a, D)\ A(o(a/,W)) es libre de P,
esto si y sélo si o(a/, W) € Trp( (a, D)) y es directo ver que

w(o(a/, W) =w(W°) + > w(a

jeJ

por lo tanto

W(o(a,D),P)> méx {w(Wo) + Zﬁ(aj,P)} :

WETTP(D) ]EJ

Sea ¢ : V(o(a, D)) — {ci : 1 € Ig(s(a,p)} Una W(o(a, D), P)-coloracién propia éptima
libre de P. Si para algin u € V(D), se tiene que «, no es monocroméatico y un color ¢, que
aparece en «, aparece también en algin «,, con u # w, borremos los vértices de color ¢, en
a, conservando sin alteracién a «,,. Repitamos dicho procedimiento hasta no obtener reducciéon
posible y dado que ningfm color y ningun «,, desaparece en el proceso, obtenemos una familia
no vacfa de digraficas o’ = {o, }uev(p) tal que o), C a, para cada u € V(D), y satisface que la
restriccién de ¢ en o(a/, D) es una o (o(a, D), P) coloracion propia. Sea I' una P-subdigréfica
en Dy para cada w € V(F) tomemos un vértice v,, € a,. Claramente existe una P-subdigrafica
I en o(a/, D) tal que V(I') = {v, : w € V(I)} y 7(T') = T, donde 7 es la proyeccién natural.
Dado que ¢ no deja P-subdigraficas, entonces existe un arco vymyvwr) € A(f‘) (por tanto
un arco u(Iw(I") € A(T)) tal que p(vyr)) = @(Vym)). Como el proceso de reducciéon ha
terminado, se sigue que O‘;(r) y Oéiu(f‘) son monocromaticos. Sea W una subdigrafica generadora
de D con A(W) ={uz € A(D) : () = ¢(c)}, entonces D\ A(W) es libre de P, por lo tanto
W € Trp(D). Obtenemos que para toda componente no trivial @@ de W, o({c’, }uev (), @) es
monocromatica. Por otro lado, el nimero de colores que aparecen en o/, es al menos g(au, P)
para todo vértice aislado u de W. Se sigue que

J(o(a,D),P) Sw(W°) + > W(a;, P

por lo que

W(o(a,D),P) < méx {w(WO) +) " W(ay, P)} .

WeTrp(D) =
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El siguiente resultado proporciona una herramienta para simplificar el calculo de la inco-
nexion aciclica en torneos, el cual afirma que no es necesario analizar todos los ciclos, basta
considerar los triangulos y cuadrados ciclicos.

Teorema 1.3 (Proposicién 6.3 en [NL99]). Para todo torneo T, se tiene que
F(T) = BT AT, Ta)).

Demostracién. La desigualdad o (T) < (T, {83, 64}) < W(T, 83) — Ws(T) es clara.

Mostremos ahora que o (T, {83,84}) < W(T). Sea ¢ : V(T) — {¢; : i € I+ (ry} una
WH(T)-coloracién de V(T), donde W+ (T) > 3. Entonces existe al menos un ciclo dirigido bien

coloreado C', = (ug,uq,...,ur—1,up). Tomemos dicho ciclo de longitud minima y supongamos
por contradiccién que r > 5. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢(ug) = ¢ y que
©(u1) = co. Tenemos los siguientes casos:

i) p(uz) = ¢1. Observe que ¢(us) # ©(ug).

» Si ugusz € A(T), entonces 8,,,2 = (ug,us, ..., ur_1,uy) estd bien coloreado, en con-
tradiccion a la seleccion de C). de longitud minima.

» Si ugug € A(T), entonces 84 = (up, u1, us, uz, ug) esté bien coloreado, que es una
contradicciéon similar al caso anterior.

ii) ¢(ug) # ¢;. Sin pérdida de generalidad supongamos que p(uy) = c3, entonces

» Si uwgug € A(T), entonces a_l = (ug,ug,...,U,_1,up) estd bien coloreado, que es
una contradiccién similar al inciso i).

» Si uguy € A(T), entonces 83 = (ug, u1, ug, ug) es heterocromdtico, que es imposible.

Asi, estos ciclos son de longitud menor a r que contradicen al hecho de que C, es de
longitud minima.

En todos los casos se obtiene un ciclo de longitud menor a r» > 5, por lo que concluimos que

DT AT, T < D(T). O

Corolario 1.3. Para todo torneo 7', ﬁ(T) es el maximo numero de colores de una coloracion
propia de V(T') que no produce {C'3, C'4} bien coloreados.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 1.3 y la Proposicion 1.1. O

La siguiente Definicién es una generalizacién de la Definicién 1.6.

Definicién 1.11. Una r-coloracién se dird P-dptima si realiza la inconexion libre de P. Una
digréfica D se dice P-aguda si

i) existe una r-coloracién propia de V(D) P-6ptima,

ii) dicha coloracién tiene exactamente una clase cromatica singular y
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iii) no existe otra r-coloracién propia que deje més de una clase cromdtica singular.

Proposicién 1.6 (Proposicién 6.4 en [NL99]). Supongamos que P es o-adecuada.

i) Si D es una digrafica P-aguda y B una digrafica, entonces

W(D[B],P) = W(D,P)+ W(B,P)—1.

ii) Si D y B son P-agudas, entonces D[B] es también P-aguda.

iii) Si 7" es un torneo circulante P-agudo y o = {®;}icv(r) es una familia no vacia de
digraficas, entonces
W(o(a,T),P)=W(T,P)+ I%ax{ﬁ(az, P)} —1.
i€
Demostracion.  i). Tomemos W € Trp(D), como D es P-aguda entonces tomemos una par-
ticién con el vértice singular u, por lo que J = V(D)\V(W?®) = {u}, asi W° = V(D)\{u}
y w(W°) = &(D, P) — 1. Por otra parte como D[B] = o(a, D) y cada a; = B, entonces
por el Teorema 1.2 tenemos que

W(D[B],P) = méx {w(W°)+Zﬁ(aj,P)}

WeTrp (D) s

= mix {w(D,P)—1+d(B,P)} =4 (D,P)+J(B,P)—1.

WGTTP(D)

ii). Supongamos por contradiccién que existen al menos 2 vértices singulares u,v € V(D[B])
(en copias distintas de B). Sea 7 la proyeccién natural de D[B] sobre D y denotemos
por B, (resp. B,) a la copia isomorfa de B tal que n(B,) = u (resp. 7(B,) = v). Sea
¢ : V(D[B]) — {¢ : i € I.} una coloracién propia P-éptima con r > 3 y supongamos
sin pérdida de generalidad que p(u) = Ay ¢(v) = R. Notemos que como u (resp. v) no
estd en ninguna P-subdigréfica, entonces para cada w € V(B,,) (resp. w € V(B,)), se tiene
que w tampoco esta en ninguna P-subdigéfica, por lo que podemos asignar ¢(B,) = Ay
¢(B,) = R sin inducir P-subdigraficas bien coloreadas, por lo que u y v serfan vértices
singulares en w(D[B]) = D, que es una contradiccion al hecho de que D es P-agudo. La
Observacién 1.2 es valida para digraficas P-agudas y nos proporciona una coloracién con
un vértice singular, por lo que D[B] es P-aguda.

iii). De manera similar a i), si W° = V(D)\{u}, entonces J = V(D)\V(W°) = {u} y
w(W°) = W(D, P) — 1. Ademés notemos que
méx  {w(W°) + (g, P)} = w(W°) + méx{ & (a;, P) : i € V(T)},

WeTrp(D)

por lo tanto
Do D).P) = w(W)+ mix (T P)}

— W(T,P)+ méx {d(a;, P)} — 1.

1€V (T)
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Proposicién 1.7. Sea T un torneo y S C V(T'), entonces
T(T) < T(T[S]) + D (T[T\S])  (vesp. Ta(T) < Wi(T[S]) + Ta(T[T\S])).

Demostracion. Sea ¢ : V(T) — {¢; : i € I} una r-coloracién propia éptima (es decir libre de
{83, 84} bien coloreados). Es claro que |o(T[S])] < W (T[S]) v |o(T[T\S])| < & (T[T\S]),
por lo que

G(T) = |o(T[S]) U(TIT\S))| < lo(T[S])] + | (T[T\S])|
< W(T[S]) + S (T[T\S)]).

Se prueba de manera analoga para s O

Corolario 1.4. Sean T un torneo, v € V(T) y T' = T[T\{v}] tal que W(T") = r (resp.
Ws(T') =r). Sea ¢ : V(T') = {c¢; - i € I} una r-coloracién propia 6ptima, entonces

W(T)<r+1 (resp. W35(T) <r+1).

Maés atn, si para todo 83 = (v, uy,u2,v)y 84 = (v, w1, wa, w3, v), con u;, w; € V(T'), i € I
y j € I5 se cumple que p(u1) = p(u2) y o(w1) = p(ws) 6 p(w2) = p(ws), entonces

W) =r+1 (resp. F3(T) =r+1).

Demostracion. Notemos que al vértice v se le puede asignar un color (r + 1) distinto a los
existentes sin inducir {83,84} bien coloreados. De manera andloga se cumple para Wy al

restringirse a analizar sélo los C's. O]

Observaciéon 1.5. En general no necesariamente se sostiene la igualdad en la Proposicion
1.7, por ejemplo para el torneo regular circulante de orden 5, R = C'5(/2) que es tnico salvo

isomorfismos, se probard més adelante que ﬁg(ag,(IQ)) = ﬁ(85(1'2)) = 2, pero para S = {0, 1},
W(T[S])) = W(T[T\S]) = 2 se tiene que

B(Call) < B(Co) + B({0.1}) = 4,
que es una cota sobrada.

Observacién 1.6. Dado un torneo T, para probar que o (T) = r (resp. &3(T) = r), es
suficiente con probar que (T) < r (resp. W3(T) < r) y exhibir una r-coloracién propia
libre de {83, 4} bien coloreados (resp. libre de 83 heterocrométicos), es decir éptima, de tal
manera que se sobrentiende que @ (T) (resp. W3(T)) se alcanza exactamente en 7.



Capitulo

Inconexion Aciclica en Torneos Regulares

La tension en hipergraficas ha sido uno de los principales problemas que se han abordado
en los ultimos anos, sobre todo la tensién relacionada a los torneos regulares. Varios articulos
que han estudiado dicho tema, se han enfocado en probar que los torneos regulares que no son
composiciones son tensos y se ha probado que algunas clases especiales de torneos lo son. Este
problema es particularmente dificil de abordar debido a la gran cantidad de torneos regulares
que existen sin un patrén comun aparente. Se han obtenido resultados parciales sin que se hayan
logrado obtener resultados generales.

2.1. Tension en 3-graficas

En lo sucesivo daremos por entendido que al tomar una r-coloracion propia 6ptima, nos es-
taremos refiriendo a una r-coloracién propia libre de {83, 4} bien coloreados que realiza la
inconexién aciclica o una r-coloracién propia libre de 83 heterocrométicos que realiza la in-

conexion libre de 83, dependiendo del contexto en el que se encuentre. Como lo habiamos
mencionado anteriormente, denotaremos por REJ ) al j-ésimo torneo regular de orden 1.

Definicién 2.1. Sea T un torneo, una 3-grafica H3(T) = (V(T),73(T")) cuyo conjunto de
aristas es definido por 73(7") = {S C V(T) : T[S] = C'3}. El ndmero heterocromdtico hc(H)
de una 3-grafica H = (V, E) es el menor nimero de colores r de tal forma que cada coloracién
propia de V' deja al menos una 3-arista heterocromatica. 1" se dird tenso si he(Hs(T)) = 3, en
correspondencia con la Definicion 1.8.

Observacién 2.1. Sea 7' un torneo y ﬁ;(T) — W3+ 1 como en la Definicién 1.7. Notemos
que el nimero heterocromético de una 3-grafica Hy(T) = (V(T), 75(T)) coincide con W3 (T),
es decir he(Hs(T)) = & (T) (para los detalles sobre tensién de 3-graficas véase [ABNL92]),
asi Hs(T) es tensa si y sélo si W3 (T) =3 siy sélo si J5(T) = 2.

Por simplificacién, si j € I,,, definamos al conjunto I,, ; = (I, U{2n+1—35})\{j}. Recordemos

12
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que un torneo circulante 82n+1(<] ) es definido sobre los conjuntos
V(82n+1(<])) = Zopta,
A(Conar (1)) = {ij:i,j € Zops, j—i € J).

tal que J C Zon 1 \{0} v |JN{J,—7}| = 1, para cada j € Zs,,1. Un torneo circulante es regular
y su grupo de automorfismos actia transitivamente en el conjunto de vértices.

Proposicién 2.1 (Proposicién 3.3 en [NL99]). La composicién de digréaficas (resp. torneos)

circulantes es una digrafica (resp. un torneo) circulante.

Demostracion. Sean 82T+1(K) y 828+1(J) dos digraficas circulantes. Sea
H = C orinyoerny(2r + 1)J U (K + (2r + 1) Is11))

y probemos que 82r+1(K)[825+1(J)] ~ H. Searw: H — 82r+1(K) el epimorfismo reflexivo
definido al tomar a 7(i) como el residuo de ¢ médulo (2r+1). Notemos que para cada j €
V(BZTH(K)), se tiene que 771(j) = j + (2r + 1) 55, induce una copia isomorfa de Cozy1(J).
Si m71(j)m1(4") es un arco en H, entonces ii’ € A(H)gara cada i € 7 1(j) ed € 7 1(j), lo

que prueba que 7 es la proyeccién natural de H sobre Co,41(K).
Si 8QT+1(K) y 825+1(J) son dos torneos, es facil ver que 82T+1(K)[825+1(J)] es también
un torneo. O

Teorema 2.1 ([NL99], Teorema 4.11). Sea n > 2, entonces
) T (Canni(L) = Ds(Canna(L) = 2
i) D (Canir(Fng)) = Ba(Conra(lny)) = 2. siempre que (n, ) # (4,2).
iii) @(Co(ls)) = Ta(Colla)) = 3.

Observacion 2.2. El Teorema 2.1 nos dice que si al construir el torneo circulante, volteamos
un arco entonces todo torneo de la forma C'9,41(1, ;) es tenso salvo el isomorfo a C'3[C'3], ya
que por la Proposicién 1.4 se tiene que s(C'3[C'3]) = 3. En [GSNLOO] se demuestra que si
se voltean dos arcos entonces todo torneo circulante es tenso, salvo los isomorfos a C'3[C's],
85[83] y por supuesto 83[63] En la Figura 2.1 se muestra una coloracién propia éptima de

9(I42) y su isomorfismo como composicién, en donde los arcos més gruesos significan, por
ejemplo, que dados u € {0,3,6} y v € {1,4,7}, entonces uv € A(Bs[gg])

Recordemos que un torneo T es simple si no es isomorfo a composiciéon alguna. Notemos
que por la Proposicion 1.4, si T" no es simple entonces T no es tenso. En base a esto y a la
Proposicién 2.1, Neumann-Lara formulé la siguiente Conjetura sin llegar a publicarla.

Conjetura 2.1 (Neumann-Lara). Todo torneo regular es simple si y sélo si es tenso.

De esta Conjetura se sabe que la suficiencia es cierta, pero la necesidad no ha podido ser
demostrada o refutada. Esta misma conjetura ha sido reforzada fuertemente con los resultados
parciales obtenidos en [L1007], [NLO], [GSNLO0O] y [LINLO7] de clases especiales de torneos que
son tensos.
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GOWOB \g/

Q——0O Q—9Q Q—0Q
5 4 8 5 7 4

Figura 2.1: Torneo R\" = C(I,5) = C5[Cy).

2.2. Tension en torneos regulares

En lo sucesivo nos enfocaremos en probar que todos los torneos regulares simples de orden
menor o igual a 9 son tensos. Notemos en el Cuadro 2.1 el crecimiento exponencial del niimero
de torneos regulares no isomorfos en funcién de su orden’.

Orden del torneo 315(71] 9 11 13
No. de torneos no isomorfos | 1 | 1 | 3 | 15 | 1223 | 1495297

Cuadro 2.1: Numero de torneos regulares no isomorfos de orden dado.

Definicién 2.2. Sean T" un torneo y {u,v} € V(7T), decimos que {u,v} forman un par domi-

nante si
Nt (u, T)UN*(v,T) U{u,v} = V(T).

La grdfica de dominacion dom(T) es la gréfica definida sobre los conjuntos
V(dom(T)) = V(T),
A(dom(T)) = {uv:{u,v} forman un par dominante}.

Observaciéon 2.3. Equivalentemente, un par dominante {u, v} se puede definir como aquellos
que cumplen que

Nt (u, T\{u,v}) = N~ (v, T\{u,v}).

Definicién 2.3 ([NLOJ). Sean T" un torneo y S C V(7T'), decimos que u,v € V(D) son discor-
dantes médulo Sy lo denotamos por u|v (méd S), si

N+(U,S\{U,U}) - N_(U,S\{U,U}) y
N~ (u, S\{u,v}) = N*(v,S5\{u,v})

'En [CD] se puede encontrar una base de datos sobre torneos.
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w /_\ v
M

Py (u) Py (u)
Pj(v) Py (v)
-

Figura 2.2: El torneo Ty el par dominante {u,v}.

Proposicién 2.2 (Lema 6 en [NLOJ). Si T es un (2n+1)-torneo regular y u,v € V(T'), entonces
el torneo residual T" = T[T\{u, v}] es regular si y sélo si u|v (méd T).

Demostracion. Es claro que al borrar el conjunto {u,v} al torneo T', a cada w € V(T)\{u, v}
se le ha quitado un ex-vecino y un in-vecino, es decir d*(w,T") = d=(w,T") =n — 1, esto si y
sélo si N (u, T") = N~ (v, T") y N~ (u,T") = N*(v,T") si y s6lo si ulv (méd T). O

Teorema 2.2. Sean 7" un torneo regular, {u, v} un par dominante y 7% = T[T\ {u,v}]. Si T" es
tenso, entonces 1" también es tenso.

Demostracion. Sea T un (2n + 1)-torneo regular, entonces por la Proposicién 2.2 se tiene que
el torneo residual 7" = T'[T\{u,v}| es un (2n — 1)-torneo regular. Supongamos que 7" es tenso
y sea ¢ : V(T") — {A, R} una 2-coloracién propia 6ptima. Definamos los siguientes conjuntos:

Pr(u) = {fweV(I"):weN"(u,T)y¢w)=ct,
P (u) = {lweV(T):we N (u,T)y ¢(w)=c}.

Notemos que Py (u) = Pt (v), Pi(u) = Py (v), Py (u) = Pg(v)y Pg(u) = Py (v) y que son
disjuntos dos a dos (véase la Figura 2.2). Supongamos por contradiccién que 7' no es tenso, es
decir ﬁg(T) > 3, por lo que existe una 3-coloracién propia 6ptima ¢ : V(T) — {A, R, V'}. Por
hipétesis se tiene que ningun vértice de 7" es de color V, por lo que ¥(u) =V 6 ¥(v) = V. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que uv € A(T) y que ¥(u) = V.

Observemos lo siguiente:

i) Para cada w; € Py (u) y wy € Pjt(u), se tiene que wywy € V(T”), ya que en caso contrario

3 = (u, wy, wy, u) serfa heterocromatico. Se tiene un caso similar para cada w; € Py (u)
+
y wy € Py (u).



2.2 Tensién en torneos regulares 16

ii) Por construcciéon P, ( ) y P (u) no pueden ser vacios al mismo tiempo. Se tiene un caso
similar para Py (u) y Pg(u).

iii) P, (u) y Pg(u) no pueden ser vacios al mismo tiempo, pues serfa una contradiccion a la
regularidad de 7. De manera similar se cumple lo mismo para Py (u) y P (u).

iv) Por los incisos ii) y iii) tenemos que

» Si Py (u)
» Si Pl(u) =

6 P+(u) =0, entonces Pj (u) # 0y Py (u) # 0.

0
0 6 Pg(u) =0, entonces Py (u) # 0y Pg(u) # 0.

Por el inciso iii) tenemos que ¢ (v) € {A, R}, de lo contrario 83 = (u,v,w,u) seria hete-
rocromatico para w € P, (u) 6 w € Pg(u). Por lo tanto ¢(v) = V, que es una contradiccién
a iv), dado que para w; € Py (u), wy € Pf(u), ws € P (u) y wy € Pi(u) se tendria que de

3 = (v, wy,wy,v) 6 C's = (v, w3, wy,v) al menos uno seria heterocromético. Por lo tanto tal
coloracién no existe y se prueba que 7' también es tenso. O

Observacién 2.4. El Teorema anterior es un caso particular del expuesto en [LIO07] donde
se demuestra la tension en tipos especiales de torneos regulares y se exponen conceptos como
moldes mansos (véase [NLO]) y torneos amplios.

Figura 2.3: Torneos regulares de orden 7.

Teorema 2.3. Para cada n <9, el torneo regular simple R,, es tenso.
Demostracion. Dividamos la demostracion de acuerdo al nimero de vértices.
Caso n=3. Es claro que 73(83) = 2, por lo que es tenso.

Caso n=>5. El torneo regular R5 = 85(12) es Unico salvo isomorfismos y es un torneo circu-
lante. Por el Teorema 2.1 tenemos que es tenso.
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Caso n=7. Existen 3 torneos regulares no isomorfos de orden 7 a los cuales nos referiremos
como Ré(l), Rg) y R;‘g’) (véase la Figura 2.3). Notemos que los dos primeros son los circu-

lantes C'7(I3) y C'7(I33), este ultimo también llamado de Paley o de residuos cuadrdticos
(véase [R04]) y por el Teorema 2.1 se tiene que son tensos. El tercero es también llamado

W, y notemos que R = Rgg) [ R$3)\{4, 3}]. Por el Teorema 2.2 tenemos que es tenso.

Caso n=9. Existen 15 torneos regulares de orden 9, de los cuales 3 son circulantes (Figuras 2.1
y 2.4). Para Rél) se tiene por el Teorema 2.1 inciso iii) que 33(6’9(14,2)) = ﬁg,(Cg[CgD =3,
que 1o es tenso por ser composicién. Para los dos restantes se tiene que @3(Co(Iy)) = 2

y 33(89(1474)) = 2 que son consecuencia del mismo Teorema en los incisos i) y ii)
respectivamente.

0 0

\ [ /
GOW‘?) GOW‘3

@———0o @———0o
15) 4 5 4
a) RY = Cy(1y). b) RY = Cy(1,4)

Figura 2.4: Torneos circulantes tensos de orden 9.

Notemos que para cada torneo Rg) con 4 < i < 12 (véase las Figuras en las paginas
siguientes), es posible encontrar un par dominante en V(Réi)) y el torneo residual resultante
es isomorfo a algin torneo de orden 7, los cuales son todos tensos. Luego por el Teorema 2.2
resultan ser tensos. En la Tabla 2.2 se muestran los pares dominantes que se pueden traducir

como aristas de dom(Rgi)) y el 7-torneo regular residual.

Solo falta analizar aquellos torneos que no son circulantes y que tampoco es aplicable el
Teorema 2.2.

Para el torneo R(gl?’), supongamos por contradiccién que no es tenso, por lo que existe una
3-coloracion propia éptima v : V(Rél3)) — {A, R, V'}. Supongamos sin pérdida de generalidad
que ©(0) = A, entonces ¥(4) = A 6 ¥(4) = R.
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Torneo Pares dominantes Torneo residual‘
R {0,8), {1,7},{1,8},{3,6},{4,5} | Wiy, Wo, Wy, Cr(I3), Cr(I3)
RV (1,8} Co(Iss)
Ry {1,8},{2,6}, {3,5} Wo, Co(Is), Wy
Ry’ {1,7},{2,5}, {4, 6} Wo, Wo, Wi
R {2,7},{4,5} Wo, Wo
Rég) {074}’{177}7{278}7{376}7{4’ 5} W0’87([3)787([3)787([3)>W0
R {0,4}, {4,5} C1(I33), Cr(Is3)
Ry {1,7}.{4,5} Wo, W
R{" {2,5} W

Cuadro 2.2: Los 9-torneos y su 7-torneo residual.

0 0
o

WO TR
GC\WOi% 60W03

Q—— O Q—— O
5 4 5 4
Torneo Ré4) Torneo Rés)

Caso ¢(4) = Ay ¥(1) = A. Tenemos los siguientes subcasos.

» Si¢(2) = R, dado u € {3,6,8} 6 u € {5,7} tenemos que ¢(u) # V, de lo contrario

3 = (1,2,u,1) 6 C'3 = (2,4,u,2) seria heterocromdtico respectivamente. Por lo

tanto V' & {1(3),1(5),¢(6),9(7),%(8)} y asi V = 0, que es imposible. Por lo que
concluimos que 9(2) # R.

» Si¢(3) =R, dado u € {2,5} 6 u € {6,7,8} tenemos que ¥(u) # V, de lo contrario

3 = (L,u,3,1) 6 C'5 = (0,3,u,0) seria heterocromatico respectivamente. Por lo

tanto V' & {4(2),4(5),4(6),¢(7),9(8)} v asi V' = ) que es imposible. Por lo que
concluimos que ¥ (3) # R.

» Si ¢(5) = R, entonces V & {1(2),1(3),4(6)} y por los incisos anteriores llegamos

a que ¥({2,3}) = A, lo cual nos lleva a que V' & {u(7),%(8)}, de lo contrario

dado u € {7,8}, C'3s = (3,u,5,3) serfa heterocromético, que es una contradiccién.

Asf (5) # R.
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Torneo Réﬁ) . Torneo Rs()7) .

» Si 9(6) = R, entonces V & {1(5),1¢(8)}, de lo contrario 83 = (1,5,6,1) 6 83 =
(4,8,6,4) seria heterocroméatico, V' & {¢(2),4(3)}, de lo contrario dado u € {2,3}
se tendria que C's = (0,u,6,0) seria heterocromdtico. Por lo tanto ¥(2) = Ay
asi ¥(7) # V, por lo que V = (), que es imposible. Asi ¢(6) # R.

» Si¢(7) = R, entonces V & {¥(2),%(5)}, de lo contrario para u € {2,5} se tendria
que C'3 = (4,7,u,4) serfa heterocromatico. Dado u € {6,8} se tiene que (u) # V,
de lo contrario C'3 = (1,7, u,1) serfa heterocromatico y finalmente ¢(3) # V, de lo
contrario 83 = (0,3,7,0) serfa heterocromético. Por lo que V' = () que es imposible.
Asi (7) # R.

» Si¢(8) = R, entonces V' & {1(6),1(7)}, de lo contrario 83 = (4,8,6,4) 6 83 =
(1,7,6,1) serfa heterocromético respectivamente. Dado u € {2,3}, se tiene que
Y(u) # V, de lo contrario 83 = (0,u,8,0) seria heterocromatico. Por lo tanto
¥(3) = Ay asi ¥(5) # V, ya que en otro caso 63 = (3,8, 5, 3) serfa heterocromatico,
por lo que V' = ) que es imposible. Asi ¢)(8) # R.

De los puntos anteriores se concluye que R = (), que es una contradiccién al hecho de ser
una coloracién propia. Finalmente tenemos que (1) # A.

Caso ¢¥(4) =Ay ¢(1)=R. Dado u € {3,8} 6 u € {5,7} se tiene que ¥(u) # V, de lo
contrario gg = (1,4,u,1) 6 C'3 = (0,1, u, 0) seria heterocromatico respectivamente. Luego

Ve {¥(2),¥(6)}.

» Si(2) =V, entonces ¥(8) & {A, R}, en otro caso dado u € {0, 1}, 83 = (8,u,2,8)
serfa heterocromaético. Por lo que ¢ (8) no perteneceria a clase cromética alguna, que
es imposible. Asi 9(2) # V.

= Si(6) =V, entonces ¥(5) € {A, R}, en otro caso dado u € {1,4}, 83 = (6,u,5,6)

serfa heterocromaético. Por lo que ¥(5) no perteneceria a clase cromética alguna, que
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Torneo Rés). Torneo Rég).

es imposible. Asi 1(6) # V.

Por lo tanto V' = (), que es imposible y asi 1/(1) # R. Con el caso anterior tenemos
finalmente que ¥(4) # A.

Caso ¥(4) = R. Notemos que para u € {5,7,8}, ¥(u) # V de lo contrario 83 = (0,4, u,0)
serfa heterocromadtico. Luego ¥(8) € {A, R}.

» Siy(8) = A, dado u € {1,6} se tiene que ¢ (u) # V, de lo contrario 83 = (4,8,u,4)
serfa heterocromadtico. Asi V' € {¢(2),1(3)}.

e El caso ¥(2) = V es imposible, ya que al suponer lo contrario tendriamos que
»(5) € {A, R}, pues 83 = (2,4,5,2) 6 83 = (3,8,5,3) seria heterocromético.
Luego 1(5) no pertenece a ninguna clase cromética.

e El caso ¢(3) =V es también imposible, en otro caso 1(6) ¢ {A, R} pues 83 =
(3,6,4,3) 6 C'3 = (0,3,6,0) seria heterocromdtico, contradiccién similar al punto
anterior.

Por lo tanto llegamos a que 9(8) # A.

» Si ¥(8) = R, entonces dado u € {1(2),1(3)}, se tiene que ¥(u) # V, de lo contrario
83 = (0, u, 8,0) serfa heterocromatico. Asi V' € {4(1),4(6)}.
e Si (1) =V, entonces ¥(5) € {A, R}, de lo contrario 83 =(1,7,8,1) 6 83 =
(0,1,7,0) serfa heterocromético. Por lo tanto ¥ (5) no pertenece a ninguna clase
cromatica que es una contradiccién.

e Si¢(6) =V, entonces ¥(3) € {A, R}, de lo contrario 83 = (3,6,4,3) 6 83 =
(0, 3,6,0) serfa heterocromético, que es una contradiccién similar al inciso ante-
rior.

Por lo tanto llegamos a que 1(8) # A y que ¢(4) # R.
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De los puntos anteriores se concluye que dicha 3-coloracién 1) no existe y por lo tanto
Rgl?’) es tenso.

En la demostracion anterior se expone a detalle las contradicciones a las que se llegan y
sus consecuencias, pero en las siguientes demostraciones se omitiran algunos comentarios sobre
dichas contradicciones, pero se sobrentendera que al llegar a alguna contradiccién, el caso en
cuestién se sabré falso.

. - . (14) .

Al igual que la demostracion anterior, supongamos que Ry ~ no es tenso y que existe una

3-coloracién 1 : V(Rél4)) — {A, R, V'} propia 6ptima. Supongamos sin pérdida de generalidad
que ¥(0) = A. Entonces ¥(4) = A6 ¢(4) = R.

Caso ¢(4) = Ay ¥(1) = A. Tenemos los siguientes casos:

Si (2) = R, entonces V' & {¥(3),1(5),¢(7),%(8)}, por lo que ¥(6) = V. Note-
mos que (3) € {A, R}, de lo contrario 83 = (2,3,6,2) 6 83 = (0,3,6,0) seria
heterocromatico. Por lo tanto ¢(2) # R.

Si ¥(3) = R, entonces V' & {1(2),1(6),¢(7),%(8)}, por lo que ¥(5) = V. Note-
mos que (8) ¢ {A, R}, de lo contrario 83 = (4,8,5,4) 6 83 = (3,8,5,3) seria
heterocromatico. Por lo tanto ¢(3) # R.

Si ¥(5) = R, entonces V' & {1(2),¥(6),4(7),1(8)}, por lo que ¢(3) = V. Notemos
que (8) ¢ {A, R}, de lo contrario C'3 = (0,3,8,0) 6 C'3 = (3,8,5) seria hetero-
cromético. Por lo tanto ¢(5) # R .

Si ¢(6) = R, entonces V' & {1(2),%(3),%(5)} y con los puntos anteriores tenemos
que ¥(2) = A. Ast V & {4(7),%(8)} y por lo tanto V = 0.

Si ¥(7) = R, entonces V' & {1(2),%(3),%(5)} y con los puntos anteriores tenemos
que ¥(5) = A. As{ V & {4(6),%(8)} y por lo tanto V = (.
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» SiY(8) = R, entonces V' & {1(2),1(3),¢(5)} y con los puntos anteriores tenemos
que ¥(2) = A. As{ (6) £V y (7) # V y por lo tanto V = .

Caso ¢(4) = Ay ¥(1) = R. Notemos que V' & {¢(5),4(6),v(7),%(8)}, lo cual implica que
Ve {4(2), w(3)}é que es imposible, de lo contrario ¥(8) ¢ {A, R} ya que dado u € {2,3},

tendriamos que C'3 = (1,4, 8,1) 6 C's = (u, 4, 8, u) serfa heterocroméatico respectivamente.

Caso ¢(4) = R. Notemos que V & {1(6),9(7),1(8)}.

= Supongamos que ¥(8) = A, por lo que V' & {¢(1),4(5)}.

e Si(2) =V, entonces (5) € {A, R}, en caso contrario 83 =(0,2,5,0) 6 83 =
(2,5,4,2) serfa heterocromético respectivamente.

e Si 9(3) = V, entonces ¢(2) # A. Por lo que ¢(6) = A, lo cual nos lleva a
que ¥(2) ¢ {R,V}, de lo contrario 83 = (2,3,6,2) 6 83 = (2,3,4,2) seria
heterocromatico respectivamente.

= Supongamos que ¥(8) = R, por lo que V & {¢(2),4(3)}.

e Si (1) = V, entonces R & {¢(5),1(6)}, por lo que ¥(6) = Ry (5
Entonces tenemos que 1(2) € {A, R}, de lo contrario C's = (2,5,6,2) 6
(0,2,5,0) serfa heterocromético respectivamente.

—~

(0,2,5,0) serfa heterocromético respectivamente.

Supongamos que Rém) no es tenso y que existe una 3-coloracién ) : V(Réw)) — {A, R, V}
propia 6ptima. Supongamos sin pérdida de generalidad que (0) = A, entonces (4) = A

6 1(4) = R.

Caso 9(4) = Ay (1) = A. Tenemos los siguientes subcasos:
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= SiY(2) = R, entonces V & {(3),1(5),1(6),¢(7),1(8)}, por lo que V = ().
= Si(3) = R, entonces V & {1(2),1(5),1(6),1(7),1(8)}, por lo que V = ().
)

» Si ¢(5) = R, entonces V' & {¥(2),¢(3),1(6),¥(7)}, por lo que ¢(8) = V. Por
otra parte ¥(7) € {A, R}, de lo contrario 83 (5,8,7,5) 6 8 (2,8,7,2) seria
heterocromaético.

» Si(6) = R, entonces V' & {¢(2),1(3),9(5)}, por lo que ¢(3) = A. Por otra parte
V & {(7),%(8)} y por lo tanto V = 0.

» Si¢(7) = R, entonces V' & {1(5),1(5),1(6)}, por lo que ¥(2) = A. Por otra parte
¥(8) # V y por lo tanto V = ().

» Si9(8) = R, entonces V' & {¥(2),%(3),¢(5),v(6)}, por lo que ¢(2) = A. Por otra
parte ¥(7) # V y por lo tanto V = ().

Caso ¢¥(4) = Ay (1) = R. Notemos que V ¢ {1(3),4(5),4(6),¥(7),%(8)} y por lo tanto
¥(2) = V. Pero ¢(8) ¢ {A, R}, de lo contrario 8 (1,2,8,1) 6 83 = (0,2,8,0) seria

heterocromatico respectivamente.
Caso ¢(4) = R. Notemos que V & {¥(5),¢(7),1(8)}.

» Supongamos que ¥(8) = A, por lo que V' & {¢(1),1(6)}.
e Si(2) =V, entonces ¢(7) € {A, R}, en caso contrario 83 =(2,4,7,2) 6 83 =

(2,8,7,2) serfa heterocromético respectivamente.
e Si Y(3) = V, entonces (1) = R, por lo que ¢(6) ¢ {A, R}, de lo contrario
3=(1,6,3,1) 6 C'3=(3,8,6,3) seria heterocromético respectivamente.

» Supongamos que ¥(8) = R, por lo que V' & {1(2),1(3)}.

< <
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e Siy(1) =V, entonces ¢(5) = R, por lo que ¢(6) € {A, R} de lo contrario 83 =
(1,6,5,1) 6 C'3 = (0,1,6,0) seria heterocromético respectivamente. Por lo tanto
»(6) =V, pero (2) € {A, R} de lo contrario 83 =(2,6,5,2) 6 83 =(0,2,6,0)
seria heterocromético respectivamente.

e Si Y(6) = V, entonces ¥(2) = A, pero ¥(5) € {A, R} de lo contrario 83 =
(5,8,6,5) 6 C's = (2,6,5,2) serfa heterocromatico respectivamente.

]

Con este Teorema damos evidencia que la Conjetura 2.1 es cierta para estos casos especiales,
pero se ignora la respuesta para torneos regulares de mayor orden, es decir, si existen torneos
regulares simples que no sean tensos. Hasta el momento la evidencia apunta a la veracidad de
la Conjetura, pero sigue siendo un problema abierto de gran interés y dificultad enorme, que
se ha contestado parcialmente. Quien esta interesado en consultar los origenes y la definicion
general de la tensién en k-gréficas, puede consultar [ABNL92] y [ABNLO95].



Capitulo

Solucion a un Problema Sobre Inconexion
Aciclica

Anteriormente se ha mensionado que dado un torneo T', se cumple que & (T) < &5(T). El
principal objetivo del presente capitulo es el de responder a la pregunta:

;Qué tan grande puede ser | (T) — W3(T)|?.

En lo siguiente propondremos algunos ejemplos de familias infinitas, que son generalizaciones
del ejemplo propuesto por Neumann-Lara en [NL99|, para los cuales ﬁ(T) < ﬁg(T) se cumple.
Mas aun, respondemos afirmativamente al siguiente problema:

Problema 3.1 (Problema 6.6 en [NL99]). ;Existen torneos T para los cuales W(T) = 2 e
W3(T) es arbitrariamente grande?.

3.1. Cuatro familias infinitas especiales

En este capitulo exhibimos algunos resultados acerca de la inconexion aciclica, propondremos,
describiremos y demostraremos algunas propiedades sobre las familias B, U, £ y J, para ello
haremos uso de los siguientes resultados.

En lo sucesivo denotaremos simplemente por i al conjunto {(i,1),(,2)} con ¢ € N. Sean
Ton = (I, X I, A(Ts,)) y Dy, = (I, A(D,,)) un torneo de orden 2n y una digréfica de orden
n respectivamente, asociados de la siguiente forma: Sea 7 : V(Ty,) — V(D)) un epimorfismo
reflexivo, definido por

(i) =1, (3.1)
con las siguientes propiedades
(,1)(i,2) € A(Tsn), (3.2a)
Si ij, ji € A(D,), entonces A(C'4 = ((3,1), (G, 1), (,2), (G, 2), (i, 1)) C A(Tsn), (3.2b)
Siij € A(D,)y ji & A(D,,), entonces uv € A(Ty,), donde u €iy v € j. (3.2¢)

Si se cumplen (3.2a) y (3.2b), entonces T'[{i,j}] = SR, y de manera similar, si se cumplen
(3.2a) y (3.2¢) entonces T'[{i,j}] = TT,. En otras palabras, si tenemos un arco doble en D,,

25
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entonces es la imagen de un 4-torneo semiregular y si es un arco simple, entonces es imagen de
un 4-torneo transitivo (que son unicos salvo isomorfismos, véase la Figura 3.1).

| @ >@; —>

T T(J, 1)
o @ (j,2)
(4,1) T T (4, 1)
o @(j,2)

Figura 3.1: El epimorfismo 7({i,j}) = {4,7}, T{i,j}] = SRy y T[{i,j}] = TT,.

Daremos por entendido que si estamos hablando de i en el contexto de alguna digréfica D,,,
entonces es el vértices resultante de haber aplicado el epimorfismo reflexivo descrito en (3.1) al
conjunto i = {(4, 1), (¢,2)}, y si hablamos de i en el contexto de algtin torneo 7,,, serd el conjunto
antes dicho. Similarmente se define el conjunto i+j = {(: + 7,1),(: + 7,2)}.

Proposicién 3.1. W (SR,) = W3(SRy) = 3.

Demostracion. Sea SR, como en la Figura 3.1. Es claro que la tnica coloraciéon propia 6ptima

¢ : V(SRy) — {A, R,V} es la siguiente:

A siue{(i,1),(4,2)},
Sp(u) = R siu= (Zy )7
Vo siu=(j1),

y es imposible agregar un cuarto color. O

3.1.1. La familia ‘B
Definamos la familia de torneos 8 = {7}, : n > 8} como sigue. Sea

o 2m si n es par,
| 2m+1 sinesimpar.

Construyamos la digrafica asociada D,,, = (V(D,,), A(D.,)), definida sobre los conjuntos
V(D) = L, Ud(x),
donde ‘
5(x) = { ) sines par,

{x} sin esimpar,
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Figura 3.2: Digrafica Dg asociada al torneo Ty; € *B.

ADy) = {ij:1=0,3(méd 4), 3<i<j<m}juU{l3,24}U{i(i —1):i=0 (méd 2)}
U{jisi=1,2(méd4), 1<i<j<m, (i,7) & {(1,3), (2,4} Ua(x),

donde

o) = 1) si m es par,
| {xi,gx:i=1,2 (mdéd 4), 7 =0,3 (méd 4)}  si es n impar.

El torneo T,, = (V(T,), A(T},)) es construido sobre los conjuntos

V(T,) = (Inx I2)Ud(x),
A(T,) = {W_l(ij) 11,§ € V(Dm)},

donde la funcién 7 : V(T,,) — V(D,,) es un epimorfismo reflexivo de T, en D,,, definido de la
siguiente forma

_Ja siv € i,
m(v) = { 5(x) siv=d(x),

que cumple sobre A(7),) las propiedades descritas en (3.2). La Figura 3.2 muestra la digrafica
Dg asociada al torneo T77.

Observacion 3.1. Notemos la simetria en D,, entre ¢ — 1 e ¢ para cada i par, esto es debido
a que el grupo de automorfismos actia simétricamente, es decir, si ¢ : V(D,,) — V(D,,) es un
automorfismo tal que ¢(i — 1) = 4, entonces toda coloracién se comporta de la misma manera
en los vértices pares e impares (salvo el color que se les haya asignado).
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Proposicién 3.2. Sea Ty € B, entonces 3(Tx) = 2.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que ﬁg(Tg) > 3, por lo que existe una 3-coloracién
Y V(Ty) — {A, R,V} propia éptima, es decir libre de 83 heterocromaéticos.

Notemos que Tg[{1,2}] = SR,y T5[{3,4}] = SR,, entonces por las Proposiciones 1.7 y 3.1,
se tiene que |¢({1,2})| < 3. Consideremos los siguientes 3 casos:

Caso i) [¢({1,2})| = 3. Por la Proposicién 3.1, la tnica 3-coloracién para Tg[{1,2}] libre de
3 heterocromadticos es

Dado v € 4, se tiene que ¢(v) ¢ {R,V'}, en caso contrario 83 = ((1,2),(2,2),v,(1,2))

6 83 =((1,1),(2,1),v, (1, 1)) seria heterocromético respectivamente y por lo tanto ¢)(4) =
A. Por otra parte, dado v € 3 y u € 4, entonces ¥(v) & {A,R,V}, de lo contrario
83 = ((1,2),v,(2,1),(1,2)), 83 = ((1,2),v,u,(1,2)) 6 C'3 = ((2,2),u,v,(2,2)) serfan
heterocrométicos respectivamente, por lo que 1(4) no pertenecerian a clase cromatica
alguna, que es imposible.

Caso ii) [¢({1,2})| = 2. Existen 4 subcasos a considerar

» SiYp(l) = Ay (2) =R, dado v € {3,4}, 1(v) # V de lo contrario para w € 1y
u€ 2, C'5 = (w,u,v,w) serfa heterocromdtico.

- SUP({(LD, D)) = Ay 9({(1,2),2.2)}) = R, dado v € {3,4}, se tiene que
¥(v) # V, en otro caso C'3 = ((1,1),v,(2,2),(1,1)) 6 C5 = ((1,2),v,(2,1),(1,2))
seria heterocromatico respectivamente.

» Siy({1,(2,1)}) = Ay ¥((2,2) = R, dado v € {3,4}, ¢¥(v) # V, de lo contrario

5 = ((1,1),v,(2,2),(1,1)) 6 C'5 = ((1,2),(2,2),v,(1,2)) seria heterocromético
respectivamente.

» Si({1,(2,2)}) = Ay ¥((2,1)) = R, dado v € {3,4}, ¢¥(v) # V, de lo contrario

5 = ((1,2),v,(2,1),(1,2)) 6 C'5 = ((1,1),(2,1),v,(1,1)) seria heterocromético
respectivamente.

Caso iii) |¢({1,2})| =1. Si¥({1,2,3,4}) = A, entonces ({3,4}) = {R,V} y debido a que
Ts[{1,2}] = T5[{3,4}], resulta similar a ii).

Por lo tanto tal 3-coloracién 1 no existe, por lo que se concluye que 83(T ) = 2. Tomemos
¢ : V(T3) = {A, R} una 2-coloracion propia éptima (no necesariamente tnica) definida como

{ A sive{1,3},

P =R sive (24}
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Corolario 3.1. & (Ty) = 2.

Demostracién. Es inmediata de la Proposicién anterior, ya que 2 < W (Ty) < W3(Tx) =2. O

Proposicién 3.3. Sea Ty € B, entonces W (Tp) = 2.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que ﬁ (Ty) > é)or lo que existe una 3-coloracién

Y @ V(Ty) — {A,R,V} propia 6ptima, es decir libre de 84} bien coloreados. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que ¥ (x) = A y notemos que por la construcciéon de B,
To[{1,2,3,4}] = Ty € B. Por el Corolario 3.1 tenemos que |[¢(Ty[{1,2,3,4}])| = 2, es decir
¥({1,2,3,4}) ={R,V} y que |¢({1,2})| < 2. Consideremos los siguientes casos:

Caso i) [¢({1,2})] = 1. Si ¥({1,2}) = R, entonces existe v € {3,4} tal que ¥(v) = V, pero
dadou € {1, 2}, tendriamos que C's = (*,u, v, x) 6 C'3 = (x, v, u, *) seria heterocromético.

Caso ii) [¢({1,2})| = 2. Existen 4 casos a considerar.

. Si (1) = Ry ¢(2) =V, se induce un C'q = ((1,1),(2,2), (1,2),(2,1),(1,1)) bien

coloreado.
= Si({(1,1),(2,1)}) = Ry v({(1,2), (2, 2)}) = V, entonces para v € 3 se tiene
que ¥(v) € {R,V}, de lo contrario 8 %, (1,2),v,%) 6 83 = (x,(1,1),v,*) seria

heterocromatico respectivamente, por lo que 3 no pertenece a clase cromatica alguna,
que es una contradiccién al hecho de ser una coloraciéon propia.

» Si({1,(2,1)}) = Ry 9¥((2,2)) =V, dado v € 4 se tiene que ¥(v) € {R,V},
de lo contrario 83 = (%,(2,2),v,%x) 6 C3 = (%,(2,1),v,*) serfa heterocromético
respectlvamente que es una contradicciéon similar al inciso anterior.

» Si({1,(2,2)}) = Ry ¥((2,1)) = V, dado v € 4, se tiene que ¢¥(v) & {R,V},
de lo contrario 83 = (%,(2,1),v,%x) 6 C3 = (%,(2,2),v,*) serfa heterocromético
respectivamente.

Por la Observacién 1.6 para probar que ﬁ(T o) = 2, basta exhibir una coloracién propia libre

de {83, 84} bien coloreados donde se alcance la inconexién aciclica. Sea ¢ : V(Ty) — {A, R}
una 2-coloracién definida por

[ A siv={x},
plv) = { R sive {1,234},
que es una coloracién optima. O

Teorema 3.1. Sea T,, € 2B, con n > 8, entonces

Ta(Ty) =n — {%J —4 (3.3)

donde el simbolo |-| denota el entero menor o igual.

Demostracion. Seanr =n—|2] -4y ¢ : V(T,) = {¢; : i € I,} una r-coloracién propia 6ptima
como se define en cada caso.
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Caso 1) n =0 (méd 4). La prueba es por induccién sobre el nimero de vértices.

= Para el caso base de inducciéon n = 8, por la Proposicion 3.2 se tiene que
8
Ws(Ts) =8 — M —4=2

= Supongamos que el Teorema se cumple para T),_4 y mostremos que se cumple para
T, es decir

Ds(T,) = n—EJ A= (n—4)— {”;1 1

_ ((n ) - V ; 4J - 4) +3=W3(Ths) +3. (3.4)

Observemos que si n = 0 (méd 4), entonces || = |2] para cada i € I3. Por la
construccién de B, notemos que T,,[T,\{n-1,n}| =T, , y T,,[{n-1,n}] = SR,. Por
las Proposiciones 1.7 y 3.1, tenemos que

W3(T,) < F3(Taos) + W3(SRy) = W3(Tho) + 3.

Por la Observacién 1.6, para probar que &s(T,) = &3(Th_4) + 3, basta exhibir una
r—coloracién propia éptima. Sea

¢ sived{l,3},
p(v) =1 ¢ sive {24},
e stv=(i,7),k=l+j—i(méd3),5<i<n,3<k<r par,
(3.5)
lo que prueba que ﬁ;;(Tn) se alcanza en ﬁg(Tn,él) + 3.

Caso 2) n =1 (méd 4). Por construccién tenemos que T, [T, \{*}] = T),_1, al agregar el vérti-
ce {x}, entonces por el Caso 1) y el Corolario 1.4 tenemos que @s(T},) < &3(Th_1) + 1.
Sea

¢ sive{1,3},
o siv e {2,4},
) =19 siv=(i,7), k=1+j—i(méd3),5<i<n 3<k<r—1,1par,
¢ siv={x},
(3.6)
que es una r-coloracién propia optima, y por la Observacion 1.6 se tiene lo deseado.
Notemos que (3.3) se cumple de igual forma como en (3.4).

Caso 3) n =2 (méd 4). Tenemos que T,,[T,\{(n,2)}] = T,,_1 al hacer {*} = (n, 1) y agregar
el vértice (n,2). Por el Caso 2) y el Corolario 1.4 tenemos que «3(7,) < ﬁg(Tn,l) + 1.
Sea

¢ sive{l,3},
o sive {24},
ev)=<¢ ¢ stv=(4,)),k=l+j—i(méd3),5<i<n—1,3<k<r—21par,
¢ siv=(n,1),
¢ siv=(n,2),
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que es una r-coloracién propia 6ptima. Notemos que (3.3) se cumple de igual forma como
en (3.4).

Caso 4) n =3 (méd 4). Notemos que T,,14[T,\{*}] = T, al agregar el vértices {*}, entonces
por el caso 3) y el Corolario 1.4, se tiene que &3(T}) < &s(Th_1) + 1. Sea

(¢, sive{1,3},
oy siv e {24},
g stv=(i,7),k=1l+j—i(méd 3),5<i<n—-1,3<k<r—3,1par,
Cr_g siv=(n,1),
¢ siv=(n,2),

L o siv={x},

que es una r-coloracién propia optima.

En las Figuras 3.3 y 3.4 se muestran la digrafica auxiliar D7 y el torneo T3 € B respectiva-
mente con una coloracién propia libre de C'3 descrita en (3.6). Notemos que esta coloracién no

es libre de 84, por lo que una coloracién propia libre de { C's, C';} es cuando {2, 4}, pertenecen
a la misma clase cromética que {1, 3}. O

Q—9
5 6

Figura 3.3: Digrafica auxiliar D7 € *B.

Observacion 3.2. Para Ty € B, la coloracién dada en (3.6) es unica, salvo el color que se les
haya asignado.

Teorema 3.2. Sea T,, € 2B, con n > 9, entonces
W(T,) = &s(T,) — 1.

Demostracion. La prueba se sigue de manera similar a la del Teorema 3.1 tomando como base
la Proposicién 3.3. Sean 1’ = W3(T,) —1 = n — 2] =5y :V(T,) = {¢ :i€ Iy} una

r’-coloracién propia libre de {83, 84} bien coloreados definido en cada caso.

Caso 1) n =0 (méd 4). La prueba es por induccién sobre el nimero de vértices.
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Q@ (4.1)

31 @

Figura 3.4: Torneo Ti3 € B con ws3(T) =6y &(T') = 5.

=Tyy

» Para el caso base de induccién n = 12, notemos que T13[{1,2, 3,4, (5,2)}]

por las Proposiciones 1.7 y 3.3 y el Teorema 3.1, tenemos que

= Ws(Ty) — 1.

|-

12
4
= Supongamos que el Teorema es valido para T,,_4 y mostremos que

D) < T(Ty) + D(Co) =4 =12 — {

W (Tp_y) + 3.
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Por la construccién de la familia 9B, tenemos que 7,[T,\{n-1,n}] = 7,4 y que
T,[{n-1,n}] = SR,. Por las Proposiciones 1.7 y 3.1 llegamos a que

W(T,) < D (Tpos) + F(SRy) = & (Tp_y) + 3.

() ¢ sive{l1,2,3,4},
LA B siv=1(,7), k=1+j—1i(mdd 3),5<i<n,2<k<r,I[par,

que es una 1’-coloracién propia libre de {83, 84} bien coloreados y por la Observa-
cion 1.6, se prueba la igualdad. Notemos que esta coloracién tiene un color menos
que (3.5), por lo que se prueba también que & (T},) = &3(T,) — 1.

Caso 2) n =1 (méd 4). Por construccién tenemos que T, [T, \{*}] = T,,_1, al agregar el vérti-
ce {x}. Por el Caso 1) y el Corolario 1.4 tenemos que & (T},) < & (Th_1) + 1. Sea

¢ sive{l,2, 3,4},
ov)=<¢ ¢ stv=(4,j),k=l+j—i(mdéd3),5<i<n,2<k<r" —1,1par,
¢ siv = {x},

que es una r’-coloracién propia éptima, y por la Observacién 1.6 se tiene lo deseado.
Notemos que (3.7) se cumple.

Caso 3) n =2 (méd 4). Por construccién tenemos que T, [T, \{(n,2)}] = T,,_1, al hacer {x}
(n,1) y agregar el vértice (n,2). Por el Caso 2) y el Corolario 1.4 tenemos que & (T},)
W(Th_y) + 1. Sea

¢ sive{l,2, 3,4},

Ch siv=(i,j), k=l4+j—i(méd 3),5<i<n,2<k<r" —2 [par,
¢_1 stv=(n,1),

¢ siv=(n,2),

IA I

p(v) =

que es una r’-coloracién propia éptima. Notemos que (3.7) se cumple.

Caso 4) n =3 (méd 4). Notemos que T, 14[T,,\{*}] = T,,_1 al agregar el vértices {*}, entonces
por el Caso 3) y el Corolario 1.4, se tiene que &(T},) < & (T)_1) + 1. Sea

¢ sive{l,2,3,4},
Ch siv=(i,j), k=l4+j—i(méd 3),5<i<n,2<k<r" —3, [par,

e(v) =1 ¢v_g siv=(n,1),
¢y siv=(n,2),
¢ siv={x},

que es una r’-coloracién propia éptima.
0

Notemos que la coloracion en el Teorema 3.1 es libre de 83, pero no de 84, lo que nos lleva
a que la coloracién en el Teorema 3.2 tiene que tener al menos un color menos. En la Figura
3.5 podemos observar la relacién entre la inconexion aciclica (denotado con %) y la inconexién

libre de 83 (denotado con *) para los primeros n-torneos en la familia 8.
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Observacién 3.3. El caso n = 8 se excluye, debido a que 2 < & (Ty) < @3(Ts) = 2, por lo
que no hay nada que probar.

Observacion 3.4. Notemos que en esta familia existe mas de una clase cromatica singular, por
lo que para cada n > 10, los miembros de *B no son ﬁ—agudos (resp. ﬁg-agudos).

Observaciéon 3.5. V. Neumann-Lara propone en [NL99] al torneo Ty como ejemplo para mos-
trar que o (Ty) < W3(Tp). En la Proposicién 3.3 y en el caso n = 9 del Teorema 3.1, damos
pruebas distintas a las ofrecidas por él.

W\ W3

11 F * %
10 * K Kk
9t * ok

8 | * ko ok

7F * *

6 I * K

5F * ko ox

4 * *

R * X%

2F % %

8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Figura 3.5: Crecimiento de J(7,) y @J3(71,), con T,, € B.

3.1.2. La familia g

Definamos la familia de torneos U como sigue. Dado n > 1, construyamos la digrafica auxiliar
Dypi1 = (V(Dans1), A(Dant1)), sobre los conjuntos

V(Dini1) = I U{x},

A(Dgpy1) = {ij:i=0,3 (méd4), 3<i<j<4n}U{i(i+2):i=12 (méd 4)}U
{ji:1=1,2(méd 4), 1 <i<j<dn, j—i#2}U{i(i —1):iespar}U
{xi,j*:1=1,2 (m6d 4), j =0,3 (mdd 4)}.

El torneo Tg,41 = (V(Tsn+1), A(Tsn41)) es construido sobre los conjuntos
V(Tsni1) = (Lan X I2) U {x},
A(Tgny1) = {m(ij) 1 4,j € V(Dant1)},
donde la funcién 7 : V(Tgpe1) — V(Dyni1) es el epimorfismo reflexivo definido de la siguiente

forma
i osived,
m(v) = { x siv={x},
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que cumple sobre A(Tg,1) las propiedades descritas en (3.2).
La familia U = {Tgp41 = (V(Tsn11), A(Tgns1)), conn > 1},

Teorema 3.3. Sea Ty, 1 € U con n > 1, entonces
33(Tgn+1) =2n+1.
Demostracion. La prueba es por induccién sobre n.

= Para n = 1, por el caso n = 9 del Teorema 3.1, el torneo Ty € U cumple que ﬁg(Tg) =
2(1)+1=3.

» Supongamos que el Teorema es valido para Tg(,—1)41, es decir ﬁg(Tg(n_l)H) = 2n — 1.
Notemos que por la construccién de la familia U, Ty, 11[Ts,41\{n-3,n-2, n-1,n}] = Ty,
y que Tg,+1[{n-3,n-2,n-1,n}|] = T;, Por la Proposicién 1.7 tenemos que

Wa(Tonp1) < Ws(Tons1[Tons1\{0-3,n-2,n-1,1n}]) + &3(Thns1[{n-3,n-2, n-1,n}))
= ﬁg(Tgn_7) + ﬁg(Tg) =2n—1+2=2n+1.

Lo que prueba que ﬁg(TgnH) < 2n + 1. Por la Observacién 1.6, tomemos
Q V(T8n+1) — {Ci NS IQn+1}

definida por

(3.8)

C; stive{i—2,i:1=0,3 (mod 4), 1 <i<2n},
o0~ { ( (mod 4) }

Cont1 S1 U = {x},

que proporciona una (2n + 1)-coloracién propia 6ptima, por lo que ﬁg(T snt1) se alcanza
en 2n + 1.

Teorema 3.4. Sea Tg, 1 € U con n > 1, entonces
d(TgnJrl) =n+1.
Demostracion. La prueba es por induccién sobre n.

= Para n = 1, se ha mostrado en la Proposicion 3.3 que el torneo Ty € U cumple que
D) =1 +1=2.

= Supongamos que ﬁg(Tg(n_I)H) =n — 1. Al igual que en la proposicién anterior, tenemos
que Tgni1[Tsni1\{n-3,n-2,n-1,n}] = Ty, 7 v que Tg,11[{n-3,n-2,n-1,n}| = Ty, Por la
Proposicién 1.7 tenemos que

W (Tons1) < W (Tons1[Tons1\{n-3,0-2, n-1,n}]) + & (Tsns1[{n-3,n-2, n-1,n}])

= T(Tar)+T(T)=n—14+2=n+1.
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Sea ¢ : V(Tgpy1) — {ci 2@ € 1,41} definida por

¢ sive{i—3,i—2,i—1,i:71=0 (méd 4), 1 <i<n},

Plv) = { Cny1 siv={x}, (3.9)

que proporciona una (n + 1)-coloracién propia libre de {83, 84} bien coloreados, por lo
que o (Typi1) se alcanza en n + 1.

]

Figura 3.6: Digrafica Dy asociada a Tig € 0.

Corolario 3.2. La familia U es 7—aguda y ﬁg-aguda.
Demostracion. El vértice {+} es singular en las coloraciones (3.9) y (3.8) respectivamente. [
Corolario 3.3. Sea Tg, 1 € U, entonces

|ﬁ3(Tgn+1) — ﬁ(Tgn+1)| — 00 cuando n — oo.

Como ya lo habfamos mencionado, Neumann-Lara propone en [NL99| al torneo Ty € U,
para el cual se ha demostrado que W(Ty) = 2y W3(Ty) = 3, y con esto demuestra lo siguiente.

Proposicién 3.4 ([NL99] Proposicién 4.3). Definamos TV = Ty y T+ = TW[T™)] entonces

DTy =241y F(TW)=n+1.
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Demostracion. La prueba es directa del Corolario 1.1, ya que

m,(T(”)):zn:z?g(Tg)—(n—U —=3n—n+1=2n+1

E?(TW)):i?(Tg)—(n—l):2n—n+1:n+1.
O

Notemos que con esta Proposicion y con la familia U llegamos a la misma propiedad en la
inconexién aciclica e inconexién libre de C's, pero con la diferencia que el torneo 7™ es un

9"-torneo contra un (8n + 1)-torneo en la familia ¥. La Figura 3.6 muestra un ejemplo de esta
familia de torneos.

3.1.3. La familia £

Sea la familia de torneos £ = {T5,.1 : n > 0} definida recursivamente como sigue.

i) T = Cs = (,(1,1), (1,2), #).
ii) Ton1 = (V(Tony1), A(Tony1)), para n > 2 definido por

V(Tong1) = V(Tan1) U{n} = (I, X Ir) U{x},
A(Tons1) = A(Top—1) U{u(n, 1), (n,2)u: vei, i€ l,_1} U{(n,1)(n,2),x(n,1),(n,2)*}.

A manera de ejemplo tomemos n = 2, y analicemos la forma de colorear esta familia.

Proposicién 3.5. Sea Ty € £, entonces W3(Ts) = & (T3) = 3.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que 73(T5) > 4, por lo que existe una 4-coloracién
propia libre de 83 heterocromaticos ¢ : V(T5) — {A, R, V,N}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 1(x) = A, entonces existen 2 casos.

Caso i) 9((1,1)) = A. Notemos que ¥((1,2)) # A, de lo contrario no tendriamos una colora-
cién propia, asi ((1,2)) = R, por lo que obligariamos a que ¥((2,1)) = V y ¥((2,2)) = N,
que induce un C'3 = (x*,(2,1),(2,2), ) heterocromdtico, que es imposible.

Caso ii) ¥((1,1)) = R. Es imposible, ya que si ¥((1,2)) € {A, R}, entonces ambos casos nos
conducen a que ¥((2,1)) = V y ¢((2,2)) = N, que induce un 83 = (%,(2,1),(2,2),%)
heterocromatico.

Por lo concluimos que @3(7T5) < 4. Sea ¢ : V(T5) — {4, R, V'} definido por

A siv={x},
p(v)=¢ R sivel,
V sive 2,
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que es una 3-coloracién propia libre de 83 heterocromaticos, por lo que ﬁg(T 5) se alcanza en

3. Notemos que esta misma coloracion es libre de {83, 4} heterocromaéticos, entonces por

el Teorema 1.3, esta coloracién es éptima. Por lo tanto Ws(Ts) = &(75) = 3. La Figura 3.7
muestra el caso anterior. O

Figura 3.7: Torneo 75 € £.

Teorema 3.5. Sea 15,1 € £, entonces ﬁ(TgnH) = ﬁg(TgnH) =n+ 1.
Demostracion. La prueba es por induccion sobre el nimero de vértices.
i). Para n = 1, se tiene que T3 = 83 y es claro que 33(83) =2

ii). Supongamos que W3(Thn_1) = n y mostremos que &s(Thni1) = n + 1. Supongamos
por contradiccién que existe una (n + 2)-coloracién propia libre de 83 heterocrométicos
Y V(Tapi1) = {ci i € Ingat.
Por hipétesis de induccion 83(T2n_1) = n, por lo que es imposible agregar un nuevo color,
entonces los colores ¢, 11 ¥ ¢,42 deben ser asignados en {(n, 1), (n,2)}, que es imposible,
ya que 83 = (%, (n,1), (n,2), x) seria heterocromatico. Luego C'3(T5,41) < n + 1.

Sea ¢ : V(Ty,41) — {ci i1 € 1,41} definida por
G siv €i, parai € I,
p(v) = { g

Cngp1 siv = {x},
que es una (n + 1)-coloracién propia libre de 83 heterocrométicos. Mas atn, es una (n + 1)-

coloracién propia libre de { C'3, C'4} bien coloreados, lo que muestra que Ws (Tons1) y ﬁg(TMH)
se alcanza en n + 1. La Figura 3.8 muestra la construccién del (2n + 1)-torneo, en la que los
arcos dobles indican la in-vecindad (resp. ex-vecindad) de toda la nueva copia isomorfa de SR,
que se agrega a Th, 1. O

Corolario 3.4. La familia £ es ﬁ—aguda y ﬁg—aguda.
Demostracion. El vértices {*} es singular tnico. O

A esta familia la podemos extender a la digrafica auxiliar de la siguiente familia que a
continuacion se describe.
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Figura 3.8: Torneo 15,1 € £.

3.1.4. La familia J

Definamos la familia J como a continuacion se descibe. Para cada n > 1, construyamos la
digréfica auxiliar Do, 11 = (V(Dapy1), A(Dapny1)) sobre los conjuntos

V(Dans1) = Ion U {*}
y
A(Dopry) = {ij:i,j=1(mé6d2), 1<i<j<2n—1}U{ji:j=i+2i=1 (méd2)}U
(jiti,j=0(méd2), 2<i<j<2nyU{ij:i=j+2i=0 (méd2)}U
{ij:i=0(méd 2), j#i—1}U{(i—1)i:i=1(mbd 2)} U
{xi,j%x:1=1 (méd 2), 7 =0 (méd 2)}.

El torneo Tyui1 = (V(Tuns1), A(Thns1)) es construido sobre los conjuntos

V(T4n+1) - (]2n X 12) U {*}7
A(T4n+1) = {W_l(ij) 1i,] € V(D2n+1)}>

donde la funcién 7 : V(Ty,11) = V(Dans1) es el epimorfismo reflexivo definido en (3.1)

W(“):{Z S1V €1,

x siv={x},
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*
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//IM\;\\ 0
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Figura 3.9: Digrafica Dy, asociada al torneo Ty, € J.

que cumple las propiedades sobre A(Ty,.1) descritas en (3.2). La Figura 3.9 muestra un ejemplo
de la digrafica auxiliar D1y asociada al torneo Ts;.

La familia 3 = {T4n+1 = (V(T4n+1)7 A(T4n+1)) n Z 1}

Observaciéon 3.6. La digrafica auxiliar Do, asociada al torneo T}, € J proviene del torneo
Toni1 € £ (omitiendo las etiquetas) al agregar el arco (i +1,7)(7,7), donde 1 < i <2ny j € I,
resultando el arco bidireccionado entre i e (i — 2) con 2 < i < n.

Teorema 3.6. Sea Ty, 1 € J con n > 3, entonces

ﬁS(Téln—i-l) =n.
Demostracion. La prueba es por induccién sobre n.

i). Para el caso n = 3, demostremos que ﬁg(Tlg) = 3. Supongamos por contradicciéon que
W3(Tis) > 4, por lo que existe ¢ : V(Ty3) — {A, R, V, N} una 4-coloracién propia éptima.
Como Ty3[{*,1,2,3,4}] = Ty y T13[{*,3,4,5,6,}] = Ty con Ty € B, entonces por el
Teorema 3.1 en el caso n = 9, tenemos que |1(T13[{*,1,2,3,4}])| < 3, por lo que tenemos
los siguientes casos.

» Si YP(Ti3[{*,1,2,3,4}]) = {A, R, V}, por la Observacién 3.2, la tnica coloracién

posible es
A siv={*},
$lu)={ R siv={12},

vV osiv={34},
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por lo que existe v € {5,6} tal que ¥(v) = N, pero si v € 5, entonces 83(u,v,w, u)
es heterocromatico donde v € 1, w € 3. Si v € 6, entonces 83(% w,v,u) es hetero-
cromatico, donde u € 2 y w € 4, que es imposible.

» Si(Ti3[{*,1,2,3,4}]) = {A, R} entonces ¥(T13[{5,6}]) = {V, N}, que es imposible
ya que C'3(x,v,u,*) con v € 5y w € 6 serfa heterocromético de cualquier forma que
se 2-coloree a T3[{5,6}].

» El caso ¥(T13[{*,1,2,3,4}]) = A se reduce al primer caso.

ii). Supongamos que el Teorema se cumple para n—1, es decir 33(T4n_3> = n—1 y mostremos
que wg(ﬂnﬂ) = n, supongamos por contradiccién que ﬁg(TMH) > n+ 1, por lo que
existe ¢ : V(Tyns1) — {¢i 1@ € I,11} una (n + 1)-coloracién propia éptima. Por hipétesis
de induccién tenemos que ﬁg(ﬂn,g) =n — 1 y es imposible agregar un nuevo color, por
lo que los colores ¢, y ¢, 41 deben ser asignados en Ty, 1[{n-1,n}] = SR, que es imposible
ya que C'3(*,v,u,%*) con v € n-1 y u € n, serfa heterocromatico de cualquier forma que
se 2-coloree. Por lo tanto W;;(TMH) < n.

Sea
c1 siv={x},
p(v) =1 ¢ sive{l,2,3, 4}, (3.10)
¢; sive{i—1,i}, parai par, 4 <i <n,
que proporciona una n-coloracion propia 6ptima, lo que prueba que ﬁg(T ins1) se alcanza
en n.

]

Observacion 3.7. El caso n = 2 se reduce a Ty € B y es un caso especial que no satisface la
conclusion del Teorema anterior.

Observacién 3.8. Notemos que en la Figura 3.9, al aplica la imagen inversa 7 —!(D;;) y obtener

el torneo Ty, la coloracién dada en (3.10) es libre de 83, pero no de 84, por lo que E)(Tﬂ)
debe ser mucho menor. Esto lo podemos enunciar con el siguiente

Teorema 3.7. Sea Ty, ;1 € J con n > 1, entonces
W (Tyny1) = 2.
Demostracion. La prueba es por induccién sobre n.

i). El caso n =1 es obvio ya que si 1(x) = A, entonces de cualquier forma que se 2-coloree
a {1,2}, se tendria un C's = (%, v, u, *x) heterocromatico, para algin v € 1 y algin u € 2.

ii). Supongamos que el Teorema se cumple para n— 1, es decir 73(T4n_3) = 2 y supongamos
por contradiccién que ﬁg(T in+1) > 3, por lo que existe una 3-coloracién propia éptima
Y V(Tyny1) = {A, R, V}. Por hip6tesis de induccién tenemos que ﬁg(TM_g) = 2yesim-
posible agregar un nuevo color, por lo que el color V' debe ser asignado en Ty, 15[{n-1,n}],
pero como Ty, y5[{*,i-1,i,n-1,n}] = Ty € B para 1 < i < n — 1, entonces tenemos que
|(Tyns5[{*,i-1,1,n+1,n+42}])| = 3, que es una contradiccién a la Proposicién 3.3. Por lo
tanto ﬁg(ﬂn%) = 2. Asi tenemos que 33(T4n+1) < 2y es directo ver que 73(T4n+1) = 2.



3.1 Cuatro familias infinitas especiales 42

Sea

co siv €E€i, conié€ Iy,

p(v) = { e sio = e, (3.11)

que es una 2-coloracion propia éptima.

Corolario 3.5. La familia J es ﬁ—aguda y Z?g—aguda.

Demostracion. Notemos que {*} en (3.10) y en (3.11) es un vértices singular tnico. O

Corolario 3.6. Sea Ty, 1 € J, entonces

|E>3(T4n+1) — ﬁ(T4n+1)| — 00 cuando n — oo.

La familia J nos proporciona uno de los resultados que consideramos de mayor interés en
este trabajo, como ya se ha comentado, responde de manera afirmativa al problema planteado
en [NL99] (Problema 6.6). Una consecuencia directa de esta familia es el siguiente Teorema que
es un resultado de especial interés.

Teorema 3.8. Para todo par de enteros r, s con 2 < r < s, existe un torneo 7" tal que ﬁ(T) =r

y W3(T) = s.

Demostracion. Sea k =s—r ysea k = ki + ko + ...+ k,._1 una descomposicién de k en r — 1
sumandos no negativos.

Observemos que para cada n > 3, ¢ : J — N es una biyeccién definida como sigue: Dado
Tyni1 € J, asociamos el orden de T}, con su inconexion aciclica, es decir

p(4n+1) =n.
Sean Tk, +2)+1> La(kot2)415 - - - s La(ky—o+2)+1> La(kr_142)+1, (1 — 1) torneos donde
T4k2 1:{83 siki:(),
(hit2)+ Thki42)+1 €T sik; > 1.

Sea T el torneo resultante de la composicién de los (1 — 1) torneos, es decir
T = Ty +2)+1 [ Tagkar2)+1 1 - - [Tagh o241 [Tack,_i+2)1]] - - )

Notemos que ﬁ(T4(ki+2)+1) =2y ﬁg(T4(ki+2)+1) = k; + 2, para cada i € I,_; y debido a que
Jes 7-aguda y ﬁg—aguda entonces por el Corolario 1.1, se tiene que

W) =20r—1)—(r—2)=r

Similarmente para o 3(7T)

r—1

ﬁg(T):Z(ki+2)—(r—2):iki—i-?(r—l)—(r—Z):s.

i=1



3.1 Cuatro familias infinitas especiales 43

Observacién 3.9. Como la composicién de torneos no es necesariamente conmutativa, entonces
T depende de la descomposicion de k, por lo que el Teorema 3.8 nos proporciona

()

formas diferentes de hacer la composicién.
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