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1. INTRODUCCION

1.a. Introduccion sobre Control

La teoria del control comienza a mediados del siglo XIX cuando el funcionamiento de
reguladores mecdnicos comenzaba a ser andlizados de una manera matemdtica. Aquellos
reguladores actuaban de una manera estable si todas las raices de los polinomios caracteristicos
estaban contenidas en la parte izquierda del plano complejo. Hoy en la teoria de control diversos
aspectos de estabilidad estdn presentes.

La teoria de control ha estado fuertemente ligada con las matemdticas a partir de la mitad del

siglo pasado y ha tenido considerable influencia sobre el cdiculo de variaciones, la teoria de
ecuaciones diferenciales y la teoria de procesos estocdsticos.
Los sistemas de control automdtico, que tienen sus origenes en la mds remota antigledad han
sustentado sus raices en las matemdticas aplicadas y se estdn convirtiendo, de manera mds
creciente, en componentes esenciales y criticos de cualquier sistema dindmico. El control es una de
las pocas disciplinas que trasciende las fronteras de los campos fradicionales de la ingenieria
(mecdnica, eléctrica, quimica, nuclear, etc.)

El enfoque de Poincaré (finales del siglo XIX) al estudio de problemas dindmicos répidamente se
popularizé y se vino a conocer como método del espacio de estado. Asi el concepto de estado se
hace dominante en el estudio de los sistemas dindmicos. Las variables de estado representan pues la
minima cantidad de informacién que nos resume todo el pasado dindmico del sistema y es todo lo
que necesitamos conocer para poder predecir su evolucidn futura frente a cualquier senal de
entrada que le apliquemos.

La utilizacion del tratamiento del espacio de estados condujo répidamente a una comprensidon
profunda de los problemas cientificos y matemdticos del control y se puede considerar que su
infroduccién marca la emergencia de este como una disciplina cientificamente madura.

Por los cuarentas, ingenieros eléctricos, mecdnicos y quimicos fueron disenando inventos de
control automdtico en sus respectivos campos para llegar usando métodos muy similares en
diferentes rutas y esbozados bajo terminologias completamente diferentes. Aunque al principio no
habia conexidn entre esos desarrollos, fue reconocido gradualmente que los conceptos tenian una
base comun y para el final de la segunda guerra mundial, vino a aparecer una teoria que era
elegante matemdticamente vy universal. En los Ultimos cuarenta anos el control por retroalimentacién
ha evolucionado de un arte a la disciplina de una ciencia, la cual cruza las fronteras extendidas del

diseno, desarrollo y produccidon por una parte y de las matemdaticas por el otro.

De hecho, a principios de los sesentas, Bellman decia:



“ la teoria de control ha emergido como una disciplina matematica que puede existir
independientemente de sus aplicaciones”.

La teoria del control automdtico ha dado testimonio del constante esfuerzo hacia el
incremento de la velocidad vy la precisibn. Métodos de respuesta frecuencial fueron desarrollados
basados en los esfuerzos de Black, Nyquist y Bode en el diseno de amplificadores de retroalimentacion
electréonicos. Usando estos métodos que ahora son clasificados bajo el rublo de Control Clasico, fue
posible llevar a cabo tanto el andlisis como la sintesis de sistemas de lazo cerrado de una manera
sistemdtica basados en respuestas frecuenciales de lazo abierto. En el curso del tiempo, estos
métodos formaron los fundamentos de la teoria del control por retroalimentacion y llegado a
adecuarse idealmente para el diseno de sistemas lineales de tiempo invariante. En los cincuentas y
sesentas con el desarrollo de la tecnologia espacial, el problema de control por retroalimentaciéon
crecid y se hizo mds complejo. Requerimientos estrictos de precisién, peso y costo de las aplicaciones
espaciales apresurd el crecimiento de nuevas técnicas para el disefio de sistemas de Control Optimo.

Modelos con mas de una variable dependiente aparecieron cominmente y anunciaban la era
del Control Multivariable. Finalmente, la inevitable presencia de ruido tanto en las variables de
entrada como en la salida aparecido por la estdtica de las soluciones para los problemas de
estimaciéon y control. Y el campo de prueba de una mezcla de técnicas de control con aquellas que
estaban bien establecidas. Asi la solucién del problema del Regulador Gaussiano Cuadrdtico Lineal
usando el principio de separacion y el desarrollo del filtro Kalman llegan a ser hechos sobresalientes
en el campo en los sesentas.

AUN cuando los mas grandes esfuerzos fueron hechos en la precisién del control. Los modelos
lineales no fueron a menudo encontrados ser de gran validez y mds descripciones de precision del
proceso fueron necesarias. Los modelos simples del proceso tenian que ser reemplazados por unos
mas complejos y consideraciones de incertidumbre en las entradas, valores de pardmetro y estructura
del sistema incrementaron su aparicion en el cuadro. La importancia en el disefo de controladores
rdpidos y precisos cambio la atencion del control automdtico hacia dreas tales como los Sistemas

Adaptativos, Sistemas Auto-optimizables y Sistemas Auto-organizables.

Dos conceptos estructurales fundamentales para la comprensidn de los sistemas dindmicos que
son controlabilidad y observabilidad fueron intfroducidos.

Se definié un sistema de control como un arreglo de componentes fisicos conectados de tal
manera que el arreglo se pueda comandar, dirigir o regular a si mismo o a otro sistema
dindmicamente o activamente.

Las entradas y salidas del sistema se definen para un sistema de control como:
La entrada; en un sistema es el estimulo o excitacion que se aplica a un sistema de control
desde una fuente de energia externa, generalmente con el fin de producir, de parte del sistema de

conftrol. Una respuesta previamente especificada.



La salida; en un sistema de control se define como la respuesta obtenida del sistema de control.
Puede ser o no igual a la respuesta especificada que la entrada implica.

Los sistemas de control se clasifican en dos grandes categorias.
Sistema de Control de Lazo Abierto. Es aquel en el cual la accidén de control es independiente de la
salida.
Sistema de Control de Lazo Cerrado. Es aquel en el cual la accidén de control es de cierto modo
dependiente de la salida.

Cadlibrar. Significa establecer o restablecer una relaciéon entre la entrada vy la salida con el fin de
obtener del sistema la exactitud deseada.
Los sistemas de lazo abierto tienen tres rasgos sobresalientes.

1.- La habilidad que estos tienen para ejecutar una accién con exactitud estd determinada por

su calibracion.

2. Estos problemas no fienen problemas de inestabilidad.

3.- Son susceptibles a tener variaciones importantes causadas por el efecto que causan las

perturbaciones cuando ellas afectan al sistema.

Por ofra parte, la Retroalimentacion es la caracteristica principal de los sistemas de lazo cerrado, la
cual permite que la salida (o cualquier ofra variable controlada del sistema) sea comparada con Ia
enfrada al sistema (o con una enfrada a cualquier componente interna del sistema o con un
subsistema de este) de tal manera que se pueda establecer la accién de control apropiada como
funcion de la entrada vy la salida y evitar asi el no poder alcanzar los objetivos deseados.

El problema de los sistemas de control es de dos tipos. El andilisis y el diseno del sistema deseado.
Diseno por andlisis. Se lleva acabo modificando las caracteristicas de un sistema existente 6 de un
modelo estdndar del sistema.

Diseno por sintesis. Definiendo la forma del sistema directamente a partir de sus especificaciones

El Modelo, forma susceptible a ser sometida a andilisis, diseno y evaluacidn que puede representarse
por medio de:

1.- Ecuaciones diferenciales y otras relaciones matemdticas.

2.- Diagramas de bloque

3.- Grdficas de flujo de senales

A continuacion se presenta la configuracion bdsica de un sistema de control simple de lazo cerrado

(por retroalimentacién) que estd representado por diagrama de bloques.
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La Planta denotada por g2 llamada también sistema controlado, es el cuerpo, proceso o
mdquina de la cual se va a controlar una cantidad o condicién particular. Los elementos de control
gl, también llamados el Controlador son los componentes requeridos para generar la senal de control
apropiada m que se aplica a la planta. Los elementos de retroalimentaciéon h son los componentes
que se requieren para establecer la relacion funcional entre la sefial de retroalimentacién primaria b
y la salida controlada ¢; es esa cantidad o condicion de la planta que se controla. La enfrada de
referencia r es una senal externa aplicada a un sistema de control por retroalimentacién con el fin de
ordenar a la planta una accidn especificada, a menudo representa un comportamiento ideal de Ia
salida de la planta. La sefial de retroalimentacién primaria b es una seial que es funcidn de la salida
confrolada ¢, y que se suma algebraicamente a la enfrada de referencia r para obtener la senal
impulsora e. La sefal impulsora e, también denominada el error o la accién de control, es la suma
algebraica de la entrada de referencia r mas o menos (usualmente menos) la retroalimentacién
primaria b. La variable manipulada m (sefal de control) es esa cantidad o condicién que los
elementos de control g1 aplican a la planta g2. Una perturbacion v es una senal de enfrada
indeseable que afecta el valor de la salida controlada ¢. Puede entrar a la planta sumdndose con m
o0 a fravés de un punto intermedio, como se muestra en el diagrama en bloque de la figura. La
Trayectoria Directa es la via de transmision desde la seial impulsora e hasta la salida controlada c.
La Trayectoria de Retroalimentacién, es la via de transmision desde la salida controlada ¢ hasta la
senal de retroalimentacion primaria b.

Generalmente un controlador o compensador es requerido para filtrar la sefal de error, para
que el criterio de control sea cierto o las especificaciones sean satfisfechas, este criterio puede
involucrar, pero sin ser limitado a lo siguiente:

1.- Rechazo de perturbaciones
2.- Errores del estado estable

3.- Caracteristicas de las respuestas transitorias



4 .- Sensibilidad a cambios en los pardmetros de la planta.

Hay ftres aspectos importantes sobre el modelado matemdtico: Representaciéon, Precision y
Generalizacion en relacion al diseino del modelo que de solucidn al problema fisico.

La representaciéon matemaéatica del fendmeno fisico:

El fendmeno fisico debe estar representado adecuadamente por un sistema dindmico, los
estados de las variables, las entradas, las salidas. Poder saber el estado del sistema para distintos
momentos. Ofro aspecto importante es la precision del modelo que permite lograr los objetivos
consistentemente a pesar de la presencia de perturbaciones. La generalizacién nos permite llegar a
conclusiones en relacidn al comportamiento del sistema ante la consideracion inicial de los

pardmetros y con esto delimitar el conocimiento del comportamiento del sistema dindmico.

El incremento reciente en la complejidad de los sistemas hechos por el hombre, ha forzado a
posturas severas sobre el diseno de las técnicas de los controladores modernos; requerimientos de
desempeno mas rigurosos en cuanto a velocidad de respuesta vy precision en objetivos, han
cambiado los limites del control moderno. Ademds, la tolerancia actual a faltas y fallas demanda
que los controladores tengan caracteristicas de sistemas inteligentes.

Los sistemas complejos tienen perturbaciones desconocidas, dindmicas no modeladas e
inestabilidades que no estdn estructuradas; por ejemplo, los actuadores que dirigen los
sistemas modernos tienen  importantes  no-linealidades debidas a la friccidn, zonas muertas,
retrocesos por holguras enlos mecanismos y retrasos en fiempo.

AqQui se presenta el diseno mejorado de un confrolador el cual se basa en redes neuronales
y que se dirige junto con la dindmica del sistema de control con PD. Los sistemas de  Redes
Neuronales RN pertenecen a una gran categoria llamada estructuras de redes no-lineales
que tienen propiedades de gran importancia para sistemas de control por retroalimentacién.

Estas redes artificiales estdn formadas por interconexiones de mdultiples nodos y pueden
aprender por la modificacion de los pesos de los nodos interconectados; este proceso es el lamado
tuning (qjuste). Cambiando los pesos, se cambia el conocimiento almacenado en la red, en efecto,
los valores de los pesos representan la memoria de la red. Aqui veremos que algunos aspectos de
control estdn vinculados a algunos aspectos de la teoria de las Redes Neuronales, su rdpida

convergencia del error de seguimiento es comparable a la de controladores adaptativos directos.

Por “Control de un Proceso” debemos comprender, cualitativamente, la habilidad para dirigir,
alterar o mejorar su funcionamiento, y un sistema de conftrol es aquel en el cual algunas cantidades
de interés son mantenidas en un valor preescrito con mds o menos precision. Un control se hace
verdaderamente automdtico cuando los sistemas son hechos para que se autoregule. La esencia del

concepto de Retroalimentacion esta en la terna: mediciéon, comparacion y correcciéon. Por medicidn

6



de las cantidades de interés, comparacién con el valor deseado y uso del error para correccion del
proceso, la cadena acostumbrada de causa y efecto en el proceso se convierte en un lazo cerrado

hacia el interior de sucesos interdependientes.

Para el pensamiento comun de las personas, automatizaciéon significa reemplazar trabajo humano
por mdaquinas, esto trae consigo miedo y desconfianza, sin embargo mientras la automatizacion
elimina algunos trabajos en soldadura, maguinado o ensamble en lineas de trabajo; se crean otros
tales como: instalacién y mantenimiento de robots, desarrollo de software y demds. Al mismo tiempo
el incremento en la productividad traida por la automatizacidn hace capaz a la sociedad de
competir exitosamente en una economia global con el resultado que el nivel de vida se eleva. En el
presente el robot representa la mds elevada forma de automatizacion. Una clase general de
procesos industriales tiene la estructura de un sistema dindmico precedido por las no-linealidades del
actuador. Problemas en el control de estos procesos son exacerbados cuando la precisién requerida
es alta, como en mecanismos de microposicionamiento. Debido a la naturaleza no-analitica de las
no-linealidades del actuador y el hecho que sus funciones no-lineales exactas son desconocidas, tales

procesos representan todo un reto para el disefador matemdtico de control.

1.b. Objeto de la Tesis

La motivacién principal en la elaboracién del presente trabajo estriba en mostrar las bases
tedricas y técnicas recientes en el diseno de controladores mejorados con redes neuronales que
permiten que los brazos manipuladores actien siguiendo una trayectoria a una determinada
velocidad, logrando establecerse los mdargenes y valores para la estabilidad y el error que permitan
un desempeino que alcance valores importantes en cuanto a precision y confiabilidad; considerando
la presencia de no linealidades por perturbaciones internas propias de dindmicas no modeladas y las
perturbaciones externas en este caso representadas por el fendmeno de la friccidén.

El perfilado general del Objeto de la Tesis estd en lograr los siguientes puntos:

a) Dar las bases para el diseno estable de fres distintos controladores para el accionar de un brazo
manipulador.

b) Comparar sus desempenos bajo condiciones ideales (sin perturbacién) y bajo condiciones reales
(con perturbacién).

c) Analizar sus distintfos desempenos conforme a requisitos impuestos ya sea en cuanto a una
posicion deseada o en cuanto al seguimiento de una trayectoria de referencia.

d) Establecer conclusiones y ventajas.

En el primer diseno de controladores se trata con un Controlador de Retroalimentacién Lineal

Proporcional-Derivativo, llamado solamente Controlador PD, el segundo un controlador compuesto,
7



formado por un Controlador PD mas un Controlador de Redes Neuronales y el tercero también es un
controlador compuesto de un Confrolador PD mas un Controlador de Redes Neuronales
Aumentadas.

Se consideran en el primer estado condiciones ideales de funcionamiento en el sistema, es
decir sin perturbaciones externas, en el segundo estado se incluyen en el sistema perturbaciones
externas debidas a la friccién.

Los modelos y los disefos estdn en base las teorias de Sistemas Lineales, de Sistemas No-
Lineales y los Sistemas Adaptativos Estables. La estabilidad de los sistemas es comprobada utilizando
principalmente el método directo de Lyapunov. Adicionalmente se utilizan varios conceptos vy
algoritmos de algunas técnicas de control como son: Control por Retroalimentacion, Control con
Redes Neuronales, Control Robusto, Conftrol por Pasividad y Control Multivariable.

Se andlizan las ventajas y limitaciones de los tres diferentes controladores en cuanto al

modelado y reduccion del error asi como su capacidad de rechazo a las perturbaciones

2. NORMAS VECTORIALES

2.a. Normas vectoriales y matriciales

. . . . 1 .«
El espacio Euclideano n-dimensional se denota por R"; R"es denotado también como R .
R " es el conjunto de nUmeros reales no negativos. C denota el conjunto de todos los nUmeros
| |

complejos. C~ se refiere al semiplano izquierdo del plano complejo,y C* = C — C ™. El simbolo §

d
sirve para denotar una variable compleja y también para denotar el operador diferencial a .

R ™" es el conjunto de todas las matrices de reales (N x N ). denota la matriz de identidad se

denotar por | , cuyo tamano puede inferirse del contexto. Todos los vectores son vectores columna y
. T , A . . . . T
elindice ' denofa la transpuesta. El simbolo = define la variable anterior. Si X = [Xl, ) O Xn] . SU

2

2
St X

. 2 A
norma, denotada por ||X|| , s la norma Euclideana ||X|| =X
Para cualquier vector Xxe R" con componentes X . recordemos que la norma-1 es la suma

de los valores absolutos de X , la norma—2es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de X, y

la norma—oo es el maximo valor absoluto de X .

Generalmente.

n 1/p
M, =( Sl




Habria que recordar que todas las normas vectoriales son equivalentes, en el sentido que para

cualquier vector X, existen constantes a,a, tales que a1||X||pS||X||q £a2||x||p para cualesquiera

normas P,q. Esto significa que cualquier norma puede ser usada mostrar limitaciéon de senales o

convergencia.

Dada cualquier norma vectorial, la norma-matriz inducida estd definida por

A
=supy +—" | x#0
|A] I

Recordando que ||A”l es igual al mdximo de las sumas por columna de los valores absolutos.

||A||OO es igual al mdximo de las sumas por rengldn de los valores absolutos y ||A||2 es el mdximo Valor

Singular de A.

IAlL= max > |a |
j=1,2.,n i1

n
All,=m ’
1AL i_l,S‘f(m;'aM'

La norma matricial inducida satisface:

[ A< [A 1]

Para cualesquiera dos matrices A, B tenemos:

|AB] <] Al 8-

El producto interno Frobenius es <A, B>F = A"B para cualquier matriz B dimensionalmente

compatible. La norma matricial de Frobenius definida por:
| =traza( A"A)=3 af

De acuerdo a la desigualdad de Schwarz, tenemos:

(AB).|<[A B, -
Con q los elementos de A. La norma Frobenius no es una norma inducida para alguna norma

vectorial, pero es compatible con la horma—2 en el sentido que:

A, <A [,

A menos de que se diga lo contrario, todas las normas serdn Frobenius y todas las normas vectoriales

serdn norma—2.




Una matriz Q es definida positiva si X' Qx>0 para toda x#0, y semidefinida positiva si
X'Qx>0 para toda x# 0, definida negativa si X' Qx< 0 para toda X# 0, semidefinida negativa si

X'Qx<0 para toda X#0. Estos son, denotados respectivamente como Q>0, Q>0, Q<0 vy
Q<0. Si Q es simétrica, entonces es definida positiva si todos los valores propios son positivos,

semidefinida positiva si todos los valores propios son no-negativos, definida negativa si todos los

valores propios son negativos y semidefinida negativa si todos los valores propios son no-positivos.

Una norma para el vector X también estd definida por XTQX donde Q es cualquier matriz

simétrica definida positiva. Estas norma— Q satisfacen la desigualdad de Sylvester
Orin ()N <X Q< 0 Q)X

Con O in» O max € Minimo y maximo valor singular, respectivamente. Esto también significa que

—X'Qx < O tin (Q)”X"2

Si una matriz simétrica A es definida positiva, entonces escribimos A> 0. Si A y A, son

matrices simétricas definidas positivas, podemos escribir A, > A, si A, — A, > 0.

2b Normas de funciones en espacios £ P

Espacios de Banach

Un espacio de Banach es por definicién un espacio vectorial normado completo. Esto quiere

decir gue un espacio de Banach es un espacio vectorial V sobre el campo de los nUmeros reales o el

de los complejos con una norma |||| tal que toda sucesion de Cauchy (con respecto a la métrica

d(x,y)=|x-y| ) en V tiene un limite en V.

Si X e Y son dos espacios de Banach, entonces podemos formar su suma directa X + Y, la cual
tiene una estructura de espacio vectorial topolégica natural pero no una norma candnica. Sin

embargo es un también un espacio de Banach para algunas normas equivalentes, por ejemplo:

1

x@ yl=(|x" +IA") 1< p<
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Si M es un subespacio lineal cerrado de un espacio de Banach X, entfonces el espacio cociente

X/M es un espacio de Banach también.

Cada producto interno define una norma asociada. El espacio de producto inferno es

llamado un espacio de Hilbert si esta norma asociada esta completa.

Todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach. El reciproco también se mantiene bajo

ciertas condiciones.

El espacio de todas las funciones continuas f :[a, b] — K definidas sobre un intervalo cerrado

[a, b] tiene la estructura de espacio de Banach si definimos la norma seguin

||f||:sup{‘f (x)‘: xE[a,b]}

Este espacio es completo con esta norma, y el espacio de Banach resultante se denota por C[a, b] .

Relacién con espacios de Hilbert

Como se menciona anteriormente, tfodo espacio de Hilbert es un espacio de Banach porque,
por definicidn, un espacio de Hilbert es completo con respecto a la norma asociada a su producto
interior. No todos los espacios de Banach son espacios de Hilbert. Una condicién necesaria y
suficiente para que un espacio de Banach sea también un espacio de Hilbert es la identidad del

paralelogramo:
-+ +fu =" = 2(Jul + M)
paratodauyven V,ydonde ||*|| es la norma sobre V.

El espacio de Lebesgue LPes siempre un espacio de Banach pero sélo es un espacio de Hilbert

cuando p=2.

Si la norma de un espacio de Banach satisface esta indentidad, el producto interno asociado que

forma dentro de un espacio de Hilbert estd dado por la identidad de polarizacién.

Si V es un espacio real de Banach, entonces la identidad de polarizacion es:

11




() =5 (Jlu+ v ~u-vF)

y en el caso que V sea un espacio de Banach complejo la identidad de polarizacion esta dada por

(03) =+ = =i i =)

Espacios LP

Los espacios LP son los espacios vectoriales normados mds importantes en el contexto de la teoria de

la medida y de la integral de Lebesgue.

Consideremos (X, X, ££) un espacio de medida. Se define el espacio vectorial:

L p, para pe [1, oo) Como el espacio de todas las funciones medibles f que cumplen:

“ f |pd,u <o

Asimismo, se define el espacio LOO como el espacio de las funciones medibles f que verifican:
inf {ae R:,u({Xe X :‘f (X)‘ > a}):O} <o

Es decir, aquellas funciones medibles acotadas. Una norma natural para definir en estos espacios

seria:

1

Il =([17[" due)?

Si p<oo,y ||f||w=inf{ae R:,u({XeX:‘f(X)‘Za}):O}

Sin embargo, una aplicacién asi definida no resulta norma, ya que no se cumple

||f||p =0= f =0, pues cualquier funcidn que sea igual a la funcidon nula, salvo en un conjunto de

medida nula, tendrd norma cero.

Asi, se define la siguiente relacidén de equivalencia Rsobref p: fRg < f =g. Se prueba que

. . . . . p . . .
efectivamente es una relacion de equivalencia, y se defina L =£ " / R, es decir., el espacio vectorial

cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relacién R. Considerando entonces sobre L las

normas anteriormente definidas (donde f es cualquier representante de la clase de equivalencial),
12




se prueba que||-||p resulta ser norma y que su valor no depende del representante de la clase de

equivalencia escogido. Usualmente no se hace distincién entre funcién y clase de equivalencia en

este contexto.

1. LPes Banach

2. I? es un Espacio de Hilbert, dotado del producto intemo <f ,g> :I fogdu.
3.5i pe(Lo),L" esreflexivo.

4.Si denotamos por E al espacio de las funciones simples, se cumple que ENLP es denso en LP.

1 1
5.8i pe(d,). el dual topolégico de L es L? donde ges talque —+—=1.
P q

6.Si el espacio de medida es o-finito, entonces el dual de L' se identifica con L”.

7.El espacio de las funciones infinitamente derivables en un abierto Q = R"a soporte compacto y

que esténen L con 1< p<oo, esdensoen L?, esdecir d , (CSO (Q)NL” (Q)) =L"(Q).

Los espacios L a veces son llamados Espacios de Lebesgue, forman una clase importante de
ejemplos de Espacios de Banach en Andalisis funcional y de espacios vectoriales topoldgicos. Los

espacio de Lebesgue tienen multiples aplicaciones en la Fisica e Ingenieria.

Operadores lineales

SiVy W son espacios de Banach sobre el mismo campo K, el conjunto de todos las mapeos K-
lineales confinuos A: V — W se denota por L(V, W). Es de notar que en espacios dimensionales infinitos
no todas los mapeos lineales son continuos automdaticamente. En general un mapeo lineal sobre un
espacio normado es continuo si y sdlo si este esta acotado sobre una bola unitaria. Asi, en el espacio

vectorial L(V, W) puede definirse la norma de un operador A, como
| =sup{Ax], [xeV. [, <1f
Con respecto a esta norma, LV, W). es un espacio Banach. Cuando V=W, el espacio
L(V)=L(V.V) forma una Algebra de Banach unitaria; la operacién multiplicacién estd dada por la

composicién lineal de mapeos.

Espacios /"
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Lla nhorma-— L° puede ser extendida a vectores teniendo un nUmero infinito de

componentes, produciendo el espacio £ P que tiene como casos especiales:

1 . .
e [ eselespacio de series convergentes absolutamente,

2 . . -~ . .
e /° esel espacio de sucesiones cuadrdticas sumables, el cual es un espacio de Hilbert

Y

o0 . .
e [ eselespacio de sucesiones acotadas.

El espacio de sucesiones tiene una estructura natural de espacio vectorial por la aplicacion de

la adicién y la multiplicacidn escalar coordenada por coordenada. Explicitamente, para

X= (Xl, X5 yenns Xr1’xn+1"") una secuencia infinita de nimeros reales (o complejos) define el vector

Suma como

(X0 X yeeer X X 0ee) T (Yo Yareo Yo Yoz o) = (0 F Y0 Xo + Voreon Xy + You Xog + Yogens)

Siendo la accidon escalar dada por:

(X X rever Xy Xo1ee) = (AKX, AXg o0y AKX AX 1)

1
Y se define la norMa — p HXHp =(‘X1‘p +‘X2‘p +~--+‘Xn‘p +‘Xn+1‘p +---)p

El espacio ¢ P se define entonces como el conjunto de todas las sucesiones infinitas de nimeros reales

o complejos tales que la NOrMa— p es finita.
También se define la NOrMA— oo como:
X = sup (x|l o ] -)
y el correspondiente espacio ¢ de todas la sucesiones acotadas. Resulta que
[, = tim|x],

si el lado derecho es finito o el lado izquierdo es infinito. Por lo tanto se considera en espacios ¢ P para

1< p<oo.
La NOrma— P asi definida sobre £® es en redlidad una norma, y £ junto con esta norma es un

espacio de Banach. El espacio fz es el Unico espacio s que es un espacio de Hilbert ya que

cualguier norma que es inducida por un producto interno debe satisfacer la identidad del

paralelogramo
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[+ W, + = w1, = 201, + 2|y,
El espacio G, esta definido como el espacio de todas las sucesiones que convergen a cero, con una

. s . . [ee) .
norma idéentica a HXHOO Es un subespacio cerrado de £, por lo tanto un espacio Banach.

3. SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO LIT
3.a. Sistemas Dindmicos

En el estudio de sistemas adaptativos, se restringe la atencion a sistemas dindmicos que son

gobernados por ecuaciones diferenciales ordinarias conteniendo un nimero finito de pardmetros. Si
X1 X5, ..., X, representa la n-coordenadas en un espacio Euclideano n-espacio R" y t el tiempo, el

funcionamiento de un tipico sistema dindmico dimensional-finito es descrito por las ecuaciones

diferenciales

% (t)= (% (1), % (t),.... %, (t),t) i=12,..,n

O de manera equivalente por el vector de ecuacion diferencial

x=f(x,t) (2.1)

Donde X y f son vectores columna con componentes X vy f(i=1,2,...,n)
respectivamente. Las variables X son referidas como variables de estado y X es referido como el
vector estado. La notacidn X(t) indica que los componentes X, de Xson funciones de t. Nos
referiremos al espacio dimensional (n + l) de las cantidades X, X,,..., X,,t como el espacio de
movimiento M . Si estas son continuas, entonces el punto (X(t),t)se mueve a lo largo de un

segmento curvo en un espacio de movimiento cuando t varia sobre un intervalo [tl,tz]. La

proyeccién del movimiento sobre el espacio de estado es llamada curva de estado, trayectoria del

movimiento, o solucién de la ecuacién (2.1). Si el tiempo inicial es t,, y el valor inicial de X (t) es
X(to) = X,, se denotard la solucion de la Ecuacién (2.1) como X(t; Xo,to) donde
X(to; Xo,to) = X, - En los casos donde la condicion inicial es evidente para el confexto, la solucion

es simplemente denotada como X (t ) .
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De la existencia del teorema de Caratheodory se sabe que para toda (X, t) perteneciente al
dominio Ben M , (i) f (X,t) es contfinua en X para toda t fija, (i) medible en t para toda X fija, y
(i) H f (X,t)H < u(t) donde x (t)esintegrable en |t — t0| < @ entonces para algun a,; > 0 existe

una solucion X(t; Xo,to) para |t - t0| < a, . Se denotardn la clase de funciones que satisfacen las
condiciones (i)-(iii) por F . En este trabajo el interés estard en soluciones de ecuaciones diferenciales
que existan paratodo t >t .

Una solucién constante X (to; Xo» to) = X, es un estado de equilibrio o un punto singular de la
Ecuacion (2.1). Si X, es la Unica solucion constante en la vecindad de X, , esto es llamado un estado
de equilibrio aislado. Si el lado derecho de la ecuacién (2.1) no depende de t, la ecuacion es

llamada auténoma. Si f (X,t +T ) =f (X,t) para alguna constante T , la ecuacion se dice que

es periddica, Si f (X,t) es lineal en X la ecuacioén (2.1) se dice que es una ecuacion lineal y el

correspondiente sistema dindmico que esto representa es referido como un sistema lineal.

3.a Definicion de Sistemas Dindmicos Lineales Invariantes en el tiempo

Un sistema dindmico de control viene descrito por un sistema de la forma
x=f (t,x,u), te[t,,©), xeR", ueR"™,

y=n(txu), yeRP
donde f (t, X, u) satisface condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones, por

ejemplo las condiciones de Caratheodory. Aqui, u es la variable de control y aparece como
pardmetro en la elucién diferencial. La variable observable es y; cuando y = x, se dice que el estado

es completamente observable. En general y < n.

Para que un sistema dindmico sea lineal debe cumplirse el siguiente teorema:

Se tiene un sistema que partiendo de un estado inicial Xl(to), con una entrada Ul(T) g, <t <t,
responde con una salida yl(t), y a partr de un estado inicial Xz(to)con una entrada
uz(z'),to <7 <t, responde con otra salda Y, (t) Se dice que dicho sistema es lineal sipara a 'y b
reales, partiendo del estado inicial % (t)=ax(t,)+bx,(t,)con una entrada

U (7)=au,(z)+bu,(7),t, <7 <t, lasalidaes y,(t)=ay, (t)+by,(t).

Esta propiedad de linealidad en sistemas diferenciales se traduce en que las funciones f y 7
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son lineales conrespectoa X ya U.
f(t,ax +Bxau +pu,)=af (t,x,u)+ A (t,%,u,)
n(tax + %, au + Bu,) = an(t, X, u)+ Bn(t, %, u,),

donde f y 7 son funciones vectoriales, porlo que la propiedad de linealidad se verifica si y sdlo si

las ecuaciones del modelo de estado se pueden expresar de forma matricial como:

X(t)=At)x(t)+B(t)u
y(t)=C(t)x(t)+D(t)

(t)
u(t)

} .................. modelo de estado matricial

donde:

pxn esla matriz de salida.

pxm en la matriz de entradas para las salidas (en la mayoria de los sistemas se anula)

Los sistemas dindmicos invariantes en el tiempo son aquellos donde las matrices A,B,C, D no

dependen explicitamente del tiempo. Se cumple el siguiente teorema:

Un sistema, con un estado inicial dado por X, = X(to) , sometido a una entrada ul(r) It <t<t,y
que produce como salida la sefial Y, (t) es invariantes en el tiempo si VT , partiendo del mismo
estado X,pero en el instante t,+T , excitado con unaentrada U, (7+T)=u,(7),t, <7 <t,

responde con una salida que es Y, (t+T) = y,(t)

3.b. La funcidn de transferencia

Si el sistema cumple con las condiciones de linealidad e invarianza se puede establecer la
funcién de transferencia la cual rige la relacién entrada-salida la cual es Unica sea cual fuere el
modelo de estado del sistema.
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La expresion de un sistema LIT es:
X(t)= Ax(t)+Bu(t)
y(t)=Cx(t)+ Du(t)
La funcidn de transferencia se define como el cociente de las transformadas de Laplace de la

entrada entre la salida, con condiciones iniciales nulas. Tomando transformadas de Laplace en las

ecuaciones anteriores, tomando en cuenta que las condiciones iniciales son nulas, obtenemos
sX(s) = AX(s)+BU (s)
Y (s)=CX(s)+DU(s)

Despejando X(s) de la primera y sustituyendo en la segunda ecuacién, obtenemos

X (s)=[sl —A]'BU(s)
Y(s)=C[sl —~A"BU(s)+DU(s)=| C[s ~A]"B+D U (s)
de donde la funcidén de transferencia es,

G(s)=C[sl —A]'B+D.

Polos del Sistema

1

=————Ad [SI - A]T , se concluye que el polinomio caracteristico del sistema
det[sl — A

Siendo [sl — A]fl

es: p(s) = det[sl — A] por lo que los polos del sistema coinciden con los valores propios de la matriz

A. Se ve también que como el polinomio caracteristico sélo depende de A, también ha de ser asi
con la estabilidad del sistema. La posicion de los ceros del sistema viene dada por las matrices A, B, C
y D.

3.c. Obtencion del Modelo de Estado

Conforme a las ecuaciones de estado y de salida del sistema lineal invariante:
X(t)= Ax(t)+Bu(t)
y(t)=Cx(t)+ Du(t)
se pueden deducir las siguientes condiciones que habrd que tener en cuenta cuando se elige un
modelo de estado:
e Enlaecuacion de estado sélo pueden estar relacionadas las variables de estado sus primeras
derivadas y las entradas.
e Enlaecuacion de salida solo pueden estar relacionadas las variables de estado, las entradas y las

salidas.
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e Las variables de estado no pueden presentar disconfinuidades, aunque la entrada al sistema si

pueda tenerlas, pues en tal caso la derivada de la variable de estado no estaria definida.

e Se admiten discontinuidades en las entradas (como por ejemplo una entrada de escaldn), por lo

cual nunca pueden elegirse las entradas como variables de estado del sistema.

Representacion en variables de estado de sistemas monovariables
La expresidon genérica de un sistema monovariable:
(s"+a,,s" +..+as+a)y=(bs"+..+bs+b u....... (a)
puede reescribirse de la siguiente forma como cociente de dos polinomios en el operador derivada
S:

~ bs"+..+bs+h
o -1
s"+a, .8 +..+aS+4,

El procedimiento consiste en elegir como primera variable de estado X;:

B 1
s'+a, 8"+ + 3,

X u

lo que quiere decir que X, es una solucion de la ecuacion diferencial del primer término igualada a

u. Se eligen las restantes variables por sucesiva derivacion:

X =X
X=X,
X1 =X,

X, =8"% ==8,,8" X ~ 8, ,8" X —..— &S —gX +U
=78 X% T & X T X, — G X U

Asi, el sistema en forma matricial resulta:

0 1 0 o - 0 0
0 0 1 O ¢ 0
0 0 0 1 - 0 0
X=| . . . . . [ X+ LU
0 0 0 o - 1 0
8 a4 -8 -8 o &, 1

La ecuaciéon de salida queda:

y=(b,s"+..+bs+by)x,
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pasando esta expresion a notacién matricial se obtiene:

y=(bo bl bz bm o - o)x

Variables de Jordan
Partiendo de la ecuacién (b), la representacién del sistema en variables de Jordan admite la

siguiente forma:

y= bn+L+A+...+L u
S-A4 S-4, S—4,

Se le asigna una variable a cada uno de estos operadores:

1 .
) % =A%
_ 1 u X, = A, X, +U
) X, = 2%
_ 1 u X, = A% +U
ey Xy = Ay,
_ 1 u X =A X +U
Sy Xy = A,
Con lo que la ecuacién viene representada por:
4 0 - 0 1
. o 4 -~ O 1
X=X
o o0 - 4 1

n

La ecuacion de salida se obtiene como:

y:(pl Po pn)X-l‘an

3.d. Solucidon de la Ecuacion de Estado de Sistemas Lineales

Matriz de Transicién. Solucién a la ecuacion homogénea

El objetivo es solucionar la ecuaciéon de estado:

X(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t)



En la ecuacién homogénea se supone que la entrada u(t) es nula, por lo que la ecuacién a resolver
es de la forma:
X(t)=A(t)x(t)

Para encontrar la solucién de la ecuacion homogénea se puede utilizar el método de integracién por
aproximaciones sucesivas de Peano-Baker, que dice que dada una ecuacion

de la forma
x(t)=f (x(®),u(t),t)
con condiciones iniciales X( ) X, se puede obtener la solucidon de dicha ecuacién construyendo

una secuencia de funciones del tipo:
P=X
t
2(0)= 03+ [ T(aa(7),(c) 7)dr

en la que la soluciédn de la ecuacion diferencial se obtiene como:

x(t)=limp, (1
o (t) ¢0+j xodr_x0+f (7)dzx,
o,(1) ¢0+J (x0+j (z,) drlxo)dr—
— %+ I 7)drx, + j )], Aln)dzdrx, =

t t T
= (I +). A(r)dz'+jt0 A(r)jto A(rl)drldr)xo
a medida que progresa la construccién de los sucesivos términos de la serie, se comprueba que en

todos ellos va apareciendo el término X, que se puede exiraer por la derecha; después de la
extraccion la expresién tiende a ser:

X(t) = CI)(t’to)xo
donde CD(t,tO) es la llamada matriz de transicién, mediante la que se construye la solucidon de la

ecuacion diferencial

q)(t’to) — eJ.‘OA(r)dT

Cuando la matriz A esinvariante la matriz conmuta con su integral de forma que se puede aplicar

la expresién general:
Adr A !dr
D(tt,)=e g gtw
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Cdilculo de la matriz de transicién para el caso LIT
Cuando la matriz A es invariante se puede calcular la matriz de transicién por el método de Jordan,

esta matriz tiene la forma:
D(t,t)) =
El método de Jordan consiste en realizar una fransformacion:
x=Tx = X=T7'x
Tal que la matriz del sistema sea también transformada segun:
A=TAT
At O(tt)=Td(t,t,)T™
De esta forma, segun el método de Jordan, el cdlculo de la exponencial de una matriz se realiza en

los siguientes pasos:

e Cdlculo de la matriz diagonal en blogues de Jordan, mediante el cdlculo previo de las matrices

Ty T. Para el cdiculo de la matriz T esta se compone, por columnas de los vectores propios

asociados a los valores propios de la matriz A.

e Cdlculo de la exponencial de la matriz diagonal CD(t,tO)formodo por los valores propios de la
matriz A.

e Multiplicacidon de esta matriz por las matrices de transformacion para devolver el sistema a su

expresion original @ (t,t,).

Un ejemplo
Obtener el modelo de estado y la evolucidon de las variables de estado del sistema representado
mediante la siguiente ecuacién diferencial:
y+6y+1ly+6y=0
En primer lugar se han de elegir las variables de estado; en este caso; dado que la ecuaciéon es de

tercer orden, serdn necesarias tres, siendo una posible eleccion:
=Y %=y %=V
X =%
X =X
%, = —6x, ~11x, - 6X,

con lo que el modelo de estado expresado en forma matricial queda:
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X 0 1 0\ x
X |=| 0 0 1| x
X -6 -11 -6)( X
La reduccion a la forma candnica de Jordan es

O 1 O 1 1 183 0 0O0)yYy1 1 1

A= 0 O 1 -3 -2 -1||0 -2 0| -3 -2 -1
-6 -11 -6 9 4 1)00 0 -1){l9 4 1

1 1 13\-3 0 0)1 3/2 1/2

=-3 2 -1y 0 -2 0||-3 4 -1

9 4 1){0 0 -1)\3 5/2 1/2

-1

1 1 1)\e* o 0 1 3/2 1/2
exp(tA)=| -3 -2 -1/ 0 e* 0| -3 -4 -1
9 4 1 0 0 e'Jl3 5/2 1/2

(2+e3! -3e?! 43¢ ledt (3-8¢ +5e?!") 1 edt (-1+et)? \
i—?;e'st (1-2¢e' +e?t +2&3) —%e'?’l (—l+<el)2(9+2<et) —%e'st (3-4¢e' +&2t) i
[14+9e3! -12e2' +3 e Le3t (27-32¢€ +5€%") Ledt (9-8e +e2t -26%) )

2

N

3.e. Controlabilidad y Observabilidad en Sistemas Lineales Invariantes

Sistema controlable

Se dice que un punto del espacio de estado de un sistema, X, es controlable desde el estado X, en
[to,tl] si existe una entrada U definida en el intervalo [to,tl] tal que transfiera el estado del sistema

desde X, en t, hasta X en t,.

Un sistema se dice controlable en [to,tl] si todos los puntos de su espacio de estado son controlables

en [to,tl]

Un sistema se dice controlable si todos los puntos de su espacio de estado son controlables

Controlabilidad en Sistemas LIT
En el caso de sistemas lineales invariantes, la confrolabilidad se puede estudiar mediante el siguiente

teorema:
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Dado el sistema de dimension N con ecuacion de estado:
X(t)= Ax(t)+Bu(t)

es controlable siy sélo si la matriz de controlabilidad Q, definida de la siguiente forma:
Q- [B‘AB‘AZB]..[A'HB]

es de rango maximo, es decir N

El conjunto de puntos del espacio de estado alcanzables partiendo del estado inicial nulo forman un
subespacio vectorial, al que se le denomina subespacio controlable generado por los vectores

columna linealmente independientes de Q.

Controlabilidad de la salida

Se dice que un punto del espacio de salida de un sistema, Y,, es controlable si para todo punto
origen y para todo instante inicial t;, existe una entrada U definida en el intervalo [to,tl] con t, finito,

que lleve la salida al valor y, en {,.

Los teoremas de controlabilidad se pueden generalizar como:

Dado el sistema

x(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t)
y(t)=C(t)x(t)

la salida es controlable en [to,tl] si y sélo si la matriz definida por:
W, (t.ty) = J-t:)lC(tl)(p(tl,Z‘) B(7)B"(7)¢" (t,,7)C" (7)dr

es no singular.

Y para sistemas lineales invariantes

Dado el sistema

X(t) = Ax(t)+Bu(t)
y(t)=Cx(t)

la salida y(t) es controlable si y sélo si la matriz definida por

Q. = [CB‘CAB‘CAZ B|..|cA™ B}
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esderango P (notar que Q. =CQ)

Sistema observable
La idea de observabilidad se relaciona con la posibilidad de conocer el valor del estado de un
sistema a partir del conocimiento de la evolucién de la entrada y de la salida que genera.

Una vez conocido el estado en un instante inicial, se puede determinar el estado en cualquier
otro instante posterior utilizando la solucién de la ecuacién de estado. La observabilidad se presenta
conceptualmente como una idea complementaria a la controlabilidad; si la controlabilidad estudia

la relaciéon entrada-estado, la observabilidad ve la relaciéon estado-salida.

u(®) Sistema y() >
> x(t)
> —)

OBSERVABILIDAD

Observabilidad en un instante {

Se dice que un punto X, del espacio de estado es observable en [to,tl] sisiendo éste el estado inicial
en elinstante {,, X,= X(to), el conocimiento de la entrada u(t) en el intervalo [to,tl] y de la salida

y(t) en el mismo intervalo permite determinar que el estado inicial del sistema en el instante t; es X,;.

Observabilidad para un punto

Se dice que un punto del espacio de estado, X;, es observable si siendo éste el estado inicial para un
instante inicial t, cualquiera, existe un intervalo de tiempo finito [to,tl] tal que el conocimiento de la
entrada u(t)en el intervalo [to,tl] y de la salida y(t) en dicho intervalo permite determinar que el

estado inicial es X, .

Sistema observable

Un sistema es observable si todos los puntos del espacio de estado son observables

Si fuera conocido X(t,) v U(t,) se podria obtener X(t) con la expresion de la solucién completa
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X(t) =D (t.t,)x(t,)+ [ @ (t,7)B()u(r)dr

fo

y teniendo en cuenta la ecuacion de la salida:

y(t)=C(t)x(t)+D(t)u(t):
sustituyendo en esta ecuacidn la solucién de la ecuacién de estado:
y(t) :C(t)d)(t,to)x(to)+jt:C(t)®(t,r) B(7)u(zr)dr+D(t)u(t):

agrupando los términos que dependen de la entrada vy la salida, que se suponen conocidas se

obfiene:
y(t)= y(t)—I;C(t)CD(t,z') B(r)u(z)dz+D(t)u(t)=C(t)@(t,t,)x(t,)
donde y(t) representa la componente de salida debida sélo a la existencia de condiciones iniciales

no nulas, es decir, la aportacion a la salida dada por la evolucion libre del sistema, o lo que es lo
mismo la salida del sistema ante entrada nula.

De esta forma se observa que la posibilidad de conocer el estado a partir de la salida y la

entrada depende de C(t) y @(t,t,) que g su vez depende Unicamente de A(t).
En el caso particular de que la matriz C(t) es cuadrada e invertible, se puede despejar
X(t, ) de la ecuacion anterior:
X(ty) =07 (t,t,)Cy(t)
o lo que es lo mismo:
D (t,t) X(ty) = x(t) =Cy(t)

En este caso la salida representa un cambio de base de las variables de estado mediante la matriz C

y por lo tanto basta conocer la salida en un solo instante para conocer el estado del sistema.

Dado un sistema definido por las ecuaciones:

x(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t)
y(t)=C(t)x(t)+ D(t)u(t)

es observable en [t,t,] siy solo sila matriz V (t,,t, ) definida como:
V(L) = [ @7 (£.6)CT (7)C(r)0(rty)dr

es no singular.
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Estados no-observables
El hecho de que exista un valor del estado inicial no nulo, tal que al evolucionar el sistema a partir de

él sin entfrada la salida sea nula, hace que el sistema no sea observable, porque si se tiene que un

sistema partiendo de un estado inicial X, da una salida Y, (t) si existe algun punto X, tal que al
evolucionar a partir de él la salida es nula, para  X; = X, + X, la salida por linealidad, volverd a ser

Yi (t) por lo que no se podrd distinguir el estado inicial y no se tendrd ningun punto del sistema

observable.

Observabilidad para Sistemas Lineales Invariantes

Dado un sistema de dimensidn N definido por las ecuaciones:

X(t)= Ax(t)+Bu(t)

y(t) =Cx(t)+ Du(t)

es observable siy sélo si la matriz de observabilidad P definida por:

C
CA

P=| CA? es de rango mdaximo, es decir n

| CA™ |

3.f. Estabilidad en sistemas LIT

La estabilidad de sistemas lineales esta bien estudiada, y puede ser considerada el precursor de casi
todos los resultados en la estabilidad de sistemas no-lineales. En esta seccion se suman algunos de los
resultados bien conocidos pertenecientes a los sistemas lineales.

Consideremos un sistema lineal descrito por las ecuaciones diferenciales siguientes:

x(t)= A(t)x(t) X (o) = Xg wovrerereerreriicieena (3.1)

donde X:R* -5 R"y A:R" - R™". Los elementos de A(t)se asume que estdn acotados y

ser framos continuos para toda t € R" . Entonces la ecuacién (3.1) tiene una solucién Unica que

puede ser expresada como:
X(t)=® (t,t;) X%,
para cualquier condicién inicial X, donde ® (t,to ) es la matriz de transicion de la Ecuacion (3.1) que

satisface la ecuacién diferencial
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D (t,t,)= A(t)D (t,t,) D (ty,t,)=1.
Cada columna de @ (t,to) representa una solucién linealmente independiente de la ecuacién
diferencial (3.1) y cualquier solucién de la posterior puede ser expresada como una combinacién
lineal de las columnas de @ (t,to) . El desarrollo de las soluciones de la Ecuacion (3,1) pueden ser

agrupadas como sigue:

Teorema 3.f.1

(i) Todas las soluciones de la Ecuacién 3.1 estan acotadqs si y s6lo si HCD (t,to )H < k donde Kk esuna

constante positiva.

(i) Todas las soluciones de la Ecuacion 3.1 tienden a cero cuando t — o, si y sélo si

Hq) (t,t, )H — Ocuandot — oo

Para sistemas generales de tiempo variante, la determinacién de la forma analitica de la matriz de
transicion es una tarea dificil y por lo tanto, las condiciones del Teorema 3.f.1 son dificiles de verificar.
Para el caso especial cuando el sistema es de tiempo invariante, las condiciones analiticas del

Teorema 3.f.1 pueden transformarse en condiciones algebraicas.

Cuando el sistema es lineal y de tiempo invariante, descrito por la ecuacién diferencial

donde A esuna matriz constante, la matriz de transicion @ (t,to) esta dada por
16)) (t,to) — e(A(t—to)) )

Utilizando la transformacién de similaridad A =TAT " donde A es la forma candnica de Jordan de
A, la matriz de transicion y, por lo tanto las condiciones del teorema 3.f.1 puede ser evaluada
usando la identidad

e(At) — TeT -1

Teorema 3.f.2

1.- Todas las soluciones de la Ecuacion (3.2) son acotadas si y s6lo si todos los valores propios de

A tienen partes reales no-positivas y aquellos con partes reales cero son ceros simples del polinomio
minimo de A.

2.- Todas las soluciones de la Ecuacion (3.2) tienden a cero cuando t — oo siy solo si, todos los

valores propios de A tienen partes reales negativas.
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Nos referiremos a matrices que satisfacen la condicidon 1 como matrices estables y aquellas que
satisfacen la condicién 2 como matrices asintéticamente estables.

Los valores propios de A puede ser determinados como las raices de la ecuaciéon

caracteristica

g(4)=det[2l - A]=0.
Silas raices de (/1 ) permanecenen C~, @ (/1 ) decimos que es un polinomio de Hurwitz y las
soluciones de la Ecuacioén (3.2) tienden a cero. Si las raices satisfacen la condicidon 1 en el Teorema
3.f2.0 (/1) se dice que es un polinomio estable. Estas condiciones pueden revisarse usando el

criterio Routh-Hurwitz obtenido hace cien anos. Esto muestra la importancia de los resultados de Routh

y Hurwitz en la teoria de estabilidad de sistemas lineales invariantes. Ya que en general la matriz de

transiciéon @ (t,to) de sistemas lineales de fiempo variante no puede ser expresada directamente

en términos de la matriz A (t) , no hay condiciones algebraicas similares conocidas para sistemas de

tiempo-variante.

4. ESTABILIDAD EN SISTEMAS NO-LINEALES

“Y basados en la convicciéon de que los sistemas adaptativos sélo pueden ser disefiados con
confianza cuando sus propiedades de estabilidad global son bien entendidas”.

Kumpati S. Narendra

4.a. Andlisis por linealizacion

En el estudio de los sistemas dindmicos, la primera propiedad que es necesario conocer del
sistema es cuando es estable, bajo que condiciones y cerca de que puntos de operacion. Por otfra
parte para hacer posible la descripcion de un sistema hay que simplificarlo, tomando solamente los
factores mds significativos. Ademds las ecuaciones raramente se pueden resolver en forma cerrada,
sino que se suelen resolver de forma aproximada. Es importante el estudio de si las variaciones
peqguenas en las condiciones iniciales hacen que cambien mucho el comportamiento del sistema.

Consideremos el sistema

{X: Wy (4.0.1)
y= fz(x’ y)

Los puntos de equilibrio del sistema son las soluciones del sistema f,(X,y) = f,(X,y) =0. Los sistemas

lineales pueden tener a lo sumo un punto singular (salvo los casos degenerados). Puesto que siempre
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se puede hacer una fraslacion del sistema de coordenadas del plano fase, podemos considerar que
el punto singular estd en el origen.

Cuando el sistema es no-lineal se pueden linealizar las ecuaciones (4.a.1) en torno al origen
para poder aproximar el sistema por uno lineal y clasificar los posibles puntos singulares. Supongamos
que el sistema lineal viene dado por las siguientes ecuaciones.

X =ax+ by
{y =CxX+dy

s (2 ol
de manera matricial = .
%) (¢ d)\y

a b
La ecuacidon caracteristica del sistema linealizado es |/1I - Al =0, donde A:( djes
C

A-a -b
-c A-d

‘:22—(a+b)}t+ad—bc:0

llamando p=—(a+d),q=ad-bc, setiene D(1)=A°+pi+q=0
Las raices de esta ecuacion son los valores propios:

—p=ypP°-4q
2

/11’/12 =

El tipo de punto singular del sistema lineal, depende de coémo son los valores propios del sistema.

La solucién de X= AX para un estado inicial X, es:
X(t)=Pexp(Jt)P™x,
donde J es la forma candnica de Jordan de A y P es una matriz no singular de paso, tal que

A=PAP. Segun los valores propios de A, la forma de Jordan puede tomar una de las siguientes

(5 2o 26 7

donde k puede ser 0 o 1. La primera forma corresponde al caso de valores propios reales y distintos,

formas:

la segunda forma corresponde al caso de valores propios reales e iguales y la tercera forma

corresponde al caso de valores propios complejos 4 ,a £ f] .

1. Si g<0, los valores propios son reales y de signo distinto. El punto singular se denomina punto silla.
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=

X
b
A

Punto silla

2. Silos valores propios A son reales y negativos las soluciones son exponenciales decrecientes. Las
frayectorias en el plano de fases convergen hacia el origen y el punto singular se denomina nodo

estable.

Nodo estable

3. Silos valores propios A son complejos conjugados con parte real negativa, las trayectorias son
sinusoides compuestas con términos exponenciales decrecientes en forma de espirales que se van

aproximando al origen. El punto singular se denomina foco estable.

jo x'
X ]
oY) .
., &

Foco estable
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4.

5.

6.

Si los valores propios son reales y positivos 10s modos son exponenciales crecientes y las
trayectorias se alejan del origen. El punto singular se denomina nodo inestable.

A A
jo x'

v"\ .
5 \/‘

v

X
X
v

Nodo inestable

Si los valores propios son complejos conjugados con parte real positiva, los modos son sinusoides
compuestas con términos exponenciales crecientes y las trayectorias en el plano de fases son
espirales que se van alejando del origen. El punto singular se denomina foco inestable.

A A
jo x'

: 17\
&

v

v

Foco inestable

Si los valores propios son imaginarios puros, los modos son sinusoides y las frayectorias en el plano

fase son circunferencias con centro en el origen. El punto singular se denomina centro.

jo

?
o, &

S

Centro

Si uno de los valores propios es cero, el plano de fase es degenerado. La matriz Atiene un
subespacio nulo (kernel) no nulo y cualquier vector del subespacio nulo serd un punto de
equilibrio, es decir, el sistema tiene un subespacio de equilibrio de dimensidén uno, en vez de un
punto de equilibrio.
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8. Si ambos valores propios son cero la matriz A es la matriz cero y el subespacio nulo es de
dimension dos, es decir todos los puntos del plano son puntos de equilibrio. En este caso las

trayectorias estdn formadas por un punto.

4.b. Andlisis de la estabilidad por el método de Lyapunov

4.b.1. Definiciones y teoremas en el Método Directo

El método de Lyapunov estd pensado para sistemas modelados en variables de estado. Un
punto de equilibrio o punto critico es un punto en el que X es cero en ausencia de entradas y
perturbaciones. Por tanto si el sistema es puesto en ese estado permanece indefinidamente en él, y es
un punto de equilibrio. Un punto critico es estable cuando las trayectorias que nacen en puntos
proximos al punto de equilibrio, permanecen uniformemente proximas a dicho punto en los tiempos
posteriores.

Si se produce una pequena perturbacion, el sistema puede volver al punto de partida y se dice
que es estable. El sistema puede alejarse de ese punto y el punto se llama inestable. Si el sistema no se
acerca ni se aleja, el punto se llama neutralmente estable.

En el método de Lyapunov se consideran sistemas del tipo
x=f(xt)
donde X es el vector de estado de dimensién Ny f es una funcién lineal o no-lineal que depende

de X y de t. Tienen especial interés los sistemas denominados auténomos o sistemas que no varian

en el tiempo.

x=f(x)
Para tfodos estos tipos de sistemas el punto de equilibrio se considera el origen, ya que haciendo el
cambio de variables X =X —C se consigue trasladar el punto de equilibrio al origen. Asimismo, se

supone que no hay ofra solucidn constante en el entorno del origen, por tanto, es un punto de
equilibrio aislado.
La Estabilidad de Lyapunov considera la estabilidad como una propiedad interna del sistema, y

frata con el efecto de perturbaciones en las condiciones iniciales. Primero debemos asegurarnos la

existencia de soluciones para todas las condiciones iniciales (XO , to) donde X, € R" yt, € R*.

Sea un sistema descrito por la ecuacién diferencial no-lineal

x=f(xt) f(0,t)=0,Vt>t, i (4.b.1)
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donde X(t,)=X, vy f:R™— R" estal que lasolucion X (t; X,,t, ) existe para toda t > t,. Ya

que f (O,t) = 0, esto implica que el origen es un estado de equilibrio. Las siguientes definiciones

pertinentes para algunas de nociones bdsicas en estabilidad de Lyapunov en tal estado de equilibrio.

Definicién L.1 “Estado de equilibrio estable”

El estado de equilibrio X=0 de la ecuacién (4.b.1) se dice que es estable si para cada ¢ > 0
y t, >0, existe un 5(&,t,)> 0 tal que ||X0||<5 implica que HX(t;)(O,tO)H<g,Vt2tO (Ver figura

4.1.a)

Esencialmente la Definicién L.1 establece que resultan pequenas perturbaciones en pequenas
desviaciones del estado de equilibrio o mas precisamente que podemos mantener la trayectoria

cercana al origen por empezar suficientemente cercana a este.

Definiciéon L.2 “Estado de equilibrio atractor”

El estado de equilibrio X=0 de la Ecuaciéon (4.b.1) se dice que es atractor si para algin p>0 vy
cada 7 y t, > 0 existe un nimero T(n,xo,to) tal que ||XO||<,0 implica que Hx(t;xo,to)u<77 para

toda t>t,+T .

Atractividad implica que todas las trayectorias que empiezan en una vecindad del origen
eventualmente se aproximan al origen. Si el vector inicial X, tiene una norma menos que p , enfonces
para todo tiempo t mas grande que t,+ T, la frayectoria esta a menos de una distancia 7 lejos del

origen. Uno puede estar tentado a concluir que un sistema atractor debe ser estable también. Pero
atractividad y estabilidad muestran ser conceptos diferentes. Por ejemplo un sistema auténomo

puede ser atractor pero inestable.

Definicidn L.3 “Asintdéticamente estable”

El estado de equilibrio X=0 de la ecuacion diferencial (4.b.1) se dice ser asintéticamente estable si

es estable y atractor (ver figura c).

En este caso la trayectoria tiende a el origen cuando t — ooy al mismo tiempo permanece cerca del
origen si empieza suficientemente cercano a este.
Las propiedades de estabilidad de muchos sistemas no dependen del tiempo inicial t;.

Sistemas auténomos y algunos periddicos son ejemplos tipicos. Esto motiva las definiciones de

estabilidad uniforme y estabilidad asintdtica uniforme.
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Definicidn L4 “Uniformemente estable”

El estado de equilibrio X=0 de la ecuacién diferencial (4.b.1) se dice ser uniformemente estable si

en la Definicién L.1, § es independiente del tiempo inicial t, ( ver figura d).

Definicion L5 “Uniformemente asintéticamente Estable ”

El estado de equilibrio X=0 de la ecuacién (4.b.1) es uniformemente asintéticamente estable

(U.AS), si es estable uniformemente para algun &; > O y para cada &, > 0 existe T(gl,gz) >0 tal

gue si ||X0|| < &, entonces Hx(t; Xo,to)H <¢g, paratoda t>t,+T (verfigurae).

La importancia de la estabilidad asintética y uniforme en el andlisis de los sistemas dindmicos se

volverd clara en las siguientes secciones.

Definicién L.6 “Exponencialmente estable”

El estado de equilibrio X=0 de la ecuacion (4.b.1) es exponencialmente estable si existen

constantes a>0 y b>0 tales que Hx(t;XO'tO)HSa.e(—b(tfto))

|Xo|| Vt>t, para toda t, y en una

vecindad B del origen.

Definicion L.7 “Estabilidad en el sentido de Lyapunov”

El punto de equilibrio X=0 se denomina estable si para todo & >0, existe 0 >0 tal que si HX(O)H <o

entonces HX(t)H < ¢ para todo t > 0. En caso contrario el punto de equilibrio es inestable (ver figuras

ayb).

Definicion L.8 “Estabilidad asintética”

El punto de equilibrio 0 es asintéticamente estable si es estable y ademds existe 0 >0 tal que si

HX(O)H <&, entonces HX(t)H —0 cuando t >
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Una funcion L(X) es definida negativa (positiva) en un entorno S, (O) del origen si L(X)<O
(L(X) >O), vxe S, (0) con x#0,y L(0)=0. La funcién L(X) es semidefinida negativa (positival

enunentomo S, (0) del origensi L(X)<0 (L(x)20), ¥xeS,(0) con x=0,y L(0)=0.

Estabilidad asintética implica que la solucidn tiende al equilibrio cuando t — o y estabilidad

asintética uniforme implica que la convergencia de la solucidn es independiente del tiempo inicial. Si

Iime5(8):ooen las definiciones dadas, entonces se dice que la estabilidad se mantiene en lo

amplio o que el estado de equilibrio es globalmente estable. Si la Definicidén L.5 se mantiene para

cada g, >0, enla ecuacién (4.b.1) se dice que el estado de equilibrio es global, asintéticamente y

uniformemente estable (U.A.G.S.). Estabilidad exponencial de un sistema implica siempre estabilidad
asintética uniforme. Lo inverso en general no es cierto. En el caso de sistemas lineales, sin embargo,
estabilidad asintética uniforme es equivalente a exponencialmente estable. También se mantienen

todas las propiedades de globalmente estable para sistemas lineales. Si el sistema es autébnomo todas

las propiedades de estabilidad son uniformes. Si B=R"en la Definicién L.6 entonces el estado de
equilibrio es exponencialmente y globalmente estable.

El método directo de Lyapunov es capaz de determinar la estabiliad de un punto equilibrio. sin
la determinacién explicita de la solucidn de la Ecuacion (4.b.1). El método ha probado ser efectivo en
el andlisis de estabilidad de ecuaciones diferenciales no-lineales cuyas soluciones son generalmente

muy dificles de determinar. Esto involucra encontrar una adecuada funcién escalar L(X,t)y

. A
examinar su derivada respecto del tiempo L(Xo,t):a L(X(t,%,),t)] alo largo de las trayectorias
t=0

del sistema. El razonamiento detrds de este método es que en un sistema puramente disipativo, la
energia almacenada en el sistema es siempre positiva y cuya derivada de tiempo es no-positiva. En
teoria de estabilidad, los teoremas de Lyapunov para estabilidad estdn establecidos separadamente

en sistemas autébnomos y no-auténomos y son establecidas restricciones sobre las funciones L(X,t) y

L(X,t) para asegurar las distintas clases de estabilidad definidas anteriormente.

Teorema 4.b.(I) “Estabilidad uniforme y global; sistema autbnomo ”

Sea un sistema auténomo el descrito por la ecuacion
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donde f (O) =0. El punto de equilibrio X=0 es asintética uniforme y globalmente estable si existe
una funcién escalar L(X) con la derivada parcial continua con respecto a X, tal que L(O) =0,y ()

L(x)>0 paratoda x# 0, (i) L(X)<O paratoda X0,y (i) L(X)—  cuando ||X||—>oo

Teorema 4.b.(ll) “Estabilidad Asintética Uniforme y Global ”

Sea un sistema el descrito por la ecuacion

x=f(xt) f(0,t)=0,Vt>ty. oo (4.0.1)
El estado de equilibrio de la ecuacidn (4.b.1) es estable asintdticamente, uniformemente y
globalmente si existe una funcién escalar L(X,t) con primeras derivadas parciales continuas con

respectoa X yat talque L(0,t) =0 vy silas siguientes condiciones son satisfechas:

(i) L(x,t) es definida positiva, esto es, existe una funcidon escalar no decreciente continua « tal
que a(O) =0y L(X,t) > a(||x||) >0, paratoda t y toda X#=0;

(i) L(x,t) es decreciente, esto es, existe una funcién escalar no decreciente continua £ tal que
B(0)=0y ,B(||x||) > L(x,t) paratoda t;

(iif) L(x,t) es definida negativa, esto es,

A oL

L(X,t)zg-i'

(VL) f (xt)<=r(]q) <0

Donde y es una funcidn escalar no decreciente continua con 7(0) =0, VL es el gradiente de

L conrespecto a X, y la derivada de tiempo de L es avaluada a lo largo de la trayectoria de

la ecuacidn diferencial (4.b.1).

(iv) L(X,t) es no acotada radialmente, esto es, a(”x”) — o0 cuando ||X|| — 0.

Demostracion
Una idea general de la demostracion esta dada en dos estados:

1. Estabilidad Uniforme

De (i) y de (i) tenemos, a(”x”) <L(xt)< ﬂ(”x”)
Para cualquier ¢ >0, existe una & >0 tal que B(5)<a(e). Sean las condiciones iniciales

escogidas de tal manera que ||Xo|| <. Entonces

38




a(e)>B(8)zL(%1t)
> L(X(6%,%) 1)
ya que L(X,t)<0 porla condicién (i), por lo tanto
a(g) > a(”x(t;xo,to)u).
Ya que «(-) es no decreciente, esto implica que Hx(t; %o, b, )H <& Vt=t,,yporlo tanto, el

origen de la ecuacién (4.b.1) es Estable Uniformemente. ( ver grdfico 1)

2. Estabilidad Asintéticamente Uniforme

Para establecer la estabilidad  asintética uniforme, se necesita mostrar que dado cudlquier &,
existe un T (&,,&,)>0 tal que
ol<a=|x(t)<e,  vtzt,+T
Sea & y & tales que B(5)<a(z) y. porlo tanto, por (1), si X, < 8, entonces | x(t; %, t,)]| < & para
foda t>t,. Si escogemos £, <5 y v>0tal que fB(v)<a(s,). entonces si [|X(t;%,t,)|<v para
algin tiempo t=t,+T , entonces |X(t;X,t,)|< &, para toda t=t,+T. La existencia de tal T se
muestra para contradiccién. Sea |(t)| estar en un intervalo compacto [v,&,] para toda t 21,. La

funcién continua 7 ([[X]) de la condicién (i) del Teorema 4.b.1 asume un valor minimo 7, >0 en este

£(5)
Yo

0<a(v)<L(x(ti%b).t)
<L (Xito) =T 7,

<B(8)-pB(8)=0. lo cual es una contradiccion. Por o tanto el origen de

intervalo compacto. Definiendo T = . entonces existe un tiempo t, =t,+T en el cual

la ecuacién (4.b.1) es UAS estable asintdticamente y uniformemente. Ya que por la condicién (iv),

a(-) es no acotada radialmente, una & puede ser encontrada tal que ﬂ(§)<a(£) para

cualquier 0 . En suma, 0 puede hacerse arbitrariamente grande. Por lo tanto, X=0en la ecuacién

(4.b.1) es Estable Asintéticamente, Uniformemente y Globalmente. (ver grafico 1)

Si L(x,t) <0 y la condicién (i) es satisfecha, el origen de la ecuacion (4.b.1) es Estable; si en
adicion a esto la condicién (i) es satisfecha, se desprende Estabilidad Uniforme y L(X,t) es referida
como Funcién de Lyapunov.
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Estabilidad Uniforme y Estabilidad Asintética Uniforme
Grdfico 1
Comentario
En las definiciones de estabilidad anteriores se ha asumido tdcitamente que las soluciones de las

ecuaciones diferenciales para unas condiciones iniciales dadas pueden ser extendidas para todo

t>t,. Una condicién suficiente para esto es que f (X,t) satisfaga una condicidn de Lipschitz, esto es,
existe una constante k tal que: Hf (x,t)-f (th)H < k|| — |

Para tfoda (Xl,t),(xz,t) en M . Sin embargo en muchos casos esto no puede ser verificado. En
vez de esto asumimos que f € F asi que la solucién existe en un intervalo [to—al,to +al] alrededor

de t, y se usa la existencia de una funcidon de Lyapunov para asegurar que X(t; Xo,to) pertenece a

un conjunto compacto. Esto asegura que la solucion puede ser extendida para toda t > 1.

Sin perder generalidad, no hay una regla explicita para encontrar la funcién de Lyapunov que
satisfaga las condiciones del Teorema 4.b.(l) excepto en el caso de sistemas LTI . Si el origen de la
Ecuacién (4.b.1) es UAS. un importante Teorema de Massera nos asegura la existencia de la funciéon
de Lyapunov.

Hay teoremas que aseguran la existencia de funciones de Lyapunov para sistemas lineales.
Esto, por consiguiente, puede ser modificado adecuadamente para aplicar a clases especificas de
sistemas no-lineales.

Con condiciones L(X,t) >0, L(X,t) <0
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La condicion (i) en el Teorema 4.b.a, requiere que L(X,t) sea evaluada a lo largo de cualquier

trayectoria que sea negativa-definida, esto es particularmente riguroso de satisfacer. En la prdctica es
a menudo considerablemente mas simple construir una funcidén de Lyapunov L(X,t)con una
derivada de tiempo semidefinida-negativa que una que sea definida-negativa. Mas relevante para

nuestros propdsitos es el hecho que la condicion (i) puede no ser nunca satisfecha para todo el

espacio de estado para sistemas adaptativos. Por lo tanto, lo mejor que uno puede esperar es hacer
L(X,t) semidefinida-negativa. Uno de los problemas fundamentales en el andlisis de estabilidad de
sistemas adaptativos consecuentemente es la determinacion del funcionamiento asintético de las
soluciones de ecuaciones diferenciales gobernado el sistema por un conocimiento de la funcién de
Lyapunov L(X,t) cuya derivada de tiempo es semidefinida-negativa.

El problema descrito ha sido discutido con gran amplitud en la literatura de estabilidad, y para
ciertas clases de sistemas LaSalle ha demostrado que la estabilidad asintdtica uniforme puede ser
concluida.

La Estabilidad Asintdtica es una propiedad fuerte que es muy dificil de alcanzar en la préctica

en sistemas dindmicos. Sin embargo, se tienen algunas definiciones suaves que son mds Utiles.

Teorema 4.b.(lll) “Uniformemente SISL ”

Un punto de equilibrio X, es estable en el sentido de Lyapunov (9L)en t,. Si para cada ¢ >0 existe
un &(&,t,)>0 tal que Hx(to)— XeH <6(&.ty) implica que Hx(t)— XeH <& para t >t,. La estabilidad se
dice que es uniforme ( es decir, uniformemente S9.). Si 5() es independientes de t,. Esto es, el

sistema es SS9 paratodo t;.

Hay que notar que 9SS requiere la habilidad de guardar el estado X(t) cercano

arbitrariamente a X, por empezar suficientemente cercano a este. Este aun es un requerimiento muy

fuerte para el andlisis de de estabilidad de sistemas prdcticos en presencia de perturbaciones. Sin
embargo lo vamos a resolver en la siguiente definicién.

Esta definicién esta relacionada con el Grafico 2 siguiente.

Teorema 4.b.(IV) “ Acotado Uniformemente y Ultimamente ”

El punto de equilibrio X,es acotado uniformemente y Ultimamente (UUB) si existe un conjunto

compacto Sc R" tal que para cada X(t,) € S existe un rango acotado B y un tiempo T(B, X(to))

tal que HX(I)—)QSH <B paratodo t>t,+T.
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El intento aqui es capturar la hocidn que para todos los estados iniciales en el conjunto compacto S,

la trayectoria del sistema eventualmente alcanza después de un tiempo T una vecindad acotada de

X -

Acotamiento B

A
\/

ACOTAMIENTO UNIFORME Y ULTIMO Grafico 2

La diferencia entre Acotamiento Uniforme y Ultimo UUB y SIS es que el acotamiento B no puede

hacerse arbitrariamente pequeno por empezar cercano a X,. En sistemas practicos, en acotamiento

B depende de perturbaciones y otros factores. Sin embargo un buen disefo de controlador debe

garantizar que B sea bastante pequefio. El término uniforme indica que B no depende de t,. El

término uniforme indica que el acotamiento se mantiene después de un cierto lapso T.Si S=R", el

sistema se dice que es globalmente UUB, es decir GUUB.
Hay que notar que si la funcién f() en (4.b.1) no depende explicitamente del tiempo t la

estabilidad o acotamiento siempre se mantiene uniforme. La no-uniformidad sélo es problema con
problemas que dependen del tiempo.

Los sistemas industriales son generalmente no-lineales, un problema que es exacerbado por la
presencia de no-linealidades del actuador tales como friccién, zonas muertas y backlash. Las estrictas
tolerancias modernas en la fabricacién de semiconductores de integracidn a gran escala, el

maquinado de alta precision de partes para sistemas aeroespaciales y otros campos ponen severos
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requerimientos en posicionamiento, velocidad y precision de sistemas industriales mecdnicos. El
diseno de sistemas de control para sistemas no-lineales no es facil. Teorema de Estabilidad de
Lyapunov.

La funcidon de Lyapunov es una funcidon de la energia generalizada. El siguiente resultado
importante muestra que pude ser usada para analizar estabilidad del sistema (2.1.9). Ahora veremos
como usar este resultado para disenar sistemas de control.

Teorema 4.b.(V) “ Estable en el Sentido de Lyapunov ”

Si existe una funcién de Lyapunov para el sistema (4.b.1), entonces el punto de equilibrio es S .

El siguiente teorema proporciona un fuerte resultado si la derivada de Lyapunov es negativa
definida.
Teorema 4.b(VI) “ Estabilidad de Asintética”

Si existe una funcién de Lyapunov para el sistema (4.b.1) con el fortalecimiento de la condicion

L(X) <0 paratoda X(t) diferente de cero, entonces el punto de equilibrio es AS.

Si la derivada de la funcidén de Lyapunov es definida negativa entonces el sistema es GAS. Si la
derivada de la funcién de Lyapunov es semidefinida negativa entonces el sistema es sélo S ; esto

es, el estado interno es acotado pero no va a cero con el tiempo.
4.b.2. Ejemplos del Método Directo

Para tener una matriz de una funcién de Lyapunov, en las formas cuadrdticas se puede aplicar el

criterio de Silvester, que dice que la condicidon necesaria y suficiente para que la forma cuadrdtica
a; G Gy )X
) B &y Gy || %

L(X) = (% X0,
e A

(donde la matriz en real y simétrica ), sea definida positiva es que sus menores principales sean

positivos:
; A, - A
a, >0 %2sq . P2 % 7 Gl g
a, a,
A &, Gy

L(X) es definida negativa si

43




a11 a12 aln
G

A 0

8y 8y

a, <0, >0, ...

Gy &y &y

L(X) es semidefinida positiva si la matriz es singular y todos sus menores principales son no negativos.

L(x) es semidefinida negativasi (—1)ko (det. principal de ordenk ) =0

Ejemplos:

L(x)=(x+ x2)2 es semidefinida positiva  (con x, =—x, #0— L(x)=0)
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L(X)=-x —(% +%)* es definida negativa (Vx#0,L(x)<0,L(0)=0)

a0

-6.25

L(X)= %X, + X’ es indefinida

Ejemplo 1

Estudiar la estabilidad del sistema
% =% =% (X +%)
%, ==X =%, (X + %)
Se encuentran los puntos de equilibrio X =0
0=%-x% (X +x) _ 0= - X% (X + )
O=—x-%(X+X) 0=+ +x%(X+x)

Porlo cual, 0= )(12 + X22 y sustituyendo en el primer sistema queda
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% =0
X =0
Es decir el Unico punto de equilibrio es el origen

Considerando la funcién de Lyapunov L(X) = Xf + Xg que es definida positiva
Ahora se verificard si su derivada considerando las ecuaciones del sistema es definida negativa
L(x) = 2%% +2%%,
=2 (%, =%, (3¢ +3¢))+ 2%, (- =%, (X + ¢ )
Es decir, L(X) = —2()(12 + X22)2 es definida negativa. Por lo tanto, el sistema es asintéticamente

estable. Como se verifica que L(X) =X’ +X. =, cuando ||X||2 =,/X +X, =, enfonces el

sistema es global y asintdticamente estable.

Ejemplo 2

Estudiar la estabilidad del sistema
% =% =%
X, = —X%,

1
Considerando la funcién de Lyapunov L(X)zE(Xf+X22), que es definida positiva. Ahora se

verificard si su derivada es definida negativa:
L(x) =%, (%% = %)+ % (-%,)
L(x) =
Es sélo semidefinida negativa ya que puede ser cero cuando X, # 0. Por lo tanto es sistema es sélo

SISL, esto es, el estado intferno es acotado pero no va a cero con el tiempo.

Ejemplo 3
Estudiar la estabilidad del sistema
% =% +% (% +x)

%, ==X+ % (% +X)

Si se linealiza el sistema en el origen, se obtiene

0K a2, 2 %

axl X1 + X2 (0,0) axz + X1X2 ‘(0,0)
0%, _ _ . 0% _
o ~1+2%X, ‘ 09="1 o X +3X, ‘ ©00=0
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(R (0 1Y)x : . y
es decir = 10 y por tanto el origen es un cenfro. Si fomamos como funcion de
% - X

Lyapunov  L(X)=X+X;, como su derivada es:
L (%) = 2% +2%%
= 2% (%, + %, (3¢ +52) )+ 2%, (x4 %, (% + ¢ )
= 2%} + 4AX X5 + 2%
se obtiene que L(X) y L(X) son definidas positivas lo cual nos dice el teorema que el sistema es

inestable.
El criterio de Lyapunov es aplicable a sistemas no-lineales, pero su verificacion, en general, no es
nada facil. Puede ser que no se encuentre una funcidén de Lyapunov, pero esto no indica que dicha

funcidn no exista.

4.b.3. Extension de Lyapunov. Lema de Barbalat

En algunas situaciones, los teoremas anteriores proporcionan muy poca informacién y sin embargo
llegan a pedir mucho de los sistemas industriales y de defensa que tengan perturbaciones vy
deficiencias de actuadores. Algunas extensiones de la teoria de Lyapunov estdn dirigidas a resultados
prdcticos que puedan ser usados en los actuales sistemas de control industrial.

El primer resultado estd basado en el Lema de Barbalat.

Dado un subconjunto Sc R", una funcién f (X):S—) R™ es continua en S si para cada X, € Sy

para cada & >0 existe un 5(& %) >0 tal que |x—X,| < 5(e %) implica que Hf (x)—f (XO)H<3.

Si 5() es independiente de X,entonces se dice que f (X) es uniformemente continua. Continuidad

of
uniforme a menudo es dificil de probar. Sin embargo, si f(x) es confinua y su derivada 8_65
X

acotada entonces f (X) es continua uniformemente. Esta prueba es sélo suficiente pero es facil de

usar.

Teorema 4.b.(VIl) Lema de Barbalat, Extension de Lyapunov

sea L(X) una funcién de Lyapunov. Si L(X) es continua uniformemente, entonces L(x)—>0

cuando t - .

Este teorema permite obtener mas informacién acerca del funcionamiento del sistema que la

proporcionada por el Teorema 4.b.(V). Se dice que si L(X) tiene una propiedad extra, enfonces uno
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puede concluir que L(X) — 0. Esto puede decirnos a menudo que ciertos estados en el sistema no

son simplemente acotados ya que en realidad van a cero. Para verificar la continuidad uniforme de

L(X) , sélo es necesario revisar que I:(X) estd acotada.

Ejemplo 1 ( Estabilidad Asintdtica de los componentes del estado usando el lema de Barbalat )

Consideremos el sistema
%=X =%
%, ==X X,
Con una funcidon de Lyapunov candidata L(X) =%(X12 + X22) . la cual tiene
L(x)=-x
Ya que esta es semidefinida negativa, podemos concluir que el sistema es S . Usando el Lema de

Barbalat, podemos extraer mas informacién acerca de la estabilidad de esta funcidn de Lyapunov.

En efecto
L(x)=-2x% = -2x + 2%
El andlisis de Lyapunov muestra S . Lo cual muestra que ||X|| estd acotada. Esto a su vez muestra

que L(X) estd acotada, de aqui que L(X) es continua uniformemente. Por lo tanto L(X)en

realidad va a cero. Esto finalmente demuestra que Xl(t)—>0. Asi la extension de Barbalat ha

permitido probar que ciertos componentes del estado son Estables Asintdticamente AS.
Los siguientes resultados proporcionan una forma mds leve de estabilidad que SIS, que es
mas Util para el disefo de controladores en sistemas prdcticos, los cuales normalmente tienen la

forma

Con d(t) una perturbaciéon desconocida pero acotada. El teorema dice cuando el acotamiento

uniforme y Ultimo estd garantizado.

Teorema 4.b.(VIIl) “Acotamiento Uniforme y Ultimo por Extensidon de Lyapunov”

Se supone que para el sistema (4.b.3 ) existe una funcion L(X) con derivadas parciales continuas

tales que para X en un conjunto compacto Sc R".

L(x) es definida positiva.

L(X) es definida negativa para ||X|| >R
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Para algun R>0 tal que la bola de radio R es contenida en S. Entonces el sistema es Acotada

Uniformemente y Ultimamente UUBy mas aun, ||X(t)|| es acotada en una vecindad de la bola de

radio R.

Ejemplo 2 (UUB Extensién de Lyapunov).

Considerar el sistema
% = %6 =% (% + X -2)
% ==X =% (3¢ + X - 2)

1
Y seleccionando una candidata a funcién de Lyapunov L(X) :E(Xf + X22) . Esta tiene la derivada

: 2 2 2 2
L(x)=—-(x+X)(x +X -2)
La cual es negativa siempre que
||x||2 =X +X>2
Las técnicas normales de Lyapunov fallan aqui ya que L(X) ni siquiera es semidefinida negativa. Sin

embargo, la extension UUB muestra que el sistema es UUB con el estado restringido a la vecindad

de una bola con radio ||X|| =2.

4.c. Andlisis Estabilidad Total y BIBO (entradas acotadas-salidas acotadas)
Es de gran interés la estabilidad global de los sistemas adaptativos y la principal aproximacién usada
para asegurar esto es el método directo de Lyapunov. En muchas situaciones, sin embargo, el
método de Lyapunov no puede ser usado exclusivamente y uno tiene que usar otros conceptos que
han sido tratados extensivamente en la literatura de estabilidad. Esto incluye la estabilidad BIBO la
cual es mas apropiada cuando estdn presentes perturbaciones externas continuas y Estabilidad Total
cuando las perturbaciones pueden ser consideradas ser dependientes del estado.

Cuando las perturbaciones externas e internas estdn presentes en el sistema, las ecuaciones

para analizar fienen la siguiente forma no-lineal:
x(t)=f(xt) f(0,t)=0 Vixt, (S) .o (4.c.1)(a)
X(t)=f(x,t)+g(xt) (S)) o (4.c.1)(b)

donde (S) representa un sistema no perturbado con Xx=0 como el estado de equilibrio, y (S,)

es un sistema perturbado g(x,t) el cual puede deberse a no-linealidades, variaciones de pardmetros

6 perturbaciones estructurales.
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Definiciéon 4.c.|

El estado de equilibrio X=0 de (S) es totalmente estable si para cada ¢ >0, existen dos nimeros
positivos 51(5) y 0, (5) tales que HX(IO)H< oy Hg(x,t)” <6, implican que cada solucién X(t; Xo,to)

de (S,), satisface la condicion ||X(t; Xo,t0|| <&

El siguiente teorema indica la relacién entre estabilidad total y estabilidad asintdtica uniforme en el
sentfido de Lyapunov.

Teorema 4.c.a

Si el estado de equilibrio de (S) es estable asintéticamente y uniformemente, entonces este es

totalmente estable.

Del Teorema 4.c.q, se desprende para perturbaciones pequenas suficientfemente y condiciones

iniciales que son, ||u|| <0,y ||XO|| <0, donde §,,6, son pequenas suficientemente, las soluciones de la

ecuacion diferencial no-lineal

x=f (xt)+u(t) (o A (4.c.2)

Seran acotfadas uniformemente para foda t>t;. Sin embargo, en la prdctica, es de gran inferés

determinar la naturaleza de las soluciones, cuando algun margen es especificados sobre ||u|| .

La estabilidad BIBO (entradas acotadas — salidas acotadas ) es considerablemente mas dificil
de establecer en sistemas no-lineales de la forma de la Ecuacidn (4.c.2) que en sistemas lineales,
donde tal estabilidad continua si el sistema no-forzado es UASG (o estable exponencialmente). Sin
embargo, los andlisis de sistemas adaptativos en la presencia de perturbaciones dirige

invariablemente los cuestionamientos relacionados a Estabilidad BIBO .

Teorema 4.c.b

Considerar la ecuacion diferencial

x=f (x) X:R o R (4.c.3)
Sea Q) una vecindad del origen acotada y sea Q°su complemento. Se supone que L(X) es una
funcién escalar con derivadas parciales continuas en Q°y satisface 1) L(X) >0,VxeQ°, 2)

L(X) <0,VxeQ° y3) L(X) — o0 cuando ||X|| — o0 . Entonces cada solucién de la Ecuacién (4.c.3)

esta acotada paratoda t > 0.
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5. CONTROL DE SISTEMAS ADAPTATIVOS

5.a. Problema de Identificacién: caso escalar
El método directo de Lyapunov es la herramienta principal usada para la derivacién de las leyes

adaptativas estables. Este método puede ser usado para disefar sistemdaticamente una amplia clase
de sistemas adaptativos estables. En los casos considerados la estabilidad global es asegurada por la

existencia de una funcién de Lyapunov para el sistema entero, elegir las funciones necesarias es

crucial para una adecuada ley adaptativa.

Consideremos el problema de Identificaciéon de la dindmica de una planta con una entrada

acotada U y una salida X, descrita por una ecuacion diferencial de primer orden:

X, (t) =apX, (t)+ kpu (t)
donde los pardmetros a, y kpson constantes pero son desconocidas. El estado de equilibrio de la

planta no-forzada se asume que es estable asintdticamente asi que ap<0. El problema de

identificacién entonces se reduce a la determinacién de a,y kp del par observado u(t) y X, (t) de

entrada-salida.
Para realizar esto describimos dos Modelos de Estimacidon que tienen diferente estructura.

Aunque el andlisis de estabilidad de los dos es casi idéntico, solo el segundo modelo puede ser
facilmente extendido a sistemas de alto orden. La entrada U vy la salida )A(p de los dos modelos estdn
relacionadas por ecuaciones diferenciales ( ver Graficos 5.1y 5.2 ).

R, = 8, (1) R, K, (DU(L) v Modelo 1 (5.0.q)

A

y X, anip(t)+(ép(t)—an)xp(t)+Izp(t)u(t) a,<0 i Modelo 2 (5.0.b)

é.p (t) y |2p (t) en los dos modelos representan respectivamente los estimados de a, vy kpen el
tiempo t. El objetivo es ajustar ép (t) y |2p (t) de tal manera que

lima (t)=a limk_(t)=k
limg, (t)=a, vy limk,(t)=k,
AUNn cuando todas las senales en el sistema entero permanezcan acotadas. Ademds, esto tiene que
ser realizado usando las derivadas de tiempo de las sefiales observadas ya que el ruido estd presente

invariablemente.
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Definiendo el error entre la salida correcta X, (t) de la planta y la salida estimada X, (t) como e(t) y

los pardmetros del error entre ép (t) ya,y lzp (t) y kp como ¢(t) y l//(t) respectivamente, asi

tfenemos las ecuaciones diferenciales del error:
e(t)=aze(t)+a(t) X, () +w (H)u(t) o Modelo 1 (5.1.q)

e(t)=a,e(t)+¢(t)x, (t)+w (t)u(t) oo, Modelo 2 (5.1.b)

Con
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En términos de las ecuaciones de error de los modelos el objetivo puede ser establecido como la

determinacion de una regla para el ajuste de &, (t) y Izp (t) haciendo que los errores @(t) y
y (t) tiendan acero cuando t— 0. Es claro que si u(t) y X, (t) estan acotadas uniformemente y

¢(t) y l//(t) tienden a cero, el error e(t) también tiende a cero asintéticamente. De aqui que la

convergencia del error de salida a cero necesariamente se obtendrd si el pardmetro exacto es
alcanzado. Ya que el pardmetro del error nunca es conocido explicitamente, el éxito del
procedimiento de identificacion debe ser inferido en la prdctica del desempefio del error de salida

medido.

5.b. Leyes adaptativas
La ley adaptativa para el Modelo 2. La ecuacién (5.1.b) representa el primer paso importante en la

descripcién matemdtica del proceso de identificacidén usando el Modelo 2. Indica como los errores
de pardmetro afectan el error de salida en el sistema. Ya que el identificador es un diferenciador libre,

infentamos obtener leyes de identificacion adaptativas de la forma:
ép (t) = fl[xp (t) ' u(t) J )A(p (t) J ép (t):l
ko (1) = 2] %, (1), (), %, (1)K, (1)

Asi que el ajuste de los parametros & (t) y Rp (t) estén basados en todas las sefiales que pueden ser

medidas directamente. Las funciones f, y f, han de ser escogidas de tal manera que las
ecuaciones 5.1.b y 5.2 constituyan un sistema de tercer orden cuyos puntos de equilibrio estén dados

A

por a,=a,, kp = kp y e=0 sea estable globalmente. Unas de esas reglas son:

a,(t)=—e(t)x, (1
ko (t)=—e(t)u(t)
Ya que a,y kp son constantes, las leyes adaptativas anteriores pueden ser expresadas en términos
de los errores de pardmetro ¢(t) y y (t) como:
#(t)=—e(t)x, (t)
v (t)=—e(t)u(t)
En este caso el estado de equilibrio €= ¢ = =0 puede mostrarse que es estable globalmente. La

justificaciéon para la eleccidon de la leyes adaptativas (5.3) estd basada en la candidata para funcién

de Lyapunov

V(e,¢,x//):%[e2(t)+¢2 (W7 (O] e (5.5)
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V(e¢,w) es una forma cuadrdtica de e(t). ¢(t) v w(t) y es definida-positiva. Evaluando su
derivada a lo largo de cualquier frayectoria de las ecuaciones diferenciales (5.1.b) y (5.4) se produce

V(ed.w)=2a,e(t)+a(t)e(t)x (t)+w(t)e(t)u(t)+d(t)d(t)+w (t)w(t)....... (5.6)
#(t) v v (t) enla ecuacién (5.6) deben ser tales que cancelen los términos que contienen ¢(t)y
() asi V se vuelve semidefinida-negativa. Esto sugiere ley adaptativa en la ecuacion (5.4) de la

cual obtenemos
V(€¢,w)=a, (1) <0 o (5.7)

Por lo tanto, V(e,¢,t//) es una funcién de Lyapunov y el origen es estable uniformemente vy
globalmente. Se desprende que e(t), ¢(t) y l//(t) estan acotadas para todo t > 1,.
Se debe notar que ya que los errores de pardmetro ¢(t) y l//(t) en cualguier tiempo t no son

conocidos (ya que a,y kp son desconocidos) la ley adaptativa no puede ser implantada como esta

dada en la ecuacion (5.4). Por lo tanto, mientras el andilisis del sistema adaptativo puede ser llevado a

cabo convenientemente usando las ecuaciones de error (5.1.b) y (5.4), la implantacién prdctica de la
ley adaptativa tiene que ser llevada a cabo en términos de los pardmetros ép (t) y |2p (t) como estd
dado en la ecuacién (5.3).

Ya que —thV(e(r),¢(f),w(t))dr=V(to)—V(oo)<oo
tenemos que

00

0< L e? (z')dr < o0

O que ee £%.Ya que é(t) como estd dado por la ecuacién (5.1.b), estd acotada, se desprende del

siguiente Lema

. t
Si f:R" >R es continua uniformemente para t>0, y si el limite de la integral IImIO‘f (r)‘dr
t—w

existe y es finito, entonces  lim f (t)=0.

t—oowo

Por o tanto, en este caso lime(t)=0.
t—o

En tiempos iniciales del control adaptativo se podia concluir de las ecuaciones (5.5) y (5.7) que

Iime(t) =0. Sin embargo, como se ve en el andlisis anterior, que sdlo podemos concluir que ecr?.

tow
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Ya que una funcidn puede ser una cuadrdtica integrable sin tender a cero, es claro que condiciones

adicionales son necesarias para que e(t) tienda a cero asintéticamente.

5.c. Ganancias adaptativas
En la discusién anterior, las leyes adaptativas en la ecuacioén (5.4) aseguran la existencia de la funcion

1
de Lyapunov de la forma V :E[e2+¢2+w2]. Si, por ofra parte  V(e,¢,y) es elegida para que

tenga la forma

\% :1{ 2+i¢2+iw2}
2 71 V2

donde y, y ¥, son constantes positivas, las leyes adaptativas deben tener la forma:

¢ = _7lexp
Y= —7.€u
Para hacer V(e,¢,t//) una funcion de Lyapunov, y, y ¥, son referidas como ganancias adaptativas.

Ya que el sistema entero es estable globalmente para todos los valores positivos de y, y 7, las

Ultimas pueden ser escogidas para optimizar el desempeno del sistema entero en algin sentido.

5.d. Simulacion de identificacion de una planta lineal

Ver programas de Matemdtica Identificaciéon_1, Identificacion_2, Identificacion_3

La identificacién de la planta con a,= -1ly kp =1, usando el procedimiento discutido se muestra en
el programa Identificacion_1. El parédmetro a,, en la ecuacion (5.0.b) es igual a -3 y la simulacion es
levada a cabo cuando: (i) u(t)=0, (i) u(t)=2 y (iii) u(t)=2cost+3cos2t. Las condiciones
iniciales se eligieron como se indica en la figura. En cada caso, el error de salida e(t) y la norma de
los errores de pardmetro ng(t)” =0 (t)+l//2(t) son mostrados como funciones de tiempo.

(i) Cuando u(t) =0 se ve que el error de salida converge a cero asintbticamente mientras que los

errores de parédmetro convergen a una constante con valor no-cero (programa Identificacion_1).
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Xe[t] Rojo ; xp[t] Verde

11t
0.8
0.6 S
/
0.4
0.2 -
| T
1 2 3 4 5
e[t] error
0.1 ﬁ \
0.05 S~
—
1 2 3 4 5
-0.05
0.1} |
-0.15 | |
@[t] nornma de paré&metros
1.52
1 2 3 4 5

1.48
1.46
1.44
1.42

(i)  Cuando u(t)=2 se observa un desempefo similar de los errores. El valor asintético de H(o(t)u es

mds pequeno en este caso ( programa Identificacién_2 ).
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1.95 | /\ /
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1.85 ¢
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e[t] error
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0. 1 / \\
l1 2 3 4 5
-0.1
-0.2
-0.3
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1.4
1.38 |
1.36 ¢
1.34 ¢
1.32 ¢

(i) Cuando u(t)=2cost+3cos2t, e(t), ¢(t)y y(t) tienden a cero asintéticamente

( programa Identificacién_3 ).
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5.e. Identificacion de plantas no-lineales
En la ecuacién diferencial del error (5.1.b), el lado derecho es una funcién lineal de los errores de

pardmetro ¢ y . Ademds, estos errores estdn asociados con las sefiales X y Uque pueden ser

medidas. Este hecho nos permite construir leyes de identificacién estables de la forma de las
ecuaciones (5.4). De aqui que el mismo procedimiento puede ser extendido a la identificacién de
casos especiales de plantas no-lineales como se muestra mds abajo.

Sea la planta que va a ser identificada de la forma
% =ax +of (xp)+ Y (F) OO (5.8)
donde a,,a y kpson pardmetros escalares constantes que son desconocidos, f() y g() son
funciones no-lineales suaves conocidas tales que X, =0 es el Unico estado de equilibrio de la

ecuacién (5.8) cuando g(u)EO, y la ecuacion (5.8) tiene soluciones acotadas para una entrada
acotada U. Para estimar los pardmetros desconocidos, construimos un estimador de la forma:
X, =a,X +(ap (t)—am)xp +a(t)f (xp)+ k,(t)g(u)
Asi que el error e satisface la ecuacion diferencial
e=a.e+(4,(t)-a,(t))x, +(a(t)-a)f (xp)+(kp (t)—kp)g(u)
y tiene la misma forma como la ecuacién (5.1.b). Asimismo se desprenden las leyes adaptativas de

identificacién de la forma:

p p
& = —ef (xp)
k, =-eg(u)

pueden ser usadas para asegurar la estabilidad global de todo el sistema con el error de salida

tendiendo a cero asintéticamente.

Simulacién de Identificacion de una Planta No-lineal
Ver programas de Matematica: Identificacion_N1, Identificacion_N2 e Identificacion_N3
Los resultados obtenidos de la identificacion de una planta no-lineal descrita por la ecuacién

diferencial

v o _ 3
X, ==X, —2X;+U

Ahora se muestra en el programa Identificacién_N1 con @, =—-3, con condiciones iniciales como se
muestra en el programa vy las mismas entradas como en el programa Identificacion_1. El error de

salida se ve que tiende a cero para u(t)EO y u(t)z3 como se observa en los programas
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Identificacion_N1 e Identificacion_N2 pero los errores de pardmetro no. Para u(t) = 2cost +3cos2t,

la salida asi como los errores de pardmetro tienden a cero. La velocidad de convergencia del error
de pardmetro en el programa Identificacion_N3 es mucho mas lenta que en el programa
|dentificacion_3.

y[t] Rjo ; x[t] Verde

1y
0.8
0.6
0.4 |
0.2} \
N
B 1 2 3 4 5 6
e[t] error
0.1 |
0.08 |
0.06 |
0.04 |
i \
0.02 ¢ \\
1 2 3 4 5 6
@[t] norma de paréanetros
4t
3 L
2 L
1 L

ldentificacion No-lineal programa Identificacién_N1
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y[t] Rjo ; x[t] Verde
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5.f. Control directo; el caso escalar
El problema mds simple de control adaptativo de un sistema dindmico puede ser establecido en

términos de una planta de la forma descrita para el caso escalar anteriormente expuesto.

Una planta con un par entrada-salida {u(-),xp(-)} estd descrito por la ecuacién diferencial
escalar
X, (1) =2, (1) %, (1) +ky (t)u(t)
donde a,(t) y k,(t) son parametros de la planta. Un modelo de referencia es descrito por la
ecuacioén diferencial de primer orden

X (1) = @, X (1) F K (1) v, (5.9)

donde a, <0, a,,k, son constantes conocidas y r es un tramo-continuo de una funcién de tiempo

acotada. Se asume que a,,, km y I han sido escogidas para que Xm(t) represente la salida deseada

de la planta en el tiempo t. El objetivo es determinar una entrada de control Uacotada,

permaneciendo todas las senales del sistema acotadas y

lim|X, (1) =X, ()] = 0 (5.10)

t—>ow

Si a (t) y k,(t) pueden ser directamente ajustados y sus valores son conocidos esto puede ser
alcanzado frivialmente por la eleccion

a (t)=a, k,(t)=k, y u(t)=r(t),vtxt,
Para hacer el problema més redlista, se asume que los valores iniciales de a,(t) y k,(t) son

desconocidos pero sus derivadas de tiempo pueden ser ajustadas usando la medicidon de senales en
el sistema. Cuando se establecié de esta manera, el problema de control se ve idéntico a un
problema de identificacién usando el Modelo 1. En este caso el error entre las salidas de la planta y el

modelo de referencia satisfacen la ecuacion diferencial
e(t)=a,e(t)+(a, (t)—a,)x, (t)+ (K, (1) =k )r (t) oo (5.11)
Silas leyes adaptativas
8, (t)=—e(t)%, (1)
k, (t)=—e(t)r(t)

son usadas. Las ecuaciones (5.11) y (5.12) son similares a las ecuaciones (5.1.b) y (5.3). Su estabilidad

global puede ser mostrada de la misma manera que fue descrita anteriormente.
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5.g. Control por retroalimentacion
En la préctica, el gjuste directo de los pardmetros de la planta como esta descrito anteriormente no

puede ser posible y el desempeno de la planta puede estar alterado sélo por el uso de ganancias de

alimentacion al frente y retroalimentacién. Si a,y kp son constantes conocidas, la planta esta dada

por:
X, (1) =a %, (1) + KU (t) e, (5.13)
entonces una enfrada de control de la forma
u(t)=6"x, (t)+Kr(t) oo (5.14)
puede ser elegida cuando
ey S kck
K, K,

Usando la expresidon de la ecuacion (5.14) en la ecuacion (5.13) se puede ver que la funcién de
transferencia de la planta junto con el controlador serd lo mismo que lo que el modelo de referencia

a fin de que se el objetivo en la ecuacion (5.10) se cumpla. Se estd seguro de la existencia de tales

0" y k¥ proporcionando un kp # 0, esto es, cuando la planta es controlable. Cuando a,y kp son
desconocidas, la entrada de conftrol se elige para tener la forma siguiente

u(t)=0(t)x, (1) +K(E)r(t) oo (5.15)

Donde H(t) y k(t)son los pardmetros ajustables del controlador. La adaptacién debe ser tal que

H(t) y k(t) evolucionen a valores constantes @ y k' respectivamente. La planta dada por la

ecuaciéon (5.13) junto con el controlador adaptativo en la ecuacién (5.15) la cual referiremos en

adelante como el sistema puede ser descrito por:

%, (1) = (@, + KO (t)) X, (1) + KK () (1) oo (5.16)

Definiendo el error de salida € y los errores de pardmetro @, como:
A A * A *
e(t)=x, (t)-x,(t). ¢(t)=0(t)-0" vy w(t)=k(t)-k
Obtenemos la ecuacion del error de las ecuaciones (3.17) y (3.24) como

é(t)=a,e(t)+k,d(t)x, (t)+kw (1)r(t) ool (5.17)

El problema entonces es determinar como H(t) y k(t) o alternativamente ¢(t) y w’(t) son

ajustados usando toda la informacién disponible.
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Caso cuando kp es desconocido (el signo de kp es conocido)

En este caso, la entrada tiene la forma de la ecuacién (5.15). Como se muestra adelante, la

presencia del término kp en la ecuacion del error (5.17) requiere una modificacién de las leyes

adaptativas para mantener estabilidad. En particular las leyes adaptativas son escogidas como:

0(t)=g(t)=-son(k, )e(t)x, (1)

. e (5.18)
k(t)=y (t)=-sgn(k, )e(t)r(t)
donde sgn(x) estd definida como
n(x)— +1,s,.Xx>0
=1 s,.x<0
La candidata a funcién de Lyapunov
Al
V(e,¢,,//):E[e2+\kp\(¢2+y/2)] ........................................ (5.19)

fiene una derivada de tiempo Vv (e,¢,t//), la cual cuando es avaluada a lo largo de las soluciones de
las ecuaciones (5.17) y (5.18) que conduce a
V(egw)=eerlk,| gp+yy
=a,6" +k gex, +k per —‘kp‘[sgn(kp)gzﬁexp +sgn(kp)¢//er]
=26 <0 o (5.20)
Se concluye de las ecuaciones (5.19) y (5.20) que el estado de equilibrio del sistema descrito por las
ecuaciones (5.17) y (5.18) es estable uniformemente y globalmente. Ya que ées acotado y ecL?, se

puede mostrar que

lime(t)=0.

t—oo

Como en el problema de identificacién, los resultados no estdn afectados por la introduccién de

ganancias adaptativas positivas y; y 7, enlas leyes adaptativas.

5.h. Control de plantas no-lineales
Se mostrard que el procedimiento adoptado anteriormente para obtener el control adaptativo
estable de una planta lineal de la ecuacién (5.13) puede también ser extendido a una clase de

plantas no-lineales. Esto se indica brevemente a continuacion

Seda la planta no-lineal que serd controlada adaptativamente dada por:

Xp:apxp+af(xp)+ku ....................................... (5.21)
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donde ap,kp,a son desconocidas, X, asi como f (Xp) pueden ser medidas, y f () es una funcién
suave de ese argumento con f (O) =0. Es deseado que X, siga la salida X, del lineal modelo de

referencia dado en la ecuacién (5.9). Escogemos una entrada de control de la forma

U=0(t)x, +a(t) f(x,)+K(Or oo (5.22)

y las leyes adaptativas para ajuste O(t),a(t) v k(t) dadas por:

6 =-sgn(k, )ex,
& ==SIN(K)EF (X)) oo (5.23)
k=-—sgn(k,)er

Usando los mismos argumentos de antes, se puede mostrar que el sistema entero dado por las

ecuaciones (5.21)-(5.23) tiene soluciones acotadas y que Iime(t) =0.
t—w

Simulacion 3.4

Los resultados son del control de un sistema no-lineal )'(p =X, +3X,3) +U con un modelo de referencia
descrito por X, =—X_+TI . La convergencia del error de salida y los errores de pardmetro se muestran
en los programas de Matematica Control_1, Control 2 y Control_3 para @) r(t)=0,b) r(t)=5yc)

r(t)=2cost+3cos2t.

Xp[t] Rojo ; xm[t] Verde
2.57‘
1.57““

0.5
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Problema de Control programa Control_3

Comentarios 3.1
i) En el problema de control, la planta, como estd descrita en la ecuacion (5.13) puede ser inestable.

ii) En el problema de identificacién, el objetivo principal es estimar los pardmetros a, y kp de la

planta. En contraste con esto, el objetivo en el problema de control es sdélo que la salida de la
planta siga la salida del modelo asintéticamente. Por lo tanto, la convergencia de los pardmetros
a los valores deseados, lo cual es central para el problema de identificacion, no es critico en el
problema de control. En ambos casos, sin embargo, la excitacién persistente de la entrada
pertinente es necesaria para asegurar la convergencia de pardmetros.

iii) En el problema de identificacion, los pardmetros del modelo de identificacién son ajustados.
Cualquier inestabilidad que pueda resultar, puede manifestarse en si misma sélo en este modelo.
En confraste con esto, en el problema de control, los pardmetros del controlador son ajustados en
el lazo de retroalimentacién de la planta. Por lo tanto, el proceso controlado puede llegar a ser

inestable, lo cual para un punto de vista prdctico, puede llegar a ser desastroso.
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iv) La estructura del modelo de identificacién esta a la discrecion del disenador y es determinado
por la parametrizacion especifica de la planta que es usada. La identificacidén de pardmetros es
llevada a cabo en el contexto de esta estructura predeterminada. Ya que la planta se asume
que es estable y las enfradas acotadas, la parametrizacién puede ser escogida de tal manera
que la identificacion es llevada a cabo usando sefales acotadas conocidas. En contraste a esto
sélo la entrada de referencia I puede ser asumida que serd acotada en el problema de control
y la limitacién de todas las sefales en el lazo adaptativo tiene que ser demostrada usando la

eleccion de leyes adaptativas especificas.

6. REDES NEURONALES PARA CONTROL

é.a. Infroduccion
Las Redes Neuronales artificiales estdn modeladas de manera parecida a aguellas que intervienen en

los procesos bioldgicos, a su procesamiento de la informacién y de manera especial al
funcionamiento de la unidad bdsica del sistema nervioso, “la neurona”.

La neurona recibe mUltiples senales de otras neuronas a través de las dendritas, cada senal es
multiplicada por un coeficiente de peso. Estas sefales son sumadas en el cuerpo de la célula o soma
y cuando la sefal compuesta alcanza un umbral de valor, una senal conocida como la accién
potencial es enviada a fravés del axdn, el cual es el canal de salida de la neurona. Este es el principio
base de una red neuronal artificial. Los atributos bdsicos de las Redes Neuronales se dividen en dos: su
arquitectura y sus propiedades funcionales 6 neurodindmicas.

Arquitectura: nUmero de neuronas artificiales y su interconectividad.
Neorodindmicas: Define las propiedades de las redes neuronales como aprender, recordar,
asociar y comparar constantemente nueva informacién con el conocimiento existente.

Una red neuronal descompone informacién compleja en elementos & caracteristicas
fundamentales y esos elementos y sus relaciones enfre cada uno son aimacenados en los banco de
memoria del cerebro.

Sabemos que enfre las muchas ufilidades las redes neuronales tienen la habilidad de
aprender, clasificar, almacenar, recordar, cruzar referencias, interpolar, exfrapolar, adaptar
pardmetros y realizar mantenimiento de la red. Durante el proceso de aprendizaje la red ajusta sus
pesos, La sinapsis de pesos , en respuesta a un estimulo de entrada, asi que la actual respuesta de
salida converge a la respuesta de salida deseada. Cuando la salida actual responde de la misma
manera que la deseada, la ha acompletado la fase de aprendizaje, es decir adquirid el
conocimiento. Si la actual respuesta difiere de la respuesta objetivo se genera un error de senal. El
proceso de minimizacion del error requiere de un circuito especial y de un maestro o supervisor, de

aqui el nombre de Aprendizaje Supervisado.
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Con redes neuronales artificiales la cantidad de cdlculos requeridos para minimizar el error
depende del algoritmo usado. Las técnicas de optimizacion matemdtica son de uso extensivo en los
modelos de redes neuronales. Algunos pardmetros a observar son: el tiempo requerido por iteracion,
el nUmero de iteraciones por entrada, patrén cuando el error alcanza un minimo durante una sesién
de entrenamiento. La red neuronal alcanza ya sea un minimo local o uno global y si es local saber
como se puede salir de el.

Matemdticamente hablando, una red neuronal representa un sistema dindmico que puede
ser modelado como un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas. Para la teoria de
retroalimentacion, un sistema como este depende de los valores de los pardmetros de la ecuacién,
pequenos cambios en los pardmetros pueden dar por resultado: estabilidad, inestabilidad
(oscilaciones) o aun inestabilidad catastréfica (caos).

Las redes neuronales estdn caracterizadas por:

1.- La computaciéon de los programas en forma colectiva y cinergética. Las operaciones estdn

descentralizadas.

2.- Robustez. La operacién es insensible a fallas diseminadas. La operacién es insensible a

enfradas parciales o a entradas con imprecisiones.

3.- Aprendizaje. La red hace asociaciones automdticamente. El programa es creado por la

red durante el aprendizaje.

4.- Lared se adapta con o sin maestro. No inferviene el programador.

5.- Un nUmero grande de redes neuronales requiere sincronizacién
Las poderosas técnicas desarrolladas en el drea de control adaptativo complementan la actual
tecnologia computacional y tienen un enorme potencial en el mundo de las aplicaciones, donde los
sistemas han estado controlados en la presencia de incertidumbre. Aungue los sistemas adaptativos
son muy no-lineales por su naturaleza, la mayoria de las teorias de tales sistemas estdn originadas en
sistemas lineales.

En los anos recientes, las redes neuronales multicapa y las recientes redes han emergido como
componentes importantes, las cuales han probado ser muy exitosas en el reconocimiento de
patrones y problemas de optimizacidén. Para un punto de vista tedrico, estds redes pueden ser
consideradas como componentes que pueden ser usados de manera efectiva en sistemas no-lineales
complejos. Tipicamente, las entradas son donde los patrones de entrada son aplicados, la capa
donde la salida es obtenida es la capa de salida y las capas entre las entradas y la capa de salida
son las capas ocultas, estas se llaman asi porque sus salidas no son directamente observables.

El control neuronal ha enconfrado muchas aplicaciones en confrol. En general, una red
neuronal puede ser entrenada para responder a variaciones en las entradas de tal manera que la
salida se mantfiene tan cercana como es posible a la salida deseada. Como en control fradicional se

puede tener un sistema de control de lazo abierto ¢ de lazo cerrado.
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La red de retroalimentacién continuamente aprende, clasifica, genera nuevas asociaciones
de entradas-salidas y actualiza la red hacia delante. Asi esta red de retroalimentacion dentro de

ciertas fronteras de conocimiento, tiene la inteligencia para aprender y adaptarse confinuamente.

Aplicaciones

Las redes neuronales artificiales y la I6gica difusa no son sélo curiosidades cientificas. ellas han sido
aplicadas en varios productos; ejemplos hay muchos. En los frenes del metro se usan para determinar
los inicios y paros adecuados vy la velocidad de crucero de los trenes; en mdquinas de lavado,
determina la cantidad de agua y el nUmero de enjuagues; en cdmaras y videograbadoras ajusta el
color, contraste, brillo, foco, etc. En automdviles con fransmision automdtica, determina el engranaje
adecuado; en sistemas vehiculares infeligentes encuentra la mejor ruta automdticamente guia al
automdévil; y en sistemas de comunicacién, sehales de proceso, rutas de canales y el sistema de
controles. Otros ejemplos incluyen una variedad de sistemas. En Ingenieria financiera; en patrones de
reconocimiento de voz y 6pticos; en sistemas de seguridad; en robdtica para guia y control de
movimiento, reconocimiento de patrones épticos y manipulacidon de objetos. Se da una particular
atencién en senales de proceso (ecualizacién, supresion de ondas reflejo); en proceso de datos
(imagen y voz); en sistemas de comunicaciéon ( control del tréfico de flujo, desviaciones ) y en control
( controladores y robdtica ).

Las redes neuronales pueden ser disshadas con circuito digital, con circuito andlogo o con la
combinacion de ambos. El disefio con circuito digital es lo mds reciente. Los circuitos digitales son mds
conocidos y mds usados que los otros métodos, las entradas y salidas son binaria y eso hace que los
cdlculos mas faciles. Sin embargo las redes neuronales digitales tienen aplicaciones limitadas.

El control adaptable usando computadoras ha progresado mucho desde 1970. Importantes
investigaciones en control inteligente continan y muchas aplicaciones han encontrado su camino
en el mercado usando légica difusa y redes neuronales.

Un uso concerniente al control de motores industriales es la habilidad para predecir fallas del
sistema. Las fallas del motor dependen de pardmetros especificos del motor tales como corriente
pasajera, caracteristicas de envejecimiento, posicidon del motor, y otras que hacen que la prediccién
de fallas sea una tarea dificil. Redes neuronales son usadas para aprender las invariantes de la
corriente del motor y de las caracteristicas de instalacion. De un 80% a 90% de precision de la
prediccion se alcanza, comparada con el 30% con otras técnicas del estado del arte.

Muchas diferentes aplicaciones de redes neuronales se unen en robdtica. Es tipico, el mds
simple robot estacionario con el movimiento de un brazo y un juego de sensores (es decir, una video-
cdmara ) para objetos sensibles. Son ensenadas a ejecutar varias tareas a los robots. Las mds simples
tareas de movimiento, reconocimiento de objetos y manipulacién de objetos. Mds robots inteligentes
son no-estacionarios, reconocen objetos, y ejecutan multiples tareas como control de movimiento y

balance, control de guia, evitar colisiones, control de brazos multiples, identificacién de objetos,
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soporte y manipulacién, reconocimiento de voz, generacion de voz, racionamiento elemental y
comunicacion de datos.

Redes neuronales y logica difusa han sido usadas en muchas aplicaciones vehiculares,
incluyendo tfrenes, cambios en fransmisiones automdticas y vehiculos inteligentes. El ALVINN
(Autonomous Land Vehicle in a Neural Network ) es un proyecto para un vehiculo de navegacion
autbnoma. Mas trabajo en esta drea de sistemas de control con ldégica difusa es la propuesta para
controlar la velocidad en vacio de un motor automotriz.

En mdquinas de rolado de acero el espesor devastado es controlado con tolerancias muy
pequenas. El controlador tiene en cuenta algunas variables, muchas de ellas no-lineales. Algunas de
ellas son el espesor a la entrada y a la salida, la fuerza de rolado, ubicacién de los sensores de espesor
y velocidad del devanado como movimiento entre rollos. Una aplicacién propuesta usa una red

neuronal con funcién bdsica radial (RBF).

6.b. Estructura de la Red Neuronal
Un modelo matemdtico de una Red Neuronal se muestra en la figura é.a. La Red Neuronal tiene dos

capas de pesos ajustables lo que la identifica como una Red Neuronal Estandar de dos capas para
control de manipuladores

Los valores X, son las entradas y Y, son las salidas de la Red Neuronal. La funcion a(-) es una
funcion de activacién contenida en el la capa oculta de la red. Los pesos de la capa oculta de la
red son Vi Y los de la capa de salida son W . Los sesgos de la capa oculta son ij y los sesgos de la
capa de salida son 6,; . El nmero de neuronas de la capa oculta esta dado por L.

La formula matemdtica que describe la Red Neuronal indicada en la figura é6.a esta dada

como:
L n )
Y=, Wi,U(szka +0ij+<9wi =02,y M i, (6.0.1)
j=1 k=i
Se puede aclarar esto por la definicion de las matrices de pesos:
9v1 Vim0 Vg, ‘9w1 Wi o Wy
VAR 6v2 Voo 0 Vo, W' = 9W2 Wo, oo W (60.2)
evL Ve o Vi ewm Wi 0 Wi

Las cuales contfienen los sesgos en las primeras columnas. Entonces la Red Neuronal puede ser escrita

comao:

Y=Wo(VTX) oo (6.0.3)

Donde el vector de salidases Y= [y1 Yy, - ym]T y el vector de entradas considerando el sesgo

en la primer columna es:
73



x=[1 % % - x]

El j—ésimo renglén de VTX estd dado por:

1

% N
[0\,]. ViV, e vjn] X, 2‘9\4+sz;kaZZ;
. -1

X

Ademds la funcién de activacion O'(ZJ- ) como se presenta en la ecuacion (6.b.3) esta definida como

un vector funcién de la capa oculta. La cual esta representada en este caso por la funcidn sigmoidall

o(2)=—

:1+e‘Z
donde si z:[zi,zz,...]T es un vector, se puede definir el vector o-(z):[a(zl),a(zz),...]

T

incluyendo el uno como el primer término en el vector O'(VTX) permitiendo incorporar los sesgos

6, como la primer columna de W' . Cualquier ajuste de W y de V incluird también un ajuste de

sesgos. Aungue para tener en cuenta sesgos distintos de cero, se considera X, =1y o por la primer

enfrada que es uno.

é.c. El algoritmo de Retropropagacion
El perceptréon multicapa MLP es utilizado en las Redes Neuronales para seguimiento y control. Para la

actualizacién de pesos han sido usados diferentes algoritmos, los mas comunes son el Delta y el de
Retropropagacion.

El algoritmo de retropropagacion ha sido ampliamente utilizado como un algoritmo de
aprendizaje en redes neuronales multicapas con alimentacion hacia delante, con una o mds capas

ocultas.
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Y1

Entradas Salidas
2
Y2
—>
m Ym

Capa de Sdalida

Capa Oculta

Modelo de Estructura de Red Neuronal de Dos Capas
para control de manipuladores Figura é.a

Basados en este algoritmo, la red aprende un mapeo de distribucidon asociativa entre las capas de
enfradas y salidas. Lo que hace que este algoritmo sea diferente de los otros es el proceso por el cual
los pesos son calculados durante la fase de aprendizaje de la red.

Para actualizar los pesos se debe calcular el error. En la capa de salida el error es facilmente
medible que es la diferencia entre el valor actual de salida y el valor objetivo, sin embargo en las
capas ocultas no hay una observacion directa del error de aqui que otras técnicas deben utilizarse
para calcular el error en las capas ocultas que logren minimizar el error de salida.

Durante una sesidén de entrenamiento de la red, se presentan un par de patrones (X«, Tx ) donde
Xk es el patrén de entradas y Tk es el patrdn de objetivos deseado. El patrén Xk causa respuestas en las
salidas de cada neurona en cada capa y asi hasta la capa de salidas con las salidas actuales Ok. En
la capa de salida la diferencia entre la salida actual y la salida objetivo producen los errores de senal.
El error de senal depende de los valores de los pesos de las neuronas en cada capa. La velocidad y
precision del proceso de aprendizaje, esto es, el proceso de actualizacién de pesos, también
depende de un valor conocido como tasa de aprendizaje.

La actualizacién de los pesos para la Capa de Salida W estd dada por:

Wy =W+ For (V% )BT o (6.c.1(a))
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Y la actualizacién de pesos para la Capa Oculta V' estd dada por:

Vit =V, + GX, (07WE, ) oo (6..1(0))

Este es un algoritmo de ajuste de tiempo discreto donde el fiempo indexado es t. La salida deseada

de la Red Neuronal en respuesta a la entrada de referencia X, € R" estd denotado como y, € R™. El

error de salida de la Red Neuronal al tiempo t es E, =y, —V,, donde Y, € R" esla salida actual de la
Red al tiempo t. F,G son matrices de ponderacion seleccionadas por el disehador que determinan
la velocidad de convergencia del algoritmo.

El término o"(‘)es la derivada de la funcién de activacién la cual puede ser computada

facimente. o' = diag [a(vTxd)][l — diag [a(vTxd)ﬂ
La version del ajuste por refropropagacion en tiempo confinuo estd dada como:
W=Fo(V'x)E"
V =Gx, ("WE)'

Actualizacion de pesos para ejecucion de seguimiento garantizada

Para que un algoritmo de ajuste de pesos garantice el seguimiento estable del sistema en lazo

cerrado es requerido demostrar que el error de seguimiento r(t) esta adecuadamente pequeno vy

que los pesos de las capas de las Redes Neuronales V,W permanecen acotados y asi entonces el
control r (t) también esta acotado.

En este caso no hay la fase de aprendizaje de las redes fuera de lineq, y los pesos de las redes

son facilmente inicializados sin los requerimientos de “pesos de estabilizacion inicial”.

Retropropagacioén para el caso ideal
El siguiente resultado detalla el desempeno del lazo cerrado en ciertas condiciones ideales que
demandan lo siguiente:

1) No hay error de reconstruccion funcional de la red

2) No hay perturbaciones no modeladas en las dindmicas del brazo robdtico y

3) No hay términos de alto orden de la serie de Taylor.

Se puede demostrar que bajo estas condiciones el algoritmo trabaja.

Teorema 6.c.1

Sea la trayectoria deseada acotada y suponer que el término de perturbacion W (t) esigual a cero

entonces el ajuste de pesos esta proporcionado por:

76




Y cualesquiera matrices constantes positivas F,G . Entonces el error de seguimiento r (t) va a cero

con el tempo t y los pesos estimados de V y W estan acotados.

6.d. Aproximacién a funciones continuas con la Red Neuronal
Redes Neuronales para la Aproximacion de Funciones Continuas

Muchos resultados bien conocidos dicen que cualqguier funcidn suficientemente suave puede ser
aproximada arbitrariamente cercana sobre un conjunto compacto usando una Red Neuronal de dos
capas con pesos apropiados.

Los resultados para la aproximacion de funciones continuas dice que:

Teorema 6.d.A

Dada cualquier funcion f € C(S) ( el espacio de funciones continuas ) con S un subconjunto

compacto de R" y cualquier ¢ > 0, existe una suma G(X) de la forma

Para algun L,m € R",n e R tal que
IG(X) = £ (X)| <& e (6.d.2)

para tfoda Xe S.

Generalmente, si & mas pequeno, entonces el nUmero L de neuronas de la capa oculta es mas

grande. Esto es, es requerida una Red Neuronal mas grande para mayor precision.

La funcién 0'(-) puede ser cualquier funcién sigmoidal continua, donde una funcién sigmoidal

estd definida como:

Este resultado muestra que cualquier funcidén continua puede ser aproximada arbitrariamente bien
usando una combinaciéon lineal de funciones sigmoidales. Esta es conocida como La Propiedad de

Aproximacion Universal de las Redes Neuronales.

Una funcién general (X) € Cm(S) puede ser escritfa como:
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f(x):WTa(VTx)+g(x) ................... (6.d.4)

con N1 =n, N3 =m, vy 5(X) un vector error de la reconstruccidon funcional con Red Neuronal.

Sien N, existen pesos “ideales” W y V y son constantes, entonces & =0para tfoda Xe S. se dice
que f(x) estd en el rango funcional de la Red Neuronal. En general, dada una constante real
gy >0, decimos que f(x) esta dentro del rango de la Red Neuronal &, si existe N,y pesos
constantes tales que para toda Xe R" existe una f (X) como se expresa en la ecuacion (6.d.4) que
cumple que ||g|| <é&y-

Varios resultados conocidos para varias funciones de activaciéon a(-) basados en el teorema de

Stone-Weierstrass dice que cualquier funcidn suficientemente suave puede ser aproximada por una

red adecuadamente grande.

El rango funcional de la Red Neuronal se dice que es denso en C™(S) si para cualquier f eC™(S) y
gy >0, existe un N, finito, y una Wy V tales que, de acuerdo con la ecuacién (6.d.4) se mantiene

que ||3||<£N, N, =n, Ny=m. Los resultados comunes son los siguientes para el caso de olas

“funciones de aplastamiento” (un limite, medible, una funcion no decreciente para numeros reales en

[0,1] ). las cuales incluyen por ejemplo el escaldn, la rampa vy la sigmoidal.

Teorema 6.d.A

Sea N, =n, N,=mysea o cualquier funcién de aplastamiento. Entonces el rango funcional de la

Red Neuronal , ecuacion (6.b.3), es denso en Cm(S) :

En este resultado la métrica que define la densidad es la norma del supremo. Mds aln los sesgos de la

Ultima capa 6,,W no son necesarios en este resultado. Los cuestionamientos de seleccién de o, de

escoger N, para un especial Sc R" yun &y son los tépicos actuales de investigacion.

7. PERTURBACIONES

7.a. Tipos de perturbaciones
La mayoria de los actuadores usados en aplicaciones de control son dispositivos de control continuo.

Si las relaciones de entrada-salida del mecanismo son ecuaciones algebraicas no-lineales, esto
representa una no-linealidad estatica. Por ofro lado, si las relaciones entrada-salida son ecuaciones

diferenciales no-lineales, esto representa una no-linealidad dinamica. Como ejemplos de no-
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linealidades estdticas se encuentran: friccidén, zonas muertas y saturacidén; como no-linealidades
dindmicas se encuentran backlash e hysteresis.

Una clase general de procesos industriales tiene la estructura de un sistema dindmico precedido
por las no-linealidades del actuador. Problemas en el control de estos procesos son exacerbados
cuando la precisién requerida es alta, como en mecanismos de microposicionamiento Debido a la
naturaleza no-analitica de las no-linealidades del actuador y el hecho que sus funciones no-lineales

exactas son desconocidas, tales procesos representan un reto para el disenador de control.

Modelado de las perturbaciones en el espacio de estados
Si se quiere conseguir que la respuesta del sistema sea la que deseamos a pesar de las influencias que
las diferentes perturbaciones tienen sobre el sistema, resulta necesario comprender lo que son, asi
como describirlas y modelarlas adecuadamente.
Las perturbaciones pueden tener diversos origenes:

e Variaciones en la carga a la que estd sometido el sistema

e Errores producidos en las medidas de la salida del sistema debidos al ruido, derivadas de los

sensores, errores en la transmision de la senal, etc.
e Variaciones en la planta y en los actuadores.

¢ Simplificaciones y errores en el modelo matemdtico del sistema que hacen que la salida real

no coincida con la modelada.
Las diferentes perturbaciones sobre el sistema W pueden conocerse en muchas ocasiones, por medio
de una serie de experimentos y pruebas sobre el sistema, y en este caso dicha informacion puede
utilizarse para construir un modelo matemdtico mejorado del sistema.

Se pueden diferenciar dos situaciones, si las perturbaciones se pueden predecir 0 si no se
pueden predecir (ruido blanco). En el caso del modelado de sistemas no-lineales, las no-linealidades
pueden ser suaves o pronunciadas Yy se pueden dividir en dos grandes tipos, en funcidén de su
naturaleza.

Funciones Anadliticas Simples. Estas son desarrolladas en serie de Taylor y que, por lo tanto
fienen todas sus derivadas. Enfre estas funciones se encuentran las funciones potenciales, sinusoidales
o productos de estas, las cuales presentan una variacion suave.

Funciones lineales por partes o no-linealidades pronunciadas. No son funciones analiticas
pero, sin embargo, dentro de cada zona el tratamiento es practicamente lineal. Eemplos de ellos son:
friccion, relé, saturacion, zona muerta, precarga vy rectificacion.

Funciones multivariables. Representan los efectos de la evolucién temporal de las entradas

como son: relé con histérisis, la histéresis magnética y el backlash.
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Grdficas correspondientes a no-linealidades pronunciadas Grafico 7.1

Efectos de las No-linealidades
Entre los efectos debidos a la presencia de no-linealidades en el sistema se encuentran:
e Apariciéon de nuevas frecuencias sobre el sistema.
Al trabajar con sistemas no-lineales se puede ver que se modifica la frecuencia, es decir

aparecen nuevos armoénicos y desarrollando la salida en serie de Fourier se tendrdn nuevos
coeficientes no nulos: y(t)= 7+zn:1[A] cos(net)+ B, sin(nat) | .

e Pérdida de la precisién estatica.
Se pierde la precision estdtica y puede haber mds de un punto de equilibrio. El punto puede
depender de las condiciones iniciales. Por ejemplo la friccidn puede producir una banda de
friccion.

e Tiempos de respuesta de tipo distinto a exponenciales reales o complejas.
Pueden aparecer respuestas de fipo distinto a exponenciales reales o complejas como son las
oscilaciones exponencial decreciente y las oscilaciones lineal decreciente.

e Aparicion de Ciclos Limite.
Los ciclos limite son oscilaciones no-lineales con frecuencia fija y cuya amplitud no depende de

las condiciones iniciales.

7.b. Friccion en servomecanismos
La friccidn es la resistencia natural relativa al movimiento entre dos cuerpos en contacto y es esencial

para la operacion comun de sistemas mecdnicos (ruedas, embragues, etc.) Pero en la mayoria de los
procesos industriales esto también representa un problema ya que es dificil modelar y problemdtico
fratarla en el diseno de sistemas de conftrol. Fabricantes de componentes de sistemas de control de
precisidon se esfuerzan en minimizar la friccién y esto representa un incremento importante en los
costos. Sin embargo, no obstante los esfuerzos en reducir la friccidn el problema permanece.

En los posibles efectos de friccion no deseables se incluye hangoff y los ciclos limite. El hangoff

evita el error en estado estable para el conveniente cero con un paso mandado en la entrada (esto
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puede interpretarse como un ciclo limite de corriente directal). El ciclo limite es el comportamiento en
el cual el error en estado estable oscila alrededor de cero.

La friccién es un fendmeno no-lineal complicado en el cual se produce una fuerza que tiende a
oponerse al movimiento en un sistema mecdnico. El movimiento entre los dos cuerpos en contacto
causa la disipacidon de energia en el sistema. El mecanismo fisico de la disipacion depende de los
materiales de las superficies rugosas, sus acabados, la lubricacion aplicada y otros factores, muchos
de ellos aun no son totalmente entendidos.

Lo concerniente a la ingenieria de control no es reducir la friccidon sino tratar con esta ya que no
puede ser eliminada. Para compensar la friccidn es necesario entender y tener un modelo del

proceso de friccidn. Muchos investigadores han estudiado el modelado de la friccion.

Modelos de Friccion Estatica

El modelo cldsico de la fuerza de friccion es proporcional a la carga, se resiste al movimiento y es
independiente del drea de contacto lo que era conocido por Leonardo Da Vinci. El modelo de
friccién de Da Vinci fue redescubierto por Coulomb y es ampliamente usado hoy como el mds simple

modelo de friccién, descrito como
F(v)=(a)san[v]
donde v es la velocidad relativa y F (u) es la correspondiente fuerza de torque. El pardmetro aes

tomado generalmente como una constante por simplicidad. La friccién de Coulomb es mostrada en
el Grdéfico 7.2(a). Un modelo de friccidn mas detallado se muestra en el Grafico 7.2(b) el cual incluye
la friccidn viscosa, un término proporcional a la velocidad.

Experimentos fisicos han mostrado que en muchos casos la fuerza requerida relativa al inicio
del movimiento es mds grande que la fuerza que se opone al movimiento una vez que empieza. Este
efecto es conocido como friccién estatica. El modelo de friccion estatica es complementado con el

uso de una no-linealidad de la forma como se muestra en el Gréfico 7.2(c ).

F friccion F friccion F friccion
v velocidad v velocidad v velocidad
(a) Friccién de Coulomb (b)) Friccién de Coulomb y viscosa (¢ ) Modelo completo de Friccion
MODELOS DE FRICCION Grafico 7.2
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Una férmula empirica a veces usada para expresar la dependencia de la fuerza de friccidén con

respecto ala velocidad es:
F(v)= (a— be +d |u|sgn(u))
en el cual los pardmetros a,b,c y d son escogidos para dar la pendiente deseada ala funcién de

friccion.

Modelos de Friccion Dindmica
Si bien la friccidn usualmente se modela como un mapeo estdtico discontinuo entre velocidad vy
friccion de torque, la cual depende del signo de la velocidad, hay algunas propiedades interesantes
observadas en los sistemas con friccion que no pueden ser explicadas sélo por modelos estaticos. Esto
es debido bdsicamente por el hecho de que la friccidn no tiene una respuesta instantdnea para un
cambio en la velocidad (es decir tiene una dindmica interna).
Algunos ejemplos de las caracteristicas de la dindmica son:
e Movimiento stick-slip, el cual consiste en la oscilacién de un ciclo limite a bajas velocidades
causada por el hecho que la friccion es mds grande en reposo que durante el movimiento.
e Desplazamiento presliding , lo cual significa que la friccidén se comporta como resorte cuando la
fuerza aplicada es menor que la fuerza de friccidn estdtica alld de donde empieza.
e Retraso friccional lo cual significa que hay histéresis en la relacién entre friccidon y velocidad.
Todas estas caracteristicas de friccion estdticas y dindmicas estén contenidas en el modelo
dindmico y el modelo analitico propuesto en Canudas de Wit (1995 ). Este modelo es llamado LuGre.
El modelo LuGre esta dado por:

@_, o
dt

&l

F=0,z+0 dZ+O' o}
— %o 1 2
dt

g(d)=a, +0¢lei

donde ( esla velocidad angulary F esla fuerza de friccién. La primera de estas ecuaciones

representa la dindmica del estado z de la friccion interna, la cual describe el promedio relativo a la
defleccién de las superficies de contacto durante las fases de friccion estdtica. Este estado no es

medible.

La funcién g((’]) describe la parte del estado estable del modelo o los movimientos de

velocidad constante: v, es la velocidad Stribeck, (ao + al) es la friccion estatica, y o es la friccion

de Coulomb. Asi el modelo completo de friccion estd caracterizado por cuatro pardmetros estdticos,

oy, 0,0, Y U, asicomo dos pardmetros dindmicos o, y o;. El pardmetro o, puede ser entendido
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como un coeficiente de rigidez de las deformaciones microscépicas de z durante el desplazamiento

. . - . . . dz
presliding, mientras que o, es un coeficiente de amortiguamiento asociado con E

7.c. Friccion en brazos manipuladores
Funcidn Friccion en Actuadores
Un modelo completo de friccién adecuado al diseiio de controladores industriales estd dado en el

modelo de Canudas de Wit en (1991) como:
F(v)= [ao +ae 1 a, (1— e )}sgn(u)
donde la friccién de Coulomb esta dada por @, (Nm), la friccién estatica es (a, + ;) (Nm), y
az(Nm—ﬂ;j representa el modelo de friccion viscoso. El efecto por el cual para pequenos valores
ra

de v la fuerza de friccién esta decreciendo con respecto a la velocidad es llamada fricciéon negativa

viscosa. o el efecto Stribeck.

8. CONTROLADOR DE RETROALIMENTACION LINEAL TIPO PD

8.a. Un sistema amortiguado con friccion
Para analizar la naturaleza de los movimientos de las soluciones de una clase de sistemas no-lineales,

utilizamos como ejemplo de un sistema mecdnico simple amortiguado con friccidn de segundo

orden.

.
_ R
b

SISTEMA AMORTIGUADO RESORTE-MASA CON FRICCION
Grdfico 8.1

La ecuacion que representa el sistema mecdnico es

MX+DBX+KX =0 (8.1)
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Aplicando la Transformada de Laplace la ecuacién (8.1) queda
ms’ +bs+k=0

Esta ecuacioén tiene las raices

_b  Vb-4mk

3= 2m 2m
__ b Jb’-4mk
% 2m 2m

La ubicacion de § y S, determina los polos del sistema en el plano real-imaginario y dicta la
naturaleza de los movimientos del sistema.

Observaciones:

2 ye
Caso 1 Raices reales y desiguales. En este caso cuando b >4mk, esto es, la friccion

domina y se produce un * comportamiento no oscilatorio “. Y para que el sistema sea estable debe

cumplirse que b > /b? — 4mk para que las raices sean negativas. A esta respuesta se le llama

sobreamortiguado.

2
Caso 2 Raices complejas. En este caso cuando b <4mk; esto es la rigidez domina y se

produce un “comportamiento oscilatorio”. A esta respuesta se le llama subamortiguado.

2 P s . .7
Caso 3 Raices reales e iguales. Este es el caso especial cuando b” = 4mk, aqui la fricciéon y

rigidez estdn balanceadas, lo que produce un “comportamiento menos rapido y no oscilatorio “. A

esta respuesta se le llama criticamente amortiguada.

El tercer caso amortiguamiento critico es generalmente una situacion deseable. En los casos en
gue uno de los polos tiene una magnitud mucho mayor que la otra, el polo de mayor magnitud
disminuird a cero rdpidamente en comparacién con el otro polo dominante. Esta misma nocién de la
dominacién se extiende a los sistemas de mayor orden, por ejemplo a menudo un sistema de tercer

orden puede estudiarse como sistema de segundo orden si se consideran sélo dos polos dominantes.

Ejemplo 1 raices reales y desiguales
Se desea determinar el movimiento del sistema representado en el esquema anterior Grafico
(8.1) y expresado por la ecuacion (8.1), si los valores de los pardmetros son: m=1, b=5y k=6.
X+5x+6x=0
Aplicando Laplace §+55+6=0

la cual tiene las raices § =—2 y S =-3, por lo tanto la respuesta tiene la forma

x(t)=ce® +c,e™
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Ahora, con las siguientes condiciones iniciales: x(0)=2, x'(0)=0 nos da la siguiente grdfica

de comportamiento del sistema. (ver mayor informacién en programa de Mathemdtica,

Amortiguacion 8.1). Ver las Observaciones anteriores.

X Despl azamiento  x
2}
150 |
Lo
i \
1 \
I \
0.5/ \
‘ ¥ |

Ejemplo 2 raices complejas
Se desea determinar el movimiento del sistema representado en el esquema anterior Grdfico

(8.1) y expresado por la ecuacién (8.1), silos valores de los pardmetros son: m=1, b=1y k=1.

La ecuacion caracteristica es S +s+1=0

N

1 .
La cual tiene las raices § = —§i7l . Porlo tanto, la respuesta tiene la forma
1
3
x(t)=e? clcos£t+c sen\/_
2 2
Ahora, con las siguientes condiciones iniciales: X(O)= 2, X'(O) =0 nos da la siguiente gréfica

de comportamiento del sistema. (ver mayor informacién en programa de Mathematica,

Amortiguacion 8.2). Ver las Observaciones anteriores.

X Despl azanmiento X
2 \
\\
1.5
1
0.5
2\\ ‘ 6 8 0 2 t
4 1 1 14
"
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Ejemplo 3 raices reales e iguales

Se busca determinar el movimiento del sistema representado en el esquema anterior Grdfico
(8.1) y expresado por la ecuacién (8.1), silos valores de los pardmetros son: m=1, b=4 y k=4.

En el caso de raices reales e iguales (raices repetidas ), la solucidn tiene la forma:

s,t

x(t)=ce" +c,te

b
en donde en este caso § =S, = —2— . porlo qgue la ecuacidn puede escribirse asi
m

b
x(t)=(c + ct)e 2m

La ecuacidn caracteristica es S +4s+4=0
La cual tiene laraiz doble § =S, =-2.

Ahora, con las siguientes condiciones iniciales: X(O)= 2, X'(O) =0 nos da la siguiente gréfica

de comportamiento del sistema. (ver mayor informacién en programa de Mathematica,

Amortiguacién 8.3). Ver las Observaciones anteriores.

X Despl azanmiento  x
2}
1.5 |
1l
0.5}
t
5 10 15 20 25

8.b. Ecuaciones Euler-Lagrange para un brazo robético
Deduccién de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para un brazo robdtico de dos

eslabones con movimiento planar. El brazo estd fijo en la base y tiene dos actuadores, uno en cada

una de las articulaciones.
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articulacion 2 X,

articulacién 1

BRAZO ROBOTICO DE DOS ESLABONES ARTICULADOS

Para el primer eslabdn del brazo se considera que las componentes horizontal y vertical de un vector

denotado como scml al centro de masa “m1” con la longitud del eslabén L1, corresponden a

L1 L1
—cCosé, vy 7sen¢91. Para el segundo eslabdon del brazo se considera que las componentes

2
horizontal y vertical de un vector denotado como sem2 al centro de masa “m2” con la longitud del

eslabdn L2, corresponden a L1cosé, +%COS¢92 y Llsend, +%sen¢92.

scmil = {% L1cos(6,) % Llsen(ﬁz)}

som2 = {Llcos(91)+% L2cos(8,), Llsen(91)+% L29en(02)}

Derivando con respecto al fiempo los vectores

d 1 -1 .
E(scml)={—ELlsen(el)el,ELlcos(el)el}
d -1 -1 .1 .
a(szcm2)= —Llsen(el)el—ELZSen(Hz)ez,ELlcos(91)6?1+§LZCos(92)92

1
Ahora se determina la energia cinética debida a la traslacion T :Em\/2

1 2 1.
Ttr1=§ml(d(scml)) =giLrm
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Ttr2 :%mz(d (scmz))2 :émz(mé?fl_l2 +02L.2° + 46,0,L1L.2cos( 6, —92))
Los momentos de inercia son:

L2ml o L2Pm2
12 12

A continuacion se determina la energia cinética debida a la rotacion en el sistema

11

1 . 1 .
Trotlzall(é?f) =§¢912(L12)rm

TrotZ:%I 2(67) =2—149'22(|_22)m2

La energia cinética total del sistema esta dada por T =Ttrl+Trotl+Ttr2+Trot2

T= %912L12M+2—149§L22 m2+ém2(46>f|_12 +65L.2° +46,0,(L1)(L2) cos(6, - 6,)

La energia potencial esta expresada por V =mgh, asi en este caso es
1 1
V=2 g(L1)(m)sen(d)+ g(mZ)((Ll)sen(01)+§(L2)sen(02)j
El Lagrangiano (L =T -V ) del sistema queda
1 67 (L2°)m2+ 67 (L1 ) (mi+3m2) + 34, (6, ) (LL) (L2) m2cos(6, - 6, )
6| —3g(L1(mi+2m2)sin(6,) + L2m2sin(6,))

Derivando para deducir las ecuaciones de movimiento

s—le_l = —%Q(Ll)(ml) cos(6;)—g(L1)(m2) cos(6?1)—%(491)(492)(Ll)(L2)(m2)sen(9l -6,)

25 =001 (m2)es(0:)+ 5(6)(6,) (L) (L2)(m2) s (6, 0,

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange quedan como:
d ( oL ] oL _1, 26, (L1) mL+ 66, (L1) m2+3g (ml+2m2)cos(6),)
dt{ 06, +30, (L2)(m2) cos(6, - 6,) +36; (L2)(m2) sen(6; - 6, )

%6
ﬂ(ij—i:3Lzmz{Zéz(L2)+391(L1)COS(€1_02) }
dt(06,) 06, 6 +3g cos(6,)—367 (L1) sen(6, - 6,)
considerando los torques de enfradas
1 Ll(Zél (L1)mL+ 66, (L) m2+3g (mL+2m2) cos(6,) J .
6 | +34,(L2)(m2)cos(6, -6, )+362(L2)(m2)sen(6,-6,) |
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1, 26, (L2)+36, (L1)cos(6,-6,)
6 [+Sgcos(ez)—séf(Ll)sen(el—Hz)J

[P

y asi el Modelo de la Planta considerando la Friccién resulta:
1, 26, (L1) L+ 66} (L1) m2+3g (mL+ 2m2) cos(4), )
6 | +30,(L2)(m2)cos(6,—0,)+302 (L2)(m2)sen(6,-6,)

+oy + alefﬂl‘gl‘

+a, (1— eﬂzél)-sgn(él) =7,
1 [Zéz(L2)+3é1(L1)cos(91—492)
6

=L2m2 . +a +ae’ﬂ1‘92‘+a (1_e’ﬁ2‘92‘), n 9 =7
+39cos(@z)—%lz(Ll)ww(el_ez)J o 2 S ( 2) 2

8.c. Dindmica del brazo robético

La dindmica de un robot manipulador de n—articulaciones puede ser expresada en la forma Euler-

Lagrange de la siguiente forma matricial:

M(a)8+Vo(a.8)a+G(a)+F(q)+eg=z 8.2)
con (t) e R" el vector de juntas variables, M (q) la matriz de inercias, V, (0,q)la matriz de fuerzas
de coriolis/centripeta, G(q) el vector de gravedad y F (q) la fuerza de friccidn. Las perturbaciones
desconocidas acotadas ( incluyendo dindmicas no modeladas sin estructurar) son denotadas por 7,y

el torque de control de entradas es 7(t).

Dada una trayectoria deseada del brazo q, (t) € R" el error de seguimiento es

e(t) =0y (t)=a(t) oo (8.3)
En uso estdndar para robots el error de seguimiento filtrado es
F=€+ A€ e (8.4)

donde A=AT>0 es una matriz pardmetro de disefio, usualmente seleccionada diagonal.

Diferenciando r(t) y usando (8.2), la dindmica del brazo puede escribirse en términos del error de

seguimiento filfrado como:

M=V I —7+f 47, i (8.5)

donde la funcion no-lineal del robot es

f(x)=M(q)(ty +A&)+V,,(a,9)(¢ +Ae)+G(q)+F(q) -ovvvvveneens (8.6)
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y. por ejemplo, podemos seleccionar un vector X de la siguiente manera

T
x=[ €€, 0, 00,0 | (8.7)
La funcién f(X) normalmente es desconocida é conocida de manera incompleta. Debe ser

computada o compensada por el controlador de retroalimentacién. Hay que notar que f(X) es

discontinua ya que contiene términos de friccién desconocidos.

Definiendo ahora un torque de control de enfrada como:

A

T G (8.8)

v
la matriz de ganancia K, =K >0 vy f(x) como un estimado de f(X). La estructura de esta

enfrada de control es importante ya que determina la estructura del sistema de control por
retroalimentacion. Hay que notar que contiene un término de control proporcional derivativo PD .

Kr=Ke+KAe ... (8.9)
El PD es el control estandar para el diseho lazos cerrados de seguimiento de movimiento para
sistemas industriales. Sin embargo, esto también tiene un término de compensacion f(x) que va a
ser usado para compensar los efectos de no-linealidades desconocidas.

El sistema de control debe de alguna manera proporcionar este estimado f (X) Para verificar

la estabilidad del disefo del controlador hay que examinar la dindmica del lazo cerrado del error que

estd dada por:

MF = —(K, Vi )T+ f 424 (8.9)
donde la funcional de la estimacion del error es:
(B (8.10)
Hay que notar que de acuerdo a (8.4) tfenemos
e - e _
S=(sl+A)" Z=5(S A A) T (8.11)
r r

asiave  [d<[(st+a)7Ir| I SR [ — (8.12)
[l :
e < o (A) e <[rf| oo (8.13)
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Con o, (A) el minimo valor singular de A . Esto significa que tanto el error de seguimiento e(t)
como su derivada é(t) estan acotadas simplemente por el diseno del control, ecuacién (8.8), de tal

manera que el error filtfrado r(t) estd acotado, reduciendo la complejidad del problema de diseio.

Las siguientes propiedades estdndar de la dindmica del robot son requeridas y se mantienen

para cualquier brazo robdtico de elementos rigidos que giran.

Propiedad 1: M (q) es una maitriz simétrica definida positiva acotada por
ml <M (q)<m,l
con m, m, constantes positivas conocidas.
Propiedad 2: V,, (0, ) estd limitada por u, (q)||d]. con v, (a) € C*(S)
Propiedad 3: La matriz M — 2V, es anti-simétrica.

Propiedad 4: Las perturbaciones desconocidas satisfacen ||z'd|| <b,. con b,una constante positiva

conocida.

8.d. Diseno del controlador de retroalimentacién lineal tipo PD
Se utiliza para controlar la planta como primera aproximacion un Controlador de Retroalimentacion

Lineal del tipo PD cuyas siglas significan Proporcional-Derivativo y que es el mds aplicado en la

Industria.

Como primer paso para el andlisis que determina los valores de las ganancias minimos de pr

K4 aue se requieren en el Controlador PD, para que logre que la planta alcance una posicién

deseada, para lo cual se toma como ejemplo el sistema de un brazo robdtico de un eslabdn.

El siguiente es un caso particular de un Brazo Robético de un eslabén considerando la

horizontal como su eje de referencia. La ecuacién de su movimiento queda representada por:
3.678750086, + 0.1256, =7 ....cocooeeee. (8.d.1)

Posicion deseada

V4
segun el control PD para una posiciéon deseada :E con velocidad deseada =0y con Condiciones

K74
Iniciales: posicion =7 y velocidad = 0. Tenemos

e=6,-6,
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r=e+K,(de) : de=-6

r=%—91+ Ky(=0) & 1=K (1) oo (8.d.2)
Valores propuestos para Kp y K4
AqQui se considera que el valor de Kp debe ser mayor a V el cual es el coeficiente del término de
Coriolis. En este caso particular V =3.67875 y el valor de K se djusta a una regla empirica que

estima un valor de entre 5 y 20% del valor de Kp. Se proponen los siguientes valores para las

ganancias K, =4 y K, =0.25 y se sustituyen en la ecuacién (8.d.1).
3.67875c0s6, +0.1256, = 4(%—91—0.2549'1) ..................... (8.0.3)

0.12564, = 6.2831— 46, — 6, — 3.67875¢0s6,

Simplificando y despejando 01 se tiene:

6, =50.2654 — 326, — 86, — 29.43C0S0, ..........c.cocoeveeerern. (8.d.4)
ahora se establece un sistema de ecuaciones de estado

O=x ;: 6,=X

X =%

) ... (8.d.5)(sistema de estado con controlador PD)
X, =—32x, — 29.43cos(X,) —8x, + 50.2654

Calculando el Jacobiano del sistema (8.d.5)

0 1
Df =
(—32+ 29.4SSen(X1) —8]
evaluando en las condiciones deseadas

0 1

32+ 29.439en(%) -8
Resulta una matriz A

0o 1
A:
(—2.57 —8}

La matriz tiene fraza negativa y su determinante es positivo, por estas condiciones se trata de punto
sumidero y se deduce que el sistema es estable. Como el sistema anterior es estable el Controlador

PD hard que la planta cumpla con las condiciones de posicién y velocidad deseadas.
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Analisis
Bien, ahora se analizard el porqué de los resultados anteriores. Retomando la ecuacion (8.d.3)

3.67875¢080, +0.1250, = K , H%—@lj +K, (—9’1)}

Cambiando los coeficientes numéricos por letras

3.67875¢080, +0.1250, = K , (%) ~K,0,- K K4,

l l

b a

r
. . K| E
ab, bcosg, K 0, K K.6 p( )
1 1__ed e dA, 2 el factor a esun escalar que divide toda la

a a a a a
ecuacién para simplificar el primer término.
“[3) -
é1= Pl 2 _Kpﬁl_ KpKdﬁl_bcos(el)
a a a a

ahora se establece un sistema de ecuaciones de estado

6=% : 6=%
X =%
(3)
=_KpX1_bCOS(X1)_KpKdX2+ "\ 2
a a a a
0 1
Df = bsen ﬂ}
(2 Ky KKy
a a a
T
bsen(*) K KK,
elementos de la matriz an=0, ai2=1, an=|——% ——P| aqzn=|-—2L
a a a

Observaciones
1° El elemento a2z es un polo por lo cual debe ser negativo, para esto Kp y K, deben ser del

mismo signo.
2° Para que la matriz tenga una trayectoria de solucién estable el elemento a2 debe ser

negativo por lo cual la ganancia Kpdebe ser positiva y ademds se debe cumplir Kp > |b|
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3° Porlo tanto Kp y K, siempre deben ser positivas.

4° Una regla empirica indica que el valor de K, puede estar entre el 5% y el 20% del valor de

Kp.

NOTA RELEVANTE

En robots manipuladores de dos brazos o mds, la Estabilidad Asintética de manera lineal en todos los
brazos en el sentido estricto, es decir a cero, es una tarea dificil de alcanzar porque aparecen los
términos compuestos en la ecuacion del sistema debidos a la accién de los brazos un(os) sobre el(los)
otro(s), asi que, es mas factible que el sistema alcance la estabilidad en condiciones menos severas.
En puntos de estado de equilibrio, sin perturbaciones, es mds prdctico lograr que en el sistema se
logre la convergencia del error de manera oscilante decreciente hasta el grado de precisidon

deseado y en otros casos que se alcance un estado estable Acotado Uniforme y Ultimamente UUB .

Para lograr lo dicho anteriormente, los valores de las ganancias Kp requieren estar varias

veces mas arriba de los coeficientes de la Matriz de Coriolis V . El ajuste del acotamiento de la

funcién estard en funcién al grado de precisidn que se desee tener.

8.e. Simulaciones y Observaciones.

Se redlizaron varios programas en Mathemdtica para cubrir los casos que sirven al andlisis. Entre las
variantes se incluye el tener o no friccién, alcanzar una posicidn deseada o el seguimiento de
trayectorias de referencia. La parte transitoria queda definida desde el inicio hasta que llega el

sistema al estado estable.

94



Simulacion 8.1.
Brazo con dos eslabones, sin friccidn, posicidn deseada = vertical eslabones hacia arriba.

Programa de Mathematica PD_2e_SFriccion_posicion

Diagonal K =20, DiagonalA =0.5 tiempo 15 seg.

e Angulos ©l(rojo) y o2 (azul )
5 eo Errores eol(rojo) y eo2(azul )
4.5 t
6 8 10 12 14
4
3.5
3
2.5
2
1.5
t
2 4 6 8 10 12 14
eo i ,
120" 7 Brrores eol(rojo) y e62(azul ) e Vel ocidades ©1' (rojo) y 62' (azul )
t
7.540°8 72 4 6 8 10 12 14
52078 1
2.5:08
¢ -2
-8 12.5 13 13.5 14 14.5 15
-2.5:10 - -3
-5,10°8 // .
-7.5-1078 /
-1:4077 5
Observaciones:

Se observa un buen comportamiento transitorio y una buena convergencia del error en el estado
estable, no hay oscilaciones indeseables, se logra una buena precisién al tiempo final con valores a

centésimas de micra de radian. No hay alteraciones indeseables en las velocidades-

2
1.5
1

0.5

Grdfica de la Simulacion de la trayectoria que sigue el brazo para alcanzar la posicién deseada
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Simulacion 8.2

Brazo con dos eslabones, sin friccién, posicion deseada: a 1 radian a partir de la horizontal

Programa de Mathematica PD_2e_SFriccion_posicion_2

Diagonal K =900, 200, Diagonal A =0.35

e Angulos o1 (rojo) y o2 (azul )
4.5
4 ee Errores eol(rojo) y eo2(azul )
t
2 4 6 8
3.5 -0.5
3 -1
25 -1.5
-2
2 -2.5
1.5 -3
t -35
2 4 6 8
8 Velocidades o1' (rojo) y 62' (azul )
€o Errores eol(rojo) y ee2(azul ) \ \ \ ot
0.01 2 4 6 8
0.0075 | -2
0. 005 f
0.0025 ¢ -4
t
4 6 8 -6
-0.0025 ¢
-0.005 ¢ -8
-0.0075 t
-0.01 ¢ -10

Observaciones:

Se observa un buen comportamiento en la seccién transitoria. El sistema alcanza un estado estable
acotado, con una precision del error a milésimas de radian. El controlador PD tiene valores de las
ganancias que se incrementan  sustancialmente respecto al  ejemplo anteriorya que debe

mantenerse en esta posicidn que no es un punto de equilibrio.
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Simulacion 8.3

Brazo con dos eslabones, sin friccion, seguimiento de trayectoria de referencia |, la roseta

Programa de Mathematica PD_2e_SFriccion_trayectoria_l

Diagonal K =600,350, Diagonal A =0.7

Angulos el(rojo) y 62 (azul )

error ©1(rojo) y error 62 (azul )

error el(rojo) y error ©62(azul )

0.04

0.02

6 8 10

Vel ocidades ©1' (rojo) y e2' (azul )

-0.02

-0.04

Observaciones:

Se observa un buen comportamiento transitorio con ondulaciones suaves.

El sistema converge al

estado Estable Acotado Uniforme y Ultimo y se logra una precisibn a milésimas de radidn. Las

velocidades no presentan anormalidades a este grado de precision. No puede reducirse el margen

de error en este tipo de seguimiento de trayectoria sin que se presenten alteraciones en las

velocidades.
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Simulacion 8.4
Brazo con dos eslabones, sin friccion, seguimiento de trayectoria de referencia Seno-Coseno
Programa de Mathematica PD_SFriccién_tray.Seno-Coseno_Aprox.Final

K =82000,14000, Diagonal A = 0.003

Angulos Rojo el y Azul 62 error ol(rojo) y error 62 (azul )
0. 0001 3

0. 00008
0.5
0. 00006
2 4 10 | 12/ 1 0. 00004
-0.5 0. 00002
-1

error ©l(rojo) y error 62 (azul )

[y

0. 0001 6" Velocidades 61' (rojo) y e2' (azul )

1
0. 00008 0.75
0.5
0. 00006

0.25

0.00004 |
-0.25
0.00002 | -0.5

-0.75

11 12 13 14 15 -1

Observaciones:

En esta simulacion se reduce el margen de error a diezmilésimas de radian ajustando los valores de las

ganancias. Como no fiene perturbaciones modela sin alteraciones las funciones de referencia.
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Simulacion 8.5

Brazo con dos eslabones, con friccion, posicidon deseada arriba.

Programa de Mathematica PD_2e_CFriccion_posicion

Diagonal K =7000, Diagonal A =0.35

Error el(rojo) y Eror o2 (azul )

Angulos el(rojo) y 62 (azul ) 2 3 4 5 6
21y -0.5
1 2 3 4 5 6 -1
1.9+ -1.5
1.8¢ -2
1.7¢ -2.5
1.6 -3
Error el(rojo) y Bror 62 (azul ) Vel ocidades ©l1(rojo) y 62 (azul )
1 2 3 4 5 6
-0.0025 2 3 4 5 6
-0. 005 ﬁ— -2
-0. 0075
-0.01 -4
-0. 0125
-6
-0.015
-0.0175 -8
-0.02

Observaciones

Para tener una convergencia a milésimas de radidn fue necesario incrementar mucho el valor del
coeficiente de ganancia K ; esto porque hay mantener una posicion y rechazar el efecto de la
friccién. Se alcanza una Estabilidad Acotada Uniforme y Ultima, aunque sélo por un lapso de hasta

10 seg., después se vuelve inestable.
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Simulacion 8.6

Brazo con dos eslabones, Con Friccion, seguimiento de trayectoria de referencia ll.

Programa de Mathematica PD_2e_CFriccion_trayectoria_ll

Diagonal K =920, Diagonal A =0.25

error ©1(rojo) y error 62 (azul )
Angulos el(rojo) y e2(azul )
2 4 6 8 10 12 14
4
37\
2{|
H- < ~ —
A\ / / |
-1F -~ N
error ol(rojo) y error o2 (azul )
0.1
Vel ocidades ©l(rojo) y 62 (azul )
0.05 : — 6 810 12 @ “H
e \ -2.5
/ \
\\ ‘ ‘ L ‘ ‘ L ‘ -5
\\ 9 10 ll 12 1 14 \ 15 .75
N /
-10
-0.05 125
-15
-0.1 -17.5

Observaciones:

La precision del seguimiento alcanzada a poco menos de 5 centésimas de radian no es adecuada

sin embargo evidencia que empiezan a aparecer anormalidades en la grdfica de velocidades lo

cual indica que no modela las no linealidades causadas por la perturbacién.

Observando la grafica del error, por la forma que adquiere, nos indica que el Controlador PD no

modela la perturbacion de la friccidon, sélo la rechaza, conforme al nivel de seguimiento que le es

posible alcanzar.
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Simulacion 8.7

Brazo con dos eslabones, Con Friccion, seguimiento de trayectoria de referencia ll.

Programa de Mathematica PD_CFriccion_tray.Seno-Coseno_Aprox.Final
Diagonal K =450000, Diagonal A = 0.0003

Angulos ©l(rojo) y 62 (azul )

[

0.75 \
0.5}
0.25
2 | 4 0] 12/ 1
-0.25
-0.5¢
-0.75
-1
error ol(rojo) y error o2 (azul ) error ©l(rojo) y error 62 (azul )
0.0001 g — 0. 0001 ——————
0. 000075 0. 000075
0. 00005 0. 00005
0. 000025 0. 000025
| 2 #v 4 6 8 |10 12 | 14 15
- 0. 000025 - 0. 000025
- 0. 00005 | - 0. 00005
-0.000075 ~~  -0.000075 i
-0. 0001 - 0. 0001
Vel oci dades ©l1(rojo) y 62 (azul )
Vel oci dades el (rojo) y 62 (azul ) IS
1.5
2N 7
0.5 \\\ / \

-0.5

1
I

Observaciones:

Al llegar a esta tolerancia del error el Controlador PD produce zonas criticas que muestran debilidad
en el sistema que pueden llegar a ocasionar inestabilidad. Las grdficas del error muestran que no
modela las no linealidades de la friccidn, solo las rechaza. Se presentan alteraciones en determinados

puntos en las grdficas del error y de las velocidades donde la no linealidad de la friccidn se presenta.
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9. CONTROLADOR PD Y RED NEURONAL
9.a. Estructura del controlador PD y red neuronal

Ahora se deriva un controlador de Red Neuronal para la dindmica del robot definida anteriormente.
Se propone el algoritmo de ajuste de pesos usual de retropropagacién. Se verd que con el ajuste de
retropropagacién la Red Neuronal sélo puede garantizar el adecuado funcionamiento en lazo
cerrado bajo condiciones ideales (no realistas). Un algoritmo de ajuste modificado es propuesto mas
adelante en el siguiente inciso, para el funcionamiento del controlador de Red Neuronal bagjo

condiciones realistas. Asi, se supone gue la funcién no-lineal del robot expresada por la ecuacion (8.6)
f(X)=M (q)(ty+A&)+V,(0,G)(A +A)+G(q)+F(q) ccovvevcrrrcces (8.6)

es dada por una Red Neuronal como en la ecuacién (9.1) para algunas constantes de pesos

“ideales” la Red Neuronalen W y V.

f(X)=WTO'(VTX)+€(X) ...................... (9.1)

Donde la reconstruccién del error por la red g(x) esta limitada por una constante conocida &. A

menos de que la red sea minima, los pesos adecuados “ideales” no pueden ser Unicos. Los "“mejores”

pesos pueden entonces ser definidos como aquellos que minimizan el supremo de la norma de

e(x) sobre S. Este resultado no es la mejor propuesta, como nosotros solo necesitamos saber que

tales pesos ideales existen; sus valores actuales no se requieren.
De acuerdo al Teorema 6.d.A este supuesto de aproximacidn suave siempre se mantiene para

funciones continuacs.

Y=WTo(VTX) oo (6.0.3)

Teorema 6.d.A

Sea N, =n, N;=m ysea o cualquier funcién de aplastamiento. Entonces el rango funcional de la

Red Neuronal , ecuacion (6.b.3), es denso en Cm(S) .

Esto es en severo conifraste con el caso para el control adaptativo donde los supuestos de
aproximacion tales como LIP, linealidad-en-los-pardmetros, no se pueden conservar. La suavidad
de este supuesto es la principal ventaja para el uso de redes no-lineales multicapas sobre las redes

lineales de dos capas. Por conveniencia de notacion se define la matriz de todos los pesos como:

o
Z=| | e (9.2)
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Los dos primeros supuestos serdn verdaderos en cada situacion prdctica, y son usuales en la literatura

existente. Los hechos son fdciles de probar dados los supuestos.

Supuesto 1: Los pesos ideales estdn acotados por valores positivos conocidos asi que

VI <V W[ <W, o

con Z,, conocido.

Supuesto 2: La frayectoria deseada esta limitada en el sentido, por ejemplo,

donde Q, € R es una constante conocida.

Hecho 3: Para cada tiempo t, X(t) dado por la ecuacién (8.7)

T
x=[ €€, 0, 05,0] | (8.7)
esta acotada por

(R O T | (9.5)

para constantes positivas computables € ( €, decrece cuando A aumenta ).

Sean V,W algunos estimados de valores de pesos ideales, como los provistos, por ejemplo por

algoritmos de ajuste de pesos que serdn presentados. Se definen las derivaciones de los pesos o los

errores de estimacion de pesos como:

V=V-V, WeW-W, Z=Z-7 oo, (9.6)

y el error de salida de la capa oculta para una X dada como:

5:0—&EU(VTX)—G(\7TX) ............................................. (9.7)

La expansién de las series de Taylor para una X dada puede ser escrita como:

o(VTx)= a(\?Tx)+a’(\7Tx)\7Tx+ O(\7Tx)2 .................... (9.8)
'l a dU(Z) 2 L.
con o (Z) = dZ| A y O(Z) denotando términos de segundo orden.

Denotando &' =o' (\7TX) tenemos:
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~ ~ N2 A~ ~r 2
5‘=0"(VTX)VTX+O(VTX) =a'\/Tx+O(VTx) ................... (9.9)
Se pueden tomar diferentes érdenes de la serie de Taylor dependiendo como se escoja para O'(-).

Notese que tomamos el siguiente:

O(\7Tx)2 =|:O'(VTX)—O'(\7TX)J—O"(VATX)VTX ....................... (9.10)

Estructura del Controlador y Dindmica del Sistema de Error

Se define el estimado funcional de Ia Red Neuronal de (8.6) por

f(x)=VVTa(\7Tx) ...................................................................... (9.11)

~ ~

con V, W los valores actualizados ( estimados ) de los pesos ideales de la Red Neuronal

V,W provistos por los algoritmos de ajuste que mas adelante serdn discutidos.

Con 7, definido en (8.8)

se selecciona la entrada de control

r:ro—v:VVTa(VTx)+K [ VAR (9.12)

con V(t) una funcidn que serd detallada mas adelante y que provee de robustez en el

enfrentamiento con los términos de alto orden de la serie de Taylor. La propuesta estructura de

T T
control con Red Neuronal se muestra en el Gréfico 9.1 donde = [qT,qT] , = [eT,éT] .

ROBOT

O

o [ ] Ky

Qa =[Qd}
Qq

CONTROLADOR PD Y RED NEURONAL

Caso Ideal Grdfico 9.1 104



Usando este controlador, la dindmica del error filirado en lazo cerrado se convierte en.
Mr =—(K, +V,)r +WTa(VTx)—VVTa<\7Tx)+(5+rd)+v

Adicionando vy sustrayendo W'S se produce:
Mr = —(K, +V,)r +W G +W'6 +(e+74)+V

con & y o definida en (9.7). Adicionando y sustrayendo ahora W' & nos da
MF = —(K, +V, ) + WG+ WG+ WG + (£ + 74 )+ Voo (9.13)

El paso clave estd en el uso ahora de las series de aproximacion de Taylor (9.9) para & de acuerdo

con el cual el sistema del error en lazo cerrado es

MF = (K, V) F WG AWTEVTXA W 4V e (9.14)
donde los términos de perturbacién son
o~ .~ 2
W (1) =WTEVTXHWTO(VTX) 4 (£4 Ty ) oo (9.15)

Desafortunadamente, usando este sistema del error no se produce un conjunto compacto exterior en
el cual una cierta funcién derivada de Lyapunov es negativa. Por lo tanto finalmente escribimos el

sistema del error como:

Mr = —(K, +V,,)r +W' (6—&VTX)+VVT&\7TX+ WV == (K, +V )T+ i (9.16)

donde los términos de perturbacion son:
. ~ 2
W(E) =WTEVTXHWTO(VTX) + (6474 ) oo (9.17)

Es importante hacer notar que 5(X) el error de reconstruccion de la Red Neuronal, 7, las

perturbaciones del robot, y los términos de las series de expansién de Taylor de alto orden, todos

tienen exactamente la misma influencia como perturbaciones en el sistema de error. El siguiente limite

clave es requerido. La importancia esta en permitirle a uno sobre-acotar W(t) en cada paso para

cada funcidon computable conocida. Siguiendo algunas inequidades de normas usuales.

Hecho 4: El término de perturbacioén (92.17) estd acotado de acuerdo a
HW(t)H <(e&y +by +6,Z,, ) +C.Z, HZHF +¢,Zy |2, ||
o HW(t)choJrclHZHF +C, HZHF [ ——— (9.18)

con C constantes positivas conocidas computables.
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Actualizacion de Pesos

Ahora se dan algunos algoritmos de ajuste de pesos de Redes Neuronales que garantfizan la

estabilidad del seguimiento del sistema de lazo cerrado bajo varias supuestos. Se requiere demostrar

que el error de seguimiento r(t) es adecuadamente pequeno y que los pesos de la Red Neuronal

V,W permanecen acotados, por lo cual el confrol z'(t) estd acotado. Las caracteristicas clave

de todos estos algoritmos son que la estabilidad estd garantizada, no hay fase de aprendizaje fuera
de linea asi que el control de la Red Neuronal comienza inmediatamente, y que los pesos de la Red

Neuronal son fdciles de inicializar sin el requerimiento de “estabilizacién inicial de pesos”.

9.b. Reglas de ajuste de pesos
Caso ldeal - ajuste de pesos por retropropagacion:

El siguiente resultado detalla el funcionamiento del lazo cerrado en un cierto caso idealizado que
demanda:

1) No hay error en la reconstruccién funcional de la red;

2) No hay perturbaciones no modeladas en la dindmica del brazo robdtico;

3) No hay términos de series de Taylor de alto orden.

Teorema 9.A

Sea que la trayectoria deseada este acotada y supongase que el término de perturbacion W, (t) en
(9.14) esigual a cero.

MF = —(K, +V, )T +WTE WGV XA WAV e (9.14)
Sea que la entrada de control para (8.2) la dada por (9.12) con V(t) =0
M (0)G+Vy (9,0)+G(a)+ F () +7g =7 oo (8.2)

r:ro—v:VVTa(VTx)Jr KU =V e (9.12)

y el ajuste de pesos proporcionado por:

y con cualesquiera matrices constantes definidas positivas F,G. Entonces el error de seguimiento

r(t)vaacero con t y los estimados de pesos V,W estan acotados.
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Demostracion:

Se define una funcién de Lyapunov candidata

- o
_IMr (W'w) tr w ............................... (9.21)

2 2F 2G

L

Diferencidndola produce:
Tas ~T ~ ~T ~
. r Mr W'w V'V
L=r"Mr+ +tr +tr
2 F G

De aqui que haciendo sustitucion de (9.14) (con W, =0,v=0 ) se produzca

(M -2V )r _ (W (v .
( ) +tr| W' VFVJF&rT +tr| VT é+erWT&’

L=—r"Kr+

La propiedad anti-simétrica hace el segundo término cero, y ya que W =W -W con W constante,

, aw  dw ) " ,
asigue — =——— (y asi de manera similar para V ), las reglas de ajuste producen

dt dt
: T
L=—r K,
Yaque L>0,y L<0 esto muestra estabilidad en el sentido de Lyapunov asi que 1,V y W (y aqui

mMismo \7,VV ) estdn acotados. Ademds

La extensidon de LaSalle se usa ahora para mostrar que r (t) en efecto va a cero. La limitacién de r
garantiza la acotacion de e y €, de aqui que la acotacidon de la trayectoria deseada muestra que
g,qyX estdn acotacion. La propiedad 2 entonces muestra las acotacién de Vm(q,Q). Ahora
L=-2r"K,f y la acotacién de M ™(q)y de todas las seficles sobre el lado derecho de (9.14)
verifica la acotacién de L, y de ahi la uniforme continuidad de L. Esto le permite a uno utilizar el
Lema de Barbalat en conexidén con (9.22) para concluir que L va a cero con t, y asi como r(t)

tiende a cero.
Propiedad 2: V,,(0,q) estd limitada por v, (q)|d]|. con v, (q) e C*(S)

Hay que notar que el problema de la red de inicializacion de pesos que esta ocurriendo en otras
aproximaciones aqui no aparece. En efecto, seleccionando los pesos W(O),V(O) en cero toma la

Red Neuronal fuera del circuito y deja solamente el lazo de seguimiento exterior.
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Es bien sabido que el término K r del PD en (9.12) puede estabilizar la planta sobre una base
interna. Una demostracion formal revela que K, debe ser bastante grande y el error filtrado bastante
pequeno. El valor exacto de K, necesario para la estabilizacion inicial estd dado en (8.4), pensando

en propdsitos practicos es sélo necesario seleccionar K, grande.

Hay que notar que (92.19) vy (9.20) no son nada mas que la versidon en tiempo continuo del algoritmo de

retropropagacién. En el caso de la sigmoidal escalar, por ejemplo

0'(2)=0(2)(1=0(2)) oo 3.(37)

asi que & ™Wr = G(\?TX)[l—O'(VTX)}VVr ................................ 3.(38)

el cual es el error filfrado pesado por la estimacion actual Wy multiplicado por el usual producto que
involucra las salidas de la capa oculta.

El Teorema 9.A indica cuando la retropropagacion sola debe ser suficiente, a saber, cuando la

perturbacion w, (t) es igual a cero. Observando el primer término en (9.17) revela que esta es una

fuerte suposicidén mas que la simple linealizacion de la funcién del robot f (X) en (8.5).

w(t) :VY/T&\/TXJrWTO(Wx)2 S G 7 OO (9.17)
Mf =V Ir—74+f+7, i (8.5)

Esto es aun cuando S(X) =0,7,=0vy f (X) es lineal, el ajuste por retropropagacién no estd
garantizado el lograr el exitoso seguimiento de la trayectoria deseada. Nétese que f(x) es lineal
solo en el caso del brazo robdtico de una articulacion. La suposicion Wl(t) =0, significa, mas adn,

que la Red Neuronal puede aproximar exactamente la funcién sobre todo el espacio R". Esta es una
fuerte suposicion. La falla de la retropropagacién simple en el caso general. En efecto en el caso de

la Red Neuronal de dos capas V =1 ( es decir, lineal en los pardmetros ), es facil mostrar que, usando
la regla de actuadlizacién (2.19), los pesos de W no son generalmente acotados a menos que la

salida G(X) de la capa oculta obedezca a un estricta condicion de PE (exitacién persistente).

En el caso de fres capas ( no-lineal ), las condiciones PE no son faciles de derivar como lo que se

muestra con las propiedades de observabilidad de un cierto sistema bilineal. Asi que, la

retropropagacion usada en una red que no puede reconstruir exactamente f (X) 0 sobre un brazo

robdtico con acotadas perturbaciones no-modeladas, o cuando f(X) es no-lineal, no puede

garantizar producir pesos acotados en los sistemas de lazo cerrado.
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9.c Simulaciones y Observaciones

Simulacion 9.1
Brazo con dos eslabones, Sin Friccién, posicion deseada: 1 radian a partir de la horizontal
Programa de Mathematica PD+RN_SFriccion_posicion_2

Diagonal K = 8, Diagonal A = 2 NUmero de Neuronas: 6, Diagonal T = 10, Diagonal S =10
Angulos Rojo 61 y Azul 62 Error Rojo 61 y Error Azul 62

2 4 6 8 10 -1

Error Rojo el y EBEror Azul o2
0. 0001 \

0. 000075
0. 00005
0. 000025

10
- 0. 000025

- 0. 00005
-0. 000075

-0. 0001

Velocidad de 01 Rojo; Velocidad de 02 Azul

4 6 8 10

Observaciones:

Este tipo de Controlador en este caso logra una excelente aproximacién de la posicidn con un error
que se reduce a micras de radian en el fiempo asignado. Esto se logra con una Red Neuronal de 6
neuronas y un controlador PD con valores pequenos de las ganancias.La grafica de velocidades no
presenta anormalidades. El sistema tiende a una estabilidad asintdtica presentdndose suaves

oscilaciones decrecientes.
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Simulacion 9.2
Brazo con dos eslabones, Con friccion

posicién: a 1 radian de la horizontall

Programa de Mathematica PD+RN_CFriccion_posicion_2

Diagonal K = 18, Diagonal A = 0.6 NUmero de Neuronas: 6, Diagonal T= 10, Diagonal S =10

Error Rojo ©1 y Error Azul 62
Angulos Rojo 61 y Azul 62 5r
8 10 12 14
2 4 6 8 10 12 14 -1t
Velocidad de 61 Rojo; Velocidad de o2 Azul
Eror Rojjo 61 y BEror Azul 62 r
0. 001 \
0. 00075
8 10 12 14
0. 0005
0. 00025
11.5 12 12.5 13 13.5 14 14.5 15
- 0. 00025 3:‘
-0. 0005
-0. 00075 -4
-0.001
-51L

Observaciones:

Con este tipo de Controlador se logra una buena aproximacion a la posicion deseada con un error

qgue se reduce a diezmilésinas

velocidades no presentan alteraciones drdsticas.

Los valores de las ganancias que se requieren son bajos y se utilizan maftrices diagonales

simétricas con valores iguales-

No se puede asegurar que se comporte asintdticamente estable por un largo tiempo mas alld

del estipulado en el programa, debido a la accién permanente de la friccidn y la retroalimentacion.

de radian. La perturbacién por la friccidn esta rechazada. Las



Simulacién 9.3
Brazo con dos eslabones, Sin Friccién, Trayectoria de referencia: ¢ = Sn(t], ¢, = Codt]

Programa de Mathematica PD+RN_SFriccion_Aprox.1

Diagonal K = 30,Diagonal A =5 NUmero de Neuronas: 10, Diagonal T = 30, Diagonal S =30
Angulos Rojo ol y Azul 62

1.5
1 \
\\\ \\
\
0.5 \ / \
\ \
\ \\
N
\10
\
-0.5
-1
-1.5
Error Rojo el y Error Azul 62 Velocidad de o1 Rojo; Velocidad de 02 Azul
0.2
/N /\
\ / = 7N\ 7N
/ / [\ [
0.1} \ o5l \‘
f2 \a | s/ 8 P 4 6 8 /10 /12 \ 14
I / \ \‘\
-/ \ /
-0.1f \ / -0.5 \ \
\ \ / 1 \_/ "/
0.2 \
Observaciones:

AqQui se presenta el resultado de una primera aproximacion a la trayectoria de referencia con un
valor del error considerado alto (a décimas de radidn). El seguimiento inicia en un punto no sélo
cercano, sino que perteneciente a la funcién de referencia, esto para que se apliquen teoremas
referentes a la convergencia del error de seguimiento y estabilidad del sistema. Las graficas del error y

de las velocidades no presentan alteraciones.
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Simulacion 9.4
Brazo con dos eslabones, sin friccién, Trayectoria de referencia: ¢ = Sn[t], ¢, = Codt]

Programa de Mathematica PD+RN_SFriccion_traySC_Aprox.Final

Diagonal K = 380,Diagonal A =10300 NUmero Neuronas: 10, Diagonal T = 30, Diagonal S =30
Angulos Rojo 61 y Azul 62

0.5

WAV
AVANY

Error Rojo el y BEror Azul o2

0. 0002
0. 00015 ¢

N 7
0. 0001 / \ /\\ \ [\ [\
0. 00005 ¢ / \ 0.5

Velocidad de 61 Rojo; Velocidad de 62 Azul

-0.00005 | / \/ / / \2 4l s 8 /10 | 12 14
-0.0001 |- N N : / \

-0.00015 X
-0.0002 * -1

Observaciones:

En esta segunda aproximacion al seguimiento de trayectoria de referencia. Se alcanza un tolerancia
del error de una diezmilésima de radian. El sistema llega un estado Estable Acotado Uniforme y Ultimo
UUB. En las grdaficas del error y la velocidad se conservan las caracteristicas de las funciones de

referencia lo cual indica que ain puede seguir reduciéndose el tamano arbitrario del error

incrementando Unicamente la ganancia A.
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Simulacién 9.5
Brazo con dos eslabones, Con friccién, Trayectoria de referencia: ¢ = Sn[t], ¢, = Codt]

Programa de Mathematica PD+RN_CFricciéon_Aprox.1
Diagonal K = 30, Diagonal A =5 NUmero de Neuronas: 10, Diagonal T = 30, Diagonal S =30

Angulos Rojo 61 y Azul 62
1
0.5¢
10
-0.5 ¢
-1
Error Rojo o1 y Eror Azul 62
0.2 . . .
S~ Velocidad de o1 Rojo; Velocidad de 62 Azul
/N 2 | ‘
/ \ ‘ 4N
/ \ 0.75 1\ /o
0.1 / \ ' \
0.5/ \ P \
0.25 \ \ \
/ : \ . ‘ . \\‘\ .
| 2 EO ‘w 2 4 |/ 8 10
| -0.25 N N\
\‘ /
01 -0.5 | I\
\// ) / »
-0.75 \ / \\
A% \
-0.2 -1 o N
Observaciones:
Se presenta una aproximacion al seguimiento de la trayectoria de referencia que permite observar
PD y Red Neuronal que se actualiza por retropropagacion

qgue el sistema con Confrolador

solamente, no modela la perturbacion ocasionada por la friccion ya que se presentan no linealidades
pronunciadas en los cambios de direccién de las pendientes, localizadas en la parte media de las

sinuosidades principalmente.
trayectoria que debe seguir, esto se observa en la grdfica de los errores donde estos tienen la formas

Aunque el Controlador no modela bien los puntos donde se acentla la friccidon; si modela la
de la funciones que deben seguir. Las no-linealidades de la friccion no son modeladas, sélo son

rechazadas.
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Simulacion 9.6

Brazo con dos eslabones, Con friccion, Trayectoria de referencia: ¢, = Sn[t], ¢, = Codt]
Programa de Mathematica PD+RN_CFriccion_traySC_Aprox.Final

Diagonal K = 380, Diagonal A =10000 NUumero Neuronas: 10, Diagonal T = 30, Diagonal S =30
Angulos Rojo o1 y Azul 62

0.5

\ SR )
AVANY

Error Rojo o1 y Eror Azul 62

Velocidad de 61 Rojo; Velocidad de 62 Azul
1
0. 0001 ~ YA
(o [\ 0751
0. 00005 o5l \
\‘ [ 025 |
/2 4 /8 \10 \ 12/ 14 ‘\
-0.25
-0.00005 | / / \ /
/ / -0.5
-0.0001 - N/ -0.75
-1

Observaciones:

En esta segunda aproximacion al seguimiento de trayectoria de referencia. Se alcanza un
tolerancia del error de una diezmilésima de radian. El sistema llega un estado Estable Acotado
Uniforme y Ultimo UUB .

En las grdficas del error y la velocidad se conservan las caracteristicas de las funciones de
referencia lo cual indica que aun puede seguir reduciéndose el tamano arbitrario del error
incrementando Unicamente la ganancia A.

Las no-linealidades causadas por la perturbacion de la friccidn a este nivel de precision no

aparecen; son absorbidas por el sistema adaptativo y la retropropagacién, sin embargo como se
indica en el inciso 9 esto no siempre se puede garantizar.
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10. CONTROLADOR PD Y RED NEURONAL AUMENTADA ROBUSTA

10.a. Ampliacién de la red neuronal

10.a.1. Redes Neuronales para aproximacion de funciones con discontinvidades

Como se vid antes la aparicién de la no linealidad de la friccién en actuadores es discontinua en el
origen. Una de las mds importantes propiedades de las Redes Neuronales RNs para propdsitos de
control es la propiedad de aproximacién universal. Desafortunadamente, esta propiedad es
generalmente probada como en el inciso anterior para funciones continuas. Sin embargo en la
mayoria de los sistemas de control industrial reales hay funciones que no son suaves ( es decir,
continuas por partes ) para las cuales los resultados de aproximacion en la literatura son escasos.

Se ha enconfrado en los intentos por aproximar framos de funciones continuas usando
funciones de activacién suaves que se requieren muchos nodos en la capa oculta de la Red

Neuronal y muchas iteraciones de entrenamiento y aln asi no producen muy buenos resultados.

El resultado principal en esta seccién es un Teorema para funciones continuas por partes o
funciones con saltos. Se ha enconfrado que para aproximar tales funciones adecuadamente, es
necesario aumentar la Red estandar que usa funciones de activacion suaves con nodos extras
conteniendo un cierfo conjunto béasico de aproximaciéon funciones de salto de funciones de
activacion no suaves. Esta novedosa estructura de Red Neuronal Aumentada permite la
aproximacién de tramos de funciones continuas del tipo que aparecen en las no-linealidades del
actuador que controla el movimiento.

La red neuronal aumentada consiste de neuronas teniendo funciones de activacion
sigmoidales estandar mds algunas neuronas adicionales teniendo una clase especial de funciones
de activacion no suaves llamada “funciones basicas de aproximaciéon de funciones con salto”. Esta
Red Neuronal Aumentada con neuronas adicionales puede aproximar cualquier tramo de funcidn
continua con discontinuidades en un numero finito de puntos conocidos.

En adicién a funciones sigmoidales continuas uno requiere un conjunto de funciones basicas
discontinuas. Se fienen dos conjuntos adecuados, las funciones de aproximacion de salto

polinomiales Yy las funciones de aproximacién de salto sigmoideas.

Teorema 10.1 Aproximacion de tramos de funciones continuas

Sea dada cualquier funcion acotada f:S— R esto es continua y analitica sobre un conjunto
compacto Sc R excepto en X=C, donde la funcién f tiene un salto finito y es continua por la

derecha. Entonces dado cualquier ¢ > 0 existe unasuma F de la forma

115




tal que ‘F (X)— f (X)‘ K i (10.2)

para cada X en S donde g(+) es una funcién en C”(S) y las funciones basicas de aproximacion

de salto polinomiales f, estan definidas como:

Las funciones bdsicas de aproximacion de salto polinomiales f, tienen un defecto al usarse en control

por retroalimentacion y es que no estdn acotadas. Esto puede producir inestabilidades no acotadas
en un conjunto de funciones bdsicas que estdn acotadas. Se desprende el resultado principal que
nos permite reemplazar el conjunto bdsico de aproximacion de salto polinomial por sigmoideas

discontinuas.

Lema 10.A Funciones de aproximacion de salto sigmoideas

Cualquier combinacion lineal de funciones de aproximacion de salto polinomiales f,, zk:oak f, (X)

puede ser representada como:

g@fk(x)z Z(X)+gtwk(x) ............................... (10.4)

Donde las funciones de aproximacion de salto sigmoideas ¢, estan definidas como:

Y donde z(X) es una funcién que pertenece a C" (S).

Demostracion.

Es suficientes con probar que existen coeficientes b tales que las primeras N derivadas de la

expresion Zak fk(x)—Zbk(pk(X) ........................ (10.6)

son continuas.

Para X< 0, esta expresion tiene un valor constante cero. Por lo tanto, uno debe mostrar que existen
coeficientes h tales que para x>0, las primeras N derivadas de la expresidn son iguales a cero.
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Para X> 0, uno tiene

N N

Zakf thk kZak——ZbK(l e )

Usando la férmula binomial uno puede expander esta expresidon en:

Con el fin de que las primeras N derivadas de la expresion (10.4) sean cero, los coeficientes de

NG para k=0,1,..., N deben ser cero en esta ecuacion. Por lo tanto, se requiere que:

Para cada m> K, uno obtiene
k I/m ik
a-303 () iy -0

Para k=12,....N o
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k (k ok & &d(m ik
a b D () -2 T () =0
Para k=1,2,...,N . Por lo tanto, uno obtiene la relacion recurrente para los coeficientes

-1

a- 03[y -y
b = k(K .
>+ iy

i=0

Para k=12,..,N ycon by=a,. Q.ED.

Las funciones de aproximacién de salto sigmoideas ¢, para k=0,1,2,3 tienen una mayor ventaja

sobre los conjuntos de base polinomial en el disefo del control por retroalimentacién ya que las
primeras estdn acotadas.
El siguiente resultado importante se desprende directamente. El uso de conjuntos base de

aproximacion de salto sigmoideas para funciones de aproximacion de salto en las Redes Neuronales.

Teorema 10.2 Resultados de aproximacion con red neuronal general para funciones con saltos

Sea que hay una funcién acotada dada f :S— R, la cual es continua y analitica sobre un conjunto
compacto S excepto en X=C, donde la funcién f tiene un salto finito y es continua por la

derecha. Dado cualquier £ >0, existe una suma F de la forma

L N
F(x)=Y aoc(MxX+n)+> 8@ (X=C) v, (10.7)
k=0 k=0
talque  [F(X)= f(X)|<E oo (10.8)

para cada X en S donde o(X) es una funcién sigmoidea estandar y ¢, (+)son las funciones de

aproximacion de salto sigmoideas.

Este Teorema muestra que cualquier funcidn con saltos puede ser aproximada por una Red Neuronal
estandar teniendo sigmoidales continuas estandar (el primer término de (10.7)) mas funciones de salto
sigmoidales discontinuas ( el segundo término de (10.7)).

Se puede mostrar, que en vez de utilizar las funciones de aproximaciéon de salto sigmoideas,

ecuaciones (10.5) se pueden usar Funciones de Aproximaciéon de Salto Sigma

[0 TR para..x <0
k
X)= @K e 10.9
2 () (1 exj .para.x=0 107)
l+e
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O funciones bdsicas de salto basadas en Tangente Hiperbdlica

Ovrens para..x <0
k
X) =0 @ e ) e (10.10)
(%) [%} .para.x>0
e +e

10.a.2. Red neuronal aumentada en el controlador
AqQui se presenta la estructura y los algoritmos de entrenamiento derivados para la Red Neuronal
Multicapa Aumentada. Esta RN aumentada es capaz de aproximar funciones con saltos,
considerando que los puntos de discontinuidad son conocidos. Ya que los puntos de discontinuidad
son conocidos en muchas caracteristicas no lineales de sistemas de movimiento industrial ( es decir, el
modelo de friccién es discontinuo en cero, la inversa zona muerta es discontinua en cero, etc.) esta
RN aumentada es una herramienta Util para la compensacion de los efectos pardsitos y no-
linealidades de actuadores sistemas de control industrial.

La capa aumentada de RN es mostrada en la figura 10.1. Uno puede ver que la Red

Neuronal Aumentada es una combinacidén de una Red Neuronal estandar ( con funciones de

activacion estandar 0'(-)) mas algunas neuronas extra con funciones de activacidén sigma
discontinuas ¢,. Comparando la Red Neuronal Aumentada con la Red Neuronal Estandar uno
puede ver que la primera tiene dos conjuntos de funciones de activacion en la capa oculta, o, ¥y ¢,
dos conjuntos de pesos para la primera capa, VlT y VZT y dos conjuntos de pesos de la segunda

capa W' y W, . Con esta estructura la Red Neuronal tiene:

L N
Y= D W0 (ViX + Vo )+ D Wo, (VAX Vg )+ Weg oo (10.11)
=1 (=1

De manera similar como en el caso de Red Neuronal estandar, la salida de la Red Neuronal

Aumentada estd dada por una matriz de la forma:

Y =W o (VX)W 0V, X) o (10.12)

Si las funciones de activacion de la capa oculta o estd definida como las sigmoideas, uno
toma las funciones bdsicas de salto ¢ como en (10.5), Entonces se usa el Teorema 10.2 que dice que

esta Red Neuronal aumentada puede aproximar cualquier funcidn con un salto finito,
proporcionando la localizacion del salto.

Los algoritmos de ajuste estandar de la Red Neuronal deben ser modificados ya que la
estructura de la Red ha sido cambiada. El conjunto de los pesos de la segunda capa V\/lT y V\/2T son
enfrenados en la forma usual de las Redes Neuronales Multicapa, ambas son tfratadas de la misma
manera incluyendo los pesos de los sesgos. Los pesos de la primera capa VlT son actualizados en la

forma usual de las Redes ( es decir, aproximacién por retropropagacién ). Sin embargo los pesos de
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V2T y el sesgo, estdn fijos y seleccionados para que correspondan a los puntos de discontinuidad del

salto. Efectivamente la porcidén de aproximacién del salto de la Red Neuronal Aumentada es una Red

de una capa, ya que tiene solamente una capa simple de pesos ajustables.

Red Neuronal Multicapa Aumentada

Figura 10.1
©0 £l - _
s —
=
o8 0.8 /
/
/
0.6 06} /
0.4 0.4} ’//
0.2t 0.2}/
/
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
02 00, o1, p2
1 — 1 P
0.8} 0.8 //
//
0.6 0.6 /
0.4 0.4
0.2+ 0.2
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Grdficas funciones de activacién llamadas Funciones de Aproximacién de Salto Sigma

Figura 10.2
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10.b. Control adaptativo robusto en la red neuronal

En la planta libre-de perturbaciones, el objetivo era disenar un controlador adaptativo estable que
asegurara un seguimiento-del modelo asintético. En la presencia de perturbaciones, el seguimiento-
del modelo exacto ya no es posible, y el objetivo es disenar un controlador que asegure mdrgenes en
todas las senales del sistema y satisfaga especificaciones de ejecucion.

Nuevas aproximaciones son necesarias para asegurar la limitacion de todas las sefales en el
sistema y dando lugar a un cuerpo de frabajo llamado Teoria de Control Adaptativo Robusto.
Robustez en este senfido implica que el sistema adaptativo se desempene esencialmente de la
misma manera, aun cuando perturbaciones exdgenas o enddgenas estén presentes.

El Caso General: Para enfrentar la estabilidad y la ejecucién del seguimiento de un controlador
de brazo robdtico de Red Neuronal en el dificil caso general, requerimos:

1. La modificacién de las reglas de ajuste de los pesos y

2. Lainclusién de un término que da robustez V(t) .

El problema en este caso es que, pensando que no es dificil concluir que r(t) esta acotado, es

imposible sin estas modificaciones mostrar que los pesos de las Redes Neuronales estdn acotados en

general. La limitacidn de los pesos es necesaria para verificar que el control de entradas
r(t) permanece acotado.
El siguiente Teorema se considera como una extension de la teoria de Lyapunov. La

perturbacion z,, el error de reconstruccion ¢ de la Red Neuronal, y la no-linealidad de f (X) hace
imposible mostrar que la derivada de Lyapunov L es no-positiva para toda r (t) y valores de pesos.

En efecto, sélo posible mostrar que L es negativa en el exterior de un conjunto compacto en el
espacio de estado. Esto, sin embargo, permite concluir la limitacién del seguimiento del error y de los
pesos de la Red Neuronal. De hecho, los Iimites explicitos son descubiertos durante la demostracion.

La requerida extension de Lyapunov es la Ultima parte de la demostracion.

Teorema 10.3 Actualizacién de Pesos con términos de robustez

Sea que la trayectoria deseada este acotada por (9.4).

ol
Témese el control de entradas de (8.2) en (9.12)

M (a)d+V,(a,0)q+G(a)+F(a)+7y =7
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r:ro—v:VVTa(VTx)+ KE =V e (9.12)

con un término de robustez:

y la ganancia K, > G (10.14)
con C, la constante conocida en (9.18)

Hw(t)HSCﬁclHZNHF +C, HZNHF [ —— (9.18)
Sea el ajuste de pesos de la Red Neuronal el proporcionado por:

W =F&rT—FéVxr™ —kF ||r||W .................................... (10.15)

V= Gx(&’TVVr )T ] 1 VA — (10.16)

con cualesquiera matrices constantes F=F' >0, G=G' >0 y un parametro de disefio escalar

k > 0. Entonces para un control de ganancia K, bastante grande, el error de seguimiento filtrado

r(t)y los estimados de pesos \7,W de la Red Neuronal estan UUB, con los limites practicos dados

especificamente por los lados derechos de (10.17) y (10.18). Mas aun, el error de seguimiento puede

ser conservado tan pequefio como se desee por el incremento de la ganancia K, en (9.12).

r:ro—v:VVTa(VTx)+K G O (9.12)

Demostracion: Sea la propiedad de aproximacién (6.d.4) mantenida con una precision

dada &, paratoda Xen el conjunto compacto U, = {X”X” < bx} con b, >cQ, en (9.5).

G

f(X) =W (VTX)+8(X) o (6.d.4)
1] < €Qqy +Co [ oo (9.5)
Se define U, :{r”rnsb"_—qq’}. Sea r(O)eUr. Entonces la propiedad de aproximacion se

mantiene.
Seleccionando ahora la funcién de Lyapunov (9.21), diferenciando vy sustituyendo ahora para el

sistema de error (9.13) se produce

T W'W YAY
L=r Mr +tr ( ) +tr u ............................... (9.21)
2 2F 2G
MF = —(K, +V,)r + WG +WTG+WTG + (£ 47, )+ Voo (9.13)
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, (M= )r (W . (v .
L=—r"K,r+ ( 5 ) +trWTH¥]+&rT—&’\/TerJHrVT[(%J+erWT&’J+rT(w+v)

Las reglas de ajuste dan:

L=—r"K,r +k|r|eW" (W=W)+k|r| VT (V =V )+ 1T (w+v) =
—TK K[ Z7 (2= Z)+ 17 (w+v)
yaque vZ'(2-2)=(2.2)_-|Z] <|Z] 1zl. -|Z]. caui resuta
L < =K [+ KI2], (22 =21, )= ([2], + 20 I+l
<Ky I+ K12, (20 =[2), )~ Kz (2], + 20 I
+rl[ o+ [2], +ci[Z], )

<l Ko+ K21, (121, -2 )-Co-C 2], |

es el minimo valor singular de K, y la Ultima desigualdad se mantiene debido a

donde K

K,>C,oiinnn (10.14)

Asi, L es negativa tan grande como el término entre paréntesis es positivo.

- C,
Definiendo C; = Z,, +? y acompletando el cuadrado resulta:

o I+ 2], (2], ~C:) -Co =

Iz, -S| - il
F2 4

la cual es garantizada positiva tan grande como

2
kC3 +C,
¥ ||> =B} e (10.17)
2
o HZH sy &+&_bz ..................................... (10.18)
Fo2 4 Kk
donde C, =2, +% ............................................... (10.19)

Asi que, Les un conjunto compacto exterior negativo. La forma del lado derecho de (10.17)

muestra que la ganancia de contfrol K, puede ser seleccionada lo bastante grande para que
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b <—(bz ~GQ,) .

! c Entonces cualquier frayectoria r(t)empezcndo en U,y evolucionando
2

completamente dentro de U, . De acuerdo con una extensién del Teorema de Lyapunov estandar se

demuestra que la UUB de ambas ||r|| y HZ~HF .

Hay que hacer algunas observaciones con respecto a esto:

Primera. Ya que cualquier curso de ||r|| o de HZHF mas alld de los limites dados en (10.17) y (10.18)

respectivamente, se dirigen a una disminucién en la funcidn L de Lyapunov, se deprende que el

lado derecho de (10.17) y (10.18) pueden ser tomados como limites prdacticos de ||r|| y
HZHF respectivamente, en el sentido de que las normas serdn restringidas a estos valores mas ¢ para

cualquier arbitraricmente pequeno ¢ > 0.

Una comparacion con los resultados para control adaptativo muestra que en &, el error de
reconstruccién para Redes Neuronales, las perturbaciones limitadas b, y los términos de alto orden de

la serie de Taylor, todos se encuentran involucrados en las constantes C; y C; incrementando los
limites sobre ||r|| y HZHF de una manera muy interesante. Notese de (10.17), sin embargo, que los

limites de un error de seguimiento arbitrariamente pequeno pueden ser alcanzados por la seleccidn

de una ganancia de control grande K, . (Si K, es tomado como una matriz diagonal, K es

vmin

simplemente el elemento ganancia mas pequeno). Por ofra parte (10.18) revela que los errores de

pesos de la Red Neuronal estdn fundamentalmente limitados por Z,, (continuo hasta C;). El

pardmetro K ofrece un intercambio en el disefio relativo entre las posibles magnitudes de ||r|| y HZHF .

Los primeros términos de (10.15) y (10.16) no son nada mas que el algoritmo de
retropropagacién estandar. Los Ultimos términos corresponden a la modificacién-e con el uso
estandar de control adaptivo para garantizar estimaciones de pardmetros acotadas; ellos forman
una clase especial de términos en la actualizacion de pesos.

El segundo término en (10.15) es nuevo y merece discusion.

Los términos de retropropagacion estandar pueden ser pensados como senales propagadas
con retraso en una Red Neuronal de retropropagacion no-lineal que contiene multiplicadores. El

segundo término en 3.(41) es visto como correspondiente a una onda que vidgja hacia delante en la
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red de retropropagacién que proporciona una correccién de segundo orden para el ajuste de pesos

A

de W.

Nétese que hay libertad de diseno en el grado de complejidad de la Red Neuronal (es decir,
tamano). Para una mayor complejidad de la Red Neuronal ( es decir, mas neuronas en la capa
oculta ) las constantes de limitacién disminuirdn, resultando errores de seguimiento mas pequenos.

Por otra parte, Una Red Neuronal simplificada con pocas neuronas en la capa oculta trae

consigo un limite del error mas grande, esta degradacion puede ser compensada para, tan grande

como la cota & es conocida, se selecciona un valor grande para K, en la sefial de robustez V(t),

opara A en (8.4).

e r
0 LA ] Koy o ROBOT
Ya =[le -
Qq
Término
Robusto v(t)

CONTROLADOR PDy RED NEURONAL
con término robusto figura 10.3
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Error del Robot : r
ME +(K, +V, )r

~

Ajustede W

Ajustede V

A

-v(t)

A

Término Robusto

Sistema del error en lazo cerrado de la Red Neuronal
Figura 10.4

10.c. Control por pasividad en la red neuronal

Algunas nociones de estabilidad son necesarias para proceder. Consideremos el sistema no-lineal.
x= f(xu,t)

y=h(xt)
Con el estado X(t) eR". Decimos que la solucién es uniformemente Ultimamente acotada ( UUB )

si existe un conjunto compacto U c R" tal que para toda X('[O):X0 eU, existe un £€>0 y un

nomero T(&,%,) tal que HX(t)H <& para toda t>t,+T. Como puede verse en la demostracién de

los teoremas, el conjunto compacto U , esta relacionado con el conjunto compacto en el cual la
propiedad de aproximaciéon de la Red Neuronal (ecuacion 6.d.4 ) se mantiene. Hay que notar que U

puede hacerse mas grande si se seleccionan mas neuronas en la capa oculta.

f(x):WTo(VTx)+g(x) ................... (6.d.4)
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Algunos aspectos de pasividad serdn importantes subsecuentemente. Un sistema con entrada u(t) y
salida y(t) se dice que es pasivo si se verifica una ecuacion de la llamada “forma de poder”.

L(t) =Y U=0(t) e (10.20)

Con L(t) acotada por abajoy g(t)>0. Esto es

IOT y' (r)u(r)drzjjg(r)dr—yz ............ (10.21)

paratoda T >0 yalguna >0

Se dice que es sistema es disipativo si este es pasivo y en adicién

[Y (ru(r)dr %0 implicaque [ g(z)dr >0 (10.22)

Una clase especial de disipatividad ocurre si g(t) es una llamada funcidon cuadrdtica de ||X|| con
coeficientes limitados, donde X(t) es el estado interno del sistema. Se llama a este estado de

pasividad estricta. Entonces la norma L,del estado esta acotada por arriba en términos del

producto interno L, de la salida y entrada (es decir, el poder entregado para el sistema). Esto se usa

provechosamente para concluir sobre algunas propiedades de limitaciones internas del sistema sin los

supuestos usuales de observabilidad (es decir, persistencia de excitacion, estabilidad, etc.)

El sistema del error en lazo cerrado que aparece en la figura 10.4, con la sefal ¢, definida

como
&, (t)=-W's para el sistema del error (9.14)
¢, (t) =-W" ( 5—o'V X) para el sistema del error (2.16)...cccveeevveecveeennenn. (10.23)
Mr = —(K, +V, ) +W G +WTEVTX+W, +V s (9.14)
Mr =—(K, +V, )r+VVT(6—&VTX)+WT&\7TX+W+VE—(KV+Vm)r+§1 ..... (9.16)

En el caso formal, la sefial W(t)debe ser reemplazada por W (t). Hay que notar el funcionamiento

de la Red Neuronal, el cual esta descompuesto en dos bloques efectivos apareciendo en una
configuracion de retroalimentacién tipica, en contraste con el funcionamiento de la Red Neuronal
del controlador en la figura 10.3.

La pasividad es importante en un sistema de lazo cerrado como garantia de la acotacién de
senales y de un adecuado funcionamiento, aun en la presencia de perturbaciones imprevistas
adicionales tan grandes como sean pero acotadas. En general una Red Neuronal no puede

garantizar ser pasiva. Sin embargo los siguientes resultados muestran que los algoritmos de ajuste de
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pesos aqui hacen de hecho garantizar propiedades de pasividad deseable de la Red Neuronal y

asimismo del sistema en lazo cerrado.

El primer resultado es considerando el sistema de error (9.14)

Teorema 10.4 Algoritmos de ajuste de pesos Pasivos

Los algoritmos de ajuste de pesos por retropropagacion

(9.19) y (9.20) hacen el primer mapeo de r(t) a-W'é , 'y el segundo mapeo de r(t) a-W'é

ambos mapeos pasivos.

VTx,

Demostracion:

Las dindmicas con respecto a VV,\7 son
W =—F6&TT oo, (10.24)

V= ~Gx( 6™ )T .................... (10.25)

1) Seleccionando la funcién no-negativa
WW
L=tr
2F

y evaluando L alo largo de las tfrayectorias de (10.24) se produce

L=tr

WIW =—tr (WTc}rT ) =r' (—VVT&)

el cual es en Forma de Poder (10.20).

2) Seleccionando la funcién no-negativa
V'V
L=tr
2G

y evaluando L alo largo de las trayectorias de (10.25) produce

~T.L

L=tr vV

— e [Vx(6"WF) ) =1 (ARG )

la cual estd en Forma de Poder

Asi, el sistema de error del robot en la figura 10.4 es Estado Estrictamente Pasivo (SSP) y los

bloques de los errores de pesos son pasivos, esto garantiza la disipatividad de el sistema de lazo
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cerrado. Usando el Teorema de Pasividad uno puede ahora concluir que las senales entrada-salida

de cada blogque estdn acotadas tanto como las entradas externas estdn limitadas.

Desafortunadamente, aunque disipativo, el sistema de lazo cerrado no es SSP asi que, cuando

la perturbacion Wl(t) es no cero entonces no se producen limitaciones de los estados internos de los

bloques de peso (es decir, V\7,\7) a menos que estos bloques sean observables, esto es, excitado

persistentemente ( PE). Desafortunadamente, esto no produce un método conveniente para definir
PE en Redes Neuronales de tres capas, como los dos bloques ajustadores de pesos estdn
acoplados, formando de hecho un sistema bilineal. Por contraste, las condiciones PE para el caso
de dos capas V =1 (es decir Red Neuronal lineal) son faciles de deducir.

El siguiente resultado muestra porqué una condicidon PE no es necesaria con el algoritmo de

actualizacion de pesos modificada del Teorema 10.3. Esto es en el contexto del sistema de error
(2.16).

Mr = —(K, +V,,)r +W’ (&—&VTX)+VVT&VTX+ W+vV=—(K, +V ) +¢;..... (9.16)

Teorema 10.5 Algoritmos de ajuste de pesos modificados SSP

Los algoritmos de ajuste de pesos modificados (10.15), (10.16) hacen el mapeo de r(t) a

~WT' (6—&\7TX), y el mapeo de r(t) a -W'3V'x ambos mapeos SP .

Demostracion: La dindmica revisada relativa a W,V estdn dadas por:

W=-F&r" +F&N ™ +kF ||r||W .................................... (10.26)

V =-Gx(&"Vir )T TGV oo (10.27)

1) Seleccionando la funcién no-negativa
O
L=tr WW
2F

y calculando L resulta

~T,L
L=tr WW

—te{[ W7 (6-6V"X) |+ K[r Wi

yacve. (W (W) (), ] <, <O e e
=0 [0 (6 637 - kI (W] - ], i,
< [ (6 7) |- (W -w, )

el cual estd en Forma de Poder con la Ultima funcidon cuadrdtica en ”\NHF
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2) Seleccionando la funcién no-negativa
o
L=tr vV
2G

y calculando L resulta

. NT’L Y ~NT / /
o YV (i) ki (V- (7))

<17 (V)= k[ (V] -V V)

la cual estd en Forma de Poder con la Ultima funcidn cuadrdtica en ”\/HF .

Estas son exactamente las formas especiales de L que le permiten a uno mostrar el

acotamiento de W y de V cuando los primeros términos (entradas de poder) estdn acotadas, como
en la demostracién del Teorema 10.3.

Se debe notar que el SSP de ambos, la dindmica del robot y el ajuste de pesos de los bloques
garantizan SSP para el sistema en lazo cerrado, asi que las normas de los estados internos estdn
limitadas en términos del poder liberado para cada blogue. Entonces el acotamiento de las sefales
de entrada-salida asegura la limitacién de los estados sin ninguna otfra clase de requerimientos de
observabilidad.

Definimos una Red Neuronal como Pasiva si, en la formulacion del error se garantiza la pasividad
de los subsistemas de ajuste de pesos. Entonces una condicidon PE exira es necesaria para garantizar
acotaciéon de los pesos. Definimos una Red Neuronal como Robusta si, en la formulacién del error, se
garantiza el SSP del subsistema de ajuste de pesos. Enfonces no es necesaria una condicion extra de
PE para la acotaciéon de los pesos.

Hay que notar que:

1. EIl SSP del sistema de error de la planta en lazo abierto es necesario agregar para la

estabilizacién del seguimiento y
2. Las propiedades de Pasividad de la Red Neuronal dependen del algoritmo de ajuste de

pesos usados.
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10.d. Controlador final PD y red neuronal con redes aumentadas

10.d.1. Aproximacién de la Red Neuronal y la No-linealidad en el problema de Paradmetros

AqQui se presenta un controlador de red neuronal basado en una aproximacion del error filtrado y
empleando una red neuronal aumentada para aproximar las funciones no-lineales desconocidas

(10.28) en la dindmica del brazo robdtico, la cual incluye friccion.

2':TO—V:VVlTG(VlTX)+szT¢(V2TX)+ O VA (10.28)

Una seria deficiencia en el uso de confroladores estandar adaptativos en robotfs es el
requerimiento de linealidad en los pardmetros desconocidos del sistema (LIP, Linealidad en los
Parametros desconocidos del sistema ). El LIP restringe severamente la clase de sistemas industriales
gue pueden ser controlados, y ademds no considera friccion. La restriccion de LIP se supera usando
la propiedad universal de aproximacion de las redes neuronales la cual se mantiene para funciones
no-lineales generales. El principal objetivo aqui va a ser el el diseno de un controlador como el de la
figura 10.3 pero modificado por la compensacion de la friccidn. En vez de requerir el conocimiento de
la estructura del sistema, actuando como en un control adaptativo, una red neuronal es usada para
aproximar la dindmica no modelada. El uso de la red neuronal aumentada da al controlador un
mejor desempeno si hay una friccion considerable desconocida, ya que la friccidon es discontinua en
cero.

Para probar la estabilidad de todo el sistema de lazo cerrado, algunos supuestos que se foman

en las situaciones prdcticas son requeridos.

Supuesto 1.Trayectoria de referencia limitada.

La frayectoria deseada esta limitada asi que

Qq (t)

(o} (t) SOg  covvveereeens (c.14) con Qg un limite escalar conocido

6 (t)

Teorema 10.46. La entrada X esta acotada

Para cada tiempo t, X(t) esta limitada por
X< e+ r] < 205 + G| (O)+ S r[| v (10.29 )

para constantes positivas computables C,,C,C,

Demostracién
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La solucién del sistema LIP (8.4) con el vector de valor inicial q(to) es:

donde & =0 (t,)—a(ty) Asi

e <[+ )

Orin ()

con O, (A) el valor singular minimo de A . La entrada de la red neuronal puede ser escrita como:

q —€ o
o} —-r+Ae dq
X=[0g =] Oy || O] o, (10.30)
¥ e 0
ok ol 0

Entonces un limite puede ser dado como

X< (1+ e () ] + 20 + |

<((1+ O (A))||e0||+2q,3)+{14r Gminl(A) Zm //t }” "

mi

=6+

con

6 =[1+ 0 (A) & + 205
1 N O rax (A)
O in (A) O in (A)

c, =1+

"]

O in (A)

ahora considerando la expresion (8.13) uno tiene ||e|| < para todo t. De aqui se obtiene que

l+o, (A)

T (M)

La funcién no-lineal del robot f (X) es una funcién discontinua debida ala friccion.

f(X)=M(q)(t; +A&)+V,(a,0)(¢ +Ae)+G(q)+F(aq) .ocvnonv. (10.31)
Mas aun, esta funcidn es desconocida y debe estimarse por el sistema de control tanto que pueda
ser compensada por este. Usando la propiedad universal de aproximacion de las redes neuronales y
los resultados para la aproximacion de funciones con salto, hay una red de dos capas tal que:
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f (%) =W o (V%) + WS @ (V5 X) + £(X) oo (10.32)

con la aproximacion del error limitada a un conjunto compacto por Hg(X)H<gN, con &y un limite
conocido.
siendo W,,W,,V; y V, los pesos objetivo ideales que dan una buena aproximacion de f (x).

Ellos son desconocidos y pueden no ser Unicos. De cualquier modo es requerido que estos existan. En
la derivacién del controlador de red neuronal, entonces se muestra como el gjuste los pesos de las

redes neuronales se puedan acercar lo bastante a los pesos ideales.

Se definen W, W,,V, y V, como estimaciones de los pesos ideales de las redes neuronales, los
cuales los cuales son dados por los algoritmos de ajuste de las redes. Ya que los pesos de V2T estdn

dados por el disefio dependiendo de la localizacién del salto, entonces V, =V, Se definen las

estimaciones del error como:

W=W,-W, , W,=W,-W, y V. =V,=V, . (10.33)
La aproximacién de funciones no-lineales como en (10.31) es:
F () =W o (VX FWT (V) X) (10.34)
Sea Z la matriz de todos los pesos ajustados de la red
W 0 O
Z={ 0 W, O e (10.35)
0 0 V

Se debe notar que los pesos de V, no estdn incluidos en (10.35) ya que estos son conocidos y se
seleccionan de acuerdo a la localizacién conocida del salto, la cual ocurre en el origen para la
friccién.

Se requiere hacer el siguiente supuesto, el cual siempre se manfiene. Es simplemente establecer
gue se pueden seleccionar en un nUmero bastante grande para cubrir los limites de los desconocidos

pesos ideales de la red.

Supuesto 2. Acotacion de los pesos objetivo ideales de la red neuronal

Sobre cualquier subconjunto compacto de R" los pesos ideales de la red estdn limitados tanto como
S g e (10.36)

con Zg conocido

Ahora se mostrard como superar el problema LIP, el cual comUnmente ha restringido el

desempefo de los algoritmos de ajuste del control adaptativo para sistemas que son LIP. La red
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A

neuronal es no lineal en los parédmetros ajustables, ya que los pesos ajustados V, estdn en los

argumentos de las funciones de activacién no lineales.

Se define el error de salida de la capa oculta para un vector X dado como:

6=0(Vx)- 0'(\71T x) .......................................... (10.37)

Usando las series de Taylor, se fiene:
T\ (\IT (\IT OWTT 7T )2
(V%) = & (VT x)+ & (VXN X O (VT X) (10.38)
~ 2

donde o' denota la primer derivada vy O(VlTX) representa los términos de alto orden. La
importancia de esta ecuacion es que esta reemplaza & la cual es no-lineal en \71 por una expresion
lineal en \71 mas los términos de alto orden. El Jacobiano o"(\?fx) es computable en términos de

senales medidas X(t)y las actualizaciones de los pesos de V.

Es mostrado por Lewis, Yesildirek y Lu (1996) que los términos de alto orden en (10.38) estan

limitados por:

lo(vix)’

<C+C,0, ”\71HF +05”\71HF (L S (10.39)

para algunas constantes C;,C,, Gy

10.d.2. Estructura del controlador y dindmica del sistema de error

La entrada de confrol para el robot manipulador es seleccionada como:

£ =75 =V =W & (VX)W 0 (V) X) 4 KT =V (10.40)

donde el torque 7, (t) estd definido por (8.8).

La estimacion de la funcién no-lineal ha sido proporcionada por la red neuronal como en (10.34).

(%) =W 0 (Vi) W (V) o (10.34)

La funcién u(t) es un término que robustece que va a ser seleccionado mas tarde para ayudar a

garantizar la estabilidad de el sistema en lazo cerrado. La estructura de este confrolador de red
neuronal se muestra en la Figura 10.3. El neurocontrolador es un sistema de control retroalimentado
multilazo, con un lazo de seguimiento PD exterior, y un lazo interno de red neuronal que compensard

las no-linealidades desconocidas, incluyendo la friccidn. Este lazo interno que cancela las no-
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linealidades desconocidas por la estimacidon de ellas es conocido como un lazo de linealizacién
retroalimentado.

La dindmica del error en lazo cerrado es usada para demostrar la estabilidad, estd dado por:

MF = —(K, +Vo ) 1 +W o (V7 X) + W] 0 (V) ~WT o (VT X) =V o (W, X) + &+ 74 +0 .. (10.41)
Usando (10.37) se tiene

MF = —(K, +V,) )T +W 0+ WG+ W, @+ & + Ty + U covvrerrccseecenernensesnn (10.42)

Aplicando la aproximacion con series de Taylor para &, se puede obtener la expresion para la

dindmica del error en lazo cerrado.

Mr = —(K, +V,,)r +W,' (&—&'\7fx)+V§/J&'\7fx+VVJ¢+ O+ oo, (10.43)
El término de perturbaciones viene de los términos de mas alto orden en las series de Taylor y esta
dado por:

w:VV1T6'\71TX+VV1TO(\71TX)2+8+Td ....................................... (10.44)

se muestra en Lewis, Yesildirek y Lu (1996) que este término por perturbacién esta limitado por:

o ()] <o+ 2] + a2 I 10.45)

con G constantes positivas conocidas

10.d.3. ajuste de pesos de la red neuronal y andlisis de estabilidad

La estructura del controlador de red neuronal esta dado en la Figura 10.3. Se necesita mostrar como
gjustar los pesos de la red neuronal de tal manera que la estabilidad en lazo cerrado esté
garantizada. Se usardn las leyes de ajuste de pesos de redes neuronales, derivadas de la teoria de
Lyapunov, que garantizan el seguimiento estable con estabilidad interna. Se muestra que el error de

seguimiento es convenientemente pequeno, los pesos de las redes neuronales son limitados y el

control r(t) esta acotado. Los pesos de las redes son ajustados en linea (on line) en fiempo real, sin

ser requerido el aprendizaje preliminar.
El siguiente supuesto especifica la regidn de convergencia del controlador neuronal de dos

capas.

Supuesto 3. Requerimientos de condiciones iniciales.

Se supone que la trayectoria deseada qy,dy, ¢, esta limitada por (g como en el Supuesto 1.

Se definen las constantes conocidas ¢,,C, por el Lema siguiente. Sea la propiedad de aproximacion
de Redes Neuronales

f (%) =W o (V%) + WS @ (V5 X) + E(X) oo (10.32)
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tomada para la funcién desconocida f (x) dada en
F(x)=M (¢)( +A&)+V,(a.6)(c +Ae)+G(a)+F (a,q)...... (10.31)

con una exactitud dada por &, para toda X en un conjunto compacto S, :{XH|X||<bX} con

b, >q,. Se define S ={ H| ||< % } Sea r(0)es.

C+C

El conjunto S, especifica el conjunto de los errores de seguimiento iniciales permitidos r (0) .
La idea es que el robot deba iniciar en un punto posicionado bastante cerca de la trayectoria
deseada. Hay que notar que la exactitud de la aproximacion de las redes neuronales determina la

magnitud permitida del error de seguimiento inicial r(O). Para una Red Neuronal mas grande (es
decir con mas unidades en la capa oculta) &, es pequena para un radio mas grande de b, asi el

conjunfo de condiciones iniciales permitidas S es mas grande. La clave del rol de las condiciones

iniciales requeridas esta en presentar la dependencia del conjunto de las condiciones iniciales

S sobre los pardmetros de diseno. Las constantes 0g,C,,C, Y b, no necesitan ser explicitamente

determinadas.

Una caracteristica clave del requerimiento de condiciones iniciales es la independencia de los
pesos iniciales de la red neuronal. Esto en contraste con ofras técnicas donde las demostraciones de
estabilidad dependen de la seleccidn de algunos pesos iniciales estabilizantes de la red neuronal, lo

cual es muy dificil de hacer.

El siguiente resultado principal muestra como seleccionar el término robustecedor V(t) y el
ajuste de la red de tal manera que muestre que el sistema en lazo cerrado es estable. Muestra que el
error de seguimiento es UUB (acotacion Ultima uniforme). Este resultado completa el disefio de la

compensacién de la friccidn del neurocontrolador. Se muestra que el algoritmo de ajuste por

retropropagacién estdndar debe se modificado para sistemas de control con retroalimentacion.

Teorema 10.7 Ajuste de pesos con retropropagacion aumentada

Sea la trayectoria deseada limitada por (g como en el Supuesto 1 y el error inicial de seguimiento

r (0) satisface la condicion inicial del Supuesto 3. Sean los pesos objetivo ideales, limitados como en
el Supuesto 2. Tbmese la entrada de control para la dinamica del robot como en (10.40)
7 =750 =W (VX)W (V) X) + KT =0 e (10.40)

con una ganancia que satisfaga
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kC?

) (c0+4j(co+c2)

vmin

......................................... (10.46)
bx —0Os

donde C; esta definido en la demostraciony C,esta definido en (10.45). Sea el término robustecedor

2 + ZBr) ................................................ (10.47)

K, > Gy (10.48)

Sea el ajuste de pesos de la red neuronal aumentada proporcionado por

W, =S6r" —S6V xr" — ] LY — (10.49)
V, = TG KTV, o (10.50)
W, = Epr T —KE[([W o (1051)

con cualesquiera matrices constantes S=S'>0, T=T' >0, E=E'>0 y k>0 un parametro

de disefio con escalar pequefio. Entonces el error de seguimiento filtrado r(t) y los pesos estimados

de la red neuronal \71,V(/1 y VVZ son UUB con limites dados por (10.52) y (10.53). Ademas el error de

seguimiento puede ser conservado tan pequefio como se desee por el incremento de las ganancias

K, en (10.40)

Demostracion:

Seleccionando una funcién de Lyapunov como:

L :%rTMr +%Tr(VV1TSW)+%Tr(\71TT]\71)+%Tr(VV2TE]W2)

Derivdndola
. T-1T' 1 PP 1 ~ 1% 1 P
L=r"MF+=r Mr+—Tr(V\/181V\/1)+—’rr(V1T ]Vl)+—’rr(W2E ]Wz)
2 2 2 2

Asumiendo que el error de seguimiento inicial satisface la condicién inicial del Supuesto 3 incluyendo

la dindmica de error del sistema (10.43) se tiene que:
L=—r" (K, +V,)r+r"W' (& - &'\71Tx)+ FWT SV X+ W g
1 . ~ 2 ~ 2 ~ °
+rl o+ rTu+§rTMr +’rr(V\/lTS"V\ll)+’rr(\/lTT‘]’\/l)jt’rr(WZ,T E‘]\NZ)
Usando la propiedad 3 de la dindmica del robot y las reglas de ajuste se produce:
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L=—r"K,r+k|r ||+r{w (W )}+k|| ||’rr{VT(V v)}

+k||r ||fr{wT } +0)

=—r"K r +K|r ||’rr{ ( )} (w+v)
Se define

62,4
Procediendo como en Lewis (1996) uno obtiene que L es negativo tan amplio como cualquiera de
G +k£2
losdos |r ||> Y (10.52)
o HZHF S, %+%§ =, e (10.53)

Por consiguiente L es negativa externa a un conjunto compacto vy ||r|| y HZHF son UUB tan amplio

como el resto del control vdlido dentro de este conjunto. Sin embargo el limite de la ganancia PD

(10.46) implica que el conjunto compacto definido por ||r||£br esta contenido en § asi que la

propiedad de aproximacién se mantiene en todo. Q.E.D.

En la préctica, no es necesario conocer las constantes ¢,,C,. C, y C; para seleccionar la

ganancia K, del PD de acuerdo a (10.46). Se puede seleccionar sélo una ganancia bastante

grande como se muestra en las simulaciones.
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10.e. Simulaciones
Simulacién 10.1

Brazo con dos eslabones, Con friccion, Trayectoria de referencia: ¢, = Sn(t], ¢, = Codt]
Programa de Mathematica PD+RNA_Model-Cancel

Diagonal K = 30, Diagonal A =5 Neuronas Normales: 10, Diagonal T = 30, Diagonal S =30
Neuronas Adicionales: 8, Diagonales a, f#,7,1, A, 1t =35

Angulos Rojo o1 y Azul 62

Error Rojo 61 y Error Azul o2
1 . 0.2
/ y
0. 5 //// 0 1 L “,e‘"‘
J"“ﬂz
-0.5
-0.1{
\ /
-1 v
-0.2
Error Rojo 61 y Error Azul o2 Velocidad de 61 Rojo; Velocidad de 62 Azul
0.2 1
/™
0.75 |/ "\ /N
0.1 0.5, |\ J
0.5 |
12.5 13 13.5 14~ 14.5 15 \ /6
-0.25 /
-0.1 -0.5
- -0.75
o _—
0.2 e -1

Observaciones:

Los diferentes efectos no-lineales causados por la friccién que se observan en las grdficas de la
Simulacién 9.6 en el cual el sistema tiene un Controlador PD y una Red Neuronal aqui desaparecen.
La utilizacidon de neuronas adicionales con funciones de activacion para saltos del Controlador PD vy
Red Neuronal Aumentada Robusta adapta y modela las perturbaciones causadas por la friccidn y
luego las cancela con el término de robustez que estd integrado en la ecuacién diferencial que
actualiza los pesos. En las grdficas que ilustran el error se puede observar el resultado de esta
cancelaciéon y como el error vuelve a tener una representacién muy parecida a la funcién de la

trayectoria de referencia, como si no tuviese el efecto causado por la friccion.

Para la programacion de esta simulacion se consideraron 4 neuronas adicionales ( @y, 2¢,, ¢,)

con signo positivo y 4 con signo negativo ( lo cual asegura la modelacion del error en depresiones y
en saltos. En este caso los valores iniciales de los pesos como en todos los casos son fijos; estos

normalmente son cero pero en esta simulacién son fijados en -0.1
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Simulacién 10.2

Brazo con dos eslabones, Con friccién, Trayectoria de referencia: ¢ = Sn[t], ¢, = Codt]

Programa de Mathematica PD+RNA_Bifurcacion

Diagonal K = 379, Diagonal A = 63 Neuronas normales: 10, Diagonal T = 30, Diagonal S =30,

Neuronas adicionales = 8, Diagonal G= 35, Diagonal =35

Angulo Roj 61y Azu 62

Angulos Rojo o1 y Azul 62 I

Error Rojo ©1 y Error Azul 62

-0.1

| ‘x \
0.2 | |
-0.3 | ‘
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1.5
1
Velocidad de 61 Rojo; Velocidad de 62 Azul
- \ 0.5
7.5} ‘
50 | | -2 -15 -1 0.5 0.5 1 1.5 2
251 i‘ “\ -0.5
Sl e e
—2—4 6 |8 10 12
-2.5F \ -1
-51L
-1.5
-7.5 ¢
-10¢t )
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
2 -15 1 0.5 0.5 1.5 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 5 2
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5 -1.5
-2 -2
Observaciones:

En esta simulaciéon se observa que el sistema comienza a ser inestable cuando se acerca a un valor
mdximo de la ganancia K que es limite. Aqui en los puntos donde los brazos se alinean comienza a ser
inestable por un efecto de bifurcacién.

Ahora para alcanzar mayor precision en el seguimiento de la frayectoria de referencia

manteniéndose el sistema estable es necesario aumentar sdlo la matriz diagonal de la ganancia A.
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Simulacion 10.3

Brazo con dos eslabones, Con friccion, Trayectoria de referencia: ¢, = Sn[t], ¢, = Codt]
Programa de Mathematica PD+RNA_CFriccion_traySC_Aprox.Final

Diagonal K = 380; Diagonal A =10000, Neuronas normales: 10, Diagonal T = 30,
Diagonal S =30,

Neuronas adicionales = 8, Diagonales &, ,7,17,A, it = 35

Error Rojjo el y Eror Azul 62

0. 0001 -
7N\ //\\ Error Rjo €1y Error Azul 62
\ \ | \  0.0001
0. 00005 / \ / 0.000075
: / \ / 0.00005
y [ 0.000025
/2 4 /8 10 |\ 12/ 14 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
5 13  13.5 14.5 15
-0.00005 | | /| -o.000025 /
/ Yo/ -0. 00005
_0. 0001 \ / / -0. 000075 . ////
-0.0001 —0 —
Velocidad de 61 Rojo; Velocidad de 62 Azul
1 \\ /\ ,
\ o
0.75 | [\
\ 0. 0001
0.5
0.25 | 0. 00005
-0.25 ‘ ol
: / -0.0001  -0.00005 0. 00005 0. 0001
-0.5
-0. 00005
-0.75
-1 -0.0001
ERROR  Grdfica Paramétrica
Observaciones:

En esta simulacion la tolerancia del error es de una diezmilésima de radidn. En la grdfica del error no
aparecen alteraciones porque este Controlador cumple bien su funcidon de modelar bien las
perturbaciones y las cancela usando el término de robustez. Esta grdfica del error al igual que la de
velocidades muestran que se puede reducir aun mas el tamano del error con un valor mayor en la
matriz diagonal de ganancia A conservando estable el sistema. Los valores de los pesos fueron

inicializados en -0.1.
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11. OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

11.a. Observaciones

Los pesos de las redes neuronales son inicializados todos en cero o algin valor conveniente de tal
manera que cada vez que se corra el programa los pesos finales siempre serdn los mismos. Los pesos
de V, para la Red Neuronal Aumentada no son ajustados ya que son fijos y seleccionados en base a
la localizacién de la discontinuidad, la cual ocurre en el origen para la friccion.

Los algoritmos de aqjuste de pesos de la red neuronal son una forma aumentada de la
retropropagacion. Los primeros términos de (10.49), (10.50) y (10.51) son versiones modificadas del
algoritmo estandar de retropropagacién donde el error de seguimiento es la sefal retropropagada.

El Ultimo término corresponde a la modificacién-e es el término robusto, el cual garantiza la

estimacién de pesos limitada.

Por ofro lado (10.43) muestra que los errores de los pesos en la red estdn principalmente

limitados por Zg. En situaciones précticas, no se tiene preocupaciéon de hacia donde convergen los
pesos de la red para aproximarse a la funcién desconocida del robot f (X) . El teorema muestra que

en un sentido prdctico el error de seguimiento r(t) es sin embargo limitado a un pequeno valor. El

pardmetro de ajuste K permite un disefio infercambiante entre las magnitudes relativas de ||r|| y de

..
Es evidente que hay un disefio libre en el grado de complejidad ( es decir L ). A mayor

complejidad de la red (es decir mas unidades en la capa oculta), la estimacion del error de la red

decrece, mientras la constante Code limite decrecerd, resultando errores pequenos de seguimiento.

Por otfro lado, una simplificada red con pocas unidades ocultas produce un limite grande del error,
esta degradacion puede ser compensada con un valor alto en la ganancias K y A del PD.

El Controlador PD y RNA con compensacion de friccion que se presenta aqui no requiere LIP
(linealidad en pardmetros). Aproximaciones estandar para la compensacion de friccidon requieren
comUnmente alguna previa linealizacidon del modelo de friccién para alcanzar LIP. El requerimiento
LIP es una severa restriccion para los sistemas practicos.

Aqui la propiedad de aproximacion de las redes es usada para evitar el LIP. El modelo de
friccién no lineal es lineal con respecto a las funciones de activacion de la red no lineales, lo cual es

una diferencia fundamental para la condicion LIP.
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11.b. Conclusiones
El Controlador PD funciona bien en los casos en que se busca alcanzar una posicién determinada y

permanecer ahi por algun tiempo, sin embargo cuando se desea alcanzar una tolerancia del error
muy baja, se requiere el utilizar valores de ganancias muy elevados.

El Confrolador PD esta restringido, para seguir una trayectoria sinuosoidal, a que las funciones
qgue modele sean continuas y con no-linealidades suaves como se vio en las simulaciones 8.3 y 8.4. Al
incorporarse al sistema las perturbaciones, en este caso la provocada por la friccion, la cual es no-
lineal y pronunciada, el controlador no tiene la capacidad de modelar esta perturbacion y tiende a
rechazarlg; sin embargo, no dejan de estar presentes alteraciones en ciertos puntos criticos donde se
acentua el efecto de la friccidn. Lo anterior frae consigo la presencia constante de un riesgo de
inestabilidad y movimientos locales erraticos del brazo.

El Controlador PD con Red Neuronal Normal por medio de su capacidad adaptacién modela
bien la trayectoria sinuosoidal y conforme se aumenta paulatinamente el nivel de aproximacion a la
frayectoria de referencia el sistema adapta y corrige el efecto de la perturbacioén. Sin embargo como
se presentd en el inciso 9 con el sistema de actualizacion de pesos con retropopagacién Unicamente,
no puede garantizar en todos los casos con perturbaciones que los pesos de la red se mantengan
acotados. El controlador PD con Red Neuronal Aumentada modela convenientemente la
perturbacion y al tener incluido un término de robustez en el controlador, este cancela el efecto
indeseable de la perturbacién y mantiene los pesos acotados garantizando un seguimiento de la
frayectoria siempre estable. Los conceptos de adaptabilidad y robustez son efectos contrarios y al
mismo fiempo complementarios, es decir un nivel de robustez alto reduce la capacidad de
adaptabilidad de la red, por lo tanto, hay que lograr un equilibrio conveniente de las dos
propiedades en la red. Se incorpora el concepto de pasividad para asegurar un conveniente manejo
de las energias dentro del sistema vy su estabilidad.

En la bUsqueda de los valores de las matrices diagonales ganancias K y A que permitan
aproximar el sistema confrolado con redes neuronales a la trayectoria de referencia se encuentra el
limite del valor de la matriz de valores de K a través de la ejercitacion sobre el programa. El
procedimiento es entonces primero partir de los valores de K dados por los coeficientes del término
de Coriolis y los valores de A conforme la regla empirica del 5 al 20% e ir aumentando poco a poco
estos valores hasta que se llegue al valor de K en el cual se presenta el efecto de bifurcacion donde
el sistema empieza a ser inestable, esto es cerca a su valor limite, ahora sélo es necesario aumentar el
valor de A vy el sistema seguird la trayectoria de referencia tanto como se incremente este Ultimo
valor, manteniéndose estable. El diseno del Controlador PD mas la Red Neuronal Aumentada,
representa la aplicacién de una técnica de modelado y control que combina convenientemente
una base tedrica suficientemente fundamentada que permite que se afinen y se garanticen
soluciones estables para a los requerimientos de problemas de control bajo la accién de efectos
reales de perturbaciones, con una forma no complicada y préctica de realizarse.
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A NEXO

ESCRITURA DE PROGRAMAS EN MATHEMATICA

Simulacion 8.2
PD_2e_Sfriccion_posicion2

Controlador PD;2 eslabones
Sin friccidn;posicion deseada 2

qd = {1, 1};

q ={el[t], e2[t]};

e=qd-q;

de = D[e, t1];

A= {{0.35, 0}, {0, 0.35}};

r = e+A. de;

K= {{900, 0}, {0, 200}};

t= Kr;

robotl =
{8.09325 % Cos[el[t]] +0.0675% Sin[el[t] -62[t]] 92’[t]2+0. 35%x017[t] +
0.0675% Cos[el[t] -e2[t]]1e2[t] =t[[1]]}

robot2 =
{1.32435% Cos[62[t]] -0.0675% Sin[el[t]-e2[t]] 61l [t]%+
0.0675% Cos[el[t] -62[t]]1617[t]+0.027 » 2"/ [t] =t[[2]]}
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Solucion

initl = {(61[0] =3x/2, el' [0] = O};

init2

{62[0] =3xn/2, 62' [0] =0};
robots = Join[robotl, robot2, initl, init2]

Tmax = 8;

sol = Flatten[NDSol ve[robots, {el[t], e2[t]}, {t, O, Tmax}]]
dte =D[e /. sol, t]

de =D[{el[t], ©2[t]} /. sol, t];

Pl ot [Eval uate[{el[t], €2[t]} /. sol ], {t, O, Tmax}, PlotRange -» All,
PlotStyle » {RGBCol or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 1]}, Pl ot Poi nts - 350,
AxeslLabel -» {t, e}, PlotlLabel - "Angulos el(rojo) y e2(azul )"]

Pl ot [Eval uate[e /. sol ], {t, 0, Tmax}, PlotRange -» A,
Pl ot Style -» {R@&Col or [1, 0, 0], R&Col or [0, 0, 1]}, Pl ot Poi nts - 350,
AxesLabel -» {t, ee}, PlotLabel » "Errores eel(rojo) y ee2(azul )" ]

Show([% Pl ot Range » .01 {-1, 1}]

Pl ot [Eval uate[de /. sol ], {t, 0, Trmax}, Pl otRange -» All,
PlotStyle -» {R&Col or [1, 0, 0], R&Col or [0, 0, 1]}, Pl ot Poi nts - 350,
AxeslLabel -» {t, o'}, PlotLabel -» "Vel oci dades 61' (rojo) y e2' (azul )"]

Show[% PI ot Range - {{1, 3}, {-1, 0}}]

arnDi bujaf[dt_]: =
Bl ock [{tracel},
tracel = ParanetricPlot [{Cos[el[t]], Sin[el[t]]} /. sol, {t, O, dt},
Pl ot Range » {{-2, 2}, {-2, 2}}, PlotPoints » 125, AspectRatio- 1,
Di spl ayFunction > ldentity];
Bl ock [{trace2},

trace2 = ParanetricPl ot [{Cos[el[t]] +Cos[e2[t]], Sin[el[t]]+Sin[e2[t]]} /.

sol, {t, O, dt}, PlotRange » {{-2, 2}, {-2, 2}}, PlotPoints » 125,
AspectRatio- 1, D splayFunction-ldentity];
Show([tracel, tracez2,
Graphics|
{{Thi ckness[. 02], Line[{{0, O}, {Cos[el[t]1], Sin[el[t]11}}]1},
{Thi ckness[.02], Line[{{Cos[el[t]], Sin[el[t]]},
{Cos[el1[t]] +Cos[62[t]], Sin[el[t]]+Sin[e2[t]11}}1},
{R@&Col or [1, 0, 0], PointSize[.02], Point [{0, 0}]1},
{R@&Col or [1, 0, 0], PointSize[.02], Point [{Cos[el[t]], Sin[el[t]1]}1},
{R@&BCol or [1, 0, 0], PointSize[.02],
Poi nt [{Cos[61[t]] +Cos[62[t]], Sin[el1[t]] +Sin[62[t]1]1}]1}} /. sol /.
t -dt], PlotRange » {{-2, 2}, {-2, 2}}
, AspectRatio -1, D splayFunction- $Di spl ayFunction]]]

For [dt =.1, dt <Trmax, dt +=.2, arnDi buj a[dt]]
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Simulacién 8.7
PD_Cfriccion_tray.Seno-Coseno_Aprox.Final

Control PD 2 eslabones

Con Friccién ; Trayectoria de referencia Il Seno-Coseno
Tolerancia del error a una diezmilesima de radian

qd={Sin[t], Cos[t]};

q ={el[t], e2[t]};

e=qd-q;

de = Df[e, t1];

A= {{0.0003, 0}, {0, 0.0003}};
r = e+A. de;

K= {{450000, 0}, {0, 450000}};
= K,

robotl =
{8.09325 % Cos[e1[t]] +0.0675% Sin[el[t] -62[t]] 62 [t]%+0.35%x01"[t] +
0.0675% Cos[el[t] -©2[t]]©2"[t] +
(35+1. 1% EXp[-50% Abs[el’'[t]1]1] +0.9x (1 -EXp[-65 xAbs[el’[t]]])) *
Sign[el’[t]1] =z[[1]1};

robot2 =
{1.32435% Cos[62[t]] -0.0675% Sin[el[t]-e2[t]] 61l [t]%+
0.0675% Cos[el[t] -e2[t]]161”[t]+0.027 % 2" [t] +
(38 +1 % EXp[-55% Abs[©2’[t]]] +0.95% (1 - Exp[-60 xAbs[62°[t]1]])) *
Sign[e2'[t]] =zt[[2]]};
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Solucion

initl {61[0] == O, el’ [0] == O},

init2

{62[0] =1, e62' [0] =0};
robots = Join[robotl, robot2, initl, init2];
Tmax = 15;

sol = Flatten[NDSol ve[robots, {el[t], e2[t]}, {t, O, Tnax},
StartingStepSi ze » 1710000,
Met hod -» {"Fi xedSt ep", Method -»"ExplicitEuler"}, MaxSteps -» 1000000]1;

dte =D[e /. sol, t];
de=D[{el[t], ©2[t]} /. sol, t];

Gl = Pl ot [Eval uate[{e1[t], e2[t]1} /. sol ], {t, O, Tnax},
Pl ot Styl e - {RGBCol or [1, 0, 0], RG&BCol or [0, O, 171},
GidLi nes » {None, {-1, 1}}, PlotLabel »"Angulos el(rojo) y e2(azul )"7J;

& =Plot[{Sin[t], Cos[t]}, {t, O, 15}]
Show[Gl, &, PlotRange » {-1, 1}]
Show[% Pl ot Range -» {{11, 15}, {-1, 1}}]

Pl ot [Eval uate[e /. sol ], {t, 0, Tmax}, PlotRange -» {{0, 15}, {-1x107% 1x107%}},
G i dLi nes - {None, {-0.0001, 0.0001}},

PlotStyle » {RGBCol or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 1]}, Pl ot Poi nts - 350,

Pl ot Label -» "error el(rojo) y error e2(azul )"]

Show[% Pl ot Range -» {{8, 15}, {-1x10™%, 1x107%}},
G i dLi nes » {None, {-0.0001, 0.0001}}]

Show[% Pl ot Range -» {{12, 15}, {-0.0002, 0.0002}}]

Pl ot [Eval uate[de /. sol ], {t, 0, Tmax}, Pl otRange -» Al l,

GidLi nes » {None, {-1, 1}},

PlotStyle » {RGBCol or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 1]}, Pl ot Poi nts - 350,
Pl ot Label -» "Vel oci dades el (rojo) y e2(azul )"]

Show[% Pl ot Range -» {{9, 15}, {-1, 1}}]
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Simulaciéon 9.2
PD+RN_Cfriccion_posicion_2

= CONTROLADOR PD + RED NEURONAL
Con friccién ; posiciéon deseada 2

Dimension de entrada ; neuronas de la capa oculta y neuronas de capa de salida

d= 2;

nl nput = 5d(*q, dq, qd, dqd, d2qdx);
nH dden = 6;

nQut = d,

m Funcion de Activacion

x1 = {el1, 82, del, de2, edl, ed2, dedl, ded2, d2edl, d2ed2?};
Extend[x_List]:=Prepend[x, 17;

o[z_1=1/ (1 +Exp[-2]);
Set Attri but es[o, Listable]

NN[x_List, VI _List, WI_List]:=W.Extend[o[VT. Extend[x]]]
NN[x1, V1T, WL.T];

(*» ordena una matriz mx n por columas =)
JI{ ., ]} m,n J1:=( =-1)*m+i

m Estructura de la Red Neuronal

x1 = {el, 82, del, de2, edl, ed2, dedl, ded2, d2edl, d2ed2};
Lengt h[x17];
V1T =Table[v[J[{i, j}, nHi dden, nlnput +11], {i, 1, nHi dden}, {j, 1, nlnput +1}];

WLT = Tabl e [w[J [{i, j }, nQut, nH dden +1]], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH dden +1}1;

= Valores de las matrices de ganancia y tasa de aprendizaje

T =D agonal Matri x[Tabl e[10, {nlnput +1}]1;
S=Di agonal Matri x[Tabl e[10, {nH dden+1}]1;
A = Di agonal Matri x[Tabl e[0.6, {nCut}]];

K= D agonal Matri x[Tabl e[18, {nQut}]];

k = 0. 01;

= Error de seguimiento , su derivada y el error filtrado de seguimiento

e[x _List]:={Part[x, 5] -Part [x, 1], Part [X, 6] -Part [Xx, 2]}
de[x_List]:= {Part [x, 7] -Part [x, 3], Part [x, 8] -Part [X, 4]}
rT[x_List]:=de[x] +A.e[X];
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m Derivada de la funcion de activacion y matriz derivada

Exp -
do[z_] = pl-2] :
(1 +BExp[-2])?
(xMatriz derivada de o[zl,2z2,...,zL]={1, o[z1], 0[22],...,0[zL]}%*)

Do[z_List]:=Block[{M=Tabl e[0, {nH dden}, {nH dden}]},
For[i =1, i <snH dden, i ++, M[[i, i]]=do[z[[i]1]]1];
M= Prepend[M Tabl e[0, {nHi dden}]];
Return[M]; ]

normiz_List]:=Sqgrt [I nner [Times, z, z]]
(» Canpos vectoriales que definen el |lado derecho del tunning =)

= Reglas de Ajuste de Pesos de la Red Neuronal

dWL[x_List, VI _List, WI_List]:

Quter [Tines, S.Extend[o[VT. Extend[x]]]1, rT[x]1];

dvl[x_List, VT _List, WI_List]:=
T.Quter [Ti mes, Extend[x], rT[x]]. W. Do[VT. Extend [X]];

dW [x1, VAT, WLT] // Di nensi ons;

dvli[x1l, VAT, WLT] // Di nensi ons;

m Reglas para sustituir variables por variables dependientes de "t" y para sustituir
variables por derivadas dependientes de "t"

rul el = {}; oderul el = {};
For[i =1, i <Length[x1], i ++,
rul el = Append[rul el, ToExpression[ToString[x1[[i1]1<>"[t1"11;
oderul el = Append [oderul el, ToExpression[ToString[x1[[i1]1]1<>"""<>"[t1"11;]1

(» Trayectoria deseada; en general se usa una funcion de t x)
= Trayectoria de referencia

track = {edl > 1, ed2 -1, dedl -» 0, ded2 » 0, d2edl -» 0, d2ed2 - 0};
al ongl = Thread [x1 »rul el];
(» Regla de sustitucion x)

odeal ongl = Thread [x1 -» oderul el];
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= Reglas para generar la ecuacion vectorial equivalente a la ecuacion matricial V1'=dV1

V1TFl at = Fl atten[V1T];
Lengt h[V1TFl at 1;

rule2 = {};, oderule2={}
For[i =1, i <Length[V1TFl at], i ++,
rul e2 = Append [rul e2, ToExpression[ToString[V1TFl at [[i 1]1]<>"[t1"11;
oderul e2 =
Append [oderul e2, ToExpression[ToString[V1TFlat [[i 11]1<>"""<>"[t]1"11;1;

al ong2 = Thread [V1TFl at -» rul e2];

odeal ong2 = Thread [V1TFl at - oderul e2];
WLTFl at = Fl atten [WAT];

Lengt h[WLTFI at 1;

rul e3 = {}; oderul e3 = {};
For[i =1, i <Length[WLTFl at], i ++,
rul e3 = Append[rul e3, ToExpression[ToString[WLTFl at [[i]]1]1<>"[t]1"11;
oder ul €3 = Append [oder ul e3,
ToExpression[ToString[WLTFl at [[i J1]1<>""" <>"[t]1"11: 1;

al ong3 = Thread [WATFI at - rul e37];
odeal ong3 = Thread [WLTFI| at - oder ul e3];
al ong = Joi n[al ongl, al ong2, al ong3];

odeal ong = Joi n[odeal ongl, odeal ong2, odeal ong37;

= Generar las ecuaciones vectoriales equivalentes a las ecuaciones matriciales
W1'=dW1 y V1'=dV1

ode2 = Thread [ (Fl atten[Transpose[WLT]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dW [x1, VAT, WAT] /. track] /. along)1;

ode3 = Thread [ (Fl atten[Transpose[V1T]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dV1l[x1, VAT, WAT] /. track] /. along)1;

force =
{(0.027 1 -0.21851774999999998 Cos [61] - 0. 0675 z2 Cos[el - 1. 62] +
0. 08939362499999999 Cos [e1 - 1. 62] Cos[©2] -
0. 00455625 Cos[el -1. 2] Sin[el -1. e2] de1? -
0. 0018225000000000001 Sin[el -1. 62] d622) /
(0. 00945 - 0. 00455625 Cos [61 - 1. 92]2) +
(35+1.1% Exp[-50* Abs[del]] +0.9 » (1 - Exp[-65 = Abs[del]])) =Si gn[del],
- (1. (-0.35t2+0.46352249999999995 Cos [62] - 0. 023625 Sin[el -1. 62] de1? -
0.0675 Cos[6l - 1. ©2]
(-1. 1 +8.09325 Cos[©1] +0.0675Sin[el -1. 62] d622))) /
(0. 00945 - 0. 00455625 Cos [61 - 1. 92]2) +
(38+1 % Exp[-55% Abs[de2]] +0.95 % (1 - Exp[-60 = Abs[de2]])) =Sign[de2]};

= Control PD

t0 = K rT[x1];
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= Control Neuronal

T = NN[x1, VAT, WAT] + 0 /. track;
(» t=t0/.track; =x)

m Retroalimentacion
tl=<[[1]];
t2=t[[2]];
ForceAl ong = force /. al ong;

odel = {61' [t] ==del[t], €2' [t] ==de2[t], del' [t] ==ForceA ong[[1]],
de2' [t] == ForceAl ong[[2]]};

ode = Joi n[odel, ode2, ode3];
odeA = Joi n[ode2, ode3];
L = Lengt h[odeA];

vars =Join[{el[t], e2[t], del[t], de2[t ]},
Table[v[i][t], {i, 1, Length[Flatten[V1T]]1}1,
Table[w[i ]J[t], {i, 1, Length[Flatten[WT]]1}11;

varsini =Join[{el[0], e2[0], del[0], de2[0]},
Table[v[i][0], {i, 1, Length[Flatten[V1T]]1}1,
Tabl e[w[i 1[0], {i, 1, Length[Flatten[WT]]1}11;

odei ni =
Thread[varsini =Join[{3x/2, 3x/2, 0, 0}, Tabl e[Random[Real , {0, 0}], {L}111;

Tmax = 15;

sol = NDSol ve[Joi n[ode, odeini ], vars, {t, O, Tnax}, StartingStepSi ze -» 1/10000,
Met hod » {"Fi xedStep", Method » "ExplicitRungeKutta"}, MaxSteps - 1000000];

Pl ot [Eval uate[{e1[t], €e2[t]1} /. sol ], {t, O, Trmax},
Pl ot Styl e - {R@Col or [1, 0, 0], RE&Col or [0, O, 1]}, GidLines » {None, {0, 1}},
Pl ot Range » {{0, 15}, {0, 5}}, PlotLabel -» "Angulos Rojo el y Azul e2"1];

Pl ot [Eval uate[{el[t] -1, e2[t] -1} /. sol ], {t, O, Tmax},
Pl ot Styl e - {R@Col or [1, 0, 0], R&Col or [0, 0, 17},
Pl ot Range -» {{0, 15}, {-1, 5}},
Pl ot Label » "Error Rojo el y Error Azul e2"7J;

Show[% Pl ot Range -» {{11, 15}, {-1x1073, 1x1073}}]

Pl ot [Eval uate[{del[t], de2[t]1} /. sol ], {t, O, Trmax},
Pl ot Styl e » {RG&Col or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 17},
G&i dLi nes » {None, {0, 2}}, Pl otRange -» {{0, 15}, {-5, 1}},
Pl ot Label - "Vel oci dad de 61 Rojo; Vel ocidad de 62 Azul "1;

Show[% Pl ot Range -» {{0, 15}, {-1, 1}}]
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Simulacién 9.5
PD+RN_Cfriccion_SC_Aprox._1
= CONTROLADOR PD + RED NEURONAL
Con friccién ; seguimiento de trayectoria Seno-Coseno
para Comparativo con RNA

Dimension de entrada ; neuronas de la capa oculta y neuronas de capa de salida

d=2;

nl nput = 5d(=q, dqg, qd, dqd, d2qd=*);
nH dden = 10;

nQut =d;

= Funcién de Activacion
x1 = {el, e2, del, de2, edl, ed2, dedl, ded2, d2edl, d2ed2};
Extend[x_List]:=Prepend[x, 17;

o[z_1=1/(1+Ep[-2]);
Set Attri but es[o, Listable]

NN[x_List, VI _List, WI_List]:=W.Extend[o[VT. Extend[x]]]
NN[x1, V1T, WLT];

(» ordena una matriz mx n por columas =)
‘][{I_l J_}v m_l n_] .= (J —1)*m+|

m Estructura de la Red Neuronal

x1 = {61, 82, del, de2, edl, ed2, dedl, ded2, d2edl, d2ed2?};
Lengt h[x171;
V1T =Table[v[J[{i, j}, nH dden, nlnput +11], {i, 1, nHidden}, {j, 1, nlnput +1}];

WLT = Tabl e[w[J [{i, j}, nQut, nH dden+1]]1, {i, 1, nQut}, {j, 1, nH dden +1}];

= Valores de las matrices de ganancia y tasa de aprendizaje

T =D agonal Matri x [Tabl e[30, {nlnput +1}]1;
S=Di agonal Matri x[Tabl e[30, {nH dden +1}]1;
A = Di agonal Matri x[Tabl e[5, {nQut}]];

K= D agonal Matri x[Tabl e[30, {nQut}]];

k = 0. 05;

= Error de seguimiento , su derivada y el error filtrado de seguimiento

e[x_List]:={Part[x, 5] -Part [x, 1], Part [x, 6] -Part [Xx, 2]}
de[x_List]:= {Part [x, 7] - Part [x, 3], Part [x, 8] -Part [X, 4]}
rT[x_List]:=de[x] +A. e[X];
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= Derivada de la funcion de activacion y matriz derivada

Exp[-
dofz ] = pl-z] ;
(1 +Exp[-z])?
(xMatriz derivada de o[zl,2z2,...,zL]={1,0[z1], o[22],...,0[zL]}%*)

Do[z_List]:=Block[{M= Tabl e[0, {nH dden}, {nH dden}]},
For[i =1, i <nH dden, i ++, M[[i, i]1]=do[z[[i]1]1]];
M= Prepend[M Tabl e[0, {nH dden}]];
Return[M]; ]

normiz_List]:=3Sqgrt [l nner [Tinmes, z, z]]

(» Canpos vectorial es que definen el |ado derecho del tunning =)

m Reglas de Ajuste de Pesos de la Red Neuronal

dWL[x_List, VI _List, WI_List]:=
Quter [Tinmes, S.Extend[o[VT. Extend[x]]], rT[Xx]] -
(Quter [Tinmes, S.Do[VT. Extend[x]]. VT. Extend[x], rT[x]]) -

(knorm[rT[x]] S. Transpose[W]);

dvl[x_List, VI _List, WI_List]:=
T.Quter [Ti nes, Extend[x], rT[x]]. W. Do[VT. Extend[x]] -
(knorm[rT[x]] T. Transpose[VT]);

dW [x1, V1T, WLT] // Di nensi ons;

dvi[x1l, V1T, WLT] // D nensi ons;

m Reglas para sustituir variables por variables dependientes de "t" y para sustituir
variables por derivadas dependientes de "t"

rulel = {}; oderul el = {};
For[i =1, i <Length[x1], i ++,
rul el = Append[rul el, ToExpression[ToString[x1[[i1]11<>"T[t]1"11;
oder ul el = Append[oderul el, ToExpression[ToString[X1[[i1]1]1<>"""<>"[t1"11;]1]

(» Trayectoria deseada; en general se usa una funcién de t =)

= Trayectoria de referencia

track = {edl - Sin[t], ed2 - Cos[t], dedl » 0, ded2 » 0, d2edl -» 0, d2ed2 -» 0};

al ongl = Thread [x1 » rul el];
(* Regla de sustitucion =)

odeal ongl = Thread [x1 -» oder ul el];
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= Reglas para generar la ecuacion vectorial equivalente a la ecuacion matricial V1'=dV1

V1TFl at = Fl atten[V1T];
Lengt h[V1TFI at ];

rule2 = {}; oderul e2 = {}
For[i =1, i <Length[VATFl at], i ++,
rul e2 = Append[rul e2, ToExpression[ToString[V1ITFl at [[i]]1]1<>"[t1"11;
oderul e2 =
Append [oderul e2, ToExpression[ToString[V1TFl at [[iJ]1]1<>"""<>"[t1"1]1;1;

{1

al ong2 = Thread [V1TFl at » rul e2];

odeal ong2 = Thread [V1TFI at - oder ul e27;
WLTFl at = Fl atten[WL.T];

Lengt h[WLTFI at ];

rul e3 = {}; oderul e3 = {};
For[i =1, i <Length[WLTFl at], i ++,
rul e3 = Append[rul e3, ToExpression[ToString[WATFl at [[i11]1<>"[t1"1];
oder ul e3 = Append [oder ul e3,
ToExpression[ToString[WeTFl at [[i ]1]1<>""" <>"[t1"11; 1;

al ong3 = Thread [WLTFIl at -» rul e3];
odeal ong3 = Thread [WLTFI at - oder ul e37;
al ong = Joi n[al ongl, al ong2, al ong3];

odeal ong = Joi n[odeal ongl, odeal ong2, odeal ong3];

= Generar las ecuaciones vectoriales equivalentes a las ecuaciones matriciales
W1'=dW1 y V1'=dV1

ode2 = Thread[ (Fl atten[Transpose[WLT]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dW [x1, V1T, WLT] /. track] /. along)];

ode3 = Thread [ (Fl atten[Transpose[V1T]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dVl[x1, VAT, WLT] /. track] /. al ong)1;

force =
{(0.027 t1-0.21851774999999998 Cos [61] - 0. 0675 t2 Cos [61 - 1. 62] +
0. 08939362499999999 Cos [61 - 1. 2] Cos [62] -
0. 00455625 Cos [61 - 1. 2] Sin[el - 1. e2] del? -
0.0018225000000000001 Si n[el - 1. 2] de2?) /
(0. 00945 - 0. 00455625 Cos [61 - 1. ©2]%) +
(35+1. 1% EXp[-50% Abs[del]] +0.9 (1 - Exp[-65 »Abs[del]])) =Si gn[del],
- (1. (-0.35 12+ 0. 46352249999999995 Cos [62] - 0. 023625 Si n[el - 1. 62] del? -
0.0675 Cos [61 - 1. 62]
(-1. 1 +8.09325 Cos [61] +0.0675Sin[el - 1. 2] de2?))) /
(0. 00945 - 0. 00455625 Cos [61 - 1. 62]2) +
(38 +1 % EXp[-55* Abs[de2]] +0.95 % (1 - Exp[-60 » Abs[de2]])) =Si gn[de2]};

= Control PD

t0 = K rT[x1];
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= Control Neuronal

T = NN[x1, VAT, WAT] + 0 /. track;
(* T=t0/.track; =«)

= Retroalimentacion
tl=t[[1]1];
t2=t[[2]];
ForceAl ong = force /. al ong;

odel = {©1' [t] ==de1[t], ©2' [t] ==d62[t], del' [t] ==ForceAlong[[1]],
de2' [t] == ForceAlong[[2]1]};

ode = Joi n[odel, ode2, ode3];
odeA = Joi n[ode2, ode3];
L = Lengt h[odeA];

vars =Join[{el[t], e2[t], del[t], de2[t]},
Table[vI[i][t], {i, 1, Length[Fl atten[V1T]]}1,
Table[w[i J[t], {i, 1, Length[Fl atten[WLT]]1}11;

varsini =Join[{el[0], e2[0], del[0], de2[0]},
Tabl e[v[i][0], {i, 1, Length[Flatten[V1T]]}1,
Tabl e[w[i J[0], {i, 1, Length[Flatten[WLT]]1}11;

odei ni =
Thread[varsini =Join[{0, 1, 0, 0}, Tabl e[Random[Real , {0.1, 0.1}], {L}111;

Tmax = 10;

sol = NDSol ve[Joi n[ode, odeini ], vars, {t, O, Tnax}, StartingStepSi ze » 1/ 10000,
Met hod - {"Fi xedSt ep", Method -» " ExplicitRungeKutta"}, MaxSteps - 10000007;

Gl = Pl ot [Eval uate[{el1[t], €2[t]} /. sol ], {t, O, Tmax},
Pl ot Styl e - {RGBCol or [1, 0, O], R&BCol or [0, O, 11}, GidLi nes » {None, {-1, 1}},
Pl ot Range » {{0, 10}, {-1.2, 1.2}}, PlotlLabel -»"Angulos Rojo 61l y Azul e2"7];

& =Plot[{Sin[t], Cos[t]}, {t, O, 10}]
Show[Gl, &, Pl ot Range » {{0, 10}, {-1.2, 1.2}}]
Show[Gl, &, Pl ot Range » {{4.5, 10}, {-1.2, 1.2}}]

Pl ot [Eval uate[{el[t]-Sin[t], e2[t]-Cos[t]} /. sol], {t, O, Tmax},
Pl ot Styl e - {R@GCol or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 171},
Pl ot Range » {{0, 10}, {-.2, .2}}, GidLines -» {None, {-.2, .2}},
Pl ot Label - "Error Rojo el y Error Azul e2"];

Show[% Pl ot Range -» {{2.5, 7.5}, {-.2, .2}}]

Pl ot [Eval uate[{del[t], de2[t]} /. sol ], {t, O, Trmax},
Pl ot Styl e - {RGBCol or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 171},
Pl ot Range » {{0, 10}, {-1, 133},
Pl ot Label - "Vel oci dad de 61 Roj o; Vel ocidad de 62 Azul "7J;

Show[% Pl ot Range -» {{0, 2}, {-1.2, 1}}]
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Simulacién 10.3.
PD+RNA_Cfricciéon_traySC_Aprox.Final

= CONTROLADOR PD + RED NEURONAL + RED AUMENTADA
Con friccion ; Trayectoria de referencia seno-coseno
8 neuronas adicionales 4 con funcion de activacion positiva y 4 con negativa

Dimension de entrada ; neuronas de la capa oculta y neuronas de capa de salida

nl nput = 10;

nH dden = 10;
nH ddenAl = 1;
nH ddenA2 = 2;
nH ddenA3 = 1;
nH ddenBl = 1;
nH ddenB2 = 2;
nH ddenB3 = 1;
nQut = 2;

= Funcion de Activacion
x1 = {e1, e2, del, de2, edl, ed2, dedl, ded2, d2edl, d2ed2};
Extend[x_List]:=Prepend[x, 17];

ol[z_1=1/(1+Exp[-2])
Set Attri butes[o, Listable];

@l[z_]=Piecewise[{{0, z<0}, {((L-e?)/ (1+e?))° z20}}]
Set Attri but es[pl, Listablel;

92[z_]=Piecewise[{{0, z <0}, {((1-e?)/ (1+e?)), z20}}]
Set Attri but es[e2, Listable];

©3[z_]="Piecewise[{{0, z<0}, {((1-e%)/ (1+e'2))2, z20}}]
Set Attri but es[e3, Listable];

wl[z_] =Piecewise[{{0, z <0}, {-((1-e?)/(1+e?))° z20}}]
Set Attri butes[wl, Listablel;

w2[z_] =Piecewise[{{0, z <0}, {-((1-e?)/(1+e?)), z20}}]
Set Attri but es[w2, Listable];

w3[z_] =Piecewise[{{0, Z <0}, {-((1-e?)/(1+e?))? z20}}]
Set Attri but es[w3, Listable];

NN[x_List, VT_List, WI_List, AT List, BT List, CT_List, DT_List, ET_List,
FT List, GI_List, HT List, LT List, MI_List, NT_List, OT_List,
PT List, QI _List, RT_List, UT_List,]:=
WI. Extend [o[VT. Extend[x]]] + BT. 1 [AT. Extend[x]] + DT. 92 [CT. Extend[x]] +
FT. 3 [ET. Extend[x]] + M. w1 [LT. Extend[x]] + OT. w2 [NT. Extend [X]] +
Qr. w3 [RT. Extend [x]11;

NN[x1, V1T, WT, A1T, B1T, CIT, D1T, E1T, F1T, L1T, MLT, NIT, O1T, R1T, QLT];

(* ordena una matriz mx n por columas =)
JIi _,j_ Yy, m,n_1:=( -1)*m+i;
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m Estructura de la Red Neuronal
Lengt h[x1];
V1T =Table[v[J[{i, ]}, nH dden, nlnput +1]], {i, 1, nH dden}, {j, 1, nlnput +1}];

V1T // D nensi ons;

=

AlT = Tabl e[J[{1, 1}, nHi ddenAl, nlnput +1], {i nH ddenAl}, {j, 1, nlnput +1}];
AlT // D mensi ons;
ClT = Tabl e[J[{1, 1}, nHi ddenA2, nlnput +1], {i, 1, nH ddenA2}, {j, 1, nlnput +1}];
C1T // Di nensi ons;
E1T = Tabl e[J[{1, 1}, nHi ddenA3, nlnput +1], {i, 1, nH ddenA3}, {j, 1, nlnput +1}7;
E1T // D nmensi ons;

L1T = Tabl e[J[{1, 1}, nHi ddenBl1, nlnput +1], {i

=

nH ddenBl}, {j, 1, nlnput +1}];
L1T // Di nensi ons;

NLT = Tabl e[J[{1, 1}, nH ddenB2, nlnput +1], {i, 1, nH ddenB2}, {j, 1, nlnput +1}];
NLT // Di nensi ons;

R1T = Tabl e[J[{1, 1}, nHi ddenB3, nlnput +1], {i, 1, nH ddenB3}, {j, 1, nlnput +1}7;
R1T // D nmensi ons;

WLT = Tabl e[w[J[{i, j }, nQut, nH dden +1]], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH dden +1}7;

WLT // D nensi ons;

B1T =Table[wL[J[{i, j}, nQut, nH ddenAl]], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH ddenAl}];

B1T // Di nensi ons;

DLT = Tabl e[W2[J [{i, j }, nQut, nH ddenA2]], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH ddenA2}];

D1T // Di nensi ons;

F1T = Tabl e [W3[J [{i, j }, nQut, nH ddenA3]], {i, 1, nQut}, {j, 1, nHi ddenA3}];

F1T // D nmensi ons;

MLT = Tabl e[Ws[J [{i, j }, nQut, nHi ddenB1]], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH ddenBl}];

MLT // D mensi ons;

OLT = Table[we[J[{i, j}, nQut, nH ddenB2]1], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH ddenB2}];
OLT // D nensi ons;
QLT =Tabl e[w7[J[{i, j}, nQut, nH ddenB3]1], {i, 1, nQut}, {j, 1, nH ddenB3}];

QLT // Di nensi ons;
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= Valores de las matrices de ganancia y tasa de aprendizaje

T = Di agonal Matri x[Tabl e[30, {nlnput +1}1];
S = Di agonal Matri x[Tabl e[30, {nH dden+1}]11];
a = Di agonal Matri x [Tabl e [35, {nHi ddenAl}]];
B = Di agonal Matri x [Tabl e [35, {nHi ddenA2}]1;
¥ = Di agonal Matri x [Tabl e [35, {nHi ddenA3}1];
n = Di agonal Matri x [Tabl e [35, {nHi ddenB1}]11];
A = Di agonal Matri x [Tabl e[35, {nHi ddenB2}1];
u = Di agonal Matri x [Tabl e[35, {nHi ddenB3}]1;
A = Di agonal Matri x [Tabl e[10000, {nQut}]1;

K = Di agonal Matri x [Tabl e[380, {nCut}]1];

k = 0. 05;

m Error de seguimiento , su derivada y el error filtrado de seguimiento
e[x_List]:={Part[x, 5]-Part[x, 1], Part [x, 6] -Part [x, 21}
de[x_List]:={Part[x, 7] -Part [x, 3], Part [x, 8] -Part [x, 4]}
rT[x_List]:=de[x] +A. e[x];

m Derivada de la funcion de activacién y matriz derivada

Ex -
dofz ] = — P21 .
(1 +Exp[-2])2
(«Matriz derivada de o[z1,z2,...,2zL]=(1, o[z1], 0[22],...,0[zL]}*)

Do[z_List]:=Block[{M=Tabl e[0, {nH dden}, {nHidden}]},
For[i =1, i snH dden, i ++, M[[i, i1]1=do[z[[i]]]];
M= Prepend[M Tabl e[0, {nHi dden}]1];

Return[M; 1;

norm[z_List]:=Sqrt [l nner [Tines, z, z]1;

(» Canpos vectorial es que definen el |ado derecho del tunning =x)

= Reglas de Ajuste de Pesos de la Red Neuronal

dWL[x_List, VI_List, WF_List]:=
Quter [Times, S. Extend[o[VT. Extend[x]]], rT[x]] -
(Quter [Tines, S.Do[VT. Extend[x]]. VT. Extend[x], rT[x]]) -
(knorm[rT[x]] S. Transpose [WI])

dWL[x1, V1T, WAT] // D nensi ons;

dVvi[x_List, VI_List, WI_List]:=
T.Quter [Times, Extend[x], rT[x]]. WI. Do[VT. Extend[Xx]] -
(knorm[rT[x]] T. Transpose[VT])

dvi[x1l, ViT, WAT] // D nensi ons;

dBl[x_List, AT List, BT List]:=
Quter [Times, a. el [AT. Extend[x]], rT[x]] - (knorm[rT[x]] a. Transpose [BT])

dB1[x1, AlT, B1T] // D nensi ons;

dD1[x_List, CT_List, DT_List]:=
Quter [Times, B. 2[CT. Extend[x]], rT[x]] - (knorm[rT[x]] B. Transpose [DT])

dD1[x1, C1T, D1T] // Di nensi ons;

dF1[x_List, ET List, FT List]:=
Quter [Tines, y. ¢3[ET. Extend[x]], rT[x]] - (knorm[rT[x]] ¥. Transpose[FT])

dF1[x1, E1T, F1T] // D nensions;

dML[x_List, LT List, MI_List]:=
Quter [Times, n. wl[LT. Extend[x]], rT[x]] - (knorm[rT[x]] n. Transpose [MI])

dML[x1, L1T, MLT] // Di mensi ons;

dOL[x_List, NT_List, OT_List]:=
Quter [Times, X w2 [NT. Extend[x]], rT[x]] - (knorm[rT[x]] A. Transpose[OT])

dOL[x1, NLT, OLT] // D nensi ons;

dQL[x_List, RT_List, QT_List]:=
Quter [Times, u. w3[RT. Extend[x]], rT[x]] - (knorm[rT[x]] u. Transpose[QT]);

dQl[x1, RIT, QLT] // Di nensi ons;
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m Reglas para sustituir variables por variables dependientes de "t" y para sustituir
variables por derivadas dependientes de "t"

rulel = {}; oderul el = {};
For[i =1, i sLength[x1], i ++,
rul el = Append[rul el, ToExpression[ToString[x1[[i]1]1]1<>"1[t1"11;
oderul el = Append[oderul el, ToExpression[ToString[X1[[i]J11<>"""<>"[t1"11;]1

(» Trayectoria deseada; en general se usa una funciodn de t =)

m Trayectoria de referencia

track = {edl - Sin[t], ed2 » Cos[t], dedl -» 0, ded2 -0, d2edl - 0, d2ed2 - 0};
al ongl = Thread[x1 » rul el];
(» Regla de sustitucion x)

odeal ongl = Thread [x1 -» oder ul el];

m Reglas para generar la ecuacion vectorial equivalente a la ecuaciéon matricial V1'=dV1

V1TFl at = Fl atten[V1T];
AlTFl at = Fl atten[ALT];
ClTFl at = Fl atten[C1T];
E1TFl at = Fl atten[ELT];
L1TFl at = Fl atten[L1T];
NLTFl at = Fl atten[N1T];
R1TFl at = Fl atten[R1T];
Lengt h[V1TF at ];
Lengt h[ALTFI at ];
Lengt h[CLTFI at ];
Lengt h[ELTFI at ];
Lengt h[L1TFl at ];
Lengt h[NLTFI at ];

Lengt h[R1TFI at ];
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rul e2 = {}; oderul e2 = {}
For[i =1, i <Length[V1TFl at], i ++,
rul e2 = Append[rul e2, ToExpression[ToString[V1TFl at [[i1]1]1<>"[t1"11;
oderul e2 =
Append [oder ul e2, ToExpression[ToString[VATF at [[i1]1<>"""<>"[t1"11;1;

al ong2 = Thread [V1TFl at -» rul e2];

odeal ong2 = Thread [V1TFl at - oder ul e2];
WLTFl at = Flatten[WLT];

Lengt h[WLTFI at 7;

rul e3 = {}; oderul e3 = {};
For[i =1, i <Length[WLTFl at ], i ++,
rul e3 = Append[rul e3, ToExpression[ToString[WLTFl at [[i ]11]1<>"[t1"1];
oder ul e3 = Append [oder ul €3,
ToExpression[ToString[WLTFl at [[i ]]]1<>""" <>"[t]1"11; 1;

al ong3 = Thread [WLTFI at -» rul e3];

odeal ong3 = Thread [WLTFI at - oder ul e37;
B1TFl at = Fl atten[B1T];

Lengt h[B1TFI at 1;

rul e3A = {}; oderul e3A = {}
For[i =1, i <Length[BlTFl at], i ++,
rul e3A = Append[rul e3A, ToExpression[ToString[BLlTF at [[i]11<>"[t]1"1];
oderul e3A =
Append [oder ul e3A, ToExpression[ToString[B1TFl at [[i ]J1]1<>""" <>"[t]1"11;1

al ong3A = Thread [B1TFl at - rul e3A];

odeal ong3A = Thread [B1TFI at -» oder ul e3A];
DiTFl at = Flatten[D1T];

Lengt h[D1TFI at 1;

rul e3B = {}; oderul e3B = {};
For[i =1, i <Length[D1TFl at], i ++,
rul e3B = Append [rul e3B, ToExpression[ToString[DLTF at [[1]1]1<>"[t]1"11;
oder ul e3B = Append [oder ul e3B,
ToExpression[ToString[D1TFl at [[i 111 <>""" <>"[t]1"11;1;

al ong3B = Thread [D1TFI at - r ul e3B];
odeal ong3B = Thread [D1TFI at - oder ul e3B];
F1TFl at = Fl atten[F1T]; 163
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rul e3C= {}; oderul e3C= {};
For[i =1, i <Length[F1TFl at], i ++,
rul e3C = Append[rul e3C, ToExpression[ToString[F1TFl at [[i ]111<>"[t1"1];
oder ul e3C = Append [oder ul e3C,
ToExpression[ToString[F1TFl at [[i J11<>""" <>"[t1"11; 1;

al ong3C= Thread [F1TFl at -» rul e3CJ;

odeal ong3C = Thread [F1TFI at - oder ul e3CJ;
MLTFI at = Fl atten[MLT];

Lengt h[MLTFI at 1;

rul e3E = {}; oderul e3E = {};
For[i =1, i <Length[MLTFl at ], i ++,
rul e3E = Append [rul e3E, ToExpression[ToString[MTFl at [[i 11]1<>"[t]1"11;
oder ul e3E = Append [oder ul e3E,
ToExpression[ToString[MLTFl at [[i J11<>""" <>"[t1"11;1;

al ong3E = Thread [MLTFI at - rul e3E];

odeal ong3E = Thread [MLTFI at -» oder ul e3E];
OLTFl at = Fl atten[OLT];

Lengt h[OLTFI at 1;

rul e3F = {}; oderul e3F = {};
For[i =1, i <Length[OLTFl at], i ++,
rul e3F = Append [rul e3F, ToExpression[ToString[OLTFl at [[i ]11<>"[t1"1];
oder ul e3F = Append [oder ul e3F,
ToExpression[ToString[OLTFl at [[i 11]1<>""" <>"[t]1"11;1;

al ong3F = Thread [OLTFI at - rul e3F];

odeal ong3F = Thread [OLTFI at - oder ul e3F];
QLTFl at = Flatten[QLT];

Lengt h[QLTFI at 1;

rul e3G= {}; oderul e3G= {};
For[i =1, i <Length[QLTFl at ], i ++,
rul e3G= Append [rul e3G ToExpression[ToString[QLTFl at [[i 111 <>"T[t1"11;
oder ul e3G= Append [oder ul e3G
ToExpression[ToString[QLTFl at [[i 11]1<>"""<>"[t]1"11;1;

al ong3G= Thread [QLTFI at - rul e3G];
odeal ong3G= Thread [QLTFI at - oder ul e3G];

al ong = Joi n[al ongl, al ong2, al ong3, al ong3A, al ong3B, al ong3C, al ong3E,
al ong3F, al ong3G];

Lengt h[al ong];

odeal ong = Joi n[odeal ongl, odeal ong2, odeal ong3, odeal ong3A, odeal ong3B,
odeal ong3C, odeal ong3E, odeal ong3F, odeal ong3G]J;

Lengt h[odeal ong];
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= Generar las ecuaciones vectoriales equivalentes a las ecuaciones matriciales
W1'=dW1 y V1'=dV1

ode2 = Thread[ (Fl atten[Transpose [WLT]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dW [x1, V1T, WLT] /. track] /. along)];

ode3 = Thread[ (Fl atten[Transpose[V1T]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dV1[x1, V1T, WLT] /. track] /. along)];

ode3A = Thread[ (Fl atten[Transpose[B1T]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dB1[x1, AlT, B1T] /. track] /. along)];

Lengt h[ode3A];

ode3B = Thread[ (Fl atten[Transpose[D1T]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dDl[x1, C1T, D1T] /. track] /. along)];

Lengt h[ode3B];

0de3C=Thread[ (Fl atten[Transpose[F1T]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dF1[x1, E1T, F1T] /. track] /. along)];

Lengt h[ode3C];

ode3E = Thread[ (Fl atten[Transpose[MLT]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dML[x1, L1T, MLT] /. track] /. along)l;

Lengt h[ode3E];

ode3F = Thread[ (Fl atten[Transpose[OLlT]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dOLl[x1, N1T, OLT] /. track] /. along)];

Lengt h[ode3F];

0de3G= Thread[ (Fl atten[Transpose[QLT]] /. odeal ong) ==
(Flatten[dQl[x1, RIT, QLT] /. track] /. along)];

Lengt h[ode3G];

force =
{(0. 027 t1 - 0. 21851774999999998 Cos [61] - 0. 0675 t2 Cos [61 - 1. 2] +
0. 08939362499999999 Cos [61 - 1. 62] Cos [62] -
0. 00455625 Cos [61 - 1. 2] Sin[el - 1. 62] de1? -
0. 0018225000000000001 Si n[el - 1. 62] de2?) /
(0. 00945 - 0. 00455625 Cos [61 - 1. €212) +
(35+1.1% EXp[-50 % Abs[del]] +0.9 « (1 - Exp[-65 = Abs[de1]])) #Si gn[del],
- (1. (-0.35 t2 + 0. 46352249999999995 Cos [62] - 0. 023625 Si n[el - 1. 62] de1? -
0. 0675 Cos[61 - 1. ©2]
(-1. t1+8.09325 Cos[e1] +0. 0675 Sin[el - 1. e2] de2?))) /
(0. 00945 - 0. 00455625 Cos [61 - 1. 62]2) +
(38+ 1% EXp[-55% Abs[de2]] +0.95« (1 - EXp[-60 » Abs[de2]])) =Si gn[de2]};

= Control PD
t0 = K rT[x1];
= Control Neuronal

VIT;

x1;

E1T;
F1T;
LT,
MLT;

NLT;
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NN[x_List, VT_List, W'_List, AT List, BT _List, CT_List, DT_List, ET_List,
FT _List, LT List, MI_List, NT_List, OT_List, RT_List, QI _List]:=
WI. Extend[o[VT. Extend[x]]] + BT. o1 [AT. Extend[x]] + DT. 92 [CT. Extend [X]] +
FT. @3 [ET. Extend[x]] + M. w1 [LT. Extend[x]] + OT. w2 [NT. Ext end [X]] +
Qr. w3 [RT. Extend[x]7;

t = NN[x1, V1T, WLT, ALT, B1T, C1T, D1T, E1T, F1T, L1T, MLT, N1T, OLT, R1T, QLT] +
0 /. track;
(» t=t0/.track; =)

t // Di nensi ons;

m Retroalimentacion
tl=c[[1]1];
t2=<[[2]];
ForceAl ong = force /. al ong;

odel = {el' [t] ==del[t], €2' [t] ==de2[t], del' [t] ==ForceAlong[[1]],
de2' [t] == ForceAl ong[[2]11};

ode = Joi n[odel, ode2, ode3, ode3A, ode3B, ode3C, ode3E, ode3F, ode3(Q];
Lengt h[ode];

odeA = Joi n[ode2, ode3, ode3A, ode3B, 0de3C, ode3E, ode3F, 0de3G];

L = Lengt h[odeA];

vars =Join[{el[t], e2[t], del[t], de2[t]},
Table[v[i]1[t], {i, 1, Length[Flatten[V1T]]}]1,
Table[w[i J[t], {i, 1, Length[Flatten[W.T]]}],
Table[wal[i]J[t], (i, Length[Fl atten[B1T]]}],
Table[wW2[i ]1[t], {i, Lengt h[Fl atten[D1T]]}]1,
Table[wW3[i]J[t], {i, Length[Flatten[F1T]]1}1,
Table[ws[i][t], {i, Length[Flatten[MLT]]}1,
Table[we[i][t], (i, Length[Flatten[OLT]]}],
Table[wr[i][t], {i, Length[Flatten[QLT]11}11;

N

Lengt h[vars];

varsini =Join[{el1[0], e2[0], del[0], de2[0]},

Table[v[i][0], {i, 1, Length[Flatten[V1T]]1}],
Tabl e[w[i ][0], {i, 1, Length[Flatten[WT]]}],
Tabl e[wl[i ][0], {i, Length[Flatten[B1T]]1}1,
Tabl e[wW2[i ][0], {i, Length[Flatten[D1T]]}],
Tabl e[wW3[i ][0], {i, Length[Flatten[F1T]]}],
Tabl e[ws[i ][0], {i, Length[Flatten[MLT]]}],
Table[we[i ]1[0], {i, Lengt h[Fl atten[OLT]]}],
Tabl e[w7[i ][0], {i, Length[Flatten[QLT]11}11;

N el

Lv = Lengt h[var si ni ];

odei ni =
Thread[varsini =Join[{0, 1, 0, 0}, Tabl e[Random[Real , {-0.1, -0.1}], {L}111;

Lengt h[odei ni ];

Tmax = 15;
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sol = NDSol ve[Joi n[ode, odeini ], vars, {t, 0, Tnmax}, StartingStepSi ze » 1/ 10000,
Met hod » {"Fi xedSt ep", Met hod » " ExplicitRungeKutta"}, MaxSteps - 10000007;

Gl = Pl ot [Eval uate[{el[t], ©2[t]} /. sol ], {t, O, Tmax},
Pl ot Styl e » {R@Col or [1, 0, 0], R&Col or [0, O, 1]},
Pl ot Range » {{0, 15}, {-1.2, 1.2}},
GridLi nes -» {None, {-1, 1}}, PlotLabel -»"Angulos Rojo el y Azul e2"7J;

& =Plot[{Sin[t], Cos[t]}, {t, O, 15}]
Show[Gl, &2, Pl otRange -» {{0, 15}, {-1.2, 1.2}}]
Show[Gl, &2, Pl ot Range -» {{11, 15}, {-1.2, 1.2}}]

Pl ot [Eval uate[{el[t] -Sin[t], e2[t]-Cos[t]} /. sol], {t, O, Tmax},
Pl ot Styl e - {RGBCol or [1, O, 0], RGBCol or [0, O, 17},
Pl ot Range -» {{0, 15}, {-.00012, .00012}},

G i dLi nes - {None, {-.0001, .0001}}, PlotLabel »"Error Rojo ©1 y Error Azul e2"]

Show[% Pl ot Range -» {{12, 15}, {-0.0001, .0001}}]

Pl ot [Eval uate[{del[t], de2[t]} /. sol ], {t, O, Tmax},
Pl ot Styl e » {RGBCol or [1, 0, 0], R&Col or [0, O, 1]},
Pl ot Range -» {{0, 15}, {-1, 1}},
G i dLi nes » {None, {0, 2}},
Pl ot Label -» "Vel oci dad de el Rojo; Vel ocidad de 62 Azul "1J;

Show[% Pl ot Range -» {{6, 10}, {-1, 1}}]

ParanetricPlot [{el[t]-Sin[t], e2[t]-Cos[t]} /. sol, {t, O, Tmax},
AxeslLabel -» {el, 62}, Plot Style - {RGCol or [0, 1, 0]}]

167



