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PROLOGO

La relacién entre 0f y la existencia de un ultrafiltro x-completo,
o bien normal, es bien conocida: con un L-ultrafiltro iterable gene-
ramos una sucesion (k. : @ € Or) de indiscernibles para L. Pero
el lazo entre ultrafiltros y 0f es mas amplio. Con hipétesis de ultra-
filtros “més débiles” podemos generar a 0%. Este trabajo explora la
relaciéon de ultrafiltros y 0%, estd basado en los estudios llevados a
cabo en los anos 70 por Silver [22], Ketonen [12], Kanamori [9], [10],
Prikry [I8], Jensen y Koppelberg [0]; ademé&s de presentar resultados
de la teoria de ultrafiltros por su interés en solitario.

El trabajo comienza enunciando resultados de teoria de ultra-
filtros, muchos de los cuales se usan en el capitulo 2 para probar
resultados relativos a 0f y a la teorfa de grandes cardinales. Este
primer capitulo comienza con una breve secciéon de filtros normales
débiles; aqui enfatizamos la diferencia entre normal y normal débil,
aunque el nombre sugiera que normal débil es una consecuencia de
normalidad, enfatizamos que este no es el caso. Después pasamos
a la seccion 1.2 dedicada a la desmontabilidad, donde ademaés tra-
bajamos con filtros descendientemente incompletos, mostrando su
equivalencia con desmontabilidad bajo una restriccién de regulari-
dad, lema 1.2.2. Asimismo se establecen muchas de las bases para el
capitulo 2, seccién 1, se obtienen resultados de grandes cardinales,
lemas 1.2.11 y 1.2.13, y deducimos que la convergencia de sucesiones
se traduce al ultraproducto bajo ultrafiltros no desmontables, lema
1.2.12.

El capitulo termina con una seccién dedicada a la regularidad de
ultrafiltros donde se fundamenta mucho del capitulo 2, secciones 2 y
3. Se especifican conclusiones de inaccesibilidad bajo irregularidad
teorema 1.3.11. Esta seccién cierra con un apartado que trata la
irregularidad con nociones de ideales, donde generalizamos el lema
1.3.2. via el lema 1.3.22.
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En el segundo capitulo se prueban resultados relativos a 0. Pa-
ra este fin lo definimos y enunciamos un teorema fundamental que
provee mucho entendimiento sobre 0.

Definicién. 0° es una sucesion (clase) de cardinales indiscernibles
para L, es decir 0 = (k, | a € Or), donde para cada férmula de
primer orden ¢ = p(x1,...,x,) y cualesquiera dos subsucesiones de
0%, Kays - -y Ky s K@y, Kp, tenemos

(plRa] < lRs])".
Teorema (Kunen [15]). Los siguientes son equivalentes:
1. Existe 0%
2. Eziste un encaje elemental 7 : L < L.
3. Ezisten o, y j : Lo < Lg, con crit(j) < |al.
4. Existe un L-ultrafiltro U con Ult(L,U) estd bien fundado.
5. Existe un L-ultrafiltro U iterable.
6. Fxiste un L-ultrafiltro U wy-completo.

FEjemplo. Si k es medible, es decir tenemos un ultrafiltro x-completo
U en k entonces (L', U;) = Ult(L,U) estd bien fundada, podemos
pensarla como transitiva, mo; : (L, €,U) < (L', U;) tiene punto criti-
co Kk y hacemos k1 = 7(k), kg = k. Entonces Uy = {X C ko | ko €
7o1(X)} = U. Luego resulta que U; tiene que ser un ultrafiltro ;-
completo en k1 y podemos volver a aplicar la operaciéon de ultrapo-
tencia para obtener Ult(L',U;) = (L% Us) y Uy = {X C k1 | k1 €
m12(X)}. Luego podemos repetir esto con Us; y continuar esto ad
infinitum. Al llegar a la etapa w tomamos el producto directo de
los niveles anterior y este resultard en una estructura (L,U,,) que se
puede probar que es transitiva y entonces continuamos con la eta-
pa w + 1...Asi, para cualquier ordinal o podemos encontrar U, K,
donde U, es un ultrafiltro x,-completo en k. La sucesion resultante
(Ko | @ € Or) resulta una clase de indiscernibles para L[] Y esta,

IEs decir una clase tal que para cualquier €-férmula tenemos
L L
T I R SRRy 7o

para cualesquier 5, f Es decir que son légicamente indistinguibles.
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como ya se menciond, es una de las representaciones que se le suele
dar a 0%

Ya conociendo estas equivalencias de 0 la idea para la deduccién
de 0% es sencilla. En el capitulo 2, tomamos un ultrafiltro no des-
montable D en un cardinal inaccesible k generamos la ultrapotencia
M = L*/D de L con este ultrafiltro y encontramos un M-ultrafiltro
wi-completo. Luego el teorema de Los, véase el teorema 2.8.3 del
apendice, nos permite encontrar un L-ultrafiltro w;-completo. Vi-
mos en el ejemplo que la idea, cuando esta bien fundada, es colapsar
nuestra estructura a una transitiva; podemos tomar esta idea pero
en lugar de colapsar a una estructura transitiva colapsamos a algo
mas maleable, i.e. encontraremos una estructura mas familiar y un
isomorfismo entre la ultrapotencia y dicha estructura. Asi obtene-
mos:

L*/D ~ [¥ /U

donde D no es desmontable sobre k y U “codifica” a D en w. Esto
nos dara la herramienta final para probar

Teorema. Si k es inaccesible fuerte y D C P(k) es un ultrafiltro
no desmontable sobre r, entonces 0% existe.

Siguiendo este método de Silver, [22], el capitulo continua to-
mando x regular y un ultrafiltro normal débil y (u, k)-irregular D,
donde p < k. Luego formamos una reducciéon Ult*(L,D) de la ul-
trapotencia Ult(L,D) = {f | f : k = LA f € L}, de tal forma
que

Ult*(L,D) < Ult(L, D)

Esto nos permitira probar que s es inaccesible en L y usar esto para
ulteriormente probar el siguiente resultado:

Teorema. Sea k reqular. Si k posee un ultrafiltro D que es normal
débil y (u, k)-irregular para todo p < k entonces 0% emiste.

En ambos casos nuestro ultrafiltro D no es k-completo, por lo cual
no podemos asegurar que la ultrapotencia M esté bien fundada. Con
este fin definimos los M-ultrafiltros cuando M no esta bien fundada.

Definicién. Dado M un e-modelo de ZF. Decimos que U es un
M -ultrafiltro en p cuando

» M = u es un cardinal.
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MEzyCp— ((x Cyrzed = yed) A (z,yed = zNyeld) A
(zeld  —p\ zeld) A || = p).

M Fun(f) Adom(f) = i — (Je)e = {€en | £(€) € U}.

M | Fun(f) Ndom(f) = pA{E < p | f(§e€} € U —
(Fyen) f 'y}l el

M Evep NMae | vy CU = e, xe €U

Otra equivalencia renombrada de 0 es:
Teorema (Jensen). Las siguientes son equivalentes:
1. No existe 0%

2. Para cada conjunto X C Or existe Y € L tal que X C Y y
Y| < |X]+ 8.

3. Sim: L — L es un encaje elemental entonces m = id.

Este resultado se conoce como el lema de Cubierta de Jensen.
Usamos una consecuencia de este lema para probar la existencia de
0% con un plan més simple: por contrapositiva, pensamos que no
existe 0f y entonces obtenemos, usando ideas de Ketonen y Benda
en [14], que ciertos ultrafiltros no pueden existir bajo esta hipétesis.

Aparte de estudiar 0° se exploran las relaciones entre ultrafiltros
y grandes cardinales (no necesariamente medibles). Ketonen [12]
prueba inefabilidad en L cuando x posee un ultrafiltro con gran
grado de irregularidad. Jensen [6] usa una variante de su método
para probar el mismo resultado y extenderlo a

Teorema. Pensemos que 2% = k. Sea v < Kk y U un ultrafiltro
(v*, k)-regular pero no (v, k)-reqular. Entonces k es inefable en L.

Usando las técnicas de Jensen [6] fortalecemos ambos resultados
mostrando que k es inefable completo.
Notaciéon

Cuando tratamos con estructuras, digamos A una estructura en
un cierto vocabulario, denotamos como A su dominio, es decir A =
(A, (f)i<p). Si tenemos un ultrafiltro & en k y una sucesién de
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clases (X¢ | € < k), pudiendo ser clases propias, denotamos como
[T Xe/U o bien [],, X¢, al ultraproducto usual de las clases. Si la
sucesién fuera constante denotamos la ultrapotencia como [],, X =
[[X/U = X"/U = X;. A sus clases de equivalencia las escribimos
como [fly = {g: & = Uee, Xe | 9(6) € Xe A{a < & | fla) =
g(a)} € U} v si el contexto nos lo permite como [f].

En la literatura es comun referirse a un ultrafiltro normal — sobre
k — como normal y xk-completo. Aqui se abordaran la completud y la
normalidad de forma independiente. Por lo demés, la notacién y los
conceptos bésicos son las habituales. Cualquier duda en la notacién
remitimos al lector al apéndice.






Capitulo 1

TEORIA DE
ULTRAFILTROS

1.1. Normalidad Débil.

La mayor parte de estos resultados son debidos a Kanamori [10]
y [9].

Para definir normalidad débil primero especificamos en qué con-
diciones una funcién no esta acotada y lo que es una primera funcién,
modulo el filtro. Como convencién pensaremos que cualquier cardi-
nal k es regular y cualquier filtro F C P(k), a menos que se diga lo
contrario, contiene a los segmentos finales {{ < K | a@ <&}, a < k.

Definicién. Sea F un filtro sobre k; decimos que f : Kk — Kk no
estd acotada si para cada n < Kk el conjunto {{ < k | n < f(&)}
tiene medida positiva (mddulo ]-"/EI. Y decimos que f : k — Kk es
una primera funcion, modulo F, cuando no estd acotada pero si
g: Kk — Kk estal que {§{ < k| g(&) < f(&)} € F entonces g estd
acotadd?], segin F.

Definicién. Decimos que F es un filtro normal débil si cualquier
f k= K regresiva, modulo F, estd acotada.

Equivalentemente, F es normal débil si ¢d : K — k es una primera
funcién para F: si id : k — K es una primera funcién entonces

1 X tiene medida positiva segiin F si para cada Y € F, X NY # 0.

2Decimos que f estd acotada segin F, si no es el caso que no esté acotada, es decir que
existe n < k tal que X = {{ < k | n < f(£€)} no tiene medida positiva, por tanto existe S € F
tal que SN X =0, es decir S C k\ X, de lo cual se deduce K \ F ={& <k | f(§) <n}eF

11
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cualquier f con [f] < [id] > {£ < k| f(§) < &} estd acotada. Y el
argumento es reversible.

Nota. Destacamos que normalidad no necesariamente implica nor-
malidad débil. Si F es un ultrafiltro normal en k entonces es normal
débil, pero si F solo es un filtro esta implicacién no es necesaria. Pa-
ra ver qué es lo que falla utilizamos una equivalencia de normalidad.
Sea F es un ultrafiltro normal, esto es

para {X¢ | £ < Kk} C F tenemos,
A£<,{X£ € f

Sea f : k — Kk regresiva en un conjunto X € F. Supongamos que no
es normal débil, asi que no existe n < r tal que X, = f~![n] € F,

es decir para cada n < K,k \ X, €U (k)
y por tanto A, ..(k\ X,) € F. Seaa € X N A, ..(k\ X)), entonces

fla)<anae((x\Xe)
(<a
Pero 1\ Xe = r\ f7HE] = [ [k \ €] = 7€, w)] asf que oo (5 \
Xe) = Neca SHER)] = [T Necals, 0)] = f7H e, )], por tanto
a € [, k)] es decir que f(a) € [a, k), una contradiccién. Se
sigue que el ultrafiltro & es normal débil.
Si F no es ultrafiltro, (%) no necesariamente se satisface, ademés

{E<kr|n<flOyA{ <kl f§ <n} podrian tener medida
positiva, lo cual imposibilita la ocurrencia de la normalidad débil.

Luego veremos que al tomar tal x suponiendo la HGC' entonces
k resulta ser inaccesible y ademas es w-Mahlo.

Lema 1.1.1. St U es un ultrafiltro en k con una primera funcion
f:k— kK entonces D={X C k| f'[X] €U} es normal débil.

Demostracidn. Sea g : k — K Tegresiva segiin D. Entonces f~1[{¢ <
klgl@) <&leUy fFH{E<k|g() <& ={{<r]| (3 <
£)(€ = f(O) Ag(§) <&} ={C <r[g(f(C)) < f(C)}, por hipStesis

g o f estd acotada médulo U. Digamos que [g o flyy < [1]u, luego

{&<rlg(f(e) <mnpel.

Pero

{€<nlg(f(©)<n}=F"H{e<r|g(&) <n}l,
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por lo cual
{¢<rlgl§) <nteD

es decir que g esta acotada segun D. O]

Antes de pasar a diferentes caracterizaciones de los filtros nor-
males débiles definimos un concepto que resultara equivalente:

Definicién. Decimos que F C P(k) es un filtro p-punto si cualquier
funcion f : kK — Kk no acotada modulo F satisface que: existe X de
medida positiva tal que para cada & < k |fH{EH N X| < k.

Nota. Ser p-punto es equivalente a la siguiente afirmacion: Para cual-
quier particion {FP | £ < k} que satisface |{{ < v | PeN X} =&
para X € F arbitrario podemos encontrar Y de medida positiva con
Y N P¢| < k para cada £ < k.

Porque si f : Kk — k no esta acotada modulo F podemos encon-
trar X de medida positiva tal que |f~'[{¢}] N X| < k para £ < K
y entonces la particion P = f'[{¢}] de & es tal que |[{ < K |
P:NZ} = k,Z € F porque f no estd acotada. Atn mds, por
definicién de P;: |P: N X| < k para & < k.

Y si {F¢ | £ < Kk} es una particién como antes entonces f : kK — K
definida como f(a) = £ si y solo si £ € P, no esté acotada porque
Pe= fTH{EH HE <w [ fTH{ENXY = npara X € Fy [PnX]| <
k para £ < Kk por hipdtesis.

Proposicién 1.1.2. Sea k un cardinal y F un filtro en k. Las si-
guientes son equivalentes:

1. F es normal débil.
2. Cualquier extension de F es normal débil.

3. 81 (Xe | £ < k) es una sucesion de conjuntos de medida positiva
que ademds es decreciente entonces NecyXe = {( < Kk | £ <
¢ — ¢ € X¢} tiene medida positiva.

4. F es un p-punto que extiende a Cy, el filtro club.

Demostracion. 1 — 2. Sean D un filtro extendiendoa Fy f : Kk = Kk
regresiva en algin X € D. Definimos ¢ : K — kK como

o) = {f(ﬁ) cuando £ € X

0 de otra forma
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g es regresiva en (0,k) € F, por tanto g es regresiva médulo F y
existe n < Kk con Y = {& < Kk | g(§) < n} € F. (Para ver que de
hecho pertenece a F, en principio solo sabemos que su complemento
R\Y ={£ < Kk : g(§) > n} no tiene medida positiva médulo F,
entonces existe S € F con k\Y C k\S5, es decir que S C Y, por tanto
Y € F). Luego Y € D, entonces g estd acotada segin D, atn més
(XNY) € {€ < k| f(z) <n}, por tanto {€ < x| f(£) < n} € D.
Y f resulta acotada segun D.

2 — 3. Sean (X¢ | £ < k) como en 3 y D el filtro generado porf
FU{X¢ | £ < k}; entonces D es normal débil. Supongamos que la
interseccién diagonal no tiene medida positiva, entonces Y = {¢ <
k| (3 <) ¢ Xe} € Dy definamos f : Y — k de tal forma que
f(&) atestigiie que £ € Y, es decir f(§) < &£ es tal que £ & Xy,
Como f es regresiva segiin D entonces resulta estar acotada en algin
Z € D, sin perder la generalidad pensemos que Z = {{ < k| f(&§) <
v}. Sea 0 > 7, entonces ZNY N Xy C ZNY N X,; tomemos
ae ZNY N Xs luego

fla) <y A(fla) <aha ¢ X)) Na € X
que implica que
fla) <y A(fla) <aNha ¢ X)) Na € X,

Pero X, C X (), entonces resulta una contradiccion.

3 — 4. Primero mostremos que es un p-punto. Tomemos f :
kK — K no acotada médulo F y (X¢ | € < k) como X¢ = {( < & |
¢ < f(¢)}, que es una sucesion decreciente y todos sus términos son
de medida positiva. Entonces X = A, X, es de medida positiva
y para £ € f7'{a}] N X, tenemos f(§) = a A (( < & = € €
X¢) que equivale a ( < & = ¢ < f(§) = a, es decir £ < «, asi
que |f1[{a}] N X| < a < k. Ahora pensemos que no extiende al
filtro club. Por tanto existe un club C' ¢ F y de este club hacemos
Y =k \ C que es de medida positiva. Definamos f : kK — k como
f(&) = sup(éNC') que es regresivaen Y y ademds | f~{¢}]| <€ <k
para £ € Y. Tomando Aeeo(Xe NY) = Aec{C € Y | € < f(O)}
como antes, sabemos que tiene medida positiva porque al tomar
a < k siendo C' un club podemos encontrar a < £ € C, de lo
cual se deduce inmediatamente que f(¢) > £ > « para ( > &.

3Como cada X, ¢ es de medida positiva entonces satisface la propiedad de interseccién finita,
ademas Xg n X( = Xméx{&,{}'
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Pero si € A¢eys(Xe NY) entonces ¢ € () (Xe NY) que implica
(V&€ < O(C €Y AE < f(Q)), que asu vez implica ¢ < [J, & < f(()
para (, lo cual contradice la que f sea regresiva en Y.

4 — 1. Tomemos f : Kk — k regresiva. Piénsese que no esta
acotada, entonces para cada { < k el conjunto X = {a < k| £ <
f(a)} tiene medida positiva. Como F es p-punto podemos encontrar
Y de medida positiva con |f7![{a}|NY| < k para a < k. Al ser Y
de medida positiva y F D C,, Y debe ser estacionario y como f es
regresiva entonces debe ser constante en algiin S C Y estacionario,
lo cual contradice que |f~![{a}] NY| < k. O

Definicion. Sea Z un ideal en k. Decimos que I es p-saturado si
en el dlgebra cociente P(k)/Z ={[Y]|Y CrAY]={X Ckr| XA
Y € I}} para cualquier familia de conjuntos ajenos {[X¢] | € < p}
podemos encontrar & < p con [X¢] = [0].

Diremos que un filtro F es p-saturado si su ideal asociado lo es.

Veamos que esta definicion es equivalente a una con familias casi
ajenas méduloﬁ I

Lema 1.1.3. Z es A-saturado cuando y solo cuando para cualquier
familia casi ajena segin I, {X¢ | £ < A} podemos encontrar { < A
con Xe € 1.

Demostracion. Primero notamos que

X]N[Y]=[0] < [XNY]=[0] ¢ (X NY)AO € T, pero
(XNY)A0 = (XNY)\0)U(O\(XNY)) = (XNY)UOD=XNY,

entonces es equivalente a que X NY € Z. Pensemos que Z es \-
saturado. Entonces si {X¢ | £ < A} es casi ajena segtin 7, tenemos
[Xe] N [X¢] = [0] para toda £ < ¢ < A asi que es ajena en el dlgebra
cociente y por A-saturacién podemos encontrar £ < A con [X¢| = [0]
es decir que X N X¢ = X¢ € 7.

Y ahora supongamos que cualquier familia casi ajena cumple lo
estipulado. Sea {[X¢] | £ < A} ajena en el algebra cociente. Como
[Xe] N [X¢] = [0] tenemos X N X € 7, asi que {X¢ | £ < A} es casi
ajena segtin Z. Por tanto podemos encontrar { < A con X, € Z, es
decir que X, A0 = Xe € Ty [X¢] = [0] O

Notemos que cualquier familia ajena es casi ajena modulo Z ya
que () € Z. Asi, obtenemos

4X,Y son casi ajenos médulo Z cuando X NY € 7.
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Corolario 1.1.4. Si Z es un ideal x-completo y A < k entonces las
siguientes son equivalentes:

1. 7 es A-saturado

2. para cualquier familia ajena {X, | £ < A} podemos encontrar
§<Acon Xe el

Demostracion. 1 — 2 es inmediato de la observacién previa al coro-
lario.

2 — 1. Pensemos que se cumple 2. Usamos la equivalencia del
lema anterior. Sea {Y¢ | £ < A} casi ajena mddulo Z. Definimos
Xe=Ye\ UL<§ Y,, entonces es ajena y por hipotesis existe & < A con
X¢ € Z. Pero por definicién de X¢: Ve C Xe U, (Y, NYe) ademas
Y, NY: € I, gracias a que {Y; | £ < A} es una familia casi ajena
moédulo Z. Luego, gracias a la k-completud |J,(Ye NYe) € T y por
tanto Y es subconjunto de un elemento de Z asi que Y; € Z, para
este mismo €. O]

Teorema 1.1.5. Sea F un filtro k-completo sobre k. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. F es normal débil.
2. F es normal y k-saturado.

Demostracion. 1 — 2. Sea f : Kk — k regresiva, por hipotesis existe
a < k de tal forma que {{ < k| f(§) < a} tiene medida positiva.
Hagamos X, = {¢{ < k| f(§) = ¢} para ( < a. Por k-completud,
como o, X¢ = {§ < k| f(§) < a} tiene medida positiva, pode-
mos encontrar ¢ < « tal que X, tiene medida positiva. Para ver la
k-saturacién pensemos que no ocurre: sea (P, | a < k) una particion
de k tal que cada P, tiene medida positiva. Podemos pensar que si
¢ € P, entonces £ > «a, porque al tener medida positiva intersectan
a cada club en k entonces son estacionarios aun maés, no estan aco-
tados. Definamos ¢(£) = « cuando y solo cuando ¢ € P,, entonces
g(&) < &, asi que la funcién debe estar acotada: existe n < k de tal
manera que Y = {£ < k| g(§) < n} tiene medida positiva, pero g
no estd acotada.

2 — 1. Sea f: kK — K regresiva. M = {£ < & | [7'{a})
tiene medida positiva}. Por k-saturacién |M| < &, sea sup M = n.
Afirmamos {¢ < & | f(§) < n} € F; si este no fuera el caso,
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{£ < k| &> f(&) > n} tiene medida positiva y por normalidad
existe n < p < k tal que f~'({p}) tiene medida positiva, pero
ningun ¢ > 7 satisface esto por definicién de 1 = sup M. O

1.2. Desmontabilidad y un Grado de Comple-
tud.

Definicién. Sea k un cardinal. Decimos queUd C P(k) es A-desmontable
st eziste (Ig | £ < A), con ey Ie €U, tal que para S C A, [S| <A
arbitrario, Uecs Ie ¢ U. Decimos que U no es desmontable cuando

no lo es para ningin A < Kk y es uniforme.

Equivalentemente, U no es desmontable si podemos encontrar
C' C Kk numerable con UfeC I: € U. Pensemos que U no es des-
montable. Sean A < £y (Je.y Ie € U. Si Sy es tal que [So| < Ay
Use s, le € U, siendo U no desmontable podemos encontrar 57 con
1S1] < [Sol ¥ Uges, Ie € U. En general, por recursién definimos: si
w < [S¢| < |Se| para £ < ¢ entonces podemos encontrar Scyq C S¢
con w < [Seyq| < |S¢]. Cuando A es limite y w < |Se| para cada
¢ < X podemos encontrar Sy con w < |Sy| < |S¢| para toda & < A.
Asi generamos una sucesion (Se | € < p+ 1), para algin u < Ky
[Sul = w.

A lainversa, si (Je, I¢ € U y C' C A es numerable con (Jye I¢ €
U entonces para cualquier w < A < k, |C| < X satisface que U no es
A-desmontable.

Si tenemos una particién (I¢ | £ < A) en £y U no es desmontable,
entonces podemos “traducir” este ultrafiltro a uno en \: D = {S C
A | Uges Ie € U} Primero por ser no desmontable esto no es vacfo.
Luego, sean X € Dy X C Y, entonces

UEGX IE - UgeY ]f - Usey [£ cu.
Asi que Y € D. Ahora si X,Y € D, entonces
UgeX ]E N Ugey I£ cu
Luego:
@ € Ugex e M Ugey e siy solo si

@ € Ugex Ie N € Ugey Ie siy solosi
(FHeX)aeclN(FxeY)ael,
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Tomando tales § € X, x € Y, resulta a« € I N I, pero los I
forman una particién, entonces £ = y. Asi que resulta equivalente
a (3 € XNY)u € Ie. Por lo cual X NY € D. Finalmente si
A\ X ¢ D, entonces [Jey x Ie ¢ U. De nuevo por propiedades
de particion, £\ Ugep\x Ie = Ugex Ie € U, de lo cual concluimos
X eD.

Lema 1.2.1. Sea p cualquier cardinal y D C P(k) no A\-desmontable
para X € (1,27,

= Paran > 1, |[[pp™] < pu™ .20

» Para cualquier ordinal v: [[,v no posee una sucesion decre-
ciente de longitud (2")*.

Demostracion. Lo probamos para n = 1. Supongamos |[[,p| >
p™ - 2¢. Entonces podemos encontrar f, € "u, a < (24)* tal que
para «, § < (2#)7, si o # [ entonces [f,] # [fs]. Para & < k sea:

Fe = {{a, B} [ fa(§) # f5(5)}-

Para F' C [(2#)*]? hacemos:
XF:{§<I€|F:F§}

De esto nace una particién de x en a lo més 22")7 partes. Sabemos
que D no es A-desmontable, para A € (y, 2(2”)+], entonces podemos
encontrar F¢ C [(2#)*]%, ¢ < p con

X:U{XF<|§<M}€D

Ahora nétese que |, F*© = 2712 debido a que: para {a, 8} €
[2()7]2 existe algin & € X tal qu fa(§) # f5(&). Por lo cual
{a,B} € Fg. Pero, £ € X implica la existencia de algin ¢ < p
con £ € Xpe. Asi F© = F; y {a, 8} € F¢. La otra contencién es
inmediata.

Con la ultima observacion podemos usar el teorema Erdos-Rado
para hallar un F Cc 2" tal que |F| = pt y [F]> € F€, para
un ¢ < p. Pero existe & < k satisfaciendo F¢ = F, de lo cual se

concluye fo(&) # f3(€) para {a, 3} € [Z]?, por tanto p tiene p*
elementos distintos, contradiccién clara.

5Com0XGDeY={f<n:fa(é);éfg(é)}sesiguequeXﬂY;ﬁ@yGD‘
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El lema se sigue notando lo siguiente.

I;Iu(”) = U Hl/.

1/<'u,(n) D

ya que D no es pu™-desmontable para n > 1:
Tomemos [f] € U, [[p v, entonces para algin v < ™ [f] €

[Ipv, ast f: k — v, definimos g : k — p™:

g(a) = {f(a) para o < v

0 en otro caso.

Claramente [g] = [f], asf que [f] € []pp™. Ahora tomemos
f: & = p™ y mostraremos que f estd acotada médulo D; esto
deberia bastar ya que teniéndolo podemos definir:

g(a) = {g(a) z Z ;

Donde X € D hace a f acotada. Y asi [f] = [g] € U, m [Ipa-
Seann > 1y X, = {n < x : f(n) < a}, a < u™; ndte-
se que (Xa)qcum s una sucesién decreciente. Al no ser D pul™-
desmontable, existe s € [u™]<#" con Uacs Xa € D. Siendo p™
regular, v = sups < pu™ y Uses Xa = X,. De donde que f esté
acotada segun D.

La otra afirmacién se sigue analogamente: piénsese que no. De-
finimos una sucesién decreciente médulo D, (f, : a < (2#)7). Y
definimos Fy = {{a, 8} : fu(§) < f3(€)}, Xp, F¢, X son definidos
equivalentemente. De nuevo por Erddés-Rado encontramos ¢ < p y
F C (24)" con [F]? C F¢y |F| = ut. Asf que para algin £ < &,
fal&) < f3(§), o, B € F, B < a. Esto crea una sucesién decreciente
de ordinales, de longitud ™. [

En este lema anterior usamos que D no era 1™-desmontable para
n > 1, lo cual no necesariamente se desprende de nuestra hipotesis,
i.e. no ser A\-desmotable para A € (u,22)7]. Para ver esto usare-
mos que la no desmontabilidad es equivalente a un cierto grado de
completud:

Definicién. Decimos que D C P(k) es A-decreciente completo, -
de, si cualquier sucesion decreciente (Ee | £ < A) de elementos de
D, satisface ey B¢ € D.
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Nota. Esto es equivalente a:

Cada sucesion decreciente (E¢ | £ < ) con E¢ € D cumple:

() Ee # 0.

(<a

Supongamos que D es a-dc. Debido a que ﬂ§<a E:. €D, ﬂ§<a Ee #

0.
Alainversa, si (), EBe #0y X € D

([ E)nX =[(ENX)

{<a {<a
Dado que E;¢ € D entonces Ee N X € D, ademdas (E: N X | { < )
es una sucesion decreciente cuyos términos son elementos de D; asi
que e, (Ee N X) # 0. Como ,_,, E¢ intersecta a cada elemento
del ultrafiltro, tiene que ser un elemento del ultrafiltro.

Lema 1.2.2. Para « regular, un ultrafiltro D C P(k) es a-df] si y
solo si es a-desmontable.

Demostracion. Supongamos que no es a-desmontable. Sea (I¢ | £ <
) una sucesién decreciente en D. Si (), I¢ ¢ D, entonces su com-
plemento si pertenece, U§<a k\ I¢ € D. Podemos encontrar C' C a,
O] < acon Ugepk \ Ie € D. Pero (k\ I¢ | § < a) es un sucesion
decreciente, asi que Ugecli \ I = k\ I,, donde v = supC y por
regularidad es < . Asi que I, ¢ D.

A la inversa, supongamos que es a-dc. Tomemos (I | £ < a)
con U5 <ol = k. Podemos pensar esta sucesion como creciente.
Para obtener una contradiccion suponemos que es a-desmontable;
asi que para cualquier £ < a, I¢ ¢ D. Por lo cual (k\ I¢ | { < ) es
una sucesion decreciente en D, entonces ﬂ£ <ok \ It € Dy ademas
noes k. Paracada { € E=E2 ={n<a|cf(n) =w}sea Ce C¢

numerable cofinal con Uuecg I, ¢ D. Entonces

ﬂ r\ 1, = ﬂ/ﬁ\],,eD.
veCe v<§

Y la sucesién (Jg | £ € E) es decreciente y pertenece a D, donde J¢ =
mVECE K\ L. Pero Necp Je = e \ Lo € Dy siendo decreciente
propia sabemos £ \ (.. Je # £, pero por otro lado

6 a-decreciente incompleto, i.e. no a-decreciente completo
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A ﬂgeE Je = UgeE CANVES UgeE A (muecg ) =
UgeE UyeC% Kk \ \ I, = UgeE Uung U§<o¢ ]§ = K.

Una clara contradiccion. O]

Corolario 1.2.3. D C P(k) no es desmontable cuando y solo cuan-
do es a-dc para w < o < K regular.

Lema 1.2.4. D es a-dc si y solo si es cf(a)-de.

Demostracion. Supéngase la cf(a)-completud decreciente. Sea (/¢ |

¢ < a) decreciente en Dy f : cf(a) 24 a, entonces [, I¢
ﬂ£<cf(a) If(g) €D.

Ahora supongamos que es a-dc, tomemos (I¢ | £ < cf(a)) decre-
ciente y f : cf(a) f «, definimos (J¢ | £ < a) como: J,, = I¢ para
f(&) <n < f(§+1), entonces es decreciente y cada elemento esta
en D. Ademds (e p() le = Newy Je € D- -

Prikry y Kunen probaron que una vez que se reconoce completud
decreciente para un cardinal regular, se reconoce a sus sucesores.

Teorema 1.2.5. Si k es reqular y D es k-dc entonces también es
kt-de. Asi que es K™ -dc para n < w.

Demostracion. Mostraremos algo mas fuerte: Sea k arbitrario. Si D
es kT-di entonces:

1. Des cf(k)-dio

2. Existe £ C Dy a < k regular con |E] = kT, y si F C & es tal
que |F| = o entonced | | F = 0.

Primero notemos que si 5 es regular y D posee una sucesiéon (Y |

€ < B) con

(Vs € [B)7) [ Ye =
{€s
entonces resulta ser 5-di: para cada v <  hacemos X, = Uv<n<ﬁ Y.

Claramente son decrecientes y son elementos de D. Notemos que es

vacio, por que si tomamos ¢ € [, 5 Xv, entonces

"Més adelante veremos que en realidad este es un concepto muy comtn —(a,x7T)-
regularidad— en la teoria de ultrafiltros.
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¢ €(V,<p Xy siysolosi (Vv < B)¢ € X, siy solosi
(9 < B)(3E < ) < EAC € Vo)
es decir que s = {£ < | ¢ € Y¢} tiene tamano 3, y )
mﬁes er = (Z)
Ahora tomemos una (s, k)-matriz de Ulam (M5 | £ < k%, p <
K), i.e.

X, C

v<pf

1. MECF# para cualesquier p < K, £ < kT

+. ¢ _
2. Parap<ryé#(EC<k .MgﬁMP—(Z),
3. [WT\ U, ew M§| < K, para & < w7

De esta matriz definamos una sucesién BS = J o<y ME. Aho-
ra notemos que si ¥ < ky S C kT es tal que |S| > v entonces
Nees Bs = 0. Para ver esto témese 7 € (g BS, entonces 7 € BS

para cada £ € S'y por definicién de BS, para cada £ € S existe pg < v
con T € Mff. Como |S| > v, podemos encontrar £ # (, &, € S sa-

tisfaciendo pe = pc. Asi que 7 € M 5{ N Mgg, contradiciendo que los
ME formen una matriz de Ulam.
Ahora veremos que podemos pensar, sin pérdida generalidad, que

D es uniforme en x™:

Afirmacién. Existe un ultrafiltro U sobre £+ uniforme, que codifica
aD.

Prueba. Sea (Y | § < xT) decreciente con (.4 Ye = 0; po-
demos suponer que Yy = p = |JD. De esta sucesién definamos
Xe = (MN,<e Yy) \ Ye, que resulta no pertenecer a D y ademds es
una particién: £ # (y 0 € X¢ N X luego § € [((,-Y,) \ Ye| N
[(M,<¢ Yp) \ Y, aqui supongamos § < ¢, entonces Ye C Yz y, por un
lado, 6 € (N, Y,) \ Y¢ implica § € Y¢ mientras que por otro lado
6 € (Ny<e Yp) \ Ye implica & ¢ Ye. Definamos U = {A | Ugc 4 Xe €
D}. Como se hizo en la observacién que sucede a la definicién de
desmontabilidad U resulta ser un ultrafiltro. Para ver que es unifor-

me tomemos X C k" con | X| < k, claramente existe un n < k™ con
(V€ € X)E < n. Asi que:

por lo cual X ¢ U y U debe ser uniforme. W
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Trabajemos con U, restan dos casos para ver el resultado:

1. Existe un £ < k™ con BS ¢ U. De ser este el caso, tomando
_ £ _ £
Y = H+ \ UC</€A§ _ K‘+ \ UC</€BC7

se tiene |Y| < k; sea X =rT\ (Y U Bg) Entonces {X, | ¢ <
K}y CU, p<v< HimplicaYUBg C Y U BS que a su vez
implica s* \ Y UBS C k" \YUBSy

o € (oo, X¢ iy solosi (VO < k)a € X¢ siy solo si
V¢ <kr)(adY Nad Bg) si y solo si
(V¢ <r)Fp<(a¢Y Aa ¢ A siy solosi
(V¢ <r)Ep <O g N,k \AS A g AS) siy solo si
(V¢ <r)Fp <OV <k)(a¢r\ASAa ¢ AS) siy solo si
(V¢ <r)3p <OV <k)(a€ A5 Aa ¢ AS).

Lo cual claramente no es el caso. De donde se sigue que U sea
k-di y por ende cf(k)-di.

2. Lo anterior no se cumple. Para cada £ < k™ podemos encontrar
pe con ng € U. Entonces podemos encontrar S C ™ con
|S| = kT y pe = pc para £, ¢ € S. Tomemos & € S, p = pg,
higase |p|" = a < Ky € = {B§ | £ € S} C U. Claramente
|E| = kT ysi F C € estal que |F| = « entonces, como notamos
anteriormente, (| F = 0.

Finalmente veamos que si U satisface 1,2 del teorema entonces
también D lo hace. Primero pensemos que es cf(k)-di y tomemos
{A¢ | € < cf(k)} C U un testigo de la cf(x)-di. Entonces {B¢ | £ <
c¢f(r)} C D donde Be = [y, X¢- Como los A son decrecientes,

también lo son los Be. Ahora pensemos que ﬂ§<cf(ﬁ) Be € D, asi que

#\ Necep) Be & D siy solo si Ugppey i\ Be ¢ D siy solo si
U§<cf(n)(lu \ UgeA5 X¢) ¢ D siy solo si
U£<cf(n)<n<e,4§ p\ X¢) € D siy solo si

Uecertor ( Neeaci\ (N Yo (u\YO)]) § D si y solo s
Uecerin (NeenclUpec i\ %) UYO]) ¢ D
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pero J,.(1#\'Y,) UYc = p, entonces p ¢ D. Lo cual claramente no
es el caso.

Para ver el caso dos, la prueba corre analogamente porque al
tomar & C U como en la definicién, se desprende & = {{J.cy X¢ |
Ae &} CDycomo |E| = kT, asi |E'| = kT. Luego al tomar G C &’
y pensar (|G € D obtenemos una contradiccién como antes. O

Del resultado anterior se sigue facilmente que si D no es a-
desmontable, entonces no es at-desmontable y con eso ni a(™-
desmontable, siempre que « sea regular.

Existe una nociéon de normalidad para ultrafiltros no desmonta-
bles:

Definicién. Decimos que un wultrafiltro D C P(k) es normal no
desmontable si para cada funcion f : k — Kk regresiva modulo D
eziste C' C k numerable con f~'[C] € D.

Nota. Es facil ver que cualquier D normal no desmontable no es
desmontable: Si |J,., [, = ky f : x — X es una funcién tal que
f'{v}] = I, para v < A. Como A\ < k entonces para v > ),
f(v) < v asi que es regresiva segun el ultrafiltro y podemos encontrar
C' C A numerable con f7'[C] € D, pero fC] = fHU,ccfr}] =
UVEC f_l[{y}] = UVGC’ [’/ €D.

Maés aun cualquier ultrafiltro normal no desmontable es un ultra-
filtro normal débil:

Nota. Si k es tal que ¢f (k) > w y D es normal no desmontable sobre
k entonces D es normal débil: si f : kK — k es regresiva moédulo
D entonces existe N C x numerable tal que f~'[N] € D; como
cf(k) > w tenemos v = sup N + 1 < &, sabemos que f~[N]N{€ <
k) <& =H{8 <k [ f(§) <EAf() € N} € D entonces
{¢<r| [ <v}eD.

Para inaccesibles podemos encontrar siempre un ultrafiltro nor-
mal no desmontable:

Teorema 1.2.6. Sean k inaccesible y D no desmontable en k. En-
tonces S = {[f] € k5 | Vg : k = kIX < k(g[ck] C X = [g9] < [f]}
tiene un menor elemento. Si h es tal elemento entonces U = {X C
k| h'[X] € D} es normal no desmontable.

Demostracion. Antes de comenzar definamos lo siguiente.
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Definicién. Dado un conjunto ordenado (K, <) decimos que K tie-
ne cofinalidad > p, y escribimos cf(K) > p, si para cada H C K
tal que |H| < p se puede encontrar k € K con h < k, para h € H.

Sea K = {[f] € k% | f esta acotada}.
Afirmacién 1.2.7. ¢f(K) > k.

Prueba. Dado H C K con H = {[g,] | @ < A} para alguna A\ < &,
definimos:

g(&) =sup{fa(§) |a < A} +1, & < k.

Por regularidad, g(§) < k para cada £ < k, y por construccién es
facil ver: [g] > [f.] para a < A arbitrario. Finalmente g € K, ya
que: g[k] C sup{fa|lx] | @« < A} y una vez mds por regularidad
SUPyey falk] < k. A

Especialmente, ¢f(K) > u para cualquier u < k.

Sea i1 < k un cardinal. Pensemos que el teorema no se cumple,
es decir no existe tal menor elemento. Entonces podemos encontrar
un cardinal A < (2")* < k y una sucesién decreciente, médulo D,
(ga | @ < A) con:

1. go : K — K, [ga] es cota superior de K, o < A;

2. Para cualquier g, [g.] < [g9] @ < A\, siempre que [g] sea una cota

de K.

En seguida hacemos: G; = {g,(7) | @ < A}, que resulta |G;| < A <
(2)* y ademds:

LG/l <@,

Asi que hacemos:

G={lg)e []G/D| (BIK € K)[K] > [g]}-

Entonces, G es el subconjunto de [[ G;/D que consiste en elementos
K-acotados. Se sigue que |G| < (2#)*, recordando que cf(K) >
(2M)*.Y cualquier funcién constante (médulo D) estd en G, por lo
cual G # (; sea [ko] € K una cota superior para [g] € Gy

In ={i < K| gali) > ko(d)}, a < A
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Claramente I, € D; hacemos:
h(i) = min{ga (i) | i € Lo},

la cual estd definida, médulo D, ya que esta definida en Iy: @ € Iy
implica go(i) > ko(7), asi min;er, go(i) > ko(7). Aun més [h] < [g].
Es inmediato que [h] < [g4], para a < A, porque:

1 € I,y1 cuando y solo cuando
Ga+1(7) > ko(7), lo cual implica
min;ey, ., gat1(i) > ko(7) que a su vez implica
[h] < [ga+1] < [gal-

Por 2 podemos encontrar: [k] € K tal que [h] < [k] v [h] € [[G:/D
por lo cual [h] € G. Entonces [h] < [g] < [ko]. Asi que podemos
afirmar: [h] > [ko], ya que h estd definida exactamente donde esto
ocurre. {Una clara contradiccién!

Ahora tomemos [h] tal minimo y hagamos U = {A C k | h™1[A] €
D}. Entonces U es normal no desmontable: sea f € k" tal que
{a < k| f(a) < a} € U. Primero notemos que {a < k | f(h(a)) <
h(a)} € D entonces [fhlp < [h]lp y fh tiene que estar acotada, diga-
mos que por A < k. Como x = |J,, I, donde I¢ = (foh)'[{}], po-
demos encontrar C' C A numerable con .. I¢ € D. Pero g Ie =

Ugec(foh)_l[{é}] = (foh)_l[Usec{f}] = (foh)™[C] € D es decir
fCleu. 0

En relacion a la no desmontabilidad siempre podemos encontrar
una particiéon mas pequena moédulo el ultrafiltro. Para ver eso defi-
namos:

Definicién. Dadas dos particiones &2, 2, de algin conjunto, deci-
mos que & refina a 2 cuando y solo cuando (Vr € P)(Jy € 2)x C
y. Si D es un ultrafiltro sobre el mismo dominio que las particiones
y & refina a 2 entonces decimos que es un refinamiento esencial,
mdodulo D, cuando no existe ¢ : 2 — & tal que

(Ve € Q)c(r) Cax yU,enclz) €D

Teorema 1.2.8. Si D C P(k) es un ultrafiltro wy-incompleto que no
es desmontable, para k > 2%, entonces existe una particion P =
{E, | n < w} de k con E, ¢ D y ninguna particion de tamano
menor a k refina esencialmente a &2, maodulo D.
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Demostracion. Supongamos que no existe tal particion. Con esta
hipétesis construimos un arbol donde cada nivel es una particién de
tamafio < 2% y ningtin nodo pertenece a D. Sea Ty = {x € T |
rkr(z) = 0} = {P; | i < w} (donde rkr(x) es el rango de x en el
arbol) cualquier particién numerable cuyos elementos no pertenecen
a D. Por hipétesis sabemos que podemos refinar esencialmente esto.
Aun maés, podemos continuar esto: para a < wy, hacemos T, 1 el
refinamiento esencial de T,,, cuyos elementos no estan en D. Ahora,
para « limite, tomamos 7T, como el maximo refinamiento comun de
sus niveles predecesores: denotamos con p), v < a 'y n < 2% el
n-ésimo elemento del v-ésimo nivel; para cada 7 < «, si existe un
n < 2% tal que para cada 3 < « no existe B € Ty con B C p)
entonces hacemos p) € T,,. Por construcciéon T, refina cada Tp,
B < a.

Al final terminamos con un arbol de altura w; + 1 y cada nivel
refina a sus niveles previos. En seguida, como | JT,, = k para a <
w1+ 1y D no es desmontable entonces podemos encontrar C' C T,
numerable, tal que |JC' € D. Por refinamiento de cada nivel, existe
a < wy tal que cada elemento de C' esta contenido en algin F € T,.
Entonces T,.1 no puede refinar esencialmente a 7T, porque T, es
un refinamiento de T,,7T, .1, entonces cada X € C es subconjunto
deun Yy € T, +1y UC C Uxer Yx € D; por lo cual podemos
definir una ¢ : T, — T,y tal queﬁcc(X) C X AN Uxer, ¢(X) € D.
iUna contradiccion! m

Ya sabemos que bajo no desmontabilidad podemos traducir el
ultrafiltro a uno en un cardinal menor y sabemos que existe una
particion “minima”, que ademas es numerable; con esto construimos
un isomorfismo:

Lema 1.2.9. Sea k > 2™ 4 D no desmontable y w-incompleto. Sea
{E, | n < w} la particion como en el lema anterior. Para f < K
tenemos (8, <)“ /U ~ (B,<)"/D, donde d = {S C w | U, cq En €
D}.

Demostracion. Tomemos f : k — 3, definamos F([f]p) = [9lu,
donde ¢ : w — [ es tal que:

UlacEil fla)=g(i)} €D

<w

nes

8Para cada X € C tomamos Zx € T, tal que X C Zx y definimos ¢ : T, — Ta+1 como
c(Zx)=Yx para X € C'y ¢(Z) es cualquier Y € To41 con Y C Z.
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Notese que

UE > Utoe B f() = gli)}.

donde S ={n <w| (Fa < k)f(a)=g(n)}:

v, {a€E,| fla)=g(n)} siy solo si
(In <w)r e{a€ E,| f(a) =g(n)} siy solo si
(In <w)(x € E, A f(x) = g(n)) entonces
(In <w)(Fa < k)(x € E, A fla) = g(n)) tomando = = «
por lo cual (In € S)z €

Por la eleccién de (E, )<, siempre podemos encontrar tal ¢ :
w — f. Ahora hacemos [fi]p < [f2]p, entonces:

{a <k | fila) < fola)} €D,

Sean F([fi]p) = [g1lu, F([f2]p) = [g2]u, ast:
Ula € Ei | fila) = g1(0)}, Lo € Ei : fo(a) = g2(i)} € D.
i<w <w
La interseccon de estos tres conjuntos estd en D, con propiedades
booleanas y de particién obtenemog’}

Jfe e Ei | Ai(e) = g1(i) A fol@) = gali) A fi(@) < fala)}
<w
Y claramente esto esta contenido en:
U
neT

para T = {n < w | g1(n) < g2(n)}. Entonces la funcién preserva el
orden y es inyectiva. En seguida sea g : w — [3; definamos f : k — (3
como

f(a) = g(n) cuando y solo cuando o € E,,.

De nuevo, por propiedades de particién, esto esta bien definido y
claramente resulta que F([f]p) = [g]u- O

Corolario 1.2.10. Para D, k, f como anteriormente, |5*/D| < .

%z € Uicy{a € Bi | fila) = 1)} NU;co{e € Ei | f2(0) = g2()} N{a < & | fi(a) <
f2(a)} es equivalente a (Hn < w)(z € En A fi(z) = g2(n)) A (Im < w)(z € Em A fa(z) =
g2(m)) A fi(z) < fa(z) si n # m, entonces z € E, N En, (0, asi que es equivalente a

(Fn <w)(z € En A fi(z) = g(n) fo(2) = g2(n) A fr(z) < f Z))
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Una pregunta natural al fijarse en ultrafiltros no desmontables es
iquiénes admiten uno?, para responder esto definimos:

Definicién. Por recursion definimos a-Mahlo:
1. k es 0-Mahlo cuando y solo cuando es inaccesible (fuerte);

2. k es o+ 1-Mahlo si y solo si es a-Mahlo y {p < Kk | u es
a-Mahlo} es estacionario en k.

3. k es a-Mahlo si y solo si lo es para cada B < .

Teorema 1.2.11 (Prikry [I8]). Sean r inaccesible fuerte pero no
Mahlo (i.e. 1-Mahlo) y U un wultrafiltro en k. Entonces para cada
a < Kk eziste un X € (o, k) tal que U es N\-desmontable.

Demostracion. Supongamos lo contrario; entonces existe a < k tal
que para cada A con o < A < k' y U no es A\-desmontable. Primero
veamos que si U es un ultrafiltro y D es otro tal que X € D cuando
y solo cuando f~![X] € U. Entonces D no es a-desmontable para
los mismos o que U: si (I, | v < a) es tal que |J,_, I, = & enton-
ces [kl = fTHUpeo Iv] = Uyeo L] = k. entonces podemos
encontrar C' C x numerable con f ', cc L] =U,ec [ L] €U Y
por tanto J,cc Iy = U,ec Iv € D.

Ahora supongamos que U es un ultrafiltro uniforme en « tal que
existe 1 con U no A-desmontable para p < A < 2" entonces
podemos encontrar F normal débil y que no es a-desmontable para
los mismo « que D. Para ver esto tomemos K = {[{] | £ < &k}
el conjunto de las clases constantes segiin D. Queremos ver que
este conjunto tiene una funcién minima que lo acota. Con tal fin
fijémonos en su cofinalidad: ¢f(K) > ky sea H C K con |H| < K,
digamos H = {[v¢] | £ < p}; hagamos h : kK — k. Como h(n) =
supg., e + 1 para todo 1 < k, la regularidad asegura de hecho que
h(n) < Kk y ademds es constante.

En seguida supongamos que no existe tal minimo, entonces po-
demos encontrar A < (2#)* y una sucecién (h, | @ < \), decrecien-
te médulo el ultrafiltro U, tal que para h, € K", [h,| acota Ky
ademds si [f] acota K existe « tal que [h,] < [f]. Ahora hagamos
He = {ho(§) | @ < A}, entonces |H;| < A\, [[[ He/U| < (29)T y

H={[n] € [[He/U | Gz € K)z > [n]}.
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Se sigue que |H| < (2#)*. Dado que c¢f(K) > K, podemos encontrar
[k] € K con [k] > [h] para todo [h] € H. Ahora para o < A\ hacemos
I, = {& < k| fol§) > Kk(&)}, asi que I, € U. Definase g : k = K
como ¢(&) = min{h, (&) | £ € 1.}, se sigue que estd definida en I,.
Adn maés, g(&) < hat1(§) para £ € 1,41, de donde que [g] < [hq]
para o < A. Entonces podemos encontrar [f] € K con [g] < [f]. Sin
embargo, como [g] € [[ He/U, [g] € H. Por tanto [g] < [k]. Pero g
estd definida exactamente donde pasa lo contrario, i.e. [k] < [g]; una
contradiccion.

Ahora tomamos a f como esta funcion minima; definimos F =
f:(D) ={X Cc k| f'[X] € D}. Sea g : k — k tal que {£ <
k| g(€) < €} € F, es decir fU[{€ < x| g(€) < €}] € D; pero
FUHE< w1 9(6) < €1 = {C < w ] (3 < R)(C = F(E) A glC) < O}
y por tanto {& < k | g(f(£)) < f(§)} € D, entonces g o f tiene que
estar acotada segtin D, es decir que g esta acotada segin F. Ademas

no es a-desmontable para los mismo elementos que D.

Hasta ahora hemos visto que cualquier ultrafiltro uniforme lo
podemos traducir a uno normal preservando la no-desmontabilidad.
Sea D dicho ultrafiltro normal.

Afirmacién. Para cada v < k, |[[ /D] < k. Alin més esto implica
que k es Mahlo.

Prueba. Por el lema 1.1.1 claramente | [[v/D| < k. Para ver que
r es Mahlo con esta condicién veamos que {«v < k | av es inaccesible débil} €
D; supongamos lo contrario. Como D es normal débily L = {a < K |
a es limite} es club entonces L € Dy asi {a < k| cf(a) < a} € D.
Sea (S, | @ < k) una sucesién de conjuntos tales que S, C « es
cofinal con otp(S,) = c¢f(«) para a limite y S, = {0} en otro ca-
so. Entonces podemos encontrar v < k tal que |S,| < v médulo
D. De lo contrario {a < k| |S.] = ¢f(a) > v} € D para todo
v < K, por tanto cf no estaria acotada en cada conjunto en D pe-
ro es regresiva moédulo D, lo cual contradice la normalidad débil.
Entonces |[[ Sa/D| < k. Pero para tales sucesiones (S, | a < k)
sucede lo contrario: si [f] € [[ Sa/D, entonces f es regresiva médulo
D y por tanto acotada, digamos [f] < [5]. Como |[[Sa/D| < k'y
K es regular podemos encontrar 1 < k tal que [f] < [p] para cada
[f] € TISa/D. Como X = (u,k) N{a < k | « limite} € D, en-
tonces para cada o € X podemos encontrar v, € S, con v, > L.
Definamos ¢g(o) = v, para @ € X y 0 en otro caso. Claramente
[f] € T] Sa/D y por construccién [f] > [u]. Lo cual contradice la
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condicién de [p]. Es decir que hemos probado que | [[S,| < &. Pero
ya sabfamos | [[ So/D| < k. QED

Entonces x es Mahlo, lo cual no es el caso. La contradiccion
sigue de haber supuesto que existe a < k tal que para cada A con
a < A< kyUno es \-desmontable. [

Asi, un inaccesible que posee un ultrafiltro no desmontable tie-
ne que ser mas grande que solo inaccesible, i.e. Mahlo. Para ver
qué grado de Mahlo es primero veamos que los ultrafiltros no a-
desmontables preservan convergencia:

Lema 1.2.12. Sea U un ultrafiltro no a-desmontable sobre k, donde
a < K es reqular. Para 1 < Kk con cf (n) = a st (e | € < a) es una
sucesion cofinal en u, i.e. estrictamente creciente y que converge a

, entonces [pe] = [p] en [[w/U.

Demostracion. Pensemos que no es el caso. Entonces podemos en-
contrar f : kK — k con

[1e] < [f] <[]

para todo { < a. Definamos Fy = {v < & | pe < f(v) < pes},
¢ < a. Claramente Fr N Fy = () para cada { # (. Por hipdtesis
debe ocurrir que U§<a Fe € Y. Atn més, para S C a con |S| < a,
tenemos Fg = U{eS Fe ¢ U: supéngase que Fs € U, como « es
regular existe algin ( < a con ¢ > £ para toda ¢ € S. Tomemos
¢ € Fg, entonces f(§) < pe < pic41, es decir que [f] < [pes1]; este
hecho claramente contradice la no-desmontabilidad de U. O]

Teorema 1.2.13 (Prikry [18]). Sea r inaccesible fuerte y U un ul-
trafiltro no a-desmontable para o < k arbitrariamente grande. En-
tonces k es w-Mahlo.

Demostracion. Debemos probar que « es n-Mahlo para cadan < w.
Procedemos por induccion. Para n = 0 es trivial ya que es inaccesible
fuerte. Supongase cierto para cada m < n. Ya sabemos por la prueba
anterior que U lo podemos pensar como normal débil y ademads
{a <k |aes(n—1)-Mahlo} € U. Procedemos por dos casos:

I El conjunto M es un elemento de U donde

M ={a <k|aes(n—1)-Mahlo A U es a-desmontable}
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Tomemos I = {a < k | U es o desmontable A regular}. Cla-
ramente |I| = k. Sea f : k — & la funcién f(a) = |a N I|,
entonces F' = {a < k| f(a) = a} es un club en k. Por tan-
to M NF € U y para cada o € M N F podemos obtener un
ultrafiltro que no es &-desmontable para cada & < «, por lo
anterior y por hipétesis de induccion a es n-Mahlo. Mostramos
que M NF C {a < k| aes n-Mahlo}.

IT El caso I falla. Para esto veamos que si C' C [[ k/U es cerrado

y no estd acotado por [id] entonces pasa solo una de dos cosas:
{a < k| U es cf(a)desmontable} € U o {a < k | [a] € C} €
U.

Prueba. Supdéngase que el segundo caso no ocurre. Entonces
el complemento s pertenece: K = {a < k | [a] ¢ C} € U.
Construimos una funcién h : E — [[k/U como h(a) = [f]
donde [f] es tal que [f] < [a] ¥ [g] < [f] para toda [g] € C, esto
lo podemos hacer ya que C' no estéd acotado por [id]. Definamos

H={a € K|[(E¢<r)h(a) < [¢] < a]}.

Supongamos que F' € U. Sea g(«a) = £ donde h(a) < [¢] < [a],
entonces g(a) < « para cualquier a en algin Y € U. Por
normalidad débil g esta acotada bajo [id], médulo U. Entonces
C' resulta estar acotado bajo la identidad. Asi que H ¢ U,
{a < k| =(Fy <kr)h(a) < [v] < [a]} € U. Por el lema anterior
{a < k| U es cf(a)-desmontable} € U. QED

Como el caso I falla, para C' C [] k/U cerrado y no esta acotado
bajo [id], {a < k | [a] € C'} € U. Pensemos que no es (n + 1)-
Mabhlo, por tanto {a < k | @ es n-Mahlo} ¢ U. Entonces para
cada « en el complemento podemos asociarle un club C, C
a tal que no contiene cardinales (n — 1)-Mahlo. Tomemos el
producto reducido C' = [[C, /U, que claramente es cerrado y
no estd acotado por la identidad. Como {a < k | U es cf (a)-
desmontable} ¢ U, por lo cual {a < k | [a] € C} € U, asi que
{a < k| amnoes (n—1)-Mahlo} € U, lo cual viola la hipétesis
de induccion.
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1.3. Regularidad.

Igual que en la seccién anterior, como convencién pensaremos
que k es regular y si tomamos un ultrafiltro &/ en s entonces sera
uniforme a menos que se afirme lo contrario.

Definicién. Sean p < k cardinales. Decimos que un ultrafiltro U
es (u, k)-regular si podemos encontrar S C U de tamano x de tal
forma que

VY SV =n—[)Y=0).

Y, como convencion, diremos que U es (p, k)-irreqular si y solo si
no es (u, k)-reqular.

Claramente si p < k y U es (i, k)-regular entonces es (v, k)-
regular para ; < v < k. Por la prueba del teorema 1.2.5 obtenemos
el siguiente resultado.

Corolario 1.3.1. Sea a regular y D un ultrafiltro, si D es (o, «)-
regular entonces es a-di.

Por tanto,con las condiciones anteriores es a-desmontable. Ahora
veamos una caracterizacién de regularidad con la primera funcion:

Teorema 1.3.2. 5i D es un ultrafiltro sobre un cardinal reqular ,
que posee una primera funcion f entonces D es (u, k)-reqular si y

solo st {& <k |cf(f(&) <pu}eD.

Demostracion. Probaremos algo atin mas fuerte: las siguientes afir-
maciones son equivalentes

1. D es (u, k)-regular.
2. (cf([fD) < [u])*?.

3. No existe g : kK — k tal que para o < k, g(«) es regular > p y
ef(T1{g(a), <)*/D) = k.

2 — 1. Por el teorema de Lo$ (cf([f]) < [u])"P es equivalente
aC ={{ < k| cf(f(§)) < p} € D. Definamos una sucesién
(Cy | pe C)comoC, C f(p)cofinal y |C,)| < p. Ahora consideramos
el encaje j : V < V*/D, que al ser f : kK — k una primera funcién
para D da lugar a

K

([f) = sup (&) "®.

E<k
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Sabiendo esto definimos ¢ : K — V como g(a) = C, para a € C.
Por Los -
(lg] es cofinal en [f]) ™.

Por recursién definimos una sucesion (I | € < k) de intervalos
I = (ag, B¢) describiendo sus cota: Pensemos que ((ag, B¢) | € < p)
ya estd definida, hacemos o, = (supg., 5¢) + 1y sea

B, =min{8 < x| (lg] N (j(a,), (8)) #0) "}

Ya definida (I | £ < k) podemos ver que si & # ¢ tenemos [N, = (;
luego hacemos
Ye={aeC|CynI #0}.

Por construccién de (I¢)e<,, ¥ por el teorema de Lo {Yz | £ < Kk} C
D. Tomemos S C k con |S| = p, si

() Ye # 0.

¢es
entonces

0 € [eeg Ye sy solo si (V€ € S)a € Yg siy solo si
(V& e S)(aeCNC,NI #0);

entonces ocurre alguna de dos cosas: como |S| = u, (V& € S)C, N
I # 0y (I¢)e<w son ajenas podemos deducir que |Cy| = p lo cual
contradice la eleccién de C,,. O dado que |C,,| < py C, intersecta a p
de los I¢ entonces podemos encontrar & # ¢ con IeNI; # () lo cual no
puede ser el caso. De lo cual concluimos que ﬂée ¢ Ye = 0. Entonces

hemos encontrado una sucesién (Y; | £ < k) tal que al escoger p de

ellos su interseccién es vacia, es decir D es (u, k)-regular.
3 — 2. Pensemos que Y = {& < k| ¢f(f(§)) > u} € Dy
probemos la contrapositiva. Definamos

g(a) = {Cf(f(a)) para o € Y

K en otro caso.

Como Y € D tenemos

(lg) = ef(L/N)) ™.

Aun mas, como f no esta acotada modulo D

(cf([g)) = cf(ef () = ef([f]) = [6]) ™.
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Es decir que hemos encontrado una funcién g : kK — k con g(a) < p
regular y cf ([[{g(a), <)/D) = &.

1 — 3. Sea D (u,k)-regular en k' y g : & = K, cf(g(a)) > p
entonces cf([[{g(«),<)/D) = k*: tomemos {g, | @« < Kk} C K" con
(9] < [g]. Sea {R, | @ < Kk} un testigo de la (u, k)-regularidad,
definamos:

h(€) = sup{ga(&) | £ € Ra}.

Claramente [g,] < [h] para cada a < k; pensemos que [h] = [g],
como cf(g(a)) > pysis Ck estal que [s| = p entonces [\, RBe =
0, al tomar X € D con £ € X implica g(§) = h(§), tenemos |X| <
i de lo contrario no se contradiria la regularidad, pero con < p
elementos no podemos obtener a g(§). Entonces claramente [h] <

[9]. 0

Lema 1.3.3. Sea D un ultrafiltro en k que es (u, k)-reqular donde
[ es un cardinal limite fuerte. Entonces

2° < [[] ul-
D

Demostracion. Tomemos una testigo para la (p, x)-regularidad: (A |
¢ < k). Definase (X¢ | € < k) como X = {a <k |§ € A}y
fy(§) =Y NXe para Y C k. Primero es claro que |X¢| < p de lo
contrario violariamos la regularidad y si Y # Z entonces podemos
pensar que existe ( € Y y ¢ ¢ Z. Para £ € A, resulta ¢ € X¢ por
definicién, por tanto

Cefr(§) =Y NX,
C & f2(§) = 2N Xe.

De donde fy(€) # f2(€) para £ € Ac v por tanto [fy] # [f], asi
que hemos mostrado | [[P(X¢)/D| > 27, como p es limite fuerte,

|P(Xe)| < p para cada &, entonces lo anterior claramente implica lo
que queriamos: 2% < |uf|. O

En la seccién anterior de este capitulo vimos algunos de los ta-
manos que poseen los k inaccesibles que portan un ultrafiltro no
desmontable, ahora veremos algo mas general sobre los x arbitrarios
que portan dicho ultrafiltro.

Teorema 1.3.4 (Prikry [I8]). Suponiendo HCG. Sea k un cardinal
que posee un ultrafiltro U no desmontable. Entonces cf(k) = w o es
inaccesible y por tanto w-Mahlo.
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Demostracion. Ya vimos que si k es inaccesible entonces tiene que
ser w-Mahlo. Ahora, si k es singular y U es uniforme entonces
es cf(k)-desmontable: sea (I¢ | & < cf(x)) una particién tal que
Ue<epiny Ie € U y cada I¢ ¢ D; tomemos s C cf (k) con |s| < cf(k),
si Uges I. € U entonces |U§es I¢| = k lo cual claramente no puede
suceder porque |s| < ¢f(k). Entonces, si cf(k) # w obtenemos la
descomposicién deseada. Si k = AT tenemos dos casos: para \ re-
gular si tomamos U uniforme en k, entonces con el teorema 1.2.5
y lo antes mencionado vemos que es AT-desmontable y entonces A-
desmontable. Y si A es singular tenemos.

Afirmacién (HGC). Sean k = p*, p singular y ¢ uniforme en k.
Entonces

1. U es p-desmontable, o bien

2. Existe algin v < p tal que U es a-di para todo a € (v, u)N{¢ <
k| ef(¢Q) =Ch

Prueba. Pensemos que 2 falla. Entonces existen cardinales regu-
lares § < p arbitrariamente grandes tales que U es [-dc. Usan-
do los resultados de la seccion anterior podemos pensar que U es
normal débil. Como pu es singular y s es el sucesor de u, enton-
ces {a < K | c¢f(a) < p} € U; ya que U es normal débil, id es
una primera funcion para U, por el teorema anterior U resulta ser
(1, k)-regular. Como p es singular, tiene que ser limite y por HGC'
limite fuerte. Usando el lema anterior tenemos:

2 = k" <|]] -
u

Ahora veamos que existe una funcién f : Kk — p que toma p distintos
valores en cada X € U. Antes de probar su existencia veamos que
esto implica p-desmontabilidad: primero, siempre podemos pensar
que f es sobre. Ahorasean X¢ = f'[{€}] y s € [u] <", 81 Uge, Xe €U
entonces f~' e, {€}] € U es decir f~'[s] € U. Como [s| < y,
y f toma p distintos valores médulo U, esto querria decir que f
toma < g valores, lo cual no es el caso, entonces Uges Xe ¢ U
para cualquier s € [u]<*. En seguida pensemos que no existe tal
f Kk — u; cualquier f : kK — p es equivalente a una g que toma
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menos de p valores en algin X, € U. Asi que

wic U s

sE[p]<r

Dado que i+ < |[u]#] = u < 2%, por HGC - = 20, asf |[u]<#] =
pt = k. Perd™| | TT,, v| < &, esto es:

‘HM|§H’XH’:H7
u

lo cual contradice nuestra observacion de la regularidad. QFED

Y eso concluye la demostracion del teorema. O]

Corolario 1.3.5. Si el ultrafiltro Y C P(k) posee una primera
funcién f, entonces D es (w, k)-irregular.

Demostracion. Si fuera regular entonces {a < k | ¢f(f(a)) < w} €
D, es decir que f toma valores de sucesores en algin X € D i.e.
podemos encontrar g : kK — k con [f| = [g + 1]; claramente sucede
que [g] < [f], por ser f una primera funcién, asi que [¢g] < [p] para
alguna p < k, y podemos encontrar algin n < w con [f] < [p+ n],
lo cual contradice que f no esté acotada. O]

Nota. Tomemos k inaccesible débil y U/ un ultrafiltro normal débil
en k. Por el teorema 1.3.2 sabemos que hay dos posibilidades para

U:
(a) [ef] = lid],

(b) o podemos encontrar algin v < k con [cf] < [v].

En el primer inciso, {a < k | ¢f(a) = a} € U, U es (i, k)-irregular
para cada pu < K porque si no fuera el caso y v es tal que {a < & |
cf(a) <vyelentonces Z ={a<k|cfla) =a<v}=(0,v)e
U, lo cual no ocurre. En el segundo, U resulta (v, k)-regular.

Con la observacion anterior obtenemos lo siguiente:
Teorema 1.3.6. Sea F un filtro normal, k-completo, k-saturado en

k. Entonces cualquier ultrafiltro U D F es normal débil y (u, k)-
wrreqular para p < K.

10Véase la prueba del lema 1.2.1.
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Demostracion. Primero veamos que & es inaccesible débil. Pensemos
que kK = AT y veamos que k no puede tener un filtro k-completo,
k-saturado. Sea <M§ | € < AT, ¢ < A) una (AT, A\)-matriz de Ulam.
Pensemos que tenemos tal filtro F, entonces para cada & < A%
podemos encontrar un ¢ < A tal que Mi tiene medida positiva. De
lo cual podemos obtener un s C A™ con [s| = AT y tal que (¢ = ¢
para todo { € s. Entonces (MCg | £ € s) es una sucesién de tamano
AT, ajena y de conjuntos de medida positiva. Lo cual no puede ser.

Entonces k tiene que ser inaccesible débil. En seguida, claramen-
te F es normal débil, entonces cualquier extensién suya es normal
débil. Solo resta ver la irregularidad. Claramente es suficiente ver
que {a < Kk | ¢f(a) = a} € F. Pensemos que no, por tanto
{a < Kk | e¢f(a) < a} tiene medida positiva. Por normalidad po-
demos encontrar v < k con [cf] = [v]. Digamos que X es de medida
positiva tal que si £ € X entonces ¢f(§) = v. Para cada o € X
hacemos (£¢ | ( < v) una sucesién creciente cofinal en « y para
cada v < v definimos f,(a) = £ para a € X, las cuales clara-
mente son regresivas médulo F. Luego hagamos, para cada v < v,
X)={£€ X | f,(§) =n}yconestoY, = {n < x| X] tiene medida
positiva}, por k-saturacién |Y,| < x y por normalidad Y # ); en se-
guida hacemos X, = Uney7 X, Notemos que para v, =sup Y, <k
tenemos f,[X,] C v, porque si @ € f,[X,] entonces existe 5 € X,
con a = £,(8), pero B € X, implica (3 € Y3)(f,(8) = n = a).
dado que n < v,, de hecho a@ < v,,. Hemos encontrado X, C X de
medida positiva y v, < & con f,[X,] C v,, tomando esto hacemos
v = sup, ., Uy, < K. Por r-completud ,-, X, es un conjunto de
medida positiva pero

y<v

£ €., X, siysolosi (Vy <v)§ € X, siy solo si
(Vy <v)(Fn € Y,)§ € XTI siy solo si
(Vy <v)(3EneY,)(§ € X A (§) =n).

Como f,[X,] C v para todo v < v, y £ € X implica f,(§) < £ por
lo cual obtenemos

(Vy <v)(Fn <o) f,(§) =n <,

sup, ., f+(§) = £ < v. Asi, ﬂKV X, C v, lo cual es una contradic-
cion. O]
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Ejemplo. Tomemos un cardinal medible py (U | £ < v), v < p una
sucesién de ultrafiltros normales r-completos en p ast F = (., U
es un filtro normal débil y k-completo; porque al tomar {X, | £ <
n} € F, n < p tenemos {X¢ | £ < n} C U, para todo ¢ < v
entonces ()., X¢ € U para todo ¢ < v, es decir (., X¢e € F.
Ahora si f : pu — p es regresiva médulo F entonces lo es para cada
Us O F, £ < v. Por normalidad de cada ultrafiltro U podemos
encontrar ¢ < p con [fly, = [Belu,. Haciendo § = sup,., Be < p,
para cualquier £ < v, {a < k| f(a) < S} € U, entonces {a <
k| f(a) < B} € F, lo cual prueba que es normal débil. Como es
normal débil y k-completo, por tanto resulta normal y x-saturado. Y
si (Ye | € < v) es una particién con Ye € Ug, entonces FU{Y;} genera
al ultrafiltro U: al tomar un ultrafiltro Ve generado por F U {Y¢}
y un X € Vg se sigue que existen dos posibilidades, X € F C Ug o
X D Y que implica X € U, asi que Ve C Ug que por ser maximo
en realidad resultan idénticos.

Corolario 1.3.7. Dado un filtro F sobre s con una particiéon de
medida positiva (X, | @ < k), podemos extender F a un ultrafiltro
(w, k)-irregular.

Demostracion. Sea [ : k <> [k]<* una enumeracién biyectiva y ha-
gamos Yy = Usef(c) Xc. Tomemos n # &, luego Y NY, # 0, ya que
&,n € f(¢) para algin ¢ < k. Pero al tomar s C k, |s| = w tenemos
ﬂgesyﬁ = () porque no existe v < k tal que s C f(v). Asi que el
filtro generado por F U {Y; | £ < K} es el buscado. O

Teorema 1.3.8. Si D es un ultrafiltro (i, k)-irregular sobre k, don-
de w < u, entonces existe una funcion casi inyectiva minima, modu-
lo D, donde por casi inyectiva pensamos que |f~'[{a}]| < k para
todo o < Kk y casi inyectiva modulo D es que existe X € D con
|f'{a}] N X| < & para todo a < k.

Demostracion. Procedemos por contradicciéon; definamos una suce-
sion (fe | £ < k) de funciones casi inyectivas y decrecientes por recur-
sion: supongamos que ya las hemos definido hastan < k. Sin = p+1
hacemos f, cualquier h : Kk — K con [h] < [f,] v h(§) < f,(§) para
¢ < K, tal h existe por hipotesis. Si 7 es limite definamos:

fa(€) = min fo,(€).

a<n
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Se sigue que f, es casi inyectiva porque al tomar § € f‘ {3, y
fn(&) = ¢, por definicién de f,, podemos encontrar o < 7 con fa(f )=
fa(§) = ¢, asf que € € f [{C}] es decir f ' [{C}] € Uao, foa ' [{CH
y por regularidad | Ua<77 {c¢H] < k.

Ahora, hagamos X, = {S < K| far1(§) < fo(§)}. Claramente
X, € D, pero al tomar i de dichos conjuntos obtenemos una suce-
sién decreciente de ordinales. Entonces D resulta (w, k)-regular; una
clara contradiccion. O]

Nota. Si ademés D es p-punto, obtenemos una primera funcion.
Porque si f no esta acotada, resulta casi inyectiva y [g] < [f], donde
g es la menor de las casi inyectivas. Si [f] < [g], no puede ser casi
inyectiva y por tanto no puede no estar acotada.

Lema 1.3.9. Si F es un filtro k-completo en k y existe una familia
(fa | @ < K) de funciones f, : K = X\, A < Kk finalmente distintas
médulﬂ F y estdn acotadas en el ultraproducto por una funcion
f:rk— A\, entonces cualquier ultrafiltro D D F es (A, k)-reqular.

Demostracion. Para esto usamos una equivalencia de regularidad:

D es (u, k)-regular si y solo si existe o : |JD — [k]<H
tal que {i e D |a € o(i)} € D.

Prueba. Para ver la equivalencia tomemos una sucesion que atestigiie
la (i, k)-regularidad (X, | o < k) y definamos o(i) = {a < k| i €
X, }. Por regularidad es claro que |o(i)| < u, ademés {i € |JD |
aco(@)}={ieUD | i€ X,} = X, Ahora, si tenemos tal
funcién hagamos X, = {i € |JD | a € 0(i)} para a < k. Luego, si
i€ ﬂ£<u Xa, entonces para toda § < p, 1 € X, es decir ag € o(i),
pero |o(i)| < p. En consecuencia (), Xo, = 0. QED

Sea D D F un ultrafiltro y tomemos dicha familia (f, | @ < k)
con [fo] # [fs]l y f: Kk — Acon [f,] <[f]. Definamos una funcién o
con dominio kK como

o(§) ={a<r | (V8 <a)fs(€) # fa(&) N ful8) < [(E)}-

Si |o(&)] > A, se obtiene |{fa(§) | @ € o(§)}| > K, pero {fua(§) |
a € o(&)} C f(&) < k; por lo que |o(&)] < A Fmalmente por
construccién de o ocurre

\/,.\

117 e. cualesquier dos de ellas difieren a partir de un punto.
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No<alfs(8) # fa(§)} N{E < /z I)}fa(é) <fle)}c{f<rlac
o(&)}.

Y por k-completud {{ <k |a € o(§)} €D. O]

Notemos que la hipdtesis débil de KurepaE en F implica la exis-
tencia de una familia como en el teorema anterior.

Corolario 1.3.10. Sean F un filtro k-completo en 'y (f, | @ < k)
una sucesién de funciones finalmente distintas; D O F es (A, k)-
irregular entonces las f, son cofinales en \*/D.

Pongamos nuestra atencién en ultrafiltros irregulares en x*.

Teorema 1.3.11. Si eziste un ultrafiltro D C P(k™) (k, k1)-irregular,
entonces kT es inaccesible en L.

Demostracion. Ya se menciono que con la hipétesis débil de Kurepa
obtenemos una familia como en el lema pasado. Y sabemos que
HEK,+ implica dHK(F) dondd| F = {X C x* | [s*\ X| < &}
. Finalmente —H K.+ implica que k™" es inaccesible en L. Asi que
tenemos:

D es (k, kT)-irregular — ~dHK(F) - ~HK,+ — “HK(k", k")
— k1T es inaccesible en L.

Teorema 1.3.12. Con las hipdtesis del teorema anterior: 25 =
kt o 25T = gt

Demostracion. Es suficiente ver que si existe una familia (f, | o <
kT*T) de funciones finalmente distintas de k™ en k™ entonces D
es (k, kT)-regular. Como son finalmente distintas y D es uniforme,
por el teorema Lo$ el conjunto {[f.] | @« < kTTT} estd ordenado
linealmente, asi que tiene un elemento con s+ predecesores; sin

12dHK, + (F) asevera la existencia de una familia (fo | « < kTF) con fo : kT = Ky

[fa] # [f5], para o # B.

13La hipétesis de Kurepa en s, HK, +, afirma la existencia de una funcién A : k=
P(kT) tal que |[{A(§) N | € < KT} < kT. Teniendo dicha A enumeramos cada {A(§) N« |

¢ < ktt} como {A? | € < k}; luego definimos fo(B8) = & si y solo si A(a) N B = A?. Si
tomamos o # v y B tal que 8 € A(a) < B ¢ A(y), entonces fo(€) # fv(£) para cualquier
§<B.
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pérdida de generalidad pensemos que [f.] < [fe++] para a < k1.
Sea (75 | @ < k) una enumeracién de f.++(€) < x*. Definimos

9a(§) = min{B | fa(&) =5} a <w™7

para fo(£) < fo++(§) e indefinida en otro caso. Claramente cada g, :
kT — Kk, estd definida en un conjunto X € Dy {[g.] | @ < KT} es
de tamano ™ porque son finalmente distintas. De nuevo podemos
pensar que [g,] < [gx+] para o < k™. Definamos

0(&) = {a < K" | ga(§) esta definida A(VC < @)g¢(§) # gal(€)Agal§)

Si |o(€)| > Kk entonces podemos encontrar a C o(§) con |a| = K,
entonces [{g.(€) | @ € a}| = & lo cual contradice que {g,(§) | o €
a} C go+(€) < k. O

En la seccién anterior se probd que un ultrafiltro normal débil
es un p-punto; ahora veamos una condicién de irregularidad que
implica ser p-punto.

Teorema 1.3.13. Sea D un ultrafiltro (k, k)-irreqular en Kk, en-
tonces D es un p-punto.

Demostracion. Probaremos que si (P,)a<x+ €s tal que {a < kT |
P,NX # 0} = kT para cualquier X € D, entonces podemos
encontrar Y € D con |P, NY| < k para a < k arbitrario. Esta par-
ticién claramente define una funcién f : k* — k% como f(§) = «
cuando y solo cuando ¢ € P, que trivialmente resulta no estar aco-
tada médulo D. Para empezar, veamos que se cumple la desigualdad
|X N P,| <k para algin X € D y cualquier « < k*. Pensemos que
este no es el caso. Entonces para cada X € D podemos encontrar
a<ktceon | XNP,|=xrT;luegoparal € XNP,yg: k" — kT
arbitraria, tenemos g(f(§)) = g(«), entonces [g o f] < [id]. Ahora
si (fa | @ < kKTT) es una familia de funciones finalmente distintas,
con fo : kKT — KT, entonces (fy o f | @ < k*T) es una familia
tal que para o # [ podemos encontrar v < ' de tal forma que
fao f, fso f difieren en Ufzw P, porque f,, fs difieren a partir de
algin v < kt, 81 C € U§27 P,, entonces fo(f(C)) # fa(f({)), porque
f(¢) = 7. Ademas, todas estds funciones estdn acotadas por id, asi
que hemos encontrado una familia de funciones de tamafno k™" entre
las cuales existe una funcién con % predecesores. Por el corolario
anterior las funciones tienen que ser cofinales en (k, <)%, lo cual

< Gkt (5)}
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implica que D es (k, k" )-regular. En seguida, podemos pensar que
|P,| < k. Sean (g, | @ < k™) una familia finalmente distintas de
kt aryh:kt — Kk una funcién con h | P, inyectiva para todo
a < k1. Como antes (g, o f | a < k™) es finalmente distinta segin
la particién, luego existe § < k™ tal que [gs o f] > [h], digamos que
X € D es tal que £ € X cuando y solo cuando gz(f(§)) > h(£). Por
tanto | X N P,| < k porque si { € X N P, entonces gs(f(£)) > h(€) y
¢ € P,,lo cual implica que gg(a) > h(€) y | XNP,| < gsla) < k. O

Al ser p-punto posee una primera funcién, inmediatamente tene-
mos estos dos resultados:

Corolario 1.3.14. Para cualquier ultrafiltro D sobre %, D tiene
una primera funcién f : Kkt — kT con {a < kT | ¢f(f(a)) =k} €D
cuando y solo cuando es (k, k1)-irregular.

Demostracion. Como {a < kT | cf(f(a)) = k} C {a < kT |
cf(f(a)) > &k}, deducimos la (k, k)-irregularidad. Para la otra
direccion: por el teorema anterior existe una primera funcién y
{a <w" | cf(f(@)) = &} € D, pero {a < k¥ | cf(f(a)) > K} =0
ast que {a < w* | cf (f() > #} = {a < w* | ef(f(a) =r}. O

Corolario 1.3.15. Si k™ posee un ultrafiltro (k, x")-irregular, en-
tonces posee uno normal débil (k, kT)-irregular

Demostracion. Sea [ : kt — k1 su primera funcién, hacemos Y =
{X C k| f7[X] € D}, que es normal débil. Pensemos que es
(k, kT)-regular y sea S C U el testigo de la regularidad. Entonces
S = {f'X]| X € 8} C Dy al tomar k elementos f~'[X(]
en 8 tenemos (., f'[Xe] = [ Nec Xe] = f7'[0] = 0. Una
contradiccién porque si D es (k, kT)-irregular, entonces también U
tiene que serlo. 0

Si tomamos k singular, cualquier ultrafiltro uniforme en x* es
(k, kT)-regular, porque {a < ™ | cf(f(a)) = k} = 0.

Ya hemos probado que la (k, x")-irregularidad implica la exis-
tencia de una primera funcién. Queremos ver en qué otros casos de

irregularidad esto se cumple. Para esto tenemos el siguiente resulta-
do.
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Lema 1.3.16. Sea D un ultrafiltro (p, k)-irreqular en k, donde w <
1 < k. St D no posee una primera funcion, entonces podemos en-
contrar una sucesion de funciones (fo | @ < K), fo 1 K = Kk y una
sucesion de ordinales (p, | @ < K) € K* con

1. ninguna f, estd acotada modulo D,
2. o < B implica [f5] < [fal,
5. < B yps < fal§) implican fg(£) < fa(§).

Demostracion. Por recursién definimos dichas sucesiones. Pensemos
que ya tenemos f, ¥ po hastay < k. Siy = 0+1, hacemos p, = ps y
fo cualquier funcién no acotada, segin D, con [f,] < [f5] v f+(&) <
fs(&). Para v limite veamos que existe p < k tal que paran € (p, k),
€ <rla<ynp < fal) = n < ful§)} € Dy hagamos p, = p.
Ahora supongamos que no existe tal p y definamos una sucesién
(Be | € < k) como

Bo = sup{pa | @ <7},
Pesr = min{n > B [{¢ < r | (G <7)fe < fa(C) <n} € D},
Be = sup{fa, | @ < £}, para & limite.
Pero la familia {Y; | { < Kk} € D donde Y = {( < k| (Fa <
Y)Be < falC) < Besa} contradice la (p, k)-irregularidad porque ob-
tendriamos una sucesion de ordinales (g | £ < p) con

BO < fao(C) < fcu(C) <. < fag(g) <.

y entonces ap > o > ... > a¢ > ... Luego dicho p existe y podemos
hacer p, = p, ain mas podemos pensar que p, > Sup, .. fo- Luego
definimos f., como

£,(€) = {ml’“{f@@ 9y < Fal®} i (Ba <D fal€) = o,

0 en otro caso.

Por definicién de v,, {£¢ < x| f,(§) # 0} € D. Si f, estuviera
acotada médulo D, podemos encontrar n < x con [f,] < [n], pero
de nuevo por definicién de v, tendriamos {( < x| (Ja < 7)Be <

fa(¢) <n} €D. 0

Teorema 1.3.17. Si D es un ultrafiltro en k que es (u, \)-irreqular
para w < 1 < A < K, entonces D tiene una primera funcion.
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Demostracion. Pensemos que no existe; sea p = sup,.y fa, COMO
A < K tenemos p < k. Luego hagamos X, = {{ < k | fo(§) >
fa+1(§) > p}, por lo que X, € D. Ocurre (.., Xo, = 0, de lo
contrario se obtendria una sucesion decreciente de ordinales, lo cual
contradice la (p, A)-irregularidad. O

Corolario 1.3.18. Si k posee un ultrafiltro (i, \)-irregular, enton-
ces posee uno normal débil y (u, A)-irregular

Demostracion. Como antes hacemos U = {X C k| [} X] € D}. U
resulta normal débil y (u, A)-irregular. O

1.3.1. Ideales y atin mas Regularidad

Es muy natural pensar que una forma de obtener ultrafiltros con
un alto grado de irregularidad es a través de ideales. Damos dos
condiciones de ideales con las cuales obtenemos un ultrafiltro irre-
gular. Con este fin trabajamos sobre ideales en algebras Booleanas
y sin pérdida de generalidad pensamos que estamos en un algebra
de conjuntos. En lo sucesivo k es regular, |X| = k, k C X. Los
resultados de esta seccién son debidos a Huberich [3].

Definicién. Sean B una dlgebra Booleana y j, k cardinales. Deci-
mos que B es

» p-completa si|JX € B, para todo X € [B|<".

» Si A C B es una subdlgebra, decimos que es reqular cuando
cualquier anticadena mdxima en A es mazrima en B.

Recordamos e introducimos cierta notacién, donde 0 = y 1 =

U B:
» B" = B\ {0} y si A C B es una subélgebra entonces At =
A\ {0}.
» para AC B, A*={1\a|ae€ A}
» Si ' C B tiene la propiedad de interseccion finita, entonces

F, = {z € B | FU{x} tiene la propiedad de interseccién
finita}.
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» Dado Z C B un ideal, x ~7 y es la relacién de equivalencia
dada por Z: Ay € Z. Y B/I = {[z]|z | * € B}, donde [z]r =
{y € B |y ~z x} es la clase de equivalencia correspondiente|

Lema 1.3.19. A C B es una subdlgebra reqular si y solo si para
cada x € BT existe y € AT de tal suerte que para cada v € AT con
v Cy, tenemos v Nx # 0.

Demostracion. Pensemos que cada anticadena maxima de A es maxi-
ma en B. Sea x € B, x # 0. Sea C' C A una anticadena maxima,
podemos suponer que x ¢ C porque si x € C, entonces z € Ay,
como A es un subdalgebra elegimos y € A" de tal suerte que v C =z,
para v C y,v # 0, simplemente tomando y = x. Entonces siendo C
maxima, tanto en A como en B, x es comparable con algin w € C.
Sin pérdida de generalidad podemos pensar que w C x. Lo cual es
suficiente para la implicacion.

Ahora veamos la afirmacién inversa. Sea z € BT tal que para
cada y € A" existe v € AT con v Nz = (), donde v C y. Entonces
existe una anticadena C' con v € C, en Ay CU{x} es una anticadena
en B5. O]

Cuando x,y son como se pide en la afirmacion decimos que y es
la A-proyeccién de x.

Definicién. Decimos que Z C P(X) es un ideal fino si para cada
EeUX,{reX|fecx} el
Es decir, si X =k, Zes finosi {a <k | € <a} = (k) € T

Esto es, siempre que cualquier ultrafiltro &/ D Z* sea uniforme.

Definiciéon. Dada una dlgebra de Boole B y X,Y,Z C B, decimos
que Z es una Y -cubierta de X st para toda x € X NY existe y € Z
de tal suerte que x Ny €Y.

Lema 1.3.20. Para k > w, sea B k-completa e Z C B un ideal.
Para cada X € [B]=F, existe un ultrafiltro U D I* en B tal que para
cada I -cubierta Z C X de B existe Y € [Z]<" con Y € U.

Demostracion. Enumeramos X como {z¢ | { < k}. Para { < K
definimos:

ng{nW|WC{l}U{xC|(<§}/\Wesﬁnito}.

14Como es usual, prescindimos del subindice siempre que el contexto nos lo permita.
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Como ({z¢} = z¢, entonces z, € X, para toda ¢ < £, X, C X¢
cuando ¢ <  y ademds |X¢| < k.

Luego para cada ZT-cubierta Z C X de B existe {7 < k de tal
suerte que Z N X¢, es una Z'-cubierta de X¢,: dada dicha cubierta
Z y & < K, con el hecho de que Z es una cubierta, podemos escoger
para cada x € X, NZ™T

2. €LYy & =&

de tal suerte que * Nz, € Z* y 2, € X¢,. Entonces § = sup{¢, |
r € XeNZIT} es <k porque | X¢| < k. Con esto definamos { =0y
&1 = &, v finalmente hacemos &, = SUDy < &n- Sea u € TT N Xe,.
Como &z es limite podemos encontrar n < w con v € ZT N X,
entonces existe y € ZN X, , CZNXe, conzNy et

Luego definimos F = {{J(Z N X¢,) | Z C X es una Z*t-cubierta

de B}. Asi FUZ* tiene la propiedad de interseccién finita: si ZcX
son Zt-cubiertas de By & = &z, podemos pensar que & < &,
i < j<mn ComoleZ"nNX para i < n, especialmente para
i = 1 elegimos 71 € Z1 N X¢, tal que 11 N1 = 21 € Z+. Adn més
para r1 € X¢ podemos escoger xp € Zy M Xg, de tal suerte que
x1Nxo € IT. Repitiendo este proceso terminamos con z; € Z; N Xg,,
i < n, tales que (), z; € Z". Como z; C |J(Z; N X,) ocurre

ﬂxi C ﬂU(Z’ QX&.) c I+,

i<n i<n

por lo tanto intersecta a cada elemento de Z* y de hecho F U Z*
tiene la propiedad de interseccién finita. Ahora sea U D F U Z*, si
Z C X es una ZT-cubierta de B, entonces Z N X¢, € [Z]<" 1o es de
Xe, yUZNXe,) e FCU. O

Definicién. Decimos que D C B es denso si para cada v € B*
existe y € D, y # 0 con y C x. Decimos que T C B es un ideal
k-denso si BT tiene un subconjunto denso de tamano a lo mds k.

Corolario 1.3.21. Sea Z C B un ideal k-completo y x-denso, donde
B es k-completo. Entonces existe un ultrafiltro & D Z* tal que para
cada ZT-cubierta Z de B existe Y € [Z]=" con Y € U.

Demostracion. Sea D C B/Z denso con |D| < k, D = {[z¢] | £ < K}
Podemos pensar, sin pérdida de generalidad, que {z¢ | { <k} CZT,
entonces es denso en Z7. Luego el lema anterior nos da un ultrafiltro
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U D I* de tal suerte que para cada Z*-cubierta Z C {x¢ | £ < K}
de B existe C' € [Z]<F con |JX € U. Atn més, U es como se
requiere: Sea Z la cubierta adecuada. Para { < k escogemos z¢ € Z,
ue € {xe | € <k} ywe € TeonaegNize € LT, ue \ ye < e N 2.
Entonces {ug | £ < K} es denso en Z", podemos suponer que es
un subconjunto de {z¢ | £ < k} que ademds es una Z*-cubierta
de B. Asi obtenemos alguna p < r con (J{ue, | o < p} € U.
Luego U{ue, \ ¥e, | @ < p} € U por la k-completud. Todavia mas,
g, \Yeo < Ze, implica |, o » %. € U, lo cual completa la prueba. [

Lema 1.3.22. Sean w < v < k y Z C P(X) un ideal normal con
{r e X |¢eca} eI para cada & < k. StU D I* es un ultrafiltro
cortL:

1.Y={reX|xzNk es <vy-cerrado } € U,

2. Para cada " -cubierta Z de P(X) existe Y € [Z]<F con | JY €
U,

entonces U es (7, k)-irreqular.

Demostracion. Supongamos que no lo es y sea (U, | v < k) con
R, ={v <k |z €U} €U; porregularidad |R,| < v y la funcién

f:X =k, f(z)=UR:Nx)

es regresiva en Y. El conjunto Z = {f7'[{¢}] | € < k} U{X \ Y}
forma una ZT cubierta para P(X). Sea V€ Zt;asi V\Y €Zy f
resulta regresiva en YNV € Z7. Por normalidad podemos encontrar
¢ < k de tal suerte que f~[{&}] € ZT, entonces VNY N f1{¢}] €
Z* y por tanto VN fH{E}H € ZT.

Ahora, por la segunda propiedad podemos encontrar, para esta
cubierta Z, un S € [Z]* con M = JS € U, por lo que n = sup{¢{ <
k| fTH{E} € S} < K es tal que f[M] Cn. Y dado x € M se tiene
R, Nx Cn, por lo cual n ¢ R, para cualquier de tales x, ain mas
x ¢ U,. De donde se sigue que:

MnU,Nn{zeX|nez}=10

una contradiccion. O

15Decimos que a es < u-cerrado si para cada z € [a]<#, Jz € a.
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Pensemos que X = k e Z es k-denso, normal y para cada a < k,
{{ <k |a<&} = (ak) €T Ya vimos que podemos encontrar
un ultrafiltro & D Z* de tal forma que para cada ZT-cubierta Z de
P(r), existe S € [Z]<" con |JS € U. Sean v < k un cardinal y
E <k, X €[E]™.Sicf(§) > entonces | JX < & Asi que

{E<rlcf§) =} el

De ahi la irregularidad y de ahi que el resultado anterior generalice,
en cierto sentido, lo que ya habiamos visto anteriormente.

Del lema anterior y del corolario 1.3.21. obtenemos el siguiente
resultado.

Lema 1.3.23. SiZ C P(X) es k-denso entonces es k™ -saturado.

Demostracion. Tomemos D C P(X)/Z denso con |D| < k, D =
{lde] | € < k}. Sea W = {[z¢] | £ < KT} C P(X)/Z una familia
ajena modulo Z. Para cada { < x* sea [do,] € D con [do,] C [2¢];
entonces existe Y C x7 con |Y| = k" y para §,¢ € Y, [do,] = [da,],
es decir que si § € Y, [do] C [z,] N [z6], p,0 €Y, p # 0. Esto
contradice que W es una familia casi ajena médulo Z. O]

Shelah [21] demostré que si Z es normal y k*-saturado para k =
~* entonces {§ < Kk | ¢f(§) = ~}. Esto prueba que estos ideales
satisfacen {z € X | x N Kk es < p-cerrado} € T* para p < k. Por
tanto obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.3.24. Cuando Z C P(X) es k-denso y normal tenemos
que para cada v < k, {z € X | x Nk es < y-cerrado} € Z*.

Teorema 1.3.25. Sean £ > w regular, X no vacio y T C P(X)
un ideal k-completo y normal con {x € X | a € x} € T*. Si T es
k-denso, entonces existe un ultrafiltro U D I* que es (v, k)-irreqular
para cada v < k y{x € X |x Nk es < y-cerrado} € T*.

Definicién. Decimos que I es un ideal k-estratificado si existe una
cadena contmuﬂ de dlgebras de Boole (Be | £ < k™) y un estacio-
nario S C {& < kT | cf(§) = cf(k)} de tal forma que

B/I = Uf<H,+ Bf
y para cada & € S, Be es una subdlgebra reqular de tamano < k.
Decimos que I es k-estratificado fuerte si S = {£ < kT | ¢f(§) =

cf(k)}.

16(Be | € < k) es continua si Ug<r Be = Ba.
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Usamos la metodologia anterior para mostrar la irregularidad. Si
podemos encontrar un analogo al corolario 1.3.21 entonces podemos
usar el lema 1.3.22 para probar irregularidad bajo estratificacion.

Lema 1.3.26. Sea A C B una subdlgebra reqular y ambas dlgebras
k-completas. StU C A es un ultrafiltro en A, de tal forma que para
cada AT -cubierta K C A de A eziste C € [K|<" con |JC € U. Si

Z C B es una Bt-cubierta de B, entonces {{|JS | S € [Z]<"} es
una Uy -cubierta de B.

Demostracion. Sea Z una BT-cubierta de B y tomemos u € U,.
Hacemos:

Zy={zc€AlzNu=0V (y € Z)x es la proyecciéon de u Ny en
A}

Entonces Z4 es una A" -cubierta para A: seav € AT, paravNu = 0,
v € A. De otra forma podemos encontrar z € Z con z NuNwv # 0.
Ahora seaw € A* la proyeccién de zNuNv. Por lo cual zNuNunw #
0 y en particular w Nv # 0. Todavia mas w € Z, porque es la
proyeccion de z N u.

Por hipétesis existe C' € [Z4]<" con |JC € U. Entonces |J{v €
Clvnu=0}elUolU{veC| (Fye Z)ves la proyeccién de
yNuen A} e Y. Como unNJ{v e C|vNnu=0} =0, se sigue que
U{v e C | (Jy € Z)v es la proyeccién de yNu en A} € U. Entonces
para cada v € C existe y € Z tal que v es la proyeccién de u N y.
Sea S € [Z]<" de tal forma que para v € C' existe un y € Z como
antes y definamos & = J.S. Por tanto ZNu € U, ya que si tomamos
w € U tenemos w N |JC € U, luego podemos encontrar y € C' tal
que wNy # 0. En seguida tomamos 2z € S tal que y es la proyeccon
de zNwu. Como wNz € AT obtenemos v Nw Ny Nz # 0, por lo cual
wNZNu#0 O

Corolario 1.3.27. Sean B, A,U como antes y pensemos que |B| <
k. Entonces existe un ultrafiltro V O U en B tal que para cada
BT-cubierta Z de B podemos encontrar S € [Z]* con S € V.

Demostracion. Usamos una combinacién del lema anterior y el lema
1.3.20. Para X = B e Z = el ideal dual de i/ en B podemos obtener
Y D U en B de tal suerte que cada ZT-cubierta Z de B, i.e. una
U, -cubierta, existe Y € [Z]<F con |JS € V. Ahora si K es una
Bt-cubierta de B y por el lema anterior @ = {|JC | C € [K]|~"} es
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una U, -cubierta de B, podemos encontrar C' € [Q]<" de tal suerte
que [JC €V y por tanto un Y € [K|<" con JY € V. O

Teorema 1.3.28. Suponga U, vk > w. Si I es k-completo, k-
estratificado fuerte en B una dlgebra k-completa, entonces existe un
ultrafiltro U D IT* de tal suerte que para cada I -cubierta Z de B
existe S € [Z]<" con|JS € U.

Demostracion. Sea (Be | £ < k1) un testigo de la k-estratificacién
fuerte y (C¢ | € < kT A€ limite) una Oy-sucesion:

» (¢ C € es un club.
» C¢ = C:N(, cuando ¢ es punto limite de Ck.
= para & con cf(§) < k tenemos otp(Ce) < k.

En seguida sea (g, ), <.+ una enumeracion monétona de S = {{ < k™ |
cf(§) = k}, entonces otp(C,,) = k. Para cada & < k* enumeramos

B como <x§])n<,§ y para ¢ < k" limite hacemos

By ={UX | X c{af | <otplvNC) AN evnC}|X| <w},
donde v € C,U{(}. Ahora, para ¢, (' < kT limites y v,/ € C.U{(}:

L. Si ¢f(¢) < &, entonces otp(C¢) < ky ast [BY| < k. Osiv<(
entonces otp(v N C¢) < v, pero si otp(v N Ce) = v.

2. Para v < v/ como otp(vNC;) < otp(v'NCy), entonces BY C Bg'.
3. Si ¢f(¢) = Kk entonces UVECg

1 < Kk, podemos encontrar v € CC con xff S BCV‘

B¢ = B. Porque, para cada

4. En general tenemos, B C B, C B,.

5. Cuando ¢ es punto limite de Cy, tenemos C; = (N Cy y
entonces ¢ N C¢ = (N C¢ y por tanto BY = By,

6. Si v es punto limite de C¢, tenemos v N C¢ = C, y con los

hechos anteriores: UaeuﬂQ; Bg = B.

7. Claramente {{J Z | Z € [B{]~*} C BY.
Definimos una sucesién de ultrafiltros (U | £ < k1) por induc-

cién. Pensemos que para { < ¢ ya estd definido y definamos U, por
casos:
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» Si ¢ = 0, simplemente obtenemos un ultrafiltro U, en B, con

el lema 1.3.20.

¢ es un sucesor, digamos ( = £ + 1. Con el lema 1.3.24 resulta
un ultrafiltro Ue O Ue, en B,

¢ es limite y su cofinalidad es < k; definimos
Ygfzz{UY|YC{x?C|oz<p}/\|Y| <w}.

Entonces Y| < k ya que \B§| < k cuando c¢f(¢) < k ademés
Ua<p Y2 = B Luego hagamos py = 0, si 0, < K ya esta
definido escogemos 23 y p3, donde x € Y2 N (Us)+ vy a € C,
de tal suerte que x Nz € (U, )+ v 25 € Yg’gg. Hacemos p,1 =
sup{py | @ € Cc N € YO N (Ua)1} y pz = sup{pn | n < w}.
Por tanto para cada BZ-cubierta Z C B, de B, con {{JK |
K € [Z]="}, pz < K es tal que ZNY2Z es una (Ua)4-cubierta de
Yf% y alin mds es una (Uy)+-cubierta de Bg ya que Bg - el
En seguida definimos

We={UZn Y#%) | Z es una BZ-cubierta de B con
(UK | K €21 < 7)
Ve={Ue|Qc Bf. es una (U, ) -cubierta para cada
a € CC}

Luego Ug < Ue U Ve U W, tiene la propiedad de interseccion
finita: si tomamos (U, ),-cubiertas Z C Bg para cada o € C¢
y K C B, son B -cubiertas de B, con {JG | G € [Ki]*} C
K;, sea x € U£<CL{5. Sea o € C¢ tal que x € Uy vy pi = pi,- Es
suficiente ver que

Nicm (U Z) 0N, (UK N AL € (Ua)+-

Pensemos que p; < p; (i < j); repetimos un proceso ya usado:
como 1 € Bg N (Uy)+ podemos encontrar y; € Z; tal que y; =
1Ny, € (U,)+. Puesto que yy € Bgﬂ (Uy )+, podemos encontrar
Yo € Zy tal que y; Nys € Bg N (Uy) - Tterando esto obtenemos
Yi € Z; con (., Vi € Bg N (U,)+. Dado que K; N Y;gl es
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una (U, );-cubierta de Bg podemos encontrar w; € K; N Ygfél
con wi N (e, ¥i € (Ua)+. Como wi N,y € Y2 N (Ua)+,
es posible hallar wy, € Ky N YC? tal que wy N wy N ﬂKm yi €
(Us)+. Reproduciendo lo anterior obtenemos w; € K; N Yg'gl
con (e, Wi N[ Njepm ¥i € (Ua)+. Lo cual prueba que de hecho
Nan(UZ) NN (UKD A2) € Ua)s. Y por tanto U Ue U
Ve U We tiene la propiedad éle interseccién finita; asi que sea
Ue D U Us U Ve U W cualquier ultrafiltro en B,

¢ es limite y ¢f(¢) = k. Ya sabemos que ¢ = sup{¢c | { <}y
B, = Ue<¢ Bse- Definamos U = [, Ug, que es un ultrafiltro
porque si x € U, le podemos asignar una { < ¢ de tal suerte
que T € Ug y siy Dz en B, también podemos encontrar 7 < ¢
tal que y D x en B y entonces y € U, C Uc. Siz,y € U
de nuevo podemos encontrar una £ < ¢ con z,y € U, asi que
xNy € Ug C U,. Finalmente si 1\x ¢ U, entonces para ninguna
§ < Cocurre 1\ z € U, de donde se sigue que x € U para
alguna & < (.

Es claro que (U | € < k™) satisface

(a)

(b)
()

U¢ es un ultrafiltro en B
cubierta Z C B, de B

> de tal suerte que para cada Bjc—
> existe K € [Z]<" con J K € Uc.

Us C U para £ < ( < k™.
Ve C U¢, cuando ( es limite y de cofinalidad < k.

(b), (c) son inmediatos por construccién. Veamos (a) por casos

¢ = 0 es inmediato gracias al lema 1.3.20.
El caso sucesor es consecuencia del corolario 1.3.21.

Cuando ( es limite pero de cofinalidad < k ya lo probamos al
hacer la construccion.

Para el caso ¢ limite con cf(§) = k. Tomemos Z una Bjc—
cubierta como se pide. Sin pérdida de generalidad pensemos
que {JC | C € [Z]<*} C Z. Hacemos p = min C;. Si ¢, € C;
ya estd definido escogemos, para a € ¢, N C; y cada x € Bé” N
(Up) 4, un 1& > 1, y 22 con 12 > 1, 28 Na € (Uy) 4, 22 € ng.
Luego hacemos t,41 > sup{s§ | @ € 1, NCe Ax € BN (Ua )+ },
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tal que 11 € C¢, lo cual es posible gracias a que C¢ C ¢ es
un club y ¢f(¢) = k. Ahora fijamos ¢ = sup,,, t», lo cual da
paso a que ¢ < ( sea limite con ¢f(t) = w < k. Ademds, es
un punto limite de C¢, por lo que C, = N C¢ y B = B¢
Hagamos Q = ZN B!, entonces @ es una (U, ) -cubierta de B!,
para a € C,. Por construccion, podemos encontrar n < w para
a€C yx€ B NUy)y cona€t,NCeya € BN (Ua)s
Asf que existe 25 € Z N B tal que x N 28 € (Us)1. Por
tanto 23 € Q ya que B*"' C Bf = B}. De donde resulta que
UoeV,cl..

Finalmente hacemos V = UC <t Ue, que es un ultrafiltro en B. Si Z
es una BT -cubierta de B, existe { < kT tal que Z N B, es una Bj{—
cubierta de B,,. Por lo cual existe C' € [ZNB, <" con JC € U C V.

Finalmente hacemos U = |JV, entonces Y D Z* y para cada Z+-
cubierta K de B existe Q € [K]<" con |JQ € U. O

Lema 1.3.29. Si T C P(X) es k-estratificado entonces es k' -
saturado.

Demostracion. Sea A C P(X)/Z = .+ B¢ una anticadena maxi-
ma. Afirmamos que {a < k* | AN B, es méxima} es un club. Es
cerrado gracias a la continuidad de (B¢ | £ < k™). No esta acotado
dado que si £ < kT entonces existe ¢ € S con £ < (, es decir que
AN B¢ es una anticadena méxima en B;.

Entonces existe £ € S con B N A méxima en Be. Pero |Be| < &
y es una subdlgebra regular, es decir AN B es méaxima en P(X)/Z,
por tanto AN B = A, |A| < k. O

Corolario 1.3.30. Cuando Z C P(X) es k-estratificado y normal
tenemos que para cada v < k, {x | z Nk es < y-cerrado} € Z*.

Asi obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.31 (O,). Sean v > w, X no vacio y I C P(X)
un ideal Kk-completo y normal con {v € X | o € x} € IT*. Si T
es k-estratificado fuerte, entonces existe un ultratfiltro U O IT* que
es (v, k)-irreqular para cada v < k y{zx € X | 2Nk es < 7-
cerrado} € T*.
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1.4. HK(p,k)

En esta seccién probamos que si “HK (k", k1) entonces k™1 es
inaccesible en L. A pesar de ser este un hecho conocido no encon-
tramos referencias de su demostracién, asi que se decidi6 agregarla.

Definicion. Sea k reqular y E C k estacionario. El principio {7 (E)
es la afirmacion: existe una sucesion (S, | a < k), S(a) C P(a),
|S(a)] < || y para cada S C K existe un club C' C k tal que si
a € CNE entonces SNa,CNa €S, OF es el principio $F (k).

Definicién. La hipdtesis de (k, \)-Kurepa es la afirmacidn: existe
F C P(k) con |F| > k" y para cada s € [k]* tenemos [{sNX | X €
F} < |X|. A dicha familia F le llamamos familia de (k, \)-Kurepa.

Claramente H K (k, k) implica H K, como se definié en el capitu-
lo 1 seccién 3.

Teorema 1.4.1. Sea X C k1 y supongamos que V = L[X]. Enton-
ces V = o7

Demostracion. Definamos f : kK — k por casos.

1. Existe ¢ < k* con k™ = (k)X Fijemos el menor tal ¢. Pa-
ra a < kT tomamos M, = min{M < L.+[X] | kU {k,(,a} C
M}, y hagamos f(a) = kt N M,. Por definicién de M,,
kT > kTN M,.

2. Para ¢ < k% tenemos (k)X < k. Entonces x* es inacce-
sible en L[X N¢] para cada & < k™

Prueba. Porque si £ < kT atestigua lo contrario, como k™ es re-
gular, entonces también lo es en L[X NE], pero no es inaccesible
ahi, asi que podemos encontrar v < k% con k* = (|v|*)HXNE,
Tomemos g € L.+[X] con g : k < vy sea N = min{M <
L+[X]ge MAK+1C M} Sean p =N Nkt eY tales
que 0 : N~ L,[Y]. PeroY = X Ny porque N es transitivo, si
y € x € N, entonces x € L.+ y por tanto

L.+ E (3h) (Fun(h) A dom(h) = & Aran(h) = xA
(Vz € 2)(3¢ < K)h(E) = 2)
como K,z € Ny k C N, podemos concluir
N E (3h)(Fun(h) Adom(h) = k Aran(h) =z A (Vz €
z)(3E < K)h(E) = =2).
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Es decir, existe £ < k con h(§) =y € N. Entonces Y = X N p.
Ahora, como g : k > v € L,[X Npl luego v tiene tamano « en
L,[X N pl, asi que,

LIX Npu] | v tiene tamano k.

Témese a = max{{,u} < k*. Esto resulta en que kt =
(kT)EX0] yna contradiccion. QED

Ahora definamos f(a) = (k@)X como x* es inaccesible
en L[X N¢], para cada £ < k, ocurre f(a) < k*. En este caso
fijemos ( = w.

Entonces f : kT — k™, ( quedan bien definidos en ambos casos.
En seguida tomemos: & = max{¢, (}, £ < k™ y definamos:

So = P(@) N L[ X N 4]

Afirmacioén. (S, | @ < k") es una ¢, -sucesion.

Prueba. Pensemos que este no es el caso y sea S C k™ estacionario
tal que para todo C' C k™ clubcon « € C — SNa ¢ S, 0 CN
a ¢ S,. Pensemos que S es el <pxj-menor testigo. Definamos una
sucesién (Ng | € < k) de subestructuras elementales de L,++[X]
de la siguiente manera:

No =min{N < Ly++ | kU{k,(} CN},
./\/75_,_1:In1'n{./\/’—<L,.i++ |MU{M} CN}y
Na = Uy Ne para a limite.

Por ser V¢ la menor de tales estructuras en todos los casos, te-
nemos que al construirla bajo L.+ resulta la misma estructura, por
lo cual resulta transitiva con el mismo argumento de antes. Sea
(ag | € < k) la sucesién con valores o = N N kT como ¢ < k7
entonces o < k1, para cualquier { < x*. La sucesién es creciente,
estrictamente, ya que Ne U{N¢} C Ngi1 y es continua en los limites
porque ay = My N k" = e, Ne VT = U e x(Ne NET) = Uy e
En consecuencia, la sucesiéon es normal. Colapsando cada estructura
tenemos ¢ : Ng > L[ X N ol

Afirmacién (1). Ly [ X Nd] = ZF~.
Prueba. Hay dos casos segun la definicion de f.
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1. Hagamos 7, : My — Lj)[X N f(o)]. Sabemos que M, <
L.+[X] | ZF~, entonces Lyy[X N f(a)] = ZF~. Por defi-
niciéon, & < f(a), entonces X N & € Ly[X N f(a)], asi que
Ly X N f(a)] E “Lyay[X Nél = ZF~7, pero por absolutez
tenemos Ly [X Na] = ZF~.

2. Para el segundo caso, como « es infinito, a = &. L[X N a] es
un modelo de ZF~ y L[X Na] sabe que L[ X Nal = ZF~.
Y de nuevo por absolutez, L)X Na] tiene que ser modelo de
ZF~.
QED(1)

Sea A = {h(&) | £ < KT} que no estd acotado bajo k. Si logra-
mos mostrar que A satisface <>:+, entonces obtendremos una clara
contradiccién. Sabemos que ¢ < h(§) < g1, por lo que si v es pun-
to limite de A, existe A < k™ limite con ay = a. Como [ : kT — kT
es L++[X]-definible, también (S,)a<x+ lo es y a su vez S resulta
L,++[X]-definible. Luego, o' : Ly [X Na] =~ N, < L++[X]. Se
sigue que AN« es definible con h(n), X Na, de la misma manera en
que A se define con k1", X como pardmetros. Si logramos mostrar
que SNa, ANa € Sy, es decir SN, AN € L) [X Na| habremos
terminado.

Afirmacién (2). h(N) < f(a).
Prueba. De nuevo por casos en la construccion de f:
1. Como k* = (kT)X v o < k) entonces a < (k*)HXNd,
Claramente

L.+[X N(] | a es de tamano &,
por construcciéon de M, < L+[X], ( € M,, tenemos
MoN L+ XN <L+ [XN(]
de donde se sigue que
Ta : Mo N Lt [ X N (] >~ Ly [X N
Todavia mas, a € M, asi,

Lioy[ X N(] E “a es de tamafio £”.
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¢ < & implica
Lioy[X Né] = “aes de tamaiio x7.
Por otro lado, a > ( y oy (a) = k7, lo que da paso a

oy Lyy[X Nd] < Le++[X], implica
Lyy[X Né] = “a es de tamano £”.

Por consiguiente f(a) > h(\).
2. Para el segundo caso, como antes ocurre o, ' : Ly X Nal <
Le++[X] vy oy (a) = kT, tenemos
Lyy[X Na] = “a es el tnico cardinal de tamafio x™.
y esto implica h(A) < (k+H)EXNely p(N) < (k@)X = £(q).

QED(2)

QFED (afirmacién.)

Concluimos que (S, | & < kT) si es una {7 -sucesién. Lo cual
termina la demostracion.

]

Nota. {7, implica HK (k*, k™), para una prueba remitimos al lector
a [16].

Corolario 1.4.2. Con las hipdtesis anteriores, V = HK (kT, kT).

Corolario 1.4.3. Si ~HK(x",k™") entonces k*T es inaccesible en
L.

Demostracion. Pensemos que no es el caso. Puesto que 7 es regu-
lar, tiene que ser regular en L. Ademés, como L = HGC', podemos
encontrar v < kTt con L | card(y) ANy < kTT AT = k1T
Ya que v < k™ podemos encontrar X C «* de tal suerte que
(kD)EX = g+ y |y|MX] = kF. Por el corolario anterior podemos
encontrar F € L[X] con

L[X] = F es una familia de (k" x1)-Kurepa,

pero ktt = (Kt H)EE] y gt = (k1)HX] ] asi que F es una verdadera
familia de (m*, KT)- Kurepa, una contradiccién clara. ]



Capitulo 2

0f

En este capitulo probaremos la existencia de 0% con diferentes
hipdtesis sobre ultrafiltros y su inevitable relacién con los ultrafil-
tros.

2.1. 0f en Ausencia de Desmontabilidad.

Los resultados de esta seccion son debidos a Silver [22]. A partir
de aqui pensaremos que k es inaccesible y D es normal no des-
montable en k. Entonces D posee una particion de xk numerable
(B, | n < w), E, ¢ D, que es menor, es decir que no se puede
refinar esencialmente médulo D.

En el primer capitulo, lema 1.2.9, vimos que para < k, /D ~
B /U, donde U = {S C w | U,cs En € D}. Queremos extender eso
para L, y para algin modelo @),. Para tal fin definimos Q):

Definicién. Por recursion ordinal definimos (Q, | o € Or)
(CL) QO = ®7

(b) Qu+1 ={y C Qu 1y es primer-orden definible en (Qq, €, a)acq, }U
{y CQu:lyl <2},

(C) Qa = Uﬁ<a Qﬁa Yy
(d) Q = UaGOr Qa

Queda claro de la definicién que L, C (), para todo ordinal a.
Luego la extension es bastante inmediata.

99
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Lema 2.1.1. Para D normal no desmontable, U,k como antes y
R C k X K, existe:

Gi: [[(Las€. R T 0)/D ~ (Lu, €, R)* JU

a<k

Gyt [[(Qa. €. R 1 ) /D ~(Qn, €, R)*/U.

a<k

Aidn mas G; C Gs.

Demostracion. Definimos G5 y tomamos Gy = Ga [ ], ., La/D.
Definamos Go([f]p) = [g]u, donde g : w — @, es exactamente como
en el caso anterior:

J{a € B, : fla) = g(n)}.

n<w
La prueba sigue exactamente como en el lema 1.2.9. [

Lema 2.1.2. Para D,U, k como antes. FExisten isomorfismos H; C
H,, extendiendo a G, Gy respectivamente, con:

Hy : [[{La+.€)/D ~ (L, €)° /U

a<k

Hy : [](Qus €)/D = (@us, €0 /U.

a<k

Demostracion. Para s B < kT, sea G : H7<H<Qﬁ(7)a€vR i

<
B())/D ~{Qp, € R)*/U, donde R = {f(z,y) 1 x €y ANz,y € Qp},
[:Qpx Qs BXxLy (B(7))y<x Para a < f definamos

fas : | [(Qatr € R T a())/D = [[(Qse, € R T B())/D

V<K Y<K
como

fapl(Tat) 17 < KD = [(ys(7) 1 ¥ < KD
para (Ta(y) : ¥ < K), Yae) 17 < k) con {y < £ : Tae) = Ys} € D
claramente f,5 es un monomorfismo. Hagase a < 8 <9, fas = fas0
Fost 508 fosl(Taiy 2 7 < WMo = [(hoy 7 < W), Fapl(Faty 7 <
w)p = [Yse =7 < K)o ¥ fasl{waey) v < w)lp = W)+ 7 < w)]p-
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Cuando [(y5,) : 7 < K)lp # [(T5,) ¥ < K)|p, entonces como fe
se comporta como la identidad [(Za) @ 7 < K)|p # [(Tay) 7 <
K)]p, una contradiccién. Fijemos Q como el limite directo, i.e. Q@ =

Uxepent 1 <n(@Qs()s € R | B(7))/D el cual, por inaccesibilidad y
por la definicién de R, es isomorfo a [[ _, (Q+, €)/D.
En seguida tomamos

hap : (Qa, €)/U — (Qs, €)' /U

cOomo

haﬂ = G/j o fag o G;l.

Y de nuevo obtenemos un limite directo R, témese (Q.+,€)* /U
como tal limite. Asi que estos limites directos paralelos definen la
aplicacién deseada Ho; finalmente tomamos Hy = Hy [ [],_, . (Lx+, €
)/D O

En lo sucesivo usamos A = ¢[Z] como abuso de notacién pa-
ra clases. Cuando sea una clase propia solo querra decir ¢*[7], la
relativizaciéon de ¢ a A.

Definicién. Sea A = (A, E) un ZF-modelo (posiblemente una cla-
se) A =t es un cardinal. Decimos que W es un A-ultrafiltro en t
cuando

(a) D¢ W yteWw.

(b) aeW — A= a CtA |a| =t, uniformidad;
(c)aeW ybe A es tal que A |=a Cb entonces b € W;
(d) si A=aCtyt\a¢gW entonces a € W;

(e) si feAyAE Fun(f) ANdom(f) =t entonces existe w € A
tal que

AEw={aEt: f(a) e W}

que es la docilidad débil;
(f) si feA A= Fun(f) Ndom(f) =t y{x: f(zx) <z}gpeW,

entonces podemos encontrar yEt con

AR {yh ew,
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normalidad.

Lema 2.1.3. Hagamos Ay = (L,e)*/U, Ay = (Q,e)*/U, By =
(L,e)*/D, By = (Q,€)"/D y definamos K; : A; — B;, como
Ki[{x, : n < w)ly = [g]p, para g : Kk = V con g(a) = z, si y
solo si o € E,,. Entonces

W,={X:AEXctteK((X)}

es un A;-ultrafiltro, para i = 1,2, sobre t; aqui pensamos que t =
[(k:n<wly yt = [idp.

Demostracién. Primero notemos K;[(k :n < w)|y = [(k : a < K)]p,
porque K;[(k :n < w)|y = [g]p donde g(a) = K siy solo si a € E,,,
i.e. g es, respecto equivalencias, la funcién constante (k : a < k).
Ast que ' < K;(t). Y K;[(0 : n < w)ly = [(0 : o < K)]p, por tanto
0 ¢ W;. Tomemos b € W; y A; = b C ¢, entonces B; = K;(b) C
Ki(c) = t' € K;(c). Luego, t\ a ¢ W, implica t' ¢ K;(a \ t) por lo
cual B; =t € K;(a).

En seguida, si [z]y = X € W, y ¢ = (z, | n < w) entonces
{n<w|z, Cr}elUy{a<k]|acg(a)} e D. Pensemos que
A; = | X| < t, se sigue que

{n<w|l|z,| <k} eU.
Por inaccesibilidad de &, g = sup,,,, |z,| < K. Asi que
{n<k|l|z, <pu}el.

Entonces ||, #n| < p. Pero por otro lado sea K;(X) = [g]p.
Como t' € K;(X), por el teorema de Lo$ obtenemos

{a < k| ae€g(a)} €D que equivale a
{faelU,., BEn|a € g(a)} € Dy asu vez equivale a
Uncola € B, | a € g(a)} € Dy esto 1ltimo es lo mismo que
Uncola € En | a € x,} € D, es decir
Uneo(BnNay,) € D.

Sin perder la generalidad pensamos que z,, C k. Entonces

Un<w En MU, <, ©n € D, asi que
kN Upew Tn € D.
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Por tanto (J,_, n € D, y por uniformidad de D, |J
Lo cual contradice nuestra conclusion anterior.

Luego hacemos f con A; = Fun(f) Adom(f) =ty A = {z:
f(z) < xz} € W;. De lo cual resulta B; = (K;(f) : Ki({z : f(z) <
z}) — K;(t) es regresiva). Ahora hagamos Go(K;(f)(t')) = y, por
tanto A; E (f)({y}) € W; y como B; E t'E{z : f(z) < z},
entonces t' < f(t') y K; o G; funge como la identidad.

Finalmente, pensemos que A; = f :t — P(t). Sea B= (B, E) =
(V,e)*/Dy s = ()P, ie. [{(a™ : a < k)]p. Es suficiente probar
que:

newTn| = K.

d={zct :tecKf) ()}

es un elemento de [],_, My+, M; = L;, Q;; porque H;(d) sera el
w requerido. Pero d € [],_, W+, es una implicacién del siguiente
lema.

Lema 2.1.4. Siv = UZNI, entonces cualquier subconjunto de v en
M(=L,Q) estd en M,+.

Y como k es inaccesible fuerte existen x de estos cardinales < k,
porque si < K, entonces pu? " satisface lo anterior. O

Teorema 2.1.5. 57 D es normal no desmontable en Kk inaccesible
entonces existe 0F.

Demostracion. Tenemos dos casos cf (k)L < 2% o0 > 2%, Veremos
que en el primer caso 0% existe; y pensando que ocurre el segundo
caso veremos que esto conlleva la existencia de un cardinal Ramsey
en A; lo que se opone a V = L en A;.

» cf (k)L < 2%, Ya que Q contiene a todos los subconjuntos de
kt de tamafio < 2™ tenemos (k1)F < (k7)?. Asf que

Q F @f)(Fun(f) Adom(f) =k Aran(f) =P(x) N L);
por el teorema de Lo$
Ao = (3f)(Fun(f) ANdom(f) =t Aran(f) =P(t)NL).

Recordando que W, es un As-ultrafiltro sobre ¢ que extiende
al Aj-ultrafiltro W, sobre t concluimos que:

Ay E existe un L-ultrafiltro sobre ¢ que es w;-completo
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De nuevo por el teorema de Los, lo mismo ocurre en @) y re-
cordando que L es absoluta entre ZF-modelos transitivas se
puede concluir que, de hecho, lo mismo ocurre en V. Entonces
por el teorema de Kunenﬂ 0% existe.

w cf(kT)l > 2% Sea a € |A| tal que A; | a < tT; entonces
por docilidad débil hagamos w, € |A;| tal que A; E w, C L,
ysi A b€ L, entonces A = b € w, siy solosi b€ W.
Introducimos un predicado para la relacién flecha; sea

P(m,a,b) 81ysolo sitAiEm<wAab<ttANNf)(Vn <
m)((f: [f]" = 2/ f € Ly) = (3c € wo)| f[[]"]] = 1)

y
Q(m,b) cuando y solo cuando existe a < (t7)** con P(m, a,b).

En lo sucesivo n,n’ varfan sobre w., = w? y a,d’,b,b' sobre
(th)e, = (t7)*A, donde A; = (JA;],&1). Ahora veamos que

(a
(b

(a) es inmediato de la definicién: sean v/ < b, a < a/, n’ < n.
Cuando A, = f : [t} — 2A f € Ly, podemos asumir que
A; E dom(f) = [t]* porque podemos definir g € Ly co-
mo g({&o, - &w1, s 6n1}) = f({&0 - Gwa}) ¥ AL =
f,g € Ly ya que b/ < b, asi que existe ¢ con A; = ¢ € w, A
lg[[c]™]| = 1 pero si {&} € [c]* entonces {&,..., 6w 1} €[ ¥
f{&, .- &v-1}) = g({&}). Ademés A; = w, C w,y. Por tanto
P(n',d V).

Para ver (b) procedemos por induccién en n. Para n = 1 la nor-
malidad de W; asegura este hecho. Supongamos que se cumple
para n, sea f : [{|"™ — 2 € L;; definimos g : [t]" — 2 € L,
como ¢({&}) = f(£,¢}). Entonces obtenemos ¢ € w, tal que
A; = |gllc]"]| = 1, por definicién de f obtenemos que A; |=
| flle"]] = 1.

Fijemos I = {n : (Vb)Q(n,b)}.

P(n,a,b), t <b,a<da yn' <nimplican P(n',d’, V).

)
) Y si (Vb)Q(m, b) entonces (Vb)Q(m + 1,b).

1La existencia de 0 es equivalente a la existencia de un L-ultrafiltro iterable que a su vez
es equivalente a la existencia de un L-ultrafiltro wi-completo, [§]
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Afirmacién 2.1.6. [ = w,,.

Demostracion. Pensemos que no. Hagamos I’ = w,, \ I. Por (b)
I no tiene un mayor elemento, asi que I’ no posee un elemento
menor. Para n € I’ sea b, un testigo para —Q(n,b,). Como
w., tiene tamafio a lo mas 2™, mientras que el teorema de
Lo asegura que t tiene cofinalidad > 281 entonces se puede
hacer 0" = J,,c; bn < t£. Notemos que, gracias al inciso (a),
paran € I’ tenemos —Q(n,b’). Andlogamente, obtenemos un a’
tal que P(n,d’,b') paran € I. Asi que I’ = {n : =P(n,d,0)}
y como P estd definida dentro .A; entonces existe Y € |.A4;| con
Y., = I, contradiciendo

A; = cada conjunto de ordinales tiene un minimo.

]

Tomando b con A; Eb <ttty a,, n<w.,, tal que P(n,a,,b),

podemos tomar A; = a =, a, <ty por tanto (Vb)(3a)(Vn)P(n,a,b).
Ahora A; E w, es wi-completo, por tanto A; =t — (1)< lo

cual claramente contradice que A; =V = L.

]

2.2. Sobre el Modelo ().

En la seccién anterior procedimos suponiendo que () es un modelo
de ZF y que @ es transitivo. Aqui desarrollamos la prueba.

Lema 2.2.1. Q) es transitivo y ZF<9.

Demostracion. Veamos Qg C (), para 3 < a y la transitividad a la
par. Por induccién en ,: para a = 0, Qg = 0 es inmediatamente
transitivo y la propiedad de la sucesién transitiva se satisface tri-
vialmente. Ahora pensémoslo véalido para « y veamos « + 1: para
x € @, por transitividad x C ), con ¥y-absolutez:

x:{yeQa|Qa FyEx} GQOH‘I‘

Ahora tomemos x € y € Qu11, entonces x € y C Q,. El caso limite
es trivial: si z € y € @, entonces existe n < o con y € @, que ya
es transitivo, entonces x € y C Q.
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Notemos que o C Q. Por induccién en o como antes. Para o = 0
es trivial porque = ¢ Qo = ). Supéngamoslo para «; es bien sabido
que « es definible en (Q,, €, T).ecq, entoncesﬂ a € @, por tanto
aU{a} =a+1C Qui1. Esto prueba On C Q. En seguida veamos
ZFQ,

Extensionalidad y Fundacion: Por transitividad se cumplen en Q).

Infinito: |@] = 0, |w| =Ry < 2M y ), w C Q,, por tanto §,w € Q
asi que el axioma de infinito y de existencia se satisfacen.
Par: Tomando z,y € Q y acon x,y € Q, [{z,y}| < 2™, tenemos

{x>y} € QaJrl C Q

Comprension: Tomemos cualquier Le-formula ¢ y 2 € @ and «
con x € .. Por el principio de reflexion, aplicado a la jerarquia
(Qulae € On), encontramos > « con la propiedad:

—

Para cualquier @ € Qg, p?[d] <> p?4[d]

Ahora hagamos y = {u € Q3|Qs = ¢(u) Au € x}, por eleccién de
By={ueQlp?(u)ANueca}eyeq.

Unién: (VzIyVz(z € y +» (Fu € 2)z € u))Q Tomemos = € @,

por unién en V sea y = | Jz. Luego sea a tal que x € Q,, tomando

2z € y, obtenemos la existencia de u € x con z € u € x € @, asi
que por transitividad z € @),. Entonces y C @), aiin més:

y=A{u€ Q.Qu = (v Ex)u € v} € Qui1

Remplazo: Sea ¢ una férmula con pardmetros que se comporta
como funcién. Sea f, la funcién definida por ¢ y tomemos = € @,
sea y = f,[r] en V. Claramente f,[z] C @, ain més, para cada
u € f,[z] existe a con @, tomemos el menor a,, con dicha propiedad
Y B = SuPyey, [ s Es claro que fy[z] C Qp. Més atin,

folr] ={u € Qs|Qs = (Fy € 2)p(u,y)} € Qpia-

Conjunto Potencia: sea = € Q,, y = P(x) N Q. Para cada u € y
sea f(u) = min{a|u € Q,}. Podemos usar unién y remplazo: para

cualquier v > sup f[y] tenemos y = {u € Q,|Qy Fu C z} € Q4.
O

2Todavia més Qo = {y € Qu|Qa =y = y}, entonces Qo € Qo+1-
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Lema 2.2.2. Sea ,u2N1 = u, entonces cualquier x C p, x € @), es un
elemento de Q.+

Demostracion. Usamos esto al construir el A;-ultrafiltro. i = 1,2.
. I I

Hay dos casos, si |z| < 2%, como p? " = pu, se cumple |[u]52 ] = p

y podemos encontrar 7 < put con z € Q, C Q,+. Ahora, si = es

definible en (Q, €, a)acq,, entonces = € Q,41. n
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2.3. 0! bajo Irregularidad.

Usaremos la idea de la seccién pasada para demostrar la exis-
tencia de 0f con una condicién de irregularidad. Los métodos y re-
sultados siguientes son debidos a Ketonen [12]. Supongamos que &
es regular y cualquier ultrafiltro sobre x es uniforme. Para ver la
existencia de 0 trabajamos con distintos ultraproductos del univer-
so de Godel L o de sus estratos hasta x, (L, | @ < k). De nuevo
usamos la relacién de satisfaccion para conjuntos y clases propias
indistintamente.

Los resultados principales son:

Si existe un ultrafiltro D en k que es (u, k)-irregular para cada
i < k 'y es normal débil, entonces 0% existe.
Si existe un ultrafiltro D en x* que es (k, k*)-irregular entonces 0
existe.

Claramente la primer afirmacion implica la segunda porque, como
ya vimos, los ultrafiltros D en k™ que son (k, kT )-irregulares también
son p-punto, entonces tiene una primera funcion f. Asi que U =
{X C vt | f7YX] € D} es normal débil y (k,xT)-irregular; atin
mas, es (u, k7 )-irregular para p < k, porque si {£ < k% | ¢f(f(€)) <
1y € U entonces {€ < w* | ef(f(€)) < u} C {€ < x| ef(f(6)) <

Kk} € U, lo cual no es el caso.

Definicion. Sea D un ultrafiltro en k, definimos

s [Ip L =A{lf11 f:r— Lfran(f)] < x}.

s [I5L={f]|f:x— L, feL}
S L={[f]|f:r— Lran(f)| <, € L}.

Usamos esta misma notacion para ultraproductos entre diferentes
estratos de L o para ultrapotencias de alguno de los estratos.

Lema 2.3.1. Sean i : L — [["L/D el encaje i(x) = [z] y j :
[T"L/D — [IL/D, el encaje inducido por la inclusion. Entonces
7,1 inducen un diagrama conmutativo y j o1 = d, donde d es el
encaje diagonal i.e. d(a) = [aff]

3 Ahora obtenemos toda la clase [z] y no solo la clase con funciones de tamafio pequefio
(< k).
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Demostracién. Por el teorema de Los i : L — [[* L/D es un encaje,
asicomod : L < [[L/D;six € L entonces (joi)(z) = j([z]) = d(z).
Luego

[T L/D [ [x]E[y] si y solo si
{E<k|z(€) ey} € Dsiy solosi

[[L/D E [z]E]y] siy solo si
[TL/D & i) E5([y))-

Por lo que de hecho es un encaje. O]

A partir de aqui D serd normal débil. Hacemos [k] = &, [id] = 7.
En consecuencia:

Lema 2.3.2. $i X = {[f] € [[p, L | [In L E [fIEN} e Y = {[f] €
[l L |1IpL E [fIEt}. Entonces j: X — Y es sobre.

Demostracion. Si [f]Et, entonces por normalidad débil existe v < K
con [f]E[v], asf que podemos encontraifl| g : £ — L con |ran(g)| < &,
[g] = [f] de donde se deduce j([g]) = [f]- O

Veamos, ahora, que con normalidad débil se satisfacen todos,
salvo la docilidad débil, los axiomas de M-ultrafiltro para una ul-
trapotencia de L.

Lema 2.3.3. Definamos

MIILENcrIILEEIIM.

Se cumple
1. Paraz €U, [[pL E |z| =F.
2. Six,y €U, entonces

[[hLExzUy=F implicax el oy €U.
[[LLExny=[0] implicax ¢ U oy ¢ U.

3. Sea f € [[pL tal que [[, L = f: &k — K es regresiva. Existen
yellpL vzl €U con

1L EvERA] = F{y}]

4Solo hagamos g(£) = f(£) cuando £ es tal que f(&) <~y f(&) = 0 en cualquier otro caso.
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4 Si £ € TT L es tal que Ty L = Fun(f) A dom(f) = u A uEr
y f(v) €U para [[p L = vEu. Entonces

[[LEy={) /@

vEu
implica que y € U.

Demostracion. Para 1, como [[, L=z C Ry [[p L | tEj(x), sea
[fl=xcon f:r— Ly |ran(f)| < k, si [[p L E |z| < R, por el
teorema de Los:

{o<k|LE|fl) <k} eD
y por otro lado
{a<k|LEac f(a)} €D.
Como |ran(f)| < k tenemos p = sup,.,. |f(a)| < K, ahora tenemos
{a<r|[f(@)| <} eD

pero entonces podemos pensar, conservando la generalidad, que f(a) C
v médulo D. Asi que para a > 7y, « ¢ f(«). Una clara contradiccion.

2. Es inmediato porque, debido al teorema de Lo$, [[, L
Bk =xUy,asiquex e Yoy e U, [[pL E —tE0] = 2znNy
entonces t ¢ U oy ¢ U.

Probamos 4 luego 3. Sea g € [[} L como en 4. Sabiendo g(v) € U
para [[p L = vEu, tenemos [[p L E (YwEu)g(v) C Ry [[pL E
(Vo Eu)iEg(v), asi que [T L b= (g 9(0) C &y Ip L E 71, 9(0)
por tanto (), 5, 9(v) € U.

Ahora sea [f] € [[p L tal que [[5 L = [f] : & — & es regresiva;
se sigue que X = {{ < k| L | f(§) : Kk — kK es regresiva} € D;
por normalidad débil podemos encontrar ~, para cada { € X con
F(€)(C) < e para los elementos ¢ de algin Ye € D, como |[ran(f)| <
x también [{7e | £ € X}| < k; higase v = sup{7e | { € X} < k.
Claramente f(a)(¢) < v para cualquier ( € Y = {J,.xYe € Dy
cualquier @ € X. Asi que, por uniformidad de U, podemos encontrar
[w] € U con xE[w] y por k-completud de U, se puede hallar y E[y| ER

y [2] € U tales que [[p L = [f17 {y} = [=]. O

Sif:k— P(k)NLesderango < k, de la definicién se sigue
claramente que

[fleU — {E<r|Eec f()}eD.
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Para probar la docilidad débil construimos un isomorfismo H :
II" L+ /D ~T]..,. La+/D.

Teorema 2.3.4. FEuxiste un isomorfismo F

F: ﬁ(Lm €,R)/D ~ [[(La.€. R | 0®)/D

a<k

donde R C k% es arbitrario.

Demostracidn. Sea [f] € [["(Lx, €, R)/D, entonces |ran(f)| < &,
f Kk — L, Para cada o < k podemos encontrar &(a) < k con
f(a) € Leay y como [ran(f)| < &, también tenemos [{{(a) | o <
k}| < K, asi que ¢ = sup,, {(o) < k. Claramente f : kK — L.

Afirmacién. Para cada z € [[p(La, €, R | o?), existen & < &,
k:k — L¢ tal que x = [k].

Prueba. Sea <, el buen orden de L. [f] € ], (La, €, R | &*)/D,
entonces f : & = (J,p. La ¥ f(@) € Lq, definimos hy(a) = £ siy solo
si f(a) es el £-ésimo elemento de (L,, <r); como otp(L,) = «a, para
cada f como antes, hs es una funcién regresiva. Entonces [hf] < [v¢]
por normalidad débil, asi que f(a) € L,,, médulo D, es decir que
existe gy : k — L, con [gf] = [f]. QED

Ya vimos que para cada [f] € [["(Lx, €, R)/D, f es de la forma
f Kk — L, para alguna o < k. Asi que podemos definir una
funcién F : [[5 Lx — []p La satisfaciendo todas las propiedades
anteriores, que de entrada es sobreyectiva. Pero, por construccién,
como F([f]) = [¢g] implica que {{ < k| L, E f(a) = g(a)} € D, si
x # y entonces F(x) # F(y), por lo cual F es de hecho inyectiva.
De la misma manera vemos que si F([f1]) = [a1] v F([f2]) = [g2],
entonces

{£ < k| Li F fila) € fo(a)} € D siy solo si
{{<r|Li Fa(a) €ga)} €D.

solo porque ¢, = f1, g2 = fo médulo D. O]

Teorema 2.3.5. Eriste un isomorfismo H entre [[*(L.+,€)/D y
un E-segmento inicial de [],,_,.(La+,€)/D. Ademds H D F.

a<n<
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Demostracion. Sean k < «a < kT un ordinal primitivo recursivo
cerradoﬂ R™ C k? una relacién tal que (k, R%) ~ (L., €) y 04
un isomorfismo que atestigiie lo anterior. Entonces, para cada o €
[k, k1) primitivo recursivo cerrado, tenemos

Ko =A{p<r|{uR* | p*) < (s, R*)},
S={p<k|LaNoaly] = Lo Nog[ul}, (o < B),

K, es un club, por tanto K, € D y S contiene al club {y < & |
oalpt] = p} N{p < k| oslp] = p}, asi que también S € D . Ahora,
hagamos ¢ : kK — k de tal forma que ¢g*(u) < uty

<Lg°‘(u)a 6) = <M7 Ra)

para u € K, y 0 en cualquier otro caso. Por construccion sabemos
que

[I"{La, €)/D ~]I"(k, R*)/D

Hu<ﬁ<:u7 Ra f ﬂ2>/ID = Hu<n<Lg“(u)a E)/D>

ademads por el teorema anterior,

[l R | %) /D =TT (s, R*)/D;

lo que da paso a un isomorfismo candnico

Ho : [T (La, €)/D =[], ce{Lga(), €)/D.

Recordemos que S € D, asf que si @ < f < kT son primitivo
recursivo cerrados y @ € [[*(La, €)/D, ocurre Hy(x) = Hp(x).

Sea H = |J{H, | a € [k,kT) es primitivo recursivo cerrado};
por lo que acabamos de demostrar H es una funcién bien definida
y si [f] € [["(L.+,€)/D, entonces como |ran(f)| < k podemos
encontrar { < kT tal que f : K — Lg, ain mds podemos encontrar
a > & primitivo recursivo cerrado de tal manera que f : Kk — L,
asi que H([f]) = Ha(x), estd bien definida y tiene tanto el dominio
como el rango deseados.

En seguida veamos que preserva la E-pertenencia. Six,y € [[*(L.+, €

)/D son tales que {§ < k| f(£) € g(§)} € D, paraz = [fl,y =[g] ¥
f < kT es de tal forma que f, g : K — Lg, entonces como cada H,, si

5].e. es cerrado bajo las operaciones ordinales bésicas; el conjunto de dichos ordinales, bajo
kT, forma un club en x*.
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preserva la relacién E, tenemos Hg(x)EHpg(y), pero Hp(z) = H(z),
para todo z con representaciéon en Lg.

Finalmente veamos que H de hecho va a un segmento inicial
de [[,..(La+,€)/D. Sean y € [[,..(La+,€)/Dy x € [[(Lu+, €
)/D tales que yEH (x); queremos encontrar z = [g], ran(g) < k
y H(z) = y, tomemos o < k' de tal forma que H(z) = H,(x),
entonces si H,(z) = [h], y = [f], tenemos h, f : K — L, y {£ <
k| h(§) € f(&)} € D. Aun maés, por normalidad débil, podemos
encontrar v, < k, de tal forma que h : kK — L,, y como {{ < k |
f(&) € h(&)} € D entonces podemos encontrar g : £ — L,, con
[f] = [g]- Ademas, |L,,| < k implica que |ran(g)| < k y asi H, estd
definido para z = [g], pero por construccién del isomorfismo en el
teorema anterior H,(z) = [f] = y. Lo cual concluye la prueba. [

De la demostracion se deduce que si (g*) formara un sucesién
cofinal en [, a™ entonces H claramente serfa un isomorfismo. Para
verificar esto apelamos al siguiente lema.

Lema 2.3.6. Para cada oo < f < k™ p.r. cerrado eziste un club K,z
tal que & € Kop implica g*(€) < ¢°(€).

Demostracion. Como o < By (k, R*) ~ (Lq, €), (k, RP) ~ (Lg, €),
podemos encontrar un isomorfismo o que aplique (x, R*) en un R’-
segmento inicial propio de (k, R?), porque L, es un segmento inicial
propio de Lg. Por tanto, existe 1 < x con o(£) R ju para cada & < k.
Hagamos K5 = (1, k) N{{ <k |o [ £: & — &N K,N Kg, donde
K, K3 son como en la demostracién del teorema anterior. Entonces
K,p es club porque es la interseccion de cuatro clubes y si § € K,pg,
g°(&) < ¢°(€), porque por definicién, Lge () es un segmento inicial
propio de Lgs ). O

Por tanto, (¢*) es una familia de funciones finalmente distintas
modulo D.

Teorema 2.3.7. Si D, ademds de ser normal débil, es (u, k)-irreqular
para cada |t < Kk, entonces H es un isomorfismo.

Demostracion. Es suficiente mostrar que las (g*) son cofinales en
[Ip o™ porque esto hard a H una funcién sobreyectiva. Pensemos
que este no es el caso y sea h : k — k de tal forma que h(§) < &F
y [g%] < [h]. Puesto que h(§) < &' podemos tomar fe : h(§) — &
inyectiva. Hacemos hq(€) = fe(g*(§)); por definicién de fe, h, tiene
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que ser regresiva modulo D, y mas aun, debido a que las funciones
g* son finalmente diferentes y f¢ es inyectiva, (h,) es una fami-
lia finalmente distinta segin D. Por normalidad débil encontramos
Vo < K con [V,] > [hy]. Definamos una funcién f : k — k; primero
notemos que al tener k™ funciones h,, de x en k, entonces para cada
£ < kK, podemos encontrar k* ordinales primitivo recursivo cerra-
dos av y un é¢ < k con h,(§) = J¢, digamos que para cada { < k,
Ae = {a < KT | ha(§) = 0¢}. Tomemos By = Ap, supongamos que
B¢ ya esta definido y hagamos Beiy = {a € Be | ho(§ + 1) = deiq},
es decir, que en el paso sucesor tomamos el nivel anterior y nos
fijamos en los indices en los que £ + 1 es constante para k' de es-
tos indices y en el paso limite hacemos By = By = Aj. Definamos
f ik — Kk como f(§) =+ 1, entonces, por construccién de los B
obtenemos que [h,] < [f] para una cantidad no acotada de o < K™;
pensemos, sin perder generalidad, que esto sucede para todas las «
que son primitivo recursivo cerradas. Ademas f es regresiva en los
limites — ya que las h, lo son — por tanto existe n < k con [h,] < [n]
y entonces podemos pensar que h, : k — 7. Entonces hemos en-
contrado una familia de funciones {h, | @ < Kt} C 1" que son
finalmente diferentes, asi que D es (7, k)-regular, una contradiccién.

Como D es normal débil, extiende al filtro de clubes C,; que es k-
completo. Tenemos encontrado una familia de funciones h, : K — v
finalmente distinta que esta acotada moédulo D, lo cual implica que
D es (v, k)-regular. Una contradiccion. O

A partir de aqui D sera (u, k)-irregular y normal débil, p < k.
Teorema 2.3.8. U es un [[p L-ultrafiltro.

Demostracion. Solo resta probar la docilidad débil. Sea F' tal que
[[LL & F : & — V; sin pérdida de generalidad pensamos que
F:k — P(k), donde P(k) ={X € [[p L | [[p L E X C k}. Sea
ze[[pLtal que [[5 L= x={yEr|iEj(F)(y)}. Primero veamos
que H~1(x) tiene sentido, es decir que z estd en el rango de H. Sea
F—1f]y j(F) = [f], asi

[[p L E[g9|Exsiysolosi[[pL = [g|ETE](F)([g]) siy solo si
{€<r|LEg(§) <€ f'(9€)} €D

Luego si © = [h], tenemos

{E<r|LEgE)enl) g€ <te f(9)}eD,



Capitulo 2. 0F 75

y claramente h(§) C &, entonces h(§) € Lg+ y por tanto x €
[I.<. La+/D; por lo cual

[T L /D b v = {yEi | 1§ (F)(y)}.

a<k
H~'(z) queda bien definido. Ahora queremos ver que
F(v) € U cuando y solo cuando [[, L EvEH '(x).
Para lo cual notemos las siguientes equivalencias:

[[5 L EvEH () siy solo si
[[5 Le+ EvEH (x) siy solo si
[Io<h Lo+ /D = H(v)Ex siy solo si
[Toe,. La+/D = H(v)EIEj(F)(H (v)) siy solo si
[Ip Lo+ EvEH (D) EF(v) siy solo si
[Ip Lo+ EvETEF(v) siy solo si
F(v)el.

O

Teorema 2.3.9. k es compacto débil en L. Avin mds, es 11! -indescriptible
en L para cadan < w.

Demostracién. Sea ¢ = VX,3X,...1p una férmula IIL. Si) R C ™ es
definible y ({k, <, R) = o)ty X C k, deducimos X, k, R € L+, por
lo cual ((k, <, R) = p)&+. Con el encaje i logramos ((k, <, [R]) =
@)1 Lot /Py con H concluimos ((H(R), <, H([R])) | ¢) o< Lat /P,
es decir {a < k| (o, <, R | a™) & p)kat} € D. O

Note que esto es més fuerte que I1!-indescriptible y recuerde que
[T}-indescrip-tible implica compacto débil.

Lema 2.3.10. Si (x(«))a<s €5 un sucesion de conjuntos definibles
con z(a) C a, entonces existe f : k — P(k) N L de tal forma que
lran(f)| <k y{a<k| fla)Na=zx(a)} € D.

Demostracién. Como x(a) C «, x(a) € L, entonces de hecho z(a) €
Lo+ Asi que [7] € [],., La+/D. Tomemos [f] € [[*L*" /D con
H([f]) = [z]. Entonces por el teorema de Lo$

{a < k]| z(a) = f(a)Na} €D.
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Queremos ver que kT > (kT)L. Para este fin hagamos:

Teorema 2.3.11. Si k™ = (k7))L entonces

[T7(Le+, €)/D = [Ty {La+, €)/D

Demostracion. Solo requerimos que las R*, para o < k1 primitivo
recursivo cerrado, sean definibles. Pero si podemos encontrar una
biyeccion f, : L, <> acon f, € Ly entonces definimos £ R*( cuando
y solo cuando f;1(€) € f71(¢). Y la prueba sigue exactamente igual
que en el caso para V. O

A partir de aquf pensaremos que x* = (x*)L. Siendo x compacto
débil, por el teorema de Los obtenemos

Teorema 2.3.12. Si f : [k]" — 2 es definible, entonces eziste X :
Kk — P(k) definible y |ran(X)| < k tal que X () es homogéneo para
fy{la<k|aeX(a)} €D.

Atn més podemos encontrar S estacionario y homogéneo para
f: [k]™ — 2 definible:

Lema 2.3.13. k es inefable en L.

Demostracion. Probaremos k — (estacionario)3; véase [5]. Sea [ :
[k]> — 2 definible. Por ser compacto débil podemos encontrar X
con |f[[X]?]| = 1, luego g(&) = X tiene rango de tamafio < Ky
{a<klaecgla)}={a<k|ae X} =X €D entonces X es

estacionario. O

Corolario 2.3.14. Para X : k — P(k) N L, podemos encontrar
f:rk = Pk)NLcon |ran(f)] < k y tal que si g : K — K tiene
rango de tamano < k, entonces

{a<k|aeX(g9(a)} eDsiysolosi{a<k]|gla)e fla)} €D.

Demostracion. Primero |ran(X o g)| < |ran(g)| < k, por lo que
[Xog]l €U siysolosi{a<k|ae X(g(a))} € D. Ahora, por
docilidad débil podemos encontrar [f] € [[p L con (X og] € U <>
(9] E[f], que es equivalente a lo que deseabamos probar. ]

Definicién. Decimos que f : [k]" — Kk es regresiva cuando para
0<& < ... <&, tenemos f({£}) < &
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Teorema 2.3.15. Si f : [k]" — Kk es regresiva, f € L, entonces
podemos encontrar X € DNL de tal forma que X hace a f acotada,
es decir: existe v < k con f[[X]"] C~.

Demostracion. Se procede por induccién en n. El caso n = 1 es in-
mediato por la normalidad débil. Téngase cierto para n y probémoslo
para n + 1. Sea f : [k]"™! — k regresiva y definamos:

g§n+1<{£17 7571}) = f({g})a 617 agn < 5n+1

Hagamos & = &, 11, entonces ge C [€]" x£. Tomemos G : k — sl" de
tal suerte que G(«) sea regresiva, |[ran(f)| <ky X ={a < k| ga =
G(a) | a} € D. Con el mismo argumento que en el teorema 1.3.2,
en L obtenemos Y = {a < &k | cff(a) > (£7)} € D. Entonces

s({C}) = sup{G(a)({C}) | a < K} es regresiva para { € Y. Por

hipétesis de induccién existe v < & con s({¢}) < v médulo DN L,
digamos que esto ocurre en Z € DN L. Asi que f[[X N Z]”“] C
. [

Definicién. Hemos usado implicitamente el orden de Rudin-Keisler
para ultrafiltros, aqui lo definimos: Dados dos ultrafiltros U,V sobre
A decimos que U <grg V cuando existe f: X — X tal queﬁ

XecUu+ fX]ev.

Y decmos que f <gpr ¢, médulo U para f,g € N cuando existe
h:X— X con [f]=[hog].

Teorema 2.3.16. Sea {f, | @ < K} C k" tal que cada f, es acotada.
Entonces existen f < k, g : k — [ construible tal que:

fa SRK9704<"€'

Demostracién. Definamos f : [k]? — k como

0 s (V'Y <a< 5)fv(a) = fv(ﬁ)
min{y < a | f,(a) # f,(5)} en otro caso.

f({a, B}) = {

Por el teorema anterior podemos encontrar 5 < x, X € DNL tal que

si &, ¢ € X entonces f({&,(}) < B, es decir que (Va < £ < () fa(§) =

SEsto se puede generalizar facilmente para el caso en que U,V tienen dominios diferentes:
digamos que D es un ultrafiltro sobre A y ¥V uno sobre u, D <px V cuando existe f: u— A\
tal que X € D+ f1[X] € V.




78 2.3. 0F bajo Irregularidad.

fa(C) 0 existe v < B con f,(§) # f,(¢). Ahora, para £ < 8 tomemos
Ce C X, C¢ € L, de tal forma que [C¢]? = fH{¢H y CenCr =0
para £ # (. Luego C' = U£<5 Ce C X, CeDnNL, entonces C tiene
tamano k y parav < 3,81 £, € O, (Va <& < () fa(&) = fu(C) osi
¢, ¢ € Cy, podemos encontrar n < /5 con f,(&) # f,(¢). Sin perder
generalidad pensemos que cada Cg tiene tamano «, debido a que las
fa estan acotadas en k y a la regularidad de x. En L se descarta la
segunda posibilidad por inaccesibilidad de k. Definamos g : kK — (3
como g(a) = £ para a € C¢ y g(a) = 0 en otro caso. Como f, es
constante en C¢ podemos encontrar h: k — /| [f,] = [hog]. O

Corolario 2.3.17. Para cada £ < k' podemos encontrar pe < k
y una funcién g: : K — p¢ de tal manera que si h : K — Kk estdn
acotada y h € L¢ entonces h <pg ge.

Teorema 2.3.18. Si D es tal que,

Kk L
H<L(“+)L’ €>/D ~ H <L(a+)L, €>/D
a<kK
)
wp| < K,

Entonces cf ((k7)*) < k.

Demostracion. Sea p < k arbitrario. Repetimos el argumento de la
seccién anterior. Pensemos que cf (k7)F > p. Sea x € [[** L/D con
I[I7"L/D = = < [k]T; por la docilidad débil podemos tomar w, €
[17L/D tal que [ L/D & w, C L, y cuando [[**L/D = b € L,,
[I"L/D E b € w, cuando y solo cuando b € Y. Introducimos un
predicado para el principio combinatorio de la relacién flecha; sea

F(n,z,y)siysolosi [["L/DEn<wAz,y<|[k"ANNf)VE<
n)((f :[H° = 2/ f € Ly) = (32 € wa)|f[[2]]] = 1)

G(n,y) cuando y solo cuando existe x < ([x]") con F(n,z,y).

En lo sucesivo n,n’ varian en wWEg x, 7 " sobre [k]*. En seguida
) sy I
VEINos que

"Solo hagamos, para & € g[C¢], h(€) = fo(¢) y como las f, son costantes en cada C¢ esto
es una definicién correcta.
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(a) F(n,z,y), ¥y <y, x <2’ yn' <nimplican F(n',2',y').
(b) Si (Vy)G(n,y) tenemos (Vy)G(n + 1,y).

(a) es inmediato de la definicién y (b) se muestra con los argumentos
usualef] Fijemos X = {n: (Vy)G(n,y)}.

Afirmacion. X = wg.

Prueba. Para llegar a una contradiccién pensemos que X # w.
Hagamos X’ = wg \ X. Por (b) X no tiene un mayor elemento, asi
que X' no posee un elemento menor. Para n € X’ sea 1, un testigo
para =G(n,y,). Como wg tiene tamano a lo mds p, mientras que
el teorema de Lo$ asegura que [k]" tiene cofinalidad > p, entonces
podemos tomar y' = |J,cx ¥n < [5]". Notemos que, por el inciso
(a), para n € X' ocurre =G(n,y’). Analogamente, encontramos z’
tal que F(n,a’,y’) paran € X. Asi que X' = {n: =F(n,2",y")} vy
como F esté definidaen [[* L/D, existe Y € [[** L/D con Y = X,
lo que se opone a

[1T™ L/D E cada conjunto de ordinales tiene un minimo.
QED

Si tomamos y con [[*L/D E y < [k]" y Tn, n < wg, tales que
F(n,zy,y), podemos lograr [["L/D | x = U, ., ¥» < [K]* y por
tanto (Vy)(3z)(Vn)P(n,z,y). Ahora [[* L/D E w, es wi-completo,
por tanto [[™ L/D = [k] — ([x])=“ lo cual claramente contradice a
[["L/DEV =L. O

Teorema 2.3.19. (k)L < k*

Demostracién. Pensemos que (k7)% = k. Entonces |wf| > x. Sean
n<KYgy:rk —ndetal formaquesi f €L, existe h : kK = K
con [f] = [hog,]. Asi aue {[f] | f € L, A f 1 5 — w}l < ()P,
ademds por suposicién (n™)F < kt = (k1)L asf |wh| < &k, una
contradiccién. O

Teorema 2.3.20. Cuando k posee un ultrafiltro (u, K )-irreqular para
cada |1 < Kk que ademds es normal débil, existe 0F.

8Tgual que antes, se “codifica” f: [t]*t? — 2 € Ly en una g : [t]* — 2 € L; adecuada para
después encontrar el ¢ € wq, homogéneo para g, que también resulta homogéneo para f.
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Demostracion. Como antes tomamos « < « < k' primitivo re-
cursivo cerrado y R* C k%, 0, con o, : (k, R*) ~ (L,, €). Sea
X = {a < kT | primitivo recursivo cerrado, L, < L.+ Aa > (k)5
por los resultados anteriores sabemos que (k%)Y < k™, entonces X
es un club. Para cada v € X hagamos

Bo = {6 <k [ (&R 1 &) < (r, R*) Noa[d] Nk = £},

que de nuevo es un club. Para cada £ € B, hacemos £, : Lgage) <
L.+, donde Ly es la condensacién de (§,R* [ &§) y g%(§) es el
estrato correspondiente; kS(£) = k y, como ya vimos, [¢%] < [¢”]
para a < 3 € X. Definamos U5 C P(£) N Lya(e) como:

X € US cuando y solo cuando ¢ € k&(X).
Afirmacién (1). Si o = min X. Se satisface lo siguiente
LY ={C<r|g*(()=(¢C")"}eD
2. Para f : k — Kk con f(§) < |£|T existe o € X tal que [f] < [¢°].

3. Para a < B, o, € X, podemos encontrar un club C' con
CNY c{¢<r|US=US}

Prueba. 2 es la prueba de [[(L.+,€)/D ~ [],.,.(La+,€)/D.
Para ver 1 recordemos que (k1)F < kT, ademds

[I'(Le+.€)/D =], (La+, €)/D.
y Lga(g) =< L,§+.

Como
L.+ [ Kk es el mayor cardinal.
tenemos
Lgo(¢y |= € es el mayor cardinal.
Para ver 3, tomemos «, § como se requieren y hagamos
S={{<r|Lanosl{d |6 <&} = LsNnogl{d]d<&}}
que es un club. Podemos encontrar un club C' C S tal que

(CHE < g*(¢) < ¢°(¢) parac e CNY.
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Lgs(e) es el colapso de o4[{0 | § < {}]. Como todos los subconjuntos
de § en Lys ) ya aparecieron en Lga(e), para & € C' NY, tenemos

§ _
U = Us.
QEDI[1]

Por el inciso 3 podemos encontrar L-ultrafiltros U C P(§) N L
para cada £ € Y y un club C, para a € X con: X € U <+ & €
kS (X). Para obtener 0% es suficiente ver lo siguiente

Afirmacién (2). Existe £ € Y con Hflg L bien fundado.

prueba. Pensemos que no es el caso. Entonces para cada £ € Y
podemos encontrar f$ : & — Or, f$ € Ly tales que, para n < w,

[£5,1e < [£8)e, donde [ es la clase de equivalencia correspondiente
al ultrafiltro Us. Sean Mg < Ly la estructura generada por { U
{fS$|n <w}yseaf < [£" con Mg ~ Lg. Podemos pensar que
fS & — €7 Sea f k= K con f(§) < |¢|T y ademéas para

&n fS € Ly, f(§) > (€7)F. Sea o € X con f(¢) < ¢g*(¢) para
¢ € CNY donde C es un club adecuado. Si tomamos ( € C NY

logramos

KS(F5)(€) > KS(f)(€) > oo > K (f)(E) > KE(foi1)(©) > .

la cual es una cadena decreciente de ordinales en L.+ y que clara-
mente no puede ser el caso.

QED[2]
]

Corolario 2.3.21. Si D es un ultrafiltro (k, x™)-irregular en &7,
entonces existe 0F.

Demostracion. Por el corolario 1.3.15. podemos pensar que D es
normal débil. Ademds es (7, kT)-irregular para cada v < x*. Por
tanto existe 0F. O

2.4. Maias de 0°.

Los resultados de esta seccion son debidos a Jensen y Koppelberg

[6].
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Antes de proceder listamos algunas consecuencias claves de la
negacién de la existencia de 0F.

Teorema 2.4.1. Supdngase —0%. Sea w < cf(B) < |B|. Entonces
(a) B no es reqular en L.

(b) Si existen T < [ arbitrariamente grandes con T regular en L y
cf(1) > w, entonces cf((BT)F) > 3.

Demostracion. Sea X C [ cofinal en § con | X| = cf(f). SeaY D X,
conY e P(B)NLy |Y|=]|X|+N;. Entonces |Y| < S ysupY =g,
asi que (S es singular)”. ]

En una seccién anterior ya usamos (a); (b) solo se enuncia por
afan de completud. Una consecuencia satisfactoria es que, cuando
=0, entonces [g: Existen conjuntos Cy (w < ¢f(\) < 3) con

s () es cerrado en A,

= Si C) estd acotado en A, entonces cf(\) = w,
= otp(Cy) < 5,

» Para 7 € (), se tiene C; = 7N C).

esto para cualquier g singular:

Teorema 2.4.2. Téngase cierto —=0%. Dado 3 cardinal singular, exis-
ten conjuntos Cy (w < cf(\) < B) con

(a) Cy es cerrado en A

(b) Si C\ estd acotado en A, entonces cf(\) = w
(c) otp(Cy) < 8

(d) Para T € Cy, se tiene C. =17 N C).

Demostracion. Ya sabemos que bajo V' = L, podemos encontrar
una sucesién (Cy | w < ef(X) < A) que satisface (a), (b), (d) y:

(c”) otp(Cy) < A.

Prikry y Solovay, [19] después mostraron que esto implica la exis-
tencia de una sucesiéon (C) | w < c¢f(A\) < ) que satisface (a) — (d):

En efecto, sea (Cy | w < ¢f(N\) < A) que satisface (a), (b), (d)
y (¢/). Se puede pensar sin pérdida de generalidad que C§ C A\ 3



Capitulo 2. 0F 83

para A > . Definase una nueva sucesion (C§ | w < cf(A) < )
de la siguiente forma: sea Cj; C 3 arbitrario con supCj = 8y
otp(Cy) = cf(B). Para A € Cj témese: C\ = AN Cj. Para otras
A < Bseay=sup(CzNA)y fijemos: O} = {0 < A |lim(5) Ad > v}.
Para A > (3 definase C\ por induccién sobre A de la siguiente manera:
si —lim(otp(Cy)), hdgase: C} = 0; en otro caso Cy = hy\"C}, o,
(donde hy, : otp(Cy) — C, es una enumeracién mondtona).

En seguida, sea (C) | w < (e¢f(N\)* < B) que satisface (a) —
(d) en L. Debemos definir Cy en el caso: c¢f(\) < 8 < (cf(\)E.
Fijemos 7 = (cf(\))L. Entonces 7 es regular en L, y como 3 es
singular, cf(7) < 8 < |7|. De donde se sigue que c¢f(7) = c¢f(\) = w,
debido a que si ¢f(7) < w, entonces 7T es singular en V y por el
teorema anterior (7 es singular)®, lo cual no es el caso. Asi, se puede
completar la sucecién fijando C) = () para todas las X nuevas. [

Definiciéon. (C) | lim()\), A < fT) se dice una Og-sucesién si satis-
face (a) — (d).
U es la afirmacién: existe una [g-sucesion.

Corolario 2.4.3. Suponga —0*. Entonces [z se cumple para cada
cardinal singular S.

Corolario 2.4.4. Si —0%, para /8 cardinal singular y 7 < /3 regular
existe S con

LSc{p<plcflp) =1}

2. S es estacionario en 37,

3. SN a no es estacionario en «, para a < f3.

Atin mds, existe una Ug-sucesion (Cy) con Cy NS =0, A < 5T.

Demostracion. Sea X = {p < 7 | c¢f(p) = 7}. Tomemos una Ug-
sucesion (C). Partimos X en § pedazos con:

X, ={pe X |otp(C,) =v} (v<p).

Como X es estacionario, alguno de los X,, debe serlo. Sea S = X,,.
Definase una nueva [g-sucesion (C}), de la siguiente forma:

! {CA si otp(Cy) < v

SR Yo \ (7a+1) en otro caso,

donde v, € C) es tal que otp(C,,) =v. Y C{NS =0, porque
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a € Ci NS implica otp(C,) = vy a € Cy\ v +1
pero C, = a N C) a su vez implica
otplanCy) >v+1l,yaquea >y +1yacC)

y ese no es el caso, por lo tanto S N C{ = (. Cuando C} = C) es
inmediato. u

2.4.1. Regularidad.

Como vimos en la demostracion del lema 1.3.9, (v, x)-regularidad
es equivalente a la existencia de una sucesion (ug | £ < k) tal que
ue C K, lugl <vy{{<rk|aecu} el para a < k.

En lo sucesivo nos referiremos a (ue | £ < k) como una sucesién
regular siempre que ue C Kk AVa < k{{ <Kk |a €us} €U.

A partir de aqui suponemos que k es un cardinal regular y ¢ un
ultrafiltro uniforme sobre x.

Teorema 2.4.5 (V = L). Sea U un ultrafiltro (v, k)-reqular. En-
tonces U es (7, k)-reqular.

Demostracion. Recordemos el principio de (k, d)-Kurepa:

HK,s Existe una familia B C P(k) tal que para u C k, siw < |u| < §
entonces |B [ u| = |u|, donde B[u={bNu|be B}.

HK; es similar a HK,;s pero se pide que B sea casi ajeno en x.
En [5] se muestra que bajo V = L, HK, se cumple para § < k. Por
lo cual es suficiente mostrar:

Lema 2.4.6 (Benda). Si HK; . yU es (v*, K)-regular, entonces
también es (v, k)-reqular.

Prueba del lema. Sea u, C kcon {v <k |T €u,} €U paraT <
K, sin pérdida de generalidad podemos pensar que |u,| = v, porque
si tenemos « subindices con |u,| < 7 el teorema queda probado; si
tenemos menos de k de ellos, nos quedamos con los que satisfacen
lo que deseamos. Para cada v, sea (b} | i < 7) una enumeracién de
B | u,. Para b € B definamos una aplicaciéon f, : K — 7y como:

fo(v) =i donde bNwu, = 0.

Luego, las f; son distintas en [[,, v, ya que paran € b+bﬂ, sin € u,
entonces fi,(v) # fy(v), porque pensando, sin perder la generalidad,

Aqui, X +Y ={u|(u e X AuédY)V(ug X Au€eY)}
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quen € bAn ¢V ymn € u,, resulta que n € bNw, = b, pero
n ¢ b Nu, =bY, asi que forzosamente i # j. Por el teorema de Lo$

<H v, <) es un orden lineal.
u

Alguna fi- tiene al menos s predecesores entre los f;, en [[,, 7. Sea
fo, (7 < k) distintos con f,, < fp= en [],,7. Como B es casi ajeno
podemos escoger ¢, con 0, € b, + be para & < 7. Fijemos: v, = {7 |
dr €uy A fy. (V) < for(v)}. Dado que

{v<k|rTev}t={v<rl|d €u N fi.(v)< fr(v)}
={v<kl|deuw}nN{v<kil|fo(v)<fe(v)}

Y el conjunto {v < k | §; € u,} € U, por regularidad y {v < & |
fo.(v) < fir(v)} € U, por eleccion de las b,. Ademas, |v,| < 7, ya
que si 7,7 € v, entonces fy (V) # fu (V) y

for (V) for (V) < for(v) <.

Por eleccién de las fi.
O

Notese que H K™ solo se usé para obtener conjuntos de tamano
7 v para obtener ¢ adecuado. Para k = 7T esto es equivalente la
hipétesis de Kurepa H K. +. Asi llegamos a la formulacién usual del
teorema de Benda: si ¢ es un ultrafiltro uniforme sobre v* y HK +
se cumple, entonces U es (y,y")-regular.

En la seccién anterior vimos que si U es un ultrafiltro no (v, v)-
regular sobre 7', entonces 7' resulta ser inefable en L. Daremos
una prueba mas directa, con un plan simple: pensamos que no es
inefable y se hace una prueba semejante a la de H K.

Teorema 2.4.7 (Ketonen). Para k = v+, supdngase que U no es
(v, k)-reqular. Entonces k es inefable completo en L.

Demostracion. Supongamos que no es inefable completo en L. En-
tonces para cualquier familia de estacionarios &€ C P(k) N L existen
una sucesién (S, | @ < k) y X € € que son contraejemplos a la inefa-
bilidad completa en L (i.e. no existe S C k con {o € X | SN = S, }
estacionario en L). Sean X € &, (Sy)a<k l0s <y-menores testigos.
Sabemos que X, (Sy)a<x € L, ademds cada S, C « también es
elemento de L.
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Sean u = ct({Sa}), p un cardinal regular p > o con v C L,
y (X,€) < (L,,€) tal que u C X y |X| < a < k. Por conden-
sacién podemos encontrar A < py 7w : (X, €) ~ (L), €) donde
7 | u=1id [ u, més, 7(Sy) = Sa, de donde que S, € L,+. Bajo este
mismo razonamiento podemos mostrar que (S, | & < k), X € L+.
Concluimos que X, (S,)a<x son L.+-definibles en el pardmetro .
Definamos modelos M, (v < k) como:

M, = lamenor M < L, tal que v € My Xnw, (S; | 7 <v) e M.

Luego |[M,| <, debido a que k =7T. Sea E={7:k <7 < KT A
L. < L.+}. Este conjunto es un club en k% y como L, = ZF~, cada
T € E es primitivo recursivo cerrado. Sabemos que L+ = ZF~, por
tanto podemos encontrar una aplicacion de p, : k — 7, para 7 € E.
Sean

A = {L'(&.¢,0) | p-(§) < p-(O)},

AZ = {F(€7C> 1) | pT(C) SO 5 S A;)T(C)}7
A, = ALU A",

N, = (L.[A/], A,).

Notemos que
N, E k es el mayor cardinal.

Sean s, : k — L.[A;] la <r,,-menor funcién sobreyectiva y
Ni = s.[f] para B < 7. Definimos C; = {f < r | Ny Nk =
BANG = (N}, €, A, N Ng) < N;}.

1 C; es un club en «.

Prueba. Probamos que {o < k| NI Nk = a},{a < k| (N],€
,A. N NTY < N;} son clubes. Primero {a < k | NI Nk = a}
es cerrado porque si (o, | n < w) es una sucesiéon de elementos
de dicho conjunto tenemos que (J,_, an = a es tal que X] Nk =

$rUpew @] N = U, <p(87[0n] N &) = U, -, @n = . Para ver que
no esta acotado definimos ¢g : kK — Kk como

gla) = sup(NZ 1 ).

note que para « con NNk = a se deduce g(a) = sup a = a; ademés
g es cofinal y no decreciente porque para & < K, como k C L.[A,]
entonces existe ( < k con & = s,(¢) y por tanto £ < g(/3) para algin
B > (. Para ver que no es decreciente es suficiente notar que £ < ¢



Capitulo 2. 0F 87

implica s, [¢] C s,[C]. Por tanto tiene x puntos fijos, esto prueba que
no esta acotado.

{a <K |(NI,e, A, N NI) < N;} es cerrado porque si (), €s
una sucesion creciente cuyos términos son elementos de dicho con-
junto, tenemos que N < N7 . < Ny por el teorema de unién
(2.4.11) U,., Nj < N;. Para ver que no estd acotado tomemos
¢ < Kk y consideremos, en L+, la menor M < N; con £ € M. Como
¢ < k tenemos |M| < k y sin pérdida de generalidad suponemos que

M e L,[A;] asi que existe ( < k con s,[(] = M. QED

Ademads notemos que N es tnico.
2 Sia<d,a,ac€C,, entonces N7 < N7,

Prueba. Sean y € N7 y ¢ tales que
Na = Bz)e(z, 1)

entonces

N: | (Bx)e(z,y),
concluimos

Na E F)e(, 7).
QFED

3Si7 <7, 7 e ENN], entonces a € Cyr.

Prueba. Notemos que
NT < N, s, es N, -definible.

Dado que 7,7 € E, L, < L, y por definicion de A, C A, obtene-
mos N,» < N.. Por lo cual podemos definir s,» en A,/, ademds

srfa] < Ny sofa) Mk = a.

QED
Definamos B
NI = (Lg[A-Nal, A-Na),
y _
Ny < N;
como: )
NI~ N7
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donde N7 es transitivo. Nétese que al colapsar A7 obtenemos un
predicado A, = 77[A, N NI]. Pero n7[A, N NI] = A, N« ya que,
al ser k un cardinal I'(§, (,0),T(§,(, 1) < K, asi que A, C k. Ahora
77 [ a=1id | o, yaque o C N7 es transitivo. Sea A, = m*[A, N N7];
por tanto N7 = (Lg[A.], A.). Pero como A, C k, A, N N] =
A, NENNT = A, Na, de lo cual A, = 77[A, Nal. Afirmamos que
A, = A, N a porque cuando tomamos = € A,, podemos encontrar
y € A; N tal que 7. (y) = z, pero 7, es la identidad en « de
donde 77 (y) = x = yy o € A, Na. Ahora para z € A, N«
ocurre (7%)~!(x) = y para alguna y € A, e igual que antes 77 (y) =
z = y. Entonces N7 = (Lg:[A. Na], A; Na) es de hecho nuestra
condensacion.
Para o < o/ hagamos:

Moo = (T0) '

. e e . T o \—1
que forma un sistema dirigido porque 77, = (7)) 'w
1.1

sia < B <0, mpsom, = (m5) twg o (np)ial = (m5) " omy, =
mhs- Entonces (/\/f AT ) aec, ) es el limite directo del sistema dirigido
(NZ, (7] o) a<arec, ) Por (3) tenemos:
4 Si 7" € ran(n7), entonces
L 7' =77(87)
2. w7 =qaT [ NT.
4 es consecuencia directa de que (N, (77 )aec,) es el limite
directo.

Noétese el hecho clave:

Hecho. Si a <v,a € C;, entonces P(a) N M, ¢ Lg-.

Prueba. Sea S = S,. Afirmamos: S ¢ Lg-. Supéngase que no. Es
claro que:
(7'('; rLﬁg) . Lﬁgt =< LH+

y mh(a) = k. Ya que (S¢ | € < k) es Ly+-definible en &, tenemos:
To((Se [ € < a)) = (S [ § < ).

Consideramos dos casos:
Caso 1 {{ € X Na | Se =S, NE} es estacionario en Lg-. Entonces
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{£ € X | Se =m7(S)NEY} es estacionario en L,+. jContradiccion!
Caso 2 El caso 1 falla. Por lo cual podemos encontrar un club C' C «
tal que C' € Lgr v Se # SNE, £ € C. Entonces S¢ # 77, (S) NE para,
¢ enl(C). Peroa e 7 (C)y Sy = annl(S). jContradiccién! QED
M, es un segmento inicial de L, es decir algin L,. Por lo cual:

5 Si o € C; Nv, entonces 5] € M,.

Ahora definimos ordinales & = &, f = (7, u = pu], para v <
k,C- Nv # () como:

a=supC, Nv; f=85 p="I(a,p).
Entonces ul, € M, por (5), M, < L,+. Pero:
6 SiT <7, acC.Nv, 7 €ran(r]), entonces p, # 7 .
Prueba. Si a7 # &7, entonces es trivial. Si no, entonces por (4)
By < 8. QED

Ahora definamos f; : Kk — Kk como:

f(y):{,uf, siC,Nv#0

0  de lo contrario.

Se tiene que f.(v) € M,. Ya que |M,| < v, podemos tomar una
aplicacién 1 — 1 h, : M, — v v fijemos: f; = hy f-.

Los f, son distintos en [[,,7, va que si 7/ < 7, a € C,, 7' €
ran(n7), se sigue que a < v — fu(v) # f-(v). Ademas hay K+ =
v+* de ellos: para algin f,- que tiene al menos » predecesores en
[L, - Sean ffg (¢ < k) predecesores de fr« en [, 7. Escjase ag €
C,, arbitrario y ag € (., que satisfaga 7¢ € ran(wgg), para ¢ < (,
aun mas og # o para ¢ # . Hagamos:

UV:{€<’£‘05£<V/\JC_T§(V)<.f7'*<y)}

donde v < k. Entonces (v,), <, s una sucesion regular tal que |v,| <
~ con el mismo argumento que antes y

{v<r|tew}={v<r|ag<vAf,(v) < fuv)}=
v<klag<vin{v <k| fr(v) < fra(v)
e+ L#) A {0 < 1 | () < ()
y estos dos tltimos conjuntos son elementos de U. Asi que {v < & |
¢ €v,} €U. jContradiccién! O
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Teorema 2.4.8. Pensemos que 2~ = k. Sea v < Kk yU un ultra-
filtro (v, k)-regular pero no (v, k)-reqular. Entonces k es inefable
completo en L.

Demostracion. Supongamos que k no es inefable completo en L,
sean (S, | @ < k), X como en la prueba anterior. Como 27 = &k

y |H.| = 2~ podemos tomar una enumeracién (e | € < k) donde
|ct(z¢)| < k para cada & < k. Para cada £ < k fijamos b una
biyeccién entre ct(x¢) y su cardinalidad x¢. Definimos un orden R
en k¢ con la prescripcion

nRed siy solo si bgl(n) € bgl(é).
Ya que ct(x¢) es transitivo, R esta bien fundada en k¢. Hacemos
U={(8,n,0) | zy € He A BR,d}, B=T[U] C &,

donde I : k3 < k es la funcién de Godel.
Hecho. H,, = L,[B].

Prueba. Sea a < k. Como L,[B] es transitivo ct(L,[B]) = L,|B|
v |La[B]| = |a| + Ro < k. Asi que L,[B] C H, para toda o < k.

Para ver la inclusién inversa sea z € H,. Entonces z = x, para
alguna a < k. Sea p < k un ordinal primitivo recursivo cerrado con

L[{(n,8,6) | nRsd}] C p.

Notemos que (kg, Rg) es L,[B]-definible en el pardmetro § y I' |
p? € L[B], asf que

Le[B] = (Bu)u = (kg, Rs).

Debido a que L,[B] es primitivo recursivo cerrado en B, pode-
mos definir el colapso de Mostowski en L,[B] y obtener el colap-
so de (kg, Rg) en L,[B]. Por unicidad del colapso deducimos que
(ct({&5}), ) € Lu[B] y por ende €5 € Ly[B]. QED

Sea (u, | ¥ < k) una sucesién regular para U y como antes
podemos pensar que |u,| = 7. Fijemos:

M,, = el menor M < (H,, B) tal que u, U{u,} € My
X Nsup(uy), (Sa | @ < sup(u,) N X) € M.

Entonces |M,| = v. M, no es necesariamente transitivo. Ademads
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Hecho. otp(u,) C M, otp(u,) € M, y h € M,, donde h : otp(u,) —
u, es la enumeracion mondtona de u,

Prueba Por definicién u, € M, y si & € M, NOr es tal que existe
una funcién h : € <> u, entonces £ < Kk, h C & X u,, de donde se
sigue que |h| < K, h € L,[B]; luego

L.[B] = (3h)(h es la enumeracién mondtona de u,)

por lo que h,& € M,. De hecho £ C M, ya que £ es punto limite de
U, y
L.B] &= (Vf)(Fun(f) Adom(f) € Or Aran(f) Cu, A (£ < —
f(&) < f(¢))
— (Fp)Uran(f) = p).

Dicha expresion tiene parametros en M, y se satisface lo mismo, asi
que los puntos limites de u, son elementos de M,.QFED

Por lo cual todos los puntos limite de u, también son elementos de
M,. Definase FE' y p,, para 7 € E, como anteriormentﬂy definamos

A; haciendo A7 = {I'(£, ¢, 0) | p-(§) < p-(O)} UL ¢ 1) | p-(C) €
E = &€ Ay}, luego fijamos:

A, = {T(v,0) | v e A} U{T(»,1) | v € B}.

Como k es un cardinal A, C x. Repetimos las definiciones de N,
T T AT T T .
Sty CT7 Naa ouNaJ T Tool*

u NT: <LT[AT]7AT>7
» O ={B<K|N;jNK=BAN]=(Nj € A NNj) <N},
» N7 el tdnico < NV, tal que kN N = q,

» N7 = (Lg-[A; Nal, A, Na) (entonces S es el indice otorgado
por el colapso),

= 7l NI~ NTy

w77 = (77,) 7wl para a < o € C..

Las observaciones (1)-(4) se siguen de la misma forma que en el
teorema pasado. Notemos:

OE={r<kT|k<TALr<L4+},prik—>T
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81 (NT | o/ < ), (77, | &’ < a) son uniformemente defini-

bles a partir de N7; de hecho la definicién se puede hacer en
cualquier Z F'~-modelo, porque los estratos L, [A] son absolutos
entre Z F'~-modelos.

Para cualquier ZF~-modelo M, sea: MY = {z | M =z € L}.
Entonces

Hecho. /\/lf <L,y /\/15 =LNM,.
Prueba. Por definicion
ME=lzeM,|M,ExzcL}

Para p < k tenemos LZ\A” C L, por tanto ML C L,. Veamos que
L., <pre Ly[B] donde LTC = {=, €} es el lenguaje de teoria de
conjuntos. Para este fin tomamos ¢ € L, y ¢ con

L.[B] = (3y)e(y, 7)

se deduce que y es definible en términos de conjuntos definibles Z,
por lo cual

L | (Fy)ely, D).
Para probar el hecho fijamos & € M, y ¢ tales que
L = By)e(y, ).
Dado que ML C L, C L.[B] y L. <rrc L[B], se desprende

Ls[B] = (Fy)ely, D),
pero M, < L.[B], de lo cual obtenemos

M, | (3y)ely, ©),

e y es definible en términos de Z por lo cual y € ML. Para mostrar
que ML = M, N L definimos MLe ={z € M, | M, Ex € L.}y
procedemos por induccién en « < k. Para a = 0, resulta {x € M, |
M, EzeL,)=0=M,N0. Cuandoa = p+1y M.* = L,AM,,

al tomar 2z € MZLe tenemos
zeM,, M, Ez€L,

pero L, = Def(L,, €), Lﬁ/‘” C L,NM, porlocual Def(L,,€) C L,
implica z € L, N M,,. La otra inclusién es debido a que

M, Ezel,— z€L,.
QED
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Hecho. Sea a < supu, NX, a € C.NM,. Entonces P(a) N ML ¢
L.

Procedemos como en el teorema 2.4.7. Sea S = S, ¢ Lg-; tene-
mos
(W; r Lﬁg) . Lﬂg =< L,{-‘r

y mi(a) = k. Debido a que (S¢ | £ < k) es Ly+-definible en &,
obtenemos:

To((Se [ € < a)) = (Se [ £ < ).

Pensamos que S € Lg- y procedemos por dos casos:
Caso 1 {{ <anNX | S =S,N¢E} es estacionario en Lg-. Entonces
{£ € X | Se =m7(S)NE} es estacionario en Ly+. jContradiccién!

Caso 2 El caso 1 falla. Por lo cual podemos encontrar un club
C CatalqueC € Lgr y Se # SNE, € € C. Entonces Sg # w7 (S)NE
para £ € 77 (C). Pero a € 7 (C) y Sy = anal(S). jContradiccion!
Como ambos generan una contradiccién entonces S & Lg:.

Ya que L.[B] = H,, existe una funcién h que es (H,;, B)-definible
y h: H, <> K, debido a que la hay entre k y L,[B]. Para o € C;
definimos:
on =18, h(Ar Na)).

Sea: D, = {0} | a € C;}. Para D, N, # (), definimos & = aj,
B = 3] como:

& =sup{a |0 € u,}
B =pg

La intencién es definir p, (D, Nu, # ) que satisfaga un andlogo
a (6) en el teorema anterior. Claramente & € M, ya que 0} € M,
o en otro caso & es un punto limite de u,. Desafortunadamente no
sabemos si 8 € M,; esto complicard la definicion de p].

Definimos x,, por casos, de la siguiente forma:

Caso 1 87 € M,. Sea

MZ = F(d; ~17/—70)

igual que antes.

Caso 2 El caso 1 falla. Entonces & es un punto limite de D, Nwu,,.

De no ser este el caso, & es tal que 07 € w, N D,, & € C,. Por
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definicién 0% = I'(BL, h(A, N«)) > BE por tanto S € M,. Como
& = sup{a | d7 € u,}, entonces & es punto limite de C; ya que si
a <o, a,d € C; tenemos: a < I < 07 < o, porque a < (7 es
inmediato por definicién de 87 y 57 < I'(57, h(A,Na)) = 7 y como
A, se construyé de tal forma que codifique a B obtenemos 0], < /.
Por (8.1) se sigue que J\Tg,w;,a, € M, para o < o, a, 0 € an
C,; N M,. En lo siguiente suprimimos los superindices 7, escribiendo
Taa PO T, ., v demas. Sea o0, : M, ~ M, donde M, es transitivo.
Fijemos

N; = 0171(-/\_/&)77T2a’ = Uu_l(ﬁaa’)

para o < o/, a, o/ € aNC. N M,. Entonces 7, : Ni < N7,
Sea (N*, (7)) el limite directo de ((N3), (7} ) a<ar). Definamos
un encaje o* : N* < N3 como:

Es decir, para [z, a] € N* obtenemos 0, (x) € N7, asf que maq(0, (7)) €

NZ; concluimos que o*(z) = ma5(0,(z)). Entonces N* estd bien

fundado y podemos tomarlo como un €-modelo transitivo; si no lo

fuera y tomamos un testigo de esto x;, es decir x;16x; — donde ¢

es la pertenencia— entonces o*(z;11) € 0*(x;), pero N si estd bien
*T

. ., .. . x 1/~ * .
fundando, una contradiccién. Fijemos: o = o, (&), p* = Bi7 =

OrNN*. Se sigue que si X € MENLg-y X C o, entonces 0,(X) =
0*(X). Para ver esto, notemos que X C «* implica 0,(X) C &
ademds 0*(X) = mag(0,(X)), por lo que 0,(X) € N7. Por defini-
cién de Taa, Tag(0, (X)) = (75) 171 (0,(X)), como 74 | @ = id | &
concluimos ma4(0, (X)) = 0,(X). Ademds 3* € ML, porque si este
no fuera el caso, M) C Lg- y 0*0,,'[2(a)|NM, = Z(a)NM, C Lj.
De esto se concluye que P(a) N ML C Lj, esto contradice que
Pa) N My & Lg;.

Luego hacemos:

B'= By =08,
puy, =T(a 8,1)

8.2 Sea 7' < 7, a € C de tal forma que 7" € ran(nl) y 0 € u,. Si
p” estd definida, entonces u7, # p7 .
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Prueba Tenemos varios casos segun la construccién de S: Si
~ ~l o . . . ~

A’ # a7, es trivial. Para los siguientes pasos pensemos &’ =
a’ =a

e Si 7,57 € M, entonces 37 #+ 3. por definicién de los 3
y por tanto u, # u7 .

e Si 7 e M, ¥+ Bf’ € M,, la afirmacién resulta trivial
porque i, = I'(a, 3,0) # T'(&, 3',1) = u7, o viceversa.

e Ahora, cuando BT, BT/ ¢ M,. & surge de un punto limite
de D, Nu,. Para a € a N C,. N M, suficientemente grande
tenemos: si a < o’ € anC; N M, entonces o, € @ N
CoNM,ynrl, (BT = ﬁ;;. Pero la funcién o, : M, < M,
transfiere esto a M,,, de donde se sigue que 3™ > 7. Por
lo cual uf, # u7 . QED

Ahora definamos aplicaciones f, : kK — k como:

f(y>:{,uz si Dy N, #0

0 en otro caso

Sea h, : M, < ~ y hagamos f, = h,f.. La funciones f, son di-
ferentes en [, v, ya que si 7/ < 7, 7' € ran(xl) y 05,07 € u,,
entonces f(v) # f-(V') por (3.2) y por regularidad esto ocurre en
un conjunto del ultrafiltro. Entonces alguna f,- tiene al menos & pre-
decesores entre las f-. Tomemos an (n < k) diferentes de tal forma
que fr, < f- en [],, 7. Escojamos 8, = da) con 7¢ € ran(ms!) para
§ <n. Asi que cuando § <1y d¢, 6, € u,, tenemos f,, (v) # fr (V).
Sea: v, = {n | &, € uy A fr, (v) < fr-(v)}. Igual que antes obtenemos
una sucesién regular (v, | v < k), porque

{v<rléeuv}={v<r|decuAf,(v)<f-(v)}=
{v<wldgew}n{v<rl|frlv)<f-@)}
donde el primer término de la interseccién anterior es un elemen-
to del ultrafiltro por la regularidad de (u,),<., el segundo término
también es un elemento del ultrafiltro porque [f;] < [f], entonces
v<rlécu}elylul<nyaque frl) < 7, por tanto
|fr )| <. O

De hecho la prueba muestra algo ligeramente mas fuerte a lo que
se afirmd: Si empezamos con una sucesiéon regular (u, | v < k) de
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tal forma que cada wu, es infinito, la prueba da lugar a una nueva
sucesion regular (v, | ¥ < k) con |v,| < |u,|. Para formular esto de
forma mas concreta definimos lo siguiente.

Definicién. Sea h una funcion de cardinales infinitos a los elemen-
tos de k. U es (h, k)-reqular si y solo si existe una sucesion regular
(uy, | v < k) tal que Yv|u,| < h(v). Si k es otra funcién con las
misma propiedades, escribimos k <y h cuando {v < k | k(v) <

h(v)} e uH]

Corolario 2.4.9. Bajo 2~ = k. Si h >y w y U es (h, k)-regular
pero no (f, k)-regular para ninguna f <; h, entonces x es inefable
completo en L.

Demostracion. Podemos repetir la prueba anterior para una suce-
sion (h, k)-regular (ug¢)e<, y al final obtenemos, de la misma ma-
nera que en la prueba pasada, una sucesién (f, k)-regular, donde

f<uh. [

Este corolario tiene una conexion importante con los ultrafiltros
normal débiles:

Lema 2.4.10. Definamoscf™ : kK — k como: c¢f ™ (v) = sup{w, c¢f(v)T}.
SiU es normal débil, entonces U es (cf, k)-reqular pero no (h, k)-
reqular para h <y cf ™.

Demostracion. (a) U es (cf*, k)-regular.

Sea a, C v de tal suerte que supa, = v y otp(a,) = cf(v)
para v limite. Definamos aplicaciones f: : Kk — Kk y puntos
Ne,Me < K por recursion. Sea fy = kK — Kk regresiva arbitraria,

no =min{n <k | f e} yip=mn

ne = el menor 7 con f{l[ﬁ] eu,
N = SUP,<¢ M
fern(v) = {mfn(av V) sla ¢

0 en otro caso

y para el caso limite A, teniendo (n,,7,),<» ya definida hacemos:

1 La <z-menor funcién es la funcién constante w.
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_Jmin(a, \ sup,.\7,) sia, & sup,.\ 7.
M) =
0 en otro caso.

Fijemos: v, = {£ < k | fe(v) < ne}, como [fe] < [ne] por
eleccién, entonces {v < k| cu,} ={v <k | fe(v) <ne} el
y ademaés |u,| < cf(v) para v limite. QED(a)

(b) U no es (h, k) regular para h < cf™.

Pensemos que este no es el caso. Sea (u,) una sucesién regular
con |u,| < h(v). Podemos pensar, sin pérdida de generaldad,
que u, C v. Entonces {v < k | supu, < v} € U, de donde
se desprende que podamos encontrar 7 < k tal que {v < & |
sup(u,) < n} € U. Pero entonces {v < k | n € u,} ¢ U.
jContradiccién!

]

Entonces resulta que:

Corolario 2.4.11. Pensemos que 2% = k. Si U es normal débil
entonces k es inefable completo en L.

Es tentador intentar extender los resultados anteriores imitando
esta demostracién en ausencia de V' = L. Se ha tenido poco éxito
con este enfoque. Sin embargo podemos mostrar:

Teorema 2.4.12. Supongamos —0% y 2% = . Sea U normal débil.
Si U es (,k)-regular para algin v < k, entonces U es (wi,K)-
reqular.

Demostracion. Supongamos que U no es (wy, k)-regular y sea (u, |
v < k) una sucesion regular u, C vy |u,| = cf(v) para v limite.
Fijemos W = {v | v < v < Kk Aw < ¢f(rv) < v}. Por la caracte-
rizacion de la (v, k)-regularidad, W € U. Sea B C k de tal forma
que L,[B] = H, y definamos M, = la menor M < (H,, B) con
u, U{u,} € M (v <kK).Parat € E={r <kt |k <TAL. < Ly+}
definamos p, : k — 7,Cyr, Ar, No ,u NZ,NT 77 7T, exactamente co-
mo antes. De nuevo tenemos (1)-(4) y 8.1 de los teoremas 2.4.7,
2.4.8. Por 0" obtenemos el siguiente

Hecho. Para o« € W N C;, ocurre P(a) N ME ¢ Lg:.
Prueba. o > vy w < ¢f (a) <. Por tanto w < cf(a) < |a. Asi que
a no es regular en L. Ya que ML < L. podemos encontrar a € ML
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con a C «, supa = a y otp(a) < . En tal caso, a ¢ Lg: ya que o
es regular en Lg-.QED

Definamos 0, D, como antes, es decir dada h : H,, <+ k definible,
o =T(BL A Na))y D ={0] | « € C;}; luego hagase:

X, ={veW|sup(D,Nu,) =rv}
1 X, el

Prueba. Si este no es el caso, sea g(v) = sup(D, Nu, ). Entonces {v |
g(v) < v} eU. Porlocual {v|g(v) <n} €U para alguna n < k.
Tomemos « de tal suerte que §7 > 7. Entonces {v | §7 € u,} ¢ U.
iContradiccién! QED
Ahora definamos p, practicamente como antes, pero solo para el
caso v € X,. Fijamos:

a, =sup(D,Nu,) =v
By =85=5

Ya que @ es un punto limite de D, Nu,, colapsamos M,, o, : M, —
M, y construimos )7 € M, de la misma manera que antes usando
el hecho recién mostrado. Hacemos

Nt =0, N, 7ty = 0, (Taar)

? oo

paraa < o, a,a’ € aNC.NM,. Entonces como o, es un isomorfismo
se tiene 7, : NF < N2,

Sea (N*, (m%)) el limite directo de ((NZ), (7%, )a<ar). Definimos
o* : N* < Nj igual que antes:

Asi que N* estd bien fundado y podemos pensarlo como un &-
modelo transitivo. Deffnase o* = o,'(a); f* = 7 = Or N N*.
Se sigue que si X € MI'N Lg- y X C o*, entonces o,(X) = o*(X).
Pero MZL es un segmento inicial de L. Por lo cual 3* € ML, ya que de
otra forma M) C Lg- y o*0, ' [Z(a)|N M, = Z(a) M, C Lz, una
contradiccién. Definimos ST = 0,(3%7); es suficiente hacer ul, = SI7.
Como antes obtenemos
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2Sea 7 < 71, v € XyNX, tal que 7 € ran(n]). Entonces
g #

Luego definimos:

w, siveX
frv) =477 §
0 de otra forma
y repetimos la prueba anterior. Esto da a lugar a una sucesion re-
gular (v,),<, tal que |v,| < |u,|. jContradiccién! O

2.4.2. Desmontabilidad

Sea LC'H la afirmacién: Cada cardinal limite es un cardinal limite
fuerte. En esta secciéon probamos, con la hipétesis —0f + LCH, si U
es un ultrafiltro uniforme sobre un cardinal regular x, entonces U es
~v-desmontable para v < k. Antes las definiciones relevantes:

Definicién. Sean k,~ cardinales infinitos tal que v < k. Sea U un
ultrafiltro en Kk que es y-desmontable. Decimos que [ : Kk — v es una
~-descomposicion de U si y solo si para toda s C vy con |s| < v ocurre

Uees fHH{E} € U. Es decir si | es un testigo de la desmontabilidad.

Claramente f : kK — 7 es una ~y-descomposicion si y solo si el
ultrafiltro
L) ={X CHlfMX] e U}

es uniforme en 7, si f es una ~-descomposiciéon entonces, dado
X € f.U), como fHX] = Ueex fT{E}] € U, X no puede tener
tamano menor a . Si el ultrafiltro es uniforme y tomamos s C v de
tamano < v, se cumple f~'[s] = .., fT'[{£}] € U, de lo contrario
s € f.(U), hecho que viola la uniformidad.

Si f: Kk — 7 es una y-descomposicién de Y y g : v — § es una
d-descomposicion de f.(U), obtenemos que go f : Kk — 0 es una
d-descomposicién de U. Si s C k es tal que |s| < § deducimos (g o
£)7Msl = f~ g7 [s]] v como g™ '[s] ¢ f.(U), entonces f~[g7"[s]] ¢
Uu.

A partir de este punto pensaremos que x es un cardinal regular
y U es un ultrafiltro uniforme sobre k.

Lema 2.4.13. Sea U un ultrafiltro (v, k)-reqular. Entonces U es
d-desmontable para cada § reqular con v < 6 < k.
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Demostracion. Tomemos una sucesion regular (u, | v < k) tal que
lu,| < vy hagamos X, = {v < k | @ € u,}. Entonces f(v) =
sup(d N u,) es una d-descomposicién: primero f : kK — § porque
lu,| < v < § y por regularidad sup(u, N J) < ¢. Luego, sea s C ¢
con |s| < §. Si f7![s] € U, entonces

FisinXy={v<r|flv)estn{v<rs|acu,}=
{v<klsup(dNu,) €stN{r<rk|acu,}=
{v<k|sup(dNu,) €EsNacu,}

es un elemento de U para cualquier @ < k. Si @ = sups + 1 <
§ <k, yve fls]nX,, tenemos sup(d Nu,) € s A« € u,, pero
sup(d Nu,) < a. Como |u,| < v, para « existen < 7, v con dicha
propiedad. Un absurdo. ]

En la seccion sobre desmontabilidad demostramos los siguientes
resultados:

Lema 2.4.14. Sea p < Kk de tal forma que U no es v-desmontable
para yp < v < 22" Entonces Hu K tiene una primera funcion, que
es mayor que todas las constantes o < K.

Pero si f es tal funcion, entonces f es una k-descomposicion y
f«(U) es normal débil. Por tanto, tenemos el siguiente corolario

Corolario 2.4.15. Si U satisface las hipétesis del lema anterior,
entonces existe un ultrafiltro normal débil V en x tal que para cada
v < K si V es y-desmontable entonces U es y-desmontable.

Lema 2.4.16. Sea U 7" -desmontable donde T es reqular. Entonces
U es T-desmontable.

Lema 2.4.17. Sea A un cardinal limite fuerte y singular. Tomemos
U como cf(N)-desmontable y p-desmontable para p < \ arbitraria-
mente grande. Entonces U es A-desmontable.

La utilidad de suponer LC'H es la siguiente. Supongamos LCH
y que U no es 7-desmontable para alguna 7. Sea 7 el menor posible.
Entonces 7 es regular por el lema anterior. Por tanto, i no es 7(™)-
desmontable para n < w. En cuyo caso 22707 = 70" para alguna
m < w y se satisface la hipétesis del Lema 2.4.14. Asi que podemos
pensar que U es normal débil.

Otro lema importante es:
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Lema 2.4.18. Con las hipdtesis del Lema 2.4.14: | [T, po| < 2% (don-
de p1 es como en el lema).

Pero por el argumento anterior tenemos:

Corolario 2.4.19. Supongamos LC'H. Si U no es 7-desmontable
para alguna 7 < s, entonces | [[,,w| < &

En la seccién primera de este capitulo vimos la prueba de Sil-
ver de la afirmacién de que si k es inaccesible fuerte y U no es
7-desmontable para cada 7 < &, entonces 0% existe. Luego en la sec-
cion siguiente vimos la modificacién que hizo Ketonen para debilitar
la hipdtesis con regularidad:

Lema 2.4.20 (Ketonen). Sea U normal débil y (v, k)-irreqular para
toda v < k. Pensemos que cf([[,w) < p, donde p < Kk es de tal
suerte que v < Kk — vp < K. Entonces 0% existe.

Finalmente necesitamos,:

Lema 2.4.21 (Prikry, Silver). SeaUd un ultrafiltro no T-desmontable.
SiS C {v < klef(v) = T} es estacionario, {{ < k|SNE es estacionario en £} €
Uu.

Demostracion. Por la observacion, junto a LC'H, deducimos que U
es normal débil. Como c¢f(§) = 7 para & € S, T tiene que ser regular.
Luego recordemos que U preserva la convergencia (lema 1.2.12). Sea
S C{{ <k |cef(§) =7} estacionario. Entonces para todo £ € S, U
no es cf(£)-desmontable. Ahora pensemos que

N ={¢ < k| SNEno es estacionario en £} € U

y deduzcamos una contradiccién. Para cada § € N sea C¢ C { un
club de tipo ordinal ¢f(§) y de tal forma que CeNENS = CeNS = 0.
Luego hacemos C = ng ~ Ce/U, que es un subconjunto de xf; que
es cerrado y no esté acotado respecto a [id]. Se deduce lo siguiente.

Afirmacién. X = {¢ < k| [£] € C} tiene tamano k y es cerrado
respecto a limites de sucesiones de tamano 7.

Prueba. Como recordamos antes, I preserva convergencia de su-
cesiones, entonces X es trivialmente cerrado respecto a dichas suce-
siones. Luego si probamos que para cada o < k, existe £ € X con
a < &, habremos terminado. Debido a que C es cerrado y no esta
acotado bajo [id] podemos encontrar (f¢,&¢)c<r tal que
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[fleCyla] <[fe;
S € X, [fed <& v [§) < [fera]-

Hagamos § = sup.,{ < x y ademds { € X porque [f¢| — [¢].
QFED

Sea X la clausura de X. Como S es estacionario y X es un club,
podemos tomar £ € SNX. Asf que ¢ € X, porque podemos encontrar
una sucesion (& | ¢ < 7) que converge a £. Y todavia més, [£] € C
y por definicién de C

[(eN|ceC)eU

de esto y por £ € SN X C S obtenemos ¢ € C; NS, una clara
contradiccién a la eleccién de Ct. ]

Ya juntamos todos los elementos que necesitamos para probar:

Teorema 2.4.22 (—0%). . Supongamos LCH cierta debajo de k.
Entonces U no es T-desmontable para ninguna 7 < k.

Demostracion. Pensemos que no se satisface la conclusion y tome-
mos a kK como el menor contraejemplo; sin perder la generalidad sea
U normal débil y no 7-desmontable para algin 7 < k. Sea 7 el menor
de tales cardinales. Entonces 7 es regular. Consideramos tres casos:

Caso 1. Existe § regular de tal forma que 7 < 6 < Kk y U es
d-desmontable.

Sea f una d-descomposicién de . Entonces f.(U) es T-desmontable
por la elecciéon minima de x. Tomemos una 7-descomposicién g de
f+(U). Entonces fog es una 7-descomposicién de U. jContradiccion!

Caso 2 El caso 1 fallay x = 7. Entonces f3 es singular, Ya que de
otra forma el caso uno aplica por el lema 2.4.16. Entonces podemos
encontrar un conjunto S C {& < k | ¢f(§) = 7} estacionario en &
pero de tal suerte que S N a no sea estacionario en «a para a < K.
Y por el lema anterior: {«|S N « es estacionario en a} = 0 € U.
iContradiction!

Caso 3 Los casos anteriores fallan. Entonces « es inaccesible fuer-
te y U no es d-desmontable para toda 6 con 7 < § < k. Entonces
por el lema 2.4.13, U no es (v, k)-regular para ninguna vy < k. Por
el corolario 2.4.19, |[],,w| < k. En tal caso 0* existe segin el lema
2.4.20. jContradiccién!. m
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2.4.3. Pulcritud

Los resultados de esta seccién se deben a Koppelberg [6].
A partir de aqui pensamos que k es un cardinal regular y U es
un ultrafiltro uniforme y normal débil en x.

Definicién. Decimos que U es pulcro, cuando: f € [],.,. P(a) N L
implica la existencia de W C P(k) N L de tal suerte que |[W| < Kk y

Uyewla <rlany = fla)} €U.
Ahora tomemos E C k%, Cy, N, N7, NI, 37«7 como en la

(o]

subseccion 2.4.1. Obtemos la siguiente caracterizacién de pulcritud:
Lema 2.4.23. Las siguientes son equivalentes:
(a) U es pulcro.

(b) Si f€]l,..Pla)NL, existe g € (P(k)NL)" con |ran(g)| < K
y{a <wlangla) = fla)} eU.

(c) Si fell,..(Ja|), exister € E con {o < k|f(a) < B3} €U.

Demostracion. = (b) — (a) es trivial, ya que si g es tal funcién
entonces W = ran(g) tiene tamano < k y

Jfa <rlany = f(a)} = {a < klangla) = f(a)} € U.

yew

= (a) = (¢) Sea f € [[,..(Ja|™)* y tomemos h(a) € Ly \
Ly, ha) C a, a < k. Sean W C P(k) N L, [W| < & tal
que Z = Uyew{a</<;|aﬂy ha)} € U y T € E con
W C L.. Para a € C. N Z suficientemente granddEL tenemos
{yNaly € W} C Lg;, por tanto h(a) € Lgz, asi que f(a) < 7.

= (¢) = (b) Sea f € [],.,. P(a)N L. Tomemos h(a) < (|a|")" tal
que f(a) € Ly(a), (o < k). Escojamos 7 € E con Z € U donde:
Z ={a € C.|h(a) < BZ}. Sea p una biyeccién N, -definible de
Kk sobre N, y fijemos p, = (77) 'pr7. Luego definase ¢(a) =

(pato f)(a), (a € Z). Entonces existe n <  tal que ¢7'[n] € U.
Para ¢(«) = §, tenemos:

Pa(0) = fla) = anp(d).

12C. N Z € U por ser U normal débil, entonces no ests acotado debajo de &, por lo cual «
existe.
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Asi que haciendo g(a) (q(a)) para g(«) < n resulta: {a|an

9(0) = f(a)} = ¢ 1] € .
]

La pulcritud recupera la idea de la prueba de Ketonen que mos-
tramos en la seccién 2.2 y como vimos en esa seccion, la regularidad
implica pulcritud:

Lema 2.4.24 (Ketonen). Sea U, (7, k)-irregular para toda v < k.
Entonces U es pulcro. De hecho, para f € [, |a|t, existe T € E
tal que {a | f(a) < B} € U.

a<k

Demostracidn. Pensemos que no existe dicho 7. Sea f € [],_,.(Ja|")"
con Z, € U parat € E, donde Z, = {«|f] < f(a)}. Escojamos fun-
ciones inyectivas h, @ f(a) = |af, (o < k). Sea g(a) = hao(BL), (o €
Z;). Las g, son distintas en [ [, _, [v|/U, de donde se sigue que existe
un cardinal v < « tal que |E'| = kT, con E' = {7 € E|g-'[y] € U}.
Asi que, Z! € U, para 7 € E’, cuando Z. = {a € Z,|g;(a) < 7}.
Podemos encontrar g,- (7% € E’) que al menos tiene k predecesores
entre los g, (7 € E'). Sea ¢g,, (v < k) una enumeracion de los dife-
rentes predecesores. Escéjase o, con 7¢ € ran(nl? ) para { < v. Para
a < K sea: U, = {v|a, < a € Z }. Entonces (u,) es una sucesion
regular y |u,| < 7. jContradiccion! O

Sabemos que si existe un ultrafiltro no (k, k" )-regular en x*,
entonces existe uno normal débil. Asi que este lema es una genera-
lizacién del teorema 2.4.7. Ahora damos una generalizacion similar
del corolario 2.4.9.

Lema 2.4.25. Si 2~ = k entonces U es pulcro.

Demostracion. Supongase que no lo es. Entonces podemos escoger
ao € Pla) N L, (o < k) tal que {a < K | an & Lg:} € U pa-
ra 7 € E. Tomemos B C k con Ly[B] = H,. Sin perder gene-
ralidad podemos pensar que (a,|o < k) es definible en (H,, B).
Por normalidad débil obtenemos (u,|a < k) una sucesién regular
de tal suerte que otp(uy) = cf(a) y supu, = «, para « limite.
Fijemos: M, = lamenor M < (H,,B) con u, € M. Enton-
ces a, € ME. Definamos E,N,, NI , N7, 3%, n%, 7 ,C:, como an-
teriormente, y 07, D, = {dJ|a € C;} igual que antes: tomando
h:H, <+ K, 0L =T(62h(A; Na)). Sea:

X, ={a<k|sup(DrNuy) =aNag ¢ Lg-}.
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Por construccién X, € U, ya que {a < k | sup(D; Nu,) = a} €
U. Luego definimos pl, € M,, (o € X;) igual que anteriormente,
usando a, € M2\ Lg:. Luego definimos:

iy, cuando v € X,
fT(V) =
0  en otro caso.

Igual que antes las funciones son distintas y asi obtenemos una suce-
sién regular (w, | v < k) con |w,| < |u,|, lo cual no es imposible. [

Definicién. (Lg, D) es sospechoso si 8 es un ordinal limite y existe
a < B con:

(1) Lg = cf(a) = aANa = es el mayor cardinal.
(11) D es un ultrafiltro en P(a) N Lg.

(111) D es normal y a-completo en Lg (i.e. para f:a — «a, f € Lg
regresiva, tenemos Inf~'{n}] € D).

(1v) (Lg, D) es docil (i.e. x € Lg - xND € Lg).
Lema 2.4.26. Sea U pulcro; entonces (k)L < k™.

Demostracion. = Sea (Lg, D) sospechoso. Tomemos f : (a)* —
2,f € Lg, entonces podemos encontrar X € D que es ho-
mogéneo para f.

Prueba. Usamos el método de Kunen para obtener un conjunto
homogéneo de un ultrafiltro (dado X € D, f : (a)"™ — 2
construimos Y € D, g : (Y)" = 2talque Y C X y (#,() €
(V)" — f(7,¢) = g(v)). Un examen detallado de la demos-
tracién de Kunen muestra que (Y, g) se obtiene con la apli-
caciéon de (X, f) a una funcién rudimentaria en D. Entonces
la cerradura rudimentaria de Lg y la docilidad de (Lg, D) son
suficientes para ver que (Y, ¢g) € Lg. QED
Pero entonces ser sospechoso no se refleja en estratos menores:

» Si (Lg, D) es sospechosa, entonces no existe v < (3 tal que
(L, DN L,) es sospechosa.

prueba. Pensemos que si existe. Sea (p;(Z)|i < w) una enumera-
cién recursiva de las Z F-formulas. Sea X; = el < -menor X €
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D que es homogéneo para:

fo7) = {1 b £ 00)

0 de otra forma

Entonces X; € L, y por tanto (X;|i < w) € Lg, lo que da
alugar a X = (,_,X; € D. Ademas X es un conjunto de
indiscernibles para L, el cual es cofinal en a. Asi que Lg =

0% existe. Pero esto es una contradiccién porque Lg =V = L.
QED

Usamos esto para probar el lema. Si pensamos que kK = kT,

podemos suponer que las aplicaciones 7], y los subconjuntos C'; son

construibles. Para cada 7 € E definimos D], C P(a) N Lg; tal que

(Lg-, D7) satisface todo menos (iv) en la definiciéon de sospechoso.
Para T € FE, a € C,, sea

DI ={X € P(a) N Lg: | € w}(X)}.

m Para 7 € F existe 7/ € F 7 > 7 de tal forma que S € U,
donde S, = {a € C;|(Lgz, D}) es sospechoso}.

prueba. Definamos una sucesion 7, (v < k) de la siguiente forma:
To =T,
Typ1 =min {7’ > 7, [ {a € Crla € C;, ADY € Lg} € uj,
T\, = sup 7, para A limite.

<A

Por pulcritud, el caso sucesor queda bien definido. Fijamos:
T = sup, ., 7.

Afirmacion. S, € U.
Supongamos que no es el caso y hagamos
C={a€Cr|{rl¢ <a} Cran(n]) A BT =supe o o'}

Entonces C' es un cluben Kk y C'\ Sy € U. Para a € C'\ S
hagamos:

fla) =min{¢ <a|Ds ¢ Ly}
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lo anterior existe ya que Dot = D7 N L g Por definicién, f es
regresiva médulo U y por normalidad debll podemos encontrar
n < k tal que f~'[n] € U. Pero entonces: Si 7, € ran(ma'"™),
f( ) < 7, tenemos Dy’ ¢ L g+, de donde se sigue que {o €

Tn+1 laeC, ANDy €L TUH} ¢ U. Esto contradice la defini-

cién de 7,41. QED

Ahora escojamos 7 € F tal que S € Uy T >T1tal que S € U.
Tomemos a € S NS, con 7 € ran(r7, ), luego (Lﬁf 1, DT} es sospe-

choso, pero también lo es (Lgr, D%) = (Lgr, DL N Lg: ). jContradic-
cion! O

Como una consecuencia inmediata de lo anterior tenemos:

Lema 2.4.27. Tomemos T € E. Entonces G, € U, donde G, =
{a € G,8% > (|o|")F}. (Note que o = (|a])F es regular en L
cuando o € G ).

Demostracion. Supongamos que no se satisface el lema, asi que C; \
G, €U. Para o € C; \ G, fijamos

0o = min{d > 57 | Ls = [B5] < o}

Luego, § < (Ja|™)*. Pero si 7/ > 7, 7 € ran(x7), resulta 5] <
dq, debido a que 57 > a en Lﬂ,/ por el lema anterior. Para los
< 7,7 € ran(nl), por definicién tenemos 5T < BI < 8. En
consecuencia para toda 7/ tenemos: {o < k | 87 < 6,} € U, lo cual
contradice la pulcritud. [

Aplicando la técnica de Ketonen resulta:

Teorema 2.4.28. 0° eziste cuando U es un ultrafiltro normal débil
y pulcro en K.

Demostracion. Si este no fuera el caso, para o € S;, D], es un ultra-
filtro sobre P(a) N L. Es claro que si a € S, 7 < 7/, 7 € ran(n7))
entonces D7, = D7

Para o € S; fijemos:

K; = Ult(L, DY)
K; = Ult(Ly;, D).
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Luego si 7 € ran(ny, ), K = K. K7, siempre estd bien fundada ya
que existe un encaje o : K7 < L, definido por o([f]) = 772 (f)(«a).
Ahora hagamos 7 = min E. Es suficiente ver:

Afirmacién. (Ja € S;)K7, estd bien fundada. (De aqui se sigue la
existencia de 0F.).

Pensemos que no existe dicho «. Entonces para cada a existe
(fili < ) que forma un contraejemplo de que K7, esté bien fundado.
Sin perder generalidad, suponemos que Vif! € Ly, donde ¥, =
el menor ¥ tal que {f' | ¢ < w} C Ly para algin contraejemplo
(f") a que esté bien fundado. Por tanto, 9, < |a|*. (Para ver esto,
hagamos M = el menor N' < Ly, tal que {f! | i < w} C Ny
a C N; ponemos

oLy~ M, = (fL).

Entonces ¥ < |a|T. Pero {v < x| fif'(v) < fi(v)} = {v < &k |
f*Y(v) < fi(v)}. Por tanto ,(fi) es un contraejemplo a que esté
bien fundado, y como 9, era el minimo, deducimos ¥, = 9 < |a|*).

Por puleritud podemos encontrar 7 € E de tal suerte que {a <
k| Bl > Us} € U. Escojamos o € S; con 7 € ran(n]). Entonces
KI C KT = K7, estd bien fundada y [f1] € K7. jContradiccién! [

Teorema 2.4.29 (—0%). Sea k reqular con 2= = k. Entonces no
existe un ultrafiltro normal débil en k.

Demostracion. Supongamos dicho ultrafiltro U existe. Entonces k
es inefable en L y U es (cf™, k)-regular pero no (f, k)-regular para
f <y cft. Como —0%, U no es un ultrafiltro pulcro y existe 7 tal
que para toda o € S;,, K7F no esta bien fundada.

Hecho. Sia e C. NS,

o, Te € ran(wl), entonces 7 < U,, donde
Tp = min F.

Fijemos (u,) una sucesion regular tal que |u,| = c¢f(a) y sup(us) =
« para lim(a). Sea B C & tal que H, = L,[B].
Para a € S;, definimos:

M, =lamenor N < (H,, B) con |u|U{u.} U{{f. i <w)} CN,

donde (f! | i < w) es un contraejemplo a que K7 esté bien fundado.
Definamos, para h : H, < & definible, §7 = I'(B,h(A; Na)) ¥
D, = {07|a € C.} como anteriormente. Sea: X, = {a € C;|a €
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S:p AT € ran(nl) Asup(D, Nu,) = a}. Entonces X, € U, porque
al ser interseccién de tres clubes resulta un club. Igual que antes,
definimos p, € M, (o € X;): Fijemos «,8 = [7. Suprimimos
sistematicamente los superindices 7, escribiendo 3, 7,4, T, etc. en
lugar de 37, w7, 77, etc. Sea o : M, =~ M, donde M, es transitivo.
De la misma manera que antes hacemos:

N:=0"Y(N,), 7, =0 m), parav <V, v,/ € anCyN M,.

v v

Igualmente hacemos (N*, (7)) el limite directo de ((N}¥), (7% ) vy

g v

definimos o* : N* < N, como:

L
N2 oy N

|
O’[N;l EJ*
3
'/\_/’V Tve '/\_/’OC
De nuevo pensamos N* como un €-modelo transitivo y hace-
mos: o = o 1(a), f* = On N N*. Como antes o(x) = o*(x) para
x € M* N Lg-. Repetimos la construccién anterior, una vez que
mostremos la siguiente afirmacion:

Afirmacién. 8* € M

Piénsese que 8* ¢ M. Sea f; = o *(f1). Asi, {ff|i <w} C L.
Fijemos f; = o*(f}). Entonces f; € Lg y fi : @« — 3, por lo cual
resulta:

(v < alfilv) < W)}

Pero (f) es un contraejemplo a que K7, esté bien fundada, (fi|i <
w) C Lg A B < V,. Lo cual contradice la eleccién minima de 9,,
donde ¥, es igual que en la prueba del teorema anterior. QED.
Con esto podemos fijar p7, = o~1(*). Por tanto

1 Para 7’ < 7,v € X, N X, with 7/ € ran(rn]), tenemos pu!, # u7.
Definimos (f,) como

f(y):{uf, sive X,

0 en otro caso.
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que son distintas en [], ., cf(a)/U, y entonces podemos encontrar
Ty 76, § < K con [fr] < [fr+] v esto da lugar a v, = {n | 4, €
uy A fr,(v) < fr}, donde 6, = 04} es tal que 7¢ € ran(ms!) para
los & < n. Entonces (v, | ¥ < k) es una sucesién (h, k)-regular para
alguna h <z ¢f™. Una contradiccién. n



APENDICE

2.5. Teoria de Conjuntos y Ordinales.

Este trabajo supuso ZFE — Zermel-Fraenkel méas el axioma de
eleccién— mas algunas hipotesis extras que fueron senaladas en su
momento. Por ejemplo, la existencia de ciertos ultrafiltros, la hipote-
sis de Kurepa HK o V = L. A través del trabajo se utilizé el
modelo-clase V; este se define por recursion ordinal como:

= V=10,

" Vatr1 = P(Va)7

» VA =Ua<y Va, para A limite.
V= UaGOr Va

donde Or = {a | a es un ordinal} y por P(X) entendemos el conjun-
to potencia de X es decir P(X) = {Z | Z C X}. Esta clase satisface
todos los axiomas de ZF' y asumiendo que se cumple eleccién V' lo
cumple.

Definicién. Sea X cualquier conjunto. Decimos que a es (primer
orden) definible en X si existen elementos de X, Py una formula

o(x, p) coﬂ
X Eolr,pl &z =a.

Hacemos Def(X) ={a C X | a es (primer orden) definible en X}.
Esta anterior definicién nos permite hacer:

.L():@,

13 Aqui pensamos en el lenguaje de teorfa de conjuntos, es decir que nuestros predicados
son €,=. También se puede pensar en definibilidad en el lenguaje de teoria de conjuntos con
algin predicado A.

111
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" Loy = Def(Ly),

» L) = ,<, L para « limite,

» L= UaGOr La'

Si pensamos en un lenguaje con algun predicado A C V entonces
L[A] se define como

= Lo[A] =0,

» Lot1[A] = Defa(La),

o Ly[A] = Uq<y LalA] para o limite,
¢ LIA] = Uocor LalAl

donde Def4(X) esigual que antes solo que ahora se toman en consi-
deracién los conjuntos definibles con férmulas ¢ donde el predicado
A puede ocurrir.

Definicién. Decimos que (X, €) estd bien fundado cuando no exis-
te una €-cadena decreciente infinita de conjuntos, es decir que no
existe (x; | i < w) con T 1€x;.

Lema 2.5.1 (Colapso de Mostowski). Si (X, e) es extensional y estd
bien fundada entonces existe (M, €) transitivo y R : (X, e) ~ (M, €)

Demostracion. Definimos R(x) = {R(y) | yex}. Claramente, R es
un isomorfismo: si R(y) € R(x) = {R(2) | zex}, entonces yex y si
yex entonces K(y) € K(z) por definicién. Solo resta ver que es una
inyeccion, probamos esto por e-induccion: por definicion sabemos
que R(y) = RK(x) cuando y solo cuando K[{u | uey}] = K[{v |
vex}], entonces {u | uey} = {v | vex} y como (X, e) es extensional
entonces x = y. Finalmente, afirmamos que M = K[X] es transitivo:
y € R(x) € M pero R(x) = {R(y) | yex} asi que existe zex con
y=R(z) e M. O

Si X esta bien ordenada, entonces M es un ordinal. El universo
construible L tiene una agradable consecuencia de este lema:

Lema 2.5.2 (Condensacién). Si X < L, ywrk = r entonces ezistd"]
p<kKconX~L,

14De hecho es suficiente pedir que X <3, Lk, es decir que se preservan las X;-férmulas
(aquellas de la forma (3z)¢ donde ¢ consiste en combinacién de férmulas atémicas y poseen
cuantificacién acotada Yu € y, Jv € x).
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La jerarquia L[A] tiene un anélogo a este lema:

Lema 2.5.3 (Condensacién con un Predicado). Si X < L,[A] y
wk = K entonces existen p < k, A corﬁ X ~ L,[A].

Omitimos las pruebas por afan de brevedad.

Dados dos ordinales «, 5 podemos bien ordenar v x [ con:

(7,6) < (£, ¢) <
méx{y, 5} < més{€, €} V (méx[y, 5} = méx{€, C} A~y < )V
(méx{7y,0} = méx{&,(} Ay =ENI < ();

es un buen orden gracias a que < es un orden linear y a que < esta
bien fundada.
Entonces

Definicién. La funcion par de Godel I' : Or x Or — Or se define
como:

(e, B) = otp({(7,6) € Or* | (v,0) < (a, B)}).

Definicién. Para n < w y x un cardinal definimos ™ por induc-
cion: KO =k, KT = (gM)*+,

Teorema 2.5.4 (Erdés-Rado). Sean k > w y n < w. Entonces:

(3n(r))" = (51"

K

Definicién. Sea k un cardinal
= i es tnaccesible débil si es limite y regular.

» K es inaccesible (fuerte) cuando es limite fuerte y reqular.

» 1 es compacto débil cuando k — (k)3.

» 1 es Ramsey cuando k — (K)5*.

» x es inefable si para cualquier sucesion (S, | o < k) con S, C «
existe S C k con {a < k| S, = S Na} estacionario.

15 Aquf ocurre 8{A N X] = A, donde R es la funcién colapso.
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s k es inefable completo si existe una clase estacz’onariﬂ £ tal
que para toda S € € y cada f : [S]* — 2 emiste H € £ con

[FIH)?] =1

Inefable completo es equivalente, véase [I], a la existencia de una
clase estacionaria £ tal que si H € £y (A, | @ < k) es una sucesién
con S, C « para cada a < k, existen S C k' y G C H, G € & tales
que

GC{a<k|SNa=5,}.

E inefable completo implica inefable, porque la existencia de la
clase estacionaria £ asegura la existencia de un estacionario E con

EC{a<k]|SNa=S,}.

2.6. Filtros.

Definicién. Decimos que F es un filtro en X si F C P(X) y
w51 Z,Y € F entonces ZNY € F,
wsiZe€F yZCY entoncesY € F, paraY € P(X).
Se dice que el filtro es propio cuando @) ¢ F.
Definicién. U es un ultrafiltro en X si es un filtro y ademds:
para todaY € P(X), Y e P(X) + X\ Y ¢ P(X).

Los filtros pueden ser extendidos a ultrafiltros y los ultrafiltros
son aquellos filtros que no pueden ser extendidos a otros filtros, es
decir que son filtros maximos.

Definicién. Z es un ideal en X cuando y solo cuando T C P(X) y
w51 ZY €1 entonces ZUY €T,
»siYeZyZCY entonces Z €L, paraY € P(X).

Lema 2.6.1. Cualquier ideal genera un filtro y cualquier filtro ge-
nera un ideal.

16 C P(k) es una clase estacionaria cuando no es vacfa, cada S € £ es estacionario y
T>S,Se& implicaT € €.
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Demostracion. Sea F un filtro en X. Definimos F* = {W C X |
X\ W € F}, entonces F* es un ideal: si X \ U, X \ V € F entonces
X\UNX\V=X\(UUV) e F,asi que UUV € F*. Ahora si
X\WeFyScCWentonces X \ W C X\ S por tanto S € F*.

Y si Z es un ideal en X. Hacemos Z* = {W C X | X \ W € 7},
entonces Z* es un filtro: si X \U, X\ V € 7 entonces X \UUX\V =
X\N({UNV)eZ porloqueUNV € Z* Luego,si X \W € Zy
S O W entonces X \ W D X \ S por lo cual S € T*. O

Si F es un filtro, entonces al ideal generado por F* se le conoce
como ideal dual. Lo mismo para ideales.

Definicién. Supdngase que | X| = k, decimos que U es un ultrafiltro
uniforme en X siempre que sea un ultrafiltro y |Y| = Kk para cada

Y el.

Definicién. Supdngase que U es un ultrafiltro en X. Decimos que
U es p-completo siempre que para cualquier p < u se tenga

{(Xel¢<plcU—()Xeel
&<p
es decir que es cerrado bajo intersecciones de sucesiones de longitud
<y

Si U es k-completo en X entonces:

JXeeD— (3¢ <p)X €D,

&<p
donde p < k; para ver esto pensemos que lo anterior es falso entonces
X\ X¢ € D para toda £ < p. Por la k-completud: ﬂ§<pX\X§ €D,

pero (e, X \ Xe = X\ U, X, entonces [, Xe N X\ U, Xe =
() € D. Una contradiccién.

Definicién. Sea U un ultrafiltro en k. Decimos que U es un ultrafil-
tro normal si para cada f : k — k regresiva modulo U (es decir que
{€ < k| f(&) <&} €U) podemos encontrarn < k con f~H{n}] € U.

Lema 2.6.2. Si k > w posee un ultrafiltro xk-completo y uniforme,
entonces posee uno normal.

Demostracion. Sea U un ultrafiltro x-completo y uniforme; veamos
primero que el ultraproducto (k, <, X)y;, para cualquier X C &,
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esta bien fundado. Pensemos que no lo esta y sean [f;],7 < w en la
ultrapotencia con [f;11]€[fi], es decir:

Xi={{ <k fin(§) < fil§} el

Entonces X = )
tenemos

X, € U por k-completud. Pero para £ € X

<w

< fz+1(§) < fz(ﬁ) <...< fl(é) < fO(é)

que es una cadena decreciente de ordinales. Una contradicciéon. En-
tonces (k,<,X)}, estd bien ordenado. Sea f : k — k la menor
funcién con {{ < k | v < f(§)} € D para toda v < k. Como kJ;
estd bien ordenado y el conjunto M = {f | (Vy < &)[f] > [V}
no es vacio ya que id € M, entonces f esta bien definida. Sea
D = {X C x| f7YX] € U}, afirmamos que D es un ultrafiltro
k-completo y normal. Ya sabemos que es un ultraﬁltrom. Veamos
que es k-completo y normal: Si {X¢ | £ < p} C D para p < &,
entonces f7'[X¢] € U para toda £ < p; pero sabemos que U es
r — completo entonces (., [~ [Xe] = [N, Xe] € U; asi que,
ﬂé < X¢ € D. Eso prueba la s-completud. Para ver la normalidad
sea h : k — K regresiva en X € D. Definamos h(§) = g(f(§)). En-
tonces h es regresiva y h(a) < f(a) para toda £ € f~![X] asi que
[h] < [f]; pero por definicién de f, siendo la menor de las funciones
mayor que las constantes, g es constante en algin Y € U es decir
que h es constante en f[Y]. O

2.7. Clubes y Estacionarios.

Definicién. Sea k un cardinal. Decimos que C' C k es un club en
k cuando no estd acotado, es decir para cada & < k existe ( € C
con & < (, y cuando es cerrado, sto es que para cada 7y < K con
sup(C' Ny) = v tenemos v € C (es cerrado bajo sucesiones). Un
conjunto estacionario en k es aquel que intersecta a cada club en k.

Lema 2.7.1. Sea x un cardinal. La interseccion de < cf (k) clubes
es un club.

Corolario 2.7.2. Sea x un cardinal. Definimos C, = el filtro gene-
rado por todo los clubes en k. Entonces C es un filtro ¢f(x)-completo
en k, y lo llamamos el filtro club en x.

17Véase el lema 1.1.1.
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2.8. Teoria de Modelos

Definiciéon. Sean dos estructuras del mismo lenguage A, B; decimos
que A es una subestructura elemental de B, A < B, si existe g : A —

B corl™
A E ¢li] < B E ¢lg(7))].

Teorema 2.8.1 (Criterio de Tarski-Vaught). Dadas dos estructuras
A? B}

A < B si y solo si
B k= (3z)¢[d(y)] implica A = (3x)e[y]

Teorema 2.8.2. Sea (A, | £ < a) una cadena de estructuras ele-
mentales, es decir:

A0-<A1-<...A§-<A§+1-<...

entonceﬂ A < Ugcq Ae-

Teorema 2.8.3 (Los). Dados (A¢ | € < k) y un ultrafiltro D sobre
K, se concluye

[T 4c = ollf] & {€ < k| Ac = @l f(E)]} €U

18 Aqui abreviamos g(x1),...g(#n) por g().
198in perder la generalidad, podemos pensar que A¢ C A¢ para € < ¢ asf Ug<q Ae tiene
sentido.
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