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2.8. Teoŕıa de Modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

Bibliograf́ıa. 117

3





A mi bonita.





Agradecimientos

Quiero agradecer a CONACYT por el soporte económico brinda-
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PRÓLOGO

La relación entre 0] y la existencia de un ultrafiltro κ-completo,
o bien normal, es bien conocida: con un L-ultrafiltro iterable gene-
ramos una sucesión 〈κα : α ∈ Or〉 de indiscernibles para L. Pero
el lazo entre ultrafiltros y 0] es más amplio. Con hipótesis de ultra-
filtros “más débiles” podemos generar a 0]. Este trabajo explora la
relación de ultrafiltros y 0], está basado en los estudios llevados a
cabo en los años 70 por Silver [22], Ketonen [12], Kanamori [9], [10],
Prikry [18], Jensen y Koppelberg [6]; además de presentar resultados
de la teoŕıa de ultrafiltros por su interés en solitario.

El trabajo comienza enunciando resultados de teoŕıa de ultra-
filtros, muchos de los cuales se usan en el caṕıtulo 2 para probar
resultados relativos a 0] y a la teoŕıa de grandes cardinales. Este
primer caṕıtulo comienza con una breve sección de filtros normales
débiles; aqúı enfatizamos la diferencia entre normal y normal débil,
aunque el nombre sugiera que normal débil es una consecuencia de
normalidad, enfatizamos que este no es el caso. Después pasamos
a la sección 1.2 dedicada a la desmontabilidad, donde además tra-
bajamos con filtros descendientemente incompletos, mostrando su
equivalencia con desmontabilidad bajo una restricción de regulari-
dad, lema 1.2.2. Asimismo se establecen muchas de las bases para el
caṕıtulo 2, sección 1, se obtienen resultados de grandes cardinales,
lemas 1.2.11 y 1.2.13, y deducimos que la convergencia de sucesiones
se traduce al ultraproducto bajo ultrafiltros no desmontables, lema
1.2.12.

El caṕıtulo termina con una sección dedicada a la regularidad de
ultrafiltros donde se fundamenta mucho del caṕıtulo 2, secciones 2 y
3. Se especifican conclusiones de inaccesibilidad bajo irregularidad
teorema 1.3.11. Esta sección cierra con un apartado que trata la
irregularidad con nociones de ideales, donde generalizamos el lema
1.3.2. v́ıa el lema 1.3.22.
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En el segundo caṕıtulo se prueban resultados relativos a 0]. Pa-
ra este fin lo definimos y enunciamos un teorema fundamental que
provee mucho entendimiento sobre 0].

Definición. 0] es una sucesión (clase) de cardinales indiscernibles
para L, es decir 0] = 〈κα | α ∈ Or〉, donde para cada fórmula de
primer orden ϕ = ϕ(x1, . . . , xn) y cualesquiera dos subsucesiones de
0], κα1 , . . . , καn , κβ1 , . . . , κβn tenemos

(ϕ[~κα]↔ ϕ[~κβ])L.

Teorema (Kunen [15]). Los siguientes son equivalentes:

1. Existe 0].

2. Existe un encaje elemental j : L ≺ L.

3. Existen α, β y j : Lα ≺ Lβ, con crit(j) ≤ |α|.

4. Existe un L-ultrafiltro U con Ult(L,U) está bien fundado.

5. Existe un L-ultrafiltro U iterable.

6. Existe un L-ultrafiltro U ω1-completo.

Ejemplo. Si κ es medible, es decir tenemos un ultrafiltro κ-completo
U en κ entonces 〈L1,U1〉 = Ult(L,U) está bien fundada, podemos
pensarla como transitiva, π01 : 〈L,∈,U〉 ≺ 〈L1,U1〉 tiene punto cŕıti-
co κ y hacemos κ1 = π(κ), κ0 = κ. Entonces U0 = {X ⊂ κ0 | κ0 ∈
π01(X)} = U . Luego resulta que U1 tiene que ser un ultrafiltro κ1-
completo en κ1 y podemos volver a aplicar la operación de ultrapo-
tencia para obtener Ult(L1,U1) = 〈L2,U2〉 y U1 = {X ⊂ κ1 | κ1 ∈
π12(X)}. Luego podemos repetir esto con U2; y continuar esto ad
infinitum. Al llegar a la etapa ω tomamos el producto directo de
los niveles anterior y este resultará en una estructura 〈L,Uω〉 que se
puede probar que es transitiva y entonces continuamos con la eta-
pa ω + 1. . . Aśı, para cualquier ordinal α podemos encontrar Uα, κα
donde Uα es un ultrafiltro κα-completo en κα. La sucesión resultante
〈κα | α ∈ Or〉 resulta una clase de indiscernibles para L.1 Y esta,

1Es decir una clase tal que para cualquier ∈-fórmula tenemos

ϕL[κξ1 , . . . , κξn ]↔ ϕL[κζ1 , . . . , κζn ]

para cualesquier ~ξ, ~ζ. Es decir que son lógicamente indistinguibles.
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como ya se mencionó, es una de las representaciones que se le suele
dar a 0].

Ya conociendo estas equivalencias de 0] la idea para la deducción
de 0] es sencilla. En el caṕıtulo 2, tomamos un ultrafiltro no des-
montable D en un cardinal inaccesible κ generamos la ultrapotencia
M = Lκ/D de L con este ultrafiltro y encontramos un M -ultrafiltro
ω1-completo. Luego el teorema de  Loś, véase el teorema 2.8.3 del
ápendice, nos permite encontrar un L-ultrafiltro ω1-completo. Vi-
mos en el ejemplo que la idea, cuando está bien fundada, es colapsar
nuestra estructura a una transitiva; podemos tomar esta idea pero
en lugar de colapsar a una estructura transitiva colapsamos a algo
más maleable, i.e. encontraremos una estructura más familiar y un
isomorfismo entre la ultrapotencia y dicha estructura. Aśı obtene-
mos:

Lκ/D ' Lω/U
donde D no es desmontable sobre κ y U “codifica” a D en ω. Esto
nos dará la herramienta final para probar

Teorema. Si κ es inaccesible fuerte y D ⊂ P(κ) es un ultrafiltro
no desmontable sobre κ, entonces 0] existe.

Siguiendo este método de Silver, [22], el caṕıtulo continua to-
mando κ regular y un ultrafiltro normal débil y (µ, κ)-irregular D,
donde µ < κ. Luego formamos una reducción Ult∗(L,D) de la ul-
trapotencia Ult(L,D) = {f | f : κ → L ∧ f ∈ L}, de tal forma
que

Ult∗(L,D) ≺ Ult(L,D)

Esto nos permitirá probar que κ es inaccesible en L y usar esto para
ulteriormente probar el siguiente resultado:

Teorema. Sea κ regular. Si κ posee un ultrafiltro D que es normal
débil y (µ, κ)-irregular para todo µ < κ entonces 0] existe.

En ambos casos nuestro ultrafiltroD no es κ-completo, por lo cual
no podemos asegurar que la ultrapotencia M esté bien fundada. Con
este fin definimos los M -ultrafiltros cuando M no está bien fundada.

Definición. Dado M un ε-modelo de ZF . Decimos que U es un
M-ultrafiltro en µ cuando

M |= µ es un cardinal.
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M |= x, y ⊂ µ→
(
(x ⊂ y∧xεU → yεU)∧ (x, yεU → x∩yεU)∧

(xεU ↔ ¬µ \ xεU) ∧ |x| = µ
)
.

M |= Fun(f) ∧ dom(f) = µ→ (∃c)c = {ξεµ | f(ξ) ∈ U}.

M |= Fun(f) ∧ dom(f) = µ ∧ {ξ < µ | f(ξ)εξ} ∈ U →
(∃yεµ)f−1[{y}] ∈ U .

M |= νεµ ∧ {xξ | ξεν} ⊂ U →
⋂
ξεν xξ ∈ U

Otra equivalencia renombrada de 0] es:

Teorema (Jensen). Las siguientes son equivalentes:

1. No existe 0].

2. Para cada conjunto X ⊂ Or existe Y ∈ L tal que X ⊂ Y y
|Y | ≤ |X|+ ℵ1.

3. Si π : L→ L es un encaje elemental entonces π = id.

Este resultado se conoce como el lema de Cubierta de Jensen.
Usamos una consecuencia de este lema para probar la existencia de
0] con un plan más simple: por contrapositiva, pensamos que no
existe 0] y entonces obtenemos, usando ideas de Ketonen y Benda
en [14], que ciertos ultrafiltros no pueden existir bajo esta hipótesis.

Aparte de estudiar 0] se exploran las relaciones entre ultrafiltros
y grandes cardinales (no necesariamente medibles). Ketonen [12]
prueba inefabilidad en L cuando κ posee un ultrafiltro con gran
grado de irregularidad. Jensen [6] usa una variante de su método
para probar el mismo resultado y extenderlo a

Teorema. Pensemos que 2
κ
^ = κ. Sea γ < κ y U un ultrafiltro

(γ+, κ)-regular pero no (γ, κ)-regular. Entonces κ es inefable en L.

Usando las técnicas de Jensen [6] fortalecemos ambos resultados
mostrando que κ es inefable completo.

Notación

Cuando tratamos con estructuras, digamos A una estructura en
un cierto vocabulario, denotamos como A su dominio, es decir A =
〈A, 〈fι〉ι<µ〉. Si tenemos un ultrafiltro U en κ y una sucesión de
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clases 〈Xξ | ξ < κ〉, pudiendo ser clases propias, denotamos como∏
Xξ/U o bien

∏
U Xξ, al ultraproducto usual de las clases. Si la

sucesión fuera constante denotamos la ultrapotencia como
∏
U X =∏

X/U = Xκ/U = Xκ
U . A sus clases de equivalencia las escribimos

como [f ]U = {g : κ →
⋃
ξ<κXξ | g(ξ) ∈ Xξ ∧ {α < κ | f(α) =

g(α)} ∈ U} y si el contexto nos lo permite como [f ].
En la literatura es común referirse a un ultrafiltro normal – sobre

κ – como normal y κ-completo. Aqúı se abordarán la completud y la
normalidad de forma independiente. Por lo demás, la notación y los
conceptos básicos son las habituales. Cualquier duda en la notación
remitimos al lector al apéndice.





Caṕıtulo 1

TEORÍA DE
ULTRAFILTROS

1.1. Normalidad Débil.

La mayor parte de estos resultados son debidos a Kanamori [10]
y [9].

Para definir normalidad débil primero especificamos en qué con-
diciones una función no está acotada y lo que es una primera función,
módulo el filtro. Como convención pensaremos que cualquier cardi-
nal κ es regular y cualquier filtro F ⊂ P(κ), a menos que se diga lo
contrario, contiene a los segmentos finales {ξ < κ | α < ξ}, α < κ.

Definición. Sea F un filtro sobre κ; decimos que f : κ → κ no
está acotada si para cada η < κ el conjunto {ξ < κ | η < f(ξ)}
tiene medida positiva (módulo F)1. Y decimos que f : κ → κ es
una primera función, módulo F , cuando no está acotada pero si
g : κ → κ es tal que {ξ < κ | g(ξ) < f(ξ)} ∈ F entonces g está
acotada2, según F .

Definición. Decimos que F es un filtro normal débil si cualquier
f : κ→ κ regresiva, módulo F , está acotada.

Equivalentemente, F es normal débil si id : κ→ κ es una primera
función para F : si id : κ → κ es una primera función entonces

1X tiene medida positiva según F si para cada Y ∈ F , X ∩ Y 6= ∅.
2Decimos que f está acotada según F , si no es el caso que no esté acotada, es decir que

existe η < κ tal que X = {ξ < κ | η < f(ξ)} no tiene medida positiva, por tanto existe S ∈ F
tal que S ∩X = ∅, es decir S ⊂ κ \X, de lo cual se deduce κ \ F = {ξ < κ | f(ξ) ≤ η} ∈ F

11
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cualquier f con [f ] < [id] ↔ {ξ < κ | f(ξ) < ξ} está acotada. Y el
argumento es reversible.

Nota. Destacamos que normalidad no necesariamente implica nor-
malidad débil. Si F es un ultrafiltro normal en κ entonces es normal
débil, pero si F solo es un filtro esta implicación no es necesaria. Pa-
ra ver qué es lo que falla utilizamos una equivalencia de normalidad.
Sea F es un ultrafiltro normal, esto es

para {Xξ | ξ < κ} ⊂ F tenemos,
4ξ<κXξ ∈ F .

Sea f : κ→ κ regresiva en un conjunto X ∈ F . Supongamos que no
es normal débil, aśı que no existe η < κ tal que Xη = f−1[η] ∈ F ,

es decir para cada η < κ, κ \Xη ∈ U (c)

y por tanto 4η<κ(κ \Xη) ∈ F . Sea α ∈ X ∩4η<κ(κ \Xη), entonces

f(α) < α ∧ α ∈
⋂
ξ<α

(κ \Xξ)

Pero κ \Xξ = κ \ f−1[ξ] = f−1[κ \ ξ] = f−1[[ξ, κ)] aśı que
⋂
ξ<α(κ \

Xξ) =
⋂
ξ<α f

−1[[ξ, κ)] = f−1[
⋂
ξ<α[ξ, κ)] = f−1[[α, κ)], por tanto

α ∈ f−1[[α, κ)] es decir que f(α) ∈ [α, κ), una contradicción. Se
sigue que el ultrafiltro U es normal débil.

Si F no es ultrafiltro, (c) no necesariamente se satisface, además
{ξ < κ | η < f(ξ)} y {ξ < κ | f(ξ) ≤ η} podŕıan tener medida
positiva, lo cual imposibilita la ocurrencia de la normalidad débil.

Luego veremos que al tomar tal κ suponiendo la HGC entonces
κ resulta ser inaccesible y además es ω-Mahlo.

Lema 1.1.1. Si U es un ultrafiltro en κ con una primera función
f : κ→ κ entonces D = {X ⊂ κ | f−1[X] ∈ U} es normal débil.

Demostración. Sea g : κ→ κ regresiva según D. Entonces f−1[{ξ <
κ | g(ξ) < ξ}] ∈ U y f−1[{ξ < κ | g(ξ) < ξ}] = {ξ < κ | (∃ζ <
κ)(ξ = f(ζ) ∧ g(ξ) < ξ)} = {ζ < κ | g(f(ζ)) < f(ζ)}, por hipótesis
g ◦ f está acotada módulo U . Digamos que [g ◦ f ]U ≤ [η]U , luego

{ξ < κ | g(f(ξ)) ≤ η} ∈ U .

Pero
{ξ < κ | g(f(ξ)) ≤ η} = f−1[{ξ < κ | g(ξ) ≤ η}],
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por lo cual
{ξ < κ | g(ξ) ≤ η} ∈ D

es decir que g está acotada según D.

Antes de pasar a diferentes caracterizaciones de los filtros nor-
males débiles definimos un concepto que resultará equivalente:

Definición. Decimos que F ⊂ P(κ) es un filtro p-punto si cualquier
función f : κ → κ no acotada módulo F satisface que: existe X de
medida positiva tal que para cada ξ < κ |f−1[{ξ}] ∩X| < κ.

Nota. Ser p-punto es equivalente a la siguiente afirmación: Para cual-
quier partición {Pξ | ξ < κ} que satisface |{ξ < κ | Pξ ∩ X}| = κ
para X ∈ F arbitrario podemos encontrar Y de medida positiva con
|Y ∩ Pξ| < κ para cada ξ < κ.

Porque si f : κ → κ no está acotada módulo F podemos encon-
trar X de medida positiva tal que |f−1[{ξ}] ∩ X| < κ para ξ < κ
y entonces la partición Pξ = f−1[{ξ}] de κ es tal que |{ξ < κ |
Pξ ∩ Z}| = κ, Z ∈ F porque f no está acotada. Aún más, por
definición de Pξ: |Pξ ∩X| < κ para ξ < κ.

Y si {Pξ | ξ < κ} es una partición como antes entonces f : κ→ κ
definida como f(α) = ξ si y solo si ξ ∈ Pα no está acotada porque
Pξ = f−1[{ξ}], |{ξ < κ | f−1[{ξ}]∩X}| = κ para X ∈ F y |Pξ∩X| <
κ para ξ < κ por hipótesis.

Proposición 1.1.2. Sea κ un cardinal y F un filtro en κ. Las si-
guientes son equivalentes:

1. F es normal débil.

2. Cualquier extensión de F es normal débil.

3. Si 〈Xξ | ξ < κ〉 es una sucesión de conjuntos de medida positiva
que además es decreciente entonces 4ξ<κXξ = {ζ < κ | ξ <
ζ → ζ ∈ Xξ} tiene medida positiva.

4. F es un p-punto que extiende a Cκ, el filtro club.

Demostración. 1→ 2. Sean D un filtro extendiendo a F y f : κ→ κ
regresiva en algún X ∈ D. Definimos g : κ→ κ como

g(ξ) =

{
f(ξ) cuando ξ ∈ X
0 de otra forma



14 1.1. Normalidad Débil.

g es regresiva en (0, k) ∈ F , por tanto g es regresiva módulo F y
existe η < κ con Y = {ξ < κ | g(ξ) ≤ η} ∈ F . (Para ver que de
hecho pertenece a F , en principio solo sabemos que su complemento
κ \ Y = {ξ < κ : g(ξ) > η} no tiene medida positiva módulo F ,
entonces existe S ∈ F con κ\Y ⊂ κ\S, es decir que S ⊂ Y , por tanto
Y ∈ F). Luego Y ∈ D, entonces g está acotada según D, aún más
(X ∩ Y ) ⊂ {ξ < κ | f(x) ≤ η}, por tanto {ξ < κ | f(ξ) ≤ η} ∈ D.
Y f resulta acotada según D.

2 → 3. Sean 〈Xξ | ξ < κ〉 como en 3 y D el filtro generado por3

F ∪ {Xξ | ξ < κ}; entonces D es normal débil. Supongamos que la
intersección diagonal no tiene medida positiva, entonces Y = {ζ <
κ | (∃ξ < ζ)ζ /∈ Xξ} ∈ D y definamos f : Y → κ de tal forma que
f(ξ) atestigüe que ξ ∈ Y , es decir f(ξ) < ξ es tal que ξ /∈ Xf(ξ).
Como f es regresiva según D entonces resulta estar acotada en algún
Z ∈ D, sin perder la generalidad pensemos que Z = {ξ < κ | f(ξ) ≤
γ}. Sea δ > γ, entonces Z ∩ Y ∩ Xδ ⊂ Z ∩ Y ∩ Xγ; tomemos
α ∈ Z ∩ Y ∩Xδ luego

f(α) ≤ γ ∧ (f(α) < α ∧ α /∈ Xf(α)) ∧ α ∈ Xδ

que implica que

f(α) ≤ γ ∧ (f(α) < α ∧ α /∈ Xf(α)) ∧ α ∈ Xγ.

Pero Xγ ⊂ Xf(α), entonces resulta una contradicción.
3 → 4. Primero mostremos que es un p-punto. Tomemos f :

κ → κ no acotada módulo F y 〈Xξ | ξ < κ〉 como Xξ = {ζ < κ |
ξ < f(ζ)}, que es una sucesión decreciente y todos sus términos son
de medida positiva. Entonces X = 4ξ<κXξ es de medida positiva
y para ξ ∈ f−1[{α}] ∩ X, tenemos f(ξ) = α ∧ (ζ < ξ → ξ ∈
Xζ) que equivale a ζ < ξ → ζ < f(ξ) = α, es decir ξ ≤ α, aśı
que |f−1[{α}] ∩ X| ≤ α < κ. Ahora pensemos que no extiende al
filtro club. Por tanto existe un club C /∈ F y de este club hacemos
Y = κ \ C que es de medida positiva. Definamos f : κ → κ como
f(ξ) = sup(ξ∩C) que es regresiva en Y y además |f−1[{ξ}]| ≤ ξ < κ
para ξ ∈ Y . Tomando 4ξ<κ(Xξ ∩ Y ) = 4ξ<κ{ζ ∈ Y | ξ < f(ζ)}
como antes, sabemos que tiene medida positiva porque al tomar
α < κ siendo C un club podemos encontrar α < ξ ∈ C, de lo
cual se deduce inmediatamente que f(ζ) ≥ ξ > α para ζ > ξ.

3Como cada Xξ es de medida positiva entonces satisface la propiedad de intersección finita,
además Xξ ∩Xζ = Xmáx{ξ,ζ}.
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Pero si ζ ∈ 4ξ<κ(Xξ ∩ Y ) entonces ζ ∈
⋂
ξ<ζ(Xξ ∩ Y ) que implica

(∀ξ < ζ)(ζ ∈ Y ∧ ξ < f(ζ)), que a su vez implica ζ ≤
⋃
ξ<ζ ξ ≤ f(ζ)

para ζ, lo cual contradice la que f sea regresiva en Y.
4 → 1. Tomemos f : κ → κ regresiva. Piénsese que no está

acotada, entonces para cada ξ < κ el conjunto Xξ = {α < κ | ξ <
f(α)} tiene medida positiva. Como F es p-punto podemos encontrar
Y de medida positiva con |f−1[{α}] ∩ Y | < κ para α < κ. Al ser Y
de medida positiva y F ⊃ Cκ, Y debe ser estacionario y como f es
regresiva entonces debe ser constante en algún S ⊂ Y estacionario,
lo cual contradice que |f−1[{α}] ∩ Y | < κ.

Definición. Sea I un ideal en κ. Decimos que I es ρ-saturado si
en el álgebra cociente P(κ)/I = {[Y ] | Y ⊂ κ∧ [Y ] = {X ⊂ κ | X4
Y ∈ I}} para cualquier familia de conjuntos ajenos {[Xξ] | ξ < ρ}
podemos encontrar ξ < ρ con [Xξ] = [0].

Diremos que un filtro F es ρ-saturado si su ideal asociado lo es.

Veamos que esta definición es equivalente a una con familias casi
ajenas módulo4 I:

Lema 1.1.3. I es λ-saturado cuando y solo cuando para cualquier
familia casi ajena según I, {Xξ | ξ < λ} podemos encontrar ζ < λ
con Xζ ∈ I.

Demostración. Primero notamos que

[X] ∩ [Y ] = [0]↔ [X ∩ Y ] = [0]↔ (X ∩ Y )40 ∈ I, pero
(X ∩Y )40 = ((X ∩Y ) \ 0)∪ (0 \ (X ∩Y )) = (X ∩Y )∪ 0 = X ∩Y ,

entonces es equivalente a que X ∩ Y ∈ I. Pensemos que I es λ-
saturado. Entonces si {Xξ | ξ < λ} es casi ajena según I, tenemos
[Xξ] ∩ [Xζ ] = [0] para toda ξ < ζ < λ aśı que es ajena en el álgebra
cociente y por λ-saturación podemos encontrar ξ < λ con [Xξ] = [0]
es decir que Xξ ∩Xξ = Xξ ∈ I.

Y ahora supongamos que cualquier familia casi ajena cumple lo
estipulado. Sea {[Xξ] | ξ < λ} ajena en el álgebra cociente. Como
[Xξ] ∩ [Xζ ] = [0] tenemos Xξ ∩Xζ ∈ I, aśı que {Xξ | ξ < λ} es casi
ajena según I. Por tanto podemos encontrar ξ < λ con Xξ ∈ I, es
decir que Xξ40 = X∈ ∈ I y [Xξ] = [0]

Notemos que cualquier familia ajena es casi ajena módulo I ya
que ∅ ∈ I. Aśı, obtenemos

4X,Y son casi ajenos módulo I cuando X ∩ Y ∈ I.
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Corolario 1.1.4. Si I es un ideal κ-completo y λ ≤ κ entonces las
siguientes son equivalentes:

1. I es λ-saturado

2. para cualquier familia ajena {Xξ | ξ < λ} podemos encontrar
ξ < λ con Xξ ∈ I

Demostración. 1→ 2 es inmediato de la observación previa al coro-
lario.
2 → 1. Pensemos que se cumple 2. Usamos la equivalencia del
lema anterior. Sea {Yξ | ξ < λ} casi ajena módulo I. Definimos
Xξ = Yξ \

⋃
ι<ξ Yι, entonces es ajena y por hipótesis existe ξ < λ con

Xξ ∈ I. Pero por definición de Xξ: Yξ ⊂ Xξ ∪
⋃
ι<ξ(Yι ∩ Yξ) además

Yι ∩ Yξ ∈ I, gracias a que {Yξ | ξ < λ} es una familia casi ajena
módulo I. Luego, gracias a la κ-completud

⋃
ι(Yξ ∩ Yξ) ∈ I y por

tanto Yξ es subconjunto de un elemento de I aśı que Yξ ∈ I, para
este mismo ξ.

Teorema 1.1.5. Sea F un filtro κ-completo sobre κ. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. F es normal débil.

2. F es normal y κ-saturado.

Demostración. 1 → 2. Sea f : κ → κ regresiva, por hipótesis existe
α < κ de tal forma que {ξ < κ | f(ξ) < α} tiene medida positiva.
Hagamos Xζ = {ξ < κ | f(ξ) = ζ} para ζ < α. Por κ-completud,
como

⋃
ζ<αXζ = {ξ < κ | f(ξ) < α} tiene medida positiva, pode-

mos encontrar ζ < α tal que Xζ tiene medida positiva. Para ver la
κ-saturación pensemos que no ocurre: sea 〈Pα | α < κ〉 una partición
de κ tal que cada Pα tiene medida positiva. Podemos pensar que si
ξ ∈ Pα entonces ξ > α, porque al tener medida positiva intersectan
a cada club en κ entonces son estacionarios aún más, no están aco-
tados. Definamos g(ξ) = α cuando y solo cuando ξ ∈ Pα, entonces
g(ξ) < ξ, aśı que la función debe estar acotada: existe η < κ de tal
manera que Y = {ξ < κ | g(ξ) ≤ η} tiene medida positiva, pero g
no está acotada.

2 → 1. Sea f : κ → κ regresiva. M = {ξ < κ | f−1({α})
tiene medida positiva}. Por κ-saturación |M | < κ, sea supM = η.
Afirmamos {ξ < κ | f(ξ) ≤ η} ∈ F ; si este no fuera el caso,
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{ξ < κ | ξ > f(ξ) > η} tiene medida positiva y por normalidad
existe η < ρ < κ tal que f−1({ρ}) tiene medida positiva, pero
ningún ζ > η satisface esto por definición de η = supM .

1.2. Desmontabilidad y un Grado de Comple-
tud.

Definición. Sea κ un cardinal. Decimos que U ⊂ P(κ) es λ-desmontable
si existe 〈Iξ | ξ < λ〉, con

⋃
ξ<λ Iξ ∈ U , tal que para S ⊂ λ, |S| < λ

arbitrario,
⋃
ξ∈S Iξ /∈ U . Decimos que U no es desmontable cuando

no lo es para ningún λ < κ y es uniforme.

Equivalentemente, U no es desmontable si podemos encontrar
C ⊂ κ numerable con

⋃
ξ∈C Iξ ∈ U . Pensemos que U no es des-

montable. Sean λ < κ y
⋃
ξ<λ Iξ ∈ U . Si S0 es tal que |S0| < λ y⋃

ξ∈S0
Iξ ∈ U , siendo U no desmontable podemos encontrar S1 con

|S1| < |S0| y
⋃
ξ∈S1

Iξ ∈ U . En general, por recursión definimos: si

ω < |Sζ | < |Sξ| para ξ < ζ entonces podemos encontrar Sζ+1 ⊂ Sζ
con ω ≤ |Sζ+1| < |Sζ |. Cuando λ es ĺımite y ω < |Sξ| para cada
ξ < λ podemos encontrar Sλ con ω ≤ |Sλ| < |Sξ| para toda ξ < λ.
Aśı generamos una sucesión 〈Sξ | ξ < µ + 1〉, para algún µ < κ y
|Sµ| = ω.

A la inversa, si
⋃
ξ<λ Iξ ∈ U y C ⊂ λ es numerable con

⋃
ξ∈C Iξ ∈

U entonces para cualquier ω < λ < κ, |C| < λ satisface que U no es
λ-desmontable.

Si tenemos una partición 〈Iξ | ξ < λ〉 en κ y U no es desmontable,
entonces podemos “traducir” este ultrafiltro a uno en λ: D = {S ⊂
λ |
⋃
ξ∈S Iξ ∈ U}. Primero por ser no desmontable esto no es vaćıo.

Luego, sean X ∈ D y X ⊂ Y , entonces⋃
ξ∈X Iξ ⊂

⋃
ξ∈Y Iξ →

⋃
ξ∈Y Iξ ∈ U .

Aśı que Y ∈ D. Ahora si X, Y ∈ D, entonces⋃
ξ∈X Iξ ∩

⋃
ξ∈Y Iξ ∈ U

Luego:

α ∈
⋃
ξ∈X Iξ ∩

⋃
ξ∈Y Iξ si y solo si

α ∈
⋃
ξ∈X Iξ ∧ α ∈

⋃
ξ∈Y Iξ si y solo si

(∃ξ ∈ X)α ∈ Iξ ∧ (∃χ ∈ Y )α ∈ Iχ
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Tomando tales ξ ∈ X,χ ∈ Y , resulta α ∈ Iξ ∩ Iχ, pero los Iβ
forman una partición, entonces ξ = χ. Aśı que resulta equivalente
a (∃ξ ∈ X ∩ Y )α ∈ Iξ. Por lo cual X ∩ Y ∈ D. Finalmente si
λ \ X /∈ D, entonces

⋃
ξ∈λ\X Iξ /∈ U . De nuevo por propiedades

de partición, κ \
⋃
ξ∈λ\X Iξ =

⋃
ξ∈X Iξ ∈ U , de lo cual concluimos

X ∈ D.

Lema 1.2.1. Sea µ cualquier cardinal y D ⊂ P(κ) no λ-desmontable
para λ ∈ (µ, 2(2µ)+

].

Para n ≥ 1, |
∏
D µ

(n)| ≤ µ(n) · 2µ.

Para cualquier ordinal ν:
∏
D ν no posee una sucesión decre-

ciente de longitud (2µ)+.

Demostración. Lo probamos para n = 1. Supongamos |
∏
D µ| >

µ(n) · 2µ. Entonces podemos encontrar fα ∈ κµ, α < (2µ)+ tal que
para α, β < (2µ)+, si α 6= β entonces [fα] 6= [fβ]. Para ξ < κ sea:

Fξ = {{α, β} | fα(ξ) 6= fβ(ξ)}.

Para F ⊂ [(2µ)+]2 hacemos:

XF = {ξ < κ | F = Fξ}.

De esto nace una partición de κ en a lo más 2(2µ)+
partes. Sabemos

que D no es λ-desmontable, para λ ∈ (µ, 2(2µ)+
], entonces podemos

encontrar F ζ ⊂ [(2µ)+]2, ζ < µ con

X =
⋃
{XF ζ | ζ < µ} ∈ D.

Ahora nótese que
⋃
ζ<µ F

ζ = [2(2µ)+
]2 debido a que: para {α, β} ∈

[2(2µ)+
]2, existe algún ξ ∈ X tal que5 fα(ξ) 6= fβ(ξ). Por lo cual

{α, β} ∈ Fξ. Pero, ξ ∈ X implica la existencia de algún ζ < µ
con ξ ∈ XF ζ . Aśı F ζ = Fξ y {α, β} ∈ F ζ . La otra contención es
inmediata.
Con la última observación podemos usar el teorema Erdős-Rado
para hallar un F ⊂ 2(2µ)+

tal que |F | = µ+ y [F ]2 ⊂ F ζ , para
un ζ < µ. Pero existe ξ < κ satisfaciendo F ζ = Fξ, de lo cual se
concluye fα(ξ) 6= fβ(ξ) para {α, β} ∈ [Z]2, por tanto µ tiene µ+

elementos distintos, contradicción clara.

5Como X ∈ D e Y = {ξ < κ : fα(ξ) 6= fβ(ξ)} se sigue que X ∩ Y 6= ∅ y ∈ D.
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El lema se sigue notando lo siguiente.∏
D

µ(n) =
⋃

ν<µ(n)

∏
D

ν.

ya que D no es µ(n)-desmontable para n ≥ 1:
Tomemos [f ] ∈

⋃
ν<µ(n)

∏
D ν, entonces para algún ν < µ(n), [f ] ∈∏

D ν, aśı f : κ→ ν, definimos g : κ→ µ(n):

g(α) =

{
f(α) para α < ν

0 en otro caso.

Claramente [g] = [f ], aśı que [f ] ∈
∏
D µ

(n). Ahora tomemos
f : κ → µ(n) y mostraremos que f está acotada módulo D; esto
debeŕıa bastar ya que teniéndolo podemos definir:

g(α) =

{
f(α) α ∈ X
0 α /∈ X.

Donde X ∈ D hace a f acotada. Y aśı [f ] = [g] ∈
⋃
α<µ(n)

∏
D α.

Sean n ≥ 1 y Xα = {η < κ : f(η) < α}, α < µ(n); nóte-
se que 〈Xα〉α<µ(n) es una sucesión decreciente. Al no ser D µ(n)-

desmontable, existe s ∈ [µ(n)]<µ
(n)

con
⋃
α∈sXα ∈ D. Siendo µ(n)

regular, ν = sup s < µ(n) y
⋃
α∈sXα = Xν . De donde que f esté

acotada según D.
La otra afirmación se sigue análogamente: piénsese que no. De-

finimos una sucesión decreciente módulo D, 〈fα : α < (2µ)+〉. Y
definimos Fξ = {{α, β} : fα(ξ) < fβ(ξ)}, XF , F

ζ , X son definidos
equivalentemente. De nuevo por Erdős-Rado encontramos ζ < µ y
F ⊂ (2µ)+ con [F ]2 ⊂ F ζ y |F | = µ+. Aśı que para algún ξ < κ,
fα(ξ) < fβ(ξ), α, β ∈ F , β < α. Esto crea una sucesión decreciente
de ordinales, de longitud µ+.

En este lema anterior usamos que D no era µ(n)-desmontable para
n ≥ 1, lo cual no necesariamente se desprende de nuestra hipótesis,
i.e. no ser λ-desmotable para λ ∈ (µ, 2(2µ)+

]. Para ver esto usare-
mos que la no desmontabilidad es equivalente a un cierto grado de
completud:

Definición. Decimos que D ⊂ P(κ) es λ-decreciente completo, λ-
dc, si cualquier sucesión decreciente 〈Eξ | ξ < λ〉 de elementos de
D, satisface

⋂
ξ<λEξ ∈ D.
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Nota. Esto es equivalente a:

Cada sucesión decreciente 〈Eξ | ξ < α〉 con Eξ ∈ D cumple:⋂
ξ<α

Eξ 6= ∅.

Supongamos que D es α-dc. Debido a que
⋂
ξ<αEξ ∈ D,

⋂
ξ<αEξ 6=

∅.
A la inversa, si

⋂
ξ<αEξ 6= ∅ y X ∈ D

(
⋂
ξ<α

Eξ) ∩X =
⋂
ξ<α

(Eξ ∩X)

Dado que Eξ ∈ D entonces Eξ ∩X ∈ D, además 〈Eξ ∩X | ξ < α〉
es una sucesión decreciente cuyos términos son elementos de D; aśı
que

⋂
ξ<α(Eξ ∩ X) 6= ∅. Como

⋂
ξ<αEξ intersecta a cada elemento

del ultrafiltro, tiene que ser un elemento del ultrafiltro.

Lema 1.2.2. Para α regular, un ultrafiltro D ⊂ P(κ) es α-di6 si y
solo si es α-desmontable.

Demostración. Supongamos que no es α-desmontable. Sea 〈Iξ | ξ <
α〉 una sucesión decreciente en D. Si

⋂
ξ<α Iξ /∈ D, entonces su com-

plemento śı pertenece,
⋃
ξ<α κ \ Iξ ∈ D. Podemos encontrar C ⊂ α,

|C| < α con
⋃
ξ∈C κ \ Iξ ∈ D. Pero 〈κ \ Iξ | ξ < α〉 es un sucesión

decreciente, aśı que
⋃
ξ∈C κ \ Iξ = κ \ Iγ, donde γ = supC y por

regularidad es < α. Aśı que Iγ /∈ D.
A la inversa, supongamos que es α-dc. Tomemos 〈Iξ | ξ < α〉

con
⋃
ξ<α Iα = κ. Podemos pensar esta sucesión como creciente.

Para obtener una contradicción suponemos que es α-desmontable;
aśı que para cualquier ξ < α, Iξ /∈ D. Por lo cual 〈κ \ Iξ | ξ < α〉 es
una sucesión decreciente en D, entonces

⋂
ξ<α κ \ Iξ ∈ D y además

no es κ. Para cada ξ ∈ E = Eα
ω = {η < α | cf(η) = ω} sea Cξ ⊂ ξ

numerable cofinal con
⋃
ν∈Cξ Iν /∈ D. Entonces⋂

ν∈Cξ

κ \ Iν =
⋂
ν<ξ

κ \ Iν ∈ D.

Y la sucesión 〈Jξ | ξ ∈ E〉 es decreciente y pertenece a D, donde Jξ =⋂
ν∈Cξ κ \ Iν . Pero

⋂
ξ∈E Jξ =

⋂
ξ<α κ \ Iα ∈ D y siendo decreciente

propia sabemos κ \
⋂
ξ∈E Jξ 6= κ, pero por otro lado

6α-decreciente incompleto, i.e. no α-decreciente completo
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κ \
⋂
ξ∈E Jξ =

⋃
ξ∈E κ \ Jξ =

⋃
ξ∈E κ \ (

⋂
ν∈Cξ Iν) =⋃

ξ∈E
⋃
ν∈Cξ κ \ κ \ Iν =

⋃
ξ∈E
⋃
ν∈Cξ Iν =

⋃
ξ<α Iξ = κ.

Una clara contradicción.

Corolario 1.2.3. D ⊂ P(κ) no es desmontable cuando y solo cuan-
do es α-dc para ω < α < κ regular.

Lema 1.2.4. D es α-dc si y solo si es cf(α)-dc.

Demostración. Supóngase la cf(α)-completud decreciente. Sea 〈Iξ |
ξ < α〉 decreciente en D y f : cf(α)

cof→ α, entonces
⋂
ξ<α Iξ =⋂

ξ<cf(α) If(ξ) ∈ D.

Ahora supongamos que es α-dc, tomemos 〈Iξ | ξ < cf(α)〉 decre-

ciente y f : cf(α)
cof→ α, definimos 〈Jξ | ξ < α〉 como: Jη = Iξ para

f(ξ) ≤ η < f(ξ + 1), entonces es decreciente y cada elemento está
en D. Además

⋂
ξ<cf(α) Iξ =

⋂
ξ<α Jξ ∈ D.

Prikry y Kunen probaron que una vez que se reconoce completud
decreciente para un cardinal regular, se reconoce a sus sucesores.

Teorema 1.2.5. Si κ es regular y D es κ-dc entonces también es
κ+-dc. Aśı que es κ(n)-dc para n < ω.

Demostración. Mostraremos algo más fuerte: Sea κ arbitrario. Si D
es κ+-di entonces:

1. D es cf(κ)-di o

2. Existe E ⊂ D y α ≤ κ regular con |E| = κ+, y si F ⊂ E es tal
que |F| = α entonces7

⋂
F = ∅.

Primero notemos que si β es regular y D posee una sucesión 〈Yξ |
ξ < β〉 con

(∀s ∈ [β]β)
⋂
ξ∈s

Yξ = ∅,

entonces resulta ser β-di: para cada ν < β hacemos Xν =
⋃
ν<η<β Yη.

Claramente son decrecientes y son elementos de D. Notemos que es
vaćıo, por que si tomamos ζ ∈

⋂
ν<βXν , entonces

7Más adelante veremos que en realidad este es un concepto muy común –(α, κ+)-
regularidad– en la teoŕıa de ultrafiltros.
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ζ ∈
⋂
ν<βXν si y solo si (∀ν < β)ζ ∈ Xν si y solo si

(∀ν < β)(∃ξ < β)(ν < ξ ∧ ζ ∈ Yξ)

es decir que s = {ξ < β | ζ ∈ Yξ} tiene tamaño β, y
⋂
ν<βXν ⊂⋂

ξ∈s Yξ = ∅.
Ahora tomemos una (κ+, κ)-matriz de Ulam 〈M ξ

ρ | ξ < κ+, ρ <
κ〉, i.e.

1. M ξ
ρ ⊂ κ+ para cualesquier ρ < κ, ξ < κ+;

2. Para ρ < κ y ξ 6= ζ, ξ, ζ < κ+: M ξ
ρ ∩M ζ

ρ = ∅;

3. |κ+ \
⋃
ρ<κM

ξ
ρ | ≤ κ, para ξ < κ+.

De esta matriz definamos una sucesión Bξ
ν =

⋃
ρ<νM

ξ
ρ . Aho-

ra notemos que si ν < κ y S ⊂ κ+ es tal que |S| > ν entonces⋂
ξ∈S B

ξ
ν = ∅. Para ver esto tómese τ ∈

⋂
ξ∈S B

ξ
ν , entonces τ ∈ Bξ

ν

para cada ξ ∈ S y por definición deBξ
ν , para cada ξ ∈ S existe ρξ < ν

con τ ∈ M ξ
ρξ

. Como |S| > ν, podemos encontrar ξ 6= ζ, ξ, ζ ∈ S sa-

tisfaciendo ρξ = ρζ . Aśı que τ ∈ M ξ
ρξ
∩M ζ

ρζ
, contradiciendo que los

M ξ
ρ formen una matriz de Ulam.
Ahora veremos que podemos pensar, sin pérdida generalidad, que

D es uniforme en κ+:

Afirmación. Existe un ultrafiltro U sobre κ+ uniforme, que codifica
a D.

Prueba. Sea 〈Yξ | ξ < κ+〉 decreciente con
⋂
ξ<κ+ Yξ = ∅; po-

demos suponer que Y0 = µ =
⋃
D. De esta sucesión definamos

Xξ = (
⋂
ρ<ξ Yρ) \ Yξ, que resulta no pertenecer a D y además es

una partición: ξ 6= ζ y δ ∈ Xξ ∩ Xζ luego δ ∈ [(
⋂
ρ<ξ Yρ) \ Yξ] ∩

[(
⋂
ρ<ζ Yρ) \Yζ ], aqúı supongamos ξ < ζ, entonces Yζ ⊂ Yξ y, por un

lado, δ ∈ (
⋂
ρ<ζ Yρ) \ Yζ implica δ ∈ Yξ mientras que por otro lado

δ ∈ (
⋂
ρ<ξ Yρ) \ Yξ implica δ /∈ Yξ. Definamos U = {A |

⋃
ξ∈AXξ ∈

D}. Como se hizo en la observación que sucede a la definición de
desmontabilidad U resulta ser un ultrafiltro. Para ver que es unifor-
me tomemos X ⊂ κ+ con |X| ≤ κ, claramente existe un η < κ+ con
(∀ξ ∈ X)ξ < η. Aśı que:

Yη ∩ (
⋃
ξ∈X Xξ) = ∅,

por lo cual X /∈ U y U debe ser uniforme. �.
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Trabajemos con U , restan dos casos para ver el resultado:

1. Existe un ξ < κ+ con Bξ
ν /∈ U . De ser este el caso, tomando

Y = κ+ \
⋃
ζ<κA

ξ
ζ = κ+ \

⋃
ζ<κB

ξ
ζ ,

se tiene |Y | ≤ κ; sea Xζ = κ+ \ (Y ∪ Bξ
ζ ). Entonces {Xζ | ζ <

κ} ⊂ U , ρ < ν < κ implica Y ∪ Bξ
ρ ⊂ Y ∪ Bξ

ν que a su vez

implica κ+ \ Y ∪Bξ
ν ⊂ κ+ \ Y ∪Bξ

ρ y

α ∈
⋂
ζ<κXζ si y solo si (∀ζ < κ)α ∈ Xζ si y solo si

(∀ζ < κ)(α /∈ Y ∧ α /∈ Bξ
ζ ) si y solo si

(∀ζ < κ)(∃ρ < ζ)(α /∈ Y ∧ α /∈ Aξρ) si y solo si

(∀ζ < κ)(∃ρ < ζ)(α /∈
⋂
ν<κ κ \ Aξν ∧ α /∈ Aξρ) si y solo si

(∀ζ < κ)(∃ρ < ζ)(∀ν < κ)(α /∈ κ \ Aξν ∧ α /∈ Aξρ) si y solo si

(∀ζ < κ)(∃ρ < ζ)(∀ν < κ)(α ∈ Aξν ∧ α /∈ Aξρ).

Lo cual claramente no es el caso. De donde se sigue que U sea
κ-di y por ende cf(κ)-di.

2. Lo anterior no se cumple. Para cada ξ < κ+ podemos encontrar
ρξ con Bξ

ρξ
∈ U . Entonces podemos encontrar S ⊂ κ+ con

|S| = κ+ y ρξ = ρζ para ξ, ζ ∈ S. Tomemos ξ ∈ S, ρ = ρξ,
hágase |ρ|+ = α ≤ κ y E = {Bξ

ρ | ξ ∈ S} ⊂ U . Claramente
|E| = κ+ y si F ⊂ E es tal que |F| = α entonces, como notamos
anteriormente,

⋂
F = ∅.

Finalmente veamos que si U satisface 1,2 del teorema entonces
también D lo hace. Primero pensemos que es cf(κ)-di y tomemos
{Aξ | ξ < cf(κ)} ⊂ U un testigo de la cf(κ)-di. Entonces {Bξ | ξ <
cf(κ)} ⊂ D donde Bξ =

⋃
ζ∈Aξ Xζ . Como los Aξ son decrecientes,

también lo son los Bξ. Ahora pensemos que
⋂
ξ<cf(κ) Bξ ∈ D, aśı que

µ \
⋂
ξ<cf(κ) Bξ /∈ D si y solo si

⋃
ξ<cf(κ) µ \Bξ /∈ D si y solo si⋃

ξ<cf(κ)(µ \
⋃
ζ∈Aξ Xζ) /∈ D si y solo si⋃

ξ<cf(κ)(
⋂
ζ∈Aξ µ \Xζ) /∈ D si y solo si⋃

ξ<cf(κ)

(⋂
ζ∈Aξ [µ \ (

⋂
ρ<ζ Yρ ∩ (µ \ Yζ))]

)
/∈ D si y solo si⋃

ξ<cf(κ)

(⋂
ζ∈Aξ [(

⋃
ρ<ζ(µ \ Yρ) ∪ Yζ)]

)
/∈ D;
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pero
⋃
ρ<ζ(µ \ Yρ) ∪ Yζ = µ, entonces µ /∈ D. Lo cual claramente no

es el caso.
Para ver el caso dos, la prueba corre análogamente porque al

tomar E ⊂ U como en la definición, se desprende E ′ = {
⋃
ξ∈AXξ |

A ∈ E} ⊂ D y como |E| = κ+, aśı |E ′| = κ+. Luego al tomar G ⊂ E ′
y pensar

⋂
G ∈ D obtenemos una contradicción como antes.

Del resultado anterior se sigue fácilmente que si D no es α-
desmontable, entonces no es α+-desmontable y con eso ni α(n)-
desmontable, siempre que α sea regular.

Existe una noción de normalidad para ultrafiltros no desmonta-
bles:

Definición. Decimos que un ultrafiltro D ⊂ P(κ) es normal no
desmontable si para cada función f : κ → κ regresiva módulo D
existe C ⊂ κ numerable con f−1[C] ∈ D.

Nota. Es fácil ver que cualquier D normal no desmontable no es
desmontable: Si

⋃
ν<λ Iν = κ y f : κ → λ es una función tal que

f−1[{ν}] = Iν , para ν < λ. Como λ < κ entonces para ν > λ,
f(ν) < ν aśı que es regresiva según el ultrafiltro y podemos encontrar
C ⊂ λ numerable con f−1[C] ∈ D, pero f−1[C] = f−1[

⋃
ν∈C{ν}] =⋃

ν∈C f
−1[{ν}] =

⋃
ν∈C Iν ∈ D.

Más aún cualquier ultrafiltro normal no desmontable es un ultra-
filtro normal débil:

Nota. Si κ es tal que cf(κ) > ω y D es normal no desmontable sobre
κ entonces D es normal débil: si f : κ → κ es regresiva módulo
D entonces existe N ⊂ κ numerable tal que f−1[N ] ∈ D; como
cf(κ) > ω tenemos ν = supN + 1 < κ, sabemos que f−1[N ] ∩ {ξ <
κ | f(ξ) < ξ} = {ξ < κ | f(ξ) < ξ ∧ f(ξ) ∈ N} ∈ D entonces
{ξ < κ | f(ξ) < ν} ∈ D.

Para inaccesibles podemos encontrar siempre un ultrafiltro nor-
mal no desmontable:

Teorema 1.2.6. Sean κ inaccesible y D no desmontable en κ. En-
tonces S = {[f ] ∈ κκD | ∀g : κ → κ∃λ < κ(g[κ] ⊂ λ → [g] < [f ])}
tiene un menor elemento. Si h es tal elemento entonces U = {X ⊂
κ | h−1[X] ∈ D} es normal no desmontable.

Demostración. Antes de comenzar definamos lo siguiente.
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Definición. Dado un conjunto ordenado 〈K,<〉 decimos que K tie-
ne cofinalidad ≥ ρ, y escribimos cf(K) ≥ ρ, si para cada H ⊂ K
tal que |H| < ρ se puede encontrar k ∈ K con h < k, para h ∈ H.

Sea K = {[f ] ∈ κκD | f está acotada}.

Afirmación 1.2.7. cf(K) ≥ κ.

Prueba. Dado H ⊂ K con H = {[gα] | α < λ} para alguna λ < κ,
definimos:

g(ξ) = sup{fα(ξ) | α < λ}+ 1, ξ < κ.

Por regularidad, g(ξ) < κ para cada ξ < κ, y por construcción es
fácil ver: [g] > [fα] para α < λ arbitrario. Finalmente g ∈ K, ya
que: g[κ] ⊂ sup{fα[κ] | α < λ} y una vez más por regularidad
supα<λ fα[κ] < κ. �

Especialmente, cf(K) ≥ µ para cualquier µ < κ.

Sea µ < κ un cardinal. Pensemos que el teorema no se cumple,
es decir no existe tal menor elemento. Entonces podemos encontrar
un cardinal λ < (2µ)+ < κ y una sucesión decreciente, módulo D,
〈gα | α < λ〉 con:

1. gα : κ→ κ, [gα] es cota superior de K, α < λ;

2. Para cualquier g, [gα] < [g] α < λ, siempre que [g] sea una cota
de K.

En seguida hacemos: Gi = {gα(i) | α < λ}, que resulta |Gi| ≤ λ <
(2µ)+ y además:

|
∏

Gi/D| < (2µ)+.

Aśı que hacemos:

G = {[g] ∈
∏

Gi/D | (∃[k] ∈ K)[k] > [g]}.

Entonces, G es el subconjunto de
∏
Gi/D que consiste en elementos

K-acotados. Se sigue que |G| < (2µ)+, recordando que cf(K) ≥
(2µ)+. Y cualquier función constante (módulo D) está en G, por lo
cual G 6= ∅; sea [k0] ∈ K una cota superior para [g] ∈ G y

Iα = {i < κ | gα(i) > k0(i)}, α < λ.
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Claramente Iα ∈ D; hacemos:

h(i) = mı́n{gα(i) | i ∈ Iα},

la cual está definida, módulo D, ya que está definida en I0: i ∈ I0

implica g0(i) > k0(i), aśı mı́ni∈I0 g0(i) ≥ k0(i). Aun más [h] < [g].
Es inmediato que [h] < [gα], para α < λ, porque:

i ∈ Iα+1 cuando y solo cuando
gα+1(i) > k0(i), lo cual implica

mı́ni∈Iα+1 gα+1(i) ≥ k0(i) que a su vez implica
[h] ≤ [gα+1] < [gα].

Por 2 podemos encontrar: [k] ∈ K tal que [h] < [k] y [h] ∈
∏
Gi/D

por lo cual [h] ∈ G. Entonces [h] < [g] < [k0]. Aśı que podemos
afirmar: [h] > [k0], ya que h está definida exactamente donde esto
ocurre. ¡Una clara contradicción!

Ahora tomemos [h] tal mı́nimo y hagamos U = {A ⊂ κ | h−1[A] ∈
D}. Entonces U es normal no desmontable: sea f ∈ κκ tal que
{α < κ | f(α) < α} ∈ U . Primero notemos que {α < κ | f(h(α)) <
h(α)} ∈ D entonces [fh]D < [h]D y fh tiene que estar acotada, diga-
mos que por λ < κ. Como κ =

⋃
ξ<λ Iξ, donde Iξ = (f◦h)−1[{ξ}], po-

demos encontrar C ⊂ λ numerable con
⋃
ξ∈C Iξ ∈ D. Pero

⋃
ξ∈C Iξ =⋃

ξ∈C(f ◦h)−1[{ξ}] = (f ◦h)−1[
⋃
ξ∈C{ξ}] = (f ◦h)−1[C] ∈ D es decir

f−1[C] ∈ U .

En relación a la no desmontabilidad siempre podemos encontrar
una partición más pequeña módulo el ultrafiltro. Para ver eso defi-
namos:

Definición. Dadas dos particiones P,Q, de algún conjunto, deci-
mos que P refina a Q cuando y solo cuando (∀x ∈P)(∃y ∈ Q)x ⊂
y. Si D es un ultrafiltro sobre el mismo dominio que las particiones
y P refina a Q entonces decimos que es un refinamiento esencial,
módulo D, cuando no existe c : Q →P tal que

(∀x ∈ Q)c(x) ⊂ x y
⋃
x∈Q c(x) ∈ D

Teorema 1.2.8. Si D ⊂ P(κ) es un ultrafiltro ω1-incompleto que no
es desmontable, para κ > 2ℵ1, entonces existe una partición P =
{En | n < ω} de κ con En /∈ D y ninguna partición de tamaño
menor a κ refina esencialmente a P, módulo D.
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Demostración. Supongamos que no existe tal partición. Con esta
hipótesis construimos un árbol donde cada nivel es una partición de
tamaño ≤ 2ℵ1 y ningún nodo pertenece a D. Sea T0 = {x ∈ T |
rkT (x) = 0} = {Pi | i < ω} (donde rkT (x) es el rango de x en el
árbol) cualquier partición numerable cuyos elementos no pertenecen
a D. Por hipótesis sabemos que podemos refinar esencialmente esto.
Aún más, podemos continuar esto: para α ≤ ω1, hacemos Tα+1 el
refinamiento esencial de Tα, cuyos elementos no están en D. Ahora,
para α ĺımite, tomamos Tα como el máximo refinamiento común de
sus niveles predecesores: denotamos con pγn, γ < α y n ≤ 2ℵ1 , el
n-ésimo elemento del γ-ésimo nivel; para cada γ < α, si existe un
n < 2ℵ1 tal que para cada β < α no existe B ∈ Tβ con B ⊂ pγn
entonces hacemos pγn ∈ Tα. Por construcción Tα refina cada Tβ,
β < α.

Al final terminamos con un árbol de altura ω1 + 1 y cada nivel
refina a sus niveles previos. En seguida, como

⋃
Tα = κ para α <

ω1 + 1 y D no es desmontable entonces podemos encontrar C ⊂ Tω1

numerable, tal que
⋃
C ∈ D. Por refinamiento de cada nivel, existe

α < ω1 tal que cada elemento de C está contenido en algún E ∈ Tα.
Entonces Tα+1 no puede refinar esencialmente a Tα, porque Tω1 es
un refinamiento de Tα, Tα+1, entonces cada X ∈ C es subconjunto
de un YX ∈ Tα + 1 y

⋃
C ⊂

⋃
X∈C YX ∈ D; por lo cual podemos

definir una c : Tα → Tα+1 tal que8 c(X) ⊂ X ∧
⋃
X∈Tα c(X) ∈ D.

¡Una contradicción!

Ya sabemos que bajo no desmontabilidad podemos traducir el
ultrafiltro a uno en un cardinal menor y sabemos que existe una
partición “mı́nima”, que además es numerable; con esto construimos
un isomorfismo:

Lema 1.2.9. Sea κ > 2ℵ1 y D no desmontable y ω1-incompleto. Sea
{En | n < ω} la partición como en el lema anterior. Para β < κ
tenemos 〈β,<〉ω/U ' 〈β,<〉κ/D, donde U = {S ⊂ ω |

⋃
n∈S En ∈

D}.

Demostración. Tomemos f : κ → β, definamos F ([f ]D) = [g]U ,
donde g : ω → β es tal que:⋃

i<ω

{α ∈ Ei | f(α) = g(i)} ∈ D

8Para cada X ∈ C tomamos ZX ∈ Tα tal que X ⊂ ZX y definimos c : Tα → Tα+1 como
c(ZX) = YX para X ∈ C y c(Z) es cualquier Y ∈ Tα+1 con Y ⊂ Z.
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Nótese que ⋃
i∈S

Ei ⊃
⋃
i<ω

{α ∈ Ei | f(α) = g(i)}.

donde S = {n < ω | (∃α < κ)f(α) = g(n)}:
x ∈

⋃
n<ω{α ∈ En | f(α) = g(n)} si y solo si

(∃n < ω)x ∈ {α ∈ En | f(α) = g(n)} si y solo si
(∃n < ω)(x ∈ En ∧ f(x) = g(n)) entonces

(∃n < ω)(∃α < κ)(x ∈ En ∧ f(α) = g(n)), tomando x = α
por lo cual (∃n ∈ S)x ∈ En.

Por la elección de 〈En〉n<ω siempre podemos encontrar tal g :
ω → β. Ahora hacemos [f1]D < [f2]D, entonces:

{α < κ | f1(α) < f2(α)} ∈ D.

Sean F ([f1]D) = [g1]U , F ([f2]D) = [g2]U , aśı:⋃
i<ω

{α ∈ Ei | f1(α) = g1(i)},
⋃
i<ω

{α ∈ Ei : f2(α) = g2(i)} ∈ D.

La interseccón de estos tres conjuntos está en D, con propiedades
booleanas y de partición obtenemos9:⋃

i<ω

{α ∈ Ei | f1(α) = g1(i) ∧ f2(α) = g2(i) ∧ f1(α) < f2(α)}

Y claramente esto está contenido en:⋃
n∈T

Ei

para T = {n < ω | g1(n) < g2(n)}. Entonces la función preserva el
orden y es inyectiva. En seguida sea g : ω → β; definamos f : κ→ β
como

f(α) = g(n) cuando y solo cuando α ∈ En.
De nuevo, por propiedades de partición, esto está bien definido y
claramente resulta que F ([f ]D) = [g]U .

Corolario 1.2.10. Para D, κ, β como anteriormente, |βκ/D| ≤ βω.

9x ∈
⋃
i<ω{α ∈ Ei | f1(α) = g1(i)} ∩

⋃
i<ω{α ∈ Ei | f2(α) = g2(i)} ∩ {α < κ | f1(α) <

f2(α)} es equivalente a (∃n < ω)(x ∈ En ∧ f1(x) = g2(n)) ∧ (∃m < ω)(x ∈ Em ∧ f2(x) =
g2(m)) ∧ f1(x) < f2(x) si n 6= m, entonces x ∈ En ∩ Em = ∅, aśı que es equivalente a
(∃n < ω)(x ∈ En ∧ f1(x) = g2(n) ∧ f2(x) = g2(n) ∧ f1(x) < f2(x)).
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Una pregunta natural al fijarse en ultrafiltros no desmontables es
¿quiénes admiten uno?, para responder esto definimos:

Definición. Por recursión definimos α-Mahlo:

1. κ es 0-Mahlo cuando y solo cuando es inaccesible (fuerte);

2. κ es α + 1-Mahlo si y solo si es α-Mahlo y {µ < κ | µ es
α-Mahlo} es estacionario en κ.

3. κ es α-Mahlo si y solo si lo es para cada β < α.

Teorema 1.2.11 (Prikry [18]). Sean κ inaccesible fuerte pero no
Mahlo (i.e. 1-Mahlo) y U un ultrafiltro en κ. Entonces para cada
α < κ existe un λ ∈ (α, κ) tal que U es λ-desmontable.

Demostración. Supongamos lo contrario; entonces existe α < κ tal
que para cada λ con α < λ < κ y U no es λ-desmontable. Primero
veamos que si U es un ultrafiltro y D es otro tal que X ∈ D cuando
y solo cuando f−1[X] ∈ U . Entonces D no es α-desmontable para
los mismos α que U : si 〈Iν | ν < α〉 es tal que

⋃
ν<α Iν = κ enton-

ces f−1[κ] = f−1[
⋃
ν<α Iν ] =

⋃
ν<α f

−1[Iν ] = κ. entonces podemos
encontrar C ⊂ κ numerable con f−1[

⋃
ν∈C Iν ] =

⋃
ν∈C f

−1[Iν ] ∈ U y
por tanto

⋃
ν∈C Iν =

⋃
ν∈C Iν ∈ D.

Ahora supongamos que U es un ultrafiltro uniforme en κ tal que
existe µ con U no λ-desmontable para µ < λ < 2(2µ)+

entonces
podemos encontrar F normal débil y que no es α-desmontable para
los mismo α que D. Para ver esto tomemos K = {[ξ] | ξ < κ}
el conjunto de las clases constantes según D. Queremos ver que
este conjunto tiene una función mı́nima que lo acota. Con tal fin
fijémonos en su cofinalidad: cf(K) ≥ κ y sea H ⊂ K con |H| < κ,
digamos H = {[γξ] | ξ < ρ}; hagamos h : κ → κ. Como h(η) =
supξ<ρ γξ + 1 para todo η < κ, la regularidad asegura de hecho que
h(η) < κ y además es constante.

En seguida supongamos que no existe tal mı́nimo, entonces po-
demos encontrar λ < (2µ)+ y una suceción 〈hα | α < λ〉, decrecien-
te módulo el ultrafiltro U , tal que para hα ∈ κκ, [hα] acota K y
además si [f ] acota K existe α tal que [hα] < [f ]. Ahora hagamos
Hξ = {hα(ξ) | α < λ}, entonces |Hi| ≤ λ, |

∏
Hξ/U| < (2µ)+ y

H = {[h] ∈
∏

Hξ/U | (∃x ∈ K)x > [h]}.
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Se sigue que |H| < (2µ)+. Dado que cf(K) ≥ κ, podemos encontrar
[k] ∈ K con [k] > [h] para todo [h] ∈ H. Ahora para α < λ hacemos
Iα = {ξ < κ | fα(ξ) > k(ξ)}, aśı que Iα ∈ U . Def́ınase g : κ → κ
como g(ξ) = mı́n{hα(ξ) | ξ ∈ Iα}, se sigue que está definida en Iα.
Aún más, g(ξ) ≤ hα+1(ξ) para ξ ∈ Iα+1, de donde que [g] < [hα]
para α < λ. Entonces podemos encontrar [f ] ∈ K con [g] ≤ [f ]. Sin
embargo, como [g] ∈

∏
Hξ/U , [g] ∈ H. Por tanto [g] < [k]. Pero g

está definida exactamente donde pasa lo contrario, i.e. [k] < [g]; una
contradicción.

Ahora tomamos a f como esta función mı́nima; definimos F =
f∗(D) = {X ⊂ κ | f−1[X] ∈ D}. Sea g : κ → κ tal que {ξ <
κ | g(ξ) < ξ} ∈ F , es decir f−1[{ξ < κ | g(ξ) < ξ}] ∈ D; pero
f−1[{ξ < κ | g(ξ) < ξ}] = {ζ < κ | (∃ξ < κ)(ζ = f(ξ) ∧ g(ζ) < ζ)}
y por tanto {ξ < κ | g(f(ξ)) < f(ξ)} ∈ D, entonces g ◦ f tiene que
estar acotada según D, es decir que g está acotada según F . Además
no es α-desmontable para los mismo elementos que D.

Hasta ahora hemos visto que cualquier ultrafiltro uniforme lo
podemos traducir a uno normal preservando la no-desmontabilidad.
Sea D dicho ultrafiltro normal.

Afirmación. Para cada ν < κ, |
∏
ν/D| < κ. Aún más esto implica

que κ es Mahlo.
Prueba. Por el lema 1.1.1 claramente |

∏
ν/D| < κ. Para ver que

κ es Mahlo con esta condición veamos que {α < κ | α es inaccesible débil} ∈
D; supongamos lo contrario. Como D es normal débil y L = {α < κ |
α es ĺımite} es club entonces L ∈ D y aśı {α < κ | cf(α) < α} ∈ D.
Sea 〈Sα | α < κ〉 una sucesión de conjuntos tales que Sα ⊂ α es
cofinal con otp(Sα) = cf(α) para α ĺımite y Sα = {0} en otro ca-
so. Entonces podemos encontrar ν < κ tal que |Sα| ≤ ν módulo
D. De lo contrario {α < κ | |Sα| = cf(α) > ν} ∈ D para todo
ν < κ, por tanto cf no estaŕıa acotada en cada conjunto en D pe-
ro es regresiva módulo D, lo cual contradice la normalidad débil.
Entonces |

∏
Sα/D| < κ. Pero para tales sucesiones 〈Sα | α < κ〉

sucede lo contrario: si [f ] ∈
∏
Sα/D, entonces f es regresiva módulo

D y por tanto acotada, digamos [f ] ≤ [β]. Como |
∏
Sα/D| < κ y

κ es regular podemos encontrar µ < κ tal que [f ] ≤ [µ] para cada
[f ] ∈

∏
Sα/D. Como X = (µ, κ) ∩ {α < κ | α ĺımite} ∈ D, en-

tonces para cada α ∈ X podemos encontrar να ∈ Sα con να > µ.
Definamos g(α) = να para α ∈ X y 0 en otro caso. Claramente
[f ] ∈

∏
Sα/D y por construcción [f ] > [µ]. Lo cual contradice la
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condición de [µ]. Es decir que hemos probado que |
∏
Sα| ≤ κ. Pero

ya sab́ıamos |
∏
Sα/D| < κ. QED

Entonces κ es Mahlo, lo cual no es el caso. La contradicción
sigue de haber supuesto que existe α < κ tal que para cada λ con
α < λ < κ y U no es λ-desmontable.

Aśı, un inaccesible que posee un ultrafiltro no desmontable tie-
ne que ser más grande que solo inaccesible, i.e. Mahlo. Para ver
qué grado de Mahlo es primero veamos que los ultrafiltros no α-
desmontables preservan convergencia:

Lema 1.2.12. Sea U un ultrafiltro no α-desmontable sobre κ, donde
α < κ es regular. Para µ < κ con cf(µ) = α: si 〈µξ | ξ < α〉 es una
sucesión cofinal en µ, i.e. estrictamente creciente y que converge a
µ, entonces [µξ]→ [µ] en

∏
κ/U .

Demostración. Pensemos que no es el caso. Entonces podemos en-
contrar f : κ→ κ con

[µξ] < [f ] < [µ]

para todo ξ < α. Definamos Fξ = {ν < κ | µξ ≤ f(ν) < µξ+1},
ξ < α. Claramente Fξ ∩ Fζ = ∅ para cada ξ 6= ζ. Por hipótesis
debe ocurrir que

⋃
ξ<α Fξ ∈ U . Aún más, para S ⊂ α con |S| < α,

tenemos FS =
⋃
ξ∈S Fξ /∈ U : supóngase que FS ∈ U , como α es

regular existe algún ζ < α con ζ > ξ para toda ξ ∈ S. Tomemos
ξ ∈ FS, entonces f(ξ) ≤ µζ < µζ+1, es decir que [f ] < [µζ+1]; este
hecho claramente contradice la no-desmontabilidad de U .

Teorema 1.2.13 (Prikry [18]). Sea κ inaccesible fuerte y U un ul-
trafiltro no α-desmontable para α < κ arbitrariamente grande. En-
tonces κ es ω-Mahlo.

Demostración. Debemos probar que κ es n-Mahlo para cada n < ω.
Procedemos por inducción. Para n = 0 es trivial ya que es inaccesible
fuerte. Supóngase cierto para cada m ≤ n. Ya sabemos por la prueba
anterior que U lo podemos pensar como normal débil y además
{α < κ | α es (n− 1)-Mahlo} ∈ U . Procedemos por dos casos:

I El conjunto M es un elemento de U donde

M = {α < κ | α es (n− 1)-Mahlo ∧ U es α-desmontable}
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Tomemos I = {α < κ | U es α desmontable ∧ regular}. Cla-
ramente |I| = κ. Sea f : κ → κ la función f(α) = |α ∩ I|,
entonces F = {α < κ | f(α) = α} es un club en κ. Por tan-
to M ∩ F ∈ U y para cada α ∈ M ∩ F podemos obtener un
ultrafiltro que no es ξ-desmontable para cada ξ < α, por lo
anterior y por hipótesis de inducción α es n-Mahlo. Mostramos
que M ∩ F ⊂ {α < κ | α es n-Mahlo}.

II El caso I falla. Para esto veamos que si C ⊂
∏
κ/U es cerrado

y no está acotado por [id] entonces pasa solo una de dos cosas:
{α < κ | U es cf(α)desmontable} ∈ U o {α < κ | [α] ∈ C} ∈
U .

Prueba. Supóngase que el segundo caso no ocurre. Entonces
el complemento śı pertenece: K = {α < κ | [α] /∈ C} ∈ U .
Constrúımos una función h : E →

∏
κ/U como h(α) = [f ]

donde [f ] es tal que [f ] < [α] y [g] ≤ [f ] para toda [g] ∈ C, esto
lo podemos hacer ya que C no está acotado por [id]. Definamos

H = {α ∈ K | (∃ξ < κ)h(α) ≤ [ξ] ≤ [α]}.

Supongamos que F ∈ U . Sea g(α) = ξ donde h(α) ≤ [ξ] < [α],
entonces g(α) < α para cualquier α en algún Y ∈ U . Por
normalidad débil g está acotada bajo [id], módulo U . Entonces
C resulta estar acotado bajo la identidad. Aśı que H /∈ U ,
{α < κ | ¬(∃γ < κ)h(α) < [γ] < [α]} ∈ U . Por el lema anterior
{α < κ | U es cf(α)-desmontable} ∈ U . QED

Como el caso I falla, para C ⊂
∏
κ/U cerrado y no está acotado

bajo [id], {α < κ | [α] ∈ C} ∈ U . Pensemos que no es (n + 1)-
Mahlo, por tanto {α < κ | α es n-Mahlo} /∈ U . Entonces para
cada α en el complemento podemos asociarle un club Cα ⊂
α tal que no contiene cardinales (n − 1)-Mahlo. Tomemos el
producto reducido C =

∏
Cα/U , que claramente es cerrado y

no está acotado por la identidad. Como {α < κ | U es cf(α)-
desmontable} /∈ U , por lo cual {α < κ | [α] ∈ C} ∈ U , aśı que
{α < κ | α no es (n− 1)-Mahlo} ∈ U , lo cual viola la hipótesis
de inducción.
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1.3. Regularidad.

Igual que en la sección anterior, como convención pensaremos
que κ es regular y si tomamos un ultrafiltro U en κ entonces será
uniforme a menos que se afirme lo contrario.

Definición. Sean µ ≤ κ cardinales. Decimos que un ultrafiltro U
es (µ, κ)-regular si podemos encontrar S ⊂ U de tamaño κ de tal
forma que

(∀Y ⊂ S)
(
|Y| = µ→

⋂
Y = ∅

)
.

Y, como convención, diremos que U es (µ, κ)-irregular si y solo si
no es (µ, κ)-regular.

Claramente si µ < κ y U es (µ, κ)-regular entonces es (ν, κ)-
regular para µ ≤ ν ≤ κ. Por la prueba del teorema 1.2.5 obtenemos
el siguiente resultado.

Corolario 1.3.1. Sea α regular y D un ultrafiltro, si D es (α, α)-
regular entonces es α-di.

Por tanto,con las condiciones anteriores es α-desmontable. Ahora
veamos una caracterización de regularidad con la primera función:

Teorema 1.3.2. Si D es un ultrafiltro sobre un cardinal regular κ,
que posee una primera función f entonces D es (µ, κ)-regular si y
solo si {ξ < κ | cf(f(ξ)) < µ} ∈ D.

Demostración. Probaremos algo aún más fuerte: las siguientes afir-
maciones son equivalentes

1. D es (µ, κ)-regular.

2. (cf([f ]) < [µ])V
κ
D .

3. No existe g : κ→ κ tal que para α < κ, g(α) es regular ≥ µ y
cf(
∏
〈g(α), <〉κ/D) = κ.

2 → 1. Por el teorema de  Loś (cf([f ]) < [µ])V
κ
D es equivalente

a C = {ξ < κ | cf(f(ξ)) < µ} ∈ D. Definamos una sucesión
〈Cρ | ρ ∈ C〉 como Cρ ⊂ f(ρ) cofinal y |Cρ| < µ. Ahora consideramos
el encaje j : V ≺ V κ/D, que al ser f : κ → κ una primera función
para D da lugar a (

[f ] = sup
ξ<κ

j(ξ)
)V κD .
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Sabiendo esto definimos g : κ → V como g(α) = Cα para α ∈ C.
Por  Loś (

[g] es cofinal en [f ]
)V κD .

Por recursión definimos una sucesión 〈Iξ | ξ < κ〉 de intervalos
Iξ = (αξ, βξ) describiendo sus cota: Pensemos que 〈(αξ, βξ) | ξ < ρ〉
ya está definida, hacemos αρ = (supξ<ρ βξ) + 1 y sea

βρ = mı́n{β < κ |
(
[g] ∩ (j(αρ), j(β)) 6= ∅

)V κD}.
Ya definida 〈Iξ | ξ < κ〉 podemos ver que si ξ 6= ζ tenemos Iξ∩Iζ = ∅;
luego hacemos

Yξ = {α ∈ C | Cα ∩ Iξ 6= ∅}.
Por construcción de 〈Iξ〉ξ<κ y por el teorema de  Loś {Yξ | ξ < κ} ⊂
D. Tomemos S ⊂ κ con |S| = µ, si⋂

ξ∈S

Yξ 6= ∅,

entonces

α ∈
⋂
ξ∈S Yξ si y solo si (∀ξ ∈ S)α ∈ Yξ si y solo si

(∀ξ ∈ S)(α ∈ C ∧ Cα ∩ Iξ 6= ∅);
entonces ocurre alguna de dos cosas: como |S| = µ, (∀ξ ∈ S)Cα ∩
Iξ 6= ∅ y 〈Iξ〉ξ<κ son ajenas podemos deducir que |Cα| = µ lo cual
contradice la elección de Cα. O dado que |Cα| < µ y Cα intersecta a µ
de los Iξ entonces podemos encontrar ξ 6= ζ con Iξ∩Iζ 6= ∅ lo cual no
puede ser el caso. De lo cual concluimos que

⋂
ξ∈S Yξ = ∅. Entonces

hemos encontrado una sucesión 〈Yξ | ξ < κ〉 tal que al escoger µ de
ellos su intersección es vaćıa, es decir D es (µ, κ)-regular.

3 → 2. Pensemos que Y = {ξ < κ | cf(f(ξ)) ≥ µ} ∈ D y
probemos la contrapositiva. Definamos

g(α) =

{
cf(f(α)) para α ∈ Y
κ en otro caso.

Como Y ∈ D tenemos (
[g] = cf([f ])

)V κD .
Aún más, como f no está acotada módulo D(

cf([g]) = cf(cf([f ])) = cf([f ]) = [κ]
)V κD .
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Es decir que hemos encontrado una función g : κ→ κ con g(α) ≤ µ
regular y cf(

∏
〈g(α), <〉/D) = κ.

1 → 3. Sea D (µ, κ)-regular en κ y g : κ → κ, cf(g(α)) ≥ µ
entonces cf(

∏
〈g(α), <〉/D) = κ+: tomemos {gα | α < κ} ⊂ κκ con

[gα] < [g]. Sea {Rα | α < κ} un testigo de la (µ, κ)-regularidad,
definamos:

h(ξ) = sup{gα(ξ) | ξ ∈ Rα}.
Claramente [gα] ≤ [h] para cada α < κ; pensemos que [h] = [g],
como cf(g(α)) ≥ µ y si s ⊂ κ es tal que |s| = µ entonces

⋂
ξ∈sRξ =

∅, al tomar X ∈ D con ξ ∈ X implica g(ξ) = h(ξ), tenemos |X| <
µ de lo contrario no se contradiŕıa la regularidad, pero con < µ
elementos no podemos obtener a g(ξ). Entonces claramente [h] <
[g].

Lema 1.3.3. Sea D un ultrafiltro en κ que es (µ, κ)-regular donde
µ es un cardinal ĺımite fuerte. Entonces

2κ ≤ |
∏
D

µ|.

Demostración. Tomemos una testigo para la (µ, κ)-regularidad: 〈Aξ |
ξ < κ〉. Def́ınase 〈Xξ | ξ < κ〉 como Xξ = {α < κ | ξ ∈ Aα} y
fY (ξ) = Y ∩ Xξ para Y ⊂ κ. Primero es claro que |Xξ| < µ de lo
contrario violaŕıamos la regularidad y si Y 6= Z entonces podemos
pensar que existe ζ ∈ Y y ζ /∈ Z. Para ξ ∈ Aζ resulta ζ ∈ Xξ por
definición, por tanto

ζ ∈ fY (ξ) = Y ∩Xξ,
ζ /∈ fZ(ξ) = Z ∩Xξ.

De donde fY (ξ) 6= fZ(ξ) para ξ ∈ Aζ y por tanto [fY ] 6= [fZ ], aśı
que hemos mostrado |

∏
P(Xξ)/D| ≥ 2κ, como µ es ĺımite fuerte,

|P(Xξ)| < µ para cada ξ, entonces lo anterior claramente implica lo
que queŕıamos: 2κ ≤ |µκD|.

En la sección anterior de este caṕıtulo vimos algunos de los ta-
maños que poseen los κ inaccesibles que portan un ultrafiltro no
desmontable, ahora veremos algo más general sobre los κ arbitrarios
que portan dicho ultrafiltro.

Teorema 1.3.4 (Prikry [18]). Suponiendo HCG. Sea κ un cardinal
que posee un ultrafiltro U no desmontable. Entonces cf(κ) = ω o es
inaccesible y por tanto ω-Mahlo.
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Demostración. Ya vimos que si κ es inaccesible entonces tiene que
ser ω-Mahlo. Ahora, si κ es singular y U es uniforme entonces
es cf(κ)-desmontable: sea 〈Iξ | ξ < cf(κ)〉 una partición tal que⋃
ξ<cf(κ) Iξ ∈ U y cada Iξ /∈ D; tomemos s ⊂ cf(κ) con |s| < cf(κ),

si
⋃
ξ∈s Iξ ∈ U entonces |

⋃
ξ∈s Iξ| = κ lo cual claramente no puede

suceder porque |s| < cf(κ). Entonces, si cf(κ) 6= ω obtenemos la
descomposición deseada. Si κ = λ+ tenemos dos casos: para λ re-
gular si tomamos U uniforme en κ, entonces con el teorema 1.2.5
y lo antes mencionado vemos que es λ+-desmontable y entonces λ-
desmontable. Y si λ es singular tenemos.

Afirmación (HGC). Sean κ = µ+, µ singular y U uniforme en κ.
Entonces

1. U es µ-desmontable, o bien

2. Existe algún ν < µ tal que U es α-di para todo α ∈ (ν, µ)∩{ζ <
κ | cf(ζ) = ζ}.

Prueba. Pensemos que 2 falla. Entonces existen cardinales regu-
lares β < µ arbitrariamente grandes tales que U es β-dc. Usan-
do los resultados de la sección anterior podemos pensar que U es
normal débil. Como µ es singular y κ es el sucesor de µ, enton-
ces {α < κ | cf(α) < µ} ∈ U ; ya que U es normal débil, id es
una primera función para U , por el teorema anterior U resulta ser
(µ, κ)-regular. Como µ es singular, tiene que ser ĺımite y por HGC
ĺımite fuerte. Usando el lema anterior tenemos:

2κ = κ+ ≤ |
∏
U

µ|.

Ahora veamos que existe una función f : κ→ µ que toma µ distintos
valores en cada X ∈ U . Antes de probar su existencia veamos que
esto implica µ-desmontabilidad: primero, siempre podemos pensar
que f es sobre. Ahora seanXξ = f−1[{ξ}] y s ∈ [µ]<µ, si

⋃
ξ∈sXξ ∈ U

entonces f−1[
⋃
ξ∈s{ξ}] ∈ U es decir f−1[s] ∈ U . Como |s| < µ,

y f toma µ distintos valores módulo U , esto querŕıa decir que f
toma < µ valores, lo cual no es el caso, entonces

⋃
ξ∈sXξ /∈ U

para cualquier s ∈ [µ]<µ. En seguida pensemos que no existe tal
f : κ → µ; cualquier f : κ → µ es equivalente a una g que toma



Caṕıtulo 1. TEORÍA DE ULTRAFILTROS 37

menos de µ valores en algún Xg ∈ U . Aśı que

µκU ⊂
⋃

s∈[µ]<µ

sκU

Dado que µ+ ≤ |[µ]<µ| = µ
µ
^ ≤ 2µ, por HGC µ+ = 2µ, aśı |[µ]<µ| =

µ+ = κ. Pero10 |
∏
U ν| < κ, esto es:

|
∏
U

µ| ≤ κ× κ = κ,

lo cual contradice nuestra observación de la regularidad. QED

Y eso concluye la demostración del teorema.

Corolario 1.3.5. Si el ultrafiltro U ⊂ P(κ) posee una primera
función f , entonces D es (ω, κ)-irregular.

Demostración. Si fuera regular entonces {α < κ | cf(f(α)) < ω} ∈
D, es decir que f toma valores de sucesores en algún X ∈ D i.e.
podemos encontrar g : κ → κ con [f ] = [g + 1]; claramente sucede
que [g] < [f ], por ser f una primera función, aśı que [g] ≤ [ρ] para
alguna ρ < κ, y podemos encontrar algún n < ω con [f ] ≤ [ρ + n],
lo cual contradice que f no esté acotada.

Nota. Tomemos κ inaccesible débil y U un ultrafiltro normal débil
en κ. Por el teorema 1.3.2 sabemos que hay dos posibilidades para
U :

(a) [cf ] = [id],

(b) o podemos encontrar algún ν < κ con [cf ] < [ν].

En el primer inciso, {α < κ | cf(α) = α} ∈ U , U es (µ, κ)-irregular
para cada µ < κ porque si no fuera el caso y ν es tal que {α < κ |
cf(α) < ν} ∈ U entonces Z = {α < κ | cf(α) = α < ν} = (0, ν) ∈
U , lo cual no ocurre. En el segundo, U resulta (ν, κ)-regular.

Con la observación anterior obtenemos lo siguiente:

Teorema 1.3.6. Sea F un filtro normal, κ-completo, κ-saturado en
κ. Entonces cualquier ultrafiltro U ⊃ F es normal débil y (µ, κ)-
irregular para µ < κ.

10Véase la prueba del lema 1.2.1.
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Demostración. Primero veamos que κ es inaccesible débil. Pensemos
que κ = λ+ y veamos que κ no puede tener un filtro κ-completo,
κ-saturado. Sea 〈M ξ

ζ | ξ < λ+, ζ < λ〉 una (λ+, λ)-matriz de Ulam.

Pensemos que tenemos tal filtro F , entonces para cada ξ < λ+

podemos encontrar un ζξ < λ tal que M ξ
ζξ

tiene medida positiva. De

lo cual podemos obtener un s ⊂ λ+ con |s| = λ+ y tal que ζξ = ζ

para todo ξ ∈ s. Entonces 〈M ξ
ζ | ξ ∈ s〉 es una sucesión de tamaño

λ+, ajena y de conjuntos de medida positiva. Lo cual no puede ser.
Entonces κ tiene que ser inaccesible débil. En seguida, claramen-

te F es normal débil, entonces cualquier extensión suya es normal
débil. Solo resta ver la irregularidad. Claramente es suficiente ver
que {α < κ | cf(α) = α} ∈ F . Pensemos que no, por tanto
{α < κ | cf(α) < α} tiene medida positiva. Por normalidad po-
demos encontrar ν < κ con [cf ] = [ν]. Digamos que X es de medida
positiva tal que si ξ ∈ X entonces cf(ξ) = ν. Para cada α ∈ X
hacemos 〈ξαζ | ζ < ν〉 una sucesión creciente cofinal en α y para
cada γ < ν definimos fγ(α) = ξαγ para α ∈ X, las cuales clara-
mente son regresivas módulo F . Luego hagamos, para cada γ < ν,
Xγ
η = {ξ ∈ X | fγ(ξ) = η} y con esto Yγ = {η < κ | Xγ

η tiene medida
positiva}, por κ-saturación |Yγ| < κ y por normalidad Y 6= ∅; en se-
guida hacemos Xγ =

⋃
η∈Yγ X

γ
η . Notemos que para υγ = supYγ < κ

tenemos fγ[Xγ] ⊂ υγ porque si α ∈ fγ[Xγ] entonces existe β ∈ Xγ

con α = fγ(β), pero β ∈ Xγ implica (∃η ∈ Yγ)(fγ(β) = η = α),
dado que η < υγ, de hecho α < υγ. Hemos encontrado Xγ ⊂ X de
medida positiva y υγ < κ con fγ[Xγ] ⊂ υγ, tomando esto hacemos
υ = supγ<ν υγ < κ. Por κ-completud

⋂
γ<ν Xγ es un conjunto de

medida positiva pero

ξ ∈
⋂
γ<ν Xγ si y solo si (∀γ < ν)ξ ∈ Xγ si y solo si

(∀γ < ν)(∃η ∈ Yγ)ξ ∈ Xη
γ si y solo si

(∀γ < ν)(∃η ∈ Yγ)(ξ ∈ X ∧ fγ(ξ) = η).

Como fγ[Xγ] ⊂ υ para todo γ < ν, y ξ ∈ X implica fγ(ξ) < ξ por
lo cual obtenemos

(∀γ < ν)(∃η < υ)fγ(ξ) = η < ξ,

supγ<ν fγ(ξ) = ξ ≤ υ. Aśı,
⋂
γ<ν Xγ ⊆ υ, lo cual es una contradic-

ción.
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Ejemplo. Tomemos un cardinal medible µ y 〈Uξ | ξ < ν〉, ν < µ una
sucesión de ultrafiltros normales κ-completos en µ aśı F =

⋂
ξ<ν Uξ

es un filtro normal débil y κ-completo; porque al tomar {Xξ | ξ <
η} ⊂ F , η < µ tenemos {Xξ | ξ < η} ⊂ Uζ para todo ζ < ν
entonces

⋂
ξ<ηXξ ∈ Uζ para todo ζ < ν, es decir

⋂
ξ<ηXξ ∈ F .

Ahora si f : µ→ µ es regresiva módulo F entonces lo es para cada
Uξ ⊃ F , ξ < ν. Por normalidad de cada ultrafiltro Uξ podemos
encontrar βξ < µ con [f ]Uξ = [βξ]Uξ . Haciendo β = supξ<ν βξ < µ,
para cualquier ξ < ν, {α < κ | f(α) < β} ∈ Uξ, entonces {α <
κ | f(α) < β} ∈ F , lo cual prueba que es normal débil. Como es
normal débil y κ-completo, por tanto resulta normal y κ-saturado. Y
si 〈Yξ | ξ < ν〉 es una partición con Yξ ∈ Uξ, entonces F∪{Yξ} genera
al ultrafiltro Uξ: al tomar un ultrafiltro Vξ generado por F ∪ {Yξ}
y un X ∈ Vξ se sigue que existen dos posibilidades, X ∈ F ⊂ Uξ o
X ⊃ Yξ que implica X ∈ Uξ, aśı que Vξ ⊂ Uξ que por ser máximo
en realidad resultan idénticos.

Corolario 1.3.7. Dado un filtro F sobre κ con una partición de
medida positiva 〈Xα | α < κ〉, podemos extender F a un ultrafiltro
(ω, κ)-irregular.

Demostración. Sea f : κ ↔ [κ]<ω una enumeración biyectiva y ha-
gamos Yξ =

⋃
ξ∈f(ζ) Xζ . Tomemos η 6= ξ, luego Yξ ∩ Yη 6= ∅, ya que

ξ, η ∈ f(ζ) para algún ζ < κ. Pero al tomar s ⊂ κ, |s| = ω tenemos⋂
ξ∈s Yξ = ∅ porque no existe ν < κ tal que s ⊂ f(ν). Aśı que el

filtro generado por F ∪ {Yξ | ξ < κ} es el buscado.

Teorema 1.3.8. Si D es un ultrafiltro (µ, κ)-irregular sobre κ, don-
de ω ≤ µ, entonces existe una función casi inyectiva mı́nima, módu-
lo D, donde por casi inyectiva pensamos que |f−1[{α}]| < κ para
todo α < κ y casi inyectiva módulo D es que existe X ∈ D con
|f−1[{α}] ∩X| < κ para todo α < κ.

Demostración. Procedemos por contradicción; definamos una suce-
sión 〈fξ | ξ < κ〉 de funciones casi inyectivas y decrecientes por recur-
sión: supongamos que ya las hemos definido hasta η < κ. Si η = ρ+1
hacemos fη cualquier h : κ → κ con [h] < [fρ] y h(ξ) ≤ fρ(ξ) para
ξ < κ, tal h existe por hipótesis. Si η es ĺımite definamos:

fη(ξ) = mı́n
α<η

fα(ξ).
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Se sigue que fη es casi inyectiva porque al tomar ξ ∈ f−1
η [{ζ}], y

fη(ξ) = ζ, por definición de fη podemos encontrar α < η con fα(ξ) =
fη(ξ) = ζ, aśı que ξ ∈ f−1

α [{ζ}], es decir f−1
η [{ζ}] ⊂

⋃
α<η f

−1
α [{ζ}]

y por regularidad |
⋃
α<η f

−1
α [{ζ}]| < κ.

Ahora, hagamos Xα = {ξ < κ | fα+1(ξ) < fα(ξ)}. Claramente
Xα ∈ D, pero al tomar µ de dichos conjuntos obtenemos una suce-
sión decreciente de ordinales. Entonces D resulta (ω, κ)-regular; una
clara contradicción.

Nota. Si además D es p-punto, obtenemos una primera función.
Porque si f no está acotada, resulta casi inyectiva y [g] < [f ], donde
g es la menor de las casi inyectivas. Si [f ] < [g], no puede ser casi
inyectiva y por tanto no puede no estar acotada.

Lema 1.3.9. Si F es un filtro κ-completo en κ y existe una familia
〈fα | α < κ〉 de funciones fα : κ → λ, λ < κ finalmente distintas
módulo11 F y están acotadas en el ultraproducto por una función
f : κ→ λ, entonces cualquier ultrafiltro D ⊃ F es (λ, κ)-regular.

Demostración. Para esto usamos una equivalencia de regularidad:

D es (µ, κ)-regular si y solo si existe σ :
⋃
D → [κ]<µ

tal que {i ∈
⋃
D | α ∈ σ(i)} ∈ D.

Prueba. Para ver la equivalencia tomemos una sucesión que atestigüe
la (µ, κ)-regularidad 〈Xα | α < κ〉 y definamos σ(i) = {α < κ | i ∈
Xα}. Por regularidad es claro que |σ(i)| < µ, además {i ∈

⋃
D |

α ∈ σ(i)} = {i ∈
⋃
D | i ∈ Xα} = Xα. Ahora, si tenemos tal

función hagamos Xα = {i ∈
⋃
D | α ∈ σ(i)} para α < κ. Luego, si

i ∈
⋂
ξ<µXαξ , entonces para toda ξ < µ, i ∈ Xαξ , es decir αξ ∈ σ(i),

pero |σ(i)| < µ. En consecuencia
⋂
ξ<µXαξ = ∅. QED

Sea D ⊃ F un ultrafiltro y tomemos dicha familia 〈fα | α < κ〉
con [fα] 6= [fβ] y f : κ→ λ con [fα] < [f ]. Definamos una función σ
con dominio κ como

σ(ξ) = {α < κ | (∀β < α)fβ(ξ) 6= fα(ξ) ∧ fα(ξ) < f(ξ)}.

Si |σ(ξ)| ≥ λ, se obtiene |{fα(ξ) | α ∈ σ(ξ)}| ≥ κ, pero {fα(ξ) |
α ∈ σ(ξ)} ⊂ f(ξ) < κ; por lo que |σ(ξ)| < λ. Finalmente, por
construcción de σ ocurre

11I.e. cualesquier dos de ellas difieren a partir de un punto.
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⋂
β<α{fβ(ξ) 6= fα(ξ)} ∩ {ξ < κ | fα(ξ) < f(α)} ⊂ {ξ < κ | α ∈

σ(ξ)}.

Y por κ-completud {ξ < κ | α ∈ σ(ξ)} ∈ D.

Notemos que la hipótesis débil de Kurepa12 en F implica la exis-
tencia de una familia como en el teorema anterior.

Corolario 1.3.10. Sean F un filtro κ-completo en κ y 〈fα | α < κ〉
una sucesión de funciones finalmente distintas; D ⊃ F es (λ, κ)-
irregular entonces las fα son cofinales en λκ/D.

Pongamos nuestra atención en ultrafiltros irregulares en κ+.

Teorema 1.3.11. Si existe un ultrafiltro D ⊂ P(κ+) (κ, κ+)-irregular,
entonces κ++ es inaccesible en L.

Demostración. Ya se mencionó que con la hipótesis débil de Kurepa
obtenemos una familia como en el lema pasado. Y sabemos que
HKκ+ implica dHK(F) donde13 F = {X ⊂ κ+ | |κ+ \ X| < κ}
. Finalmente ¬HKκ+ implica que κ++ es inaccesible en L. Aśı que
tenemos:

D es (κ, κ+)-irregular → ¬dHK(F) → ¬HKκ+ → ¬HK(κ+, κ+)
→ κ++ es inaccesible en L.

Teorema 1.3.12. Con las hipótesis del teorema anterior: 2κ =
κ+ → 2κ

+
= κ++.

Demostración. Es suficiente ver que si existe una familia 〈fα | α <
κ+++〉 de funciones finalmente distintas de κ+ en κ+ entonces D
es (κ, κ+)-regular. Como son finalmente distintas y D es uniforme,
por el teorema  Loś el conjunto {[fα] | α < κ+++} está ordenado
linealmente, aśı que tiene un elemento con κ++ predecesores; sin

12dHKκ+ (F) asevera la existencia de una familia 〈fα | α < κ++〉 con fα : κ+ → κ y
[fα] 6= [fβ ], para α 6= β.

13La hipótesis de Kurepa en κ+, HKκ+ , afirma la existencia de una función A : κ++ →
P(κ+) tal que |{A(ξ) ∩ α | ξ < κ++}| < κ+. Teniendo dicha A enumeramos cada {A(ξ) ∩ α |
ξ < κ++} como {Aαξ | ξ < κ}; luego definimos fα(β) = ξ si y solo si A(α) ∩ β = Aβξ . Si

tomamos α 6= γ y β tal que β ∈ A(α) ↔ β /∈ A(γ), entonces fα(ξ) 6= fγ(ξ) para cualquier
ξ ≤ β.
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pérdida de generalidad pensemos que [fα] < [fκ++ ] para α < κ++.
Sea 〈γξα | α < κ〉 una enumeración de fκ++(ξ) < κ+. Definimos

gα(ξ) = mı́n{β | fα(ξ) = γξβ}, α < κ++

para fα(ξ) < fκ++(ξ) e indefinida en otro caso. Claramente cada gα :
κ+ → κ, está definida en un conjunto X ∈ D y {[gα] | α < κ++} es
de tamaño κ++ porque son finalmente distintas. De nuevo podemos
pensar que [gα] < [gκ+ ] para α < κ+. Definamos

σ(ξ) = {α < κ+ | gα(ξ) está definida ∧(∀ζ < α)gζ(ξ) 6= gα(ξ)∧gα(ξ) < gκ+(ξ)}.

Si |σ(ξ)| ≥ κ entonces podemos encontrar a ⊂ σ(ξ) con |a| = κ,
entonces |{gα(ξ) | α ∈ a}| = κ lo cual contradice que {gα(ξ) | α ∈
a} ⊂ gκ+(ξ) < κ.

En la sección anterior se probó que un ultrafiltro normal débil
es un p-punto; ahora veamos una condición de irregularidad que
implica ser p-punto.

Teorema 1.3.13. Sea D un ultrafiltro (κ, κ+)-irregular en κ+, en-
tonces D es un p-punto.

Demostración. Probaremos que si 〈Pα〉α<κ+ es tal que {α < κ+ |
Pα ∩ X 6= ∅}| = κ+ para cualquier X ∈ D, entonces podemos
encontrar Y ∈ D con |Pα ∩ Y | < κ para α < κ arbitrario. Esta par-
tición claramente define una función f : κ+ → κ+ como f(ξ) = α
cuando y solo cuando ξ ∈ Pα que trivialmente resulta no estar aco-
tada módulo D. Para empezar, veamos que se cumple la desigualdad
|X ∩ Pα| ≤ κ para algún X ∈ D y cualquier α < κ+. Pensemos que
este no es el caso. Entonces para cada X ∈ D podemos encontrar
α < κ+ con |X ∩ Pα| = κ+; luego para ξ ∈ X ∩ Pα y g : κ+ → κ+

arbitraria, tenemos g(f(ξ)) = g(α), entonces [g ◦ f ] < [id]. Ahora
si 〈fα | α < κ++〉 es una familia de funciones finalmente distintas,
con fα : κ+ → κ+, entonces 〈fα ◦ f | α < κ++〉 es una familia
tal que para α 6= β podemos encontrar γ < κ+ de tal forma que
fα ◦ f, fβ ◦ f difieren en

⋃
ξ≥γ Pξ, porque fα, fβ difieren a partir de

algún γ < κ+, si ζ ∈
⋃
ξ≥γ Pα, entonces fα(f(ζ)) 6= fβ(f(ζ)), porque

f(ζ) ≥ γ. Además, todas estás funciones están acotadas por id, aśı
que hemos encontrado una familia de funciones de tamaño κ++ entre
las cuales existe una función con κ+ predecesores. Por el corolario
anterior las funciones tienen que ser cofinales en 〈κ,<〉κ+

D , lo cual
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implica que D es (κ, κ+)-regular. En seguida, podemos pensar que
|Pα| ≤ κ. Sean 〈gα | α < κ+〉 una familia finalmente distintas de
κ+ a κ y h : κ+ → κ una función con h � Pα inyectiva para todo
α < κ+. Como antes 〈gα ◦ f | α < κ+〉 es finalmente distinta según
la partición, luego existe β < κ+ tal que [gβ ◦ f ] ≥ [h], digamos que
X ∈ D es tal que ξ ∈ X cuando y solo cuando gβ(f(ξ)) ≥ h(ξ). Por
tanto |X ∩Pα| < κ porque si ξ ∈ X ∩Pα entonces gβ(f(ξ)) ≥ h(ξ) y
ξ ∈ Pα, lo cual implica que gβ(α) ≥ h(ξ) y |X∩Pα| ≤ gβ(α) < κ.

Al ser p-punto posee una primera función, inmediatamente tene-
mos estos dos resultados:

Corolario 1.3.14. Para cualquier ultrafiltro D sobre κ+, D tiene
una primera función f : κ+ → κ+ con {α < κ+ | cf(f(α)) = κ} ∈ D
cuando y solo cuando es (κ, κ+)-irregular.

Demostración. Como {α < κ+ | cf(f(α)) = κ} ⊂ {α < κ+ |
cf(f(α)) ≥ κ}, deducimos la (κ, κ+)-irregularidad. Para la otra
dirección: por el teorema anterior existe una primera función y
{α < κ+ | cf(f(α)) ≥ κ} ∈ D, pero {α < κ+ | cf(f(α)) > κ} = ∅
aśı que {α < κ+ | cf(f(α)) ≥ κ} = {α < κ+ | cf(f(α)) = κ}.

Corolario 1.3.15. Si κ+ posee un ultrafiltro (κ, κ+)-irregular, en-
tonces posee uno normal débil (κ, κ+)-irregular

Demostración. Sea f : κ+ → κ+ su primera función, hacemos U =
{X ⊂ κ | f−1[X] ∈ D}, que es normal débil. Pensemos que es
(κ, κ+)-regular y sea S ⊂ U el testigo de la regularidad. Entonces
S ′ = {f−1[X] | X ∈ S} ⊂ D y al tomar κ elementos f−1[Xξ]
en S ′ tenemos

⋂
ξ<κ f

−1[Xξ] = f−1[
⋂
ξ<κXξ] = f−1[∅] = ∅. Una

contradicción porque si D es (κ, κ+)-irregular, entonces también U
tiene que serlo.

Si tomamos κ singular, cualquier ultrafiltro uniforme en κ+ es
(κ, κ+)-regular, porque {α < κ+ | cf(f(α)) = κ} = ∅.

Ya hemos probado que la (κ, κ+)-irregularidad implica la exis-
tencia de una primera función. Queremos ver en qué otros casos de
irregularidad esto se cumple. Para esto tenemos el siguiente resulta-
do.
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Lema 1.3.16. Sea D un ultrafiltro (µ, κ)-irregular en κ, donde ω ≤
µ ≤ κ. Si D no posee una primera función, entonces podemos en-
contrar una sucesión de funciones 〈fα | α < κ〉, fα : κ → κ y una
sucesión de ordinales 〈ρα | α < κ〉 ∈ κκ con

1. ninguna fα está acotada módulo D,

2. α < β implica [fβ] < [fα],

3. α < β y ρβ ≤ fα(ξ) implican fβ(ξ) ≤ fα(ξ).

Demostración. Por recursión definimos dichas sucesiones. Pensemos
que ya tenemos fα y ρα hasta γ < κ. Si γ = δ+1, hacemos ργ = ρδ y
fα cualquier función no acotada, según D, con [fγ] < [fδ] y fγ(ξ) ≤
fδ(ξ). Para γ ĺımite veamos que existe ρ < κ tal que para η ∈ (ρ, κ),
{ξ < κ | α < γ ∧ ρ ≤ fα(ξ) → η ≤ fα(ξ)} ∈ D y hagamos ργ = ρ.
Ahora supongamos que no existe tal ρ y definamos una sucesión
〈βξ | ξ < κ〉 como

β0 = sup{ρα | α < γ},
βξ+1 = mı́n{η > βξ | {ζ < κ | (∃α < γ)βξ ≤ fα(ζ) < η} ∈ D},

βξ = sup{βα | α < ξ}, para ξ ĺımite.

Pero la familia {Yξ | ξ < κ} ⊂ D donde Yξ = {ζ < κ | (∃α <
γ)βξ ≤ fα(ζ) < βξ+1} contradice la (µ, κ)-irregularidad porque ob-
tendŕıamos una sucesión de ordinales 〈αξ | ξ < µ〉 con

β0 ≤ fα0(ζ) < fα1(ζ) < ... < fαξ(ζ) < ...

y entonces α0 > α1 > ... > αξ > .... Luego dicho ρ existe y podemos
hacer ργ = ρ, aún más podemos pensar que ργ > supα<γ ρα. Luego
definimos fγ como

fγ(ξ) =

{
mı́n{fα(ξ) | ργ ≤ fα(ξ)} si (∃α < γ)fα(ξ) ≥ ργ,

0 en otro caso.

Por definición de γρ, {ξ < κ | fγ(ξ) 6= 0} ∈ D. Si fγ estuviera
acotada módulo D, podemos encontrar η < κ con [fγ] < [η], pero
de nuevo por definición de γρ tendŕıamos {ζ < κ | (∃α < γ)βξ ≤
fα(ζ) < η} ∈ D.

Teorema 1.3.17. Si D es un ultrafiltro en κ que es (µ, λ)-irregular
para ω ≤ µ ≤ λ < κ, entonces D tiene una primera función.
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Demostración. Pensemos que no existe; sea ρ = supα<λ ρα, como
λ < κ tenemos ρ < κ. Luego hagamos Xα = {ξ < κ | fα(ξ) >
fα+1(ξ) > ρ}, por lo que Xα ∈ D. Ocurre

⋂
ζ<µXαζ = ∅, de lo

contrario se obtendŕıa una sucesión decreciente de ordinales, lo cual
contradice la (µ, λ)-irregularidad.

Corolario 1.3.18. Si κ posee un ultrafiltro (µ, λ)-irregular, enton-
ces posee uno normal débil y (µ, λ)-irregular

Demostración. Como antes hacemos U = {X ⊂ κ | f−1[X] ∈ D}. U
resulta normal débil y (µ, λ)-irregular.

1.3.1. Ideales y aún más Regularidad

Es muy natural pensar que una forma de obtener ultrafiltros con
un alto grado de irregularidad es a través de ideales. Damos dos
condiciones de ideales con las cuales obtenemos un ultrafiltro irre-
gular. Con este fin trabajamos sobre ideales en álgebras Booleanas
y sin pérdida de generalidad pensamos que estamos en un álgebra
de conjuntos. En lo sucesivo κ es regular, |X| = κ, κ ⊂ X. Los
resultados de esta sección son debidos a Huberich [3].

Definición. Sean B una álgebra Booleana y µ, κ cardinales. Deci-
mos que B es

µ-completa si
⋃
X ∈ B, para todo X ∈ [B]<µ.

Si A ⊂ B es una subálgebra, decimos que es regular cuando
cualquier anticadena máxima en A es máxima en B.

Recordamos e introducimos cierta notación, donde 0 = ∅ y 1 =⋃
B:

B+ = B \ {0} y si A ⊂ B es una subálgebra entonces A+ =
A \ {0}.

para A ⊂ B, A∗ = {1 \ a | a ∈ A}.

Si F ⊂ B tiene la propiedad de intersección finita, entonces
F+ = {x ∈ B | F ∪ {x} tiene la propiedad de intersección
finita}.
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Dado I ⊂ B un ideal, x ∼I y es la relación de equivalencia
dada por I: x4y ∈ I. Y B/I = {[x]I | x ∈ B}, donde [x]I =
{y ∈ B | y ∼I x} es la clase de equivalencia correspondiente.14

Lema 1.3.19. A ⊂ B es una subálgebra regular si y solo si para
cada x ∈ B+ existe y ∈ A+ de tal suerte que para cada v ∈ A+ con
v ⊂ y, tenemos v ∩ x 6= 0.

Demostración. Pensemos que cada anticadena máxima deA es máxi-
ma en B. Sea x ∈ B, x 6= 0. Sea C ⊂ A una anticadena máxima,
podemos suponer que x /∈ C porque si x ∈ C, entonces x ∈ A y,
como A es un subálgebra elegimos y ∈ A+ de tal suerte que v ⊂ x,
para v ⊂ y, v 6= 0, simplemente tomando y = x. Entonces siendo C
máxima, tanto en A como en B, x es comparable con algún w ∈ C.
Sin pérdida de generalidad podemos pensar que w ⊂ x. Lo cual es
suficiente para la implicación.

Ahora veamos la afirmación inversa. Sea x ∈ B+ tal que para
cada y ∈ A+ existe v ∈ A+ con v ∩ x = ∅, donde v ⊂ y. Entonces
existe una anticadena C con v ∈ C, enA y C∪{x} es una anticadena
en B.

Cuando x, y son como se pide en la afirmación decimos que y es
la A-proyección de x.

Definición. Decimos que I ⊂ P(X) es un ideal fino si para cada
ξ ∈

⋃
X, {x ∈ X | ξ ∈ x} ∈ I∗.

Es decir, si X = κ, I es fino si {α < κ | ξ < α} = (ξ, κ) ∈ I∗.
Esto es, siempre que cualquier ultrafiltro U ⊃ I∗ sea uniforme.

Definición. Dada una álgebra de Boole B y X, Y, Z ⊂ B, decimos
que Z es una Y -cubierta de X si para toda x ∈ X ∩ Y existe y ∈ Z
de tal suerte que x ∩ y ∈ Y .

Lema 1.3.20. Para κ > ω, sea B κ-completa e I ⊂ B un ideal.
Para cada X ∈ [B]≤κ, existe un ultrafiltro U ⊃ I∗ en B tal que para
cada I+-cubierta Z ⊂ X de B existe Y ∈ [Z]<κ con

⋃
Y ∈ U .

Demostración. Enumeramos X como {xξ | ξ < κ}. Para ξ < κ
definimos:

Xξ =
{⋂

W | W ⊂ {1} ∪ {xζ | ζ < ξ} ∧W es finito
}
.

14Como es usual, prescindimos del sub́ındice siempre que el contexto nos lo permita.
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Como
⋂
{xζ} = xξ, entonces xζ ∈ Xξ para toda ζ < ξ, Xι ⊂ Xξ

cuando ι < ξ y además |Xξ| < κ.
Luego para cada I+-cubierta Z ⊂ X de B existe ξZ < κ de tal

suerte que Z ∩XξZ es una I+-cubierta de XξZ : dada dicha cubierta
Z y ξ < κ, con el hecho de que Z es una cubierta, podemos escoger
para cada x ∈ Xξ ∩ I+

zx ∈ Z y ξx ≥ ξ

de tal suerte que x ∩ zx ∈ I+ y zx ∈ Xξx . Entonces ξ̄ = sup{ξx |
x ∈ Xξ ∩ I+} es < κ porque |Xξ| < κ. Con esto definamos ξ0 = 0 y
ξn+1 = ξ̄n y finalmente hacemos ξZ = supn<ω ξn. Sea u ∈ I+ ∩XξZ .
Como ξZ es ĺımite podemos encontrar n < ω con u ∈ I+ ∩ Xξn

entonces existe y ∈ Z ∩Xξn+1 ⊂ Z ∩XξZ con x ∩ y ∈ I+.
Luego definimos F = {

⋃
(Z ∩XξZ ) | Z ⊂ X es una I+-cubierta

de B}. Aśı F ∪I∗ tiene la propiedad de intersección finita: si ~Z ⊂ X
son I+-cubiertas de B y ξi = ξZi , podemos pensar que ξi ≤ ξj,
i ≤ j ≤ n. Como 1 ∈ I+ ∩ Xξi para i ≤ n, especialmente para
i = 1 elegimos x1 ∈ Z1 ∩ Xξ1 tal que x1 ∩ 1 = x1 ∈ I+. Aún más
para x1 ∈ Xξ2 podemos escoger x2 ∈ Z2 ∩ Xξ2 de tal suerte que
x1∩x2 ∈ I+. Repitiendo este proceso terminamos con xi ∈ Zi∩Xξi ,
i ≤ n, tales que

⋂
i≤n xi ∈ I+. Como xi ⊂

⋃
(Zi ∩Xξi) ocurre⋂

i≤n

xi ⊂
⋂
i≤n

⋃
(Zi ∩Xξi) ∈ I+,

por lo tanto intersecta a cada elemento de I∗ y de hecho F ∪ I∗
tiene la propiedad de intersección finita. Ahora sea U ⊃ F ∪ I∗, si
Z ⊂ X es una I+-cubierta de B, entonces Z ∩XξZ ∈ [Z]<κ lo es de
XξZ y

⋃
(Z ∩XξZ ) ∈ F ⊂ U .

Definición. Decimos que D ⊂ B es denso si para cada x ∈ B+

existe y ∈ D, y 6= 0 con y ⊂ x. Decimos que I ⊂ B es un ideal
κ-denso si B/I tiene un subconjunto denso de tamaño a lo más κ.

Corolario 1.3.21. Sea I ⊂ B un ideal κ-completo y κ-denso, donde
B es κ-completo. Entonces existe un ultrafiltro U ⊃ I∗ tal que para
cada I+-cubierta Z de B existe Y ∈ [Z]≤κ con

⋃
Y ∈ U .

Demostración. Sea D ⊂ B/I denso con |D| ≤ κ, D = {[xξ] | ξ < κ}.
Podemos pensar, sin pérdida de generalidad, que {xξ | ξ < κ} ⊂ I+,
entonces es denso en I+. Luego el lema anterior nos da un ultrafiltro
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U ⊃ I∗ de tal suerte que para cada I+-cubierta Z ⊂ {xξ | ξ < κ}
de B existe C ∈ [Z]<κ con

⋃
X ∈ U . Aún más, U es como se

requiere: Sea Z la cubierta adecuada. Para ξ < κ escogemos zξ ∈ Z,
uξ ∈ {xξ | ξ < κ} y wξ ∈ I con xξ ∩ zξ ∈ I+, uξ \ yξ ≤ xξ ∩ zξ.
Entonces {uξ | ξ < κ} es denso en I+, podemos suponer que es
un subconjunto de {xξ | ξ < κ} que además es una I+-cubierta
de B. Aśı obtenemos alguna ρ < κ con

⋃
{uξα | α < ρ} ∈ U .

Luego
⋃
{uξα \ yξα | α < ρ} ∈ U por la κ-completud. Todav́ıa más,

uξα \yξα ≤ zξα implica
⋃
α<ρ zξα ∈ U , lo cual completa la prueba.

Lema 1.3.22. Sean ω ≤ γ < κ y I ⊂ P(X) un ideal normal con
{x ∈ X | ξ ∈ x} ∈ I∗, para cada ξ < κ. Si U ⊃ I∗ es un ultrafiltro
con15:

1. Y = {x ∈ X | x ∩ κ es < γ-cerrado } ∈ U ,

2. Para cada I+-cubierta Z de P(X) existe Y ∈ [Z]<κ con
⋃
Y ∈

U ,

entonces U es (γ, κ)-irregular.

Demostración. Supongamos que no lo es y sea 〈Uν | ν < κ〉 con
Rx = {ν < κ | x ∈ Uν} ∈ U ; por regularidad |Rx| < γ y la función

f : X → κ, f(x) =
⋃

(Rx ∩ x)

es regresiva en Y . El conjunto Z = {f−1[{ξ}] | ξ < κ} ∪ {X \ Y }
forma una I+ cubierta para P(X). Sea V ∈ I+; aśı V \ Y ∈ I y f
resulta regresiva en Y ∩V ∈ I+. Por normalidad podemos encontrar
ξ < κ de tal suerte que f−1[{ξ}] ∈ I+, entonces V ∩ Y ∩ f−1[{ξ}] ∈
I+ y por tanto V ∩ f−1[{ξ}] ∈ I+.

Ahora, por la segunda propiedad podemos encontrar, para esta
cubierta Z, un S ∈ [Z]κ con M =

⋃
S ∈ U , por lo que η = sup{ξ <

κ | f−1[{ξ}] ∈ S} < κ es tal que f [M ] ⊂ η. Y dado x ∈ M se tiene
Rx ∩ x ⊂ η, por lo cual η /∈ Rx para cualquier de tales x, aún más
x /∈ Uη. De donde se sigue que:

M ∩ Uη ∩ {x ∈ X | η ∈ x} = ∅

una contradicción.

15Decimos que a es < µ-cerrado si para cada x ∈ [a]<µ,
⋃
x ∈ a.
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Pensemos que X = κ e I es κ-denso, normal y para cada α < κ,
{ξ < κ | α < ξ} = (α, κ) ∈ I∗. Ya vimos que podemos encontrar
un ultrafiltro U ⊃ I∗ de tal forma que para cada I+-cubierta Z de
P(κ), existe S ∈ [Z]<κ con

⋃
S ∈ U . Sean γ < κ un cardinal y

ξ < κ, X ∈ [ξ]<γ. Si cf(ξ) ≥ γ entonces
⋃
X < ξ. Aśı que

{ξ < κ | cf(ξ) ≥ γ} ∈ U .

De ah́ı la irregularidad y de ah́ı que el resultado anterior generalice,
en cierto sentido, lo que ya hab́ıamos visto anteriormente.

Del lema anterior y del corolario 1.3.21. obtenemos el siguiente
resultado.

Lema 1.3.23. Si I ⊂ P(X) es κ-denso entonces es κ+-saturado.

Demostración. Tomemos D ⊂ P(X)/I denso con |D| ≤ κ, D =
{[dξ] | ξ < κ}. Sea W = {[xξ] | ξ < κ+} ⊂ P(X)/I una familia
ajena módulo I. Para cada ξ < κ+ sea [dαξ ] ∈ D con [dαξ ] ⊂ [xξ];
entonces existe Y ⊂ κ+ con |Y | = κ+ y para ξ, ζ ∈ Y , [dαξ ] = [dαζ ],
es decir que si ξ ∈ Y, [dαξ ] ⊂ [xρ] ∩ [xθ], ρ, θ ∈ Y, ρ 6= θ. Esto
contradice que W es una familia casi ajena módulo I.

Shelah [21] demostró que si I es normal y κ+-saturado para κ =
γ+ entonces {ξ < κ | cf(ξ) = γ}. Esto prueba que estos ideales
satisfacen {x ∈ X | x ∩ κ es < ρ-cerrado} ∈ I∗ para ρ < κ. Por
tanto obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.3.24. Cuando I ⊂ P(X) es κ-denso y normal tenemos
que para cada γ < κ, {x ∈ X | x ∩ κ es < γ-cerrado} ∈ I∗.
Teorema 1.3.25. Sean κ > ω regular, X no vaćıo y I ⊂ P(X)
un ideal κ-completo y normal con {x ∈ X | α ∈ x} ∈ I∗. Si I es
κ-denso, entonces existe un ultrafiltro U ⊃ I∗ que es (γ, κ)-irregular
para cada γ < κ y {x ∈ X | x ∩ κ es < γ-cerrado} ∈ I∗.
Definición. Decimos que I es un ideal κ-estratificado si existe una
cadena continua16 de álgebras de Boole 〈Bξ | ξ < κ+〉 y un estacio-
nario S ⊂ {ξ < κ+ | cf(ξ) = cf(κ)} de tal forma que

B/I =
⋃
ξ<κ+ Bξ

y para cada ξ ∈ S, Bξ es una subálgebra regular de tamaño ≤ κ.
Decimos que I es κ-estratificado fuerte si S = {ξ < κ+ | cf(ξ) =
cf(κ)}.

16〈Bξ | ξ < κ+〉 es continua si
⋃
ξ<λ Bξ = Bλ.
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Usamos la metodoloǵıa anterior para mostrar la irregularidad. Si
podemos encontrar un análogo al corolario 1.3.21 entonces podemos
usar el lema 1.3.22 para probar irregularidad bajo estratificación.

Lema 1.3.26. Sea A ⊂ B una subálgebra regular y ambas álgebras
κ-completas. Si U ⊂ A es un ultrafiltro en A, de tal forma que para
cada A+-cubierta K ⊂ A de A existe C ∈ [K]<κ con

⋃
C ∈ U . Si

Z ⊂ B es una B+-cubierta de B, entonces {
⋃
S | S ∈ [Z]<κ} es

una U+-cubierta de B.

Demostración. Sea Z una B+-cubierta de B y tomemos u ∈ U+.
Hacemos:

ZA = {x ∈ A | x ∩ u = 0 ∨ (∃y ∈ Z)x es la proyección de u ∩ y en
A}.

Entonces ZA es una A+-cubierta para A: sea v ∈ A+, para v∩u = 0,
v ∈ A. De otra forma podemos encontrar z ∈ Z con z ∩ u ∩ v 6= 0.
Ahora sea w ∈ A+ la proyección de z∩u∩v. Por lo cual z∩u∩v∩w 6=
0 y en particular w ∩ v 6= 0. Todav́ıa más w ∈ ZA porque es la
proyección de z ∩ u.

Por hipótesis existe C ∈ [ZA]<κ con
⋃
C ∈ U . Entonces

⋃
{v ∈

C | v ∩ u = 0} ∈ U o
⋃
{v ∈ C | (∃y ∈ Z)v es la proyección de

y ∩ u en A} ∈ U . Como u ∩
⋃
{v ∈ C | v ∩ u = 0} = 0, se sigue que⋃

{v ∈ C | (∃y ∈ Z)v es la proyección de y∩u en A} ∈ U . Entonces
para cada v ∈ C existe y ∈ Z tal que v es la proyección de u ∩ y.
Sea S ∈ [Z]<κ de tal forma que para v ∈ C existe un y ∈ Z como
antes y definamos x̄ =

⋃
S. Por tanto x̄∩u ∈ U+ ya que si tomamos

w ∈ U tenemos w ∩
⋃
C ∈ U , luego podemos encontrar y ∈ C tal

que w ∩ y 6= 0. En seguida tomamos z ∈ S tal que y es la proyeccón
de z ∩u. Como w∩ z ∈ A+ obtenemos u∩w∩ y∩ z 6= 0, por lo cual
w ∩ x̄ ∩ u 6= 0

Corolario 1.3.27. Sean B,A,U como antes y pensemos que |B| ≤
κ. Entonces existe un ultrafiltro V ⊃ U en B tal que para cada
B+-cubierta Z de B podemos encontrar S ∈ [Z]κ con

⋃
S ∈ V .

Demostración. Usamos una combinación del lema anterior y el lema
1.3.20. Para X = B e I = el ideal dual de U en B podemos obtener
V ⊃ U en B de tal suerte que cada I+-cubierta Z de B, i.e. una
U+-cubierta, existe Y ∈ [Z]<κ con

⋃
S ∈ V . Ahora si K es una

B+-cubierta de B y por el lema anterior Q = {
⋃
C | C ∈ [K]<κ} es
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una U+-cubierta de B, podemos encontrar C ∈ [Q]<κ de tal suerte
que

⋃
C ∈ V y por tanto un Y ∈ [K]<κ con

⋃
Y ∈ V .

Teorema 1.3.28. Suponga �κ, κ > ω. Si I es κ-completo, κ-
estratificado fuerte en B una álgebra κ-completa, entonces existe un
ultrafiltro U ⊃ I∗ de tal suerte que para cada I+-cubierta Z de B
existe S ∈ [Z]<κ con

⋃
S ∈ U .

Demostración. Sea 〈Bξ | ξ < κ+〉 un testigo de la κ-estratificación
fuerte y 〈Cξ | ξ < κ+ ∧ ξ ĺımite〉 una �κ-sucesión:

Cξ ⊂ ξ es un club.

Cζ = Cξ ∩ ζ, cuando ζ es punto ĺımite de Cξ.

para ξ con cf(ξ) < κ tenemos otp(Cξ) < κ.

En seguida sea 〈ςι〉ι<κ+ una enumeración monótona de S = {ξ < κ+ |
cf(ξ) = κ}, entonces otp(Cςι) = κ. Para cada ξ < κ+ enumeramos
Bξ como 〈xξη〉η<κ y para ζ < κ+ ĺımite hacemos

Bν
ζ =

{⋃
X | X ⊂ {xξςι | ξ < otp(ν ∩ Cζ) ∧ ι ∈ ν ∩ Cζ}, |X| < ω

}
,

donde ν ∈ Cζ∪{ζ}. Ahora, para ζ, ζ ′ < κ+ ĺımites y ν, ν ′ ∈ Cζ∪{ζ}:

1. Si cf(ζ) < κ, entonces otp(Cζ) < κ y aśı |Bν
ζ | < κ. O si ν < ζ

entonces otp(ν ∩ Cζ) ≤ ν, pero si otp(ν ∩ Cζ) = ν.

2. Para ν ≤ ν ′ como otp(ν∩Cζ) ≤ otp(ν ′∩Cζ), entonces Bν
ζ ⊂ Bν′

ζ .

3. Si cf(ζ) = κ entonces
⋃
ν∈Cζ B

ν
ζ = Bςζ . Porque, para cada

η < κ, podemos encontrar ν ∈ Cζ con x
ςζ
η ∈ Bν

ζ .

4. En general tenemos, Bν
ζ ⊂ Bςζ ⊂ Bςν .

5. Cuando ζ es punto ĺımite de Cζ′ , tenemos Cζ = ζ ∩ Cζ′ y
entonces ζ ∩ Cζ = ζ ∩ Cζ′ y por tanto Bν

ζ = Bν
ζ′

6. Si ν es punto ĺımite de Cζ , tenemos ν ∩ Cζ = Cν y con los
hechos anteriores:

⋃
α∈ν∩Cζ B

α
ζ = Bν

ζ .

7. Claramente {
⋃
Z | Z ∈ [Bν

ζ ]<ω} ⊂ Bν
ζ .

Definimos una sucesión de ultrafiltros 〈Uξ | ξ < κ+〉 por induc-
ción. Pensemos que para ξ < ζ ya está definido y definamos Uζ por
casos:
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Si ζ = 0, simplemente obtenemos un ultrafiltro U0 en Bς0 con
el lema 1.3.20.

ζ es un sucesor, digamos ζ = ξ + 1. Con el lema 1.3.24 resulta
un ultrafiltro Uζ ⊃ Uξ, en Bςζ .

ζ es ĺımite y su cofinalidad es < κ; definimos

Y ρ
ςζ

=
{⋃

Y | Y ⊂ {xαςζ | α < ρ} ∧ |Y | < ω
}

.

Entonces |Y ρ
ςζ
| < κ ya que |Bζ

ζ | < κ cuando cf(ζ) < κ además⋃
α<ρ Y

ρ
ςζ

= Bςζ . Luego hagamos ρ0 = 0, si δn < κ ya está

definido escogemos zαx y ραx , donde x ∈ Y ρn
ςζ
∩ (Uα)+ y α ∈ Cζ ,

de tal suerte que x ∩ zαx ∈ (Uα)+ y zαx ∈ Y
ραx
ςζ . Hacemos ρn+1 =

sup{ρxα | α ∈ Cζ ∧ x ∈ Y ρn
ςζ
∩ (Uα)+} y ρZ = sup{ρn | n < ω}.

Por tanto para cada B+
ςζ

-cubierta Z ⊂ Bςζ de Bςζ con {
⋃
K |

K ∈ [Z]<κ}, ρZ < κ es tal que Z∩Y ρZ
ςζ

es una (Uα)+-cubierta de

Y ρZ
ςζ

y aún más es una (Uα)+-cubierta de Bζ
ζ ya que Bζ

ζ ⊂ Y ρZ
ςζ

.
En seguida definimos

Wζ =
{⋃

(Z ∩ Y ρZ
ςζ

) | Z es una B+
ςζ

-cubierta de Bςζ con

{
⋃
K | K ∈ [Z]<κ} ⊂ Z

}
Vζ =

{⋃
Q | Q ⊂ Bζ

ζ es una (Uα)+-cubierta para cada

α ∈ Cζ
}

.

Luego
⋃
ξ<ζ Uξ ∪ Vζ ∪ Wζ tiene la propiedad de intersección

finita: si tomamos (Uα)+-cubiertas ~Z ⊂ Bζ
ζ para cada α ∈ Cζ

y ~K ⊂ Bςζ son B+
ςζ

-cubiertas de Bςζ con {
⋃
G | G ∈ [Ki]

<ω} ⊂
Ki, sea x ∈

⋃
ξ<ζ Uξ. Sea α ∈ Cζ tal que x ∈ Uα y ρi = ρKi . Es

suficiente ver que⋂
i<m(

⋃
Zi) ∩

⋂
i<n(

⋃
Ki ∩ Aρiςζ ) ∈ (Uα)+.

Pensemos que ρi ≤ ρj (i ≤ j); repetimos un proceso ya usado:

como 1 ∈ Bζ
ζ ∩ (Uα)+ podemos encontrar y1 ∈ Z1 tal que y1 =

1∩y1 ∈ (Uα)+. Puesto que y1 ∈ Bζ
ζ ∩(Uα)+, podemos encontrar

y2 ∈ Z2 tal que y1 ∩ y2 ∈ Bζ
ζ ∩ (Uα)+. Iterando esto obtenemos

yi ∈ Zi con
⋂
i<m yi ∈ Bζ

ζ ∩ (Uα)+. Dado que K1 ∩ Y ρ1
ςζ

es
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una (Uα)+-cubierta de Bζ
ζ podemos encontrar w1 ∈ K1 ∩ Y ρ1

ςζ

con w1 ∩
⋂
i<m yi ∈ (Uα)+. Como w1 ∩

⋂
i<m yi ∈ Y ρ2

ςζ
∩ (Uα)+,

es posible hallar w2 ∈ K2 ∩ Y ρ2
ςζ

tal que w1 ∩ w2 ∩
⋂
i<m yi ∈

(Uα)+. Reproduciendo lo anterior obtenemos wi ∈ Ki ∩ Y ρi
ςζ

con
⋂
i<nwi ∩

⋂
i<m yi ∈ (Uα)+. Lo cual prueba que de hecho⋂

i<m(
⋃
Zi)∩

⋂
i<n(

⋃
Ki∩Aρiςζ ) ∈ (Uα)+. Y por tanto

⋃
ξ<ζ Uξ∪

Vζ ∪Wζ tiene la propiedad de intersección finita; aśı que sea
Uζ ⊃

⋃
ξ<ζ Uξ ∪ Vζ ∪Wζ cualquier ultrafiltro en Bςζ .

ζ es ĺımite y cf(ζ) = κ. Ya sabemos que ςζ = sup{ςξ | ξ < ζ} y
Bςζ =

⋃
ξ<ζ Bςξ . Definamos Uζ =

⋃
ξ<ζ Uξ, que es un ultrafiltro

porque si x ∈ Uζ le podemos asignar una ξ < ζ de tal suerte
que x ∈ Uξ y si y ⊃ x en Bςζ también podemos encontrar τ < ζ
tal que y ⊃ x en Bςτ y entonces y ∈ Uτ ⊂ Uζ . Si x, y ∈ Uζ
de nuevo podemos encontrar una ξ < ζ con x, y ∈ Uξ, aśı que
x∩y ∈ Uξ ⊂ Uζ . Finalmente si 1\x /∈ Uζ , entonces para ninguna
ξ < ζ ocurre 1 \ x ∈ Uξ, de donde se sigue que x ∈ Uξ para
alguna ξ < ζ.

Es claro que 〈Uξ | ξ < κ+〉 satisface

(a) Uζ es un ultrafiltro en Bςζ , de tal suerte que para cada B+
ςζ

-

cubierta Z ⊂ Bςζ de Bςζ , existe K ∈ [Z]<κ con
⋃
K ∈ Uζ .

(b) Uξ ⊂ Uζ para ξ < ζ < κ+.

(c) Vζ ⊂ Uζ , cuando ζ es ĺımite y de cofinalidad < κ.

(b), (c) son inmediatos por construcción. Veamos (a) por casos

ζ = 0 es inmediato gracias al lema 1.3.20.

El caso sucesor es consecuencia del corolario 1.3.21.

Cuando ζ es ĺımite pero de cofinalidad < κ ya lo probamos al
hacer la construcción.

Para el caso ζ ĺımite con cf(ξ) = κ. Tomemos Z una B+
ςζ

-
cubierta como se pide. Sin pérdida de generalidad pensemos
que {

⋃
C | C ∈ [Z]<κ} ⊂ Z. Hacemos ι0 = mı́nCζ . Si ιn ∈ Cζ

ya está definido escogemos, para α ∈ ιn ∩ Cζ y cada x ∈ Bιn
ζ ∩

(Uα)+, un ιαx > ιn y zαx con ιαx > ιn, zαx ∩ x ∈ (Uα)+, zαx ∈ B
ιαx
ζ .

Luego hacemos ιn+1 ≥ sup{ιαx | α ∈ ιn∩Cζ ∧x ∈ Bιn
ζ ∩ (Uα)+},
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tal que ιn+1 ∈ Cζ , lo cual es posible gracias a que Cζ ⊂ ζ es
un club y cf(ζ) = κ. Ahora fijamos ι = supn<ω ιn, lo cual da
paso a que ι < ζ sea ĺımite con cf(ι) = ω < κ. Además, es
un punto ĺımite de Cζ , por lo que Cι = ι ∩ Cζ y Bι

ι = Bι
ζ .

Hagamos Q = Z∩Bι
ι , entonces Q es una (Uα)+-cubierta de Bι

ι ,
para α ∈ Cι. Por construcción, podemos encontrar n < ω para
α ∈ Cι y x ∈ Bι

ι ∩ (Uα)+ con α ∈ ιn ∩ Cζ y x ∈ Bιn
ζ ∩ (Uα)+.

Aśı que existe zαx ∈ Z ∩ Bιn+1

ζ tal que x ∩ zαx ∈ (Uα)+. Por

tanto zαx ∈ Q ya que B
ιn+1

ζ ⊂ Bι
ζ = Bι

ι . De donde resulta que⋃
Q ∈ Vι ⊂ Uζ .

Finalmente hacemos V =
⋃
ζ<κ+ Uζ , que es un ultrafiltro en B. Si Z

es una B+-cubierta de B, existe ξ < κ+ tal que Z ∩Bςξ es una B+
ςξ

-

cubierta de Bςξ . Por lo cual existe C ∈ [Z∩Bςξ ]
<κ con

⋃
C ∈ Uξ ⊂ V .

Finalmente hacemos U =
⋃
V , entonces U ⊃ I∗ y para cada I+-

cubierta K de B existe Q ∈ [K]<κ con
⋃
Q ∈ U .

Lema 1.3.29. Si I ⊂ P(X) es κ-estratificado entonces es κ+-
saturado.

Demostración. Sea A ⊂ P(X)/I =
⋃
ξ<κ+ Bξ una anticadena máxi-

ma. Afirmamos que {α < κ+ | A ∩ Bα es máxima} es un club. Es
cerrado gracias a la continuidad de 〈Bξ | ξ < κ+〉. No está acotado
dado que si ξ < κ+ entonces existe ζ ∈ S con ξ < ζ, es decir que
A ∩ Bζ es una anticadena máxima en Bζ .

Entonces existe ξ ∈ S con Bξ ∩ A máxima en Bξ. Pero |Bξ| ≤ κ
y es una subálgebra regular, es decir A∩Bξ es máxima en P(X)/I,
por tanto A ∩ Bξ = A, |A| ≤ κ.

Corolario 1.3.30. Cuando I ⊂ P(X) es κ-estratificado y normal
tenemos que para cada γ < κ, {x | x ∩ κ es < γ-cerrado} ∈ I∗.

Aśı obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.31 (�κ). Sean κ > ω, X no vaćıo y I ⊂ P(X)
un ideal κ-completo y normal con {x ∈ X | α ∈ x} ∈ I∗. Si I
es κ-estratificado fuerte, entonces existe un ultratfiltro U ⊃ I∗ que
es (γ, κ)-irregular para cada γ < κ y {x ∈ X | x ∩ κ es < γ-
cerrado} ∈ I∗.
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1.4. HK(µ, κ)

En esta sección probamos que si ¬HK(κ+, κ+) entonces κ++ es
inaccesible en L. A pesar de ser este un hecho conocido no encon-
tramos referencias de su demostración, aśı que se decidió agregarla.

Definición. Sea κ regular y E ⊂ κ estacionario. El principio ♦+
κ (E)

es la afirmación: existe una sucesión 〈Sα | α < κ〉, S(α) ⊂ P(α),
|S(α)| ≤ |α| y para cada S ⊂ κ existe un club C ⊂ κ tal que si
α ∈ C ∩ E entonces S ∩ α,C ∩ α ∈ Sα. ♦+

κ es el principio ♦+
κ (κ).

Definición. La hipótesis de (κ, λ)-Kurepa es la afirmación: existe
F ⊂ P(κ) con |F| ≥ κ+ y para cada s ∈ [κ]λ tenemos |{s∩X | X ∈
F}| < |X|. A dicha familia F le llamamos familia de (κ, λ)-Kurepa.

Claramente HK(κ, κ) implica HKκ, como se definió en el caṕıtu-
lo 1 sección 3.

Teorema 1.4.1. Sea X ⊂ κ+ y supongamos que V = L[X]. Enton-
ces V |= ♦+

κ+.

Demostración. Definamos f : κ→ κ por casos.

1. Existe ζ < κ+ con κ+ = (κ+)L[X∩ζ]. Fijemos el menor tal ζ. Pa-
ra α < κ+ tomamos Mα = mı́n{M 4 Lκ+ [X] | κ ∪ {κ, ζ, α} ⊂
M}, y hagamos f(α) = κ+ ∩ Mα. Por definición de Mα,
κ+ > κ+ ∩Mα.

2. Para ξ < κ+ tenemos (κ+)L[X∩ξ] < κ+. Entonces κ+ es inacce-
sible en L[X ∩ ξ] para cada ξ < κ+:

Prueba. Porque si ξ < κ+ atestigua lo contrario, como κ+ es re-
gular, entonces también lo es en L[X∩ξ], pero no es inaccesible
ah́ı, aśı que podemos encontrar ν < κ+ con κ+ = (|ν|+)L[X∩ξ].
Tomemos g ∈ Lκ+ [X] con g : κ ↔ ν y sea N = mı́n{M 4
Lκ+ [X] | g ∈ M ∧ κ + 1 ⊂ M}. Sean µ = N ∩ κ+ e Y tales
que σ : N ' Lµ[Y ]. Pero Y = X ∩µ porque N es transitivo, si
y ∈ x ∈ N , entonces x ∈ Lκ+ y por tanto

Lκ+ |= (∃h)
(
Fun(h) ∧ dom(h) = κ ∧ ran(h) = x∧

(∀z ∈ x)(∃ξ < κ)h(ξ) = z
)

como κ, x ∈ N y κ ⊂ N , podemos concluir
N |= (∃h)

(
Fun(h) ∧ dom(h) = κ ∧ ran(h) = x ∧ (∀z ∈

x)(∃ξ < κ)h(ξ) = z
)
.
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Es decir, existe ξ < κ con h(ξ) = y ∈ N . Entonces Y = X ∩ µ.
Ahora, como g : κ↔ ν ∈ Lµ[X ∩ µ] luego ν tiene tamaño κ en
Lµ[X ∩ µ], aśı que,

L[X ∩ µ] |= ν tiene tamaño κ.

Tómese α = máx{ξ, µ} < κ+. Esto resulta en que κ+ =
(κ+)L[X∩α], una contradicción. QED

Ahora definamos f(α) = (κ(3))L[X∩α]; como κ+ es inaccesible
en L[X ∩ ξ], para cada ξ < κ, ocurre f(α) < κ+. En este caso
fijemos ζ = ω.

Entonces f : κ+ → κ+, ζ quedan bien definidos en ambos casos.
En seguida tomemos: α̇ = máx{ξ, ζ}, ξ < κ+ y definamos:

Sα = P(α) ∩ Lf(α)[X ∩ α̇]

Afirmación. 〈Sα | α < κ+〉 es una ♦+
κ+-sucesión.

Prueba. Pensemos que este no es el caso y sea S ⊂ κ+ estacionario
tal que para todo C ⊂ κ+ club con α ∈ C → S ∩ α /∈ Sα o C ∩
α /∈ Sα. Pensemos que S es el <L[X]-menor testigo. Definamos una
sucesión 〈Nξ | ξ < κ+〉 de subestructuras elementales de Lκ++ [X]
de la siguiente manera:

N0 = mı́n{N ≺ Lκ++ | κ ∪ {κ, ζ} ⊂ N},
Nξ+1 = mı́n{N ≺ Lκ++ | Nξ ∪ {Nξ} ⊂ N} y

Nα =
⋃
ξ<αNξ para α ĺımite.

Por ser Nξ la menor de tales estructuras en todos los casos, te-
nemos que al construirla bajo Lκ+ resulta la misma estructura, por
lo cual resulta transitiva con el mismo argumento de antes. Sea
〈αξ | ξ < κ+〉 la sucesión con valores αξ = Nξ ∩ κ+; como ζ < κ+

entonces αξ < κ+, para cualquier ξ < κ+. La sucesión es creciente,
estrictamente, ya que Nξ ∪{Nξ} ⊂ Nξ+1 y es continua en los ĺımites
porque αλ = Nλ ∩ κ+ =

⋃
ξ<λNξ ∩ κ+ =

⋃
ξ<λ(Nξ ∩ κ+) =

⋃
ξ<λ αξ.

En consecuencia, la sucesión es normal. Colapsando cada estructura
tenemos σξ : Nξ ' Lh(ξ)[X ∩ αξ].

Afirmación (1). Lf(α)[X ∩ α̇] |= ZF−.
Prueba. Hay dos casos según la definición de f .
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1. Hagamos πα : Mα → Lf(α)[X ∩ f(α)]. Sabemos que Mα ≺
Lκ+ [X] |= ZF−, entonces Lf(α)[X ∩ f(α)] |= ZF−. Por defi-
nición, α̇ < f(α), entonces X ∩ α̇ ∈ Lf(α)[X ∩ f(α)], aśı que
Lf(α)[X ∩ f(α)] |= “Lf(α)[X ∩ α̇] |= ZF−”, pero por absolutez
tenemos Lf(α)[X ∩ α̇] |= ZF−.

2. Para el segundo caso, como α es infinito, α = α̇. L[X ∩ α] es
un modelo de ZF− y L[X ∩ α] sabe que Lκ(3) [X ∩ α] |= ZF−.
Y de nuevo por absolutez, Lf(α)[X ∩ α̇] tiene que ser modelo de
ZF−.

QED(1)

Sea A = {h(ξ) | ξ < κ+} que no está acotado bajo κ+. Si logra-
mos mostrar que A satisface ♦+

κ+ , entonces obtendremos una clara
contradicción. Sabemos que ζ < h(ξ) < αξ+1, por lo que si α es pun-
to ĺımite de A, existe λ < κ+ ĺımite con αλ = α. Como f : κ+ → κ+

es Lκ++ [X]-definible, también 〈Sα〉α<κ+ lo es y a su vez S resulta
Lκ++ [X]-definible. Luego, σ−1

λ : Lh(η)[X ∩ α] ' Nη ≺ Lκ++ [X]. Se
sigue que A∩α es definible con h(η), X ∩α, de la misma manera en
que A se define con κ++, X como parámetros. Si logramos mostrar
que S∩α,A∩α ∈ Sα, es decir S∩α,A∩α ∈ Lf(α)[X ∩ α̇] habremos
terminado.

Afirmación (2). h(λ) < f(α).
Prueba. De nuevo por casos en la construcción de f :

1. Como κ+ = (κ+)L[X∩ζ] y α < κ+, entonces α < (κ+)L[X∩ζ].
Claramente

Lκ+ [X ∩ ζ] |= α es de tamaño κ,

por construcción de Mα ≺ Lκ+ [X], ζ ∈Mα, tenemos

Mα ∩ Lκ+ [X ∩ ζ] ≺ Lκ+ [X ∩ ζ]

de donde se sigue que

τα :Mα ∩ Lκ+ [X ∩ ζ] ' Lf(α)[X ∩ ζ].

Todav́ıa más, α ∈Mα, aśı,

Lf(α)[X ∩ ζ] |= “α es de tamaño κ”.
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ζ ≤ α̇ implica

Lf(α)[X ∩ α̇] |= “α es de tamaño κ”.

Por otro lado, α > ζ y σ−1
λ (α) = κ+, lo que da paso a

σ−1
λ : Lh(λ)[X ∩ α̇] ≺ Lκ++ [X], implica
Lh(λ)[X ∩ α̇] |= “α es de tamaño κ”.

Por consiguiente f(α) > h(λ).

2. Para el segundo caso, como antes ocurre σ−1
λ : Lh(λ)[X ∩ α] ≺

Lκ++ [X] y σ−1
λ (α) = κ+, tenemos

Lh(λ)[X ∩ α] |= “α es el único cardinal de tamaño κ+”.

y esto implica h(λ) ≤ (κ++)L[X∩α] y h(λ) < (κ(3))L[X∩α] = f(α).

QED(2)

QED(afirmación.)
Concluimos que 〈Sα | α < κ+〉 śı es una ♦+

κ+-sucesión. Lo cual
termina la demostración.

Nota. ♦+
κ+ implica HK(κ+, κ+), para una prueba remitimos al lector

a [16].

Corolario 1.4.2. Con las hipótesis anteriores, V |= HK(κ+, κ+).

Corolario 1.4.3. Si ¬HK(κ+, κ+) entonces κ++ es inaccesible en
L.

Demostración. Pensemos que no es el caso. Puesto que κ++ es regu-
lar, tiene que ser regular en L. Además, como L |= HGC, podemos
encontrar γ < κ++ con L |= card(γ) ∧ γ < κ++ ∧ γ+ = κ++.
Ya que γ < κ++ podemos encontrar X ⊂ κ+ de tal suerte que
(κ+)L[X] = κ+ y |γ|L[X] = κ+. Por el corolario anterior podemos
encontrar F ∈ L[X] con

L[X] |= F es una familia de (κ+, κ+)-Kurepa,

pero κ++ = (κ++)L[X] y κ+ = (κ+)L[X], aśı que F es una verdadera
familia de (κ+, κ+)-Kurepa, una contradicción clara.



Caṕıtulo 2

0]

En este caṕıtulo probaremos la existencia de 0] con diferentes
hipótesis sobre ultrafiltros y su inevitable relación con los ultrafil-
tros.

2.1. 0] en Ausencia de Desmontabilidad.

Los resultados de esta sección son debidos a Silver [22]. A partir
de aqúı pensaremos que κ es inaccesible y D es normal no des-
montable en κ. Entonces D posee una partición de κ numerable
〈En | n < ω〉, En /∈ D, que es menor, es decir que no se puede
refinar esencialmente módulo D.

En el primer caṕıtulo, lema 1.2.9, vimos que para β < κ, βκ/D '
βω/U , donde U = {S ⊂ ω |

⋃
n∈S En ∈ D}. Queremos extender eso

para Lκ y para algún modelo Qκ. Para tal fin definimos Qα:

Definición. Por recursión ordinal definimos 〈Qα | α ∈ Or〉

(a) Q0 = ∅,

(b) Qα+1 = {y ⊂ Qα : y es primer-orden definible en 〈Qα,∈, a〉a∈Qα}∪
{y ⊂ Qα : |y| ≤ 2ℵ1},

(c) Qα =
⋃
β<αQβ, y

(d) Q =
⋃
α∈OrQα

Queda claro de la definición que Lα ⊂ Qα para todo ordinal α.
Luego la extensión es bastante inmediata.

59
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Lema 2.1.1. Para D normal no desmontable, U , κ como antes y
R ⊂ κ× κ, existe:

G1 :
∏
α<κ

〈Lα,∈, R � α〉/D ' 〈Lκ,∈, R〉ω/U

y

G2 :
∏
α<κ

〈Qα,∈, R � α〉/D ' 〈Qκ,∈, R〉ω/U .

Aún más G1 ⊂ G2.

Demostración. Definimos G2 y tomamos G1 = G2 �
∏

α<κ Lα/D.
Definamos G2([f ]D) = [g]U , donde g : ω → Qκ es exactamente como
en el caso anterior: ⋃

n<ω

{α ∈ En : f(α) = g(n)}.

La prueba sigue exactamente como en el lema 1.2.9.

Lema 2.1.2. Para D,U , κ como antes. Existen isomorfismos H1 ⊂
H2, extendiendo a G1, G2 respectivamente, con:

H1 :
∏
α<κ

〈Lα+ ,∈〉/D ' 〈Lκ+ ,∈〉ω/U

y

H2 :
∏
α<κ

〈Qα+ ,∈〉/D ' 〈Qκ+ ,∈〉ω/U .

Demostración. Para κ ≤ β < κ+, sea Gβ :
∏

γ<κ〈Qβ(γ),∈, R �
β(γ)〉/D ' 〈Qβ,∈ R〉ω/U , donde R = {f(x, y) : x ∈ y ∧ x, y ∈ Qβ},
f : Qβ ×Qβ ↔ β × β y 〈β(γ)〉γ<κ. Para α ≤ β definamos

fαβ :
∏
γ<κ

〈Qα(γ),∈, R � α(γ)〉/D →
∏
γ<κ

〈Qβ(γ),∈, R � β(γ)〉/D

como
fαβ[〈xα(γ) : γ < κ〉]D = [〈yβ(γ) : γ < κ〉]D

para 〈xα(γ) : γ < κ〉, 〈yβ(γ) : γ < κ〉 con {γ < κ : xα(γ) = yβ(γ)} ∈ D;
claramente fαβ es un monomorfismo. Hágase α ≤ β ≤ δ, fαδ = fβδ ◦
fαβ: sea fαδ[〈xα(γ) : γ < κ〉]D = [〈x′δ(γ) : γ < κ〉]D, fαβ[〈xα(γ) : γ <

κ〉]D = [〈yβ(γ) : γ < κ〉]D y fβδ[〈yβ(γ) : γ < κ〉]D = [〈y′δ(γ) : γ < κ〉]D.
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Cuando [〈y′δ(γ) : γ < κ〉]D 6= [〈x′δ(γ) : γ < κ〉]D, entonces como fηξ
se comporta como la identidad [〈xα(γ) : γ < κ〉]D 6= [〈xα(γ) : γ <
κ〉]D, una contradicción. Fijemos Q como el ĺımite directo, i.e. Q =⊔
κ<β≤κ+

∏
γ<κ〈Qβ(γ),∈, R � β(γ)〉/D el cual, por inaccesibilidad y

por la definición de R, es isomorfo a
∏

γ<κ〈Qγ+ ,∈〉/D.
En seguida tomamos

hαβ : 〈Qα,∈〉ω/U → 〈Qβ,∈〉ω/U

como
hαβ = Gβ ◦ fαβ ◦G−1

α .

Y de nuevo obtenemos un ĺımite directo R, tómese 〈Qκ+ ,∈〉ω/U
como tal ĺımite. Aśı que estos ĺımites directos paralelos definen la
aplicación deseada H2; finalmente tomamos H1 = H2 �

∏
λ<κ〈Lλ+ ,∈

〉/D

En lo sucesivo usamos A |= ϕ[~x] como abuso de notación pa-
ra clases. Cuando sea una clase propia solo querrá decir ϕA[~x], la
relativización de ϕ a A.

Definición. Sea A = 〈A,E〉 un ZF -modelo (posiblemente una cla-
se) A |= t es un cardinal. Decimos que W es un A-ultrafiltro en t
cuando

(a) ∅ /∈ W y t ∈ W.

(b) a ∈ W → A |= a ⊂ t ∧ |a| = t, uniformidad;

(c) a ∈ W y b ∈ A es tal que A |= a ⊂ b entonces b ∈ W;

(d) si A |= a ⊂ t y t \ a /∈ W entonces a ∈ W;

(e) si f ∈ A y A |= Fun(f) ∧ dom(f) = t entonces existe w ∈ A
tal que

A |= w = {aEt : f(a) ∈ W}

que es la docilidad débil;

(f) si f ∈ A, A |= Fun(f) ∧ dom(f) = t y {x : f(x) < x}E ∈ W,
entonces podemos encontrar yEt con

A |= f−1({y}) ∈ W,
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normalidad.

Lema 2.1.3. Hagamos A1 = 〈L,∈〉ω/U , A2 = 〈Q,∈〉ω/U , B1 =
〈L,∈〉κ/D, B2 = 〈Q,∈〉κ/D y definamos Ki : Ai → Bi, como
Ki[〈xn : n < ω〉]U = [g]D, para g : κ → V con g(α) = xn si y
solo si α ∈ En. Entonces

Wi = {X : Ai |= X ⊂ t, t′ ∈ Ki(X)}

es un Ai-ultrafiltro, para i = 1, 2, sobre t; aqúı pensamos que t =
[〈κ : n < ω]U y t′ = [id]D.

Demostración. Primero notemos Ki[〈κ : n < ω〉]U = [〈κ : α < κ〉]D,
porque Ki[〈κ : n < ω〉]U = [g]D donde g(α) = κ si y solo si α ∈ En,
i.e. g es, respecto equivalencias, la función constante 〈κ : α < κ〉.
Aśı que t′ < Ki(t). Y Ki[〈∅ : n < ω〉]U = [〈∅ : α < κ〉]D, por tanto
∅ /∈ Wi. Tomemos b ∈ Wi y Ai |= b ⊂ c, entonces Bi |= Ki(b) ⊂
Ki(c) → t′ ∈ Ki(c). Luego, t \ a /∈ Wi implica t′ /∈ Ki(a \ t) por lo
cual Bi |= t′ ∈ Ki(a).

En seguida, si [x]U = X ∈ Wi y x = 〈xn | n < ω〉 entonces
{n < ω | xn ⊂ κ} ∈ U y {α < κ | α ∈ g(α)} ∈ D. Pensemos que
Ai |= |X| < t, se sigue que

{n < ω | |xn| < κ} ∈ U .

Por inaccesibilidad de κ, µ = supn<ω |xn| < κ. Aśı que

{n < κ | |xn| ≤ µ} ∈ U .

Entonces |
⋃
n<ω xn| ≤ µ. Pero por otro lado sea Ki(X) = [g]D.

Como t′ ∈ Ki(X), por el teorema de  Loś obtenemos

{α < κ | α ∈ g(α)} ∈ D que equivale a
{α ∈

⋃
n<ω En | α ∈ g(α)} ∈ D y a su vez equivale a⋃

n<ω{α ∈ En | α ∈ g(α)} ∈ D y esto último es lo mismo que⋃
n<ω{α ∈ En | α ∈ xn} ∈ D, es decir⋃

n<ω(En ∩ xn) ∈ D.

Sin perder la generalidad pensamos que xn ⊂ κ. Entonces⋃
n<ω En ∩

⋃
n<ω xn ∈ D, aśı que

κ ∩
⋃
n<ω xn ∈ D.
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Por tanto
⋃
n<ω xn ∈ D, y por uniformidad de D, |

⋃
n<ω xn| = κ.

Lo cual contradice nuestra conclusión anterior.
Luego hacemos f con Ai |= Fun(f) ∧ dom(f) = t y Ai |= {x :

f(x) < x} ∈ Wi. De lo cual resulta Bi |= (Ki(f) : Ki({x : f(x) <
x}) → Ki(t) es regresiva). Ahora hagamos G2(Ki(f)(t′)) = y, por
tanto Ai |= (f−1)({y}) ∈ Wi y como Bi |= t′E{x : f(x) < x},
entonces t′ < f(t′) y Ki ◦Gi funge como la identidad.

Finalmente, pensemos que Ai |= f : t→ P(t). Sea B = 〈B,E〉 =
〈V,∈〉κ/D y s′ = (t′+)B, i.e. [〈α+ : α < κ〉]D. Es suficiente probar
que:

d = {x ∈ t′ : t′ ∈ Ki(f)(x)}Bi

es un elemento de
∏

λ<κMλ+ , Mi = Li, Qi; porque Hi(d) será el
w requerido. Pero d ∈

∏
λ<κWλ+ , es una implicación del siguiente

lema.

Lema 2.1.4. Si ν = ν2ℵ1 , entonces cualquier subconjunto de ν en
M(= L,Q) está en Mν+.

Y como κ es inaccesible fuerte existen κ de estos cardinales < κ,
porque si µ < κ, entonces µ2ℵ1 satisface lo anterior.

Teorema 2.1.5. Si D es normal no desmontable en κ inaccesible
entonces existe 0].

Demostración. Tenemos dos casos cf(κ+)L ≤ 2ℵ1 o > 2ℵ1 . Veremos
que en el primer caso 0] existe; y pensando que ocurre el segundo
caso veremos que esto conlleva la existencia de un cardinal Ramsey
en A1 lo que se opone a V = L en A1.

cf(κ+)L ≤ 2ℵ1 . Ya que Q contiene a todos los subconjuntos de
κ+ de tamaño ≤ 2ℵ1 , tenemos (κ+)L < (κ+)Q. Aśı que

Q |= (∃f)(Fun(f) ∧ dom(f) = κ ∧ ran(f) = P(κ) ∩ L);

por el teorema de  Loś

A2 |= (∃f)(Fun(f) ∧ dom(f) = t ∧ ran(f) = P(t) ∩ L).

Recordando que W2 es un A2-ultrafiltro sobre t que extiende
al A1-ultrafiltro W1 sobre t conclúımos que:

A2 |= existe un L-ultrafiltro sobre t que es ω1-completo
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De nuevo por el teorema de  Loś, lo mismo ocurre en Q y re-
cordando que L es absoluta entre ZF -modelos transitivas se
puede concluir que, de hecho, lo mismo ocurre en V . Entonces
por el teorema de Kunen1 0] existe.

cf(κ+)L > 2ℵ1 . Sea a ∈ |A1| tal que A1 |= a < t+; entonces
por docilidad débil hagamos wa ∈ |A1| tal que A1 |= wa ⊂ La
y si A1 |= b ∈ La entonces A1 |= b ∈ wa si y solo si b ∈ W1.
Introducimos un predicado para la relación flecha; sea

P (m, a, b) si y solo si A1 |= m < ω ∧ a, b < t+ ∧ (∀f)(∀n ≤
m)
(
(f : [t]n → 2 ∧ f ∈ Lb)→ (∃c ∈ wa)|f [[c]n]| = 1

)
y

Q(m, b) cuando y solo cuando existe a < (t+)A1 con P (m, a, b).

En lo sucesivo n, n′ vaŕıan sobre ωε1 = ωA1 y a, a′, b, b′ sobre
(t+)ε1 = (t+)A1 , donde A1 = 〈|A1|, ε1〉. Ahora veamos que

(a) P (n, a, b), b′ ≤ b, a ≤ a′ y n′ ≤ n implican P (n′, a′, b′).

(b) Y si (∀b)Q(m, b) entonces (∀b)Q(m+ 1, b).

(a) es inmediato de la definición: sean b′ ≤ b, a ≤ a′, n′ ≤ n.
Cuando A1 |= f : [t]n

′ → 2 ∧ f ∈ Lb′ , podemos asumir que
A1 |= dom(f) = [t]n porque podemos definir g ∈ Lb′ co-
mo g({ξ0, . . . ξn′1, ξn′ , . . . , ξn−1}) = f({ξ0, . . . , ξn′−1}) y A1 |=
f, g ∈ Lb ya que b′ ≤ b, aśı que existe c con A1 |= c ∈ wa ∧
|g[[c]n]| = 1 pero si {~ξ} ∈ [c]n entonces {ξ0, . . . , ξn′−1} ∈ [c]n

′
y

f({ξ0, . . . , ξn′−1}) = g({~ξ}). Además A1 |= wa ⊂ wa′ . Por tanto
P (n′, a′, b′).

Para ver (b) procedemos por inducción en n. Para n = 1 la nor-
malidad de Wi asegura este hecho. Supongamos que se cumple
para n, sea f : [t]n+1 → 2 ∈ Lb; definimos g : [t]n → 2 ∈ Lb
como g({~ξ}) = f(~ξ, ζ}). Entonces obtenemos c ∈ wa tal que
A1 |= |g[[c]n]| = 1, por definición de f obtenemos que A1 |=
|f [[c]n]| = 1.

Fijemos I = {n : (∀b)Q(n, b)}.
1La existencia de 0] es equivalente a la existencia de un L-ultrafiltro iterable que a su vez

es equivalente a la existencia de un L-ultrafiltro ω1-completo, [8]
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Afirmación 2.1.6. I = ωε1.

Demostración. Pensemos que no. Hagamos I ′ = ωε1 \I. Por (b)
I no tiene un mayor elemento, aśı que I ′ no posee un elemento
menor. Para n ∈ I ′ sea bn un testigo para ¬Q(n, bn). Como
ωε1 tiene tamaño a lo más 2ℵ1 , mientras que el teorema de
 Loś asegura que t+ε1 tiene cofinalidad > 2ℵ1 , entonces se puede
hacer b′ =

⋃
n∈I′ bn < t+ε1 . Notemos que, gracias al inciso (a),

para n ∈ I ′ tenemos ¬Q(n, b′). Análogamente, obtenemos un a′

tal que P (n, a′, b′) para n ∈ I. Aśı que I ′ = {n : ¬P (n, a′, b′)}
y como P está definida dentro A1 entonces existe Y ∈ |A1| con
Yε1 = I ′, contradiciendo

A1 |= cada conjunto de ordinales tiene un mı́nimo.

Tomando b con A1 |= b < t+ y an, n < ωε1 , tal que P (n, an, b),
podemos tomarA1 |= a =

⋃
n<ω an < t+ y por tanto (∀b)(∃a)(∀n)P (n, a, b).

Ahora A1 |= wa es ω1-completo, por tanto A1 |= t → (t)<ω lo
cual claramente contradice que A1 |= V = L.

2.2. Sobre el Modelo Q.

En la sección anterior procedimos suponiendo que Q es un modelo
de ZF y que Q es transitivo. Aqúı desarrollamos la prueba.

Lema 2.2.1. Q es transitivo y ZFQ.

Demostración. Veamos Qβ ⊂ Qα para β < α y la transitividad a la
par. Por inducción en Qα: para α = 0, Q0 = 0 es inmediatamente
transitivo y la propiedad de la sucesión transitiva se satisface tri-
vialmente. Ahora pensémoslo válido para α y veamos α + 1: para
x ∈ Qα por transitividad x ⊂ Qα, con Σ0-absolutez:

x = {y ∈ Qα|Qα |= y ∈ x} ∈ Qα+1.

Ahora tomemos x ∈ y ∈ Qα+1, entonces x ∈ y ⊂ Qα. El caso ĺımite
es trivial: si x ∈ y ∈ Qα, entonces existe η < α con y ∈ Qη que ya
es transitivo, entonces x ∈ y ⊂ Qα.
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Notemos que α ⊂ Qα. Por inducción en α como antes. Para α = 0
es trivial porque x /∈ Q0 = ∅. Supóngamoslo para α; es bien sabido
que α es definible en 〈Qα,∈, x〉x∈Qα entonces2 α ∈ Qα, por tanto
α ∪ {α} = α+ 1 ⊂ Qα+1. Esto prueba On ⊂ Q. En seguida veamos
ZFQ.

Extensionalidad y Fundación: Por transitividad se cumplen en Q.

Infinito: |∅| = 0, |ω| = ℵ0 < 2ℵ1 y ∅, ω ⊂ Qω, por tanto ∅, ω ∈ Q
aśı que el axioma de infinito y de existencia se satisfacen.

Par: Tomando x, y ∈ Q y α con x, y ∈ Qα |{x, y}| < 2ℵ1 , tenemos
{x, y} ∈ Qα+1 ⊂ Q.

Comprensión: Tomemos cualquier L∈-fórmula ϕ y x ∈ Q and α
con x ∈ Qα. Por el principio de reflexión, aplicado a la jerarqúıa
〈Qα|α ∈ On〉, encontramos β > α con la propiedad:

Para cualquier ~a ∈ Qβ, ϕQ[~a]↔ ϕQβ [~a].

Ahora hagamos y = {u ∈ Qβ|Qβ |= ϕ(u) ∧ u ∈ x}, por elección de
β y = {u ∈ Q|ϕQ(u) ∧ u ∈ x} e y ∈ Q.

Unión:
(
∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ (∃u ∈ x)z ∈ u)

)Q
. Tomemos x ∈ Q,

por unión en V sea y =
⋃
x. Luego sea α tal que x ∈ Qα, tomando

z ∈ y, obtenemos la existencia de u ∈ x con z ∈ u ∈ x ∈ Qα, aśı
que por transitividad z ∈ Qα. Entonces y ⊂ Qα, aún más:

y = {u ∈ Qα|Qα |= (∃v ∈ x)u ∈ v} ∈ Qα+1

Remplazo: Sea ϕ una fórmula con parámetros que se comporta
como función. Sea fϕ la función definida por ϕ y tomemos x ∈ Q,
sea y = fϕ[x] en V. Claramente fϕ[x] ⊂ Q, aún más, para cada
u ∈ fϕ[x] existe α con Qα, tomemos el menor αu con dicha propiedad
y β = supu∈fϕ[x] αu,. Es claro que fϕ[x] ⊂ Qβ. Más aún,

fϕ[x] = {u ∈ Qβ|Qβ |= (∃y ∈ x)ϕ(u, y)} ∈ Qβ+1.

Conjunto Potencia: sea x ∈ Qα, y = P(x) ∩ Q. Para cada u ∈ y
sea f(u) = mı́n{α|u ∈ Qα}. Podemos usar unión y remplazo: para
cualquier γ ≥ sup f [y] tenemos y = {u ∈ Qγ|Qγ |= u ⊂ x} ∈ Qγ+1.

2Todav́ıa más Qα = {y ∈ Qα|Qα |= y = y}, entonces Qα ∈ Qα+1.



Caṕıtulo 2. 0] 67

Lema 2.2.2. Sea µ2ℵ1 = µ, entonces cualquier x ⊂ µ, x ∈ Q, es un
elemento de Qµ+

Demostración. Usamos esto al construir el Ai-ultrafiltro. i = 1, 2.
Hay dos casos, si |x| ≤ 2ℵ1 , como µ2ℵ1 = µ, se cumple |[µ]≤2ℵ1 | = µ
y podemos encontrar γ < µ+ con x ∈ Qγ ⊂ Qµ+ . Ahora, si x es
definible en 〈Qµ,∈, a〉a∈Qµ , entonces x ∈ Qµ+1.
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2.3. 0] bajo Irregularidad.

Usaremos la idea de la sección pasada para demostrar la exis-
tencia de 0] con una condición de irregularidad. Los métodos y re-
sultados siguientes son debidos a Ketonen [12]. Supongamos que κ
es regular y cualquier ultrafiltro sobre κ es uniforme. Para ver la
existencia de 0] trabajamos con distintos ultraproductos del univer-
so de Gödel L o de sus estratos hasta κ, 〈Lα | α < κ〉. De nuevo
usamos la relación de satisfacción para conjuntos y clases propias
indistintamente.

Los resultados principales son:

Si existe un ultrafiltro D en κ que es (µ, κ)-irregular para cada
µ < κ y es normal débil, entonces 0] existe.

Si existe un ultrafiltro D en κ+ que es (κ, κ+)-irregular entonces 0]

existe.

Claramente la primer afirmación implica la segunda porque, como
ya vimos, los ultrafiltros D en κ+ que son (κ, κ+)-irregulares también
son p-punto, entonces tiene una primera función f . Aśı que U =
{X ⊂ κ+ | f−1[X] ∈ D} es normal débil y (κ, κ+)-irregular; aún
más, es (µ, κ+)-irregular para µ < κ, porque si {ξ < κ+ | cf(f(ξ)) <
µ} ∈ U entonces {ξ < κ+ | cf(f(ξ)) < µ} ⊂ {ξ < κ+ | cf(f(ξ)) <
κ} ∈ U , lo cual no es el caso.

Definición. Sea D un ultrafiltro en κ, definimos∏∗
D L = {[f ] | f : κ→ L, |ran(f)| < κ}.∏L
D L = {[f ] | f : κ→ L, f ∈ L}.∏∗∗
D L = {[f ] | f : κ→ L, |ran(f)| < κ, f ∈ L}.

Usamos esta misma notación para ultraproductos entre diferentes
estratos de L o para ultrapotencias de alguno de los estratos.

Lema 2.3.1. Sean i : L →
∏∗ L/D el encaje i(x) = [x] y j :∏∗ L/D → ∏

L/D, el encaje inducido por la inclusión. Entonces
j, i inducen un diagrama conmutativo y j ◦ i = d, donde d es el
encaje diagonal i.e. d(a) = [a]3.

3Ahora obtenemos toda la clase [x] y no solo la clase con funciones de tamaño pequeño
(< κ).
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Demostración. Por el teorema de  Loś i : L→
∏∗ L/D es un encaje,

aśı como d : L ≺
∏
L/D; si x ∈ L entonces (j◦i)(x) = j([x]) = d(x).

Luego ∏∗ L/D |= [x]E[y] si y solo si
{ξ < κ | x(ξ) ∈ y(ξ)} ∈ D si y solo si∏

L/D |= [x]E[y] si y solo si∏
L/D |= j([x])Ej([y]).

Por lo que de hecho es un encaje.

A partir de aqúı D será normal débil. Hacemos [κ] = κ̄, [id] = ῑ.
En consecuencia:

Lema 2.3.2. Si X = {[f ] ∈
∏∗
D L |

∏∗
D L |= [f ]Eλ̄} e Y = {[f ] ∈∏

D L |
∏
D L |= [f ]Eῑ}. Entonces j : X → Y es sobre.

Demostración. Si [f ]Eῑ, entonces por normalidad débil existe γ < κ
con [f ]E[γ], aśı que podemos encontrar4 g : κ→ L con |ran(g)| < κ,
[g] = [f ] de donde se deduce j([g]) = [f ].

Veamos, ahora, que con normalidad débil se satisfacen todos,
salvo la docilidad débil, los axiomas de M -ultrafiltro para una ul-
trapotencia de L.

Lema 2.3.3. Definamos

U = {[f ] |
∗∏
D

L |= [f ] ⊂ κ̄,
∏
D

L |= ῑEj([f ])}.

Se cumple

1. Para x ∈ U ,
∏∗
D L |= |x| = κ̄.

2. Si x, y ∈ U , entonces∏∗
D L |= x ∪ y = κ̄ implica x ∈ U o y ∈ U .∏∗
D L |= x ∩ y = [∅] implica x /∈ U o y /∈ U .

3. Sea f ∈
∏∗
D L tal que

∏∗
D L |= f : κ̄→ κ̄ es regresiva. Existen

y ∈
∏∗
D L y [z] ∈ U con

∗∏
D

L |= yEκ̄ ∧ [z] = f−1[{y}]

4Solo hagamos g(ξ) = f(ξ) cuando ξ es tal que f(ξ) < γ y f(ξ) = 0 en cualquier otro caso.
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4. Si f ∈
∏∗
D L es tal que

∏∗
D L |= Fun(f) ∧ dom(f) = u ∧ uEκ̄

y f(v) ∈ U para
∏∗
D L |= vEu. Entonces

∗∏
D

L |= y =
⋂
vEu

f(v)

implica que y ∈ U .

Demostración. Para 1, como
∏∗
D L |= x ⊂ κ̄ y

∏
D L |= ῑEj(x), sea

[f ] = x con f : κ → L y |ran(f)| < κ, si
∏∗
D L |= |x| < κ̄, por el

teorema de  Loś:

{α < κ | L |= |f(α)| < κ} ∈ D

y por otro lado

{α < κ | L |= α ∈ f(α)} ∈ D.

Como |ran(f)| < κ tenemos µ = supα<κ |f(α)| < κ, ahora tenemos

{α < κ | |f(α)| ≤ γ} ∈ D

pero entonces podemos pensar, conservando la generalidad, que f(α) ⊂
γ módulo D. Aśı que para α ≥ γ, α /∈ f(α). Una clara contradicción.

2. Es inmediato porque, debido al teorema de  Loś,
∏∗
D L |=

ῑEκ̄ = x ∪ y, aśı que x ∈ U o y ∈ U ,
∏∗
D L |= ¬ῑE[∅] = x ∩ y

entonces x /∈ U o y /∈ U .
Probamos 4 luego 3. Sea g ∈

∏∗
D L como en 4. Sabiendo g(v) ∈ U

para
∏∗
D L |= vEu, tenemos

∏∗
D L |= (∀vEu)g(v) ⊂ κ̄ y

∏
D L |=

(∀vEu)ῑEg(v), aśı que
∏∗
D L |=

⋂
vEu g(v) ⊂ κ̄ y

∏
D L |= ῑE

⋂
vEu g(v),

por tanto
⋂
vEu g(v) ∈ U .

Ahora sea [f ] ∈
∏∗
D L tal que

∏∗
D L |= [f ] : κ̄ → κ̄ es regresiva;

se sigue que X = {ξ < κ | L |= f(ξ) : κ → κ es regresiva} ∈ D;
por normalidad débil podemos encontrar γξ para cada ξ ∈ X con
f(ξ)(ζ) < γξ para los elementos ζ de algún Yξ ∈ D, como |ran(f)| <
κ también |{γξ | ξ ∈ X}| < κ; hágase γ = sup{γξ | ξ ∈ X} < κ.
Claramente f(α)(ζ) < γ para cualquier ζ ∈ Y =

⋃
ξ∈X Yξ ∈ D y

cualquier α ∈ X. Aśı que, por uniformidad de U , podemos encontrar
[w] ∈ U con xE[w] y por κ̄-completud de U , se puede hallar yE[γ]Eκ̄
y [z] ∈ U tales que

∏∗
D L |= [f ]−1[{y}] = [z].

Si f : κ → P(κ) ∩ L es de rango < κ, de la definición se sigue
claramente que

[f ] ∈ U ↔ {ξ < κ | ξ ∈ f(ξ)} ∈ D.
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Para probar la docilidad débil construimos un isomorfismo H :∏∗ Lκ+/D '
∏

α<κ Lα+/D.

Teorema 2.3.4. Existe un isomorfismo F

F :
∗∏
〈Lκ,∈, R〉/D '

∏
α<κ

〈Lα,∈, R � α2〉/D

donde R ⊂ κ2 es arbitrario.

Demostración. Sea [f ] ∈
∏∗〈Lκ,∈, R〉/D, entonces |ran(f)| < κ,

f : κ → Lκ. Para cada α < κ podemos encontrar ξ(α) < κ con
f(α) ∈ Lξ(α) y como |ran(f)| < κ, también tenemos |{ξ(α) | α <
κ}| < κ, aśı que ς = supα<κ ξ(α) < κ. Claramente f : κ→ Lς .

Afirmación. Para cada x ∈
∏
D〈Lα,∈, R � α2〉, existen ξ < κ,

k : κ→ Lξ tal que x = [k].
Prueba. Sea <L el buen orden de L. [f ] ∈

∏
α<κ〈Lα,∈, R � α2〉/D,

entonces f : κ→
⋃
α<κ Lα y f(α) ∈ Lα, definimos hf (α) = ξ si y solo

si f(α) es el ξ-ésimo elemento de 〈Lα, <Lα〉; como otp(Lα) = α, para
cada f como antes, hf es una función regresiva. Entonces [hf ] ≤ [νf ]
por normalidad débil, aśı que f(α) ∈ Lνf , módulo D, es decir que
existe gf : κ→ Lνf con [gf ] = [f ]. QED

Ya vimos que para cada [f ] ∈
∏∗〈Lκ,∈, R〉/D, f es de la forma

f : κ → Lα, para alguna α < κ. Aśı que podemos definir una
función F :

∏∗
D Lκ →

∏
D Lα satisfaciendo todas las propiedades

anteriores, que de entrada es sobreyectiva. Pero, por construcción,
como F ([f ]) = [g] implica que {ξ < κ | Lκ |= f(α) = g(α)} ∈ D, si
x 6= y entonces F (x) 6= F (y), por lo cual F es de hecho inyectiva.
De la misma manera vemos que si F ([f1]) = [g1] y F ([f2]) = [g2],
entonces

{ξ < κ | Lκ |= f1(α) ∈ f2(α)} ∈ D si y solo si
{ξ < κ | Lκ |= g1(α) ∈ g2(α)} ∈ D.

solo porque g1 = f1, g2 = f2 módulo D.

Teorema 2.3.5. Existe un isomorfismo H entre
∏∗〈Lκ+ ,∈〉/D y

un E-segmento inicial de
∏

α<κ〈Lα+ ,∈〉/D. Además H ⊃ F .
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Demostración. Sean κ ≤ α < κ+ un ordinal primitivo recursivo
cerrado5, Rα ⊂ κ2 una relación tal que 〈κ,Rα〉 ' 〈Lα,∈〉 y σα
un isomorfismo que atestigüe lo anterior. Entonces, para cada α ∈
[κ, κ+) primitivo recursivo cerrado, tenemos

Kα = {µ < κ | 〈µ,Rα � µ2〉 ≺ 〈κ,Rα〉},
S = {µ < κ | Lα ∩ σα[µ] = Lα ∩ σβ[µ]}, (α < β),

Kα es un club, por tanto Kα ∈ D y S contiene al club {µ < κ |
σα[µ] = µ} ∩ {µ < κ | σβ[µ] = µ}, aśı que también S ∈ D . Ahora,
hagamos gα : κ→ κ de tal forma que gα(µ) < µ+ y

〈Lgα(µ),∈〉 ' 〈µ,Rα〉

para µ ∈ Kα y 0 en cualquier otro caso. Por construcción sabemos
que ∏∗〈Lα,∈〉/D '∏∗〈κ,Rα〉/D

y ∏
µ<κ〈µ,Rα � µ2〉/D '

∏
µ<κ〈Lgα(µ),∈〉/D,

además por el teorema anterior,∏
µ<κ〈µ,Rα � µ2〉/D '

∏∗〈κ,Rα〉/D;

lo que da paso a un isomorfismo canónico

Hα :
∏∗〈Lα,∈〉/D '∏µ<κ〈Lgα(µ),∈〉/D.

Recordemos que S ∈ D, aśı que si α < β < κ+ son primitivo
recursivo cerrados y x ∈

∏∗〈Lα,∈〉/D, ocurre Hα(x) = Hβ(x).
Sea H =

⋃
{Hα | α ∈ [κ, κ+) es primitivo recursivo cerrado};

por lo que acabamos de demostrar H es una función bien definida
y si [f ] ∈

∏∗〈Lκ+ ,∈〉/D, entonces como |ran(f)| < κ podemos
encontrar ξ < κ+ tal que f : κ → Lξ, aún más podemos encontrar
α > ξ primitivo recursivo cerrado de tal manera que f : κ → Lα,
aśı que H([f ]) = Hα(x), está bien definida y tiene tanto el dominio
como el rango deseados.

En seguida veamos que preserva la E-pertenencia. Si x, y ∈
∏∗〈Lκ+ ,∈

〉/D son tales que {ξ < κ | f(ξ) ∈ g(ξ)} ∈ D, para x = [f ], y = [g] y
β < κ+ es de tal forma que f, g : κ→ Lβ, entonces como cada Hη śı

5I.e. es cerrado bajo las operaciones ordinales básicas; el conjunto de dichos ordinales, bajo
κ+, forma un club en κ+.



Caṕıtulo 2. 0] 73

preserva la relación E, tenemos Hβ(x)EHβ(y), pero Hβ(z) = H(z),
para todo z con representación en Lβ.

Finalmente veamos que H de hecho va a un segmento inicial
de
∏

α<κ〈Lα+ ,∈〉/D. Sean y ∈
∏

α<κ〈Lα+ ,∈〉/D y x ∈
∏∗〈Lκ+ ,∈

〉/D tales que yEH(x); queremos encontrar z = [g], ran(g) < κ
y H(z) = y, tomemos α < κ+ de tal forma que H(x) = Hα(x),
entonces si Hα(x) = [h], y = [f ], tenemos h, f : κ → Lα y {ξ <
κ | h(ξ) ∈ f(ξ)} ∈ D. Aún más, por normalidad débil, podemos
encontrar νh < κ, de tal forma que h : κ → Lνh y como {ξ < κ |
f(ξ) ∈ h(ξ)} ∈ D entonces podemos encontrar g : κ → Lνh con
[f ] = [g]. Además, |Lνh | < κ implica que |ran(g)| < κ y aśı Hα está
definido para z = [g], pero por construcción del isomorfismo en el
teorema anterior Hα(z) = [f ] = y. Lo cual concluye la prueba.

De la demostración se deduce que si 〈gα〉 formara un sucesión
cofinal en

∏
D α

+ entonces H claramente seŕıa un isomorfismo. Para
verificar esto apelamos al siguiente lema.

Lema 2.3.6. Para cada α < β < κ+ p.r. cerrado existe un club Kαβ

tal que ξ ∈ Kαβ implica gα(ξ) < gβ(ξ).

Demostración. Como α < β y 〈κ,Rα〉 ' 〈Lα,∈〉, 〈κ,Rβ〉 ' 〈Lβ,∈〉,
podemos encontrar un isomorfismo σ que aplique 〈κ,Rα〉 en un Rβ-
segmento inicial propio de 〈κ,Rβ〉, porque Lα es un segmento inicial
propio de Lβ. Por tanto, existe µ < κ con σ(ξ)Rβµ para cada ξ < κ.
Hagamos Kαβ = (µ, κ) ∩ {ξ < κ | σ � ξ : ξ → ξ} ∩Kα ∩Kβ, donde
Kα, Kβ son como en la demostración del teorema anterior. Entonces
Kαβ es club porque es la intersección de cuatro clubes y si ξ ∈ Kαβ,
gα(ξ) < gβ(ξ), porque por definición, Lgα(ξ) es un segmento inicial
propio de Lgβ(ξ).

Por tanto, 〈gα〉 es una familia de funciones finalmente distintas
módulo D.

Teorema 2.3.7. Si D, además de ser normal débil, es (µ, κ)-irregular
para cada µ < κ, entonces H es un isomorfismo.

Demostración. Es suficiente mostrar que las 〈gα〉 son cofinales en∏
D α

+ porque esto hará a H una función sobreyectiva. Pensemos
que este no es el caso y sea h : κ → κ de tal forma que h(ξ) < ξ+

y [gα] < [h]. Puesto que h(ξ) < ξ+ podemos tomar fξ : h(ξ) → ξ
inyectiva. Hacemos hα(ξ) = fξ(g

α(ξ)); por definición de fξ, hα tiene
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que ser regresiva módulo D, y más aún, debido a que las funciones
gα son finalmente diferentes y fξ es inyectiva, 〈hα〉 es una fami-
lia finalmente distinta según D. Por normalidad débil encontramos
να < κ con [να] > [hα]. Definamos una función f : κ → κ; primero
notemos que al tener κ+ funciones hα de κ en κ, entonces para cada
ξ < κ, podemos encontrar κ+ ordinales primitivo recursivo cerra-
dos α y un δξ < κ con hα(ξ) = δξ, digamos que para cada ξ < κ,
Aξ = {α < κ+ | hα(ξ) = δξ}. Tomemos B0 = A0, supongamos que
Bξ ya está definido y hagamos Bξ+1 = {α ∈ Bξ | hα(ξ + 1) = δξ+1},
es decir, que en el paso sucesor tomamos el nivel anterior y nos
fijamos en los ı́ndices en los que ξ + 1 es constante para κ+ de es-
tos ı́ndices y en el paso ĺımite hacemos Bξ = B0 = A0. Definamos
f : κ→ κ como f(ξ) = δξ + 1, entonces, por construcción de los Bξ

obtenemos que [hα] < [f ] para una cantidad no acotada de α < κ+;
pensemos, sin perder generalidad, que esto sucede para todas las α
que son primitivo recursivo cerradas. Además f es regresiva en los
ĺımites – ya que las hα lo son – por tanto existe η < κ con [hα] < [η]
y entonces podemos pensar que hα : κ → η. Entonces hemos en-
contrado una familia de funciones {hα | α < κ+} ⊂ ηκ que son
finalmente diferentes, aśı que D es (η, κ)-regular, una contradicción.

Como D es normal débil, extiende al filtro de clubes Cκ que es κ-
completo. Tenemos encontrado una familia de funciones hα : κ→ ν
finalmente distinta que está acotada módulo D, lo cual implica que
D es (ν, κ)-regular. Una contradicción.

A partir de aqúı D será (µ, κ)-irregular y normal débil, µ < κ.

Teorema 2.3.8. U es un
∏∗
D L-ultrafiltro.

Demostración. Solo resta probar la docilidad débil. Sea F tal que∏∗
D L |= F : κ̄ → V ; sin pérdida de generalidad pensamos que

F : κ̄ → P(κ̄), donde P(κ̄) = {X ∈
∏∗
D L |

∏∗
D L |= X ⊂ κ̄}. Sea

x ∈
∏
D L tal que

∏
D L |= x = {yEῑ | ῑEj(F )(y)}. Primero veamos

que H−1(x) tiene sentido, es decir que x está en el rango de H. Sea
F = [f ] y j(F ) = [f ′], aśı∏

D L |= [g]Ex si y solo si
∏
D L |= [g]EῑEj(F )([g]) si y solo si

{ξ < κ | L |= g(ξ) < ξ ∈ f ′
(
g(ξ)

)
} ∈ D.

Luego si x = [h], tenemos

{ξ < κ | L |= g(ξ) ∈ h(ξ)↔ g(ξ) < ξ ∈ f ′
(
g(ξ)

)
} ∈ D,
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y claramente h(ξ) ⊂ ξ, entonces h(ξ) ∈ Lξ+ y por tanto x ∈∏
α<κ Lα+/D; por lo cual∏

α<κ

Lα+/D |= x = {yEῑ | ῑEj(F )(y)}.

H−1(x) queda bien definido. Ahora queremos ver que

F (v) ∈ U cuando y solo cuando
∏∗
D L |= vEH−1(x).

Para lo cual notemos las siguientes equivalencias:∏∗
D L |= vEH−1(x) si y solo si∏∗
D Lκ+ |= vEH−1(x) si y solo si∏

α<κ Lα+/D |= H(v)Ex si y solo si∏
α<κ Lα+/D |= H(v)EῑEj(F )

(
H(v)

)
si y solo si∏

D Lα+ |= vEH−1(ῑ)EF (v) si y solo si∏
D Lα+ |= vEῑEF (v) si y solo si

F (v) ∈ U .

Teorema 2.3.9. κ es compacto débil en L. Aún más, es Π1
n-indescriptible

en L para cada n < ω.

Demostración. Sea ϕ = ∀X1∃X2...ψ una fórmula Π1
n. Si, R ⊂ κm es

definible y (〈κ,<,R〉 |= ϕ)L y ~X ⊂ κ, deducimos ~X, κ,R ∈ Lκ+ , por
lo cual (〈κ,<,R〉 |= ϕ)Lκ+ . Con el encaje i logramos (〈κ̄, <, [R]〉 |=
ϕ)

∏∗ Lκ+/D y con H concluimos (〈H(κ̄), <,H
(
[R]
)
〉 |= ϕ)

∏
α<κ Lα+/D,

es decir {α < κ | (〈α,<,R � αm〉 |= ϕ)Lα+} ∈ D.

Note que esto es más fuerte que Π1
n-indescriptible y recuerde que

Π1
1-indescrip-tible implica compacto débil.

Lema 2.3.10. Si 〈x(α)〉α<κ es un sucesión de conjuntos definibles
con x(α) ⊂ α, entonces existe f : κ → P(κ) ∩ L de tal forma que
|ran(f)| < κ y {α < κ | f(α) ∩ α = x(α)} ∈ D.

Demostración. Como x(α) ⊂ α, x(α) ∈ L, entonces de hecho x(α) ∈
Lα+ . Aśı que [x] ∈

∏
α<κ Lα+/D. Tomemos [f ] ∈

∏∗ Lκ+
/D con

H([f ]) = [x]. Entonces por el teorema de  Loś

{α < κ | x(α) = f(α) ∩ α} ∈ D.
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Queremos ver que κ+ > (κ+)L. Para este fin hagamos:

Teorema 2.3.11. Si κ+ = (κ+)L entonces∏∗∗〈Lκ+ ,∈〉/D '
∏L

α<κ〈Lα+ ,∈〉/D

Demostración. Solo requerimos que las Rα, para α < κ+ primitivo
recursivo cerrado, sean definibles. Pero śı podemos encontrar una
biyección fα : Lα ↔ α con fα ∈ L y entonces definimos ξRαζ cuando
y solo cuando f−1

α (ξ) ∈ f−1
α (ζ). Y la prueba sigue exactamente igual

que en el caso para V .

A partir de aqúı pensaremos que κ+ = (κ+)L. Siendo κ compacto
débil, por el teorema de  Loś obtenemos

Teorema 2.3.12. Si f : [κ]n → 2 es definible, entonces existe X :
κ→ P(κ) definible y |ran(X)| < κ tal que X(α) es homogéneo para
f y {α < κ | α ∈ X(α)} ∈ D.

Aún más podemos encontrar S estacionario y homogéneo para
f : [κ]n → 2 definible:

Lema 2.3.13. κ es inefable en L.

Demostración. Probaremos κ → (estacionario)2
2; véase [5]. Sea f :

[κ]2 → 2 definible. Por ser compacto débil podemos encontrar X
con |f

[
[X]2

]
| = 1, luego g(ξ) = X tiene rango de tamaño < κ y

{α < κ | α ∈ g(α)} = {α < κ | α ∈ X} = X ∈ D entonces X es
estacionario.

Corolario 2.3.14. Para X : κ → P(κ) ∩ L, podemos encontrar
f : κ → P(κ) ∩ L con |ran(f)| < κ y tal que si g : κ → κ tiene
rango de tamaño < κ, entonces

{α < κ | α ∈ X
(
g(α)

)
} ∈ D si y solo si {α < κ | g(α) ∈ f(α)} ∈ D.

Demostración. Primero |ran(X ◦ g)| ≤ |ran(g)| < κ, por lo que
[X ◦ g] ∈ U si y solo si {α < κ | α ∈ X

(
g(α)

)
} ∈ D. Ahora, por

docilidad débil podemos encontrar [f ] ∈
∏∗
D L con [X ◦ g] ∈ U ↔

[g]E[f ], que es equivalente a lo que deseábamos probar.

Definición. Decimos que f : [κ]n → κ es regresiva cuando para

0 < ξ1 < ... < ξn, tenemos f({~ξ}) < ξ1.
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Teorema 2.3.15. Si f : [κ]n → κ es regresiva, f ∈ L, entonces
podemos encontrar X ∈ D∩L de tal forma que X hace a f acotada,
es decir: existe γ < κ con f

[
[X]n

]
⊂ γ.

Demostración. Se procede por inducción en n. El caso n = 1 es in-
mediato por la normalidad débil. Téngase cierto para n y probémoslo
para n+ 1. Sea f : [κ]n+1 → κ regresiva y definamos:

gξn+1({ξ1, ..., ξn}) = f({~ξ}), ξ1, ..., ξn < ξn+1

Hagamos ξ = ξn+1, entonces gξ ⊂ [ξ]n×ξ. Tomemos G : κ→ κ[κ]n de
tal suerte que G(α) sea regresiva, |ran(f)| < κ y X = {α < κ | gα =
G(α) � α} ∈ D. Con el mismo argumento que en el teorema 1.3.2,
en L obtenemos Y = {α < κ | cfL(α) > (ξ+)L} ∈ D. Entonces

s({~ζ}) = sup{G(α)({~ζ}) | α < κ} es regresiva para ~ζ ∈ Y . Por

hipótesis de inducción existe γ < κ con s({~ζ}) ≤ γ módulo D ∩ L,
digamos que esto ocurre en Z ∈ D ∩ L. Aśı que f

[
[X ∩ Z]n+1

]
⊂

γ.

Definición. Hemos usado impĺıcitamente el orden de Rudin-Keisler
para ultrafiltros, aqúı lo definimos: Dados dos ultrafiltros U ,V sobre
λ decimos que U ≤RK V cuando existe f : λ→ λ tal que6

X ∈ U ↔ f−1[X] ∈ V .

Y decmos que f ≤RK g, módulo U para f, g ∈ λλ cuando existe
h : λ→ λ con [f ] = [h ◦ g].

Teorema 2.3.16. Sea {fα | α < κ} ⊂ κκ tal que cada fα es acotada.
Entonces existen β < κ, g : κ→ β construible tal que:

fα ≤RK g, α < κ.

Demostración. Definamos f : [κ]2 → κ como

f({α, β}) =

{
0 si (∀γ < α < β)fγ(α) = fγ(β)

mı́n{γ < α | fγ(α) 6= fγ(β)} en otro caso.

Por el teorema anterior podemos encontrar β < κ, X ∈ D∩L tal que
si ξ, ζ ∈ X entonces f({ξ, ζ}) ≤ β, es decir que (∀α < ξ < ζ)fα(ξ) =

6Esto se puede generalizar fácilmente para el caso en que U ,V tienen dominios diferentes:
digamos que D es un ultrafiltro sobre λ y V uno sobre µ, D ≤RK V cuando existe f : µ→ λ
tal que X ∈ D ↔ f−1[X] ∈ V.



78 2.3. 0] bajo Irregularidad.

fα(ζ) o existe ν < β con fν(ξ) 6= fν(ζ). Ahora, para ξ < β tomemos
Cξ ⊂ X, Cξ ∈ L, de tal forma que [Cξ]

2 = f−1[{ξ}] y Cξ ∩ Cζ = ∅
para ξ 6= ζ. Luego C =

⋃
ξ<β Cξ ⊂ X, C ∈ D ∩ L, entonces C tiene

tamaño κ y para ν < β, si ξ, ζ ∈ Cν , (∀α < ξ < ζ)fα(ξ) = fα(ζ) o si
ξ, ζ ∈ Cν , podemos encontrar η < β con fη(ξ) 6= fη(ζ). Sin perder
generalidad pensemos que cada Cξ tiene tamaño κ, debido a que las
fα están acotadas en κ y a la regularidad de κ. En L se descarta la
segunda posibilidad por inaccesibilidad de κ. Definamos g : κ → β
como g(α) = ξ para α ∈ Cξ y g(α) = 0 en otro caso. Como fρ es
constante en Cξ podemos encontrar h : κ→ κ7, [fρ] = [h ◦ g].

Corolario 2.3.17. Para cada ξ < κ+ podemos encontrar ρξ < κ
y una función gξ : κ → ρξ de tal manera que si h : κ → κ están
acotada y h ∈ Lξ entonces h ≤RK gξ.

Teorema 2.3.18. Si D es tal que,

∗∗∏
〈L(κ+)L ,∈〉/D '

L∏
α<κ

〈L(α+)L ,∈〉/D

y
|ωκD| < κ,

Entonces cf
(
(κ+)L

)
< κ.

Demostración. Sea ρ < κ arbitrario. Repetimos el argumento de la
sección anterior. Pensemos que cf(κ+)L > ρ. Sea x ∈

∏∗∗ L/D con∏∗∗ L/D |= x < [κ]+; por la docilidad débil podemos tomar wa ∈∏∗∗ L/D tal que
∏∗∗ L/D |= wa ⊂ La y cuando

∏∗∗ L/D |= b ∈ La,∏∗∗ L/D |= b ∈ wa cuando y solo cuando b ∈ U . Introducimos un
predicado para el principio combinatorio de la relación flecha; sea

F (n, x, y) si y solo si
∏∗∗ L/D |= n < ω ∧ x, y < [κ]+ ∧ (∀f)(∀k ≤

n)
(
(f : [t]k → 2 ∧ f ∈ Ly)→ (∃z ∈ wx)|f [[z]k]| = 1

)
y

G(n, y) cuando y solo cuando existe x < ([κ]+) con F (n, x, y).

En lo sucesivo n, n′ vaŕıan en ωE y x, x′, y, y′ sobre [κ]+. En seguida
vemos que

7Solo hagamos, para ξ ∈ g[Cζ ], h(ξ) = fρ(ζ) y como las fρ son costantes en cada Cζ esto
es una definición correcta.
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(a) F (n, x, y), y′ ≤ y, x ≤ x′ y n′ ≤ n implican F (n′, x′, y′).

(b) Si (∀y)G(n, y) tenemos (∀y)G(n+ 1, y).

(a) es inmediato de la definición y (b) se muestra con los argumentos
usuales8. Fijemos X = {n : (∀y)G(n, y)}.

Afirmación. X = ωE.
Prueba. Para llegar a una contradicción pensemos que X 6= ω.

Hagamos X ′ = ωE \X. Por (b) X no tiene un mayor elemento, aśı
que X ′ no posee un elemento menor. Para n ∈ X ′ sea yn un testigo
para ¬G(n, yn). Como ωE tiene tamaño a lo más ρ, mientras que
el teorema de  Loś asegura que [κ]+ tiene cofinalidad > ρ, entonces
podemos tomar y′ =

⋃
n∈X′ yn < [κ]+. Notemos que, por el inciso

(a), para n ∈ X ′ ocurre ¬G(n, y′). Analogamente, encontramos x′

tal que F (n, x′, y′) para n ∈ X. Aśı que X ′ = {n : ¬F (n, x′, y′)} y
como F está definida en

∏∗∗ L/D, existe Y ∈
∏∗∗ L/D con YE = X ′,

lo que se opone a∏∗∗ L/D |= cada conjunto de ordinales tiene un mı́nimo.

QED

Si tomamos y con
∏∗∗ L/D |= y < [κ]+ y xn, n < ωE, tales que

F (n, xn, y), podemos lograr
∏∗∗ L/D |= x =

⋃
n<ω xn < [κ]+ y por

tanto (∀y)(∃x)(∀n)P (n, x, y). Ahora
∏∗∗ L/D |= wa es ω1-completo,

por tanto
∏∗∗ L/D |= [κ]→ ([κ])<ω lo cual claramente contradice a∏∗∗ L/D |= V = L.

Teorema 2.3.19. (κ+)L < κ+

Demostración. Pensemos que (κ+)L = κ+. Entonces |ωκD| ≥ κ. Sean
η < κ y gγ : κ → η de tal forma que si f ∈ Lγ, existe h : κ → κ
con [f ] = [h ◦ gγ]. Aśı que {[f ] | f ∈ Lγ ∧ f : κ → ω}| ≤ (η+)L,
además por suposición (η+)L < κ+ = (κ+)L, aśı |ωκD| < κ, una
contradicción.

Teorema 2.3.20. Cuando κ posee un ultrafiltro (µ, κ)-irregular para
cada µ < κ que además es normal débil, existe 0].

8Igual que antes, se “codifica” f : [t]n+1 → 2 ∈ Lb en una g : [t]n → 2 ∈ Lb adecuada para
después encontrar el c ∈ wa, homogéneo para g, que también resulta homogéneo para f .
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Demostración. Como antes tomamos κ ≤ α < κ+ primitivo re-
cursivo cerrado y Rα ⊂ κ2, σα con σα : 〈κ,Rα〉 ' 〈Lα,∈〉. Sea
X = {α < κ+ | primitivo recursivo cerrado, Lα ≺ Lκ+∧α > (κ+)L};
por los resultados anteriores sabemos que (κ+)L < κ+, entonces X
es un club. Para cada α ∈ X hagamos

Bα = {ξ < κ | 〈ξ, Rα � ξ〉 ≺ 〈κ,Rα〉 ∧ σα[ξ] ∩ κ = ξ},

que de nuevo es un club. Para cada ξ ∈ Bα hacemos kξα : Lgα(ξ) ≺
Lκ+ , donde Lgα(ξ) es la condensación de 〈ξ, Rα � ξ〉 y gα(ξ) es el
estrato correspondiente; kξα(ξ) = κ y, como ya vimos, [gα] < [gβ]
para α < β ∈ X. Definamos U ξα ⊂ P(ξ) ∩ Lgα(ξ) como:

X ∈ U ξα cuando y solo cuando ξ ∈ kξα(X).

Afirmación (1). Si α = mı́nX. Se satisface lo siguiente

1. Y = {ζ < κ | gα(ζ) = (ζ+)L} ∈ D

2. Para f : κ→ κ con f(ξ) < |ξ|+ existe α ∈ X tal que [f ] ≤ [gα].

3. Para α < β, α, β ∈ X, podemos encontrar un club C con
C ∩ Y ⊂ {ξ < κ | U ξα = U ξβ}.

Prueba. 2 es la prueba de
∏∗〈Lκ+ ,∈〉/D '

∏
α<κ〈Lα+ ,∈〉/D.

Para ver 1 recordemos que (κ+)L < κ+, además∏∗〈Lκ+ ,∈〉/D '
∏

α<κ〈Lα+ ,∈〉/D.
y Lgα(ζ) ≺ Lκ+ .

Como

Lκ+ |= κ es el mayor cardinal.

tenemos

Lgα(ζ) |= ζ es el mayor cardinal.

Para ver 3, tomemos α, β como se requieren y hagamos

S = {ξ < κ | Lα ∩ σβ[{δ | δ < ξ}] = Lβ ∩ σβ[{δ | δ < ξ}]}

que es un club. Podemos encontrar un club C ⊂ S tal que

(ζ+)L < gα(ζ) < gβ(ζ) para ζ ∈ C ∩ Y .



Caṕıtulo 2. 0] 81

Lgβ(ξ) es el colapso de σβ[{δ | δ < ξ}]. Como todos los subconjuntos
de ξ en Lgβ(ξ) ya aparecieron en Lgα(ξ), para ξ ∈ C ∩ Y , tenemos

U ξβ = U ξα.

QED [1]

Por el inciso 3 podemos encontrar L-ultrafiltros Uξ ⊂ P(ξ) ∩ L
para cada ξ ∈ Y y un club Cα para α ∈ X con: X ∈ Uξ ↔ ξ ∈
kξα(X). Para obtener 0] es suficiente ver lo siguiente

Afirmación (2). Existe ξ ∈ Y con
∏L
Uξ L bien fundado.

prueba. Pensemos que no es el caso. Entonces para cada ξ ∈ Y
podemos encontrar f ξn : ξ → Or, f ξn ∈ Lϑ(ξ) tales que, para n < ω,

[f ξn+1]ξ < [f ξn]ξ, donde [·]ξ es la clase de equivalencia correspondiente
al ultrafiltro Uξ. Sean Mξ ≺ Lϑ(ξ) la estructura generada por ξ ∪
{f ξn | n < ω} y sea β < |ξ|+ con Mξ ' Lβ. Podemos pensar que
f ξn : ξ → |ξ|+. Sea f : κ → κ con f(ξ) < |ξ|+ y además para
ξ, n f ξn ∈ Lf(ξ), f(ξ) > (ξ+)L. Sea α ∈ X con f(ζ) < gα(ζ) para
ζ ∈ C ∩ Y donde C es un club adecuado. Si tomamos ζ ∈ C ∩ Y
logramos

kξα(f ξ0 )(ξ) > kξα(f ξ1 )(ξ) > ... > kξα(f ξn)(ξ) > kξα(f ξn+1)(ξ) > ...

la cual es una cadena decreciente de ordinales en Lκ+ y que clara-
mente no puede ser el caso.

QED [2]

Corolario 2.3.21. Si D es un ultrafiltro (κ, κ+)-irregular en κ+,
entonces existe 0].

Demostración. Por el corolario 1.3.15. podemos pensar que D es
normal débil. Además es (γ, κ+)-irregular para cada γ < κ+. Por
tanto existe 0].

2.4. Más de 0].

Los resultados de esta sección son debidos a Jensen y Koppelberg
[6].
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Antes de proceder listamos algunas consecuencias claves de la
negación de la existencia de 0].

Teorema 2.4.1. Supóngase ¬0]. Sea ω < cf(β) < |β|. Entonces

(a) β no es regular en L.

(b) Si existen τ < β arbitrariamente grandes con τ regular en L y
cf(τ) > ω, entonces cf((β+)L) ≥ |β|.

Demostración. Sea X ⊂ β cofinal en β con |X| = cf(β). Sea Y ⊃ X,
con Y ∈ P(β)∩L y |Y | = |X|+ℵ1. Entonces |Y | < β y supY = β,
aśı que (β es singular)L.

En una sección anterior ya usamos (a); (b) solo se enuncia por
afán de completud. Una consecuencia satisfactoria es que, cuando
¬0], entonces �β: Existen conjuntos Cλ (ω ≤ cf(λ) < β) con

Cλ es cerrado en λ,

Si Cλ está acotado en λ, entonces cf(λ) = ω,

otp(Cλ) < β,

Para τ ∈ Cλ, se tiene Cτ = τ ∩ Cλ.

esto para cualquier β singular:

Teorema 2.4.2. Téngase cierto ¬0]. Dado β cardinal singular, exis-
ten conjuntos Cλ (ω ≤ cf(λ) < β) con

(a) Cλ es cerrado en λ

(b) Si Cλ está acotado en λ, entonces cf(λ) = ω

(c) otp(Cλ) < β

(d) Para τ ∈ Cλ, se tiene Cτ = τ ∩ Cλ.

Demostración. Ya sabemos que bajo V = L, podemos encontrar
una sucesión 〈Cλ | ω ≤ cf(λ) < λ〉 que satisface (a), (b), (d) y:

(c’) otp(Cλ) < λ.

Prikry y Solovay, [19] después mostraron que esto implica la exis-
tencia de una sucesión 〈Cλ | ω ≤ cf(λ) < β〉 que satisface (a)− (d):

En efecto, sea 〈Cλ | ω ≤ cf(λ) < λ〉 que satisface (a), (b), (d)
y (c′). Se puede pensar sin pérdida de generalidad que C ′λ ⊂ λ \ β
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para λ > β. Def́ınase una nueva sucesión 〈C ′λ | ω ≤ cf(λ) < β〉
de la siguiente forma: sea C ′β ⊂ β arbitrario con supC ′β = β y
otp(C ′β) = cf(β). Para λ ∈ C ′β tómese: C ′λ = λ ∩ C ′β. Para otras
λ < β sea γ = sup(C ′β ∩λ) y fijemos: C ′λ = {δ < λ | lim(δ)∧ δ > γ}.
Para λ > β def́ınase C ′λ por inducción sobre λ de la siguiente manera:
si ¬ ĺım(otp(Cλ)), hágase: C ′λ = ∅; en otro caso C ′λ = hλ”C

′
otp(Cλ)

(donde hλ : otp(Cλ)→ Cλ es una enumeración monótona).
En seguida, sea 〈Cλ | ω ≤ (cf(λ))L < β〉 que satisface (a) −

(d) en L. Debemos definir Cλ en el caso: cf(λ) < β ≤ (cf(λ))L.
Fijemos τ = (cf(λ))L. Entonces τ es regular en L, y como β es
singular, cf(τ) < β ≤ |τ |. De donde se sigue que cf(τ) = cf(λ) = ω,
debido a que si cf(τ) < ω, entonces τ es singular en V y por el
teorema anterior (τ es singular)L, lo cual no es el caso. Aśı, se puede
completar la suceción fijando Cλ = ∅ para todas las λ nuevas.

Definición. 〈Cλ | lim(λ), λ < β+〉 se dice una �β-sucesión si satis-
face (a)− (d).

�β es la afirmación: existe una �β-sucesión.

Corolario 2.4.3. Suponga ¬0]. Entonces �β se cumple para cada
cardinal singular β.

Corolario 2.4.4. Si ¬0], para β cardinal singular y τ < β regular
existe S con

1. S ⊂ {ρ < β+ | cf(ρ) = τ},

2. S es estacionario en β+,

3. S ∩ α no es estacionario en α, para α < β.

Aún más, existe una �β-sucesión 〈Cλ〉 con Cλ ∩ S = ∅, λ < β+.

Demostración. Sea X = {ρ < β+ | cf(ρ) = τ}. Tomemos una �β-
sucesión 〈Cλ〉. Partimos X en β pedazos con:

Xν = {ρ ∈ X | otp(Cρ) = ν} (ν < β).

Como X es estacionario, alguno de los Xν debe serlo. Sea S = Xν .
Def́ınase una nueva �β-sucesión 〈C ′λ〉, de la siguiente forma:

C ′λ =

{
Cλ si otp(Cλ) ≤ ν

Cλ \ (γλ + 1) en otro caso,

donde γλ ∈ Cλ es tal que otp(Cγλ) = ν. Y C ′λ ∩ S = ∅, porque
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α ∈ C ′λ ∩ S implica otp(Cα) = ν y α ∈ Cλ \ γλ + 1
pero Cα = α ∩ Cλ a su vez implica

otp(α ∩ Cλ) ≥ ν + 1, ya que α > γλ + 1 y α ∈ Cλ
y ese no es el caso, por lo tanto S ∩ C ′λ = ∅. Cuando C ′λ = Cλ es
inmediato.

2.4.1. Regularidad.

Como vimos en la demostración del lema 1.3.9, (γ, κ)-regularidad
es equivalente a la existencia de una sucesión 〈uξ | ξ < κ〉 tal que
uξ ⊂ κ, |uξ| < γ y {ξ < κ | α ∈ uν} ∈ U , para α < κ.

En lo sucesivo nos referiremos a 〈uξ | ξ < κ〉 como una sucesión
regular siempre que uξ ⊂ κ ∧ ∀α < κ{ξ < κ | α ∈ uξ} ∈ U .

A partir de aqúı suponemos que κ es un cardinal regular y U un
ultrafiltro uniforme sobre κ.

Teorema 2.4.5 (V = L). Sea U un ultrafiltro (γ+, κ)-regular. En-
tonces U es (γ, κ)-regular.

Demostración. Recordemos el principio de (κ, δ)-Kurepa:

HKκδ Existe una familia B ⊂ P(κ) tal que para u ⊂ κ, si ω ≤ |u| < δ
entonces |B � u| = |u|, donde B � u = {b ∩ u | b ∈ B}.

HK∗κδ es similar a HKκδ pero se pide que B sea casi ajeno en κ.
En [5] se muestra que bajo V = L, HK∗κδ se cumple para δ < κ. Por
lo cual es suficiente mostrar:

Lema 2.4.6 (Benda). Si HK∗κ,γ+ y U es (γ+, κ)-regular, entonces

también es (γ, κ)-regular.

Prueba del lema. Sea uν ⊂ κ con {ν < κ | τ ∈ uν} ∈ U para τ <
κ, sin pérdida de generalidad podemos pensar que |uν | = γ, porque
si tenemos κ sub́ındices con |uν | < γ el teorema queda probado; si
tenemos menos de κ de ellos, nos quedamos con los que satisfacen
lo que deseamos. Para cada ν, sea 〈bνi | i < γ〉 una enumeración de
B � uν . Para b ∈ B definamos una aplicación fb : κ→ γ como:

fb(ν) = i donde b ∩ uν = bνi .

Luego, las fb son distintas en
∏
U γ, ya que para η ∈ b+b′9, si η ∈ uν

entonces fb(ν) 6= fb′(ν), porque pensando, sin perder la generalidad,

9Aqúı, X + Y = {u | (u ∈ X ∧ u /∈ Y ) ∨ (u /∈ X ∧ u ∈ Y )}
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que η ∈ b ∧ η /∈ b′ y η ∈ uν , resulta que η ∈ b ∩ uν = bνj , pero
η /∈ b′ ∩ uν = bνi , aśı que forzosamente i 6= j. Por el teorema de  Loś

〈
∏
U

γ,<〉 es un orden lineal.

Alguna fb∗ tiene al menos κ predecesores entre los fb en
∏
U γ. Sea

fbτ (τ < κ) distintos con fbτ < fb∗ en
∏
U γ. Como B es casi ajeno

podemos escoger δτ con δτ ∈ bτ + bξ para ξ < τ . Fijemos: vν = {τ |
δτ ∈ uν ∧ fbτ (ν) < fb∗(ν)}. Dado que

{ν < κ | τ ∈ vν} = {ν < κ | δτ ∈ uν ∧ fbτ (ν) < fb∗(ν)}
= {ν < κ | δτ ∈ uν} ∩ {ν < κ | fbτ (ν) < fb∗(ν)}.

Y el conjunto {ν < κ | δτ ∈ uν} ∈ U , por regularidad y {ν < κ |
fbτ (ν) < fb∗(ν)} ∈ U , por elección de las bτ . Además, |vν | < γ, ya
que si τ, τ ′ ∈ vν entonces fbτ (ν) 6= fb′τ (ν) y

fbτ (ν), fb′τ (ν) < fb∗(ν) < γ.

Por elección de las fb.

Nótese que HK∗ solo se usó para obtener conjuntos de tamaño
γ y para obtener δξ adecuado. Para κ = γ+ esto es equivalente la
hipótesis de Kurepa HKγ+ . Aśı llegamos a la formulación usual del
teorema de Benda: si U es un ultrafiltro uniforme sobre γ+ y HKγ+

se cumple, entonces U es (γ, γ+)-regular.
En la sección anterior vimos que si U es un ultrafiltro no (γ, γ+)-

regular sobre γ+, entonces γ+ resulta ser inefable en L. Daremos
una prueba más directa, con un plan simple: pensamos que no es
inefable y se hace una prueba semejante a la de HKκ.

Teorema 2.4.7 (Ketonen). Para κ = γ+, supóngase que U no es
(γ, κ)-regular. Entonces κ es inefable completo en L.

Demostración. Supongamos que no es inefable completo en L. En-
tonces para cualquier familia de estacionarios E ⊂ P(κ)∩L existen
una sucesión 〈Sα | α < κ〉 y X ∈ E que son contraejemplos a la inefa-
bilidad completa en L (i.e. no existe S ⊂ κ con {α ∈ X | S∩α = Sα}
estacionario en L). Sean X ∈ E , 〈Sα〉α<κ los <L-menores testigos.
Sabemos que X, 〈Sα〉α<κ ∈ L, además cada Sα ⊂ α también es
elemento de L.
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Sean u = ct({Sα}), µ un cardinal regular µ > α con u ⊂ Lµ
y 〈X,∈〉 ≺ 〈Lµ,∈〉 tal que u ⊂ X y |X| ≤ α < κ. Por conden-
sación podemos encontrar λ ≤ µ y π : 〈X,∈〉 ' 〈Lλ,∈〉 donde
π � u = id � u, más, π(Sα) = Sα, de donde que Sα ∈ Lκ+ . Bajo este
mismo razonamiento podemos mostrar que 〈Sα | α < κ〉, X ∈ Lκ+ .
Concluimos que X, 〈Sα〉α<κ son Lκ+-definibles en el parámetro κ.

Definamos modelos Mν (ν < κ) como:

Mν = la menor M≺ Lκ tal que ν ∈M y X∩ν, 〈Sτ | τ ≤ ν〉 ∈ M.

Luego |Mν | ≤ γ, debido a que κ = γ+. Sea E = {τ : κ < τ < κ+ ∧
Lτ ≺ Lκ+}. Este conjunto es un club en κ+ y como Lτ |= ZF−, cada
τ ∈ E es primitivo recursivo cerrado. Sabemos que Lκ+ |= ZF−, por
tanto podemos encontrar una aplicación de pτ : κ� τ , para τ ∈ E.
Sean

A′τ = {Γ(ξ, ζ, 0) | pτ (ξ) < pτ (ζ)},
A′′τ = {Γ(ξ, ζ, 1) | pτ (ζ) ∈ E → ξ ∈ A′pτ (ζ)},
Aτ = A′τ ∪ A′′τ ,
Nτ = 〈Lτ [Aτ ], Aτ 〉.

Notemos que

Nτ |= κ es el mayor cardinal.

Sean sτ : κ → Lτ [Aτ ] la <Lκ+ -menor función sobreyectiva y
N τ
β = sτ [β] para β ≤ τ . Definimos Cτ = {β < κ | N τ

β ∩ κ =
β ∧N τ

β = 〈N τ
β ,∈, Aτ ∩N τ

β 〉 ≺ Nτ}.

1 Cτ es un club en κ.

Prueba. Probamos que {α < κ | N τ
α ∩ κ = α}, {α < κ | 〈N τ

α ,∈
, Aτ ∩ N τ

α〉 ≺ Nτ} son clubes. Primero {α < κ | N τ
α ∩ κ = α}

es cerrado porque si 〈αn | n < ω〉 es una sucesión de elementos
de dicho conjunto tenemos que

⋃
n<ω αn = α es tal que Xτ

α ∩ κ =
sτ [
⋃
n<ω αn] ∩ κ =

⋃
n<ω(sτ [αn] ∩ κ) =

⋃
n<ω αn = α. Para ver que

no está acotado definimos g : κ→ κ como

g(α) = sup(N τ
α ∩ κ).

note que para α con N τ
α∩κ = α se deduce g(α) = supα = α; además

g es cofinal y no decreciente porque para ξ < κ, como κ ⊂ Lτ [Aτ ]
entonces existe ζ < κ con ξ = sτ (ζ) y por tanto ξ < g(β) para algún
β > ζ. Para ver que no es decreciente es suficiente notar que ξ < ζ
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implica sτ [ξ] ⊂ sτ [ζ]. Por tanto tiene κ puntos fijos, esto prueba que
no está acotado.
{α < κ | 〈N τ

α ,∈, Aτ ∩N τ
α〉 ≺ Nτ} es cerrado porque si 〈α〉n<ω es

una sucesión creciente cuyos términos son elementos de dicho con-
junto, tenemos que N τ

αn ≺ N
τ
αn+1

≺ Nτ y por el teorema de unión
(2.4.11)

⋃
n<ωN τ

β ≺ Nτ . Para ver que no está acotado tomemos
ξ < κ y consideremos, en Lκ+ , la menorM≺ Nτ con ξ ∈M. Como
ξ < κ tenemos |M | < κ y sin pérdida de generalidad suponemos que
M∈ Lτ [Aτ ] aśı que existe ζ < κ con sτ [ζ] =M. QED

Además notemos que N τ
α es único.

2 Si α < α′, α, α ∈ Cτ , entonces N τ
α ≺ N τ

α′

Prueba. Sean ~y ∈ N τ
α y ϕ tales que

N τ
α′ |= (∃x)ϕ(x, ~y)

entonces
Nτ |= (∃x)ϕ(x, ~y),

concluimos
N τ
α |= (∃x)ϕ(x, ~y).

QED

3 Si τ ′ < τ , τ ′ ∈ E ∩N τ
α , entonces α ∈ Cτ ′ .

Prueba. Notemos que

N τ
α ≺ Nτ , sτ es Nτ -definible.

Dado que τ, τ ′ ∈ E, Lτ ′ ≺ Lτ y por definición de Aτ ′ ⊂ Aτ obtene-
mos Nτ ′ ≺ Nτ . Por lo cual podemos definir sτ ′ en Nτ ′ , además

sτ ′ [α] ≺ Nτ ′ , sτ ′ [α] ∩ κ = α.

QED

Definamos
N̄ τ
α = 〈Lβτα [Aτ ∩ α], Aτ ∩ α〉,

y
πτα : N̄ τ

α ≺ Nτ
como:

πτα : N̄ τ
α ' N τ

α
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donde N̄ τ
α es transitivo. Nótese que al colapsar N τ

α obtenemos un
predicado Āτ = πτα[Aτ ∩ N τ

α ]. Pero πτα[Aτ ∩ N τ
α ] = Aτ ∩ α ya que,

al ser κ un cardinal Γ(ξ, ζ, 0),Γ(ξ, ζ, 1) < κ, aśı que Aτ ⊂ κ. Ahora
πτα � α = id � α, ya que α ⊂ N τ

α es transitivo. Sea Āτ = πατ [Aτ ∩N τ
α ];

por tanto N̄ τ
α = 〈Lβτα [Āτ ], Āτ 〉. Pero como Aτ ⊂ κ, Aτ ∩ N τ

α =
Aτ ∩ κ ∩N τ

α = Aτ ∩ α, de lo cual Āτ = πτα[Aτ ∩ α]. Afirmamos que
Āτ = Aτ ∩ α porque cuando tomamos x ∈ Āτ , podemos encontrar
y ∈ Aτ ∩ α tal que πτα(y) = x, pero πτα es la identidad en α de
donde πτα(y) = x = y y x ∈ Aτ ∩ α. Ahora para x ∈ Aτ ∩ α
ocurre (πατ )−1(x) = y para alguna y ∈ Āτ , e igual que antes πτα(y) =
x = y. Entonces N̄ τ

α = 〈Lβτα [Aτ ∩ α], Aτ ∩ α〉 es de hecho nuestra
condensación.

Para α ≤ α′ hagamos:

πταα′ = (πτα′)
−1πτα

que forma un sistema dirigido porque πταα = (πτα)−1πτα = id. Luego
si α ≤ β ≤ δ, πτβδ ◦ πταβ = (πτδ )−1πτβ ◦ (πτβ)−1πτα = (πτδ )−1 ◦ πτα =
πταδ. Entonces 〈Nτ , 〈πτα〉α∈Cτ 〉 es el ĺımite directo del sistema dirigido
〈N̄ τ

α , 〈πτα,α′〉α≤α′∈Cτ 〉. Por (3) tenemos:

4 Si τ ′ ∈ ran(πτα), entonces

1. τ ′ = πτα(βτ
′
α )

2. πτ
′
α = πτα � N̄ τ ′

α .

4 es consecuencia directa de que 〈Nτ , 〈πτα〉α∈Cτ 〉 es el ĺımite
directo.

Nótese el hecho clave:

Hecho. Si α ≤ ν, α ∈ Cτ , entonces P(α) ∩Mν 6⊂ Lβτα .

Prueba. Sea S = Sα. Afirmamos: S /∈ Lβτα . Supóngase que no. Es
claro que:

(πτα � Lβτα) : Lβτα ≺ Lκ+

y πτα(α) = κ. Ya que 〈Sξ | ξ < κ〉 es Lκ+-definible en κ, tenemos:

πτα(〈Sξ | ξ < α〉) = 〈Sξ | ξ < κ〉.

Consideramos dos casos:
Caso 1 {ξ ∈ X ∩ α | Sξ = Sα ∩ ξ} es estacionario en Lβτα . Entonces
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{ξ ∈ X | Sξ = πτα(S) ∩ ξ} es estacionario en Lκ+ . ¡Contradicción!
Caso 2 El caso 1 falla. Por lo cual podemos encontrar un club C ⊂ α
tal que C ∈ Lβτα y Sξ 6= S ∩ ξ, ξ ∈ C. Entonces Sξ 6= πτα(S)∩ ξ para
ξ ∈ πτα(C). Pero α ∈ πτα(C) y Sα = α∩πτα(S). ¡Contradicción! QED
Mν es un segmento inicial de L, es decir algún Lρ. Por lo cual:

5 Si α ∈ Cτ ∩ ν, entonces βτα ∈Mν .

Ahora definimos ordinales α̃ = α̃τν , β̃ = βτν , µ = µτν para ν <
κ,Cτ ∩ ν 6= ∅ como:

α̃ = supCτ ∩ ν; β̃ = βτα̃; µ = Γ(α̃, β̃).

Entonces µτν ∈Mν por (5), Mν ≺ Lκ+ . Pero:

6 Si τ ′ < τ , α ∈ Cτ ∩ ν, τ ′ ∈ ran(πτα), entonces µτν 6= µτ
′
ν .

Prueba. Si α̃τ
′
ν 6= α̃τν , entonces es trivial. Si no, entonces por (4)

β̃τ
′
ν < β̃τν . QED

Ahora definamos fτ : κ→ κ como:

fτ (ν) =

{
µτν si Cτ ∩ ν 6= ∅
0 de lo contrario.

Se tiene que fτ (ν) ∈ Mν . Ya que |Mν | ≤ γ, podemos tomar una
aplicación 1− 1 hν : Mν → γ y fijemos: f̄τ = hνfτ .

Los f̄τ son distintos en
∏
U γ, ya que si τ ′ < τ , α ∈ Cτ , τ

′ ∈
ran(πτα), se sigue que α < ν → f̄τ ′(ν) 6= f̄τ (ν). Además hay κ+ =
γ++ de ellos: para algún f̄τ∗ que tiene al menos κ predecesores en∏
U γ. Sean f̄τξ (ξ < κ) predecesores de f̄τ∗ en

∏
U γ. Escójase α0 ∈

Cτ0 arbitrario y αξ ∈ Cτξ que satisfaga τξ ∈ ran(π
τζ
αζ), para ξ < ζ,

aún más αξ 6= αζ para ζ 6= ξ. Hagamos:

vν = {ξ < κ | αξ < ν ∧ f̄τξ(ν) < f̄τ∗(ν)}

donde ν < κ. Entonces 〈vν〉ν<κ es una sucesión regular tal que |vν | <
γ con el mismo argumento que antes y

{ν < κ | ξ ∈ vν} = {ν < κ | αξ < ν ∧ f̄τξ(ν) < f̄τ∗(ν)} =

{ν < κ | αξ < ν} ∩ {ν < κ | f̄τξ(ν) < f̄τ∗(ν)} =

[αξ + 1, κ) ∩ {ν < κ | f̄τξ(ν) < f̄τ∗(ν)}
y estos dos últimos conjuntos son elementos de U . Aśı que {ν < κ |
ξ ∈ vν} ∈ U . ¡Contradicción!
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Teorema 2.4.8. Pensemos que 2
κ
^ = κ. Sea γ < κ y U un ultra-

filtro (γ+, κ)-regular pero no (γ, κ)-regular. Entonces κ es inefable
completo en L.

Demostración. Supongamos que κ no es inefable completo en L,

sean 〈Sα | α < κ〉, X como en la prueba anterior. Como 2
κ
^ = κ

y |Hκ| = 2
κ
^ podemos tomar una enumeración 〈xξ | ξ < κ〉 donde

|ct(xξ)| < κ para cada ξ < κ. Para cada ξ < κ fijamos bξ una
biyección entre ct(xξ) y su cardinalidad κξ. Definimos un orden Rξ

en κξ con la prescripción

ηRξδ si y solo si b
−1
ξ (η) ∈ b−1

ξ (δ).

Ya que ct(xξ) es transitivo, Rξ está bien fundada en κξ. Hacemos

U = {(β, η, δ) | xη ∈ Hκ ∧ βRηδ}, B = Γ[U ] ⊂ κ,

donde Γ : κ3 ↔ κ es la función de Gödel.

Hecho. Hκ = Lκ[B].

Prueba. Sea α < κ. Como Lα[B] es transitivo ct(Lα[B]) = Lα[B]
y |Lα[B]| = |α|+ ℵ0 < κ. Aśı que Lα[B] ⊂ Hκ para toda α < κ.

Para ver la inclusión inversa sea z ∈ Hκ. Entonces z = xα para
alguna α < κ. Sea µ < κ un ordinal primitivo recursivo cerrado con

Γ[{(η, β, δ) | ηRβδ}] ⊂ µ.

Notemos que (κβ, Rβ) es Lκ[B]-definible en el parámetro β y Γ �
µ3 ∈ Lκ[B], aśı que

Lκ[B] |= (∃u)u = (κβ, Rβ).

Debido a que Lκ[B] es primitivo recursivo cerrado en B, pode-
mos definir el colapso de Mostowski en Lκ[B] y obtener el colap-
so de (κβ, Rβ) en Lκ[B]. Por unicidad del colapso deducimos que
(ct({ξβ}),∈) ∈ Lκ[B] y por ende ξβ ∈ Lκ[B]. QED

Sea 〈uν | ν < κ〉 una sucesión regular para U y como antes
podemos pensar que |uν | = γ. Fijemos:

Mν = el menor M≺ 〈Hκ, B〉 tal que uν ∪ {uν} ∈M y
X ∩ sup(uν), 〈Sα | α ≤ sup(uν) ∩X〉 ∈M .

Entonces |Mν | = γ. Mν no es necesariamente transitivo. Además
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Hecho. otp(uν) ⊂Mν , otp(uν) ∈Mν y h ∈Mν , donde h : otp(uν)→
uν es la enumeración monótona de uν

Prueba Por definición uν ∈Mν y si ξ ∈Mν ∩Or es tal que existe
una función h : ξ ↔ uν entonces ξ < κ, h ⊂ ξ × uν , de donde se
sigue que |h| < κ, h ∈ Lκ[B]; luego

Lκ[B] |= (∃h)(h es la enumeración monótona de uν)

por lo que h, ξ ∈Mν . De hecho ξ ⊂Mν ya que ξ es punto ĺımite de
uν y

Lκ[B] |= (∀f)(Fun(f) ∧ dom(f) ∈ Or ∧ ran(f) ⊂ uν ∧ (ξ < ζ →
f(ξ) < f(ζ))

→ (∃ρ)
⋃
ran(f) = ρ).

Dicha expresión tiene parámetros en Mν y se satisface lo mismo, aśı
que los puntos ĺımites de uν son elementos de Mν .QED

Por lo cual todos los puntos ĺımite de uν también son elementos de
Mν . Def́ınase E y pτ , para τ ∈ E, como anteriormente10 y definamos
Aτ haciendo A∗τ = {Γ(ξ, ζ, 0) | pτ (ξ) < pτ (ζ)} ∪ {Γ(ξ, ζ, 1) | pτ (ζ) ∈
E → ξ ∈ Apτ (ζ)}, luego fijamos:

Aτ = {Γ(ν, 0) | ν ∈ A∗τ} ∪ {Γ(ν, 1) | ν ∈ B}.

Como κ es un cardinal Aτ ⊂ κ. Repetimos las definiciones de Nτ ,
sτ , Cτ , N τ

α , βτα, N̄ τ
α , πτα, πταα′ :

Nτ = 〈Lτ [Aτ ], Aτ 〉,

Cτ = {β < κ | N τ
β ∩ κ = β ∧N τ

β = 〈N τ
β ,∈, Aτ ∩N τ

β 〉 ≺ Nτ},

N τ
α el único ≺ Nτ , tal que κ ∩N = α,

N̄ τ
α = 〈Lβτα [Aτ ∩ α], Aτ ∩ α〉 (entonces βτα es el ı́ndice otorgado

por el colapso),

πτα : N̄ τ
α ' N τ

α y

πταα′ = (πτα′)
−1πτα, para α ≤ α′ ∈ Cτ .

Las observaciones (1)-(4) se siguen de la misma forma que en el
teorema pasado. Notemos:

10E = {τ < κ+ | κ < τ ∧ Lτ ≺ Lκ+}, pτ : κ� τ
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8.1 〈N̄ τ
α′ | α′ ≤ α〉, 〈πτα′α | α′ ≤ α〉 son uniformemente defini-

bles a partir de N̄ τ
α ; de hecho la definición se puede hacer en

cualquier ZF−-modelo, porque los estratos Lν [A] son absolutos
entre ZF−-modelos.

Para cualquier ZF−-modelo M, sea: ML = {x | M |= x ∈ L}.
Entonces

Hecho. ML
ν ≺ Lκ y ML

ν = L ∩Mν .

Prueba. Por definición

ML
ν = {x ∈Mν | Mν |= x ∈ L}

Para ρ < κ tenemos LMν
ρ ⊂ Lρ por tanto ML

ν ⊂ Lκ. Veamos que
Lκ ≺LTC Lκ[B] donde LTC = {=,∈} es el lenguaje de teoŕıa de
conjuntos. Para este fin tomamos ~y ∈ Lκ y ϕ con

Lκ[B] |= (∃y)ϕ(y, ~x)

se deduce que y es definible en términos de conjuntos definibles ~x,
por lo cual

Lκ |= (∃y)ϕ(y, ~x).

Para probar el hecho fijamos ~x ∈Mν y ϕ tales que

Lκ |= (∃y)ϕ(y, ~x).

Dado que ML
ν ⊂ Lκ ⊂ Lκ[B] y Lκ ≺LTC Lκ[B], se desprende

Lκ[B] |= (∃y)ϕ(y, ~x),

pero Mν ≺ Lκ[B], de lo cual obtenemos

Mν |= (∃y)ϕ(y, ~x),

e y es definible en términos de ~x por lo cual y ∈ ML
ν . Para mostrar

que ML
ν =Mν ∩ L definimos MLα

ν = {x ∈ Mν | Mν |= x ∈ Lα} y
procedemos por inducción en α < κ. Para α = 0, resulta {x ∈Mν |
Mν |= x ∈ Lα} = ∅ =Mν∩∅. Cuando α = ρ+1 yMLρ

ν = Lρ∩Mν ,
al tomar z ∈MLα

ν tenemos

z ∈Mν , Mν |= z ∈ Lα
pero Lα = Def(Lρ,∈), LMν

ρ ⊂ Lρ∩Mν por lo cual Def(Lρ,∈) ⊂ Lα
implica z ∈ Lα ∩Mν . La otra inclusión es debido a que

Mν |= z ∈ Lρ → z ∈ Lα.
QED
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Hecho. Sea α ≤ supuν ∩X, α ∈ Cτ ∩Mν . Entonces P(α)∩ML
ν 6⊂

Lβτα .

Procedemos como en el teorema 2.4.7. Sea S = Sα /∈ Lβτα ; tene-
mos

(πτα � Lβτα) : Lβτα ≺ Lκ+

y πτα(α) = κ. Debido a que 〈Sξ | ξ < κ〉 es Lκ+-definible en κ,
obtenemos:

πτα(〈Sξ | ξ < α〉) = 〈Sξ | ξ < κ〉.
Pensamos que S ∈ Lβτα y procedemos por dos casos:
Caso 1 {ξ < α ∩X | Sξ = Sα ∩ ξ} es estacionario en Lβτα . Entonces
{ξ ∈ X | Sξ = πτα(S) ∩ ξ} es estacionario en Lκ+ . ¡Contradicción!

Caso 2 El caso 1 falla. Por lo cual podemos encontrar un club
C ⊂ α tal que C ∈ Lβτα y Sξ 6= S∩ξ, ξ ∈ C. Entonces Sξ 6= πτα(S)∩ξ
para ξ ∈ πτα(C). Pero α ∈ πτα(C) y Sα = α ∩ πτα(S). ¡Contradicción!
Como ambos generan una contradicción entonces S /∈ Lβτα .

Ya que Lκ[B] = Hκ, existe una función h que es 〈Hκ, B〉-definible
y h : Hκ ↔ κ, debido a que la hay entre κ y Lκ[B]. Para α ∈ Cτ
definimos:

δτα = Γ(βτα, h(Aτ ∩ α)).

Sea: Dτ = {δτα | α ∈ Cτ}. Para Dτ ∩ uν 6= ∅, definimos α̃ = α̃τν ,

β̃ = β̃τν como:

α̃ = sup{α | δτα ∈ uν}
β̃ = βτα̃

La intención es definir µτν (Dτ ∩ uν 6= ∅) que satisfaga un análogo
a (6) en el teorema anterior. Claramente α̃ ∈ Mν , ya que δτα̃ ∈ Mν

o en otro caso α̃ es un punto ĺımite de uν . Desafortunadamente no
sabemos si β̃ ∈Mν ; esto complicará la definición de µτν .

Definimos µτν , por casos, de la siguiente forma:

Caso 1 β̃τν ∈Mν . Sea

µτν = Γ(α̃τν , β̃
τ
ν , 0)

igual que antes.
Caso 2 El caso 1 falla. Entonces α̃ es un punto ĺımite de Dτ ∩uν .

De no ser este el caso, α̃ es tal que δτα̃ ∈ uν ∩ Dτ , α̃ ∈ Cτ . Por
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definición δτα̃ = Γ(βτα̃, h(Aτ ∩ α)) ≥ βτα̃ por tanto βτα̃ ∈ Mν . Como
α̃ = sup{α | δτα ∈ uν}, entonces α̃ es punto ĺımite de Cτ ya que si
α < α′, α, α′ ∈ Cτ tenemos: α < βτα < δτα < α′, porque α < βτα es
inmediato por definición de βτα y βτα < Γ(βτα, h(Aτ ∩α)) = δτα y como
Aτ se construyó de tal forma que codifique a B obtenemos δτα < α′.

Por (8.1) se sigue que N̄ τ
α , π

τ
α,α′ ∈ Mν para α ≤ α′, α, α′ ∈ α̃ ∩

Cτ ∩Mν . En lo siguiente suprimimos los supeŕındices τ , escribiendo
παα′ por πταα′ y demás. Sea σν : M̄ν 'Mν , donde M̄ν es transitivo.
Fijemos

N ∗α = σ−1
ν (N̄α), π∗αα′ = σ−1

ν (παα′)

para α ≤ α′, α, α′ ∈ α̃ ∩ Cτ ∩Mν . Entonces π∗αα′ : N ∗α ≺ N ∗α′ .
Sea 〈N ∗, 〈π∗α〉〉 el ĺımite directo de 〈〈N ∗α〉, 〈π∗αα′〉α≤α′〉. Definamos

un encaje σ∗ : N ∗ ≺ N̄α̃ como:

N ∗α N ∗

N̄α N̄α̃

π∗α

σν�N ∗α σ∗

παα̃

Es decir, para [x, α] ∈ N ∗ obtenemos σν(x) ∈ N̄ τ
α , aśı que παα̃(σν(x)) ∈

N̄ τ
α̃ ; concluimos que σ∗(x) = παα̃(σν(x)). Entonces N ∗ está bien

fundado y podemos tomarlo como un ∈-modelo transitivo; si no lo
fuera y tomamos un testigo de esto xi, es decir xi+1εxi – donde ε
es la pertenencia– entonces σ∗(xi+1) ∈ σ∗(xi), pero N̄α̃ śı está bien
fundando, una contradicción. Fijemos: α∗ = σ−1

ν (α̃), β∗ = β∗τν =
Or∩N∗. Se sigue que si X ∈ M̄L

ν ∩Lβ∗ y X ⊂ α∗, entonces σν(X) =
σ∗(X). Para ver esto, notemos que X ⊂ α∗ implica σν(X) ⊂ α̃
además σ∗(X) = παα̃(σν(X)), por lo que σν(X) ∈ N̄ τ

α . Por defini-
ción de παα̃, παα̃(σν(X)) = (πα̃)−1πα(σν(X)), como πα̃ � α̃ = id � α̃
concluimos παα̃(σν(X)) = σν(X). Además β∗ ∈ ML

ν , porque si este
no fuera el caso, ML

ν ⊂ Lβ∗ y σ∗σ−1
ν [P(α̃)]∩Mν = P(α̃)∩Mν ⊂ Lβ̃.

De esto se concluye que P(α̃) ∩ ML
ν ⊂ Lβ̃, esto contradice que

P(α) ∩ML
ν 6⊂ Lβτα .

Luego hacemos:
β′ = β′τν = σ−1

ν (β∗),

µτν = Γ(α̃, β′, 1)

8.2 Sea τ ′ < τ , α ∈ Cτ de tal forma que τ ′ ∈ ran(πτα) y δ ∈ uν . Si
µτ
′

está definida, entonces µτν 6= µτ
′
ν .
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Prueba Tenemos varios casos según la construcción de β̃: Si
α̃τ 6= α̃τ

′
, es trivial. Para los siguientes pasos pensemos α̃τ =

α̃τ
′
= α̃.

• Si β̃τ , β̃τ
′ ∈Mν , entonces β̃τ 6= β̃τ

′
, por definición de los β̃

y por tanto µτν 6= µτ
′
ν .

• Si β̃τ ∈ Mν 6↔ β̃τ
′ ∈ Mν , la afirmación resulta trivial

porque µτν = Γ(α̃, β̃, 0) 6= Γ(α̃, β′, 1) = µτ
′
ν , o viceversa.

• Ahora, cuando β̃τ , β̃τ
′
/∈ Mν . α̃ surge de un punto ĺımite

de Dτ ∩ uν . Para α ∈ α̃ ∩ Cτ ∩Mν suficientemente grande
tenemos: si α ≤ α′ ∈ α̃ ∩ Cτ ∩Mν , entonces α, α′ ∈ α̃ ∩
Cτ ′ ∩Mν y πταα′(β

τ ′
α ) = βτ

′

α′ . Pero la función σν : M̄ν ≺Mν

transfiere esto a M̄ν , de donde se sigue que β∗τν > β∗τ
′

ν . Por
lo cual µτν 6= µτ

′
ν . QED

Ahora definamos aplicaciones fτ : κ→ κ como:

fτ (ν) =

{
µτν si Dτ ∩ uν 6= ∅
0 en otro caso

Sea hν : Mν ↔ γ y hagamos f̄τ = hνfτ . La funciones f̄τ son di-
ferentes en

∏
U γ, ya que si τ ′ < τ , τ ′ ∈ ran(πτα) y δτα, δ

τ ′
α ∈ uν ,

entonces f̄τ (ν) 6= f̄τ (ν
′) por (3.2) y por regularidad esto ocurre en

un conjunto del ultrafiltro. Entonces alguna f̄τ∗ tiene al menos κ pre-
decesores entre las f̄τ . Tomemos f̄τη (η < κ) diferentes de tal forma
que f̄τη < f̄τ∗ en

∏
U γ. Escojamos δη = δ

τη
αη con τξ ∈ ran(π

τη
αη) para

ξ < η. Aśı que cuando ξ < η y δξ, δη ∈ uν , tenemos f̄τη(ν) 6= f̄τξ(ν).

Sea: υν = {η | δη ∈ uν∧ f̄τη(ν) < fτ∗(ν)}. Igual que antes obtenemos
una sucesión regular 〈vν | ν < κ〉, porque

{ν < κ | ξ ∈ vν} = {ν < κ | δξ ∈ uν ∧ f̄τξ(ν) < fτ∗(ν)} =

{ν < κ | δξ ∈ uν} ∩ {ν < κ | f̄τξ(ν) < fτ∗(ν)}
donde el primer término de la intersección anterior es un elemen-
to del ultrafiltro por la regularidad de 〈uν〉ν<κ, el segundo término
también es un elemento del ultrafiltro porque [fτξ ] < [fτ∗ ], entonces

{ν < κ | ξ ∈ vν} ∈ U y |vν | < γ ya que f̄τ∗(ν) < γ, por tanto
|f̄τ∗(ν)| < γ.

De hecho la prueba muestra algo ligeramente más fuerte a lo que
se afirmó: Si empezamos con una sucesión regular 〈uν | ν < κ〉 de
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tal forma que cada uν es infinito, la prueba da lugar a una nueva
sucesión regular 〈υν | ν < κ〉 con |υν | < |uν |. Para formular esto de
forma más concreta definimos lo siguiente.

Definición. Sea h una función de cardinales infinitos a los elemen-
tos de κ. U es (h, κ)-regular si y solo si existe una sucesión regular
〈uν | ν < κ〉 tal que ∀ν|uν | < h(ν). Si k es otra función con las
misma propiedades, escribimos k <U h cuando {ν < κ | k(ν) <
h(ν)} ∈ U .11

Corolario 2.4.9. Bajo 2
κ
^ = κ. Si h >U ω y U es (h, κ)-regular

pero no (f, κ)-regular para ninguna f <U h, entonces κ es inefable
completo en L.

Demostración. Podemos repetir la prueba anterior para una suce-
sión (h, κ)-regular 〈uξ〉ξ<κ y al final obtenemos, de la misma ma-
nera que en la prueba pasada, una sucesión (f, κ)-regular, donde
f <U h.

Este corolario tiene una conexión importante con los ultrafiltros
normal débiles:

Lema 2.4.10. Definamos cf+ : κ→ κ como: cf+(ν) = sup{ω, cf(ν)+}.
Si U es normal débil, entonces U es (cf+, κ)-regular pero no (h, κ)-
regular para h <U cf

+.

Demostración. (a) U es (cf+, κ)-regular.

Sea aν ⊂ ν de tal suerte que sup aν = ν y otp(aν) = cf(ν)
para ν ĺımite. Definamos aplicaciones fξ : κ → κ y puntos
ηξ, η̄ξ < κ por recursión. Sea f0 = κ → κ regresiva arbitraria,
η0 = mı́n{η < κ | f−1[η] ∈ U} y η̄0 = η0

ηξ = el menor η con f−1
ξ [η] ∈ U ,

η̄ξ = supι<ξ ηι,

fξ+1(ν) =

{
mı́n(aν \ η̄ξ) si aν 6⊂ η̄ξ
0 en otro caso

y para el caso ĺımite λ, teniendo 〈ηι, η̄ι〉ι<λ ya definida hacemos:

11La <U -menor función es la función constante ω.
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fλ(ν) =

{
mı́n(aν \ supι<λ η̄ι) si aν 6⊂ supι<λ η̄ι
0 en otro caso.

Fijemos: uν = {ξ < κ | fξ(ν) < ηξ}, como [fξ] < [ηξ] por
elección, entonces {ν < κ | ξ ∈ uν} = {ν < κ | fξ(ν) < ηξ} ∈ U
y además |uν | ≤ cf(ν) para ν ĺımite. QED(a)

(b) U no es (h, κ) regular para h < cf+.
Pensemos que este no es el caso. Sea 〈uν〉 una sucesión regular
con |uν | < h(ν). Podemos pensar, sin pérdida de generaldad,
que uν ⊂ ν. Entonces {ν < κ | supuν < ν} ∈ U , de donde
se desprende que podamos encontrar η < κ tal que {ν < κ |
sup(uν) < η} ∈ U . Pero entonces {ν < κ | η ∈ uν} /∈ U .
¡Contradicción!

Entonces resulta que:

Corolario 2.4.11. Pensemos que 2
κ
^ = κ. Si U es normal débil

entonces κ es inefable completo en L.

Es tentador intentar extender los resultados anteriores imitando
esta demostración en ausencia de V = L. Se ha tenido poco éxito
con este enfoque. Sin embargo podemos mostrar:

Teorema 2.4.12. Supongamos ¬0] y 2
κ
^ = κ. Sea U normal débil.

Si U es (γ, κ)-regular para algún γ < κ, entonces U es (ω1, κ)-
regular.

Demostración. Supongamos que U no es (ω1, κ)-regular y sea 〈uν |
ν < κ〉 una sucesión regular uν ⊂ ν y |uν | = cf(ν) para ν ĺımite.
Fijemos W = {ν | γ < ν < κ ∧ ω < cf(ν) < γ}. Por la caracte-
rización de la (γ, κ)-regularidad, W ∈ U . Sea B ⊂ κ de tal forma
que Lκ[B] = Hκ y definamos Mν = la menor M ≺ 〈Hκ, B〉 con
uν ∪{uν} ∈M (ν < κ). Para τ ∈ E = {τ < κ+ | κ < τ ∧Lτ ≺ Lκ+}
definamos pτ : κ � τ, Cτ , Aτ ,Nτ ,N τ

α , N̄ τ
α , π

τ
α, π

τ
αα′ exactamente co-

mo antes. De nuevo tenemos (1)-(4) y 8.1 de los teoremas 2.4.7,
2.4.8. Por ¬0] obtenemos el siguiente

Hecho. Para α ∈ W ∩ Cτ , ocurre P(α) ∩ML
α 6⊂ Lβτα .

Prueba. α > γ y ω < cf(α) < γ. Por tanto ω < cf(α) < |α|. Aśı que
α no es regular en L. Ya queML

α ≺ Lκ, podemos encontrar a ∈ML
α
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con a ⊂ α, sup a = α y otp(a) < α. En tal caso, a /∈ Lβτα ya que α
es regular en Lβτα .QED

Definamos δτα, Dτ como antes, es decir dada h : Hκ ↔ κ definible,
δτα = Γ(βτα, h(Aτ ∩ α)) y Dτ = {δτα | α ∈ Cτ}; luego hágase:

Xτ = {ν ∈ W | sup(Dτ ∩ uν) = ν}

1 Xτ ∈ U

Prueba. Si este no es el caso, sea g(ν) = sup(Dτ ∩uν). Entonces {ν |
g(ν) < ν} ∈ U . Por lo cual {ν | g(ν) < η} ∈ U para alguna η < κ.
Tomemos α de tal suerte que δτα ≥ η. Entonces {ν | δτα ∈ uν} /∈ U .
¡Contradicción! QED
Ahora definamos µτν prácticamente como antes, pero solo para el
caso ν ∈ Xτ . Fijamos:

α̃τν = sup(Dτ ∩ uν) = ν

β̃τν = βτα̃ = βτν .

Ya que α̃ es un punto ĺımite de Dτ ∩uν , colapsamosMν , σν : M̄ν →
Mν y construimos β∗τν ∈ M̄ν de la misma manera que antes usando
el hecho recién mostrado. Hacemos

N ∗α = σ−1
ν (N̄α), π∗αα′ = σ−1

ν (παα′)

para α ≤ α′, α, α′ ∈ α̃∩Cτ∩Mν . Entonces como σν es un isomorfismo
se tiene π∗αα′ : N ∗α ≺ N ∗α′ .

Sea 〈N ∗, 〈π∗α〉〉 el ĺımite directo de 〈〈N ∗α〉, 〈π∗αα′〉α≤α′〉. Definimos
σ∗ : N ∗ ≺ N̄α̃ igual que antes:

N ∗α N ∗

N̄α N̄α̃

π∗α

σν�N ∗α σ∗

παα̃

Aśı que N ∗ está bien fundado y podemos pensarlo como un ∈-
modelo transitivo. Def́ınase α∗ = σ−1

ν (α̃); β∗ = β∗τν = Or ∩ N∗.
Se sigue que si X ∈ M̄L

ν ∩ Lβ∗ y X ⊂ α∗, entonces σν(X) = σ∗(X).
Pero M̄L

ν es un segmento inicial de L. Por lo cual β∗ ∈ML
ν , ya que de

otra forma ML
ν ⊂ Lβ∗ y σ∗σ−1

ν [P(α̃)]∩Mν = P(α̃)∩Mν ⊂ Lβ̃, una
contradicción. Definimos β′τν = σν(β

∗τ
ν ); es suficiente hacer µτν = β′τν .

Como antes obtenemos
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2 Sea τ ′ < τ , ν ∈ Xτ ′ ∩ Xτ tal que τ ′ ∈ ran(πτν ). Entonces
µτν 6= µτ

′
ν .

Luego definimos:

fτ (ν) =

{
µτν si ν ∈ Xτ

0 de otra forma

y repetimos la prueba anterior. Esto da a lugar a una sucesión re-
gular 〈vν〉ν<κ tal que |vν | < |uν |. ¡Contradicción!

2.4.2. Desmontabilidad

Sea LCH la afirmación: Cada cardinal ĺımite es un cardinal ĺımite
fuerte. En esta sección probamos, con la hipótesis ¬0] +LCH, si U
es un ultrafiltro uniforme sobre un cardinal regular κ, entonces U es
γ-desmontable para γ < κ. Antes las definiciones relevantes:

Definición. Sean κ, γ cardinales infinitos tal que γ ≤ κ. Sea U un
ultrafiltro en κ que es γ-desmontable. Decimos que f : κ→ γ es una
γ-descomposición de U si y solo si para toda s ⊂ γ con |s| < γ ocurre⋃
ξ∈s f

−1[{ξ}] /∈ U . Es decir si f es un testigo de la desmontabilidad.

Claramente f : κ → γ es una γ-descomposición si y solo si el
ultrafiltro

f∗(U) = {X ⊂ γ|f−1[X] ∈ U}
es uniforme en γ, si f es una γ-descomposición entonces, dado
X ∈ f∗(U), como f−1[X] =

⋃
ξ∈X f

−1[{ξ}] ∈ U , X no puede tener
tamaño menor a γ. Si el ultrafiltro es uniforme y tomamos s ⊂ γ de
tamaño < γ, se cumple f−1[s] =

⋃
ξ∈s f

−1[{ξ}] /∈ U , de lo contrario

s ∈ f∗(U), hecho que viola la uniformidad.
Si f : κ → γ es una γ-descomposición de U y g : γ → δ es una

δ-descomposición de f∗(U), obtenemos que g ◦ f : κ → δ es una
δ-descomposición de U . Si s ⊂ κ es tal que |s| < δ deducimos (g ◦
f)−1[s] = f−1

[
g−1[s]

]
y como g−1[s] /∈ f∗(U), entonces f−1

[
g−1[s]

]
/∈

U .
A partir de este punto pensaremos que κ es un cardinal regular

y U es un ultrafiltro uniforme sobre κ.

Lema 2.4.13. Sea U un ultrafiltro (γ, κ)-regular. Entonces U es
δ-desmontable para cada δ regular con γ < δ ≤ κ.
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Demostración. Tomemos una sucesión regular 〈uν | ν < κ〉 tal que
|uν | < γ y hagamos Xα = {ν < κ | α ∈ uν}. Entonces f(ν) =
sup(δ ∩ uν) es una δ-descomposición: primero f : κ → δ porque
|uν | < γ < δ y por regularidad sup(uν ∩ δ) < δ. Luego, sea s ⊂ δ
con |s| < δ. Si f−1[s] ∈ U , entonces

f−1[s] ∩Xα = {ν < κ | f(ν) ∈ s} ∩ {ν < κ | α ∈ uν} =
{ν < κ | sup(δ ∩ uν) ∈ s} ∩ {ν < κ | α ∈ uν} =

{ν < κ | sup(δ ∩ uν) ∈ s ∧ α ∈ uν}

es un elemento de U para cualquier α < κ. Si α = sup s + 1 <
δ ≤ κ, y ν ∈ f−1[s] ∩ Xα, tenemos sup(δ ∩ uν) ∈ s ∧ α ∈ uν , pero
sup(δ ∩ uν) < α. Como |uν | < γ, para α existen ≤ γ, ν con dicha
propiedad. Un absurdo.

En la sección sobre desmontabilidad demostramos los siguientes
resultados:

Lema 2.4.14. Sea µ < κ de tal forma que U no es ν-desmontable
para µ < ν ≤ 2(2κ)+

. Entonces
∏
U κ tiene una primera función, que

es mayor que todas las constantes α < κ.

Pero si f es tal función, entonces f es una κ-descomposición y
f∗(U) es normal débil. Por tanto, tenemos el siguiente corolario

Corolario 2.4.15. Si U satisface las hipótesis del lema anterior,
entonces existe un ultrafiltro normal débil V en κ tal que para cada
γ ≤ κ si V es γ-desmontable entonces U es γ-desmontable.

Lema 2.4.16. Sea U τ+-desmontable donde τ es regular. Entonces
U es τ -desmontable.

Lema 2.4.17. Sea λ un cardinal ĺımite fuerte y singular. Tomemos
U como cf(λ)-desmontable y µ-desmontable para µ < λ arbitraria-
mente grande. Entonces U es λ-desmontable.

La utilidad de suponer LCH es la siguiente. Supongamos LCH
y que U no es τ -desmontable para alguna τ . Sea τ el menor posible.
Entonces τ es regular por el lema anterior. Por tanto, U no es τ (m)-
desmontable para n < ω. En cuyo caso 2(2τ )+

= τ (m) para alguna
m < ω y se satisface la hipótesis del Lema 2.4.14. Aśı que podemos
pensar que U es normal débil.

Otro lema importante es:
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Lema 2.4.18. Con las hipótesis del Lema 2.4.14: |
∏
U µ| ≤ 2µ (don-

de µ es como en el lema).

Pero por el argumento anterior tenemos:

Corolario 2.4.19. Supongamos LCH. Si U no es τ -desmontable
para alguna τ < κ, entonces |

∏
U ω| < κ

En la sección primera de este caṕıtulo vimos la prueba de Sil-
ver de la afirmación de que si κ es inaccesible fuerte y U no es
τ -desmontable para cada τ < κ, entonces 0] existe. Luego en la sec-
ción siguiente vimos la modificación que hizo Ketonen para debilitar
la hipótesis con regularidad:

Lema 2.4.20 (Ketonen). Sea U normal débil y (γ, κ)-irregular para
toda γ < κ. Pensemos que cf(

∏
U ω) ≤ ρ, donde ρ < κ es de tal

suerte que ν < κ→ νρ < κ. Entonces 0] existe.

Finalmente necesitamos,:

Lema 2.4.21 (Prikry, Silver). Sea U un ultrafiltro no τ -desmontable.
Si S ⊂ {ν < κ|cf(ν) = τ} es estacionario, {ξ < κ|S∩ξ es estacionario en ξ} ∈
U .

Demostración. Por la observación, junto a LCH, deducimos que U
es normal débil. Como cf(ξ) = τ para ξ ∈ S, τ tiene que ser regular.
Luego recordemos que U preserva la convergencia (lema 1.2.12). Sea
S ⊂ {ξ < κ | cf(ξ) = τ} estacionario. Entonces para todo ξ ∈ S, U
no es cf(ξ)-desmontable. Ahora pensemos que

N = {ξ < κ | S ∩ ξ no es estacionario en ξ} ∈ U
y deduzcamos una contradicción. Para cada ξ ∈ N sea Cξ ⊂ ξ un
club de tipo ordinal cf(ξ) y de tal forma que Cξ∩ξ∩S = Cξ∩S = ∅.
Luego hacemos C =

∏
ξ∈N Cξ/U , que es un subconjunto de κκU que

es cerrado y no está acotado respecto a [id]. Se deduce lo siguiente.

Afirmación. X = {ξ < κ | [ξ] ∈ C} tiene tamaño κ y es cerrado
respecto a ĺımites de sucesiones de tamaño τ .

Prueba. Como recordamos antes, U preserva convergencia de su-
cesiones, entonces X es trivialmente cerrado respecto a dichas suce-
siones. Luego si probamos que para cada α < κ, existe ξ ∈ X con
α < ξ, habremos terminado. Debido a que C es cerrado y no está
acotado bajo [id] podemos encontrar 〈fζ , ξζ〉ζ<τ tal que
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[fζ ] ∈ C y [α] < [fζ ];
ξζ ∈ X, [fζ ] ≤ [ξζ ] y [ξζ ] < [fζ+1].

Hagamos ξ = supζ<τ ξζ < κ y además ξ ∈ X porque [fζ ] → [ξ].
QED

Sea X̄ la clausura de X. Como S es estacionario y X̄ es un club,
podemos tomar ξ ∈ S∩X̄. Aśı que ξ ∈ X, porque podemos encontrar
una sucesión 〈ξζ | ζ < τ〉 que converge a ξ. Y todav́ıa más, [ξ] ∈ C
y por definición de C

{ζ ∈ N | ξ ∈ Cζ} ∈ U

de esto y por ξ ∈ S ∩ X̄ ⊂ S obtenemos ξ ∈ Cζ ∩ S, una clara
contradicción a la elección de Cζ .

Ya juntamos todos los elementos que necesitamos para probar:

Teorema 2.4.22 (¬0]). . Supongamos LCH cierta debajo de κ.
Entonces U no es τ -desmontable para ninguna τ < κ.

Demostración. Pensemos que no se satisface la conclusión y tome-
mos a κ como el menor contraejemplo; sin perder la generalidad sea
U normal débil y no τ -desmontable para algún τ < κ. Sea τ el menor
de tales cardinales. Entonces τ es regular. Consideramos tres casos:

Caso 1. Existe δ regular de tal forma que τ < δ < κ y U es
δ-desmontable.

Sea f una δ-descomposición de U . Entonces f∗(U) es τ -desmontable
por la elección mı́nima de κ. Tomemos una τ -descomposición g de
f∗(U). Entonces f ◦g es una τ -descomposición de U . ¡Contradicción!

Caso 2 El caso 1 falla y κ = β+. Entonces β es singular, Ya que de
otra forma el caso uno aplica por el lema 2.4.16. Entonces podemos
encontrar un conjunto S ⊂ {ξ < κ | cf(ξ) = τ} estacionario en κ
pero de tal suerte que S ∩ α no sea estacionario en α para α < κ.
Y por el lema anterior: {α|S ∩ α es estacionario en α} = ∅ ∈ U .
¡Contradiction!

Caso 3 Los casos anteriores fallan. Entonces κ es inaccesible fuer-
te y U no es δ-desmontable para toda δ con τ ≤ δ < κ. Entonces
por el lema 2.4.13, U no es (γ, κ)-regular para ninguna γ < κ. Por
el corolario 2.4.19, |

∏
U ω| < κ. En tal caso 0] existe según el lema

2.4.20. ¡Contradicción!.
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2.4.3. Pulcritud

Los resultados de esta sección se deben a Koppelberg [6].
A partir de aqúı pensamos que κ es un cardinal regular y U es

un ultrafiltro uniforme y normal débil en κ.

Definición. Decimos que U es pulcro, cuando: f ∈
∏

α<κP(α)∩L
implica la existencia de W ⊂ P(κ) ∩ L de tal suerte que |W | < κ y⋃
y∈W{α < κ|α ∩ y = f(α)} ∈ U .

Ahora tomemos E ⊂ κ+, Cτ , Nτ , N τ
α , N̄ τ

α , βτα, πτα como en la
subsección 2.4.1. Obtemos la siguiente caracterización de pulcritud:

Lema 2.4.23. Las siguientes son equivalentes:

(a) U es pulcro.

(b) Si f ∈
∏

α<κP(α)∩L, existe g ∈ (P(κ)∩L)κ con |ran(g)| < κ
y {α < κ|α ∩ g(α) = f(α)} ∈ U .

(c) Si f ∈
∏

α<κ(|α|+)L, existe τ ∈ E con {α < κ|f(α) < βτα} ∈ U .

Demostración. (b) → (a) es trivial, ya que si g es tal función
entonces W = ran(g) tiene tamaño < κ y⋃
y∈W

{α < κ|α ∩ y = f(α)} = {α < κ|α ∩ g(α) = f(α)} ∈ U .

(a) → (c) Sea f ∈
∏

α<κ(|α|+)L y tomemos h(α) ∈ L(|α|+)L \
Lf(α), h(α) ⊂ α, α < κ. Sean W ⊂ P(κ) ∩ L, |W | < κ tal
que Z =

⋃
y∈W{α < κ|α ∩ y = h(α)} ∈ U y τ ∈ E con

W ⊂ Lτ . Para α ∈ Cτ ∩ Z suficientemente grande12, tenemos
{y∩α|y ∈ W} ⊂ Lβτα , por tanto h(α) ∈ Lβτα , aśı que f(α) < βτα.

(c)→ (b) Sea f ∈
∏

α<κP(α)∩L. Tomemos h(α) < (|α|+)L tal
que f(α) ∈ Lh(α), (α < κ). Escojamos τ ∈ E con Z ∈ U donde:
Z = {α ∈ Cτ |h(α) < βτα}. Sea p una biyección Nτ -definible de
κ sobre Nτ y fijemos p̄α = (πτα)−1pπτα. Luego def́ınase q(α) =
(p̄−1
α ◦f)(α), (α ∈ Z). Entonces existe η < κ tal que q−1[η] ∈ U .

Para q(α) = δ, tenemos:

p̄α(δ) = f(α) = α ∩ p(δ).
12Cτ ∩ Z ∈ U por ser U normal débil, entonces no está acotado debajo de κ, por lo cual α

existe.
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Aśı que haciendo g(α) = p(q(α)) para q(α) < η resulta: {α|α∩
g(α) = f(α)} = q−1[η] ∈ U .

La pulcritud recupera la idea de la prueba de Ketonen que mos-
tramos en la sección 2.2 y como vimos en esa sección, la regularidad
implica pulcritud:

Lema 2.4.24 (Ketonen). Sea U , (γ, κ)-irregular para toda γ < κ.
Entonces U es pulcro. De hecho, para f ∈

∏
α<κ |α|+, existe τ ∈ E

tal que {α | f(α) < βτα} ∈ U .

Demostración. Pensemos que no existe dicho τ . Sea f ∈
∏

α<κ(|α|+)L

con Zτ ∈ U para τ ∈ E, donde Zτ = {α|βτα < f(α)}. Escojamos fun-
ciones inyectivas hα : f(α)→ |α|, (α < κ). Sea g(α) = hα(βτα), (α ∈
Zτ ). Las gτ son distintas en

∏
ν<κ |ν|/U , de donde se sigue que existe

un cardinal γ < κ tal que |E ′| = κ+, con E ′ = {τ ∈ E|g−1
τ [γ] ∈ U}.

Aśı que, Z ′τ ∈ U , para τ ∈ E ′, cuando Z ′τ = {α ∈ Zτ |gτ (α) < γ}.
Podemos encontrar gτ∗ (τ ∗ ∈ E ′) que al menos tiene κ predecesores
entre los gτ (τ ∈ E ′). Sea gτν (ν < κ) una enumeración de los dife-
rentes predecesores. Escójase αν con τξ ∈ ran(πτναν ) para ξ < ν. Para
α < κ sea: uα = {ν|αν ≤ α ∈ Z ′τν}. Entonces 〈uα〉 es una sucesión
regular y |uα| < γ. ¡Contradicción!

Sabemos que si existe un ultrafiltro no (κ, κ+)-regular en κ+,
entonces existe uno normal débil. Aśı que este lema es una genera-
lización del teorema 2.4.7. Ahora damos una generalización similar
del corolario 2.4.9.

Lema 2.4.25. Si 2
κ
^ = κ entonces U es pulcro.

Demostración. Supóngase que no lo es. Entonces podemos escoger
aα ∈ P(α) ∩ L, (α < κ) tal que {α < κ | aα /∈ Lβτα} ∈ U pa-
ra τ ∈ E. Tomemos B ⊂ κ con Lκ[B] = Hκ. Sin perder gene-
ralidad podemos pensar que 〈aα|α < κ〉 es definible en 〈Hκ, B〉.
Por normalidad débil obtenemos 〈uα|α < κ〉 una sucesión regular
de tal suerte que otp(uα) = cf(α) y supuα = α, para α ĺımite.
Fijemos: Mα = la menor M ≺ 〈Hκ, B〉 con uα ∈ M . Enton-
ces aα ∈ ML

α . Definamos E,Nτ ,N τ
α , N̄ τ

α , β
τ
α, π

τ
α, π

τ
αα , Cτ , como an-

teriormente, y δτα, Dτ = {δτα|α ∈ Cτ} igual que antes: tomando
h : Hκ ↔ κ, δτα = Γ(βατ , h(Aτ ∩ α)). Sea:

Xτ = {α < κ | sup(Dτ ∩ uα) = α ∧ aα /∈ Lβτα}.
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Por construcción Xτ ∈ U , ya que {α < κ | sup(Dτ ∩ uα) = α} ∈
U . Luego definimos µτα ∈ Mα, (α ∈ Xτ ) igual que anteriormente,
usando aα ∈ML

α \ Lβτα . Luego definimos:

fτ (ν) =

{
µτν cuando ν ∈ Xτ

0 en otro caso.

Igual que antes las funciones son distintas y aśı obtenemos una suce-
sión regular 〈wν | ν < κ〉 con |wν | < |uν |, lo cual no es imposible.

Definición. 〈Lβ,D〉 es sospechoso si β es un ordinal ĺımite y existe
α < β con:

(i) Lβ |= cf(α) = α ∧ α = es el mayor cardinal.

(ii) D es un ultrafiltro en P(α) ∩ Lβ.

(iii) D es normal y α-completo en Lβ (i.e. para f : α→ α, f ∈ Lβ
regresiva, tenemos ∃ηf−1[{η}] ∈ D).

(iv) 〈Lβ, D〉 es dócil (i.e. x ∈ Lβ → x ∩D ∈ Lβ).

Lema 2.4.26. Sea U pulcro; entonces (κ+)L < κ+.

Demostración. Sea 〈Lβ,D〉 sospechoso. Tomemos f : (α)n →
2, f ∈ Lβ, entonces podemos encontrar X ∈ D que es ho-
mogéneo para f .

Prueba. Usamos el método de Kunen para obtener un conjunto
homogéneo de un ultrafiltro (dado X ∈ D, f : (α)n+1 → 2
construimos Y ∈ D, g : (Y )n → 2 tal que Y ⊂ X y 〈~ν, ζ〉 ∈
(Y )n+1 → f(~ν, ζ) = g(ν)). Un examen detallado de la demos-
tración de Kunen muestra que 〈Y, g〉 se obtiene con la apli-
cación de 〈X, f〉 a una función rudimentaria en D. Entonces
la cerradura rudimentaria de Lβ y la docilidad de 〈Lβ,D〉 son
suficientes para ver que 〈Y, g〉 ∈ Lβ. QED

Pero entonces ser sospechoso no se refleja en estratos menores:

Si 〈Lβ,D〉 es sospechosa, entonces no existe γ < β tal que
〈Lγ,D ∩ Lγ〉 es sospechosa.

prueba. Pensemos que śı existe. Sea 〈ϕi(~x)|i < ω〉 una enumera-
ción recursiva de las ZF -fórmulas. SeaXi = el <L -menor X ∈
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D que es homogéneo para:

fϕi(~ν) =

{
1 Lα |= ϕi(~ν)

0 de otra forma

Entonces Xi ∈ Lγ y por tanto 〈Xi|i < ω〉 ∈ Lβ, lo que da
a lugar a X =

⋂
i<ωXi ∈ D. Además X es un conjunto de

indiscernibles para Lα el cual es cofinal en α. Aśı que Lβ |=
0] existe. Pero esto es una contradicción porque Lβ |= V = L.
QED

Usamos esto para probar el lema. Si pensamos que κ+
L = κ+,

podemos suponer que las aplicaciones πτα y los subconjuntos Cτ son
construibles. Para cada τ ∈ E definimos Dτα ⊂ P(α) ∩ Lβτα tal que
〈Lβτα ,Dτα〉 satisface todo menos (iv) en la definición de sospechoso.

Para τ ∈ E, α ∈ Cτ , sea

Dτα = {X ∈ P(α) ∩ Lβτα |α ∈ π
τ
α(X)}.

Para τ ∈ E existe τ ′ ∈ E τ ′ > τ de tal forma que Sτ ′ ∈ U ,
donde Sτ = {α ∈ Cτ |〈Lβτα ,Dτα〉 es sospechoso}.
prueba. Definamos una sucesión τν(ν < κ) de la siguiente forma:

τ0 = τ,

τγ+1 = mı́n
{
τ ′ > τγ | {α ∈ Cτ ′|α ∈ Cτγ ∧ D

τγ
α ∈ Lβτ ′α } ∈ U

}
,

τλ = sup
ν<λ

τν para λ ĺımite.

Por pulcritud, el caso sucesor queda bien definido. Fijamos:
τ ′ = supν<κ τν .

Afirmación. Sτ ′ ∈ U .

Supongamos que no es el caso y hagamos

C = {α ∈ Cτ ′ | {τξ|ξ < α} ⊂ ran(πτ
′
α ) ∧ βτ ′α = supξ<α β

τξ
α }.

Entonces C es un club en κ y C \ Sτ ′ ∈ U . Para α ∈ C \ Sτ ′
hagamos:

f(α) = mı́n{ξ < α | Dτξα /∈ L
β
τξ
α
};
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lo anterior existe ya que Dτξα = Dτ ′α ∩ Lβτξα . Por definición, f es

regresiva módulo U y por normalidad débil podemos encontrar
η < κ tal que f−1[η] ∈ U . Pero entonces: Si τη ∈ ran(π

τη+1
α ),

f(α) < η, tenemos Dτηα /∈ L
β
τη+1
α

, de donde se sigue que {α ∈
Cτη+1 | α ∈ Cτη ∧ D

τη
α ∈ Lβτη+1

α
} /∈ U . Esto contradice la defini-

ción de τη+1. QED

Ahora escojamos τ ∈ E tal que Sτ ∈ U y τ ′ > τ tal que Sτ ′ ∈ U .
Tomemos α ∈ Sτ ′ ∩ Sτ con τ ∈ ran(πτ

′
α ), luego 〈Lβτ ′α ,D

τ ′
α 〉 es sospe-

choso, pero también lo es 〈Lβτα ,Dτα〉 = 〈Lβτα ,Dτ
′
α ∩ Lβτα〉. ¡Contradic-

ción!

Como una consecuencia inmediata de lo anterior tenemos:

Lema 2.4.27. Tomemos τ ∈ E. Entonces Gτ ∈ U , donde Gτ =
{α ∈ Gτ |βτα > (|α|+)L}. (Note que α = (|α|)L es regular en L
cuando α ∈ Gτ).

Demostración. Supongamos que no se satisface el lema, aśı que Cτ \
Gτ ∈ U . Para α ∈ Cτ \Gτ fijamos

δα = mı́n{δ > βτα | Lδ |= |βτα| ≤ α}.

Luego, δ < (|α|+)L. Pero si τ ′ > τ , τ ∈ ran(πτ
′
α ), resulta βτ

′
α <

δα, debido a que βτα > α+ en Lβτ ′α por el lema anterior. Para los

τ ′ < τ , τ ′ ∈ ran(πτα), por definición tenemos βτ
′
α < βτα < δα. En

consecuencia para toda τ ′ tenemos: {α < κ | βτ ′α < δα} ∈ U , lo cual
contradice la pulcritud.

Aplicando la técnica de Ketonen resulta:

Teorema 2.4.28. 0] existe cuando U es un ultrafiltro normal débil
y pulcro en κ.

Demostración. Si este no fuera el caso, para α ∈ Sτ , Dτα es un ultra-
filtro sobre P(α) ∩ L. Es claro que si α ∈ Sτ , τ < τ ′, τ ∈ ran(πτ

′
α )

entonces Dτα = Dτ ′α .
Para α ∈ Sτ fijemos:

Kτα = Ult(L,Dτα)
K̄τα = Ult(Lβτα ,Dτα).
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Luego si τ ∈ ran(πτ
′
α ), Kτα = Kτ ′α . K̄τα siempre está bien fundada ya

que existe un encaje σ : K̄τα ≺ Lτ definido por σ([f ]) = πτα(f)(α).
Ahora hagamos τ = mı́nE. Es suficiente ver:

Afirmación. (∃α ∈ Sτ )Kτα está bien fundada. (De aqúı se sigue la
existencia de 0].).

Pensemos que no existe dicho α. Entonces para cada α existe
〈f iα|i < α〉 que forma un contraejemplo de que Kτα esté bien fundado.
Sin perder generalidad, suponemos que ∀if iα ∈ Lϑα donde ϑα =
el menor ϑ tal que {f i | i < ω} ⊂ Lϑ para algún contraejemplo
〈f i〉 a que esté bien fundado. Por tanto, ϑα < |α|+. (Para ver esto,
hagamos M = el menor N ≺ Lϑα tal que {f iα | i < ω} ⊂ N y
α ⊂ N ; ponemos

σ : Lϑ̄ 'M, f̄ i = σ−1(f iα).

Entonces ϑ̄ < |α|+. Pero {ν < κ | f i+1
α (ν) < f iα(ν)} = {ν < κ |

f̄ i+1
α (ν) < f̄ iα(ν)}. Por tanto ,〈f̄ iα〉 es un contraejemplo a que esté

bien fundado, y como ϑα era el mı́nimo, deducimos ϑα = ϑ̄ < |α|+).
Por pulcritud podemos encontrar τ ∈ E de tal suerte que {α <

κ | βτα > ϑα} ∈ U . Escojamos α ∈ Sτ con τ ∈ ran(πτα). Entonces
K̄τα ⊂ Kτα = Kτα está bien fundada y [f iα] ∈ K̄τα. ¡Contradicción!

Teorema 2.4.29 (¬0]). Sea κ regular con 2
κ
^ = κ. Entonces no

existe un ultrafiltro normal débil en κ.

Demostración. Supongamos dicho ultrafiltro U existe. Entonces κ
es inefable en L y U es (cf+, κ)-regular pero no (f, κ)-regular para
f <U cf

+. Como ¬0], U no es un ultrafiltro pulcro y existe τE tal
que para toda α ∈ SτE , KτEα no está bien fundada.

Hecho. Si α ∈ Cτ ∩ SτE , τE ∈ ran(πτα), entonces βτα < ϑα, donde
τE = mı́nE.

Fijemos 〈uα〉 una sucesión regular tal que |uα| = cf(α) y sup(uα) =
α para ĺım(α). Sea B ⊂ κ tal que Hκ = Lκ[B].

Para α ∈ SτE definimos:

Mα = la menor N ≺ 〈Hκ, B〉 con |uα| ∪ {uα}∪ {〈f iα | i < ω〉} ⊂ N ,

donde 〈f iα | i < ω〉 es un contraejemplo a que KτEα esté bien fundado.
Definamos, para h : Hκ ↔ κ definible, δτα = Γ(βτα, h(Aτ ∩ α)) y
Dτ = {δτα|α ∈ Cτ} como anteriormente. Sea: Xτ = {α ∈ Cτ |α ∈
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SτE ∧ τE ∈ ran(πτα)∧ sup(Dτ ∩ uα) = α}. Entonces Xτ ∈ U , porque
al ser intersección de tres clubes resulta un club. Igual que antes,
definimos µτα ∈ Mα (α ∈ Xτ ): Fijemos α, β = βτα. Suprimimos
sistemáticamente los supeŕındices τ , escribiendo βν , πνα, πν etc. en
lugar de βτν , π

τ
ν , π

τ
να etc. Sea σ : M̄α 'Mα donde M̄α es transitivo.

De la misma manera que antes hacemos:

N ∗ν = σ−1(N̄ν), π
∗
νν′ = σ−1(πνν′), para ν ≤ ν ′, ν, ν ′ ∈ α ∩ Cτ ∩Mα.

Igualmente hacemos 〈N ∗, 〈π∗ν〉〉 el ĺımite directo de 〈〈N ∗ν 〉, 〈π∗νν′〉〉 y
definimos σ∗ : N ∗ ≺ N̄α como:

N ∗ν N ∗

N̄ν N̄α

π∗ν

σ�N ∗ν σ∗

πνα

De nuevo pensamos N ∗ como un ∈-modelo transitivo y hace-
mos: α∗ = σ−1(α), β∗ = On ∩ N∗. Como antes σ(x) = σ∗(x) para
x ∈ M̄L ∩ Lβ∗ . Repetimos la construcción anterior, una vez que
mostremos la siguiente afirmación:

Afirmación. β∗ ∈ M̄
Piénsese que β∗ /∈ M̄ . Sea f ∗i = σ−1(f iα). Aśı, {f ∗i |i < ω} ⊂ Lβ∗ .

Fijemos f̄i = σ∗(f ∗i ). Entonces f̄i ∈ Lβ y f̄i : α → β, por lo cual
resulta:

{ν < α|f̄i(ν) < f̄j(ν)} =
σ∗({ν < α∗|f ∗i (ν) < f ∗j (ν)}) =
σ({ν < α∗|f ∗i (ν) < f ∗j (ν)}) =

{ν < α|f iα(ν) < f jα(ν)}.

Pero 〈f̄〉 es un contraejemplo a que Kτα esté bien fundada, 〈f̄i|i <
ω〉 ⊂ Lβ ∧ β < ϑα. Lo cual contradice la elección mı́nima de ϑα,
donde ϑα es igual que en la prueba del teorema anterior. QED.
Con esto podemos fijar µτα = σ−1(β∗). Por tanto

1 Para τ ′ < τ, ν ∈ Xτ ∩Xτ ′ with τ ′ ∈ ran(πτν ), tenemos µτν 6= µτν .

Definimos 〈fτ 〉 como

fτ (ν) =

{
µτν si ν ∈ Xτ

0 en otro caso.
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que son distintas en
∏

α<κ cf(α)/U , y entonces podemos encontrar
τ ∗ y τξ, ξ < κ con [fτξ ] < [fτ∗ ] y esto da lugar a vν = {η | δη ∈
uν ∧ fτη(ν) < fτ∗}, donde δη = δ

τη
αη es tal que τξ ∈ ran(π

τη
αη) para

los ξ < η. Entonces 〈vν | ν < κ〉 es una sucesión (h, κ)-regular para
alguna h <U cf

+. Una contradicción.



APÉNDICE

2.5. Teoŕıa de Conjuntos y Ordinales.

Este trabajo supuso ZFE – Zermel-Fraenkel más el axioma de
elección– más algunas hipótesis extras que fueron señaladas en su
momento. Por ejemplo, la existencia de ciertos ultrafiltros, la hipóte-
sis de Kurepa HK o V = L. A través del trabajo se utilizó el
modelo-clase V ; este se define por recursión ordinal como:

V0 = ∅,

Vα+1 = P(Vα),

Vλ =
⋃
α<λ Vα, para λ ĺımite.

V =
⋃
α∈Or Vα

donde Or = {α | α es un ordinal} y por P(X) entendemos el conjun-
to potencia de X es decir P(X) = {Z | Z ⊂ X}. Esta clase satisface
todos los axiomas de ZF y asumiendo que se cumple elección V lo
cumple.

Definición. Sea X cualquier conjunto. Decimos que a es (primer
orden) definible en X si existen elementos de X, ~p y una fórmula
ϕ(x, ~p) con13

X |= ϕ[x, ~p]↔ x = a.

Hacemos Def(X) = {a ⊂ X | a es (primer orden) definible en X}.

Esta anterior definición nos permite hacer:

L0 = ∅,
13Aqúı pensamos en el lenguaje de teoŕıa de conjuntos, es decir que nuestros predicados

son ∈,=. También se puede pensar en definibilidad en el lenguaje de teoŕıa de conjuntos con
algún predicado A.
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Lα+1 = Def(Lα),

Lλ =
⋃
α<λ Lλ para α ĺımite,

L =
⋃
α∈Or Lα.

Si pensamos en un lenguaje con algún predicado A ⊂ V entonces
L[A] se define como

L0[A] = ∅,

Lα+1[A] = DefA(Lα),

Lλ[A] =
⋃
α<λ Lλ[A] para α ĺımite,

L[A] =
⋃
α∈Or Lα[A].

donde DefA(X) es igual que antes solo que ahora se toman en consi-
deración los conjuntos definibles con fórmulas ϕ donde el predicado
A puede ocurrir.

Definición. Decimos que 〈X, ε〉 está bien fundado cuando no exis-
te una ∈-cadena decreciente infinita de conjuntos, es decir que no
existe 〈xi | i < ω〉 con xi+1εxi.

Lema 2.5.1 (Colapso de Mostowski). Si 〈X, ε〉 es extensional y está
bien fundada entonces existe 〈M,∈〉 transitivo y K : 〈X, ε〉 ' 〈M,∈〉

Demostración. Definimos K(x) = {K(y) | yεx}. Claramente, K es
un isomorfismo: si K(y) ∈ K(x) = {K(z) | zεx}, entonces yεx y si
yεx entonces K(y) ∈ K(x) por definición. Solo resta ver que es una
inyección, probamos esto por ε-inducción: por definición sabemos
que K(y) = K(x) cuando y solo cuando K[{u | uεy}] = K[{v |
vεx}], entonces {u | uεy} = {v | vεx} y como 〈X, ε〉 es extensional
entonces x = y. Finalmente, afirmamos que M = K[X] es transitivo:
y ∈ K(x) ∈ M pero K(x) = {K(y) | yεx} aśı que existe zεx con
y = K(z) ∈M .

Si X está bien ordenada, entonces M es un ordinal. El universo
construible L tiene una agradable consecuencia de este lema:

Lema 2.5.2 (Condensación). Si X ≺ Lκ y ωκ = κ entonces existe14

ρ ≤ κ con X ' Lρ.

14De hecho es suficiente pedir que X ≺Σ1
Lκ, es decir que se preservan las Σ1-fórmulas

(aquellas de la forma (∃x)ϕ donde ϕ consiste en combinación de fórmulas atómicas y poseen
cuantificación acotada ∀u ∈ y,∃v ∈ x).
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La jerarqúıa L[A] tiene un análogo a este lema:

Lema 2.5.3 (Condensación con un Predicado). Si X ≺ Lκ[A] y
ωκ = κ entonces existen ρ ≤ κ, Ā con15 X ' Lρ[Ā].

Omitimos las pruebas por afán de brevedad.

Dados dos ordinales α, β podemos bien ordenar α× β con:

(γ, δ) ≺ (ξ, ζ)↔
máx{γ, δ} < máx{ξ, ζ} ∨ (máx{γ, δ} = máx{ξ, ζ} ∧ γ < ξ)∨

(máx{γ, δ} = máx{ξ, ζ} ∧ γ = ξ ∧ δ < ζ);

es un buen orden gracias a que < es un orden linear y a que < está
bien fundada.

Entonces

Definición. La función par de Gödel Γ : Or × Or → Or se define
como:

Γ(α, β) = otp({(γ, δ) ∈ Or2 | (γ, δ) ≺ (α, β)}).

Definición. Para n < ω y κ un cardinal definimos κ(n) por induc-
ción: κ(0) = κ, κ(n+1) = (κ(n))+.

Teorema 2.5.4 (Erdős-Rado). Sean κ ≥ ω y n < ω. Entonces:

(in(κ))+ → (κ+)n+1
κ .

Es decir que para cada f : [(in(κ))+]n+1 → κ, existe X ⊂ (in(κ))+

tal que |X| = κ+ y |f
[
[X]n+1

]
| = 1.

Definición. Sea κ un cardinal

κ es inaccesible débil si es ĺımite y regular.

κ es inaccesible (fuerte) cuando es ĺımite fuerte y regular.

κ es compacto débil cuando κ→ (κ)2
2.

κ es Ramsey cuando κ→ (κ)<ω2 .

κ es inefable si para cualquier sucesión 〈Sα | α < κ〉 con Sα ⊂ α
existe S ⊂ κ con {α < κ | Sα = S ∩ α} estacionario.

15Aqúı ocurre K[A ∩X] = Ā, donde K es la función colapso.
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κ es inefable completo si existe una clase estacionaria16 E tal
que para toda S ∈ E y cada f : [S]2 → 2 existe H ∈ E con
|f
[
[H]2

]
| = 1.

Inefable completo es equivalente, véase [1], a la existencia de una
clase estacionaria E tal que si H ∈ E y 〈Aα | α < κ〉 es una sucesión
con Sα ⊂ α para cada α < κ, existen S ⊂ κ y G ⊂ H, G ∈ E tales
que

G ⊆ {α < κ | S ∩ α = Sα}.

E inefable completo implica inefable, porque la existencia de la
clase estacionaria E asegura la existencia de un estacionario E con

E ⊆ {α < κ | S ∩ α = Sα}.

2.6. Filtros.

Definición. Decimos que F es un filtro en X si F ⊂ P(X) y

si Z, Y ∈ F entonces Z ∩ Y ∈ F ,

si Z ∈ F y Z ⊂ Y entonces Y ∈ F , para Y ∈ P(X).

Se dice que el filtro es propio cuando ∅ /∈ F .

Definición. U es un ultrafiltro en X si es un filtro y además:

para toda Y ∈ P(X), Y ∈ P(X)↔ X \ Y /∈ P(X).

Los filtros pueden ser extendidos a ultrafiltros y los ultrafiltros
son aquellos filtros que no pueden ser extendidos a otros filtros, es
decir que son filtros máximos.

Definición. I es un ideal en X cuando y solo cuando I ⊂ P(X) y

si Z, Y ∈ I entonces Z ∪ Y ∈ I,

si Y ∈ I y Z ⊂ Y entonces Z ∈ I, para Y ∈ P(X).

Lema 2.6.1. Cualquier ideal genera un filtro y cualquier filtro ge-
nera un ideal.

16E ⊂ P(κ) es una clase estacionaria cuando no es vaćıa, cada S ∈ E es estacionario y
T ⊃ S, S ∈ E implica T ∈ E.
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Demostración. Sea F un filtro en X. Definimos F∗ = {W ⊂ X |
X \W ∈ F}, entonces F∗ es un ideal: si X \U,X \ V ∈ F entonces
X \ U ∩X \ V = X \ (U ∪ V ) ∈ F , aśı que U ∪ V ∈ F∗. Ahora si
X \W ∈ F y S ⊂ W entonces X \W ⊂ X \ S por tanto S ∈ F∗.

Y si I es un ideal en X. Hacemos I∗ = {W ⊂ X | X \W ∈ I},
entonces I∗ es un filtro: si X \U,X \V ∈ I entonces X \U∪X \V =
X \ (U ∩ V ) ∈ I, por lo que U ∩ V ∈ I∗. Luego, si X \W ∈ I y
S ⊃ W entonces X \W ⊃ X \ S por lo cual S ∈ I∗.

Si F es un filtro, entonces al ideal generado por F∗ se le conoce
como ideal dual. Lo mismo para ideales.

Definición. Supóngase que |X| = κ, decimos que U es un ultrafiltro
uniforme en X siempre que sea un ultrafiltro y |Y | = κ para cada
Y ∈ U .

Definición. Supóngase que U es un ultrafiltro en X. Decimos que
U es µ-completo siempre que para cualquier ρ < µ se tenga

{Xξ | ξ < ρ} ⊂ U →
⋂
ξ<ρ

Xξ ∈ U .

es decir que es cerrado bajo intersecciones de sucesiones de longitud
< µ.

Si U es κ-completo en X entonces:⋃
ξ<ρ

Xξ ∈ D → (∃ζ < ρ)Xζ ∈ D,

donde ρ < κ; para ver esto pensemos que lo anterior es falso entonces
X \Xξ ∈ D para toda ξ < ρ. Por la κ-completud:

⋂
ξ<ρX \Xξ ∈ D,

pero
⋂
ξ<ρX \Xξ = X \

⋃
ξ<ρXξ, entonces

⋃
ξ<ρXξ∩X \

⋃
ξ<ρXξ =

∅ ∈ D. Una contradicción.

Definición. Sea U un ultrafiltro en κ. Decimos que U es un ultrafil-
tro normal si para cada f : κ→ κ regresiva módulo U (es decir que
{ξ < κ | f(ξ) < ξ} ∈ U) podemos encontrar η < κ con f−1[{η}] ∈ U .

Lema 2.6.2. Si κ > ω posee un ultrafiltro κ-completo y uniforme,
entonces posee uno normal.

Demostración. Sea U un ultrafiltro κ-completo y uniforme; veamos
primero que el ultraproducto 〈κ,<,X〉κU , para cualquier X ⊂ κ,
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está bien fundado. Pensemos que no lo está y sean [fi], i < ω en la
ultrapotencia con [fi+1]ε[fi], es decir:

Xi = {ξ < κ | fi+1(ξ) < fi(ξ)} ∈ U .

Entonces X =
⋂
i<ωXi ∈ U por κ-completud. Pero para ξ ∈ X

tenemos

. . . < fi+1(ξ) < fi(ξ) < . . . < f1(ξ) < f0(ξ)

que es una cadena decreciente de ordinales. Una contradicción. En-
tonces 〈κ,<,X〉κU está bien ordenado. Sea f : κ → κ la menor
función con {ξ < κ | γ < f(ξ)} ∈ D para toda γ < κ. Como κκU
está bien ordenado y el conjunto M = {f | (∀γ < κ)[f ] > [γ]}
no es vaćıo ya que id ∈ M , entonces f está bien definida. Sea
D = {X ⊂ κ | f−1[X] ∈ U}, afirmamos que D es un ultrafiltro
κ-completo y normal. Ya sabemos que es un ultrafiltro17. Veamos
que es κ-completo y normal: Si {Xξ | ξ < ρ} ⊂ D para ρ < κ,
entonces f−1[Xξ] ∈ U para toda ξ < ρ; pero sabemos que U es
κ − completo entonces

⋂
ξ<ρ f

−1[Xξ] = f−1[
⋂
ξ<ρXξ] ∈ U ; aśı que,⋂

ξ<ρXξ ∈ D. Eso prueba la κ-completud. Para ver la normalidad

sea h : κ → κ regresiva en X ∈ D. Definamos h(ξ) = g(f(ξ)). En-
tonces h es regresiva y h(α) < f(α) para toda ξ ∈ f−1[X] aśı que
[h] < [f ]; pero por definición de f , siendo la menor de las funciones
mayor que las constantes, g es constante en algún Y ∈ U es decir
que h es constante en f [Y ].

2.7. Clubes y Estacionarios.

Definición. Sea κ un cardinal. Decimos que C ⊂ κ es un club en
κ cuando no está acotado, es decir para cada ξ < κ existe ζ ∈ C
con ξ ≤ ζ, y cuando es cerrado, sto es que para cada γ < κ con
sup(C ∩ γ) = γ tenemos γ ∈ C (es cerrado bajo sucesiones). Un
conjunto estacionario en κ es aquel que intersecta a cada club en κ.

Lema 2.7.1. Sea κ un cardinal. La intersección de < cf(κ) clubes
es un club.

Corolario 2.7.2. Sea κ un cardinal. Definimos Cκ = el filtro gene-
rado por todo los clubes en κ. Entonces C es un filtro cf(κ)-completo
en κ, y lo llamamos el filtro club en κ.

17Véase el lema 1.1.1.
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2.8. Teoŕıa de Modelos

Definición. Sean dos estructuras del mismo lenguaje A,B; decimos
que A es una subestructura elemental de B, A ≺ B, si existe g : A →
B con18

A |= ϕ[~x]↔ B |= ϕ[g(~x)].

Teorema 2.8.1 (Criterio de Tarski-Vaught). Dadas dos estructuras
A,B,

A ≺ B si y solo si
B |= (∃x)ϕ[~g(~y)] implica A |= (∃x)ϕ[~y]

Teorema 2.8.2. Sea 〈Aα | ξ < α〉 una cadena de estructuras ele-
mentales, es decir:

A0 ≺ A1 ≺ . . .Aξ ≺ Aξ+1 ≺ . . .

entonces19 Aζ ≺
⋃
ξ<αAξ.

Teorema 2.8.3 ( Loś). Dados 〈Aξ | ξ < κ〉 y un ultrafiltro D sobre
κ, se concluye∏

U

Aξ |= ϕ[ ~[f ]]↔ {ξ < κ | Aξ |= ϕ[ ~f(ξ)]} ∈ U .

18Aqúı abreviamos g(x1), . . . g(~xn) por g(~x).
19Sin perder la generalidad, podemos pensar que Aξ ⊂ Aζ para ξ < ζ aśı

⋃
ξ<αAξ tiene

sentido.
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