


R E S U M E N

El diseño de zonas consiste en establecer una agrupación de pequeñas áreas o unida-
des geográficas en un número determinado de regiones de tal manera que se cumplan
los requerimientos impuestos por un problema de estudio. Una de las aplicaciones
más relevantes, por su influencia en los procesos democráticos, es la distritación polí-
tica. En concreto, persigue la demarcación de áreas denominadas distritos electorales
que forman la base para organizar la representación ciudadana a través de una serie
de criterios como el equilibrio poblacional, compacidad geométrica y conexidad para
prevenir la manipulación electoral. Estos criterios se encuentran en competencia entre
sí, lo cual hace necesario llegar a una solución en la que todos los objetivos sean satis-
fechos en un grado aceptable. Debido a la complejidad computacional del problema, el
cual es NP-duro, es necesario el uso de heurísticas para encontrar soluciones de calidad
en un tiempo de cómputo razonable. Se han utilizado varias estrategias para resolver
el problema, sin embargo, para simplificar su solución la mayoría lo modela desde una
perspectiva de optimización mono-objetivo. Este tipo de enfoques pueden afectar el
desempeño de las técnicas heurísticas e impedir que se visiten algunas regiones del
espacio de búsqueda, con lo cual se afecta de forma directa la calidad de las solucio-
nes que pueden generarse. A fin de subsanar estos inconvenientes se han desarrollado
técnicas basadas en el óptimo de Pareto, para resolver problemas multiobjetivo, sin
embargo el uso de este tipo de estrategias para el diseño de zonas es limitado y su
desempeño ha sido poco explorado. Al respecto, en este trabajo se presenta un modelo
de optimización multiobjetivo para el problema de distritación política y se desarrolla
un algoritmo novedoso llamado AMOSA-D, que se encuentra inspirado en recocido
simulado y en el concepto de no dominancia, de tal forma que logra aproximaciones
de buena calidad al frente de Pareto. Con el fin de evaluar el desempeño de AMOSA-D,
se consideraron 23 estados de la República Mexicana como caso de estudio y se empleó
el algoritmo oficial del Instituto Nacional Electoral (RS-INE) como punto de referencia.
El análisis de los experimentos computacionales realizados muestran, por una parte
que las técnicas clásicas basada en sumas ponderadas de los objetivos, como RS-INE,
producen poca diversidad de soluciones sobre los frentes generados, por otro lado,
AMOSA-D es capaz de generar mayor número de soluciones y de calidad superior en
términos de convergencia y dispersión, en la mayoría de las instancias de prueba. A
partir de estos resultados, se considera que AMOSA-D amplía el estudio del problema
de diseño de zonas y generan un espacio importante de reflexión sobre el potencial de
las técnicas multiobjetivo para mejorar la calidad de las soluciones en este contexto.
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1
I N T R O D U C C I Ó N

El diseño de zonas o zonificación consiste en agrupar elementos o unidades geográ-
ficas en un conjunto de regiones con la finalidad de cumplir una serie de requisitos
impuestos por un problema específico. En las ciencias sociales e ingeniería existen di-
versas aplicaciones con un significativo componente geográfico que involucran la ge-
neración de zonas con características especiales como son la delimitación de zonas de
venta, distritos de mando policial, servicios públicos, de emergencia, entre otros [1].
Estas características, dependiendo de la configuración requerida, pueden incluir la for-
mación de zonas conectadas, que tengan la misma cantidad de personas, cierta forma,
tiempos de traslado determinados, restricciones de tamaño, entre otras.

El diseño de zonas es motivo de gran interés por parte de la comunidad científica
de varias disciplinas, como la investigación de operaciones, tanto por la variedad de
aplicaciones como por su complejidad computacional. El problema es NP-duro [2], lo
que implica que no se conoce un algoritmo determinista que garantice encontrar la
solución óptima en un tiempo polinomial. Esto conlleva que el uso de métodos exactos
no es una opción viable para instancias reales, por lo que las técnicas heurísticas han
sido utilizadas como una alternativa para construir soluciones de buena calidad en
tiempos de cómputo razonables.

El diseño de zonas también es complejo debido a su naturaleza multiobjetivo, ya que
involucra tomar en cuenta múltiples criterios, los cuales pueden estar en competencia
o conflicto unos con otros, y encontrar una solución capaz de satisfacer cada uno de
ellos puede resultar imposible. Para simplificar esta situación, el problema tiende a mo-
delarse desde una perspectiva mono-objetivo, optimizando sólo uno de los objetivos y
considerando a los demás como restricciones, o bien con una función objetivo confor-
mada como una suma ponderada de los objetivos originales. Sin embargo, este tipo de
planteamientos pueden limitar el desempeño de las técnicas heurísticas e impedir que
se visiten algunas regiones del espacio de búsqueda, lo cual repercute directamente la
calidad de las soluciones obtenidas.

Para mitigar estas deficiencias, se pueden emplear una amplia variedad de técnicas
que pertenecen al área conocida como optimización multiobjetivo, que están adaptadas
o diseñadas para resolver problemas basándose en el concepto de óptimo de Pareto.
Sin embargo, en la literatura especializada existen pocas referencias en las cuales se
apliquen técnicas multiobjetivo al diseño de zonas en general [3].

En esta tesis, se aborda un caso específico del diseño de zonas, la distritación elec-
toral, que involucra agrupar unidades administrativas en un número predetermina-
do de zonas siguiendo una serie de lineamientos legales, demográficos, geográficos,
socio-políticos, entre otros, para promover elecciones justas. Se desarrolla un algoritmo
multiobjetivo que permite generar distritos conexos que satisfacen los criterios de equi-
librio poblacional y compacidad. Para evaluar el desempeño de la propuesta realizada,
se compara su eficacia con el algoritmo empleado por el Instituto Nacional Electoral
(INE) en el proceso de distritación de 2017. Los experimentos computacionales realiza-
dos en 23 estados de la República Mexicana demuestran las ventajas de este enfoque
sobre la técnica empleada tradicionalmente por la autoridad electoral.
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1.1 objetivos

1.1 objetivos

Como se mencionó, el diseño de zonas geográficas es un problema de gran compleji-
dad computacional que tiene un amplio campo de acción en la ingeniería y las ciencias
sociales. El uso de técnicas heurísticas para la solución de problemas combinatorios
con extensos espacios de búsqueda, la popularidad de sus aplicaciones y su utilidad
en resolver problemas con múltiples objetivos que compiten de manera simultánea en-
tre sí, hacen que el estudio y generación de algoritmos que permitan un balance entre
eficiencia computacional y calidad de las soluciones provistas sea relevante. Lo que
deriva en los siguientes objetivos.

1.1.1 Objetivo general

El objetivo general de esta investigación consiste en diseñar, desarrollar e implemen-
tar un algoritmo multiobjetivo inspirado en una técnica heurística para resolver el pro-
blema de diseño de zonas electorales y generar un conjunto de planes de distritación
con zonas conexas que tienen un balance entre equilibrio poblacional y compacidad.

1.1.2 Objetivos particulares

Los objetivos particulares son:
Elaborar una revisión del estado del arte sobre el problema de diseño de zonas y
de las técnicas multiobjetivo empleadas para resolverlo.
Formular un modelo para resolver el problema de diseño de zonas electorales.
Diseñar, desarrollar e implementar un algoritmo multiobjetivo que permita cons-
truir zonas con equilibrio poblacional, conexas y compactas.
Calibrar el algoritmo multiobjetivo propuesto.
Aplicar el algoritmo propuesto en un conjunto de instancias representativas de la
cartografía electoral de la República Mexicana.
Adaptar y aplicar el algoritmo del INE en las instancias mencionadas en el punto
anterior, de tal forma que se obtenga un conjunto de soluciones no dominadas
que permitan establecer un punto de referencia.
Evaluar y comparar el desempeño de los algoritmos mencionados en los puntos
anteriores mediante el cálculo de hipervolumen y cobertura de conjuntos.
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1.2 organización del documento

1.2 organización del documento

La estructura del documento es la siguiente:
Capítulo 1.- Se presentan de manera global los temas y puntos abordados en la
tesis. Comprende la introducción, los objetivos y estructura de la investigación.
Capítulo 2.-En esta parte se presentan los antecedentes generales del diseño de
zonas, sus principales características, el panorama de distritación electoral en Mé-
xico y una revisión de las heurísticas empleadas para resolver el problema.
Capítulo 3.- En este capítulo se presentan los conceptos básicos del contexto de
la optimización multiobjetivo, técnicas de solución de problemas con varios crite-
rios, los principales retos que enfrentan las metaheurísticas multiobjetivo y una
revisión de los enfoques utilizados en el diseño de zonas.
Capítulo 4.- Se propone un algoritmo multiobjetivo basado en recocido simulado
para el diseño de zonas electorales. Se describe el modelo, la heurística y las
consideraciones de diseño relevantes.
Capítulo 5.- En este capítulo se presentan los escenarios de prueba, la configura-
ción de parámetros y los experimentos realizados para validar la propuesta. El
desempeño del algoritmo planteado se compara con el algoritmo del INE que
representa el estado del arte en México para generar distritos electorales a nivel
federal.
Capítulo 6. Se exponen las conclusiones, consideraciones finales y aspectos rele-
vantes de la investigación, para posteriormente plantear las líneas futuras que se
desprenden del proyecto.
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2
E S TA D O D E L A RT E

2.1 definición del problema

El diseño de zonas geográficas consiste en agrupar pequeños espacios o unidades
geográficas básicas (UGB) para formar zonas que satisfacen las restricciones y opti-
mizan los objetivos impuestos por un problema específico [4]. Las UGB pueden ser
ciudades, regiones postales, bloques o áreas geográficas diseñadas con criterios de pla-
nificación relevantes. Los requerimientos y restricciones pueden incluir, por ejemplo, la
construcción de zonas conexas con la misma cantidad de población, clientes, medios
de comunicación, servicios públicos, entre otros.

El diseño de zonas se puede modelar como un problema de optimización combina-
toria, donde se busca optimizar múltiples objetivos de manera simultánea. Las restric-
ciones del diseño varían dependiendo del problema considerado, sin embargo, existen
consideraciones comunes a todas las aplicaciones. En general, para plantear el proble-
ma se define X = {x1, x2, . . . , xn} como un conjunto de áreas que se deben agrupar en
k distritos o zonas. Asimismo, se define Zi como el conjunto de todas las UGB que co-
rresponden a la i-ésima zona. Para garantizar un diseño válido, todas las zonas deben
cumplir las siguientes restricciones:

Zi 6= ∅, ∀i ∈ {1, 2, ...,k} (1)

Zi ∩Zj = ∅, ∀i 6= j (2)

k⋃
i=1

Zi = X (3)

De esta forma, las zonas constituyen una partición del conjunto de UGB. Adicional-
mente, se puede promover la inclusión de otras características deseables como la con-
tigüidad, la cual limita el número de soluciones aceptables asegurando la adherencia
entre todas las UGB que pertenecen a una zona.

2.2 complejidad del problema

El agrupamiento de n unidades geográficas en k zonas contiguas al optimizar diver-
sos criterios no es un problema fácil de resolver de manera óptima [2]. En 1972 Nagel
[5], identifica por primera vez de manera intuitiva, algunas limitaciones para resolver el
problema, pues explora la distritación asistida por computadora a través de la enume-
ración y tabulación de todas las posibles soluciones. Observa el rápido crecimiento del
espacio de búsqueda, limita su técnica a instancias de tamaño reducido y sugiere el uso
de métodos no exhaustivos para resolver instancias de mayor tamaño con relevancia
práctica.
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2.2 complejidad del problema

Para un problema de distritación, el número exacto de posibles planes factibles es
difícil de calcular, sin embargo, por los trabajos de Cliff y Haggett [6], Cliff et al. [7], y
Keane [8] es posible acotarlo. El número de planes depende no sólo de la cantidad de
UGB y zonas, sino también de su distribución espacial. El umbral máximo para dividir
n UGB en k zonas está dado por la fórmula de Stirling del segundo tipo [2]:

S(n,k) =
1

k!

k∑
i=0

[
(−1)k(k− i)n

k!
(k− i)!i!

]
(4)

Esta cota superior resulta de una formulación del problema sin restricciones de co-
nectividad donde cada UGB puede ser agrupada con cualquier otra. Sin embargo, en
la práctica, la restricción de contigüidad reduce el número de planes que deben ser
enumerados. En el caso extremo, donde las UGB forman una cadena y cada unidad
sólo puede ser agrupada con sus vecinos directos, se puede definir una cota inferior
dada por:

S1(n,k) =
(n− 1)!

(n− k)!(k− 1)!
(5)

Sin embargo, aún en estos casos especiales, el número de soluciones es demasiado
grande. Por ejemplo, para un estado de tamaño medio como Baja California, donde n =

319 y k = 8 el número de planes factibles se encuentra entre 1,17× 1013 y 6,1395× 10291
lo cual con una computadora veloz como la Tianhe-2, que opera a 33.86 petaflops
(cuatrillón de operaciones por segundo) tardaría en resolver al menos 3.8 ×109 años
para la cota inferior.

Formalmente, en términos de complejidad computacional, el diseño de zonas es un
problema de optimización combinatoria difícil de resolver. Técnicamente se ha com-
probado que pertenece a la clase de problemas conocidos como NP-Completos1. Esto
implica que no se conocen algoritmos capaces de resolver el problema en tiempo polino-
mial. En relación con el diseño de zonas, Altman [2] y Gilbert et al. [9] han demostrado
las siguientes proposiciones:

Proposición 1: Crear zonas con equilibrio poblacional es un problema NP-completo
[2].
Proposición 2: Crear un plan de zonificación que maximice la compacidad es un
problema NP-completo [2].
Proposición 3: Crear un plan de zonificación conexo y con equilibrio poblacional
es un problema NP-completo [2].
Proposición 4: Crear una zona conexa que minimice el costo asociado a las unida-
des geográficas que la forman es un problema NP-completo [9].

Por lo tanto, diseñar zonas conexas con equilibrio poblacional y compacidad es un
problema NP-completo y tratar de resolverlo de manera exacta puede involucrar tiem-
pos de búsqueda demasiado largos inclusive con las potentes computadoras actuales.
De manera similar, la generación de soluciones con métodos como caminatas aleato-
rias difícilmente puede generar soluciones factibles. El hecho de que el problema sea
NP-completo sugiere un uso intensivo de recursos computacionales y heurísticas para
producir soluciones de calidad en un tiempo razonable.

1 Si un problema puede ser resuelto en un plazo de tiempo polinomial con respecto al tamaño de la entrada
se considera en una clase denominada P y “fácil” de resolver. Sin embargo, para problemas en la clase NP-
Completo (NP significa No-determinístico polinomial) no se conocen algoritmos de tiempo polinomial
para resolverlos y existe incertidumbre sobre su existencia. [10]
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2.3 conceptos relevantes

Si bien es cierto que cada aplicación del diseño de zonas presenta aspectos especí-
ficos, existen algunos conceptos comunes que permiten establecer un lenguaje de re-
ferencia para plantear modelos y describir el problema. Las principales características
que resaltan en la literatura son: [1]:

Unidad Geográfica Básica (UGB): Unidades elementales sobre las que se realiza
una agrupación con un fin específico. Se refieren a objetos geográficos que pue-
den ser ubicados espacialmente en un plano a través de puntos, coordenadas,
polígonos, entre otros. Las UGB puede ser direcciones, códigos postales, munici-
pios o áreas fabricadas con un propósito específico como zonas de distribución en
una compañía o secciones electorales. Cada UGB puede tener asociados distintos
atributos que dependen del problema como número de habitantes, de clientes o
carga de trabajo. El contexto de cada aplicación determina como se utilizan las
relaciones espaciales y los atributos para generar las zonas de interés.
Centros de zona: En ciertas aplicaciones es de utilidad asociar un centro a cada
zona, que puede representar coordenadas geográficas, un sitio específico como
una unidad de distribución, oficinas o almacenes. En general el centro coincide
con alguna de las UGB que comprenden la zona y puede ser fijo o adaptarse de
manera dinámica. Establecerlo puede ser útil para calcular distancias entre zonas
y costos asociados.
Número de zonas: Parámetro que se deriva de las restricciones y metas estable-
cidas por el problema estudiado. Por ejemplo, si se trata de zonas electorales se
determina el número de distritos atendiendo criterios legales, en zonas escola-
res por la cantidad de escuelas de interés y en el caso de áreas de ventas por el
número de brigadas de vendedores, entre otros.
Asignación única: Se requiere que las UGB se asignen a una zona de manera
mutuamente excluyente. En un plan de distritación factible, esta condición se
debe cumplir para todas las unidades.
Equilibrio o balance: Las zonas generalmente deben estar equilibradas con res-
pecto a uno o más atributos asociados a las UGB como por ejemplo el número de
clientes, pacientes de un hospital, estudiantes, habitantes, entre otros. En general,
debido a la estructura discreta del problema y el principio de asignación única,
el equilibrio perfecto no puede ser logrado, por lo que se estila calcular la desvia-
ción porcentual con respecto al caso ideal. Entre menor sea la desviación, mejor
será el equilibrio de las zonas generadas.
Conexidad: En la mayoría de los problemas, las zonas diseñadas deben estar
conectadas geográficamente. Para obtener distritos conexos se debe tener infor-
mación explícita de las colindancias de las UGB.
Compacidad: Es un requerimiento común para reducir costos, tiempos de trasla-
do o para evitar la dispersión entre los elementos de una zona. Puede ser calcu-
lada al minimizar la distancia de los centros a las UGB o mediante un enfoque
geométrico que consiste en aproximar las zonas a figuras consideradas compac-
tas.
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2.4 aplicaciones

El diseño de zonas tiene gran variedad de aplicaciones que comparten como prin-
cipal característica dividir una región de interés sujeta a una serie de restricciones. A
continuación, se mencionan los principales aspectos de casos representativos:

Zonas de venta: Es una aplicación común para compañías que buscan asignar de
manera eficiente su fuerza de ventas por área de responsabilidad y cobertura. El
número de zonas se determina por la cantidad de brigadas de trabajo, las UGB
representan un conjunto de clientes agrupados por municipios, estados o áreas
estratégicas para la empresa.
Entre las características deseadas de las zonas se encuentran la asignación exclusi-
va de cada UGB, la ubicación de centros de operación estratégicos considerando
el tiempo de traslado y recorrido de las zonas. Asimismo, se busca que sean co-
nexas, accesibles y compactas para facilitar el traslado de los agentes de venta.
[11].
Zonas escolares: Consiste en asignar áreas residenciales a escuelas con el fin de
administrar adecuadamente la capacidad de los centros educativos en una región.
El número de zonas se establece por la cantidad de escuelas, las UGB represen-
tan un conjunto de alumnos agrupados por áreas residenciales de interés como
colonias o manzanas.
Entre las características deseadas están la capacidad de atención homogénea de
las escuelas, equilibrada distribución de estudiantes entre el número total de ins-
tituciones educativas por grado, distancia mínima de traslado, accesibilidad y, en
algunos casos balance racial [12].
Zonas para equipamiento público: Se busca destinar de manera conveniente y
eficiente algún equipamiento público a un grupo de derechohabientes. El núme-
ro de zonas se determina por la cantidad de equipamiento (hospitales, centros
deportivos, entre otros), las UGB representan un conjunto de usuarios agrupados
por municipios o códigos postales.
Los atributos de interés son el balance en la capacidad de atención por equi-
pamiento, generación de zonas conexas, cercanía al equipamiento, facilidades y
accesibilidades de transporte, entre otras.
Zonas para el retiro y acarreo de nieve: Este tipo de aplicaciones ayudan a pla-
near la distribución de depósitos de vehículos para el retiro de nieve y vertido de
sal. Las regiones de interés deben ser divididas de forma que cada zona tenga al
menos un depósito. En una segunda etapa, se trazan las rutas de los vehículos
para el retiro y acarreo de nieve [13].
Zonas para recolección de basura: Relacionado con el problema anterior, se busca
asignar eficientemente un conjunto de vehículos a puntos de recolección estraté-
gicos. Los criterios contemplados abarcan la compacidad geométrica, reducir el
tiempo de traslado de los vehículos y el tiempo de descarga de los residuos [14].
Zonas para servicios de emergencia: Se busca agilizar el uso de servicios de
emergencia como patrullas policiales y ambulancias. El número de zonas es se-
ñalado por las autoridades pertinentes con base en los recursos y jurisdicciones
actuales. Las UGB son colonias o códigos postales, y como principales criterios se
procura la compacidad, el equilibrio de la carga de trabajo, conexidad y tiempo
de respuesta mínimo desde la recepción de una llamada de emergencia [15].
Zonas de energía: Esta aplicación busca dividir monopolios o empresas estata-
les de distribución de energía eléctrica en mercados regionales económicamente
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rentables. El número de distritos está dado por la cantidad de compañías dis-
tribuidoras planeadas, las UGB representan nodos de distribución eléctrica, y se
promueve la creación de zonas compactas, contiguas y con potencial de desarrollo
económico equilibrado [16].

2.5 diseño de zonas electorales

De los ámbitos de aplicación del diseño de zonas geográficas, la distritación electoral
es uno de los casos más populares, debido a su influencia en los resultados de los
procesos democráticos. En esencia, persigue conformar áreas denominadas distritos
electorales que forman la base para organizar la representación ciudadana ante las
cámaras. El objetivo es garantizar una adecuada representación a partir del principio
de mayoría relativa y el resultado se evalúa en función de que exista un equilibrio
poblacional entre los distritos para que el voto de un ciudadano valga lo mismo que el
de cualquier otro [17].

2.5.1 Características del diseño de zonas electorales

Una parte relevante en el proceso electoral es plasmar en forma operacional criterios
importantes como funciones de las propiedades geográficas, políticas y demográficas
en un plan de distritación. Entre los criterios más reconocidos se encuentran: el equili-
brio poblacional, completitud,compacidad contigüidad, competitividad electoral, opor-
tunidad de las minorías para elegir candidato, tiempos de traslado y respeto por los
límites políticos actuales o comunidades de interés. Por su importancia en esta investi-
gación, los criterios de equilibrio poblacional, compacidad y conexidad se explican más
adelante en las secciones 2.5.1.1, 2.5.1.2y 2.5.1.3, respectivamente.

Completitud

Dentro de la definición de un plan de distritación se incluye la asignación completa
de UGB a distritos. Por esta razón, generalmente, no se considera explícitamente como
un criterio; sin embargo, debido a la complejidad técnica del proceso de regionalización
es necesario verificar la completitud en distintas etapas.

Competitividad electoral

La competitividad electoral manifiesta el grado de rivalidad entre los principales par-
tidos y es una caracteristica deseable para fomentar el equilibrio de las fuerzas políticas.
Para lograr una mayor competitividad, existen medidas que parten de la observación
del nivel de igualdad en los apoyos en los partidos políticos, la cercanía existente en
los resultados esperados de una elección, entre otros. Algunas medidas comunes com-
prenden la estimación del número de electores afiliados que votarán por candidatos
propuestos por su partido. En este caso, si la proporción esperada de votos partidistas
es aproximadamente la misma dentro de un umbral determinado, un distrito se puede
considerar competitivo. De manera similar, hay medidas que ponderan las minorías ra-
ciales y étnicas mediante la proporción entre la minoría y mayoría dentro de un rango
admisible.
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Conformidad con límites políticos e integración de comunidades de interés

Una característica geopolítica deseable, especialmente en países que emplean un sis-
tema de representación plurinominal, es la construcción de distritos que respeten pre-
ferentemente las divisiones administrativas existentes, como municipios o alcaldías. La
conformidad con los límites políticos permite una mejor gestión y mayor familiaridad
de los electores con configuraciones socialmente reconocidas. En ese sentido, también
se procura la integración y respeto de comunidades de interés como las poblaciones
indígenas. Generalmente, para modelar este criterio matemáticamente se asignan gru-
pos a las secciones con características homogéneas y se incluye una penalización en la
función objetivo si se dividen.

Es importante señalar que no existe un consenso universal sobre los criterios necesa-
rios a considerar en un proceso de redistritación y las legislaciones estatales y federales
pueden diferir en algunos. Asimismo, ciertos conceptos como la compacidad pueden
ser definidos de manera ambigua sin implementación específica, por lo que la selección
de criterios depende de la legislación de cada país o localidad y las decisiones metodo-
lógicas de las autoridades de distritación.

Tiempos de traslado

Los tiempos y distancias de traslado al interior de los distritos se consideran en el
diseño para facilitar el dezplazamiento y administración. Para calcularlos usualmente
se toman como referencia unidades administrativas relevantes como las cabeceras mu-
nicipales y además se establece un tiempo de corte por entidad.

Aunque cada problema de diseño presenta características diferentes que varían en
función del país y las legislaciones locales, existen tres principios esenciales para elec-
ciones justas y competitivas [18]:

Equilibrio poblacional
Contigüidad
Compacidad

A continuación, se exponen a mayor detalle sus características significativas, así como
algunas propuestas relevantes para modelarlas.

2.5.1.1 Equilibrio poblacional

En la distritación se busca que todas las zonas estén equilibradas con respecto a una
o varias propiedades de las UGB que la forman. Las variables que se busca equilibrar
pueden ser porcentajes de representación étnica o socioeconómica, tiempos de traslado,
carga laboral, entre otros. El más relevante es el equilibrio poblacional y se mide en
términos de desviación respecto al caso ideal, entre menor la desviación mejor el ajuste.

El equilibrio poblacional consiste en diseñar zonas con aproximadamente el mismo
número de habitantes para garantizar la igualdad de representación política. Este prin-
cipio se basa en el concepto “un hombre un voto”. En la literatura existen diversas
medidas para calcular el equilibrio poblacional, sin embargo, existe poca reflexión so-
bre las ventajas de aplicar un método específico [19], asimismo la implementación y
desviación poblacional máxima aceptables dependen de estándares legales y criterios
de las autoridades electorales en cada país [20].

Algunos métodos representativos para calcular el equilibrio poblacional son [19]:
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La suma de los valores absolutos de la diferencia entre la población de cada zona
y el promedio poblacional por zona:

k∑
i=1

|Pi − P̄| (6)

Donde:
Pi=Población de la zona i
P̄=Promedio de la población por zona dado por:

P̄ =
∑
x∈X

Px

k
(7)

Donde:
k = Número de zonas que deben crearse.
X = Conjunto de todas las UGB
Px =Población de la unidad geográfica x

La diferencia entre la zona más poblada y la menos poblada

Pimax − Pjmin (8)

La división entre la zona más poblada y la menos poblada

Pimax
Pjmin

(9)

El uso de rangos con respecto al promedio de población por zona.
k∑
i=1

máx {Pi − (1+β)P̄, (1−β)P̄− Pi, 0}
P̄

(10)

Donde:
k = Número de zonas que deben crearse.
Pi = Población de la zona i
P̄ = Promedio de población por zona
β = Porcentaje de desviación poblacional máximo aceptable por zona

A través de este planteamiento, se busca que la población esté en el intervalo [(1 −

β)P̄, (1+ β)P̄], con 0 6 β 6 1. La función toma un valor de cero si se encuentra en el
intervalo deseado y en caso contrario, adquiere un valor positivo equivalente a la suma
de las desviaciones con respecto a estos límites.

En el caso de México, a partir de 2014 el INE es el responsable de definir los criterios
metodológicos para el proceso de redistritación. La definición de equilibrio poblacional
utilizada en el proceso de distritación de 2017 [21] está dada por:

k∑
i=1

(
1− Pi

Pmed

da

)2
(11)

Donde:
Pmed= Población media estatal.
Pi= Población de la zona i
da= Porcentaje de desviación poblacional máximo aceptable por entidad
k= Número de zonas por entidad
A través de este planteamiento se busca estar dentro del rango establecido por la

desigualdad Pmed − da 6 Pi 6 Pmed + da y se penaliza a los distritos fuera de rango.
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2.5.1.2 Compacidad

En la literatura se observa que la contigüidad y equilibrio poblacional por sí solos
resultan insuficientes para evitar la manipulación electoral o gerrymandering2 [23], por
lo que es necesario la inclusión de la compacidad como una propiedad adicional que
impida la creación de zonas electorales con formas irregulares y así prevenir la genera-
ción de planes de distritación favorables a un candidato o partido. El diseño de zonas
con formas regulares y homogéneas dentro de un espacio limitado resulta no sólo útil
para fines de administración, mantenimiento y control, sino también para disminuir
el costo de servicios públicos y privados, o disminuir tiempos de traslado o recorrido
dentro de la zona [24].

La compacidad es un principio ampliamente aceptado, pero el diseño de zonas con
esta característica plantea algunas dificultades como: la falta de una definición exacta
de la compacidad y un impacto en el rendimiento de los sistemas de distritación.

Uno de los retos que presenta la creación de zonas compactas es la falta de consenso
sobre el uso de una medida específica para generarlas. Esta problemática se deriva
principalmente de la ausencia de una definición exacta de la compacidad lo que ha
promovido la creación de una gran variedad de métodos que buscan expresarla de
manera cuantitativa.

Un considerable número de trabajos sobre compacidad apoyan la noción de que una
zona es compacta si ésta comparte propiedades características de formas geométricas
regulares consideradas compactas como un círculo, cuadrado o figuras convexas; aun-
que esta descripción resulta útil y permite expresar la compacidad en términos prácti-
cos [25], no proporciona una definición generalizada. Ante esta situación, se ha observa-
do que ninguna de las medidas reportadas en la literatura ha resultado completamente
satisfactoria, y presentan defectos al ser aplicadas a ciertos tipos de configuraciones
geográficas [23, 26]. Por otro lado, existe la posibilidad de que se generen zonas com-
pactas que contengan una tendencia política predeterminada o gerrymandering, lo que
puede obstaculizar el proceso de distritación y es contrario a los problemas que busca
en principio evitar la compacidad [27]. Aunado a lo anterior, existe una proliferación
de cerca de 100 medidas diferentes que se aplican a patrones de espacios geográficos
[28], lo que dificulta la tarea de hacer un uso apropiado de las diversas propuestas
para casos concretos. No obstante, también, se ha demostrado, que un uso metódico de
las medidas de compacidad puede limitar los sesgos políticos cuando se combina con
otros criterios como la conexidad y equilibrio poblacional [29].

Debido al uso repetitivo de las medidas de compacidad en el proceso de diseño de
zonas, además de propiciar la creación de distritos con formas regulares, es necesario
contemplar que su cálculo no requiera de tiempos de cómputo excesivos. Por lo que,
entre las características deseables de las medidas se encuentra la sencillez y la posibi-
lidad de paralelizar sus operaciones, de tal manera que el tiempo global de ejecución
de cualquier algoritmo que busque generar un plan de distritación no se vea afectado
considerablemente [30].

En la literatura se propone buen número de medidas de compacidad inspiradas en
principios geométricos tales como envolventes convexas, cuadriculado, comparación de

2 El término se acuñó en referencia a Elbridge Gerry quien fue gobernador del estado de Massachusetts
en 1812 y con la ayuda de su partido político diseñó un distrito para asegurar su elección. En la época
se produjo una ilustración del distrito enfatizando sus similitudes con una salamandra, “salamander” en
inglés. Por lo tanto, el concepto de gerrymandering surge de la unión del nombre del gobernador “Gerry”
con la terminación de salamandra en inglés “mander” [22]
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círculos inscritos, entre otras. En el contexto de México, el INE establece la compacidad
para el proceso de distritación de 2017 a través de la siguiente expresión [21]:

PCZi
4
√
ACZi

− 1 (12)

Donde:
PCZi= Perímetro de la zona Zi
ACZi= Área de la zona Zi

Esta medida compara el perímetro de cada distrito con aquel de un cuadrado que
tiene la misma área. De esta forma, en la ecuación (12) se observa que un distrito con
buena compacidad tendrá un valor cercano a cero y en caso de ser un cuadrado, la
medida se hace cero.

2.5.1.3 Conexidad

La conexidad es la calidad de una región de estar conectada y es un criterio am-
pliamente utilizado en el diseño de zonas debido a que la fragmentación afecta la
viabilidad o influencia de una región [31]. Implica que todas las unidades geográficas
asignadas a un distrito estén físicamente conectadas o que existan vías de comunica-
ción y transporte que permitan viajar por el distrito sin cruzar sus fronteras. En el caso
de la distritación política, es una propiedad útil para facilitar la administración durante
y después del proceso electoral.

El mecanismo más recurrente para modelarla, es representar la estructura geográfica
mediante una gráfica cuyos vértices representan las UGB y la colindancia entre dos
unidades es indicada mediante una arista entre los vértices correspondientes. Siguiendo
este modelo, una gráfica representa una zona conexa si para cualquier par de vértices
existe un camino formado con aristas y vértices dentro de la gráfica que los une. Por
lo tanto, las técnicas empleadas para determinar la conexidad de gráficas pueden ser
utilizadas para el diseño de zonas contiguas.

El proceso de verificación de conexidad es computacionalmente costoso y se incorpo-
ra durante el proceso de generación de las soluciones. Entre las principales propuestas
de la literatura para garantizarla se observan el uso de ecuaciones y desigualdades
lineales [19, 32]. Algunas propuestas importantes son las siguientes:

Cova y Church [33] plantean restricciones que generan zonas contiguas a partir
de una unidad geográfica denominada semilla o raíz, a la cual se le agregan de
manera incremental unidades geográficas colindantes. Uno de los inconvenientes
del modelo es que la necesidad de requerimientos computacionales se incrementa
rápidamente. Esto se observa en el crecimiento del número de variables binarias
a considerar que se calculan como el cuadrado del número de UGB analizadas.
Macmillan [34] propone otro método denominado switching points. A diferencia
de planteamientos previos, en esta propuesta no es necesario iterar sobre todas
las UGB asignadas a una zona para verificar la contigüidad, sino únicamente en
las UGB de interés y sus vecinos de primer orden. El procedimiento es semejante
a la siguiente idea, se recorre el perímetro de una UGB y se marcan los puntos
en los que se pasa de estar en el interior de la zona a estar en su frontera. Estos
cambios se conocen como switching points, si su número es par, la UGB puede ser
intercambiada con facilidad sin provocar una desconexión en la región de origen.
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Williams [35] diseñó un modelo con base en la gráfica primal y dual asociadas al
problema del diseño de zonas. La propuesta genera de manera simultánea árboles
de expansión complementarios en ambas gráficas y crea un sub-árbol conexo a
partir del árbol primal para formar una zona conexa; una de las ventajas de esta
propuesta es que el número de variables y restricciones crece de manera lineal
con respecto al número de UGB.
Shirabe [36] plantea un esquema que utiliza la gráfica asociada al problema de
diseño de zonas junto con un principio de dinámica de fluidos. En este mode-
lo, se hace una analogía entre gráficas conexas y el movimiento que seguiría un
fluido desde múltiples fuentes hasta un vertedero. En este sentido, una zona está
formada por una red de abastecimiento de fluidos, donde una UGB arbitraria
representa un vertedero, y las demás unidades el abastecimiento. De esta forma,
una zona es conexa si el abastecimiento enviado desde cada vértice llega al verte-
dero sin salir de la red. Al igual que la propuesta anterior, el número de variables
y restricciones crece de manera lineal con respecto al número de UGB considera-
das.

Otro aspecto importante al manejar la conexidad es la codificación de la solución
y cómo se incorpora este concepto en la construcción, modificación y evaluación de
los planes de zonificación candidatos. Entre los principales métodos de manejo de la
conexidad en problemas de optimización geográficos se encuentran [37]:

En algoritmos evolutivos, como los algoritmos genéticos, la conexidad se puede
incluir como una restricción en el proceso de codificación y decodificación de la
solución. En general, para problemas de tipo geográfico este tipo de técnicas es
limitado y difícil de implementar tal como se observa en [37].
Utilizar una función de penalización para disminuir el valor de aptitud o fitness
de soluciones que violan la restricción de conexidad y reducir su probabilidad de
inclusión en la siguiente generación. Este enfoque ha sido especialmente efectivo
para problemas de optimización numérico. Sin embargo, en el caso de la distrita-
ción y otros problemas de índole geográfico, el conjunto de posibles soluciones
infactibles es enorme y la búsqueda no es tan eficiente.
La elaboración de algoritmos que sólo crearán soluciones factibles a través de un
mecanismo de “reparación” que convierte las soluciones infactibles a soluciones
factibles. Este método ha sido reportado como efectivo y flexible al ser aplicado a
problemas geográficos.

2.6 disritación electoral en méxico

La distritación electoral en México, sus criterios metodológicos y fundamentos lega-
les son resultado de un proceso histórico y político que ha evolucionado con el desa-
rrollo del sistema electoral nacional. A continuación, se presentan los principales ante-
cedentes y los criterios metodológicos relevantes al presente proyecto de investigación.

La representación ciudadana a través de la cámara de diputados se encuentra esta-
blecida en la legislación desde la Constitución de 1824, sin embargo, es hasta 1857 que
se reconoce por primera vez la necesidad de segmentar el territorio nacional en distri-
tos electorales. A partir de este momento, y durante la mayor parte del siglo XX, los
procesos de distritación en México fueron poco documentados, pero se sabe que eran
fundamentalmente manuales, construidos por un conjunto de personas que se senta-
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ban a la mesa, con mapas y tablas de población. El único criterio cuantitativo oficial era
procurar la creación de distritos con un número equilibrado de habitantes [38].

En 1977 se llevó a cabo una reforma electoral donde se transformó el criterio para
determinar el número de diputados uninominales en 300, también se documentan por
primera vez criterios y procedimientos para una redistritación. Se crea un precedente
importante para crear memorias con las cuales se pueden rastrear los criterios y méto-
dos utilizado en los subsecuentes ejercicios electorales de 1978,1996, 2006 y 2016 [39].

Posterior a la reforma electoral de 1977, para el ejercicio de 1978, además de un
número de habitantes equilibrado, los criterios fueron de corte social, geográficos, de
comunicaciones y de permanencia. En este sentido, los primeros procuraban no divi-
dir colonias, rancherías, ranchos o cualquier localidad; los segundos buscaban que las
zonas al interior de un distrito no quedaran separadas por accidentes naturales; en tér-
minos de comunicación se pretendía que la cabecera quedara unida al resto del distrito.
Todo lo anterior, con la menor cantidad de cambios posibles. La tarea desarrollada si-
guió métodos manuales, con una base empírica, fundamentada en el conocimiento de
los actores involucrados. La configuración de los distritos obtenida por este ejercicio,
se mantuvo vigente para las elecciones federales de 1982, 1985, 1988, 1991 y 1994, y
no tuvo modificaciones basadas en los datos arrojados por los censos poblacionales de
1980 y 1990 [39, 40].

En 1996, se realizó una segunda reforma significativa al sistema electoral. Se retoma-
ron los criterios establecidos en los artículos 52 y 53 de la constitución y se definieron
aspectos metodológicos y técnicos de manera más precisa mediante acuerdos del Con-
sejo General del Instituto Federal Electoral (IFE). En términos generales, se establecían
limitantes que normaban el respeto por las fronteras político administrativas, el uso
de la fórmula de Sainte-Laguë en la reasignación de distritos y un modelo heurístico
para el proceso de regionalización. Asimismo, se estableció que la población base para
construir distritos sería la registrada en el censo de 1990, elaborado por el INEGI, y las
áreas resultantes no debían tener una desviación de la población meta mayor al 15 %.
De igual manera se ordenó considerar el paisaje, la integridad de comunidades, vías
de comunicación y tiempos de traslado, hacer distritos compactos y contiguos. En el
caso de la redistritación de 1996, en México se utilizó un modelo heurístico, que tenía
una componente de inicialización y otra de optimización local. En términos sintéticos,
el crecimiento partía de una unidad geográfica, después añadía áreas vecinas y evalua-
ba, hasta acercarse a la población objetivo. Posteriormente, se lleva a cabo una fase de
optimización en la cual se busca mejorar el equilibrio demográfico [41].

Con base en un diagnóstico elaborado por el IFE en el 2004, se detectó que el 34 % de
los distritos estaban por encima de la tolerancia aceptada en 1996, es decir, tenían más
del 15 % de desviación con respecto a la meta establecida. Con ello, habían quedado
fuera de rango cerca de 100 de los 300 distritos [38]. A partir de ello se dictó la necesidad
de hacer un nuevo ejercicio de regionalización electoral. Este nuevo ejercicio permitió
realizar una serie de mejoras como incorporar el algoritmo de recocido simulado, una
mayor participación por parte de los partidos políticos en la discusión para establecer
los criterios y métodos, así como el establecimiento de una jerarquía de criterios.

Los lineamientos que debían respetar las nuevas zonas se encuentran referidos en el
acuerdo del Consejo General del IFE de 2004 [42]. En este documento se mencionan los
siguientes puntos:

1. Los distritos se integrarán con territorio de una sola entidad federativa.
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2. Para la determinación del número de distritos que habrá de comprender cada
entidad federativa, se observará lo dispuesto en el Artículo 53 de la Constitución
Política de los Estados Unidos Mexicanos.

3. Se aplicará el equilibrio demográfico en la determinación de los distritos partien-
do de la premisa de que la diferencia de población de cada distrito, en relación
con la media poblacional estatal será lo más cercano a cero.

4. Se procurará la conformación de distritos electorales con mayoría de población
indígena. En todo caso se preservará la integridad territorial de las comunidades
indígenas.

5. Los distritos tendrán continuidad geográfica tomando en consideración los lími-
tes político–administrativos y los accidentes geográficos.

6. En la delimitación de los distritos se procurará obtener la mayor compacidad, de
tal forma que el perímetro de los distritos tenga una forma geométrica lo más
cercana a un polígono regular. Ningún distrito podrá rodear íntegramente a otro.

7. Para la integración de distritos se utilizará la distribución municipal y seccional
vigente. La unidad de agregación mínima será la sección electoral.

8. Los distritos se constituirán preferentemente con municipios completos.
9. Para establecer las cabeceras distritales se considerarán los siguientes parámetros:

mayor población, vías de comunicación y servicios públicos. En caso de existir
dos o más localidades semejantes, y una de ellas sea, en la actualidad, cabecera
distrital, prevalecerá esta última.

10. En la conformación de los distritos, se procurará optimizar los tiempos de tras-
lado para recorrer su interior, considerando su tamaño, su extensión y la distri-
bución geográfica de sus localidades, para hacer más eficientes los trabajos de
campo que realiza el IFE de forma permanente en el país.

Se estableció que la distritación efectuada serviría para las elecciones de 2006 y 2009,
en virtud de que para el 2012 se contarían con los resultados del Censo de Población
y Vivienda correspondientes al 2010, lo que permitiría actualizar la información. Sin
embargo, se acordó utilizar la misma demarcación para los comicios federales de 2012.
En abril de 2014 se disolvió el IFE y fue sustituido por el Instituto Nacional Electoral
(INE) el cual lleva a cabo el procedimiento pertinente para establecer los criterios a
utilizarse en el proceso de distritación 2016-2017.

Es importante observar que, de los criterios utilizados por las autoridades electorales
en México, en esta investigación sólo se consideran dentro del modelo de optimización
el equilibrio poblacional, la compacidad geométrica y contigüidad, debido a que se con-
sideran principios universales y suficientes para evaluar correctamente el desempeño
de la heurística propuesta.

2.7 heurísticas aplicadas al diseño de zonas

En esta sección se presenta un panorama de diferentes métodos utilizados para re-
solver el problema de diseño de zonas, desde los orígenes clásicos hasta el diseño de
algoritmos heurísticos específicos y se incluyen las características esenciales de enfo-
ques relevantes encontrados en la literatura especializada.

En los últimos 50 años, el diseño de zonas ha atraído la atención de gran número de
investigadores que han propuesto una variedad de modelos y algoritmos para resolver
el problema. Los trabajos pioneros corresponden a las investigaciones de Hess et al.
[43] en 1965 y Garfinkel & Nemhauser [44] en 1970. Hess et al. abordan por primera
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vez la distritación mediante técnicas de programación matemática y la formulan como
un problema de ubicación discreto, con variables binarias, restricciones lineales y una
función objetivo. En su trabajo, se recurre a una perspectiva tradicional de asignación
de centros de distribución y rutas de transporte, donde cada UGB debe ser asociada al
centro de un distrito. Por su parte, Garfinkel y Nemhauser rediseñan este planteamien-
to para formular un algoritmo de partición y presentan la teoría de gráficas como un
mecanismo eficaz para plantear las relaciones geográficas. A partir de estos trabajos in-
novadores, muchos autores centraron su atención en el problema de distritación desde
un enfoque combinatorio y lo modelaron explotando similitudes con otros problemas
familiares como clustering, partición de gráficas, ubicación- asignación, entre otros.

Desde esta perspectiva, que busca generar de manera automatizada planes de dis-
tritación, existen distintas formas de resolver el problema como programación entera,
algoritmos evolutivos, búsqueda tabú, recocido simulado, GRASP, entre otros. Estos
métodos pueden clasificarse en tres grandes categorías: métodos de aglomeración, mé-
todos de división y métodos heurísticos [1].

Los métodos de aglomeración agrupan objetos “similares” en regiones siguiendo al-
guna restricción de conexidad. Este tipo de métodos pueden ser algoritmos jerárquicos
que combinan pequeños clusters hasta alcanzar el nivel deseado de distritos. En esta ca-
tegoría se consideran los métodos empleados para problemas de asignación-ubicación,
los cuales buscan determinar centros estratégicos que optimicen una función específica
para cada distrito, y los métodos de crecimiento multi-kernel, los cuáles van conglome-
rando unidades geográficas a partir de múltiples semillas o núcleos.

Los métodos de división parten del conjunto total de datos de entrada y buscan frac-
cionarlo en un número determinado de regiones. Un ejemplo de este tipo de métodos,
es la programación entera, ya que integra las variables en un modelo matemático y
resuelve el modelo para encontrar la mejor partición.

En la tercera categoría, se consideran los métodos de búsqueda heurísticos. Esta cate-
goría se puede subdividir en dos subgrupos: los métodos basados en población como
los algoritmos genéticos y los métodos basados en trayectoria como recocido simulado,
búsqueda tabú y búsquedas locales. Los primeros buscan hacer una analogía entre una
población formada por individuos o soluciones y un proceso de evolución, mientras
que los segundos buscan mejorar una solución existente mediante una secuencia de
movimientos (trayectoria).

En la Tabla 1 se muestran diversos enfoques relevantes de la literatura para diversas
aplicaciones del diseño de zonas.

En la Tabla 2 se muestran algoritmos específicos para el diseño de zonas electora-
les en los cuales se utilizan diferentes restricciones y medidas que buscan evitar la
manipulación electoral y obtener zonas libres de tendencias políticas.

Se puede destacar, a partir de la información que se presenta en la Tabla 1 y la Tabla
2 que las heurísticas representan un mecanismo popular para manejar la complejidad
computacional del problema, encontrando soluciones de calidad en un tiempo razona-
ble. El desarrollo de metaheurísticas ha sido exitoso en el contexto de la distritación
por varias razones [71]:

1. Su aplicación ha obtenido buenos resultados en optimización combinatoria. De
hecho, en problemas de partición de conjuntos han mostrado ser una estrategia
eficaz para explorar espacios de búsqueda discretos y escapar de óptimos locales.
Debido a la complejidad computacional del diseño de zonas, no se conocen méto-
dos exactos que garanticen el óptimo en instancias de gran tamaño con relevancia
práctica.
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Tabla 1: Algoritmos de diversas aplicaciones del diseño de zonas. Fuente: Elaboración propia
con base en [19].

Año Autor Aplicación Algoritmo

1971 Hess y Samuels [45] Zonas de ventas Geoline

1990 Ferland y Guennette [12] Zonas escolares Asistido por GIS

1991 Schoepfle y Church [46] Zonas escolares Exacto

2002 Muyldermans et al. [47] Esparcimiento de sal Rutas por arcos

2003 Blais et al. [48] Servicios de atención
médica

Búsqueda tabú

2003 Bergey et al. [16] Zonas eléctricas Recocido simulado con
algoritmos genéticos

2003 D’Amico et al. [15] Distritos policiales Recocido simulado

2005 Bacao et al. [49] Zonas de gestión coste-
ras

Algoritmo genético

2006 Des Jardins y Bulka [50] Zonas escolares Hill Climbing

2007 Tavares et al. [51] Zonas tarifarias de
transporte

Evolutivos

2008 Basu et al. [52] Zonas de control de trá-
fico aéreo

Heurística con base en
partición binaria del es-
pacio

2009 Ríos Mercados y Fernández [53] Zonas de venta GRASP

2009 Hu et al. [54] Zonas de distribución
de tabaco

Sistema inmune artifi-
cial

2011 Lunday et al. [55] Diseño de zonas de con-
trol marítimo

Reformulación de téc-
nicas de linearización
(RLT)

2015 Lei et al. [56] Diseño de zonas de ven-
tas

Heurística con base en
una búsqueda adapta-
tiva de vecindades de
gran escala

2016 Ríos-Mercado y Escalante [57] Diseño de zonas de ven-
tas

GRASP

2016 Lei et al. [3] Diseño de zona de ven-
tas estocástico

Algoritmos co-
evolutivos

2016 Yanik et al. [58] Diseño de zonas de
energía

Algoritmo genético

2018 Gliesch et al. [59] Diseño de zonas de ven-
tas

Búsqueda tabú y méto-
do multiarranque

17



2.7 heurísticas aplicadas al diseño de zonas

Tabla 2: Algoritmos aplicados a la distritación política. Fuente: Elaboración propia con base en
[19] y [32].

Año Autor Algoritmo

1965 Hess et. al. [43] Heurística de construc-
ción con ubicación-
asignación

1970 Garfinkel y Nemhauser [44] Búsqueda exhaustiva

1998 Mehrotra et al. [60] Branch and Price

2000 Guo et al. [61] MOZART

2003 Bozkaya et al. [62] Búsqueda tabú

2003 Forman y Yue [63] Algoritmo genético

2005 Bacao et al. [64] Algoritmos genéticos

2006 Bong y Wang [65] Recocido simulado al-
goritmos genéticos

2008 Ricca y Simeone [66] Heurísticas locales

2011 Guo y Jin [67] Búsqueda tabú

2013 Rincón et al. [68] Recocido simulado

2015 Castelli et al. [69] Algoritmo genético

2017 Rincón et al. [70] Recocido simulado, co-
lonia artificial de abejas
y método de composi-
ción musical

2. No asumen un estado a priori de un conjunto particular de metas o de funciones
objetivo para evaluar un escenario, lo que permite cierta flexibilidad al definir
las metas del proceso de distritación. Asimismo, la aleatoriedad del proceso de
búsqueda reduce la parcialidad del plan resultante.

También, se puede notar que las metaheurísticas más utilizadas en la distritación son:
Recocido simulado: Realiza una analogía del proceso físico de recocido,en el cual
un material se enfría paulatinamente para cambiar sus propiedades estructura-
les, con la optimización de una función. En cada iteración se genera un punto
candidato dentro de una vecindad local de la solución actual, la probabilidad de
moverse de la solución actual a una solución candidata es una función de la dife-
rencia del valor de la función objetivo en cada uno de los puntos y un parámetro
que representa la temperatura del sistema. Cuando la temperatura es alta, puntos
candidatos que son “peor” que la solución actual pueden ser seleccionados en la
siguiente iteración. Esto ayuda a la heurística a escapar de óptimos locales. Des-
pués de cada iteración la temperatura se reduce gradualmente de tal manera que
la probabilidad de aceptar una peor solución es cada vez menor. Esta heurística
se analiza con mayor profundidad en el Capítulo 4.
Algoritmos genéticos: Heurística inspirada en la evolución biológica y sus proce-
sos moleculares. En un algoritmo genético, una población de soluciones se codi-
fica para resolver un problema de optimización. En cada iteración, las soluciones
candidatas se modifican de manera aleatoria mediante operadores de mutación
(alteración al vector de soluciones) o hibridación (intercambio de subsecuencias
de dos soluciones). En cada ronda hay un proceso de selección en el cual algunas
soluciones se descartan y otras se duplican en la población dependiendo del nivel
de fitness normalmente dado por el valor de la función objetivo.
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Búsqueda tabú: Es una modificación de hill-climbing en la que se retiene una
memoria de los movimientos recientes y se evitan dichos movimientos a menos
que cumplan ciertos criterios de aceptación. El uso de esta memoria promueve la
diversificación.
GRASP: Es una metaheurística multiarranque. Cada iteración involucra dos fa-
ses, generación de un candidato inicial y una exploración mediante un algoritmo
glotón (hill-climbing) para encontrar un óptimo local.

Sin importar la heurística concreta utilizada, es necesario que exista un balance di-
námico entre exploración e intensificación [72]. La primera consiste en generar nuevas
soluciones que permitan examinar de manera eficiente toda la región del espacio de
búsqueda mientras que la segunda utiliza de manera explícita o implícita la historia de
las soluciones con el objetivo de concentrar la búsqueda en regiones de mayor calidad.
La exploración es necesaria para mantener la diversidad y la intensificación permite
conservar y mejorar los rasgos de las mejores soluciones encontradas. En este trabajo
se busca encontrar este equilibrio mediante el desarrollo de un algoritmo heurístico
multiobjetivo. En el siguiente capítulo se aborda el contexto multiobjetivo de la distri-
tación y se analiza la literatura desde ese enfoque.
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3
C O N T E X T O M U LT I O B J E T I V O

El proceso de optimizar de manera sistemática y simultánea una colección de fun-
ciones objetivo se conoce como optimización multiobjetivo. El diseño de zonas en su
variedad de aplicaciones busca modelar y optimizar atributos, que generalmente com-
piten entre sí, con el fin de reflejar la realidad socioeconómica, política y geográfica de
una región para mejorar la toma de decisiones. En este capítulo se aborda la distrita-
ción como un problema de optimización multiobjetivo de la siguiente manera: primero
se comienza con algunas definiciones sobre optimización multiobjetivo, posteriormente
se presentan las técnicas de resolución más utilizadas en este campo, de igual manera
se exponen los elementos principales de diseño al construir metaheurísticas desde esta
perspectiva y finalmente se revisa la literatura asociada al diseño de zonas.

3.1 conceptos de optimización multiobjetivo

En esta sección se presentan conceptos fundamentales en optimización multiobjetivo
como son dominancia, optimalidad de Pareto, conjunto óptimo de Pareto y frente de
Pareto que son útiles para la descripción y planteamiento de un algoritmo en este
contexto.

Un problema de optimización multiobjetivo se define como: la tarea de encontrar
un vector de variables de decisión que satisfaga restricciones y optimice un vector de
funciones objetivo que generalmente están en conflicto unas con otras. En este sentido,
el término optimizar significa encontrar vectores de solución con valores aceptables
de desempeño para m funciones objetivo de manera simultánea. El proceso de optimi-
zación puede significar la maximización de las m funciones, su minimización o una
combinación de maximización y minimización [73].

Formalmente un problema de optimización multiobjetivo se puede plantear de la
siguiente manera [74]:

De�nición 3.1.1 Problema de Optimización Multiobjetivo
Se define como la tarea de minimizar (o maximizar) F(~x) = (f1(~x), f2(~x), . . . , fm(~x))

sujeto a gi(~x) 6 0, i = {1, 2, ..., r} (restricciones de desigualdad) y hj(~x) =, j =

{1, 2, ..., s} (restricciones de igualdad) con ~x ∈ Ω. Una solución a este problema,
minimiza (o maximiza) las componentes del vector F(~x) donde ~x es un vector n-
dimensional de variables de decisión, ~x = (x1, x2, ..., xn), de algún universo Ω. Las
restricciones gi(~x) 6 0 y hj(~x) = 0 deben ser satisfechas al mismo tiempo que se mi-
nimiza (o maximiza) F(~x), y Ω contiene todos los posibles ~x que pueden ser usados
para evaluar F(~x).

El vector de variables de decisión puede ser continuo o discreto mientras que las
m funciones pueden ser lineales, no lineales, continuas o discretas. La función de
evaluación F : Ω → Λ es una transformación del vector de variables de decisión
~x = (x1, x2, ..., xn) en un vector de respuesta ~y = (a1,a2, ...,am). La Figura 1 ilustra
la situación para el caso de n = 2, r = 0, s = 0 y m = 3.
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Figura 1: Ejemplo de transformación de un punto del espacio de decisiones al espacio de
objetivos. Fuente: [75].

En contraste con los problemas mono-objetivo donde se busca una solución óptima,
en optimización multiobjetivo se intenta producir un conjunto de soluciones posibles
de calidad equivalente. En ese sentido el concepto de óptimo es relativo y es necesario
redefinirlo para establecer cuales son las mejores soluciones al problema.

Al respecto, la definición más aceptada es la propuesta originalmente por Francis
Ysidro Edgeworth en 1881 y generalizada posteriormente por Vilfredo Pareto en 1896,
conocida comúnmente como óptimo de Pareto. En esta definición, un problema de
optimización multiobjetivo consiste en encontrar el mejor compromiso (balance) entre
los objetivos. Sin ningún tipo de información sobre las preferencias del tomador de
decisiones y con igualdad de importancia en los objetivos, no se puede decir que una
solución es mejor que otra si no la domina. A continuación, se definen formalmente
algunos términos asociados, suponiendo que se trata de un problema de minimización
[74]:

De�nición 3.1.2 Dominancia de Pareto
Un vector ~u = (u1,u2, ...,um) se dice que domina a ~v = (v1, v2, ..., vm), denotado

por ~u � ~v, si y sólo si ~u es parcialmente menor que ~v, es decir, ∀i ∈ {1, . . . ,m} : ui 6
vi ∧ ∃j ∈ {1, ...,m} : uj < vj.

De�nición 3.1.3 Optimalidad de Pareto
Una solución ~x∗ ∈ Ω es un óptimo de Pareto con respecto a Ω si y sólo si no

existe ~x ∈ Ω, para el cual ~v = F(~x) = (f1(~x), ..., fm(~x)) domina a ~u = F(~x∗) =

(f1(~x
∗), ..., fm(~x∗)).

La definición 3.1.3 especifica que ~x∗ es un óptimo de Pareto si no existe otro vector
factible ~x que decremente alguna de las funciones objetivo sin causar el incremento
simultáneo de otra. Gráficamente, para el caso de minimización, una solución ~x∗ es
Pareto óptima si no existe otra solución ~x que el punto F(~x) se encuentre en la región
dominada por F(~x∗), es decir la caja definida por F(~x) con su proyección en los ejes y el
origen como se muestra en la Figura 2.
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Figura 2: Soluciones no dominadas (Pareto) en el espacio de los objetivos. Fuente: [74].

De�nición 3.1.4 Conjunto de Óptimos de Pareto
Para un problema multiobjetivo dado F(~x), el conjunto de óptimos de Pareto, de-

notado por P∗ o P verdadero está definido como:

P∗ := {~x ∈ Ω|@~x
′ ∈ Ω : F(~x

′
) ≺ F(~x)}. (13)

De�nición 3.1.5 Frente de Pareto
Para un problema multiobjetivo dado F(~x) y un conjunto de óptimos de Pareto P∗,

el frente de Pareto (PF∗) está definido como:

PF∗ := {~u = F(~x) = (f1(~x), f2(~x), . . . , fm(~x)) |~x ∈ P∗} (14)

Las soluciones óptimas de Pareto son aquellas pertenecientes al espacio de decisión,
cuyos componentes de los vectores objetivo no pueden ser mejorados simultáneamente.
Los vectores objetivo de las soluciones óptimas de Pareto se denominan vectores (o
soluciones) no dominados y conforman, en conjunto, el frente de Pareto (PF∗).

Cuando se trabaja con problemas multiobjetivo, generalmente se grafican los Frentes
de Pareto (vectores no dominados) generados por cada algoritmo para determinar si
se ha resuelto adecuadamente. También se encuentran una serie de métricas propues-
tas en la literatura para comparar algoritmos multiobjetivos aplicados a un problema
específico, las cuales se refieren con mayor detalle en el Capítulo 5.

Con base en estos conceptos y definiciones, se puede afirmar que, en general, el
desarrollo de un algoritmo heurístico multiobjetivo tiene como principales metas [75]:

Preservar los puntos no dominados en el espacio de los objetivos y su vector
solución asociado en el espacio de decisiones.
Converger hacia el frente de Pareto en el espacio de los objetivos.
Mantener la diversidad de los puntos del frente de Pareto.
Proveer al tomador de decisiones cantidad suficiente de puntos para seleccionar
la solución que corresponda a sus preferencias.

22



3.2 técnicas de resolución

3.2 técnicas de resolución

El principal propósito al resolver un problema multiobjetivo es ayudar al tomador
de decisiones a encontrar una solución Pareto óptima que confronte sus preferencias.
La solución de un problema de optimización multiobjetivo consta de dos etapas bien
definidas : la optimización de varias funciones objetivo y el proceso de decidir cuál es
el equilibrio (de objetivos) adecuado, desde el punto de vista del tomador de decisio-
nes. Un aspecto fundamental es la interacción entre la optimización de las funciones
y el tomador de decisiones [75, 76]. En [77] Cohon y Marks propusieron la siguiente
clasificación que toma en cuenta las dos etapas del proceso:

Técnicas con articulación de preferencias a priori (métodos no interactivos): El
usuario indica la importancia relativa de las funciones objetivo o metas desea-
das antes de efectuar la búsqueda. La mayoría de estos métodos incorpora una
serie de parámetros, que pueden ser coeficientes, exponentes, límites en las res-
tricciones, los cuales son configurados para reflejar las preferencias del tomador
de decisiones.
Técnicas de articulación de preferencias a posteriori: Se realiza la búsqueda y el
tomador de decisiones selecciona posteriormente. En algunos casos, es difícil esta-
blecer de manera explícita y previa una aproximación de las preferencias, en este
caso puede ser efectivo mostrar un conjunto de soluciones para que el usuario eli-
ja la más adecuada a sus necesidades. En estas técnicas, el tomador de decisiones
no necesita información previa a la búsqueda de soluciones óptimas. Algunos de
los métodos incluidos en esta categoría son los más antiguos en el ámbito de la
optimización.
Técnicas con articulación progresiva de preferencias: Existe interacción con el
usuario durante la ejecución de un algoritmo de optimización. Tal como se plan-
tea en [77], estas técnicas operan siguiendo tres etapas : 1) encontrar una solución
no dominada, 2) dependiendo de los requerimientos del usuario, modificar los
objetivos con base en la solución encontrada en la etapa previa y, 3) repetir los
pasos anteriores hasta que el tomador de decisiones apruebe la solución. Entre
las técnicas más representativas de esta categoría se encuentra el método de equi-
librio probabilístico [78], el método de paso (STEP) [79] y el método de resolución
secuencial [80].

3.3 metaheurísticas multiobjetivo

La complejidad de los problemas multiobjetivo, el número creciente de criterios a
optimizar, su gran espacio de búsqueda y la necesidad de encontrar conjuntos de solu-
ciones de calidad en tiempos razonables, han motivado el desarrollo de una diversidad
de metaheurísticas para encontrar aproximaciones eficientes.

En comparación con la resolución de un problema mono-objetivo, la dificultad de
resolver uno multiobjetivo radica en [81]:

El orden de relación entre soluciones es parcial y la elección final depende del
tomador de decisiones.
El número de soluciones óptimas de Pareto se incrementa conforme el tamaño del
problema y principalmente respecto al número de objetivos considerados. En ge-
neral, el número de soluciones no dominadas puede ser exponencial con respecto
al tamaño del problema [82].

23



3.3 metaheurísticas multiobjetivo

La estructura del frente de Pareto y sus propiedades como la continuidad, conve-
xidad son específicas para cada problema.

Con el fin de abordar estos retos, se ha buscado extender las heurísticas mono-
objetivo para abordar múltiples objetivos. Entre los principales conceptos de diseño
que se utilizan para el desarrollo de estas heurísticas se han detectado tres elementos
de búsqueda esenciales [81]:

Asignación de aptitud: La función principal de este componente es guiar la bús-
queda del algoritmo hacia mejores soluciones Pareto óptimas en términos de con-
vergencia. Asigna un valor escalar de aptitud a una función objetivo vectorial.
Preservación de la diversidad: El énfasis en este elemento consiste en generar un
conjunto diverso en el espacio de los objetivos y/o en el espacio de decisión.
Elitismo: La preservación de soluciones élite o soluciones Pareto óptimas encon-
tradas durante el proceso de búsqueda permiten mejorar el desempeño.

En los siguientes apartados se puntualizan los aspectos representativos de los con-
ceptos anteriores con el fin de delinear los elementos clave de una metaheurística mul-
tiobjetivo.

3.3.1 Asignación de aptitud

Para una solución dada, un procedimiento de asignación de aptitud o fitness consiste
en atribuír un valor denominado aptitud a un vector para medir la calidad de una
solución. De acuerdo con las estrategias de asignación de aptitud, las metaheurísticas
se pueden clasificar en 3 categorías principales [83]:

Enfoques escalares: Se basan en la transformación de un problema multiobjetivo
en un problema mono-objetivo. En esta categoría se incluyen los métodos de
agregación que combinan varios objetivos fi en una única función F.
Enfoques basados en criterio: La búsqueda se realiza al manejar los diferentes
objetivos inconmensurables de manera separada.
Enfoques con base en dominancia: Se utiliza el concepto de dominancia y del
óptimo de Pareto para guiar el proceso de búsqueda. Las funciones objetivo se
transforman en un valor a través de la relación de dominancia.

En las secciones subsecuentes, se explican las consideraciones principales de estos
enfoques.

3.3.1.1 Enfoque escalares

En esta estrategia los problemas multiobjetivo se transforman en conjuntos de proble-
mas mono-objetivo. Algunos casos representativos son: la combinación lineal de pesos,
método del criterio global, programación por metas y restricciones épsilon.

Combinación lineal de pesos

Es uno de los enfoques más comunes en la optimización. Consiste en la solución de
múltiples problemas de manera secuencial con una variación consistente y sistemática
de parámetros. El principio general de este método es asociar un peso a cada función
objetivo y minimizar la suma ponderada de los objetivos:

U = mı́n
m∑
i=1

wifi(x) (15)
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Donde:
m= Número de objetivos
wi= Peso que indica la importancia relativa del i-ésimo objetivo
fi(x) = Función del i-ésimo objetivo
En [84] Zadeh mostró que las soluciones de un problema multiobjetivo podían ser

encontradas resolviendo un problema de optimización escalar, en el cual la función
objetivo no es más que la suma de las funciones del problema original multiplicadas
por un peso. En términos generales, los coeficientes de peso se pueden normalizar para
reflejar proporcionalmente la importancia relativa de los objetivos. Los coeficientes ac-
túan como factores que, al ir variando, localizan diferentes puntos del frente de Pareto.

Método del criterio global

El objetivo de este método es la minimización de una función que define un criterio
global que mide cuan cerca se encuentra la solución de un punto ideal. Se trata de una
técnica de escalarización donde todas las funciones objetivo son combinadas y a través
de una métrica se expresa la cercanía al vector ideal. Se han propuesto diversos indica-
dores para este método, yendo desde la métrica Lp [85] hasta variantes que penalizan
las desviaciones con respecto a un objetivo que se usa como referencia [86].

Programación por Metas (Goal Programming)

Este es uno de los primeros métodos escalares diseñados, aplicados específicamente
en el campo de la industria por Charnes y Cooper [87] e Iriji [88] para modelos linea-
les. En esta técnica, el tomador de decisiones asigna metas que cada función objetivo
debería cumplir. Esos valores, luego, son incorporados como restricciones adicionales,
y el problema se transforma en uno de minimización de las desviaciones de los valores
absolutos de cada función objetivo con respecto a su meta correspondiente. La forma
más simple de este método se puede formular como sigue [89]:

mı́n
m∑
i=1

|fi(x) − Ti|, sujeto a x ∈ Ω (16)

Donde Ti señala la meta impuesta por el tomador de decisiones para la í-ésima fun-
ción objetivo fi(x) y Ω es la región factible.

Restricciones épsilon

Este método minimiza una función objetivo a la vez, considerando las demás como
restricciones limitadas por algún nivel εl [90] . La selección de la primera función a
optimizar y el valor de εl deben ser determinados cuidadosamente, ya que de ello
depende el éxito de la técnica. A través de la variación repetida de los niveles , se van
obteniendo las soluciones al problema. El método es también conocido como Trade-Off,
debido a que intenta equilibrar el valor de una función con respecto a otra.

Es importante notar que los enfoques escalares descritos son estrategias populares
para transformar un problema multiobjetivo a uno o varios mono-objetivo por su senci-
llez y facilidad de implementación. Sin embargo, su uso presenta algunas limitaciones:

En general, se requiere un conocimiento a priori del problema a resolver, el cual
no siempre está disponible.
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Debido a que se enfocan en encontrar un punto del frente de Pareto a la vez, se
observa que en la práctica hay una pérdida de diversidad en las soluciones.
Su desempeño depende en principalmente del espacio de búsqueda y se ha en-
contrado que tienen dificultades para trabajar sobre frentes de Pareto con discon-
tinuidades y regiones no convexas.
Son sensibles al conjunto de pesos seleccionados, las restricciones y los puntos de
referencia. Los resultados obtenidos dependen en gran medida de la configura-
ción de estos parámetros
Para encontrar diversos puntos en el frente de Pareto es necesario realizar dife-
rentes ejecuciones lo que implica un costo computacional asociado mayor.

3.3.1.2 Estrategias basadas en criterio

En este tipo de estrategias, se resuelve el problema de optimización para cada obje-
tivo de manera independiente, y posteriormente se integran las soluciones obtenidas
para generar una aproximación al frente de Pareto. Los objetivos se pueden procesar
de forma secuencial o paralela.

Procesamiento secuencial

El principal método secuencial para procesar los objetivos por criterio es el método
lexicográfico [91]. En este enfoque, el tomador de decisiones debe jerarquizar de me-
nor a mayor importancia las funciones objetivo. Luego, se obtiene la solución óptima
al problema minimizando cada función, siguiendo el orden establecido. En cada etapa
de optimización se obtiene un vector solución, el cual es incorporado a la siguiente
función objetivo como una restricción de igualdad que se debe satisfacer. Este proceso
continúa hasta que se determina una solución o hasta que se hayan considerado todas
las funciones objetivo.

Procesamiento paralelo

En este enfoque los objetivos se procesan a la par y de manera autónoma. Los ejem-
plos de procesamiento paralelo más relevantes de la literatura se observan en modelos
basados en población como los algoritmos evolutivos, los métodos de optimización por
enjambre de partículas y colonia de hormigas. En estas estrategias se divide la pobla-
ción, entre tantas subpoblaciones como objetivos tenga el problema, cada una resuelve
por separado una función objetivo y posteriormente intercambian información para
guiar el proceso de búsqueda. El primer algoritmo genético documentado que utiliza
un mecanismo de procesamiento por criterios es VEGA propuesto por Schaffer [92], y
de ahí se han derivado varias propuestas en otras metaheurísticas como optimización
por cúmulo de partículas [93, 94] y colonia de hormigas [95].

3.3.1.3 Estrategias con base en dominancia

Estas técnicas utilizan el concepto de dominancia para establecer el desempeño de
las soluciones durante el proceso de búsqueda. Esta idea la introdujo por primera vez
Goldberg [96] y a diferencia de estrategias anteriores no es necesaria la transformación
del problema multiobjetivo en una serie de problemas mono-objetivo. Adicionalmente,
se observa que las metaheurísticas que utilizan este mecanismo suelen ser menos sus-
ceptibles a la forma de los frentes de Pareto con respecto a discontinuidades y regiones
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convexas. Debido a estas propiedades, a partir de la década de los noventa, se observa
creciente interés en el desarrollo de algoritmos con base en el óptimo de Pareto. La ma-
yoría de las propuestas corresponden a enfoques evolutivos. Entre los más populares
se encuentran NSGA II [97], PAES [98] y SPEA2 [99].

Para determinar la aptitud de una solución se utilizan métodos de categorización o
ranking para establecer un orden relativo entre las soluciones que depende del concepto
de dominancia y en consecuencia del óptimo de Pareto. Los métodos de categorización
más populares empleados en algoritmos poblacionales son:

Grado de dominancia: El orden se establece conforme al número de soluciones de
la población que dominan a cada solución [100]. Entre menor sea el grado mayor
la aptitud.
Profundidad de dominación: La población de soluciones se descompone en va-
rios frentes a fin de que cada individuo tenga un rango equivalente a su nivel de
no dominancia. Los frentes o capas se agrupan de la siguiente manera. Las solu-
ciones no dominadas de la población se definen con un rango nivel 1 y forman el
primer frente E1 ; las que pertenecen al segundo frente E2 con un rango nivel 2

son las no dominadas en ausencia de los del frente anterior, y así sucesivamente.
En general, una solución recibe un rango k si únicamente es dominado por los
individuos pertenecientes a rangos superiores E1 ∪ E2 ∪ ...,Ek−1 . En este sentido
la profundidad de dominación de una solución corresponde al rango del frente
al que pertenece. Esta estrategia se utiliza en el NSGA-II [97] y se ha retomado
en diversos algoritmos. Los mejores individuos son aquellos que tienen rangos
menores.
Conteo de dominancia: El conteo de dominancia se establece conforme al núme-
ro de soluciones dentro de una población que son dominadas por una solución
específica. Esta estrategia se utiliza en conjunto con otras, principalmente con la
de orden de dominancia.
Un aspecto a destacar en el proceso de asignación de aptitud a través del ópti-
mo de Pareto, a diferencia de los métodos escalares, es el hecho de que evalúan
la calidad de una solución en relación a una población y no existen aptitudes
absolutas. De igual forma, debido a que se le asigna un único valor o rango a ca-
da solución se pueden retomar algunos principios de selección de optimización
mono-objetivo.

3.3.2 Preservación de la diversidad

Las estrategias de asignación de aptitud buscan promover la convergencia al frente
de Pareto, sin embargo, por sí mismas no pueden garantizar que la aproximación ob-
tenida sea de calidad en términos de diversidad en el espacio de decisión y/o de los
objetivos. Por lo tanto, la inclusión de estrategias de preservación de la diversidad es
necesaria para prevenir un estancamiento en la variabilidad de la población. En gene-
ral, los métodos de diversificación buscan promover una distribución uniforme de las
soluciones en el espacio de los objetivos. Una de las clasificaciones más utilizadas para
los métodos de preservación de la diversidad es la propuesta por Zitzler en [83]:

Métodos de ventana o kernel

Son métodos de clustering aglomerativos basados en densidad. Definen el entorno
local de una solución mediante una función denominada Kernel K. Dicha función em-
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plea como argumento la distancia entre soluciones. La suma de todos los valores de la
función Kernel para el entorno de una solución representa un estimado de su densi-
dad. Una estrategia popular de tipo kernel para mantener la diversidad es la aptitud
compartida o fitness sharing [101] utilizada por algoritmos como MOGA [100], NSGA
[102] y NPGA [103].

Vecino más cercano

Esta técnica de preservación de la diversidad estima la densidad del vecindario de
una solución con la distancia de sus vecinos más cercanos. Ejemplos de este tipo de
método son los utilizados en el algoritmo SPEA2 [99], donde se emplea un estimador
con base en el inverso de esta distancia y crowding distance, en NSGA-II [97].

Histograma

La preservación de la diversidad mediante el método del histograma consiste en
fraccionar el espacio de búsqueda en una cuadrícula, donde cada celda define un ve-
cindario. La densidad alrededor de una solución se estima por el número de soluciones
dentro de la misma sección de la cuadrícula. El tamaño de la cuadrícula se puede es-
tablecer al inicio del algoritmo o adaptar conforme cambia la población de interés. Un
algoritmo que utiliza este mecanismo para preservar la diversidad es PAES [98].

3.3.3 Elitismo

El elitismo consiste en guardar las mejores soluciones generadas durante la búsqueda.
Para almacenar estas soluciones se utiliza una población secundaria denominada archi-
vo, en la cual se conservan las soluciones de alta calidad (soluciones Pareto-óptimas).
El archivo puede ser activo o pasivo dependiendo de su rol en el proceso de búsqueda.
En el primer tipo se considera como una población externa ajena a la búsqueda cuya
función es prevenir la pérdida de las mejores soluciones. En esta modalidad el archivo
pretende que el algoritmo tenga un desempeño monótono no decreciente en términos
del frente de Pareto aproximado. El uso de un archivo activo, por otra parte, involucra
que forma parte del proceso de búsqueda, se utiliza para generar nuevas soluciones
y permite lograr una convergencia más robusta y rápida al frente de Pareto [104], no
obstante, un elitismo agresivo puede provocar convergencia prematura.

El archivo se debe actualizar durante la búsqueda para incorporar las nuevas solucio-
nes encontradas, las estrategias para realizar este proceso de actualización consideran
los siguientes aspectos:

Tamaño: Debido a que en la mayoría de los problemas multiobjetivo el número
de soluciones en el conjunto de Pareto es muy grande, el archivo debe ser acotado
dependiendo de las preferencias del tomador de decisiones. Cuando el tamaño
del archivo delimitado se supera, es necesario considerar criterios de convergen-
cia y dispersión para determinar cuáles soluciones ingresan o se eliminan del
archivo.
Criterios de convergencia: Los diferentes tipos de asignación de aptitud anterior-
mente descritos pueden ser utilizados para actualizar el archivo. El principio más
frecuente es el de dominancia, es decir, únicamente soluciones no dominadas
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conforman el archivo. No obstante, si el número de soluciones no dominadas es
mayor al tamaño del archivo se debe utilizar otro criterio como la diversidad.
Criterios de diversidad: Con el fin de mantener la diversidad del frente de so-
luciones no dominadas generado y decidir qué áreas deben ser exploradas en
mayor o menor medida se puede utilizar cualquier enfoque de preservación de
la diversidad para actualizar el archivo.

Otros criterios como la “edad” representada por el número de iteraciones que per-
manece una solución en el archivo [105] puede ser utilizada. En la mayoría de los
algoritmos una combinación de criterios de convergencia y diversidad son utilizados
para definir la actualización del archivo.

3.3.4 Algoritmos recientes

Actualmente, el uso de metaheurísticas que inspiran sus estrategias en la naturaleza,
la interacción de los seres vivos, los procesos físicos y mecánicos para resolver pro-
blemas de optimización, es un área de investigación activa que ha mostrado buenos
resultados en distintos problemas. En este tipo de técnicas se incluyen los algoritmos
genéticos, los enjambres de partículas, recocido simulado, entre otros, los cuales debido
a su efectividad, han sido modificados para aplicarlos al ámbito multiobjetivo. La pri-
mera implementación de un algoritmo multiobjetivo fue presentada por David Schaffer
[92] en 1984 mediante un algoritmo genético: el denominado Vector Evaluation Gene-
tic Algorithm (VEGA). Tanto los algoritmos evolutivos, en sus comienzos, como otros
algoritmos que han emergido posteriormente, han demostrado ser técnicas adecuadas
para resolver problemas de optimización multiobjetivo por las siguientes razones [75]:

Este tipo de algoritmos puede lidiar simultáneamente con un conjunto de indivi-
duos (población), lo que permite encontrar varios puntos no dominados en una
ejecución del algoritmo, en lugar de tener que efectuar varias corridas, como es
el caso de las técnicas de programación matemática.
Son menos susceptibles a la forma o continuidad del frente de Pareto, a diferencia
de las técnicas de programación matemática.

3.4 revisión de la literatura multiobjetivo para el diseño de zonas

A pesar de la esencia multiobjetivo del problema de diseño de zonas, la mayoría de
las aplicaciones lo han afrontado desde una visión mono-objetivo. En general, la princi-
pal contribución de estos planteamientos fue evaluar el desempeño de metaheurísticas
como búsqueda tabú, recocido simulado y algoritmos genéticos, las cuales ya habían
mostrado éxito en la solución de otros problemas difíciles de resolver, para el caso es-
pecífico de la distritación [32]. En este apartado se revisan los trabajos en la literatura
que abordan el diseño de zonas desde un enfoque multiobjetivo.

En el contexto de la distritación política, Guo et al. [61] son los primeros en proponer
una aplicación multiobjetivo denominada MOZART que permite agregar y evaluar zo-
nas con base en distintos criterios, a través de la integración de un motor de partición
y un Sistema de Información Geográfico (SIG). La herramienta se implementa en un
territorio de Australia con 577 UGB y 20 zonas, tomando en cuenta la compacidad y
el equilibrio poblacional. Posteriormente, Wei y Chai [106] presentan un enfoque me-
taheurístico híbrido para un modelo espacial embebido en un sistema de información
geográfico, el cual combina búsqueda tabú y búsqueda dispersa, considerando como
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objetivos el equilibrio poblacional, compacidad y homogeneidad socio-económica. Los
autores muestran resultados en una instancia de 55 UGB y 3 distritos. Este método, de
igual manera, aproxima el frente de Pareto a través de una suma ponderada. Ricca y
Simeone [66] resuelven el problema de distritación política con criterios como conec-
tividad, equilibro poblacional, compacidad, conformidad con límites administrativos
y comparan el comportamiento de 4 heurísticas locales: búsqueda tabú, gradiente, re-
cocido simulado y old bachelor acceptance. El modelo multiobjetivo se transforma en
mono-objetivo mediante una combinación convexa de tres funciones objetivo. Final-
mente, se puede encontrar el recocido simulado multiobjetivo de Rincón-García et al.
[68] donde un vector de pesos se asigna a las soluciones no dominadas y la aceptación
de nuevas soluciones se basa en el criterio de Metrópolis. Los criterios considerados
son el equilibrio poblacional, compacidad geométrica y conexidad.

En otros ámbitos del diseño de zonas se encuentran algunos casos de aplicaciones
multiobjetivo. Para zonas escolares, Scott et al. [107] examinan un caso de estudio de
la ciudad de Connecticut, Estados Unidos con un modelo de programación lineal mix-
ta basado en metas, donde se busca minimizar las disparidades en la matrícula de
grupos minoritarios, la proporción de estudiantes, el coeficiente profesor-estudiante y
la inscripción general. Para el diseño de servicios públicos Ricca [108] propone una
distritación para la mejora del transporte público mediante la heurística old bachelor
acceptance con combinación lineal de pesos. Tavares-Pereira et al. [51] proponen un es-
quema para un problema de servicios públicos mediante un algoritmo evolutivo con
búsqueda local en la región de transporte de Paris y Lei et al. resuelven mediante un
algoritmo co-evolutivo denominado PICEA-g un problema vinculado con la creación
de rutas; en el caso del diseño de territorios comerciales se encuentran los trabajos de
Salazar-Aguilar [109, 110, 111], donde se introduce un modelo bi-objetivo con número
equilibrado de consumidores y compacidad geométrica, con los métodos restricciones
épsilon, una estrategia tipo GRASP y una versión modificada de búsqueda dispersa con
GRASP, respectivamente. En el caso de zonas de energía, destaca la propuesta de Silva
de Assis et al. [112] de una suma ponderada con variación de parámetros y funciones
sigmoideas para generar distritos para la lectura de medidores buscando compacidad
y homogeneidad de los distritos. Finalmente, para distritos de policía, Zhang y Brown
[113] proponen un sistema que considera el tiempo promedio de respuesta y equilibrio
de carga de trabajo mediante búsquedas locales y la integración con un sistema de
información geográfico.

Las principales contribuciones al contexto multiobjetivo de la distritación se resumen
en la Tabla 3 de manera cronológica por autor. En la tabla se observa que la mayoría de
las propuestas usan metaheurísticas y combinan los distintos criterios como una suma
ponderada. Los objetivos más comunes son la compacidad, conexidad y equilibrio con
respecto a una métrica. Los métodos tipo GRASP y de búsqueda local son los más
empleados en la literatura.

Es importante mencionar que el estudio de la distritación política y sus implicacio-
nes desde un enfoque multiobjetivo es limitado, por lo que el análisis técnico y teórico
en esta vertiente es un área de oportunidad interesante. La inclusión de métodos de
búsqueda con base en el óptimo de Pareto y el uso de algoritmos inspirados en la natu-
raleza y sistemas físicos que han mostrado obtener soluciones no dominadas de calidad
en términos de convergencia y dispersión en otros contextos, no han sido explorados
lo suficiente en el diseño de zonas.
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3.4 revisión de la literatura multiobjetivo para el diseño de zonas

Tabla 3: Enfoques multiobjetivo en el diseño de zonas. Fuente: Elaboración propia.
Año Autor Tipo de aplicación Algoritmo Criterios considerados

1996 Scott et al. [107] Zonas escolares Programación lineal
mixta basado en metas

Disparidades en la matrícula
de grupos minoritarios, propor-
ción de estudiantes-maestros,
inscripción general.

2000 Guo et-al. [61] Distritación política MOZART (Integración
de un motor de parti-
ción con un SIG)

Conexidad, equilibrio, interac-
ción y proximidad de las zonas.

2004 Wei y Chai [106] Distritación política Búsqueda tabú y bús-
queda dispersa con su-
ma ponderada.

Equilibrio poblacional, compa-
cidad y homogeneidad socio-
económica

2004 Ricca [108] Servicios de transporte Old bachelor acceptan-
ce con combinación li-
neal de pesos

Demanda de viajes y costos.

2007 Tavares Pereira et al. [51] Servicios de transporte Algoritmo evolutivo
con búsqueda local

Ubicación de la zona con respec-
to a la configuración global de
la red, estructura de movilidad
y cumplimiento con centros ad-
ministrativos y geográficos.

2008 Ricca y Simeone [66] Distritación política Búsqueda local median-
te combinación convexa
de funciones

Conectividad, equilibro pobla-
cional, compacidad y conformi-
dad con límites administrativos

2011 Salazar-Aguilar et al. [109] Zonas de ventas Versión mejorada
ε-constraint

Compacidad y equilibrio de
clientes.

2012 Salazar-Aguilar et al. [111] Zonas de ventas GRASP Compacidad y equilibrio de
clientes.

2013 Salazar-Aguilar et al. [110] Zonas de ventas Búsqueda dispersa mul-
tiobjetivo

Compacidad y equilibrio de
clientes.

2013 Zhang y Brown [113] Zonas de policía Búsqueda local e inte-
gración con un SIG

Tiempo promedio de respuesta
y equilibrio de carga de trabajo

2013 Rincón-García et al. [68] Distritación política Recocido simulado con
función objetivo de su-
ma ponderada

Compacidad geométrica y equi-
librio poblacional

2014 Silva-de-Assis et al. [112] Zonas de energía GRASP con suma pon-
derada escalar

Compacidad y homogeneidad
de los distritos

2016 Lei et al. [3] Servicios de transporte Co-evolutivo PICEA-g Número de distritos, compaci-
dad, disimilitud de los distritos
y retorno promedio por vehícu-
lo

2017 Vanneschi et al. [114] Distritación política Algoritmo genético con
búsqueda de vecindad
variable

Compacidad geométrica y equi-
librio poblacional
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4
D I S E Ñ O Y D E S A R R O L L O D E L A L G O R I T M O M U LT I O B J E T I V O

En este capítulo se desarrolla el algoritmo multiobjetivo propuesto y se presenta el
modelo utilizado para la generación de zonas electorales no dominadas con equilibrio
poblacional, compactas y conexas. Asimismo, se explican las consideraciones de diseño
y metodológicas relevantes. En primera instancia se define el planteamiento del proble-
ma, posteriormente se describe el modelo y sus componentes y finalmente se plantea
la heurística respectiva.

4.1 planteamiento del problema

La distritación política puede ser expresada como un problema de optimización com-
binatoria multiobjetivo con criterios y restricciones que buscan promover elecciones jus-
tas. En general, para plantearlo se define X = {x1, x2, . . . , xn}, como un conjunto de n
áreas iniciales que se deben agrupar en k distritos o zonas. Cada unidad tiene asociados
atributos como son el número de habitantes, área, perímetro, entre otros. Asimismo, se
considera a Zi como el conjunto de todas las UGB que pertenencen a la i-ésima zona.
De esta forma, un plan de zonificación puede definirse como S = {Z1, ...,Zk}, sujeto a
las siguientes restricciones:

Zi 6= ∅, ∀i ∈ {1, 2, ...,k}, (17)

Zi ∩Zj = ∅, ∀i 6= j, (18)

k⋃
i=1

Zi = X, (19)

La restricción (17) implica que cada distrito debe ser no vacío, es decir que cada
distrito debe contener al menos una UGB. La restricción (18) garantiza que cada UGB
sea asignada a una zona de manera exclusiva y la restricción (19) implica que un plan
de distritación debe ser completo en el sentido de que todas las UGB son asignadas a
un distrito.

4.2 modelo

En este apartado se plantea el modelo de optimización multiobjetivo utilizado para
generar un conjunto de planes de distritación eficientes. En primera instancia se expli-
can las funciones objetivo y las restricciones para, posteriormente definir la estructura
del modelo.

En este trabajo se consideraron tres atributos fundamentales de un proceso de distri-
tación: equilibrio poblacional, compacidad y conexidad. De las características señaladas,
las dos primeras se optimizan a través de las funciones objetivo y la última se considera
como parte de las restricciones.
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4.2 modelo

4.2.1 Equilibrio poblacional

Este objetivo consiste en diseñar zonas con aproximadamente el mismo número de
habitantes, para garantizar la igualdad de representación política, siguiendo el princi-
pio “un hombre un voto”. La definición utilizada para medir el equilibrio poblacional,
es la establecida por el INE en el proceso de distritación de 2017:

g1(Zi) =

1−
(
Pi
Pmed

)
da

2 (20)

Donde:
Zi = es la i-ésima zona de un plan de distritación
Pi = Población de la zona i
da = desviación poblacional máxima aceptable por entidad
Pmed = Poblacion media estatal dada por:

Pm =
Pe

k
(21)

Donde:
Pe = Población estatal.
k = Número de distritos

La Ecuación (20) mide la cantidad de desviación poblacional a nivel distrito. Se ob-
serva que entre menor sea el valor de g1 mejor su equilibro poblacional. El caso ideal
ocurre cuando la población de un distrito es igual a la media estatal , en este caso el
costo asociado es igual a cero. Por otra parte, un valor mayor a 1 implica que el dis-
trito ha excedido el porcentaje de desviación poblacional permitida, da. El porcentaje
establecido por el INE para este parámetro es de 15 % con respecto a la población meta
para cada entidad.

4.2.2 Compacidad

La segunda función de evaluación, promueve la creación de distritos con formas re-
gulares como mecanismo para prevenir la manipulación de las fronteras electorales.
Como se discutió en el Capítulo 2, a pesar de que la compacidad se considera elemento
esencial, no se encuentra consenso en su definición por lo que se han establecido dis-
tintas medidas para calcularla como se observa en [23, 26, 28]. Para tener un punto de
comparación adecuado, se utilizó la medida propuesta por el INE, la cual compara el
perímetro de cada distrito con aquel de un cuadrado que tiene la misma área:

g2(Zi) =
PCZi

4
√
ACZi

− 1 (22)

Donde:
PCZi = El perímetro de la zona Zi
ACZi = Es el área de la zona Zi.
Se observa en la Ecuación (22), que los distritos con formas regulares tendrán un

valor cercano a 0, el caso ideal ocurre cuando el distrito es un cuadrado.
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4.2 modelo

4.2.3 Conexidad

La conexidad es una restricción importante, que consiste en generar distritos conec-
tados geográficamente, con el fin de evitar la fragmentación y viabilidad de una zona.
Dadas dos UGB de una zona, debe existir una trayectoria formada con UGB de la
misma zona que las une.

Para garantizar la conexidad, se utiliza el conjunto de ecuaciones y desigualdades
lineales propuestas por Shirabe [31] que establecen una analogía entre la conexidad de
una zona y el envío de unidades de flujo desde múltiples fuentes hasta un vertedero en
una red de abastecimiento. En este planteamiento, cada unidad geográfica representa
un vértice, y la colindancia entre dos unidades geográficas se simboliza mediante una
arista. De igual manera, se asume que uno de los vértices funciona como vertedero,
mientras el resto son fuentes que envían una unidad de flujo. Si el abastecimiento
enviado desde cada fuente es recibido en el vértice que funge como vertedero sin salir
de la red, entonces se puede concluir que la zona es conexa.

∑
{j:(i,j)∈A}

yijr −
∑

{j:(i,j)∈A}

yjir > Xir −Mwir ∀i ∈ I ∀r ∈ R (23)

∑
i∈I

wir = 1 ∀r ∈ R (24)

∑
{j:(i,j)∈A}

yjir 6 (M− 1)xir ∀i ∈ I ∀r ∈ R (25)

xir ∈ {0, 1} ∀i ∈ I ∀r ∈ R (26)

wir ∈ {0, 1} ∀i ∈ I ∀r ∈ R (27)

yijr > 0 ∀(i, j) ∈ A (28)

Donde:
I = {1, 2, 3, ...,n},n es el número de UGB consideradas en el problema
R = {1, 2, 3, ...,k},k es el número de zonas que se deben generar

x(i, r)

1, si la UGB i pertenece a la zona r

0, en otro caso
i ∈ I r ∈ R

A = {(i, j) : Las UGB i, j son contiguas }

w(i, r)

1, si la UGB i de la zona r es un vertedero

0, en otro caso
i ∈ I r ∈ R

yijr = variable continua no negativa que representa la cantidad de flujo desde la
UGB i hasta la UGB j en la zona r.
M = un número mayor que la cantidad total de UGB’s en X

34



4.3 heurística propuesta

La restricción (23) denota el flujo en cada vértice. Del lado izquierdo de la desigual-
dad, se representa el flujo de entrada y salida en el vértice i. Si el vértice i es parte de
la zona r pero no es un vertedero, entonces xir = 1, wir = 0, y por lo tanto el flujo
deberá ser mayor o igual a 1. Por otra parte, si el vértice i es parte de la zona r y es un
vertedero, entonces xir = 0, wir = 1, y por lo tanto se puede tener una demanda (flujo
negativo) menor o igual que M− 1. La restricción (24) implica que uno y sólo un vér-
tice puede ser vertedero. La restricción (25) garantiza que no habrá flujo hacia ningún
vértice fuera de la zona r, y que el flujo de cada vértice no será mayor que M− 1.

4.2.4 Formulación

Por lo tanto, el modelo completo empleado en este trabajo para generar un conjunto
de soluciones no dominadas para el problema de distritación política se puede sinteti-
zar de la siguiente manera. Dado S = {Z1,Z2, . . .Zk}, un plan de distritación factible,
sea f1(S) y f2(S) el costo para el equilibrio poblacional y compacidad para S respecti-
vamente:

f1(S) =

k∑
i=1

g1(Zi) (29)

f2(S) =

k∑
i=1

g2(Zi) (30)

donde g1 y g2 están dadas por las ecuaciones (20) y (22) respectivamente.
La meta principal es encontrar un conjunto de soluciones Pareto-óptimas que mini-

micen de manera simultánea la función vector:

mı́n F(S) = (f1(S), f2(S)) (31)

sujeto a las restricciones (17)-(19) y (23)-(25). De esta forma se busca que el conjunto de
soluciones tenga la menor desviación poblacional y la mayor compacidad posible. La
restricción (17) garantiza que en cada zona se incluya al menos una unidad geográfica,
la restricción (18) especifica que las zonas son ajenas entre sí, la restricción (19) asegura
que la asignación de UGB es completa y las restricciones (23)-(25) implementan la
conexidad de las zonas.

4.3 heurística propuesta

En este apartado se desarrolla un algoritmo denominado AMOSA-D basado en re-
cocido simulado para resolver el diseño de zonas electorales desde una perspectiva
multiobjetivo. Se introduce en primer término una descripción del recocido simulado
y sus elementos principales, posteriormente se analizan las principales propuestas que
se han hecho en la literatura especializada para extender dicha técnica para manejar
múltiples objetivos y, finalmente, se propone y desarrolla un algoritmo para el diseño
de zonas, que utiliza como marco de referencia AMOSA (Archived Multiobjective Si-
mulated Annealing) la versión de recocido simulado propuesta por Bandyopadhyay et
al. [115].
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4.3 heurística propuesta

4.3.1 Recocido simulado

Recocido simulado (RS) es una técnica de búsqueda estocástica presentada por Kirk-
patrick et al. [116] en 1983 para la solución de problemas de optimización complejos.
Desde su introducción, se ha convertido en una herramienta popular debido a su sim-
plicidad y buenos resultados en una amplia variedad de problemas, incluida la distrita-
ción electoral [15, 16, 117]. El método toma su nombre e inspiración del proceso físico
de recocido de sólidos, donde un material se reblandece a una temperatura elevada
y luego se enfría de manera controlada hasta llevarlo a un estado de equilibrio térmi-
co. El algoritmo simula este proceso con el fin de optimizar un problema específico y
converger al óptimo global.

El recocido de sólidos consiste en un tratamiento térmico que se realiza sobre materia-
les como el vidrio y aleaciones de metales para obtener mayor resistencia y durabilidad.
Los cambios de temperatura controlados tienen como principal propósito minimizar los
defectos internos de la estructura del material a nivel atómico y eliminar posibles ten-
siones internas provocadas en etapas de pre-procesado. Inicialmente, los materiales se
recuecen a alta temperatura, para posteriormente enfriarlos gradualmente. Conforme
disminuye la temperatura, las partículas de los materiales se reacomodan en estados
de más baja energía hasta lograr un sólido con una estructura adecuada. El proceso y
velocidad de enfriamiento es crucial, ya que, por ejemplo, si es demasiado rápido no se
alcanzará una configuración molecular resistente y el sólido puede ser frágil o amorfo.

El proceso físico de recocido puede modelarse exitosamente empleando técnicas de
simulación, en 1953 Metrópolis et al. [118] plantearon un algoritmo que simula median-
te un método Monte Carlo los cambios en una colección de átomos a una temperatura
determinada y los define a través de una secuencia de estados. El algoritmo consiste
en una serie de transiciones, cada una con la siguiente dinámica. A partir de un estado
q del sólido, el cual tiene una energía asociada a una temperatura dada denomina-
da E(q, t), se genera un nuevo estado s aplicando algún mecanismo de perturbación
al estado actual. La energía del siguiente estado es E(s, t). Si la diferencia de energía,
E(s, t)–E(q, t) es menor o igual a cero, el estado E(s, t) se acepta como el estado actual.
Por el contrario, si la diferencia de energía, es mayor que cero, el estado E(s, t) se acep-
ta con una probabilidad indicada por la siguiente regla de decisión conocida como el
criterio de Metrópolis:

exp

(
−(E(s, t)–E(q, t))

kbT

)
(32)

donde T denota la temperatura y kb la constante de Boltzman. Si la temperatura
disminuye gradualmente, los átomos del sólido pueden alcanzar un estado de configu-
ración correcta conocido como equilibrio térmico. En el algoritmo de Metropolis esto
se logra generando un gran número de transiciones en cada temperatura.

Con base en la simulación del proceso de recocido, Kirkpatrick et al. [116] proponen
una heurística para resolver problemas de optimización combinatoria, mediante una
analogía entre el sistema físico y un problema de optimización. Siguiendo esta analo-
gía, cada solución del problema puede verse como un estado del sólido, el valor de
la función objetivo representa su nivel de energía y se considera un parámetro que
simboliza la temperatura. La heurística parte de una solución inicial, S1, y genera en
cada iteración un vecino aleatorio, S2. Si la solución vecina mejora el valor actual de la
función objetivo, se cambia la solución S1 por S2. Por el contrario, si S2 no mejora el
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4.3 heurística propuesta

valor de la función objetivo, S1 puede ser reemplazado por S2 con cierta probabilidad
dada por:

exp

(
−(f(S2) − f(S1))

c

)
(33)

En la Ecuación (33) se observa el criterio de Metrópolis adaptado para un problema
de optimización mono-objetivo, donde f(S1), representa el costo de la solución actual,
f(S2), el costo de la solución vecina y c, es un parámetro de control que juega el papel
de la temperatura. Por lo general, se establece un valor inicial c0 grande y durante el
progreso del algoritmo, su valor disminuye conforme a un factor de enfriamiento, α
(0 < α < 1), y para cada valor de c se genera un número concreto de vecinos, n. El pá-
rámetro c determina en que medida pueden ser aceptadas soluciones vecinas de menor
calidad que la actual. Al inicio cuando, el valor del parámetro es alto, se aceptan con
mayor probabilidad soluciones de calidad inferior, lo cual busca evitar la convergen-
cia prematura a mínimos locales y permite la exploración del espacio de búsqueda de
manera más amplia. A medida que c disminuye, la probabilidad de aceptar soluciones
inferiores es menor y cuando c se aproxima a cero también la probabilidad de aceptar
una solución inferior se aproxima a cero . El algoritmo se detiene al llegar a un valor
final cf, y el proceso de búsqueda devuelve como salida la mejor solución encontrada
al enfriarse el sistema.

4.3.2 Recocido simulado multiobjetivo

La robustez, bases teóricas sólidas, mecanismos que permiten escapar de óptimos
locales y propiedades de convergencia asintótica al óptimo global demostradas por
recocido simulado en [119], han motivado la creación de diversas propuestas para ex-
tenderlo desde una perspectiva multiobjetivo.

En la literatura se observan algunas versiones de recocido que incorporan múltiples
objetivos para resolver problemas combinatorios, éstas se pueden clasificar de acuerdo
con el criterio que utilizan para aceptar nuevas soluciones [120] en : a) esquemas de
suma ponderada, b) esquemas de energía compuestos y c) esquemas con base en la
dominancia de Pareto.

En el esquema de suma ponderada, se obtiene un escalar a partir de la suma de los
valores correspondientes a los distintos objetivos, multiplicados cada uno por un coefi-
ciente de peso. La mayoría de las propuestas que utilizan este criterio de aceptación
fueron desarrolladas en la década de los noventa y difieren principalmente en la forma
de elección y adaptación de los pesos para explorar el frente de soluciones no domina-
das. Entre las propuestas más relevantes de esta categoría se encuentra la de Serafini
[121], Ulungu et al. [122], Czyzak y Jaszkiewicz [123].

Serafini en 1992 [121] propuso uno de los trabajos pioneros de recocido simulado
multiobjetivo. En su algoritmo, la trayectoría de búsqueda se dirige a través de la suma
ponderada de los objetivos de una solución guía en cada iteración. Considera varias
reglas para calcular la probabilidad de aceptación como la diferencia máxima entre
los objetivos, su producto, y la mínima diferencia. Serafini presenta resultados para
el Problema del Agente Viajero, sin embargo, posteriormente se señala en [123] que
la técnica funciona para problemas relativamente pequeños y en problemas de mayor
dimensión converge hacia una porción limitada del frente de Pareto.

Otra propuesta que también utiliza una suma ponderada como función de acepta-
ción es la de Ulungu et al.[122], conocida como Umosa. En esta variante de recocido se
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emplea una población de soluciones, las cuales están asociadas a un conjunto de pon-
deradores uniformemente distribuidos que se refinan gradualmente en cada iteración.
El criterio de aceptación consiste en una suma ponderada de las diferencias de todos
los objetivos y las soluciones no dominadas encontradas se almacenan en un archivo
externo.

Adicionalmente, Czyzak y Jaszkiewicz [123] plantean un método poblacional de re-
cocido denominado Pareto Simulated Annealing o PSA. En este esquema, a diferencia
de Ulungu et. al y sus predecesores, se propone que el conjunto de pesos asociados a
cada individuo sea dinámico y se adapte conforme aumenta el número de iteraciones.
La aproximación al frente de Pareto se realiza en dos fases. En la primera, las solucio-
nes se optimizan de manera independiente y los pesos son estáticos. En la segunda, los
pesos asociados a cada objetivo cambian dinámicamente en relación con la calidad de
la solución y su ubicación con respecto al vecino no dominado más cercano. Durante la
ejecucción de la heurística, se almacenan las soluciones no dominadas encontradas en
un archivo externo. En el trabajo de Czyzak y Jaszkiewicz [123] se comparó el desempe-
ño de PSA con la técnica de Serafini [121] en el problema de la mochila y los resultados
obtenidos fueron superiores.

De manera alternativa a los métodos de suma ponderada se han sugerido técnicas
con base en esquemas de energía compuestos, donde la aceptación de una nueva so-
lución se calcula considerando probabilidades independientes para cada uno de los
objetivos. Al respecto destacan los trabajos de Suppapitnarm et al. [124] y Nam y Park
[125].

Suppapitnarm et al. [124] proponen un recocido simulado que utiliza una función
compuesta. En lugar de combinar los objetivos mediante una suma, la probabilidad
de aceptación se genera mediante un programa de enfriamiento que maneja múltiples
temperaturas, una independiente para cada objetivo. El modelo de enfriamiento es
adaptativo y la temperatura se ajusta de forma dinámica mediante reglas de decisión
con base en proporciones a la desviación típica del costo de las funciónes objetivo. La
búsqueda se realiza conforme a una solución guía, que mediante un mecanismo de
reinicio se intercambia con el fin de promover la diversidad de las soluciones.

Nam y Park [125] también formulan otro enfoque que calcula la probabilidad de
aceptación considerando los valores independientes para cada objetivo. En este algo-
ritmo se utiliza el concepto de dominancia entre la solución actual y las soluciones
propuestas para determinar la dirección del proceso de búsqueda. En su propuesta
analizan seis diferentes criterios para calcular la energía de una solución a partir de
las probabilidades individuales asociadas a cada función objetivo. En este estudio se
observó que el uso de esquemas de energía compuesta puede inducir parcialidad hacía
uno o más objetivos por lo que es necesario escalarlos.

En tercera instancia, como parte de los avances más recientes, se encuentran los
modelos inspirados en la dominancia de Pareto. Estos planteamientos buscan subsanar
algunas limitaciones de los métodos anteriores como: la necesidad de realizar múltiples
ejecuciones para obtener una aproximación del frente de Pareto, la imposibilidad de
alcanzar regiones no convexas al utilizar pesos fijos y la parcialidad de las soluciones
con respecto a uno o más objetivos. Entre las propuestas representativas se encuentran
la de Suman [126], Smith [127] y Bandyopadhyay [115].

Suman [126] presenta PDMOSA, un algoritmo que, a diferencia de planteamientos
previos, no utiliza el valor de la función objetivo como criterio de aceptación, sino una
medida de aptitud con base en el óptimo de Pareto. En esta estrategia se mantiene
un archivo de soluciones no dominadas, en cada iteración se genera una solución can-
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didata y se calcula su energía a partir del número de soluciones del archivo que la
dominan. Adicionalmente, en su diseño considera un criterio de paro automático por
lo que no es necesario especificar el número de iteraciones. PDMOSA fue comparado
con la versión de recocido expuesta por Suppapitnarm [124] en un conjunto de pruebas
de referencia empleando las métricas de distancia generacional, spacing y cobertura de
conjuntos. Los resultados obtenidos muestran mejores aproximaciones al Frente que su
predecesor, sin embargo, se observa que requiere un mayor número de iteraciones.

Por su parte, Smith [127] aplica un esquema similar al de Suman para expresar la
energía de una solución. En su trabajo, se explora el frente de Pareto por medio de
un proceso iterativo y el uso de un archivo externo. La probabilidad de aceptación
depende de una medida que considera la diferencia del número de soluciones en el
archivo que dominan a la solución actual y a la candidata. La función de aceptación
tiene la característica de ser invariante ante un cambio de escala de los objetivos. Smith
presenta una comparación de su algoritmo contra el NSGA-II en los problemas DTLZ1,
DTLZ2 y DTLZ3 empleando métricas de evaluación estándar. Los valores reportados
indican un mejor desempeño en la mayor parte de los problemas de prueba adoptados.

El más reciente de los algoritmos que utiliza el concepto de dominancia como me-
canismo de aceptación es el propuesto por Bandyopadhyay et al. [115] denominado
Archived Multiobjective Simulated Annealing (AMOSA). Al igual que enfoques ante-
riores, se utiliza un archivo externo que almacena las soluciones no dominadas encon-
tradas en el proceso de búsqueda. Sin embargo, a diferencia de otras propuestas de
esta categoría cuyo mecanismo de aceptación se realiza con base en el número de so-
luciones del archivo que dominan a una solución candidata, en AMOSA se introduce
un nuevo concepto denominado cantidad de dominancia, el cual considera el hiper-
volumen entre los puntos a ser comparados. El esquema de aceptación considera de
manera exhaustiva los casos en términos de dominancia que ocurren entre la solución
actual, la solución de prueba y las soluciones del archivo.

De los planteamientos antes expuestos, la técnica más novedosa y que ha sido apli-
cada a mayor variedad de problemas multiobjetivo es la propuesta de Bandyopadhya:
AMOSA. Esta versión multiobjetivo de recocido ha sido utilizada en diferentes ámbitos
como clustering semisupervisado y automático [128, 129], diseño de sistemas de manu-
factura celulares [131], selección de características en minería de datos [130], diseño de
componentes en integración a muy gran escala (VLSI) [131] y diseño de componentes
farmacológicos [132], entre otros. AMOSA también se ha comparado con otros algorit-
mos multiobjetivos como NSGA-II, PAES y MOSA demostrando su eficacia. Por sus
buenos resultados, gran cantidad de aplicaciones y solidez teórica se utilizó el recocido
simulado multiobjetivo AMOSA en la presente investigación como base de referencia
para el diseño de zonas electorales. Es importante mencionar que, durante la realiza-
ción del estado del arte, en la bibliografía analizada no se encontró la aplicación de un
esquema similar en el diseño de zonas geográficas.

4.3.3 Recocido simulado multiobjetivo mediante archivo externo (AMOSA)

El recocido simulado multiobjetivo mediante archivo externo (AMOSA, por sus si-
glas en inglés) incorpora una serie de conceptos para extender recocido simulado al
contexto multiobjetivo, a continuación, se presentan las principales características, com-
ponentes y mecanismos de operación del algoritmo.
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4.3.3.1 Archivo externo

AMOSA incorpora el concepto de archivo externo para almacenar las soluciones
no dominadas durante el proceso de búsqueda. El tamaño del archivo se encuentra
acotado por dos límites: uno estricto o rígido denominado HL y otro suave o flexible
expresado como SL. En el proceso de búsqueda, las soluciones no dominadas son al-
macenadas en el archivo hasta llegar al límite SL. Una vez alcanzado dicho límite, si
se generan nuevas soluciones no dominadas se agregan al archivo y posteriormente se
reducen a HL mediante un procedimiento de clustering.

4.3.3.2 Parámetros

Existen algunos parámetros que es necesario configurar de manera previa a la ejecu-
ción del algoritmo:

HL.-El tamaño del archivo con el número máximo de soluciones no dominadas
requeridas por el usuario.
SL.- El tamaño máximo al cual el archivo puede ser llenado antes de que se utilice
un procedimiento de clustering para reducir su tamaño a HL.
Tmax.- Temperatura máxima (inicial)
Tmin.- Temperatura mínima (final)
α.- Factor de enfriamiento.
iter.- Número de iteraciones por temperatura

4.3.3.3 Probabilidad de aceptación

La probabilidad de aceptación en AMOSA se deriva del criterio de Metrópolis ex-
puesto en la Ecuación (33). La forma general en la que un nuevo estado s se acepta con
respecto a un estado q a una temperatura T está dada por la siguiente ecuación:

pqs =
1

1+ e
−(E(q,t)−E(s,t)

T

(34)

Donde E(s, T) y E(q, T) representan los valores de energía del estado s y q respecti-
vamente. Es importante señalar que el planteamiento de la Ecuación (34) asegura que
la probabilidad se encuentre entre 0 y 1. La aceptación de una solución, depende de
las relaciones de dominancia entre la solución actual, la de prueba y las existentes en
el archivo, así como de una nueva medida denominada cantidad de dominancia intro-
ducida por Bandyopadhya [115]. Esta medida se describe en la siguiente sección.

4.3.3.4 Cantidad de dominancia

La energía de las soluciones y el mecanismo de aceptación de una solución se de-
termina con base en un concepto denominado cantidad de dominancia. Este concepto
considera el hipervolumen entre dos soluciones. Sean a y b, dos soluciones, la cantidad
de dominancia ∆dom(a,b), se define de la siguiente manera:

∆dom(a,b) =
m∑

i=1,fi(a) 6=fi(b)

|fi(a) − fi(b)|

Ri
(35)

Donde fi(a) y fi(b) son los i-ésimos valores objetivo de las dos soluciones y Ri es el
rango de la función objetivo calculado para las soluciones candidatas, m es el número
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de objetivos. Gráficamente, la cantidad de dominancia se ilustra en la Figura 3 para el
caso bi-objetivo. El área del rectángulo que enmarca las soluciones A y B representa la
cantidad de dominancia.

Figura 3: Cantidad total de dominación entre dos soluciones A y B representada por el área
sombreada. Fuente: [115].

El algoritmo consta de tres procesos principales que establecen la dinámica de bús-
queda: a) la inicialización del archivo de soluciones, b) el clustering del archivo y c) el
proceso principal que define los pasos para explorar el espacio de búsqueda. A conti-
nuación, se explican cada uno de estos procesos.

4.3.3.5 Inicialización del archivo de soluciones

El algoritmo inicia con la generación de un número γxSL(γ > 1) de soluciones ini-
ciales. Cada una es refinada mediante el algoritmo de hill-climbing por un número
determinado de iteraciones aceptando una nueva solución sólo si domina a la anterior.
Concluido el procedimiento, las soluciones no dominadas se almacenan en el archivo
hasta un máximo de HL. En caso de que las soluciones no dominadas excedan el límite
HL, se aplica un procedimiento de clustering.

4.3.3.6 Clustering del archivo

El procedimiento de clustering tiene la finalidad de fomentar la diversidad en las
soluciones no dominadas del archivo y restringir su número a máximo SL. En general,se
puede incrementar el tamaño del archivo hasta SL (siendo SL > HL) y posteriormente
las soluciones se agrupan en HL clusters. Para el procedimiento de clustering, AMOSA
utiliza un algoritmo jerárquico donde la distancia entre dos clusters corresponde a la
longitud del camino más corto entre ellos, para mayores detalles revisar [115, 133].

4.3.3.7 Proceso principal

El proceso de búsqueda inicia con la temperatura en Tmax, se selecciona de manera
aleatoria un punto del archivo y se establece como punto actual. El punto actual es mo-
dificado de manera aleatoria para generar una nueva solución y sus funciones objetivo
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son evaluadas. Con base en el estado de dominación entre la solución actual, las solu-
ciones del archivo y la solución nueva, así como la cantidad de dominancia generada, se
decide si se acepta la nueva solución en el archivo y si se reemplaza la solución actual.
Este proceso se repite un número iter de veces para cada temperatura, T . La temperatu-
ra se reduce gradualmente mediante un esquema de enfriamiento exponencial, donde
T disminuye por un factor de congelamiento α, hasta llegar a la temperatura minima,
Tmin. Una vez que el sistema llega a la temperatura mínima, se concluye el proceso de
búsqueda y el archivo externo contiene las soluciones no dominadas finales.

4.3.4 Recocido simulado multiobjetivo para el diseño de zonas electorales AMOSA-D

En el apartado anterior se realizó una breve descripción de AMOSA. Para adaptar
el algoritmo al diseño de zonas geográficas, es necesario realizar modificaciones a la
representación de la solución, inicialización del archivo, esquema de aceptación, pro-
babilidad de aceptación y vecindarios utilizados. A continuación se explican cada una
de estas modificaciones. En lo subsecuente se referirá al algoritmo propuesto como
AMOSA-D.

4.3.4.1 Representación e inicialización del archivo

El esquema elegido consiste en un vector cuyos índices representan una UGB y su
contenido la zona a la que pertenece. Por lo tanto, se trata de un vector cuya longitud
corresponde al número total de UGB del territorio y el rango de sus valores comprende
entre 1 y el número total de zonas deseadas.

El algoritmo empieza con la generación de βxSL(β > 1) soluciones aleatorias ini-
ciales. El proceso para generar una solución factible para el problema de distritación
se describe a continuación. Sea X el conjunto de UGB. Primero se marcan todas las
UGB en X como “disponibles”. Posteriormente, se seleccionan de manera aleatoria k
unidades geográficas, donde k representa el número de zonas a crear. Las unidades
seleccionadas se asignan de manera única a cada una de las k zonas y se marcan como
“ocupadas”. A partir de esta configuración inicial, se realiza un proceso constructivo
donde se selecciona una zona aleatoria, Zi, y dicha zona se extiende al agregar una
UGB vecina disponbible. Cada vez que se agrega una UGB a una zona Zi se señala
como “ocupada”. El procedimiento se repite hasta que no queden UGB’s marcadas co-
mo “disponibles”. De esta manera, se asegura que las soluciones iniciales consten de k
distritos no vacíos, contiguos y que incluyan a todas las UGB’s. Este proceso se resume
en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Construcción de una solución factible

1 Establecer S
′
= ∅;

2 Seleccionar k UGB’s aleatorias de X;
3 Agregar cada una de las k UGB a una zona Zi en S

′
;

4 Marcar las unidades geográficas como ocupadas;
5 mientras haya UGB’s libres hacer
6 Seleccionar un distrito d al azar;
7 Agregar al distrito d una UGB i libre que colinde con la frontera de d;
8 Marcar la UGB i como ocupada;
9 fin
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Entonces, cada solución, sol, es mejorada a través de un algoritmo tipo hill climbing
por un número prescrito de iteraciones. En cada iteración, sol, es mutada para producir
una nueva solución, nva, y si un cambio favorable es logrado (nva domina a sol) la
nueva solución es aceptada. Una vez que todas las soluciones pasan por este proceso de
mejora, únicamente las no dominadas se almacenan en el archivo externo. Este proceso
se resume en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Inicialización del Archivo

1 para i← 0 a (β x SL) hacer
2 sol← Generar una solución factible siguiendo el Algoritmo 1;
3 para j← 0 a iteraciones_hill_climbing hacer
4 nva←Generar una solución vecina;
5 si nva domina a sol entonces
6 sol← nva;
7 fin
8 fin
9 Agregar sol a arch ;

10 fin
11 Conservar las soluciones no-dominadas en arch;
12 si |arch| > SL entonces
13 Reducir |arch| a HL promoviendo la diversidad;
14 fin

4.3.4.2 Esquema de aceptación

Durante el proceso de búsqueda, la aceptación o rechazo de una solución, con base
en el estado de dominancia de los elementos involucrados, deriva en alguno de los
siguientes casos de decisión tal como se describe en [115]:

Caso 1: La solución actual domina a la nueva solución. En este caso la nueva
solución es seleccionada como la solución actual con una probabilidad:

probabilidad =
1

1+ exp(∆dompromedio/temp)
(36)

Donde:

∆dompromedio =
(
∑k
i=1∆domi,nuevo) +∆domactual,nuevo

k+ 1
(37)

En esta expresión, ∆dompromedio representa la cantidad de dominación prome-
dio de la nueva solución obtenida al calcular la cantidad de dominancia de nuevo
con respecto a las k soluciones contenidas en el archivo externo. Es importante
notar que en este trabajo se utilizó un criterio diferente para calcular la proba-
bilidad de aceptación de una solución con calidad inferior a la propuesta por
Bandyopadhyay et al. [115]. Esta elección se explica con mayor detalle en la sec-
ción 4.3.4.3.
Caso 2: La solución actual y la nueva solución son no dominadas entre sí. De este
caso general se desprenden 3 subcasos:
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• k soluciones en el archivo externo dominan a la nueva solución. La solución
nueva es seleccionada como la actual con la probabilidad definida en (37),
pero ∆dompromedio se define ahora como:

∆dompromedio =

∑k
i=1(∆domi,nuevo)

k
(38)

• La nueva solución es no dominada con respecto a todas las soluciones del
archivo externo, por lo tanto, la nueva solución se selecciona como la actual
y se agrega al archivo externo.
• La nueva solución domina algunas soluciones en el archivo externo, por

lo tanto, es seleccionada como el punto actual y se agrega al archivo. Las
soluciones dominadas se eliminan del archivo.

Caso 3: La nueva solución domina a la actual. De este caso general se desprenden
3 subcasos:
• k soluciones del archivo dominan a la nueva solución. La nueva solución es

seleccionada como la actual con una probabilidad dada por

probabilidad =
1

1+ exp(−∆dommin)
(39)

Donde ∆dommin representa la mínima diferencia de la cantidad de domina-
ción entre la nueva solución y las k soluciones del archivo externo. En caso
contrario el nuevo punto es seleccionado como el punto actual
• La nueva solución es no dominada con respecto a todas las soluciones en

el archivo externo, por lo tanto, la nueva solución es seleccionada como la
actual y se agrega al archivo externo.
• La nueva solución domina algunas de las soluciones en el archivo externo.

De manera similar al caso 3(b), la nueva solución es seleccionada como la
actual y se agrega al archivo. El archivo externo se actualiza y todas las
soluciones dominadas se eliminan.
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Los principales pasos del esquema de aceptación y rechazo se muestran en el Algo-
ritmo 3.

Algoritmo 3: Criterio de aceptación

1 si act domina a nva entonces

2 ∆dompromedio =
(
∑k
i=1∆domi,nva)+∆domact,nva

k+1

3 prob = 1
1+exp(∆dompromedio/temp)

4 Establecer act = nva con probabilidad prob
5 fin
6 si act y nva son no-dominadas entonces
7 si nva la dominan k sols. en arch entonces

8 ∆dompromedio =
∑k
i=1(∆domi,nva)

k

9 prob = 1
1+exp(∆dompromedio/temp)

10 Establecer act = nva con probabilidad prob
11 fin
12 si nva es no-dominada con respecto a arch entonces
13 Establecer act = nva
14 Agregar nva a arch
15 fin
16 si nva domina a k sols. en arch entonces
17 Establecer act = nva
18 Agregar nva a arch
19 Eliminar las k sols. dominadas de arch
20 fin
21 fin
22 si nva domina a act entonces
23 si nva la dominan k sols. en arch entonces
24 min= solución del archivo con ∆dommin
25 prob = 1

1+exp(−∆dommin)

26 Establecer act = min con probabilidad prob
27 fin
28 en otro caso
29 Establecer act = nva
30 fin
31 si nva es no-dominada con respecto a arch entonces
32 Establecer act = nva
33 Agregar nva a arch
34 si act se encuentra en arch entonces
35 Eliminar act de arch
36 fin
37 fin
38 si nva domina a k sols. en arch entonces
39 Establecer act = nva
40 Agregar nva a arch
41 Eliminar las k sols. dominadas de arch
42 fin
43 fin
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4.3.4.3 Probabilidad de aceptación

El criterio de aceptación es un aspecto decisivo en el desempeño de recocido simu-
lado porque especifica la probabilidad que la solución actual sea reemplazada por una
candidata a una temperatura indicada. La elección de este mecanismo es dependien-
te del problema e influye en la convergencia hacia el frente real de Pareto [120]. En
pruebas preliminares, se detectó que la regla de aceptación propuesta por [115], no era
adecuada para AMOSA-D debido a que producía resultados que convergían rápida-
mente a aproximaciones del frente de mala calidad.

En AMOSA, la probabilidad de aceptación es calculada en términos de la cantidad
de dominancia promedio, ∆dompromedio y la temperatura, T , a través de la siguiente
expresión:

probabilidad =
1

1+ exp(∆dompromedioxT)
(40)

Puesto que ∆dom y T son cantidades estrictamente positivas, cuando la temperatura
es alta (al inicio del algoritmo)la probabilidad de aceptación tiende a ser baja, similar
a una búsqueda glotona. Por el contrario, cuando el valor de T es bajo (al final del
algoritmo) la probabilidad de aceptación converge de manera asintótica a 0.5. La idea
detrás de este esquema es que inicialmente la búsqueda se concentra en aglutinar un
conjunto de buenas soluciones en el archivo externo y posteriormente, bajo el supuesto
de que se han encontrado suficientes soluciones de calidad, se realiza una búsqueda
más detallada al incrementar la aceptación de peores soluciones. En la Figura 4 se
observa el comportamiento de la probabilidad de aceptación en el transcurso de 200

iteraciones considerando ∆dom = 0.1.

Figura 4: Probabilidad de aceptación en AMOSA de Bandyopadhya. Fuente: Elaboración propia
con base en [120].

Esta dinámica es útil cuando un óptimo local no está lejos del óptimo global, o el
óptimo local es de buena calidad y puede encontrarse en las etapas iniciales de la bús-
queda. Sin embargo, en casos de funciones objetivo multimodales, puede resultar que
la búsqueda se estanque en un óptimo local de mala calidad. Ante esta posibilidad,
se ha reportado en la literatura el uso de propuestas alternativas que siguen una ló-
gica más apegada a la de recocido tradicional, es decir, donde el algoritmo hace una
caminata aleatoria inicial para encontrar una región promisoria, y posteriormente de
manera gradual hace una búsqueda cada vez más glotona para acercarse al frente de
Pareto. La probabilidad de aceptar una nueva solución en este esquema está dada por:
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exp ((−∆dom)/T), donde la aceptación inicial es alta, asegurando que la búsqueda no
se bloquee en óptimos locales. Posteriormente el algoritmo se vuelve más selectivo
asumiendo una mayor cercanía al frente de Pareto. En la Figura 5 se puede observar
el comportamiento de la probabilidad, conforme avanza el algoritmo siguiendo una
dinámica similar a la de un recocido simulado tradicional.

Figura 5: Probabilidad de aceptación similar a la de recocido simulado tradicional.
Fuente: Elaboración propia con base en [120].

En este proyecto se utilizó la probabilidad de aceptación propuesta por Kumar [120]
la cual sigue una mecánica similar, pero limitando la probabilidad a un valor de 0.5
cuando la temperatura es alta, con el propósito de facilitar el proceso de calibración
y reducir el rango de valores que puede tomar. La probabilidad de aceptar una nueva
solución está definida por: 1

1+exp(∆dom/T) . En la Figura 6 se muestra gráficamente este
comportamiento.

Figura 6: Probabilidad de aceptación utilizada para el diseño de zonas. Fuente: Elaboración
propia.

4.3.4.4 Vecindades

Los tipos de vecindad son elementos clave para generar soluciones promisorias con
base en soluciones actuales. Para el diseño de zonas electorales, se emplearon 7 vecin-
dades para explorar el espacio de búsqueda, a continuación se definen:
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VecindadNp: Consiste en intercambiar p UGB contiguas de una zona aleatoria Zi,
a una zona adyacente Zj. En caso de que estos movimientos de UGB ocasionen
la pérdida de conexidad en la zona Zi se lleva a cabo un proceso de reparación.
De igual manera, se debe validar y evitar la creación de una zona vacía. En este
trabajo, el número máximo de UGB que se pueden mover de la zona Zi a la zona
Zj es 5, 1 6 p 6 5.
Vecindad Npq: En esta vecindad se intercambian UGB entre dos zonas en un
sentido bidireccional. Primero, se lleva a cabo una vecindad Np , donde p UGB
contiguas se mueven de la zona Zi a la zona Zj. Posteriormente, un segundo
intercambio de q UGB contiguas se realiza ahora de la zona Zj a la zona Zi.
Vecindad Nr: Una técnica similar al reencadenamiento de trayectorias o path relin-
king genera una nueva solución utilizando como guía una solución aleatoria del
archivo externo. El camino entre la solución actual, Sactual y una solución del
archivo, Saleatoria, se traza con base en la siguiente estrategia. Primero, la solu-
ción Saleatoria, se elige al azar del archivo externo de manera que no haya sido
seleccionada en una iteración previa con el fin de promover la diversidad. Una
vez que Saleatoria ha sido seleccionada, una nueva solución, Snueva, se produce
empleando la siguiente estrategia. Una UGB r se selecciona aleatoriamente. Por
lo que existen dos zonas Zi ∈ Saleatoria y Zj ∈ Sactual tales que r ∈ Zi ∩Zj. De
esta forma, los siguientes conjuntos son no vacíos:

H1 = {l : xl = i en Saleatoria, xl 6= j en Sactual} (41)

H2 = {l : xl = j en Sactual, xl 6= i en Saleatoria} (42)

Entonces una UGB en H1 es expulsada de Zj e insertada en una zona vecina.
Posteriormente, una UGB en H2 es ingresada en Zi. En caso de que una desco-
nexión se produzca en cualquiera de estos pasos, se lleva a cabo un proceso de
reparación.

La vecindad tipo Nq con el intercambio de una unidad geográfica representa el con-
junto de movimientos básicos que se pueden realizar para modificar un plan distrital.
Las vecindades restantes se construyen a partir de este conjunto de desplazamientos.
En la Figura 7 se muestra gráficamente la secuencia de pasos que comprenden esta
vecindad, considerando que al hacer un cambio de un distrito a otro no se rompe la
conexidad. Primero, es necesario elegir un distrito aleatoriamente, posteriormente se
selecciona una unidad geográfica que colinde con una zona vecina y es cambiada de
zona. En este caso se observa que no hay pérdida de conexidad. Por otra parte, en la
Figura 8 se considera el caso en donde se rompe la conexidad y es necesario restaurarla.
En este supuesto, la conexidad se recupera al enviar al distrito destino, las componen-
tes conexas de menor tamaño que se hayan generado por el movimiento de la unidad
geográfica.

La elección del tipo de vecindad que se aplica en un momento específico durante la
ejecución del algoritmo está dada por un mecanismo adaptativo. El tipo de vecindad
a utilizar depende de un esquema de pesos dinámicos. Los pesos son ingresados a un
sistema de selección por ruleta que con cierta probabilidad determina la vecindad que
deberá utilizarse. La idea principal del mecanismo es que los tipos de vecindad que se
han desempeñado mejor durante la ejecución del algoritmo tengan mayor probabilidad
de ser elegidos. Dadas q vecindades con pesos wi, la j-ésima vecindad es elegida con
probabilidad

wj∑q
i=1wi

.

48



4.3 heurística propuesta

Figura 7: Secuencia de pasos que se realizan en una vecindad de tipo Mq, q = 1, sin pérdida
de conexidad. Fuente: Elaboración propia.

Figura 8: Secuencia de pasos que se realizan en una vecindad de tipo Mq, q = 1, con pérdida
de conexidad. Fuente: Elaboración propia.

El peso asociado a la vecindad empleada en cada iteración se actualiza dentro del
ciclo interno de AMOSA-D mediante el método de suavización exponencial simple
como se muestra en (43). Inicialmente todos los pesos se establecen en 1.

Ŵj,t = Ŵj,t−1 +α ·
(
Wj,t−1 − Ŵj,t−1

)
(43)

Donde Ŵj,t, simboliza el pronóstico de la vecindad j en el tiempo t, Ŵj,t−1 es el
pronóstico de la vecindad j en el tiempo t− 1, α es un parámetro arbitrario con valor
igual a 0.2 en este modelo, y W(j, t− 1) es la calificación obtenida por la vecindad j en
el tiempo t− 1. La calificación para la vecindad j en un tiempo dado se obtiene con
base en el estado de dominancia siguiendo las siguientes reglas:

Es igual 1 si se obtiene una nueva solución que domina la actual.
Es igual a 0.5 si la nueva solución y la solución actual son no dominadas entre si.
Es igual a 0 si la nueva solución es dominada por la actual.

Con el fin de establecer un límite mínimo a los pesos independientemente de su
desempeño cualquier valor w Ŵj,t < 0.002 se establece en 0.002.
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5
E X P E R I M E N T O S C O M P U TA C I O N A L E S

5.1 escenario de prueba

Con el fin de evaluar la robustez de la heurística propuesta, se consideró como refe-
rencia el modelo y algoritmo que emplea el INE para delimitar las fronteras electorales
a nivel federal. Dicho algoritmo ha sido probado y mejorado en diferentes procesos
de distritación, por lo cual se considera que es capaz de obtener escenarios de alta
calidad, y por lo tanto servirá como punto de referencia importante para establecer la
competitividad de AMOSA-D. Actualmente, el algoritmo del INE está basado en reco-
cido simulado y aborda los criterios legales y técnicos mencionados en la sección 4.2,
mismos que son respetados por el algoritmo propuesto en esta tesis.

Las pruebas se realizaron sobre 23 estados de la República Mexicana, con una varie-
dad de formas, extensión, y densidad de población que permiten analizar bajo una serie
de condiciones adversas y heterogéneas, la capacidad de las heurísticas para generar
aproximaciones del frente de Pareto. Es pertinente señalar que el algoritmo y modelo
del INE corresponden al proceso de distritación de 2017 y la información geográfica
pertenece al año 2005, en virtud de que a la fecha no está publicada información más
reciente. En concordancia con los requerimientos legales se estableció un porcentaje de
desviación máximo del 15 %. Para cada estado, el número de habitantes, el número de
unidades geográficas y el número de distritos se presentan de forma alfabética en el
Anexo A. Es importante notar que en la práctica muchas de las secciones son agrupa-
das por diferentes razones, por ejemplo, para unir secciones con población indígena,
lo cual disminuye el número de variables a considerar. Sin embargo, en esta tesis se
trabajó al nivel de granularidad más bajo que permite la cartografía electoral, es decir a
nivel sección, con la finalidad de establecer condiciones competitivas para la evaluación
de los algoritmos.

En lo que se refiere a la implementación, el sistema del INE está codificado en el
lenguaje C, mientras que AMOSA-D está codificado en el lenguaje de programación
Java JDK 1.8. Los algoritmos fueron ejecutados en una computadora Intel Pentium 3.1
Ghz con 8GB en RAM.

Para visualizar y procesar los datos geográficos se desarrolló una interfaz que permi-
te presentar en forma tabular y gráfica la información relevante al proceso de distrita-
ción. A través de la aplicación es posible, en una primera etapa, extraer la información
de los archivos cartográficos en formato nativo (shapefile) como población por sección,
coordenadas geográficas, secciones electorales vecinas y en una segunda etapa presen-
tar visualmente los escenarios resultantes del proceso de optimización. En la Figura 9

se muestran algunas ventanas de la aplicación.

5.2 recocido simulado empleado por el ine

La estrategia actual del INE, que en lo subsecuente se denominará RS INE, es una
versión de recocido simulado que ha sido adaptada y mejorada para abordar las ca-
racterísticas geográficas de México. Esta técnica sigue un esquema de enfriamiento
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5.3 configuración de parámetros

Figura 9: Interfaz de la aplicación desarrollada. Fuente: Elaboración propia.

exponencial que maneja los objetivos de equilibrio poblacional y compacidad a través
de una suma ponderada. La creación de distritos electorales se realiza en dos etapas.
Primero, se crea una solución inicial formada por k distritos conexos, donde k es el
número de distritos indicado para cada conjunto territorial. Posteriormente, se realiza
un proceso de mejora que consiste en el intercambio de UGB entre zonas vecinas, de tal
forma que al final del proceso se obtenga una solución de buena calidad. Los objetivos
se combinan con la siguiente función:

f(S) = λ1f1(S) + λ2f2(S) (44)

Donde S es una solución de distritación, f1(S) es el costo asociado al equilibrio po-
blacional y f2(S) es el costo de la compacidad para una solución tal como se definió
en sección 4.2. Con el fin de aproximar el frente de Pareto, se establece un conjunto de
90 ponderadores ρ = {λ1, λ2} distribuidos uniformemente en el intervalo δ ∈ [0.1, 0.91]
de tal manera que λ1 ∈ {0.1, . . . , 0.91} y λ2 = 1− λ1. Para cada par de ponderadores, se
realizó una corrida. Debido a que RS INE produce una solución por corrida, después
de aplicar este algoritmo al conjunto de ponderadores se obtienen 90 soluciones, las
cuales deben ser filtradas por un procedimiento de ordenamiento de Pareto para con-
servar únicamente las no dominadas. Este procedimiento representa una ejecución de
RS INE para encontrar una aproximación al frente.

5.3 configuración de parámetros

Una de las limitaciones de algunas técnicas heurísticas es el número de parámetros
que se deben calibrar para obtener resultados de buena calidad. Por lo tanto, encontrar
un conjunto apropiado es complejo, y es importante recurrir a técnicas de calibración
adecuadas.

Para esta tesis, los algoritmos AMOSA-D y RS INE fueron calibrados por medio
de una estrategia conocida como fuerza bruta tal como se describe en [134]. Primero
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5.4 métricas de comparación

se estableció un conjunto de rangos válidos para cada parámetro por algoritmo y se
llevaron a cabo 10 ejecuciones por configuración. En estas ejecuciones se observó el
hipervolumen promedio. Las configuraciones de parámetros con un mayor hipervolu-
men promedio se eligieron como los parámetros funcionales, mismos que resumen en
la Tablas 4 y 5 para AMOSA-D y RS INE, respectivamente.

Tabla 4: Parámetros AMOSA-D. Fuente: Elaboración propia.

Parámetro Valor Descripción

HL 90 Límite rígido del archivo externo

SL 125 Límite flexible del archivo externo

iter 4000 Número de iteraciones

α 0.95 Tasa de enfriamiento

Tmax 2.8e-4 Temperatura inicial

Tmin 1e-10 Temperatura final

Tabla 5: Parámetros RS INE. Fuente: Elaboración propia.

Parámetro Valor Descripción

α 0.98 Tasa de enfriamiento

Tmax 5 Temperatura inicial

Tmin 7e-4 Temperatura final

Es importante mencionar que, al realizar pruebas preliminares para determinar los
rangos funcionales de los parámetros de AMOSA-D, se advirtieron algunos comporta-
mientos en la temperatura y número de iteraciones de búsqueda local que afectan de
manera significativa el desempeño del algoritmo:

Temperaturas iniciales elevadas deterioran la búsqueda hacia un extremo del fren-
te de Pareto, generalmente, favoreciendo la compacidad en detrimento del equi-
librio poblacional. Como resultado, se observa que las soluciones se concentran
en una zona específica, lo que es indeseable en un algoritmo multiobjetivo que
pretende ofrecer un conjunto de soluciones diverso. Por el contrario, tempera-
turas iniciales que no son lo suficientemente elevadas provocan la convergencia
prematura del algoritmo a un frente de mala calidad.
Un valor alto de iteraciones concentra la búsqueda en la etapa inicial del algorit-
mo y no permite generar un conjunto de puntos de partida eficaz, mientras que
un valor muy bajo no permite explorar las suficientes vecindades para converger
cerca del frente de Pareto verdadero.

5.4 métricas de comparación

Al evaluar la calidad de las soluciones obtenidas por un algoritmo multiobjetivo
generalmente se evalúan dos aspectos: convergencia y dispersión. La primera consiste
en minimizar la distancia del frente de Pareto obtenida por un algoritmo con respecto al
frente de Pareto exacto del problema (en caso de conocerse) y la segunda en maximizar
la extensión de las soluciones sobre el frente de manera que la distribución sea lo más
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5.5 resultados

uniforme posible. Para evaluar la calidad de las soluciones se utilizaron las métricas de
hipervolumen y cobertura de conjuntos.

Hipervolumen.- Es una métrica propuesta por Zitler y Thiele [135] que engloba
en una misma medida la convergencia y dispersión de un frente. Dado un con-
junto de puntos P ∈ <, y un punto de referencia yref, donde Λ denota la métrica
de Lebesgue o métrica S, el hipervolumen se define de la siguiente manera:

S(P,yref) = Λ

⋃
y∈P

{y′ | y ≺ y′ ≺ yref}

 (45)

Donde S(B,yref) representa el volumen k-dimensional (área en el caso de dos
objetivos, volumen para tres objetivos) de la región formada por la unión de los
hiperrectángulos delimitados por cada miembro de P y el punto de referencia
yref. Entre mayor sea el valor del hipervolumen, mayor la calidad de las solu-
ciones obtenidas por un algoritmo. En este trabajo, yref = (1000, 1000) debido a
que representa una coordenada que es dominada por todos los frentes de Pareto
aproximados generados.
Cobertura de conjuntos: Es un indicador de calidad binario que representa la
proporción de soluciones dominadas o iguales entre dos conjuntos de aproxima-
ción. La cobertura de conjuntos C(A,B), de un frente B por A se define mediante
la siguiente expresión:

C(A,B) =
|s2 ∈ B : s1 ∈ A, s1 ≺ s2|

|B|
(46)

s1 ≺ s2 señala que la solución s1 domina a la solución s2. Si C(A,B) = 1 entonces
todos los elementos de B son dominados por algunos elementos en A, mientras
que si C(A,B) = 0 implica que ninguna solución en B es dominada por alguna
solución en A. Es importante señalar que este indicador no es simétrico, es decir,
el valor de C(A,B) puede ser diferente al de C(B,A), por lo que es necesario
considerar ambos casos a la hora de comparar dos conjuntos de soluciones. En la
siguiente subsección se muestran los resultados y se compara el desempeño de
los algoritmos de interés considerando estas métricas.

5.5 resultados

En este apartado se exponen los resultados de los experimentos computacionales
realizados. En primer término se muestran los frentes globales obtenidos por cada
algoritmo en cada instancia. Debido a la aleatoriedad inherente de los métodos heurís-
ticos usados se consideraron 30 ejecuciones independientes. De igual manera, con el
fin de realizar una comparación justa, el número de llamadas a la función objetivo se
fijó en 500,000 para los dos algoritmos.

La Figura 10 presenta algunos frentes representativos obtenidos por AMOSA-D y RS
INE en 4 de los 23 estados de la República Mexicana considerados: Chiapas, Guana-
juato, Guerrero y Jalisco. El eje vertical representa el costo de la compacidad, mientras
que el eje horizontal corresponde al costo del equilibrio poblacional. La totalidad de
los frentes por entidad federativa se pueden revisar en el Anexo A.
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5.5 resultados

(a) (b)

(c) (d)

Figura 10: Frentes de Pareto aproximados para los estados de: (a) Chiapas, (b) Guanajuato, (c)
Guerrero y (d) Jalisco. Fuente: Elaboración propia.

Un primer análisis visual de los frentes sugiere que en términos generales AMOSA-
D produce mejores conjuntos de soluciones eficientes en términos de convergencia
y dispersión. Sin embargo, esta primera impresión se debe corroborar mediante los
indicadores de calidad. Otra observación que se puede realizar a partir de la inspección
gráfica se refiere al número de soluciones no-dominadas provistas por cada algoritmo.
El número de soluciones Pareto óptimas producidas por AMOSA-D es consistente con
la capacidad máxima del archivo, 90, mientras que RS INE únicamente encuentra un
promedio de 15 soluciones no dominadas. En este rubro se observa que AMOSA-D
provee mayor cantidad de alternativas al tomador de decisiones. Otra observación que
se puede realizar a partir de la interpretación de las gráficas, se refiere a la dispersión de
las soluciones en el espacio de los objetivos. Las soluciones de AMOSA-D están mejor
distribuidas en diferentes regiones del frente de Pareto, mientras que las soluciones de
RS INE se conglomeran principalmente a la mitad del frente. De igual manera, AMOSA
es capaz de encontrar soluciones en los extremos del frente y aunque la dispersión de
las soluciones no es exactamente uniforme, están distribuidas de manera más equitativa
que las de RS INE.

Una vez generados los frentes, se realizó una comparación en términos del hipervo-
lumen y la cobertura de conjuntos. Los valores del hipervolumen para todos los frentes
globales en las 23 instancias se muestran en la Tabla 6. En el Anexo A se pueden obser-
var de manera desglosada el hipervolumen, mínimo, máximo y promedio para todos
los estados.

De estos resultados, es conveniente señalar que a pesar de que AMOSA no tiene
siempre el valor promedio más alto en todos los casos, supera a RS INE en casi la
totalidad de los frentes globales encontrados en 18 de 23 instancias.
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Tabla 6: Hipervolumen de los frentes globales generados por AMOSA-D y RS INE.
Fuente: Elaboración propia.

Estado AMOSA-D RS INE

Baja California 997278.691 996734.7224

Chiapas 993533.011 992924.1421

Chihuahua 996546.381 996155.8823

Coahuila 996845.107 996733.7865

Distrito Federal 993369.591 988876.5314

Durango 997988.405 997949.9546

Estado de México 986464.66 987098.5764

Guanajuato 992722.152 991555.1298

Guerrero 994969.349 995228.9763

Hidalgo 994759.608 994644.5914

Jalisco 989674.075 987129.3875

Michoacán 993143.444 992459.5114

Morelos 997900.274 998142.1937

Nuevo León 995467.011 994844.887

Querétaro 997528.181 997522.7118

Sinaloa 994477.623 994460.4706

San Luis Potosí 996265.424 996238.7676

Sonora 995981.149 995152.664

Tabasco 996288.824 996136.7671

Tamaulipas 996279.082 996262.6204

Veracruz 987545.532 996384.1253

Yucatán 998947.682 998960.1861

Zacatecas 996676.144 996384.1253
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En la Tabla 7, la métrica de cobertura de conjuntos se presenta para los dos algoritmos
en todas las instancias de prueba. Al respecto, se puede afirmar que AMOSA-D domina
un mayor número de frentes globales que aquellos producidos por RS INE. De igual
manera, se observa que un bajo porcentaje de las soluciones producidas por AMOSA-D
son dominadas por RS INE, lo que implica que produce mayor cantidad de soluciones
no dominadas. Al analizar los resultados de la métrica destacan dos casos interesantes,
uno es el de Chiapas donde a pesar que la interpretación gráfica parece favorecer en
este rubro a AMOSA-D, la métrica señala que casi el 60 % de las soluciones generadas
por este algoritmo son dominadas por RS INE. Otro caso de especial interés es el
de Guerrero, donde gráficamente se observa que hay una solución por debajo de la
frontera producida por AMOSA-D, sin embargo, sólo domina una pequeña región, lo
cual explica un valor superior en la métrica de cobertura.

Tabla 7: Cobertura de conjuntos de los frentes globales generados por AMOSA-D y RS INE.
Fuente: Elaboración propia.

Estado (AMOSA-D,RS INE) (RS INE,AMOSA-D)

Baja California 0.928571 0.016

Chiapas 0.5 0.58046

Chihuahua 1 0

Coahuila 1 0

Distrito Federal 1 0

Durango 0.714286 0.127273

Estado de México 0 1

Guanajuato 1 0

Guerrero 0.75 0.061538

Hidalgo 0.555556 0.684564

Jalisco 1 0

Michoacán 1 0

Morelos 0.25 0.279412

Nuevo León 1 0

Querétaro 0.5 0.363636

Sinaloa 0.933333 0.257669

San Luis Potosí 0.9375 0.010417

Sonora 1 0

Tabasco 0.6 0.366972

Tamaulipas 0.428571 0.004132

Veracruz 1 0

Yucatán 0.4 0.412698

Zacatecas 0.6 0.089552

Para hacer una comparación gráfica del desempeño de los algoritmos utilizados,
se realizaron diagramas de caja y bigote empleando los resultados de la métrica de
hipervolumen y cobertura de conjuntos, tal como se observa en la Figura 11 y 12,
donde se visualizan los valores mínimos y máximos, los cuartiles Q1 y Q3, y el valor
de la mediana. De esta forma, mientras más cerca se encuentre la caja a 1, mejores
serán los frentes, en términos de cada una de las métricas planteadas. Con base en
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esta información se puede decir que el hipervolumen de los frentes producidos por
AMOSA-D y RS INE se comporta forma similar entre los dos algoritmos, siendo el
primero más estable. Por otro lado, en lo que se refiere a la cobertura de conjuntos,
AMOSA-D tiene un mejor desempeño pues domina un mayor número de frentes y su
caja está más cercana a uno.

Figura 11: Diagramas de caja para hipervolumen. Fuente: Elaboración propia.

Figura 12: Diagramas de caja para cobertura de conjuntos. Fuente: Elaboración propia.

Es importante resaltar que a pesar de estos buenos resultados en términos de con-
vergencia y dispersión, se observa que AMOSA tiene dificultades de convergencia con-
forme a la mitad del frente al explorar los espacios de las instancias de mayor tamaño
como es el caso del Estado de México, mientras que RS INE encuentra puntos aislados
en esta región del frente, lo que explica resultados marginalmente mejores en estos
casos.
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6
C O N C L U S I O N E S Y P E R S P E C T I VA S

En esta tesis se realizó el diseño y desarrollo de un algoritmo multiobjetivo para
un problema de gran relevancia en ciencias políticas e investigación de operaciones: la
distritación política. Se empleó un modelo bi-objetivo, que considera el equilibrio po-
blacional y compacidad como funciones objetivo y la conexidad como restricción. Para
manejar la complejidad computacional del problema y generar soluciones de buena
calidad se propuso el desarrollo de una estrategia heurística denominada AMOSA-D,
inspirada en AMOSA, un reciente algoritmo basado en recocido simulado que ha re-
portado buenos resultados.

Asimismo, se realizó una revisión de técnicas heurísticas y modelos relevantes que
se enfocan en resolver el problema de distritación. Al analizar la literatura se observó
que a pesar de su naturaleza multiobjetivo, se modela y resuelve frecuentemente como
mono-objetivo, lo que puede limitar en gran medida la capacidad de búsqueda y cali-
dad de las soluciones encontradas. En este sentido, el planteamiento de un algoritmo
mutiobjetivo para el diseño de zonas es novedoso y relevante.

Con el fin de evaluar la propuesta se comparó su desempeño con RS INE, el algorit-
mo que utiliza el INE para realizar los procesos de distritación local y federal. RS INE
fue diseñado por expertos en la materia, y es capaz de obtener zonas de gran calidad
por lo que ofrece un punto de referencia relevante. La comparación del desempeño se
hizo mediante las métricas de hipervolumen y cobertura de conjuntos sobre los estados
de Baja California, Chiapas, Chihuahua, Coahuila, Distrito Federal, Durango, Estado
de México, Guanajuato, Guerrero, Hidalgo, Jalisco, Michoacán, Morelos, Nuevo León,
Querétaro, Sinaloa, San Luis Potosí, Sonora, Tabasco, Tamaulipas, Veracruz, Yucatán y
Zacatecas, los cuales por sus características demográficas y de geografía representan
un conjunto de instancias de diferente complejidad.

Los resultados experimentales obtenidos muestran que el algoritmo propuesto se
desempeña mejor en términos del número de soluciones no dominadas encontradas,
hipervolumen y cobertura de conjuntos para la mayoría de las intancias de prueba.
Los análisis de las métricas y aproximaciones del frente de Pareto generados permiten
observar que los frentes producidos por AMOSA-D, en promedio, son de mejor calidad
que los obtenidos por RS INE.

En síntesis, se desarrolló un algoritmo multiobjetivo competitivo para generar zonas
electorales de calidad, el cual por su planteamiento y desempeño puede ser extendido
y adaptado para otros contextos, lo que es de gran utilidad para abordar en mayor
detalle el estudio de las técnicas heurísticas.

Esta investigación tiene como una de sus principales aportaciones la aproximación al
problema de diseño de zonas desde un enfoque poco analizado en la literatura. Actual-
mente existen pocos estudios que abordan el tema desde una perspectiva multiobjetivo
y que evalúen el desempeño de estas técnicas. Un considerable número de trabajos
anteriores son exclusivamente aproximaciones mono-objetivo.

Asimismo, el desarrollo de AMOSA-D involucró el diseño de una serie de estrategias
que permitieran el uso de una heurística robusta como es recocido simulado en un con-
texto multiobjetivo para generar zonas compactas, conexas y con equilibrio poblacional.
Entre los elementos relevantes para lograr un desempeño destacable de AMOSA-D se
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6.1 líneas futuras de investigación

encuentran la definición de 7 vecindarios distintos, la selección adaptativa del tipo de
vecindad y la adecuación de la estrategia de probabilidad de aceptación.

Los vecindarios definidos mejoraron las capacidades de búsqueda del algoritmo para
escapar de óptimos locales. De igual manera, la selección adaptativa del tipo de vecin-
dad fomentó la exploración e intensificación de las zonas más prometedoras del espacio
de búsqueda en función del nivel de aceptación de soluciones al archivo externo.

Otro principio de diseño relevante consiste en establecer una regla de aceptación ad
hoc que promueva la convergencia del algoritmo al Frente de Pareto óptimo. Por último,
se realizó una calibración por medio de fuerza bruta de los distintos parámetros con
el fin de obtener una configuración eficiente y generar el conjunto de soluciones no
dominadas de mayor calidad.

En términos generales, se considera que los resultados de esta investigación contri-
buyen a una mayor comprensión del problema de diseño de zonas y generan la posi-
bilidad de reflexionar sobre el potencial de los métodos de optimización multiobjetivo
para obtener planes de distritación adecuados.

6.1 líneas futuras de investigación

El trabajo realizado se concibe como el punto de partida de futuras líneas de investi-
gación, entre las cuales se destacan los siguientes:

Inclusión de nuevos tipos de vecindad y esquemas de temperatura.- En la for-
mulación presentada de AMOSA-D, el algoritmo permite generar un conjunto de
planes de distritación no dominados de calidad. Sin embargo, se percibió que en
instancias de mayor tamaño como el Estado de México, existen áreas de oportu-
nidad en la capacidad de convergencia respecto a la mitad del frente de Pareto.
Una forma de abordarlas es la inclusión de vecindades y esquemas de temperatu-
ra más avanzados que permitan mejorar la capacidad de búqueda del algoritmo.
Inclusión de un mayor número de objetivos y restricciones en el modelo.– Se
planteó un modelo bi-objetivo que considera la equidad poblacional y compaci-
dad como criterios indispensables para la elaboración de distritos electorales. Sin
embargo, en otra aproximación se podrían incluir criterios adicionales como: pro-
mover la participación de minorías indígenas, integridad municipal, tiempos de
traslado, entre otros. Se detecta que la inclusión de un mayor número de objetivos
en algoritmos multiobjetivo introduce nuevos retos en relación a la convergencia,
diversidad y tiempos de ejecución. Al respecto, se sugiere realizar un análisis del
desempeño de la heurística propuesta conforme aumente el número de objetivos.
Estrategias de hibridación.- La combinación de dos o más metaheurísticas para
la solución de problemas NP-difíciles ha mostrado buenos resultados en diversos
problemas multiobjetivo. Explorar la hibridación de recocido simulado con otras
estrategias podría robustecer el proceso de búsqueda.
Uso de técnicas de paralelismo y computación distribuida.- El uso de enfoques de
cómputo paralelo y distribuido permite reducir los tiempos de ejecución, mejorar
la precisión de los modelos matemáticos y la calidad y robustez de las aproxima-
ciones de los frentes de Pareto obtenidos. En el caso particular de la distritación
electoral el empleo de técnicas paralelas es limitado y se enfoca al problema desde
una perspectiva mono-objetivo, por lo que la exploración de este tipo de mecanis-
mos representa un área de investigación interesante.
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6.1 líneas futuras de investigación

Extensión y aplicación del algoritmo para otros problemas de diseño de zonas.–
Aunque el algoritmo propuesto se validó para el diseño de zonas electorales, se
podría extender y evaluar en otros problemas como zonas de venta, de energía,
entre otras, lo que permitiría un análisis más detallado.
Reducción de parámetros.– Una limitación del recocido simulado multiobjetivo
es el gran número de parámetros a configurar para obtener un buen desempe-
ño. Mediante el uso de mecanismos de auto-adaptación, se podría disminuir el
número de parámetros, lo cual evitaría la necesidad de calibrar el algoritmo.
Exploración de otras técnicas multiobjetivo.– Se considera que el uso de técnicas
multiobjetivo tiene potencial para mejorar la calidad de las soluciones para es-
te problema, por lo que es conveniente explorar a futuro la aplicación de otras
estrategias de este tipo.
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A
A P É N D I C E

a.1 frentes de pareto aproximados

Se muestra por estado el número de habitantes, el número de secciones y el núme-
ro de distritos a generar, así como los frentes de Pareto aproximados generados por
el algoritmo basado en recocido simulado multiobjetivo (AMOSA-D) y el algoritmo
mono-objetivo basado en recocido simulado empleado por el INE (RS INE). Los es-
tados de interés son: Baja California, Chiapas, Chihuahua, Coahuila, Distrito Federal,
Durango, Estado de México, Guanajuato, Guerrero, Hidalgo, Jalisco, Michoacán, Mo-
relos, Nuevo León, Querétaro, Sinaloa, San Luis Potosí, Sonora, Tabasco, Tamaulipas,
Veracruz, Yucatán y Zacatecas.

a.1.1 Baja California

2,487,367 habitantes
1,370 secciones
8 distritos a generar

Figura 13: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Baja California.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.2 Chiapas

3,920,892 habitantes
1,929 secciones
12 distritos a generar

Figura 14: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Chiapas.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.3 Chihuahua

3,052,907 habitantes
2,842 secciones
9 distritos a generar

Figura 15: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Chihuahua.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.4 Coahuila

2,298,070 habitantes
1,520 secciones
7 distritos a generar

Figura 16: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Coahuila.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.5 Distrito Federal

8,605,239 habitantes
5,535 secciones
27 distritos a generar

Figura 17: Frentes de Pareto aproximados para el Distrito Federal. Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.6 Durango

1,448,661 habitantes
1,391 secciones
4 distritos a generar

Figura 18: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Durango.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.7 Estado de México

13,096,686 habitantes
5,930 secciones
40 distritos a generar

Figura 19: Frentes de Pareto aproximados para el estado de México.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.8 Guanajuato

4,663,032 habitantes
3,005 secciones
14 distritos a generar

Figura 20: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Guanajuato.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.9 Guerrero

3,079,649 habitantes
2,784 secciones
9 distritos a generar

Figura 21: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Guerrero.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.10 Hidalgo

2,235,591 habitantes
1,707 secciones
7 distritos a generar

Figura 22: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Hidalgo. Fuente: Elaboración pro-
pia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.11 Jalisco

6,322,002 habitantes
3,326 secciones
19 distritos a generar

Figura 23: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Jalisco.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.12 Michoacán

3,985,667 habitantes
2,667 secciones
12 distritos a generar

Figura 24: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Michoacán.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.13 Morelos

1,555,296 habitantes
908 secciones
5 distritos a generar

Figura 25: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Morelos.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.14 Nuevo León

3,834,141 habitantes
2,135 secciones
12 distritos a generar

Figura 26: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Nuevo León.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.15 Querétaro

1,404,306 habitantes
695 secciones
4 distritos a generar

Figura 27: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Querétaro.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.16 Sinaloa

2,536,844 habitantes
3,789 secciones
8 distritos a generar

Figura 28: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Sinaloa.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.17 San Luis Potosí

2,299,360 habitantes
1,795 secciones
7 distritos a generar

Figura 29: Frentes de Pareto aproximados para el estado de San Luis Potosí.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.18 Sonora

2,216,969 habitantes
1,331 secciones
7 distritos a generar

Figura 30: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Sonora.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.19 Tabasco

1,891,829 habitantes
1,133 secciones
6 distritos a generar

Figura 31: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Tabasco.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.20 Tamaulipas

2,753,222 habitantes
1,739 secciones
8 distritos a generar

Figura 32: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Tamaulipas.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.21 Veracruz

6,908,975 habitantes
4,722 secciones
21 distritos a generar

Figura 33: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Veracruz.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.22 Yucatán

1,658,210 habitantes
1,059 secciones
5 distritos a generar

Figura 34: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Yucatán.
Fuente: Elaboración propia.
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A.1 frentes de pareto aproximados

a.1.23 Zacatecas

1,353,610 habitantes
1,882 secciones
4 distritos a generar

Figura 35: Frentes de Pareto aproximados para el estado de Zacatecas.
Fuente: Elaboración propia.
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A.2 medidas de desempeño

a.2 medidas de desempeño

En este apartado se muestran las medidas de desempeño que permiten comparar la
calidad, en términos de convergencia y dispersión, de los frentes de Pareto generados.

a.2.1 Hipervolumen

Tal como se abordó en el apartado de resultados, el hipervolumen permite evaluar
la convergencia y diversidad de un frente de Pareto dado. Esta métrica calcula el vo-
lumen en el espacio de los objetivos que es cubierto por un conjunto de soluciones.
En la siguiente tabla se presenta la medida para los estados de interés obtenidos para
AMOSA-D y RS INE resultado de 10 ejecuciones para cada instancia y algoritmo. En
la primera columna se especifica el estado, y en las siguientes se muestra el valor mí-
nimo, máximo y promedio obtenidos. También se muestra el hipervolumen del frente
generado por las mejores soluciones no dominadas de todas las corridas para cada
estado.

Tabla 8: Hipervolumen. Fuente: Elaboración propia.
AMOSA-D RS INE

Estado Mínimo Máximo Media Mejor Mínimo Máximo Media Mejor

Baja California 995131.811 997274.738 996802.122 997278.691 996418.8541 996734.1993 996552.4027 996734.7224

Chiapas 990275.18 993532.919 992403.279 993533.011 992350.1804 992923.3665 992676.0549 992924.1421

Chihuahua 994876.161 996545.059 995986.329 996546.381 995335.7601 996155.0182 995817.1254 996155.8823

Coahuila 995561.246 996845.107 996178.17 996845.107 996220.8268 996733.5502 996483.4414 996733.7865

Distrito Federal 987787.767 993368.779 990679.365 993369.591 987945.5157 988873.4251 988417.6107 988876.5314

Durango 997297.443 997988.405 997692.954 997988.405 997742.2396 997949.9131 997818.444 997949.9546

Estado de México 984370.505 986430.749 985388.159 986464.66 986023.4006 987096.9242 986490.9512 987098.5764

Guanajuato 989561.837 992722.081 991856.992 992722.152 990937.0272 991554.4907 991212.9107 991555.1298

Guerrero 992628.204 994969.349 993699.817 994969.349 994451.7455 995228.7816 994845.5136 995228.9763

Hidalgo 993090.932 994759.478 993927.624 994759.608 994496.6205 994644.466 994569.5434 994644.5914

Jalisco 987685.999 989664.814 988740.726 989674.075 985758.4014 987124.6054 986562.6549 987129.3875

Michoacán 988414.4672 993142.844 992408.6572 993143.444 991797.4715 992456.0718 992033.2035 992459.5114

Morelos 997411.931 993142.844 997648.151 997900.274 997938.8115 998142.0892 998026.2158 998142.1937

Nuevo León 992428.656 995466.964 994400.904 995467.011 994331.1125 994844.0831 994560.7269 994844.887

Querétaro 997195.66 997528.181 997446.846 997528.181 997345.6627 997522.67 997438.9543 997522.7118

Sinaloa 991985.646 994473.633 993366.758 994477.623 993566.7827 994457.8748 993956.8939 994460.4706

San Luis Potosí 994544.028 996265.42 995934.649 996265.424 995558.7504 996238.0933 995905.7426 996238.7676

Sonora 994756.426 995974.797 995396.346 995981.149 994753.2476 995148.4056 995020.1126 995152.664

Tabasco 995319.377 996287.178 995819.16 996288.824 995829.9284 996136.5606 995953.5696 996136.7671

Tamaulipas 995524.917 996244.725 996025.755 996279.082 995513.0379 996260.7227 995882.9137 996262.6204

Veracruz 986016.104 987544.676 986813.35 987545.532 996188.7532 996344.5747 996228.3824 996384.1253

Yucatán 998124.108 998947.547 998594.545 998947.682 998781.384 998960.0589 998869.0536 998960.1861

Zacatecas 996087.415 996648.596 996292.511 996676.144 996188.7532 996344.5747 996228.3824 996384.1253
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A.2 medidas de desempeño

a.2.2 Cobertura de conjuntos

En la siguiente tabla se muestra la medida Set Coverage o cobertura de conjuntos para
las instancias de prueba. Esta métrica calcula el número de soluciones de un conjunto
que son dominados por otro y se especifica en términos de porcentajes. Es importante
mencionar que un mayor porcentaje indica una mayor calidad de las soluciones obteni-
das por un algoritmo en comparación con otro.

Tabla 9: Cobertura de conjuntos. Fuente: Elaboración propia.

Estado (AMOSA-D,RS INE) (RS INE,AMOSA-D)

Baja California 0.928571 0.016

Chiapas 0.5 0.58046

Chihuahua 1 0

Coahuila 1 0

Distrito Federal 1 0

Durango 0.714286 0.127273

Estado de México 0 1

Guanajuato 1 0

Guerrero 0.75 0.061538

Hidalgo 0.555556 0.684564

Jalisco 1 0

Michoacán 1 0

Morelos 0.25 0.279412

Nuevo León 1 0

Querétaro 0.5 0.363636

Sinaloa 0.933333 0.257669

San Luis Potosí 0.9375 0.010417

Sonora 1 0

Tabasco 0.6 0.366972

Tamaulipas 0.428571 0.004132

Veracruz 1 0

Yucatán 0.4 0.412698

Zacatecas 0.6 0.089552
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A.2 medidas de desempeño

a.2.3 Porcentaje de participación

El porcentaje de participación es otra medida que permite evaluar la calidad de los
frentes. Para cada uno de los estados considerados se generó su frente de Pareto glo-
bal aproximado, el cual consiste en la combinación de las soluciones no dominadas
encontradas para AMOSA y RS. Una mayor proporción de participación sugiere que el
algoritmo tiene un desempeño superior. En la siguiente tabla se presentan los porcen-
tajes de participación de cada algoritmo.

Tabla 10: Porcentaje de participación. Fuente: Elaboración propia.

Estado AMOSA-D RS INE

Baja California 0.993421 0.006579

Chiapas 0.906667 0.093333

Chihuahua 1 0

Coahuila 1 0

Distrito Federal 1 0

Durango 0.954545 0.045455

Estado de México 0 1

Guanajuato 1 0

Guerrero 0.982456 0.017544

Hidalgo 0.916667 0.083333

Jalisco 1 0

Michoacán 1 0

Morelos 0.911765 0.088235

Nuevo León 1 0

Querétaro 0.833333 0.166667

Sinaloa 0.990291 0.009709

San Luis Potosí 0.986667 0.013333

Sonora 1 0

Tabasco 0.962264 0.037736

Tamaulipas 0.93617 0.06383

Veracruz 1 0

Yucatán 0.846154 0.153846

Zacatecas 0.934426 0.065574
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A.2 medidas de desempeño

a.2.4 Llamadas a la función objetivo

Para evaluar la eficiencia de los algoritmos se registró el número promedio de llama-
das a la función objetivo durante todas las corridas. En la etapa de pruebas se buscó
que el número de llamadas fuera similar, sin embargo, debido a las características de los
algoritmos no fue posible equiparar esta cantidad. El número de llamadas a la función
objetivo se muestra a continuación.

Tabla 11: Promedio de llamadas a la función objetivo. Fuente: Elaboración propia.

Estado AMOSA-D RS INE

Baja California 1500000 5264900

Chiapas 1375200 5264900

Chihuahua 1425600 5264900

Coahuila 1360800 5264900

Distrito Federal 1356400 5264900

Durango 1552400 5264900

Estado de México 1287600 5264900

Guanajuato 1363600 5264900

Guerrero 1426800 5264900

Hidalgo 1411200 5264900

Jalisco 1379200 5264900

Michoacán 1374800 5264900

Morelos 1530800 5264900

Nuevo León 1414000 5264900

Querétaro 1536000 5264900

Sinaloa 1406000 5264900

San Luis Potosí 1399200 5264900

Sonora 1453200 5264900

Tabasco 1494000 5264900

Tamaulipas 1438000 5264900

Veracruz 1328000 5264900

Yucatán 1527200 5264900

Zacatecas 1467600 5264900
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