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Resumen

En el presente trabajo se estudia el método de disparo multiple y su aplicacién a la
estimacién de parametros en dos modelos: el modelo SEIRD y el modelo de sintesis en-
zimatica inducible. Se explorara dicho método de forma numérica a través del Lagrangiano
aumentado y modelos penalizados para estimar los parametros usando datos con ruido
previamente ajustados.

A diferencia de otros enfoques presentes en la literatura, que emplean algoritmos como
Gauss-Newton o SQP, en este estudio se implementa el algoritmo BFGS con bisqueda de
linea inexacta. Asimismo, se incorpora el método de la ecuacion adjunta para el calculo
eficiente de derivadas y gradientes.

Finalmente, se realizan experimentos utilizando los datos sintéticos con ruido ajustados
previamente generados, y se presentan los resultados junto con un andlisis comparati-
vo bajo el desempeno realizado por el método de resolucién de la ecuacién adjunta, en
particular el método de Runge-Kutta de orden 2, usando el método del trapecio.

Palabras clave: Estimacién de parametros, disparo multiple , lagrangiano aumentado,
método cuasi-Newton, bisqueda lineal, ecuacién adjunta, enfoque variacional.






Abstract

In this work, the multiple shooting method is studied and applied to parameter estimation
in two models: the SEIRD model and the inducible enzyme synthesis model. This method
will be explored numerically using the augmented Lagrangian and penalized models to
estimate parameters using previously adjusted noisy data.

Unlike other approaches in the literature, which use algorithms such as Gauss-Newton or
SQP, this study implements the BFGS algorithm with inexact line search. Furthermore,
the adjoint equation method is incorporated for the efficient calculation of derivatives and
gradients.

Finally, experiments are performed using the previously generated adjusted noisy synthe-
tic data, and the results are presented along with a comparative analysis of the perfor-
mance of the adjoint equation method, specifically the second order Runge-Kutta method,
using the trapezoidal rule.

Keywords: Parameter estimation, multiple shooting, augmented Lagrangian, quasi-Newton
method, line search, adjoint equation, variational approach.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (y parciales) son una herramienta
importante para la modelaciéon de fenémenos fisicos que ocurren en el mundo real. La
constante evolucion de los métodos de soluciéon de estos sistemas de ecuaciones ha generado
métodos que permiten hacer predicciones a futuro, o bien controlar estos procesos. Para
que dicha prediccién sea 1til, no solamente se requiere una descripcion certera del sistema
sino también encontrar o mejorar los parametros a calcular. La estimacion de parametros
inexactos, o bien desconocidos, requiere un ajuste parcial de los datos (con ruido) o datos
experimentales al modelo.

En el contexto estadistico y de machine learning, se han implementado varios métodos
para ajustar los sistemas de ecuaciones diferenciales a los datos. Desde el enfoque de
maxima verosimilitud [12], algoritmos de muestreo Bayesiano [13], hasta aproximacio-
nes deterministicas tradicionales. Por lo tanto, la estimacién de parametros requiere de
un solver eficiente de sistemas de ecuaciones diferenciales, rutinas de optimizacién, asi
como también procedimientos estadisticos y estocasticos. A diferencia de los algoritmos
estocasticos, los deterministas son computacionalmente eficientes, pero tienden a conver-
ger a minimos locales. A pesar de esta desventaja, estos ultimos algoritmos son el punto de
partida en diversas aplicaciones y también para el diseno de procedimientos més robustos
y eficientes. En particular para estos métodos, el gradiente se combina con informacion
de la busqueda de linea o bien métodos que utilicen estimadores Newton, cuasi-Newton
o Fisher que permitan actualizar los pardmetros del modelo [22].

Una de las mayores dificultades computacionales en estos algoritmos es el calculo de los
gradientes de la funcién objetivo. Por lo tanto, generar métodos eficientes para el calculo
de los gradientes o para el analisis de la sensibilidad paramétrica de modelos diferenciales-
algebraicos es muy importante, no solamente para la determinacién de parametros, sino
también para otras areas de aplicacion tales como la simplificacién de modelos, asimilacion
de datos, control 6ptimo, entre otros.

Hoy en dia el disparo miltiple, introducido décadas atras [14, 15, 16, 17], es un méto-
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do bastante conocido. Desde su implementacion ha sido estudiado y aplicado con mayor
frecuencia cuando se utilizan datos con algtin nivel de ruido, mediciones experimentales
para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias [23, 18, 6, 1], parciales [20, 21, 24, 25],
asi como también para resolver problemas de control 6ptimo [26, 27, 28, 29]. Dos de las
caracteristicas principales del método de disparo muiltiple son la estabilidad y la conver-
gencia mejorada, las cudles se obtienen de la particién de la funcion objetivo en conjunto
con el nimero de subintervalos en el intervalo de tiempo, de modo que la minimizacion
de la funcién objetivo es muy eficiente, ya que mitiga el posible estancamiento en los
minimos locales. Estas ventajas mencionadas pueden ser empleadas para disenar procesos
de optimizacion mucho mas rapidos y robustos.

El método de disparo multiple ha mostrado ser muy efectivo en la estimacion de parame-
tros y en los problemas de control 6ptimo, cuando se utiliza programaciéon no lineal con
métodos de descenso basados en direcciones del gradiente. Por lo general se utilizan méto-
dos de Gauss-Newton [7, 18, 1], programacién secuencial cuadratica (SQP) [19, 20, 21] en
conjunto con los métodos Newton o cuasi-Newton. Esta clase de métodos requieren que se
calculen o estimen las derivadas de las variables de estado respecto a los parametros, para
encontrar el gradiente de la funcién objetivo. Ademads, los métodos iterativos anteriores
requieren de la solucién de sistemas de ecuaciones lineales en cada iteracion, por lo que
su costo computacional es elevado.

Por otro lado, el método de la ecuacién adjunta, en conjunto con el método de disparo
multiple rara vez se usa para la estimacién de parametros en sistemas de ecuaciones
diferenciales [1], principalmente porque ya existen métodos de optimizacién como los
mencionados anteriormente. Otra de las razones es que la ecuacién adjunta introduce
discontinuidades asociadas a los datos con ruido, que aparecen como saltos puntuales en
la ecuacién diferencial. En este trabajo se propone suavizar esos términos discontinuos
mediante el ajuste lineal de los datos a curvas suaves.

En el presente trabajo, se mostrara que el método de la ecuacién adjunta puede ser im-
plementado de manera muy eficiente. Se utiliza el cdlculo de variaciones y anélisis de
perturbaciones para el calculo del gradiente de la funcién objetivo. Esta estrategia permi-
te métodos iterativos simples cuasi-Newton, como BFGS, evitando la solucion de sistemas
de ecuaciones lineales en cada iteracion. Primeramente, se explicara el método de disparo
simple y se extendera al método de disparo multiple. Este enfoque da como resultado un
algoritmo simple y efectivo, el cual se usard en dos modelos diferentes. El modelo epide-
miologico SEIRD, y el modelo de la reaccién enzimética inducible. Las aproximaciones
variacionales tradicionales que usan modelos cuadraticos penalizados son muy sensibles
a las condiciones iniciales y suelen estancarse en regiones con minimos locales [3]. Se
mostrara que el método de disparo multiple, en conjunto con un preprocesamiento de
datos (con ruido) adecuado supera los obstaculos mencionados y ademds ofrece buenos
resultados.



Capitulo 2

Modelo cuadratico, calculo
variacional y disparo simple

2.1. Modelo cuadratico para la determinacién de parame-
tros a partir de datos experimentales

Sea x(t) € R? una variable de estado en el tiempo ¢ € I = [to,t;] de una ecuacién
diferencial ordinaria que satisface el problema de valor inicial siguiente:

dx(t

% = £(t,x(),0), x(to)) =sy to<t<t, (2.1)
donde f : R x R? x R™” — R? puede no depender de ¢, pero claramente depende de x(t) y
del vector de parametros @ € R™, donde np es el nimero de parametros. Para simplificar
la notacién, haremos x(t) = x(¢; 89, @) cuando sea conveniente.

En muchos modelos, no todas las variables de estado son observables, por lo que se de-
notard con X a las variables observables, v x a las variables no observables. Supéngase,
ademas, que se tienen datos experimentales con ruido incluido en los tiempos, ty < t; <
to < ... <tmy < ty, de modo que:

X; :)_((ti;So,e)—l—gi, 1= 1,2,...,m (22)

donde € € R son vectores aleatorios independientes y representan mediciones del error con
una distribucién Gaussiana multivariada con media cero y vector de varianzas a? € R%.
En ocasiones también puede utilizarse otra distribucion de probabilidad, por ejemplo, la
distribucién uniforme, entre otras.

Un modelo, introducido en [3], para estimar los pardmetros de (2.1) consiste en identificar

3
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so v 0 a través del problema de minimizacién de la funcién objetivo siguiente:

2 2

1
J(SQ,O) = 5

X0 — So x(t;; So; —X;

(2.3)

1 m
P>

sujeta a la restriccién de que la variable de estado x(t) = x(t,so, 8) satisfaga la EDO
(2.1). La primera norma es la norma euclidiana en R? y las normas dentro de la suma son
las normas euclidianas en R™, donde no es el niimero de variables observables. El vector
sg denota una medida experimental de las condiciones iniciales.

Rno

Observacion 1. El cociente en (2.3) es calculado componente a componente. en parti-
2
%(ti;80,0) —%; — (4. 2 \T Z(+.+ = T, — -1
% o = (X(ti,S0,0) - Xz‘) Wi(X(ti,So,O) - Xz’) donde W, =0, es la
matriz de precision. Si una matriz simétrica W es positivo-definida, entonces define una
norma en el subespacio correspondiente de variables observable como ||X||lw = XTWX.

cular:

Para ilustrar mejor los conceptos y la notacién mostrada anteriormente, considérese el mo-
delo epidemiolégico SEIRD. Este es un modelo determinista que describe la propagacion
de enfermedades infecciosas (como el COVID-19). Sean N la poblacién total constante y
S(t), E(t),I(t), R(t), D(t) las variables. El sistema de ecuaciones de dicho modelo es:

das a

- __9gF
dt NS

dF a
— = _S]-BE
dt NS b
dl 1
o = PE- ﬁ] (2.4)
@_1_f[
dat Ty
ap _ f

dt T,

donde las variables a considerar son:

S(t) : Poblacién susceptible.

E(t) : Poblacién expuesta.

I(t) : Poblacién infectada.

= R(t) : Poblacién recuperada.

D(t) : Poblacién fallecida.
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mientras que los pardametros son:

« es la tasa de infeccién.

[ es la tasa de incubacién.

T7 es el promedio de periodo de infeccién.

f es la fraccién de individuos que mueren.

Este sistema tiene sus condiciones iniciales respectivas S(to), E(to), I(to), R(to), D(to).
Aqui, la dimensién del sistema es d = 5, el vector de variables de estado es x(t) =
(S(t), E(t), I(t), R(t), D(t))", el nimero de pardametros es np =4y 0 = (o, 8,17, f)T ~
(o, B,v, )T cony =1/Tyy u = f/Ty. Para los resultados que se mostraran mas adelante,
se usaran las soluciones de x(t) obtenidas con los métodos de Runge-Kutta de ordenes 2 y
4 en el intervalo de tiempo [to, 7] = [40, 80], respectivamente, con los parametros exactos
0 = (1,1/7,1/5,1/70)T, con condicién inicial xo = (91647, 4853, 1755, 1620, 125)T y po-
blacién total de N = 10°. Las mediciones experimentales se consideraran en los tiempos
t; =40+, 1 < i <14 (m = 14). Luego, las variables en este modelo seran x; = (I;, R;, D;)
en los tiempos t;, de modo que las variables no observables serdn x; = (5;, E;).

Suponiendo que la poblacién total se mantiene constante, o bien que su cambio es imper-
ceptible en el transcurso de tiempo dado, el sistema cumple lo siguiente:

S(t)+ E(t) + I(t) + R(t) + D(t) = N, Vit € [to, /] (2.5)

de modo que (2.4)-(2.5) describen un sistema diferencial-algebraico. De esta manera, se
modifica el modelo (2.3), anadiendo el término penalizado, al modelo extendido:

m

k , 1
+5(x0 -1 N) +§Z

R5 i=1

2

Xo — So X(ti;80,0) — X;

1
J(So,g) = 5

. (2.6)

g; R3

donde el término de penalizaciéon anadido ayuda a estabilizar el proceso de optimizacion
para estimar las condiciones iniciales. El vector constante 1 € R? tiene componentes igual
a uno, de modo forma que el producto punto X -1 es igual a la suma de las componentes

de X0-

2.2. Enfoque Variacional

En este trabajo, el interés es encontrar la condicién inicial sy € R? y el vector de pardme-
tros € € R" que minimicen la funcién objetivo (2.6) sujeta a la restriccién (2.1) y otras
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posibles como la condicién algebraica en el modelo SEIRD, N = S(t) + E(t) + I(t) +
R(t) + D(t) (véase capitulo 4 para més informacién), suponiendo que se cuenta con un
conjunto de datos experimentales (2.2) en diferentes tiempos. Este modelo en particular es
determinista y todas las variables y funciones que se presenten mas adelante son continuas
y suaves, de modo que se podran emplear métodos de descenso de gradiente o algoritmos
cuasi-Newton. Sin embargo, hay que resaltar que la tarea mas costosa y delicada al mo-
mento de aplicar estos métodos, es el célculo del gradiente, o bien las matrices Jacobianas
de la funcién objetivo en cada iteracién. Se tienen opciones sobre cémo calcular estas
cantidades, tal y como se muestra en [4, 5, 11]. Uno de los objetivos del presente trabajo
consiste en la aproximacién de las derivadas mediante calculo variacional y el método de
la ecuacién adjunta.

Sea p = (8¢, 0)T € R¥™ el vector con las condiciones iniciales sq y el vector de pardmetros
desconocidos @ del sistema dindmico (2.1), entonces se tiene la aproximacién a primer
orden:

VJ(p)-dép~ J(p+dp) — J(p) (2.7)

donde dp = (dsp,d0)T es un pequeiio incremento de p. La expresién anterior en forma
detallada se puede escribir como:

J(so + 80,0 + 60) — J(s0,0) ~ Vg, J(s0,0) - 659 + Vg J(s0,0) - 0 (2.8)

donde Vg, v Vg son los gradientes respecto sg y 6. Evaluando directamente J(sq+ dsg, 6 +
d0) de (2.6) y simplificando, se obtiene

J(s0+080, 0 + 660) — J(so, 0) ~ XOG_Q %0 sy + k(xo -1 — N)1 - dso
0
m _ ) _ 2.9)
X(tl’;So,e) — X aX(ti;So,e) 0X(ti;S0,0) (
py M flmx < 250, + D5

£ 0% (t4;50,0 0% (ti;50,0 : : .
Notese que %( 6;)0 ) %( 330 ) son las matrices Jacobianas de las variables observales

X(t;;x0,0) con respecto a sy y 6, respectivamente. Estas matrices de tamano no x d y
no X np, respectivamente, de modo que el nimero de derivadas parciales a calcular es de
m X no(d + np). Dichas matrices son conocidas como las sensibilidades de las variables
observables. Por ejemplo, si en el modelo SEIRD se considerara que el nimero de variables
observables es no = 3, y que hay m = 13 mediciones experimentales, se deberian calcular
13 x 3(5 + 4) = 351 sensibilidades en cada iteracién de un gradiente o método cuasi-
Newton. El método més bésico para calcular estas derivadas es el de diferencias finitas,
sin embargo, tiene algunas desventajas. Tal y como se establecié anteriormente, el enfoque
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es solamente en los métodos variacionales, los cuales pueden ser mucho més sofisticados,
pero en general, son mas eficientes.

2.3. La variacion respecto de los parametros y la ecua-
cién adjunta

La variacion total de x(t; g, @) respecto sg y € esta dada por

0x(t; s, 9)550 N 0x(t; 80, 0)

0x(t;80,0) = x(t;80 + 080, 0 + 06) — x(1; 8¢, 0) = s 6
0

56 (2.10)

Dado que los calculos de las matrices Jacobianas son complicados y costosos, se propondra
un método para evitar este calculo, el cual consiste en resolver solamente las ecuaciones
de estado y la ecuacion adjunta.

Antes de proceder con dicho calculo, se introducira la siguiente definicién:

Definicién 1. Sea V' un espacio lineal (o vectorial) con un producto escalar o interior
(-,) con correspondiente norma || - ||, entonces V' serd un espacio de Hilbert si V es
completo. Equivalentemente, V' serd un espacio de Hilbert si cada sucesion de Cauchy con
respecto a || - || es convergente.

Ahora, introducimos los siguientes espacios de Hilbert:

Vo= Lot B = {vil] 7] [ ol < )

H = H'Y(to,t7;RY) = {v € Ly([to, t5]; RY)

ov
5 < Laiots) }

donde el espacio V' tiene producto interior o escalar (v, w) = ftif v(t) - w(t)dt con norma
inducida ||v(#)||? = (v, v).

Six(t) = x(t;s0,0) € H satisface la ecuacion (2.1), entonces el siguiente producto interior
es nulo

/t:f (dz—? — £t x(®), 9)) y(t)dt=0, VyeH
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_ dx(t)

Por simplicidad, hagamos x(t) 0

. Diferenciando la expresién anterior, se obtiene:

/t "sx(t) -y () = / [ (x(1), 8)0x(t) + i (x(£), B)F0(t) + o (x(r), 8)56)] - y (¢)dt

donde fy y fg son las matrices Jacobianas de f respecto x y 6, respectivamente. Ahora,
integrando por partes, y observando que [f,0x] -y = [fly] - 0x, [fo00] -y = [fly] - 00, vy
[fs,080] -y = [£ y] - dso, se obtiene

tf

y(t) - ox(t)]” / Ty -oxtdr = [ {IEYI() - ox(t) + [ETy)(E) - Ssolt)

to to to

+ [f5y](t)- 06} dt.

Evaluando y asumiendo que f no depende explicitamente de sg, pues dx(ty) = Jsg, obte-
nemos

y(t5)-Ox(t) —y(t0) - x(t0)— [ {5100+ 510} -oxtorie = [ 651 0 (2.1

to

donde ademds dx estd determinado por (2.9) y (2.10). Luego, una forma de calcular
explicitamente (2.10) es estableciendo una relacién con (2.11), introduciendo la ecuacién
adjunta siguiente:

. T e }_(ti;So,e _)_(i
—3(t) = £u(x(1), 0) y(t>+Z( e N C N EEL (2.12)

y(ty) =0

donde dp es llamada la medida de Dirac centrada 0, la cual induce una clase especial de
distribucién que satisface:

/_ " B(0)6(t — a)dt = (a)

La ecuacién adjunta (2.12) es una ecuacién diferencial con retroceso en el tiempo, y
contiene toda la informacién acerca de los datos experimentales {X;}7,, y su formulacién
variacional se obtiene multiplicando por una funcién de prueba ¢(t) y luego se integra:
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—/tf{y( + [l y](t)} - S(t)dt = /Z t“so’ i)ép(t—ti)-qb(t)dt (2.13)

Ahora, la integral de lado derecho es igual a > ", M - @(t;). Si se utiliza ¢(t) =
0x(t) en (2.13) y se sustituye dentro de (2.11) se obtlene lo siguiente:

y(to) 5SO+Z t“SO’ i)-5x(ti): /tf[fgy](t)-éedt (2.14)

to

donde y(t) es la solucién de la ecuacién adjunta. La sustitucién de (2.14) dentro de (2.9)
proporciona

Vo (80,8) - 0so + Ve J(s0,0) - 66

0o + k(so - 1 — N)1 - 8sg + y(to) - 6so + [/ttf [fgy](t)dt] 50 (2.15)

X0 — S0

~

0'0

De modo que el gradiente de la funcién objetivo (2.6) es VJ(p) = (Vg,J (80, 0), Vo J(s0,0))
con

Xo— 0

VSOJ<S0, 9) = 0_ + k(Xo 1-— N)]. + Y(to) (216)
0
tf
VoJ(s0, 0) = / £(x(1), 0) "y (1)dt (2.17)
to
donde x(t) resuelve la ecuacién de estado d’;—tt) = f(t,x(t),0), x(tg) = sp y y(t) es la

solucién de la ecuacién adjunta (2.12).

2.3.1. La funcién Lagrangiana y la derivada de J(sq, )

La solucién obtenida de la ecuacion adjunta es el multplicador de Lagrange del problema
de optimizacién (2.6) con restriccién (2.1). Para demostrar esta afirmacién, primero se
escribe la funcién Lagrangiana asociada:

£lp.y) = J)+ [ YT {Ex(0),0) — x(0)} de (2.18)

to
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y recordando que p = (sg, 8)7, calculando ahora la derivada respecto 6 utilizando en el

proceso integracion por partes en la ultima integral, se obtiene:

ty

aE(SOa 97y) i
00

o S0 o)+ [y ix0.00 - |

[ [ y 0 (et
_ Y0 | /t:f {f Ox +fe] dt — ax Yy /t:fy( ) g—edt

00 00 89 to
_ - (X(ti; S0, 0) - }Z‘i) (9_5( 8){ /tf . . %
B Z ( &2 90 + (y +fly)” 80dt

=1
ty
+ / y fpdt
to

El término de la suma se obtiene de (2.6) y puede ser expresado como

Z( tl,so, —xz) /OZ< t“SO’ >> %513( — t;)dt

y debido a que la funcién y(t) satisface la ecuacién adjunta (2.12) se obtiene

oc ax ¥ o
a0 + fodt
o= gl ] ¥
ot
en donde el término de frontera yTg—z ! se anula, dado que la condicién y(t;) = 0y
to
_asa(;o) = O (matriz nula), pues sy no depende de 8. De modo que

8£ b T
i— f
/to y gdt

Y asf se obtiene

VoL(s0,0) = / 7 tox(t). )Ty (1)t (2.19)

to

En forma andloga, se calcula facilmente el gradiente del lagrangiano respecto a sg, obte-
niendo:
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Ve L(S0,0) = XOU_QSO Fh(xo-1— N)1+y(to) (2.20)
0

El gradiente obtenido del lagrangiano £(p,y) es entonces:

(2.21)

VpL(p,y) =VJ(p) = [ Vo (P) ] — [ M50 + k(%0 - 1= N)1+y(to)

VoJ(p) [ fo(x(t),0) Ty (t)dt

0

donde si comparamos las ecuaciones (2.16), (2.17) con los términos de (2.21), se nota que
ambos métodos resuelven la ecuacién adjunta (2.12).

2.4. Solucién de la ecuacién adjunta y calculo del gra-
diente

Como se establecié anteriormente, la ecuacion adjunta (2.12) es un sistema de ecuaciones
diferenciales con retroceso en el tiempo. Sin embargo, la mayoria de los métodos numéricos
estan disenados para resolver sistemas dinamicos con avance en el tiempo. Para obtener
una ecuacion equivalente con avance en el tiempo, se aplica un cambio de variable, utili-
zando la relacién simétrica ty — 7 = 7 — tp, la cual proporciona la relaciéon

y(t) =y(t; — (1 —t0)) =yalr)

por lo que

y(t) = —yal(7).

Realizando las sustituciones necesarias en (2.12) se obtiene el sistema dindmico con avance
en el tiempo

. X Tiy S 70 _im —q
ya(r) = fe(x4(7),0)Tya(r) + Al o ) e (i —1), to<T<t; (2.22)

i—1 T mt1—i
ya(m) =0 (2.23)

Este sistema se puede resolver por medio del método de Runge-Kutta. En este trabajo se
emplearan los métodos de Runge-Kutta de érdenes 4 y 2.
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Dado que el modelo SEIRD considera una poblacién total, dividida en cinco apartados
(poblacién susceptible, expuesta, infectada, recuperada y muerta), se sabe que las variables
que se pueden observar por las agencias gubernamentales, y organismos de salud, son ge-
neralmente xX(7) = (I(7), R(7), D(7)). Sise considera x = [S(7), E(7),I(7), R(7), D(7)] =
(1, X9, 23, 24, 5] v ademés O = [«, 8,7, p] = [01, 02, 03, 04], en general, la ecuacién adjunta
(2.22) se ve de la siguiente forma:

o equivalentemente

—811}3 01[1)3 0 0
0 —0y 0y 0
—bixy Ohxy —Os 03— 0,4
0 0 0 0
0 0 0 0
0
0
Z;il —xg(n);aéngm“*i dp(1; —7)
i3
Doy MBS G (r — 7)
4
S %&7(% —7)
5
_ai\(ffr) ai\(;’) 0 0
0 -0 15} 0
_ai‘\(fT) _a&]‘\(;’) N
0 0 0 0
0 0 0 0
0
0
o iy (1 — 7)
3
Do, MRt gp (1 — 7)
Do, P (r — 7)

oo T O o

donde v = Til, = Til de acuerdo con el inicio del trabajo. Una vez resuelta la ecuacién
adjunta con avance de tiempo, se encuentra la solucion de y de la ecuacién adjunta con

retroceso en el tiempo haciendo y(¢;) = ya(Tmi1-) coni = 1,2, ...

Para calcular la otra parte del gradiente en la integral (2.19), nétese que

, M.
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[ _SWIG SOIO g 0 y1(t)
. 0 —E(t) Et 0 2(t)
fo(x(t),0) y(t) = 0 0(> _1((15)) 1(t) §3<t>
0 0 0 —I(t) | | w@®)
Froe
. E(t Ys t) — Y2 t —
= | 1m0 -wey | =0
i —1(t)(ya(t))

Ahora, usando la regla de Simpson en un conjunto de tiempos determinados se tiene que:

to

/tf fo(x(t),0) y(t)dt = % ;—1 {H(t;—1) + 4H(t;) + H(t41)) } (2.24)

En algunos casos, cuando el sistema dinamico tiene soluciones suaves, es decir en proble-
mas no rigidos y sin soluciones cadticas, basta con utilizar la regla del trapecio, que es
mas simple.

2.5. Meétodo de disparo simple

En este método, se suponen desconocidos la condicién inicial sy = x(ty), el vector de
parametros 6, y ademas el valor final s; = x(ts), los cudles son determinados a partir de
datos con ruido, definidos en (2.2). La Figura 2.1 ilustra la idea del disparo simple.

S1

'
I
1

S0

S

>

t

to‘ I

Y
~+
<

Figura 2.1: Método de disparo simple.

El modelo de optimizacion en este caso deberd incorporar la nueva restriccion asociada
a la restriccién s; = x(t¢). Una forma sencilla (partiendo de ideas del control 6ptimo)
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es agregando a la funcion objetivo un término penalizado, lo cual resulta en el modelo
cuadratico siguiente:

X(ti;80,0) — X; 2

. 1 — k
min Jk(So,S170) = — Z -+ §HX<tf,S070) — Sl||§gd (225)

2

=1

6-72 Rno

donde k es un pardmetro no negativo que penaliza la discrepancia x(t;) — sy, por lo que
es llamado pardmetro de penalizacion. La variable de estado x(t) = x(¢;s¢, 0) satisface

{ X(t) = f(x(t),0), to<t<ty,

2.5.1. El Lagrangiano aumentado y el calculo del gradiente

Sea p = (s, s1, 8), entonces el Lagrangiano asociado al modelo (2.25) es:

Lie(p,y; A) = Ju(p) + / ¥ (£, 8) = X)dt + A~ (x(t) — 1) (2.26)

to

donde y € H es el multiplicador asociado a las restricciones anteriores y A € R? es el
multiplicador asociado a la condicién de continuidad en el tiempo final, es decir, x(ts) —
s; = 0. Se le llama el Lagrangiano aumentado, debido al término adicional asociado al
término de penalizacién en el modelo (2.25). Luego, la variacién de Ly, respecto a p es:

VoLly - 0p = VJi(p) - 0p + /tf y - (0f(x,0) — 0%)dt + A(dx(tf) — 0s1) (2.27)

to

Usando regla de la cadena, se tiene que

bl

=~
|

bl

VJi(p) - 0p = Z T SR(t) + k(x(ty) —s1) - (0% (t;) — ds1)

con 0x(t) = %:;”méso + 6X(gzo;9) 56

Por otra parte:

ty tf ty ty
/ y-(Sfdt:/ y-(fx6x+f950)dt:/ f;fy-csxdt+/ fl'y - 50dt

to to to to
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y también:

ty

tr
/ y - o0xdt =y(ty) - ox(ty) —y(to) - 0x¢ — / y - oxdt

to to

sustituyendo los tres valores previos en (2.27) y simplificando términos, se obtiene que

N % ty ty
Voly:-0p = ZLQXZ'&{(Q)—F/ ffy-éde/ £y - 60dt

i=1 7 to to

— y(ty) - 0x(ty) +y(to) - %0 + / ! y - 0xdt + (A + k(x(ty) —s1)] - (0x(tf) — 0sq)

to

Vy € H. Si se toma y como la solucién de la ecuacién adjunta con retroceso en el tiempo

(SD(t—ti), tf >t 2>t
y(tr) = A+ k(x(tf) —s1)

finalmente se obtiene

VoLi(p,y, A) - 0p = y(to) - 3% — A+ k(x(ts) — s1)] - 551 + ( / i ydt) 30 (228)

de modo que si x(t) resuelve la ecuacién de estado x(t) = f(x(¢),0) con ty < t < ty
y condicién x(tg) = sg, y ademds y(t) resuelve la ecuacién adjunta, entonces, como
VJi(p) = VpLli(p,y, A), debido a que la integral y el tltimo término en (2.26) se anulan
cuando se satisfacen las restricciones (es decir, cuando p es factible). Por lo tanto, de
acuerdo con (2.28), el gradiente de la funcién objetivo del modelo cuadrético (2.25) es:

0.Ji/Osg y(to)
ij(p) = 8Jk/8sl = —A— k(X(tf - Sl)) (2.29)
dJ, /00 i fo(x(t),0)Ty(t)dt
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Capitulo 3

Método de disparo multiple para la
estimacion de parametros a partir de
datos con ruido

La inestabilidad y dificultad en la determinaciéon de las condiciones iniciales, asi como
también el efecto del uso de datos con ruido en intervalos de tiempo muy largos para
la determinacién de los pardmetros, puede reducirse empleando el método de disparo
multiple [1, 6].

Este método es una modificaciéon del método de disparo simple. La idea en general es
dividir el subintervalo de tiempo [to, t¢] en ns diferentes subintervalos més pequenos, con
I =1, Ti+1) y j = 1,2,...,ns y ademds dividir la funcién objetivo en cada subintervalo.
Se adivina una condicidén inicial s; desconocida y un objetivo s,y en cada subintervalo,
como se ilustra en la Figura 3.1.

x(t)

S0

1
1
1
1
:
1
& &

p S,
p S,

T
1
1
1
1
1
i

A

70 T 7 Tj+1 Ths Tps+1 L
-« [j —> <—L—> -« [,. —>

Figura 3.1: Método de disparo multiple con ns subintervalos de [to, t7].

17
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Con este método, se introducen los tiempos de disparo 11, To, ..., Ths+1 y ademas el vector
de pardmetros de disparo asociado p = (si, Sy, ..., Spsr1, 0)T en R+ Para fines de
este trabajo, se asumira que cada subintervalo de disparo I; = [}, 7j41] contiene al menos
un tiempo experimental ¢;, con ¢; no necesariamente igual al tiempo de disparo 7;. Si
p; = (s;,8;+1,0) para cada j = 1,...,ns, el modelo a considerar es el siguiente:

2

X:(t;;8;,0) — X; k;
J( i ) +E]||Xj(7'j+1)_sj+1||]§d

J(p) = Z ka(pj) con ka(Pj) = % Z

g;

tiGIj Rro
(3.1)
sujeto a las condiciones siguientes:
Xj(t) = f(Xj(t), 0), Tj <t S Tj+1, (32>
x;(7;) ='s;
X;(Tj41) = 8j1 (3.3)

La restriccion (3.2) garantiza que x; satisface la ecuacién de estado en el intervalo de
tiempo local [;, mientras que el término penalizado en (3.1) impone continuidad entre
las soluciones en los intervalos consecutivos, de manera aproximada, penalizando por la
posible discrepancia. El ltimo término de (3.1) forza la tercera restriccién (3.3). Por otra
parte, la constante k; > 0 es llamado el parametro de penalizacién.

Para los problemas de optimizacién mostrados anteriormente, sean y; € (H'([;))? y
A; € R? los multiplicadores de Lagrange asociados a las resticciones (3.2) y (3.3) con
j=1..ns.

3.1. Lagrangiano aumentado

Usando la notaciéon y = (y1, .., ¥ns)?y A = A, Ans), k = (ki, ... k)l vy p =
(sj,8;+1,0) el Lagrangiano aumentado es

ﬁkj(PQ’a A) = Z {ka(pj) + /1 yj- [f(xj, 0) — Xj]dt + A [Xj(TjH) - Sj+1]} (3.4)

=1 J

donde los pardmetros de penalizacién k; son escalares positivos.
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3.2. Analisis de perturbacién

Haciendo una perturbacién a la expresion anterior, se obtiene que

ij/;k]. : 5pj = Z {VJ]C] (pj) : 5pj + / A [(5f(Xj, 0) — (SXj]dt + )\j . (5Xj(7-j+1> — 5Sj+1)}

=1 I;
(3.5)
donde
xXi(t;) —x; _

Vi (0)- 00, = 30 SR g ) 4k (i — sy)] - (03 ) — )

tiEIj v
con

0%;(t;) = 8Xf(?i)5sj Ll sy P55

Por otra parte, se tiene que
/ y; - ofdt = / y; - (£0x; + £900)dt = / fly; - ox;dt + / fyy; - 60dt
I I I I
ademds de la siguiente igualdad, obtenida por integracién por partes sobre I; = |7}, 7j41]
/ yj - 0%jdt = y;(Ti) - 0%3(7j0) — y;(75) - 0%5(75) — / Y - 0x;dt
I I

Sustituyendo las expresiones anteriores en (3.5) se obtiene

Xj(ti) =X
Vo, Liy 0D = > il &)2 Xsx(t;) + / £y, - ox;dt + / £y, - 60dt
tiel; i 1 I
— ¥;(Tj41) - 0%5(Tj1) +y;5(75) - Os; (3.6)

+ / Y - 0xjdt + kj(x;(Tj01 — 8j41)) - (0%;(7551) — I8j11)
I.

J

para toda y; € H;.
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3.3. Ecuacion adjunta

Si se elige y; como la solucién de la ecuacion adjunta con retroceso en el tiempo en cada
subintervalo I;:

—y;(t) = fu(x;(),0) y;(t) + > X)) = X

tiGI]'

Yi(Tis1) = Aj + kj[x;(7501) — sj11]

5D<t—tz), Tj+1 >t27'j
(3.7)

se obtiene de (3.6) la siguiente expresién simplificada:
j

Vi, Ly - 0P = ¥5(75) - 085 = [Ny + K (%5(7j41) = 8501] - 08500 + (/ faTdet) 00 (3.8)
I

3.4. Calculo del gradiente

El gradiente obtenido de las derivadas parciales en cada subintervalo I;, tal y como sucede
en disparo simple es

;i (7))
vpj‘]kj(pj) = 7 k] XJ(TJ+1) - S]'i‘l] ) J = 1727 -y NS
f” fo(x;(t), 0)"y;(t)dt

Por lo tanto, después de acumular todos los gradientes asociados a cada subintervalo se
obtiene el gradiente completo:

yi(71)
y2(72) — 11

Yi+1(Tjt1) — T

Vol = VJ(p) = (3.9)

yns(Tns) — Tps—1
—TI'ps

DT ST e (1), 0) Ty (t)dt
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donde r; = A, + k;[x;(7j41) — sj41] para j = 1,...,ns. Claramente, cada x;(t) satisface la
ecuacién de estado (3.2) en el subintervalo I;, y cada y;(t) satisface la ecuaciéon adjunta
correspondiente (3.7) en el mismo subintervalo.

3.5. Algoritmos de optimizacion

Las variables de estado y adjuntas usadas en el cédlculo del gradiente se calculan inde-
pendientemente en cada ventana de tiempo I;, permitiendo asi una implementacién en
paralelo. Si se hace A\; = 0 para j = 1,...,ns, el algoritmo BFGS puede ser aplicado al
modelo penalizado resultante con parametros de penalizacion constantes.

El algoritmo cuasi-Newton més popular es el método BFGS (Broyden, Fletcherm Gold-
farb, Shanno). Es un algoritmo de optimizacién iterativo utilizado para encontrar el mini-
mo de una funcion no lineal, ademas de que es uno de los métodos mas eficaces para la
optimizacién de problemas de gran escala, especialmente cuando no se dispone de infor-
macién explicita sobre la segunda derivada (Hessiana) de la funcién objetivo. El algoritmo
es el siguiente:

Algoritmo BFGS

Inicializacion

1. p®=(sy,....s%,,,,0%7, matriz Hessiana H® = I, gradiente g’ = V.J(p®), direccién

d’ = —g°
Descenso
Para [ > 0, dados p', g', d’, H!, encontrar p'**, g/, d!*!, H*! haciendo:

2. Encontrar p; = arg min ¢(p) = J(p' + pd').
p>0

3. Actualizar p'*! = p' + pd' y gt = VJ(p*?)

Convergencia y direccion actualizada

Si [|gtY| < €||g?]|, entonces

4. Hacer p* = p!*!, parar y salir.

5. Actualizar H'*! = (I = %ﬁ) H <I — ﬂ) +% conu=pt—pyv=gtl—gh

ulv
6. Actualizar d'*! = — H!*1glt!,

7. Hacer | =1+ 1 y regresar a 2.
Salir
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Con este algoritmo, el paso més importante es el de la busqueda de linea (paso 2), para
hallar el tamano de paso adecuado. Se busca elegir un p que reduzca J, es decir, se trata
de encontrar un minimizador global de la funcién ¢(p) = J(p! + pd!), con p > 0. El éxito
de la bisqueda de linea depende en la efectividad de las elecciones tanto de la direccién d!
como el tamano de paso p. Dado que se tiene una forma eficiente de calcular las derivadas
¢ (p) = VJ(p! + pd') - d', para este trabajo, se utilizard el método de la secante para la
busqueda de linea, el cual se ve de la siguiente forma:

Dert = P — &' (o) (pr — pr—1) _ Pr—1®" (pr) — Prd’ (Pre—1)
* &' (px) — &' (pr—1) ¢ (pr) — &' (pr—1)

Este método requiere de dos valores iniciales py y p;. Paral > 1, se inicializa pg =0y p; =
gl (p'—p'™1)/gl-d', mientras que para [ = 0, se utiliza py = 0y p; = —0.1(g’-p°/g®-d°).
Estas elecciones hechas consideran una escala adecuada (véase paso 3). Cabe destacar que
en los experimentos y resultados que se mostraran en los capitulos siguientes se utilizaran
a lo mas tres iteraciones del método de la secante. Tras realizar varios experimentos, se
aprecia que los resultados obtenidos entre los métodos de Runge-Kutta de 6rdenes 2 y
4 no varfan significativamente, por lo que los resultados que se muestren a continuacion
seran aquellos utilizados con el método de orden 2.

k=12, ... (3.10)

La solucién tedrica se considerard usando el intervalo de tiempo [to,tf] = [40,80] (me-
dido en dfas), con parametros 8 = («, 3,7, )T = (1/N,1/7,1/5,1/70)T, con condicién
inicial xq = [91647,4853, 1755, 1620, 125]7 y con poblacién N = 10°. Los datos usados en
este trabajo seran generados sintéticamente agregando ruido Gaussiano con media cero
y desviacién esténdar o (t;) = noise_level x x(t;) en los tiempos t; con i = 1,...,m. Adi-
cionalmente, se considerardn ruidos del 5%, 10 %, 20 %, donde se hard la estimacién del
vector de parametros 6.

3.6. Problema de Minimos Cuadrados

Una vez hecha la generacién de datos con ruido Gaussiano, estos datos se necesitan escoger
de manera que mejor se asemejen a la tendencia de la solucién tedrica del problema ori-
ginal. Recordando la ecuacién adjunta (3.7), esta presenta discontinuidades en el término
dp, y aparecen como saltos puntuales en la ecuacion diferencial. Para ajustar un modelo
a los datos con ruido generados, se buscard minimizar la suma de los cuadrados de los
residuales. Es decir, se suavizaran los términos discontinuos, a través del ajuste lineal de
los datos a curvas suaves.

Sean z una variable independiente y y(x) una funcién desconocida que depende de x la
cual se desea aproximar.

Supongamos entonces, que tenemos m observaciones (z1,v1), (Z2,%2), -y (Tm, Ym), donde
la idea es modelar y(z) como combinacién lineal de funciones base ¢1(x), ¢o(z), ..., dn(2):
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y(x) = c1¢1(x) + cada () + ... + crbp(x)

donde m > n, de modo que la matriz de disefio A con coeficientes a;; = ¢;(z;) tiene mas
renglones que columnas. Luego, los datos deben satisfacer:

Y(x:) = c101(x5) + coda () + oo + Can(), i=1,2,...,m

que resultan en el sistema lineal

¢1(r1)  da(r1) o dnu(71) C1 n
¢1($2) ¢2($2) ¢n(9€2) (&) ~ Y2
G1(m) bo(am) o dulam) ) \ o o

Las funciones base ¢;(x) pueden ser polinomiales, exponenciales, Gaussianas, funciones
racionales, entre otras. Haciendo énfasis en las primeras mencionadas, si se escoge la base
de funciones polinomiales canénica ¢;(x) = 2771, con j = 1,2,..n y ademds, si m = n el
polinomio de grado m — 1 que ajustara los m datos esta definido por:

p(z) =c1 + o+ ...+ cpz™ !

donde p(z) es de grado n—1 y ademds se cumple que p(z;) ~ y(x;) = y; parai = 1,2,..,m,
y ¢j con j =1,2,...,n son los coeficientes por calcular del sistema

2 n—1
1 x a9 Ty c1 U1
2 n—1
1 xy x5 To Co Y2
1 xy 22, ... ant Cn Ym

con A € R™*™ la matriz de Vandermonde. El problema de minimos cuadrados se plantea,
suponiendo que la aproximacién p(z;) estd lo mas cerca posible del dato y; en la norma
euclidiana, es decir

min ||y — Acllz
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Si se hace ¢ = x y y = b, se puede reescribir el problema de minimos cuadrados como:

Dado A € R™™ y b € R™, encontrar X € R" tal que

[|b — Ax||o = min||b — Ax||,
xeR”

donde los residuales son las diferencias entre las observaciones y los valores del modelo,
es decir r = b — Ax, por lo que el objetivo sera encontrar x € R" tal que satisfaga la
ecuaciéon anterior.

Existen distintos métodos para resolver el problema de minimos cuadrados, entre ellos el
de ecuaciones normales y la factorizacion QR. El primero es uno de los més utilizados; sin
embargo, cuando la matriz de disenio A esta mal condicionada —es decir, una pequena
perturbacion en A produce variaciones muy grandes en la solucion del sistema Ax = b—
la solucién del problema de minimos cuadrados se ve afectada de manera significativa.
Para enfrentar estos casos de mal condicionamiento, se recurre a la factorizacién QR.

3.6.1. Factorizaciéon QR

Para remediar el mal condicionamiento de las matrices de disefio mencionadas anterior-
mente, otra forma de resolver el problema de minimos cuadrados es a través de la facto-
rizacion QR.

Teorema 1. Toda matriz A € C™*" con (m > n) de rango completo tiene una factori-
zacion QR inica y reducida, donde A = QR, con r;; > 0.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [30].

Por simplicidad, se hara A € R™*". En este caso Q tiene el mismo tamano de A y
R € R™*™ s una matriz triangular superior. Esta factorizacién es la versién matricial del
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Sean ay, as, ..., a,, € R™ vectores columna
linealmente independientes de A

luego, los vectores ortonormales qq, qs, ..., q, € R™ obtenidos del proceso de ortogonali-
zacion de Gram-Schmidt dan la siguiente matriz



Capitulo 3. Método de disparo multiple para la estimacion de parametros a partir de
datos con ruido 25

~

|
Q=| a1 9 .. g

que tienen el mismo espacio columna de A.

Definicién 2. Sea A € R™*". El espacio columna, C(A), es el conjunto de todos los
vectores que son combinaciones lineales de las columnas de A.

C(A) = {y € R"[y = Ax}

Estos vectores son construidos secuencialmente, empezando con q; = ai/||a;|| y que
satisfacen
j—1
'V<
_ Y _ T T _ T .
q; = con v;=a;—(qja)a — ... — (@) g1 =a;— Y (afa)q; 1<j<n
vl -
i=1
.z . ..T . . o .
Usando la notacién r;; = q; a; parai > jy rj; = ||v,||2, se obtiene
al
Qi = r ’
11 _
ar — ripqp a = Tndqi,
© = , , a = Ti2di+7r2d,
22 et
an—Z?;llrmqi a, = Tidi+7d2+ -+ T dn-
qn = .
rnn

Este conjunto de ecuaciones se convierte en la factorizacion QR reducida:

M1 Ti2 ... Tin

| ‘ ‘ | ’ | 0 Tog ... Top ~

A = a; ay a, |=|d 92 ° Qn . =QR
| | . | 0 0 . o

Esta factorizacion es otra forma de resolver el sistema sobredeterminado Ax = b, que
surge del problema de minimos cuadrados. La propiedad clave es que Q7Q = I,,, donde
I,, es la matriz identidad de tamano n x n. Luego,

QRx=b = Rx=0Q"b,
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y este sistema triangular es resuelto usando sustitucion hacia atras. Mas atn, la solucién
obtenida es la solucién para el problema de minimos cuadrados, ya que

Rx=Q™ <= QRx=QQ"b <= Ax=Pb <= Ax=Pb,
donde las matrices de proyeccion satisfacen P@b = P,b ya que el espacio columna de A
es igual al espacio columna de Q).

Definicién 3. Una proyeccion en R™ es una matriz cuadrada P tal que P? = P, es decir,
es una matriz idempotente.

Definicién 4. Una proyeccion P es ortogonal si P es simétrica, es decir, si PT = P.
Una factorizacion QR completa de A € R™*", con m > n, consiste en agregar m — n

columnas ortogonales a Q y m — n renglones de ceros a R, de tal forma que se obtenga
una matriz ortogonal @) € R™*™ y otra matriz R € R™*™ triangular superior.

FACTORIZACION REDUCIDA FACTORIZACION COMPLETA
mxn nxn mxm_ mxn
A = = ‘ %
' 0 ]
AN -~ T T
0 R 0 R

Figura 3.2: Factorizaciones QR reducida y completa de A

Teorema 2. Toda matriz A € R™"™ (m > n) tiene una factorizacion QR completa, dada
por A = QR con Q € R™™ una matriz ortogonal y R € R™*™ una matriz triangular
SUPETLOT.

El algoritmo de Gram-Schmidt es numéricamente inestable, es decir, es sensible a errores
de redondeo. Es posible utilizar métodos que lo vuelvan estable, cambiando el orden de
las operaciones, sin embargo, el algoritmo que resuelve el problema de minimos cuadrados
y que es numéricamente estable es la factorizacion QR de Householder.

Factorizacion QR de Householder

Este método usa un proceso de triangularizacion ortogonal llamado triangulacion de Hou-
seholder, que consiste en realizar n iteraciones, donde en cada etapa se multiplica por la
izquierda una matriz ortogonal (o unitaria) Q, de forma que al final se genere una matriz
triangular superior R, es decir,
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Qn QZQlA =R

donde las @)y con k = 1,...,n son matrices ortogonales. Si A fuese una matriz de 5 x 3, el
proceso de triangularizacion se ve de la siguiente forma:

A0)
aix Qa2 Q13
G21 Q22 (23
a31 32 Q33
aq1 Q42 A43
as51  Qap2 (53

~ NV

A

A,(i) Af) A®)
] o) ] T o) bl T o o
0 alf oY 0 afy aj 0 afy ajy
— 10 az(,é) a%) 0 0 a;(g? 0 0 a:())?é)
0 afy afy 0 0 af 0 0 0
| 0 a%) a%)_ 0 0 a?)_ L 0 0 0
h o 220nA Q3Q:@1 A

donde se puede apreciar que AN = Q1 A, A® = Q,Q1 Ay A®) = Q5Q-0Q1 A.

Reflexiones de Householder

Si A € R™*" donde m > n, cada matriz ortogonal (J; debe tener la estructura siguiente:

I 0
donde I es la matriz identidad de orden (k—1) x (k— 1) y H es una matriz ortogonal de
orden (m—(k—1)) x (m— (k—1)). En la k-ésima iteracién, se debe calcular Q,A*~! para

obtener A%, de modo que A¥ debera tener ceros debajo de la diagonal hasta la columna
k, entonces:

Op = I 0

k 0 H
ai,1 aq,k—1 a1,k ain

A1 0 Qk—1,k—1 Qk—1,k Qk—1,n
0 0 Ak Qk.n
0o .. 0 Qo J; A,
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por lo que se busca que

! ! !
o ar ek Qg1 - Ogyp
7 ,’n 0 a;c+1,k+1 a;€+1,n
e R I D
Uk - @ i ’
m mn 0 a, kil o a. .

es decir, se debe escoger una matriz tal que al multiplicarla por el vector (A, Ggs1k, - > Gmk)
introduzca ceros bajo la diagonal de la primera columna:

QA k a;{jk‘
Aeirk | 0
(07 0
donde aj, = ||x||2 con x = (apk, Api 1k, - amik)’ . H debe satisfacer que:
7 [1]]
o)
x = . - Hx=| . | =|xle
Tm—k+1 0

con e; = (1,0,...,0)T de tamafio m — (k — 1). La matriz H se conoce como la reflezién de
Householder, y se define como

T
Vv

H=1-2—— = - 3.11
STy on v |x|[2e1 — x (3.11)

En términos generales, la reflexiéon de Householder es una transformacion lineal con matriz
H, la cual es construida dado un vector x en un espacio euclidiano R? (p > 2), que busca
que su vector reflejado sea Hx = ||x||le; = (||x][,0,...,0)T tal como se muestra en la
siguiente Figura:

Para cualquier vector x existen dos reflexiones de Householder, tal como se muestra en
la Figura 3.4, y cada matriz H se construye con la eleccién de v = signo(x;)||x||2 €1 + x.
Claramente, esta eleccién permite que ||v|| nunca sea mas pequeno que ||x||, evitando la
cancelacion por la sustraccion cuando se divida entre ||v|| para encontrar u en (3.11), y
asi asegurar la estabilidad del método.
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-u P

-
-
-
-z

- 0\ = X
P . Hx=lixle, %

-

Figura 3.3: Reflexién de Householder con el vector v = ||x|| e; — x.

Y

Figura 3.4: Reflexiones de Householder, construidas a partir de x.

Se puede calcular la factorizacién A = QR, con Q = (Qn...Q2Q1)T. Sin embargo, si el
interés es solamente en la solucion del problema de minimos cuadrados, no es necesario
calcular explicitamente las matrices (Q o Q Solamente se necesita encontrar el factor R
y almacenarlo en el mismo espacio de memoria que A, y Qb y almacenarlo en el mismo
espacio de memoria que b. Al final, se esta resolviendo el sistema triangular usando
sustitucion hacia atras. El algoritmo para la triangularizacién de Householder para resolver
Ax = b con factorizacion QR se ve de la siguiente manera:

Triangularizacion

Parak=1,...n

x = A(k :m, k)

v = sign(z1)||x|le; + x

v =v/[vl|

Ak =m, k:n)=A(k:m, k:n)—2v(vI Ak :m, k:n))
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» b(k:m)=Db(k:m)—2v(vI b(k:m))

Termina para

Sustitucion hacia atrads

» x(n) =b(n)/A(n,n)
Parak=n—-1:-1:1

e x(k) = (b(k) — Alk,k+1:n) bk +1:n) )/A(k, k)

Termina para
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Modelo SEIRD

Uno de los sistemas de interés en este trabajo es el modelo epidemiolégico SEIRD. Este
modelo es evolucién del primer modelo epidemioldgico establecido en la historia, el modelo
SIR. El sistema de ecuaciones del modelo SEIRD esta definido por (2.4).

Los datos sintéticos seran generados a partir de la solucién tedrica usando ruido Gaus-
siano establecido por MATLAB, con media igual a cero y desviaciones estandar o (t;) =
noise_level x x(t;), para i = 1,...,m, donde se generaron m = 15 medidas experimentales
con las variables observables x; = (I;, R;, D;) en los tiempos t; = 40+, 0 < < 14
(dias). Para esto, a la solucién tedrica se le estara implementando tres niveles de ruido del
5%, 10 %, 20 %. Bajo estas condiciones, se espera que se pueda recuperar la aproximacién
de las condiciones iniciales sy y los valores verdaderos del parametro @ con el algoritmo
numeérico propuesto.

Cabe resaltar que dependiendo de la informacién con la que se cuente, esto puede res-
tringir el niimero de subintervalos en el método de disparo multiple. Mientras haya mas
informacion disponible, el desempeno del método es mejor, por lo tanto, a los 15 puntos
con los que se estard trabajando se les deberd ajustar un polinomio de tercer grado (o
segundo grado si la tendencia de la curva asi lo permite), usando el algoritmo QR (véase
subseccién 3.6.1). Con la curva resultante de dicho ajuste, se generan datos adicionales
con espaciado de h = 0.1, de modo que ahora se estaran trabajando en el intervalo [40, 54]
con m = (54 — 40)/h = 141 datos. Dado que estos puntos pertenecen a una curva suave,
los pulsos en las series del lado derecho de las ecuaciones adjuntas (3.7) serdn suavizadas,
obteniendo una mejor estabilidad que la obtenida con el método de disparo simple. Ahora,
como la dindmica del modelo SEIRD no es cadtica, se empleara el método de Runge-Kutta
de orden 2 para encontrar la solucién numérica de las ecuaciones de estado (3.2) y las
ecuaciones adjuntas (3.7) en cada iteracién del algoritmo BFGS.

31



32

Capitulo 4. Modelo SEIRD

Tabla 4.1: Estimacion de 6 con diferentes valores de ns y distintos niveles de ruido.

Nivel de ruido ns Valor estimado de 6 Error relativo iter
5% 7 [1.0250, 0.1510,0.2074,0.0138]7 | [0.0250,0.0570,0.0372,0.0349]7 | 40
14 [1.0125, 0.1508,0.2087,0.0138]7 | [0.0125, 0.0558,0.0436,0.0366]" | 66
28 [1.0045,0.1504, 0.2083,0.0120]7 | [0.0045,0.0525,0.0416,0.1578]" | 66
35 [1.0034, 0.1504, 0.2088,0.0125]7 | [0.0034, 0.0530,0.0441,0.1274]" | 95
70 [0.9978,0.1502,0.2087,0.0118]7 | [0.0002,0.0517,0.0433,0.1734]" | 92
10% 7 [1.0438,0.1467,0.2107,0.0148]7 | [0.0438,0.0272,0.0536,0.0370]7 | 109
14 [1.0510,0.1439,0.2137,0.0150]” | [0.0510,0.0074, 0.0685,0.0521]7 | 90
28 [1.0086,0.1421,0.2112,0.0144]7 | [0.0086,0.0052,0.0561,0.0080]7 | 73
35 [1.0075,0.1421,0.2114, 0.0145]" | [0.0075,0.0051,0.0571,0.0118]7 | 84
70 [1.0054, 0.1421,0.2118,0.0146]" | [0.0054,0.0051,0.0591,0.0197]" | 179
20 % 7 [1.0564, 0.1505,0.2027,0.0117]7 | [0.0564, 0.0533,0.0134,0.1829]7 | 25
14 [1.0404, 0.1518,0.2049,0.0136]7 | [0.0404, 0.0627,0.0245,0.0512]7 | 60
28 [1.0316,0.1523,0.2056, 0.0137]7 | [0.0316,0.0663,0.0278,0.0432]" | 93
35 [1.0289, 0.1521,0.2046,0.0123]7 | [0.0289,0.0647,0.0232,0.1406]" | 84
70 [1.0255,0.1524,0.2051,0.0125]7 | [0.0255,0.0666,0.0254,0.1269]7 | 157
4.1. Resultados numéricos para el modelo SEIRD

Para este conjunto de resultados, se tomara como propuesta (adivinanza) 8y = (1.4,0.09,0.3,0.005)7,

se tomaran 15 datos generados y suavizados para cada nivel de ruido, y se estard consi-
derando el método de Runge-Kutta de orden 2, pues la diferencia de resultados entre el
método de orden 2 y de orden 4 no varia tanto. Adicionalmente, se estara considerando
—p!71) /gl - d' para | > 1, mientras
que para [ = 0, se utilizardn py = 0y p; = —0.1(g” - p°/g° - d%), considerando ¢ = 107
como criterio de parada para el algoritmo BFGS. Los nuevos datos generados se ven de

en el algoritmo de optimizacién py =0y p; = g'- (p

la siguiente manera:

Poblaciones

Poblaciones
‘

Poblaciones
/

0 42 a4

w6
Tiempo (dias)

104 Solucién exacta y datos con ruido

50

10° Solucién exacta y datos con ruido

0 a2 44

46 48
Tiempo (dias)

50

46 48
Tiempo (dias)

52

54

Figura 4.1: Datos con ruido. De izquierda a derecha: niveles de ruido = 0.05,0.10, 0.20

Sintetizando la informacién para los tres niveles de ruido, algunas de las aproximaciones
del vector de parametros 6 y la condicién inicial sy se muestran en las tablas 4.1 y 4.2,

respectivamente:
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Tabla 4.2: Estimacion de sy con diferentes valores de ns y distintos niveles de ruido.

Nivel deruido | ns | Valor estimado de sg Error relativo iter
5% 7 [92103,4496,1733,1542,126]7 | [0.0050, 0.0738,0.0131,0.0481,0.0080]7 | 40
14 | [92015,4689,1739,1431,126]7 | [0.0040,0.0340,0.0097,0.1167,0.0080]7 | 66
28 | [91965,4791,1746,1340,158]7 | [0.0035,0.0130,0.0057,0.1728,0.2640]" | 66
35 | [91970,4821,1745,1330,134]7 | [0.0035,0.0068,0.0063,0.1790,0.0720]7 | 95
70 | [91952,4861,1743,1281,163]7 | [0.0033,0.0014, 0.0074,0.2093,0.3040]7 | 92
10% 7 [91827,5119, 1485, 1453,116]7 | [0.0020, 0.0546,0.1543,0.1031,0.0720]7 | 109
14 | [91794,4835,1641,1616,114]7 | [0.0016,0.0039,0.0655,0.0025,0.0880]7 | 90
28 | [92499, 3869, 2363,1164,105]7 | [0.0093,0.2029, 0.3457,0.2815,0.1600]7 | 73
35 | [92496,3881,2368,1152,103]7 | [0.0093,0.2005, 0.3485,0.2889,0.1760]7 | 84
70 | [92489,3909,2375,1128,99]7 [0.0092, 0.1947, 0.3525,0.3037,0.2080] 7 | 179
20 % 7 [91579,4509, 1575, 2069, 268]7 | [0.0007,0.0711,0.1031,0.2772,1.1440]F | 25
14 | [91580, 4650, 1603,2035,132]7 | [0.0007,0.0420,0.0871,0.2562,0.0560]7 | 60
28 | [91520,4730,1614,2003,133]7 | [0.0014,0.0255,0.0809, 0.2364,0.0640]" | 93
35 | [91434,4733,1617,1984,232]7 | [0.0023,0.0249,0.0792,0.2247,0.8560]7 | 84
70 | [91416,4773,1619,1972,220]7 | [0.0025,0.0167,0.0780,0.2173,0.7600]7 | 157

De los resultados mostrados se puede apreciar que las mejores estimaciones de 0 se ob-
tienen con ns = 7,14 subintervalos para ruido del 5%, luego para el nivel de ruido del
10 %, en general, para todos los niimeros de subintervalos se obtienen buenos resultados,
mientras que para ruido del 20 %, es con ns = 14, 28 subintervalos con los que se obtie-
nen los mejores resultados. En general, el método de disparo multiple con ns = 14 es la
mejor opcién para los tres niveles de ruido diferentes. Por otra parte, las estimaciones de
las condiciones iniciales sy son menos precisas, especialmente en la cuarta componente
(poblacién recuperada) cuando se consideran niveles de ruido més altos.

Si se grafica log(||g!||/||g]|®) respecto al niimero de iteraciones se obtienen las Figuras
de lado izquierdo, mientras que la convergencia de los parametros con este conjunto de
datos utilizados se aprecia en las imagenes en medio. En dichas imagenes se muestra como
(al, 81,44, ub) convergen al valor éptimo. El valor del pardmetro de la solucién tedrica se
muestra por medio de los puntos negros al final de cada curva. Finalmente, las imagenes de
lado derecho corresponden al comportamiento de las variables de estado en el transcurso de
tiempo. Las lineas de varios colores representan la dinamica reconstruida con la condicién
inicial calculada sq y los pardmetros estimados € en el intervalo de tiempo [40,54], luego
las lineas punteadas muestran la prediccién a futuro en el intervalo [54,80] en conjunto
con la solucién exacta (lineas continuas).
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Figura 4.2: Resultados para ns = 14 con distintos niveles de ruido.

Cabe resaltar que en general, es posible utilizar mas o menos variable observable, y gracias
al método de disparo miultiple en conjunto con el algoritmo BFGS, se puede resolver
el problema. En particular, si se llegasen a usar distintas combinaciones de variables
observables, se obtienen las siguientes aproximaciones, condensadas en las tablas 4.3 y
4.4:
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Tabla 4.3: Estimacién de @ con ns = 14 y nivel de ruido de 20 %.
Variables observables Valor estimado de 6 Error relativo iter
T [1.0392,0.1514, 0.2037,0.0119]7 [0.0392,0.0600, 0.0184, 0.1653]7| 48
R [1.0393,0.1514,0.2037, 0.0119]T [0.0393,0.0600, 0.018470.1652]T 47
D 1.0405,0.1518, 0.2049, 0.0136] 7 0.0405, 0.0627, 0.0245,0.0504]7| 60
IR 1.0393,0.1514, 0.2037, 0.0119]7 0.0393,0.0600, 0.0184, 0.1652]7 | 47
I,D [1.0404,0.1518,0.2049,0.0136]7 [0.0404, 0.0627, 0.0245,0.0504]7 | 60
R, D 1.0404,0.1518, 0.2049, 0.0136]7 0.0404, 0.0627,0.0245,0.0512]7 | 60
I.,R,D 1.0404,0.1518,0.2049, 0.0136 T 0.0404,0.0627,0.0245,0.0512 160
Tabla 4.4: Estimacion de sy con ns = 14 y nivel de ruido de 20 %.
Variables observables | Valor estimado de sg Error relativo iter
T [01489, 4633, 1605, 2020, 253]7 | [0.0017, 0.0455, 0.0860, 0.2469, 1.0240]7| 48
R [91489,4633, 1605, 2020, 253]T [0.0017,0.0455,0.0860, 0.2469, 1.024O}T 47
D 91579, 4650, 1602, 2038, 131]7 | [0.0007, 0.0420,0.0877, 0.2580, 0.0480] 7| 60
IR 91489, 4633, 1605, 2020, 253]7 | [0.0017, 0.0455, 0.0860, 0.2469, 1.0240|7| 47
I,D (91579, 4650, 1602, 2038, 131]7 | [0.0007,0.0420, 0.0877, 0.2580, 0.0480]7| 60
R,D 91580, 4650, 1603, 2035, 132]7 | [0.0007,0.0420,0.0871, 0.2562,0.0560]7| 60
I,R,D 91580, 4650, 1603, 2035, 132]7 | [0.0007,0.0420, 0.0871, 0.2562,0.0560]7| 60

De este ultimo par de tablas, se aprecia que se obtienen buenos resultados cuando la
poblacién muerta (D) es parte de las variables observables, y también se nota que el
nimero de subintervalos 6ptimo para el método de disparo multiple tiene correlacion con
el nimero de datos con ruido originales.

Por ultimo, se considerard un ultimo conjunto de datos con ruido del 20 % en distintos
intervalos de tiempo, de modo que, naturalmente, el nimero de observaciones cambiara.
Para los casos y resultados siguientes que se mostraran a continuacién (tablas 4.5 y 4.6),
se estara haciendo el ajuste con polinomios de segundo grado para los primeros tres casos,
mientras que para los tultimos dos casos se estaran considerando polinomios de grado
tres. De esta manera, se estaran generando 71, 101, 141, 171, 201 puntos en las curvas
ajustadas, respectivamente.

Para estos casos, se aprecia que los parametros calculados contintian siendo buenos y
se mantienen estables, ya que la diferencia relativa de los pardametros calculados de 6
se mantienen por debajo del 20 % en cada caso. A continuacién, la Figura 4.3 muestra
la evolucion de las variables de estado y su prediccién respecto al tiempo. Tal y como

Tabla 4.5: Estimacién de 0 con diferente niimero de datos con ruido.

t; =40+ 1 |ns |Valor estimado de @ Error relativo iter
i=0:7 7 [[0.9916,0.1619, 0.2340,0.0144] [0.0084,0.1332,0.1698, 0.0062] 33
i=0:10 5 [[0.9622,0.1587,0.2219,0.0149] [0.0378,0.1110, 0.1096, 0.0428]” 33
i=0:14 14 [[1.0404,0.1518,0.2049, 0.0136]7 [0.0404,0.0627, 0.0245,0.0512]7 60
i=0:17 17 |[1.1009,0.1369, O.2099,O.0163]T [0.1009,0.0419, 0.0496, 0.1419]T 72
i=0:20 25 {[1.0539,0.1297,0.2075,0.0150]" [0.0539,0.0922, 0.0374, 0.0488] T 214
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Tabla 4.6: Estimacién de sy con diferente nimero de datos con ruido.

t; =40+ 1 |ns |Valor estimado de @ Error relativo iter
1=0:7 7 [[91729,4895,1962,1299, 115]T [0.0009, 0.0084, 0.1173,0.1981,0.0800]7 |33
1=0:10 5 [[91635,4850,2042,1363,110]7 [0.0001,0.0008, 0.1629, 0.1586,0.1200]7 |33
1=0:14 14 [[91580, 4650, 1603, 2035, 132]7 [0.0007,0.0420, 0.0871,0.2562, 0.0560] " |60
[ ] [ ]
[ ] [ ]

1=0:17 17 |[90994, 5289, 1308, 2289, 120]” 0.0071,0.0896, 0.2551, 0.4130,0.0400] 7 |72
1=0:20 25 |[91168, 4868, 1884,1964, 116]7 0.0052, 0.0029,0.0729,0.2123,0.0720] 7" |214

anteriormente se menciond, la solucion por medio del método de disparo multiple esta
representado por las lineas de colores (cada color es un subintervalo del método) en cada
intervalo de tiempo correspondiente. La prediccién a futuro se muestra con las lineas
punteadas, mientras que la solucién exacta esta representada por las lineas continuas. Tal
como se esperaba, los resultados son mejores cuando se tienen mas datos experimentales
en consideracion.
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Figura 4.3: Solucién calculada respecto al tiempo y prediccion, en conjunto con la solucion
exacta. De izquierda a derecha: 1 =0:7,¢=0:10,¢=0:17,2=0:20

A continuacion, se mostrara el otro modelo de interés, al cual se le podra hacer la esti-
macién de parametros con la misma metodologia presentada a lo largo de este trabajo.
Estos son: los sistemas de reacciones quimicas.



Capitulo 5

Modelo de la sintesis enzimatica
inducible

Antes de dar inicio al segundo modelo, se desarrollardan brevemente algunos conceptos
para familiarizarse con la terminologia que se usara.

Las reacciones quimicas son procesos que transforman materias primas en productos ma-
nufacturados. Para que este proceso se pueda llevar a cabo se necesitan realizar maniobras
tales como: la medicién de las concentraciones durante la reaccién, monitorizacién del pro-
ceso, control y optimizacién del proceso, entre otras. Estos tltimos dan pauta a modelos
construidos utilizando la cinética quimica. Esta area de estudio se encarga de la rapidez
de reaccion y los factores que la afectan.

Ahora bien, los sistemas de reacciones quimicas dan origen a sistemas de ecuaciones no
lineales complejas que no poseen una soluciéon analitica. Por esto, utilizaremos métodos
numéricos para determinar soluciones del modelo y las técnicas introducidas previamente
para la determinacion de las tasas de cambio de los parametros en estos sistemas. En esta
seccion del trabajo, el enfoque principal estara en el problema de la sintesis enzimatica
inducible. Gran parte de las reacciones quimicas a nivel celular en las plantas y animales
dependen directamente de la presencia de enzimas especificas y en la disponibilidad de
una fuente de energia externa. A las sustancias que son introducidas en un medio de
crecimiento y que incrementan la cantidad de enzimas son conocidas como inductores,
y sus enzimas correspondientes son llamadas enzimas inducibles. Dichas enzimas estan
presentes cuando se necesitan para sintetizar constituyentes celulares.

La figura 5.1 muestra una descripcién grafica del modelo de sintesis enzimatica inducible.
Las variables z;, « = 1, ..., 12 representan las concentraciones de los intermedios involucra-
dos en la sintesis enzimdtica inducible; Los constantes k;, j = 1, ..., 15 son los parametros
cinéticos del sistema. En este trabajo, k; = a;. Las flechas indican la direccién de la
reaccién.
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Figura 5.1: Modelo de la sintesis enzimatica inducible.

Observaciéon 2. Las componentes z1, 2o, 23 y 24 no aparecen en el sistema de ecuaciones
que se presentard mas adelante. Sin embargo, describimos brevemente su significado:

» 21 Productos de descomposicion de la molécula represora.

» 29 Otro producto de descomposicion de la molécula represora.

s 23 Producto de descomposicion del mensajero ARN.

= 24 Producto de descomposicion de ribosomas.

5.1. Descripcién del Modelo

El modelo de la sintesis enziméatica inducible, originalmente, fue propuesta y publicada
en 1964 por F. Heinmets [9]. Luego, en 1969, R.S.Roth y M.M.Roth [10] hicieron modi-
ficaciones en el trabajo original, donde se modificé la notacién en sistema y actualmente
el sistema de ecuaciones a considerar sera:

T
To
T3
Ty
T5
Tg
Ty
Tg
Tg
T1o
T

x12

= Q13 — Q271 — A3

A15T3 — A4

—Q1X3 + Ao + asr1 — A15T3 + (7 5)
A12Tel7 — Q724

Qg7 — A8y

a3l — 5T — A12TeL7

—Qa12TaX7 -+ a7Tyg — Qg7 -+ agls
A14T12 — A13T8T9

agrs — Agryg — A13T8LY

a11711

1012 — A11%11

= A13T8T9 — G10T12 + G11T11 — A14T12
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donde las variables son:
= 71: Producto complejante del gen regulador y producto metabdlico del metabolito
represor.
= 19 Producto complejante del gen regulador y producto metabdlico del inductor.
= 73: Gen regulador.
= 14 Gen funcional reprimido.
= z5: Un conjunto integrado de precursores de ARN mensajero en el gen funcional.

= x4: Molécula represora, sintetizada por el gen regulador y el complejo Sg. Este
ultimo complejo es un producto metabdlico del metabolito represor.

= 77: Gen funcional para la sintesis de ARN mensajero; tiene un sitio para interactuar
con el represor, lo que conduce al gen funcional reprimido (x4).

= 15: Ribosomas.

» z9: ARN mensajero especifico del gen funcional (x7).

= 119: Enzima recién formada separada de la plantilla.

= 71;: Un conjunto integrado de aminoacidos en la plantilla.

= 115 Plantilla para la sintesis de la enzima.

y los pardametros a estimar seran:

= a1: Aumento de la concentracién de producto complejo z; por unidad de actividad
del gen regulador zj.

= ao: Disminucion de la concentracion de producto complejo x; por unidad de con-
centracion.

= a3: Tasa a la cual una concentracion unitaria de producto complejo x; disminuye
debido a su reaccién con un grupo constante para la formacion del represor.

= a4 Tasa a la que se descompone la concentraciéon unitaria del producto complejo
9.

= a5: Tasa de disminucion de una concentracion unitaria de la molécula represora xg
debido a la descomposicién.

= a4: Tasa de aumento de los precursores s debido a una actividad unitaria del gen
funcional z-.
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s a7: Tasa de disminucién de la actividad del gen reprimido no-funcional recién for-
mado x4.

= ag: Tasa de disminucién de una concentracion unitaria de precursores x5 que forman
ARN mensajero xg.

= ag: Tasa de disminucién de la concentracion de ARN mensajero xg por disociacién.

= a19: Tasa de aumento de la concentracién de la plantilla del aminoacido complejo
xr11 debido a una concentracién unitaria de la plantilla z1s.

» ay;: Tasa de aumento de la concentracién de la enzima x,¢ debido a una concentra-
cion unitaria de la plantilla x1;.

= ay5: Tasa de aumento de la actividad del gen funcional reprimido x4 debido a la
reaccién combinada de una concentracién unitaria de la molécula represora xg y
una concentracion unitaria del gen funcional activo z7.

= a13: Tasa de aumento de la concentracién de la plantilla z15 debido a las reacciones
combinadas de una concentracién unitaria de ribosomas xg y una concentracion
unitaria de ARN mensajero xg.

= ay4: Tasa de aumento de la concentracién de ribosomas xg debido a la descomposicion
de una concentracion unitaria de la plantilla x15.

= ay5: Tasa de aumento de la concentraciéon de producto complejante x5 cuando la
actividad del gen regulador x3 tiene un valor de la unidad (concentracién del inductor
externo).

A grandes rasgos, tal como se establecié anteriormente, este modelo establece que, a ni-
vel celular, tanto plantas como animales, tienen la capacidad de “encender” o “apagar”
partes de las funciones metabdlicas de acuerdo con las necesidades. Para lograr esto se
producen enzimas que son las responsables de crear productos metabdlicos importantes
para la célula. Las enzimas con las caracteristicas previamente mencionadas son las en-
zimas inducibles. Para la produccion de estas enzimas se necesitan células de ADN y sus
mecanismos para sintetizar proteinas.

El proceso que se realiza en el sistema presentado establece que para cada enzima indu-
cible existe un gen regulador (z3) y un gen funcional (z4). El gen funcional contiene la
informacion genética para la construccién de la enzima. El gen regulador se encarga de
encender o apagar el gen funcional.

Para cada enzima inducible, en el cromosoma bacteriano hay un gen regulador (z3) y un
gen funcional (z7), los cudles interactian. Los complejos reversibles (z1 y 2) se forman
entre el gen regulador (z3) y entre Sg (producto metabdlico de s,, donde s, es el meta-
bolito represor) e i (producto metabdlico de S;, donde S; es el inductor) respectivamente.
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Solo x; es funcionalmente activo e interactia con el grupo p; (grupo de formacién repre-
sora) dando como resultado una molécula represora (z¢). Los represores tienen un tiempo
de vida limitado y se descompone en productos desconocidos (llamado z1). Las moléculas
represoras (xg) forman ahora un complejo irreversible con el gen funcional (x7), y el nuevo
gen reprimido (x4) el cudl es no funcional. La represion es liberada por disociacion del
represor del complejo (x4) hacia un producto no-funcional (llamado z;). El gen funcional
x7 interactia con el grupo pys (grupo de formacién mensajera) y da como resultado un
mensajero de ARN (z9) el cuél es especifico para el gen funcional (z7). Ahora, x¢ tiene
también un tiempo de vida finito y se descompone en z3. También interactia con los ri-
bosomas (zg) dando espacio a una plantilla 12, cuya especificidad es determinada por el
gen funcional x7. Después se transportan los aminoacidos y su interaccién con la enzima
activadora, sin embargo en el modelo de interés este proceso no esta modelado. Final-
mente, el conjunto integrado de aminoacidos en la plantilla xy; disociara en la plantilla
12 v también en una enzima unitaria xi9. La polimerizacién en varias unidades de x
podran ser requeridas para la produccién de una enzima activa. La plantilla x5 tiene un
tiempo de vida finito y se descompone en los ribosomas xg y en un producto de alguna
reaccion z4 (producto de descomposicién de ribosomas). Del esquema del proceso descrito
se desarrolla el sistema de ecuaciones y por tanto el sistema de interés.

5.2. Resultados numéricos para el modelo de la sinte-
sis enzimatica inducible

Los resultados numéricos obtenidos para este modelo se obtienen sobre la base de las
siguientes consideraciones:

1. En los trabajos mencionados [8, 9, 10] no se hace una distincién entre las variables
observables y no observables. Se muestran algunas graficas en ciertos articulos donde
las variables a las cuéles le hacen énfasis particular son xg, 9, £19. Sin embargo, para
fines de este trabajo, se estaran alternando las variables observables utilizadas y se
mostraran dichos resultados.

2. Los pardmetros presentados en el articulo de F. Heinmets [9] se presentaran como
la solucion tedrica. Es decir, se consideraran:

Valores exactos de las tasas a; en el modelo dinamico

Componente ay as | asz | aq as ag ar | ag
Valor teérico | 5.0 |09 ] 0.1 |0.1]0.035|0.006|0.1]0.1
Componente Qg ap | a1 | an | ais a4 | ais
Valor teérico | 0.005 | 0.1 | 0.05 | 0.2 | 0.005 | 0.02 | 1.0

3. Las condiciones iniciales presentadas en los articulos de F.Heinmets [9] y J.Milstein
8] son las siguientes:
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Condiciones iniciales exactas x;(0) en el modelo dindmico
Variable | 1 | z2 | 3 Ta | X5 | X6 | T7 | T8 | X9 | T1o | T11 | T1o
Heinmets | 0.0 | 0.0 | 1.0 | 0.0 [ 0.0 0.0 1.0 1.0] 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0
Milstein | 0.5 0.1 [ 0.25]0.75]0.0]05 (0.1 |1.0]0.75|0.0] 10 0.0

Por lo tanto, este capitulo se incluyen dos bloques de resultados, uno por cada
conjunto de condiciones iniciales. La dinamica de las soluciones ‘exactas’ sobre el
intervalo de tiempo 0 < ¢t < 20 para las condiciones iniciales de Heinmets y Milstein
se muestran en la Figura 5.2.

1 Solucién exacta 12 Solucién exacta
_X1 _X‘l
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8 4 Bos 4
| = e X | = e X
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Tiempo (minutos) Tiempo (minutos)
Figura 5.2: Soluciones con condiciones iniciales de Heinmets (izquierda) y de Milstein
(derecha).

Para validar la metodologia propuesta en el capitulo 3 se presentaran resultados numéricos
con datos sintéticos (‘medidas experimentales’). Los datos sintéticos se generan pertur-
bando aleatoriamente las soluciones exactas con ruido del 5%, utilizando la distribucion
uniforme, como se reporta en la referencia [8]. Se generaron m = 51 mediciones experi-
mentales con variables observables en los tiempos ¢; = 0+ ih, 0 < ¢ < 10 (minutos),
con h = 0.2. El objetivo es recuperar, a partir de los datos perturbados los 12 valores de
condiciones iniciales sg y los 15 valores del vector de parametros 8 en forma razonable.

5.2.1. Resultados numéricos con condiciones iniciales de Hein-
mets.

A partir de los m = 51 datos experimentales se ajustan curvas polinomiales con el objeto
de extraer datos adicionales sobre una malla mas fina, con paso de tiempo h = 0.01. Hay
razones importantes para introducir datos adicionales sobre las curvas ajustadas:

1. Los datos sobre curvas suaves ajustadas permiten evitar los saltos puntuales en el
término (discontinuo), asociado a la sumatoria, en la ecuacién adjunta (ver ecuacién

(3.7)).
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2. Datos adicionales sobre una malla fina permiten mayor precisiéon en la solucion
numérica de las ecuaciones de estado y adjunta.

3. Es posible generar més subintervalos para aplicar el método de disparo mltiple.

Los grados de los polinomios ajustados a los datos de cada variable son:

Grados utilizados para el ajuste de polinomios
Variable T1 | X2 | T3 | Ty | X5 | Tg | 7 | g | g | 10 | 11 | T12
Grado |19 9 |19 3 |2 |2 |3 |1]1 1 1 1

Las curvas ajustadas, junto a los datos experimentales originales (con ruido) se muestran
en la Figura 5.3.

Datos ajustados

Concentraciones

4 6
Tiempo (minutos)

Figura 5.3: Datos con nivel de 5% de ruido y las curvas ajustadas.

Sobre el intervalo de tiempo [0, 10], con la malla fina con paso h = 0.01, se obtiene un
conjunto de m = 10/h = 1001 datos para aplicar el método de disparo multiple en la
estimacion de las condiciones iniciales y los parametros del sistema de ecuaciones. Para
el algoritmo de optimizacién BFGS se proponen los siguientes valores del vector 8" para
iniciar las iteraciones. Recordar que 0? =a;, cont=1,..,15.

6" 0, 0, 6 [ 6; 6> 05
4.9661 | 0.7674 | 0.1112 | 0.0957 | 0.0278 | 0.0080 | 0.0848 | 0.1470
0 | 6% | 6y, | 6y, | 6 | 6], | 6
0.0045 | 0.1024 | 0.0505 | 0.2145 | 0.0070 | 0.0175 | 1.4680

Por otro lado, los valores iniciales de los pardmetros de disparo, s?,...,s% 41, en el algorit-

mo de optimizacién BFGS, se toman de los datos experimentales con ruido (en los tiempos
de disparo correspondientes 7;,. .., T,s+1). Para el método de la secante en la bisqueda
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de linea (3.10) se consideran los mismos valores iniciales py y p; tomados en la seccién
4.1. La tolerancia, como criterio de paro del algoritmo BFGS, se fija en ¢ = 10~%. Para
resolver las ecuaciones de estado (3.2)-(3.3) en cada subintervalo, asi como las ecuaciones
adjuntas correspondientes (3.7), es suficiente con utilizar el método de Runge-Kutta de
orden 2 (método de Heun o del trapecio).

Las tablas 5.1 y 5.2 muestran las estimaciones obtenidas para @ y sy, cuando se consideran
dos variables observables, 7, g, y diferente niimero de subintervalos de disparo ns en el
intervalo de tiempo [0, 10].

Tabla 5.1: Estimacién de @ con diferente ns, 5% de ruido, y x7, g como observables.

[/] Error relativo calculado
ns 10 25 100 10 25 100

4.9737 | 4.9779| 4.9663 | 0.0053| 0.0044 | 0.0067
0.7405| 0.7358 | 0.7987 | 0.1772| 0.1824| 0.1126
0.0827 | 0.0766 | 0.0841 | 0.1727| 0.2336| 0.1592
0.1441 | 0.1366 | 0.1464 | 0.4408 | 0.3655| 0.4636
0.0096 0 0.0193 | 0.7264| 1.0000| 0.4493
0.0071 | 0.0070| 0.0075 | 0.1886| 0.1742| 0.2548
0.0808 | 0.0665| 0.0970 | 0.1923| 0.3353| 0.0301
0.1481 | 0.1493| 0.1464 | 0.4812| 0.4929| 0.4641
0.0050 | 0.0061| 0.0050 | 0.0023| 0.2119| 0.0025
0.1024 | 0.1024 | 0.1024 | 0.0244 | 0.0244 | 0.0244
0.0505| 0.0505| 0.0505 | 0.0104| 0.0104| 0.0104
0.1868 | 0.1751| 0.1909 | 0.0661 | 0.1244| 0.0455
0.0061 | 0.0059| 0.0073 | 0.2148| 0.1818 | 0.4687
0.0175| 0.0175| 0.0175 | 0.1238| 0.1226| 0.1250
1.4315| 1.3950 | 1.3662 | 0.4315| 0.3950| 0.3662
iters 26 100 100 - - -

Tabla 5.2: Estimacién de sg con diferentes ns, 5% de ruido, x7, xg variables observables.

So Error relativo calculado
ns 10 25 100 10 25 100
0.0160 | 0.0279{ 0.0442 | 0.0160| 0.0279| 0.0442
0 0.0002 0 0 0.0002 0

0.9907| 0.9704| 0.9778 | 0.0093 | 0.0296 | 0.0222
0.0023 | 0.0034 0 0.0023 | 0.0034 0

0 0 0.0001 0 0 0.0001
0.0267| 0.0320| 0.0202 | 0.0267 | 0.0320| 0.0202
0.9936 | 0.9940| 0.9941 | 0.0064 | 0.0060 | 0.0059
0.9997| 0.9998 | 0.9998 | 0.0003 | 0.0002| 0.0002
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

iters 26 100 100 - - Z

El mejor resultado simultaneo para ambos, @ y sy, se obtiene cuando se utilizan ns =
100 subintervalos. La estimacién es mejor para las condiciones iniciales sq que para los
pardmetros 0. Para apreciar mejor los resultados se incluye la figura 5.4 para el caso
ns = 10. La grafica izquierda muestra el descenso del gradiente relativo, log(||g'||/||g||°)
vs las iteraciones; la grafica al centro muestra las curvas de convergencia de los parametros
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vs las iteraciones; la grafica derecha muestra la solucién exacta (en linea continua) junto
a la solucién aproximada (en colores sélidos) en el intervalo 0 < ¢ < 10, y el prondstico
en el intervalo 10 < ¢ < 20 (en linea punteada).

Las graficas analogas obtenidas cuando se utilizan ns = 25 y 100 subintervalos se muestran
en las figuras 5.5, 5.6, respectivamente.

Descenso de gradiente Con g ia de para t Sglucién exacta y numérica. ITERACION 26

Norma del gradiente relativo
Concentraciones

Valores de parametros

-7 o o —— — —
o 10 20 30 o 10 20 30 o 5 . 1 . 15
Iteraciones Ilteraciones Tiempo (minutos)

Figura 5.4: Resultados con ns = 10. Nivel de ruido 5 %, variables observables z7, xs.

Descenso de gradiente s Convergencia de parametros S?Iuclén exacta y numérica. ITERACION 100

.
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Figura 5.5: Resultados con ns = 25. Nivel de ruido 5%, variables observables x7, s.
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Figura 5.6: Resultados con ns = 100. Nivel de ruido 5%, variables observables 7, xs.

Es posible utilizar diferentes conjuntos de variables observables, como se muestra en las
tablas 5.3 y 5.4. Se muestran resultados para cuatro conjuntos diferentes de variables ob-
servables. Los resultados en dicha tabla muestran que se obtienen resultados satisfactorios
incluso con una sola variable observable, siendo zg aquella que proporciona los mejores
resultados. De manera similar al caso del modelo SEIRD, la variable xg juega un papel
preponderante en la determinacién de los parametros € y de la condicién inicial sg, al
menos en este caso.

Finalmente, tomando xg como tnica variable observable, se realizan diferentes experi-
mentos numéricos considerando ‘datos experimentales’ en intervalos de tiempo crecientes.
En las tablas 5.5 y 5.6 se reportan las estimaciones obtenidas para los parametros 6, y
las condiciones iniciales sy, en los subintervalos de tiempo [0, 5], [0, 7], [0, 11], [0, 14] con
501, 701, 1101 y 1401 ‘datos experimentales’, respectivamente. El nimero de subintervalos
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Tabla 5.3: Estimacién de 6 usando distintas variables observables. ns = 100.

[} Error relativo calculado

V. Obs |z7 Ty T3,T7,T8|T2, T3, T7, Tg |T7 Ty T3, T7,T8|T2, T3, T7, Ty
4.9663 | 4.9673 | 4.9200 | 4.9278 0.0067 | 0.0065 | 0.0160 | 0.0144
0.7986 | 0.7950| 0.8650 | 0.8092 0.1126 | 0.1166 | 0.0388 | 0.1009
0.0841 | 0.0844| 0.1739 | 0.1286 0.1593 | 0.1561 | 0.7391 | 0.2859
0.1464 | 0.1450| 0.1202 | 0.0407 0.4636 | 0.4502 | 0.2024 | 0.5932
0.0192| 0.0155| 0.0360 | 0.0328 0.4506 | 0.5584 | 0.0278 | 0.0641
0.0075| 0.0070| 0.0038 | 0.0003 0.2533 | 0.1695 | 0.3692 | 0.9467
0.0969 | 0.0948 | 0.0864 | 0.0878 0.0307 | 0.0521 | 0.1358 | 0.1220

— 0.1464 | 0.1455| 0.1472 | 0.1475 0.4640 | 0.4553 | 0.4716 | 0.4747
0.0050 | 0.0051| 0.0045 | 0.0045 0.0027 | 0.0181 | 0.0938 | 0.0921
0.1024 | 0.1024| 0.1024 | 0.1024 0.0244 | 0.0244 | 0.0244 | 0.0244
0.0505 | 0.0505| 0.0505 | 0.0505 0.0104 | 0.0104 | 0.0104 | 0.0104
0.1909 | 0.1913| 0.2197 | 0.2150 0.0454 | 0.0437 | 0.0987 | 0.0749
0.0074| 0.0074| 0.0070 | 0.0070 0.4869 | 0.4790 | 0.3963 | 0.3972
0.0175| 0.0175| 0.0175 0.0175 0.1251| 0.1250 | 0.1251 0.1251
1.3661 | 1.3595| 1.4019 | 0.5608 0.3661 | 0.3595 | 0.4019 | 0.4392

iters 100 100 59 99 - - - -

Tabla 5.4: Estimacién de s con distintas variables observables. ns = 100.

So Error relativo calculado
V. Obs |7 z8 Z3, X7, T8 | T2, T3, T7, T8 |T7 Zg x3, L7, T8 | T2, T3, T7, Ty
0.0442| 0.0455| 0.0406 0.0063 0.0442| 0.0455 | 0.0406 0.0063
0 0 0 0.0174 0 0 0 0.0174
0.9778 | 0.9755| 1.0216 0.9811 0.0222| 0.0245 | 0.0216 0.0189
0 0 0 0 0 0 0 0
0.0001| 0.0006| 0.0013 0.0011 0.0001 | 0.0006 | 0.0013 0.0011
0.0202| 0.0186| 0.0270 0.0277 0.0202| 0.0186 | 0.0270 0.0277
o 0.9941| 0.9932| 0.9939 0.9921 0.0059 | 0.0068 | 0.0061 0.0079
0.9997| 0.9998 | 0.9998 0.9997 0.0003| 0.0002 | 0.0002 0.0003
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
iters 100 100 59 99 - - - -

ns para aplicar el método de disparo multiple se incrementa con el objeto de que cada
subintervalo de disparo tenga el mismo nimero de datos y la comparacion sea justa.

De nuevo, las estimaciones obtenidas para las condiciones iniciales sy son mejores que
para los pardametros 0. Esta discrepancia, al final, produce un balance en el resultado
global de la dinamica, al resultar en ajuste satisfactorio, sobre todo cuando se cuenta con
suficientes datos experimentales, como se muestra en la ultima grafica de la figura 5.7.



Capitulo 5. Modelo de la sintesis enzimatica inducible 47

Tabla 5.5: Estimacién de @ vs niimero de datos. Variable observable, zs.

[/] Error relativo calculado
Intervalo| [0, 5] 0,77 T 0,11] [ [0,14] | 10, 5] 0,77 ] 10,11] T [0, 14]
ns 10 14 11 20 10 14 11 20

4.9753 | 49758 | 4.9744 | 4.9772 [ 0.0049 | 0.0048 | 0.0051 | 0.0046
0.7399 | 0.7404 | 0.7376 | 0.7284 | 0.1779 | 0.1774 | 0.1804 | 0.1906
0.0830 | 0.0871 | 0.0909 | 0.0910 | 0.1698 | 0.1294 | 0.0910 | 0.0903
0.1681 | 0.1579 | 0.1429 | 0.1323 | 0.6808 | 0.5789 | 0.4294 | 0.3230
0.0260 | 0.0205 | 0.0155 | 0.0187 | 0.2564 | 0.4138 | 0.5560 | 0.4671
0.0056 | 0.0059 | 0.0062 | 0.0059 | 0.0735 | 0.0162 | 0.0291 | 0.0084
0.0863 | 0.0880 | 0.0891 | 0.0960 | 0.1367 | 0.1196 | 0.1085 | 0.0395
— 0.1469 | 0.1464 | 0.1428 | 0.1345 | 0.4690 | 0.4637 | 0.4282 | 0.3449
0.0045 | 0.0047 | 0.0062 | 0.0105 | 0.0901 | 0.0551 | 0.2451 | 1.0969
0.1024 | 0.1024 | 0.1024 | 0.1024 | 0.0244 | 0.0244 | 0.0243 | 0.0242
0.0505 | 0.0505 | 0.0505 | 0.0505 | 0.0104 | 0.0104 | 0.0104 | 0.0104
0.2084 | 0.2009 | 0.1966 | 0.1981 | 0.0419 | 0.0043 | 0.0171 | 0.0095
0.0070 | 0.0064 | 0.0020 | 0.0010 | 0.3982 | 0.2851 | 0.6057 | 0.7924
0.0175 | 0.0175 | 0.0177 | 0.0178 | 0.1251 | 0.1245 | 0.1162 | 0.1095
1.4195 | 1.4153 | 1.4290 | 1.4102 | 0.4195 | 0.4153 | 0.4290 | 0.4102
iters 100 100 88 100 - - - -

Tabla 5.6: Estimacién de sy vs nimero de datos. Variable observable xg.

So Error relativo calculado
Tntervalo| [0, 5] [0,7] [0,11] T [0, 14] [0, 5] [0, 7] [0,11] T [0, 14]
ns 10 14 11 20 10 14 11 20
0.0208 | 0.0220 | 0.0137 | 0.0183 | 0.0208 | 0.0220 | 0.0137 | 0.0183
0 0 0.0001 0 0 0 0.0001 0

0.9830 | 0.9797 | 0.9865 | 0.9773 | 0.0170 | 0.0203 | 0.0135 | 0.0227
0 0.0005 | 0.0012 | 0.0022 0 0.0005 | 0.0012 | 0.0022
0.0021 | 0.0018 0 0 0.0021 | 0.0018 0 0
0.0223 | 0.0180 | 0.0148 | 0.0173 | 0.0223 | 0.0180 | 0.0148 | 0.0173
0.9943 | 0.9947 | 0.9959 | 0.9954 | 0.0057 | 0.0053 | 0.0041 | 0.0046
0.9998 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0001 0 0 0 0.0001 0
0 0 0 0 0 0 0 0
iters 100 100 88 100 - - - -

5.2.2. Resultados numéricos con condiciones iniciales de Mils-
tein.

En esta subseccion se tomaran en cuenta las condiciones iniciales propuestas por Milstein.
A partir del conjunto de m = 51 datos experimentales, se ajustan curvas polinomiales
para nuevamente extraer datos adicionales sobre una malla més fina, con paso de tiempo
de h = 0.01. Los grados de dichos polinomios ajustados a los datos de cada variable se
muestran a continuacion.

Grados utilizados para el ajuste de polinomios
Variable | @1 | @9 | 23 | 4 | 25 | 6 | 7 | T3 | X9 | T10 | ZT11 | T12
Grado |17 9 |19 3 |4 |3 |3 |11 1 2 2
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Figura 5.7: Solucién exacta, calculada y prondstico. i =0:5,i =0:7,i=0:11,i=0: 14.

Las curvas ajustadas, junto a los datos experimentales originales (con ruido) se muestran
en la Figura 5.8.

Datos ajustados

0

Concentraciones
0

0

0

Tiempo (Iminutos)

Figura 5.8: Datos con nivel de 5% de ruido y las curvas ajustadas.

Tal como se procedié anteriormente, se generan datos adicionales con mismo espaciado
de h = 0.01, de modo que también se estaran trabajando con m = 1001 datos para
poder aplicar el método de disparo miltiple en la estimacién de 0 y sy. En esta ocasion
se tomard el valor inicial 8°, dado a continuacién, para inicializar las iteraciones en el
algoritmo BFGS.

6" 0, 0, 6 6: 0; 6> 6;
5.2909 | 0.7063 | 0.0943 | 0.1250 | 0.0399 | 0.0081 | 0.1479 | 0.1330
0, | 6% | 6y, | 6}, | 6 | 6], | 6
0.0062 | 0.0581 | 0.0315 | 0.2674 | 0.0034 | 0.0205 | 1.4344

Bajo los mismos supuestos establecidos en la seccion 5.2.1, pero ahora tomando como
variables observables x1, x5, 3, la tabla 5.7 muestra las aproximaciones obtenidas para 6,
mientras que la tabla 5.8 muestra las aproximaciones obtenidas para la condicién inicial
So.-

Se observa que el numero de subintervalos que ofrece el error relativo menor en la apro-
ximacion de 8 y de sy de forma simultanea es ns = 50. De nuevo la aproximacién de la
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Tabla 5.7: Estimacién de @ con diferentes ns. Valores observables: x1, z9, 3.

[/] Error relativo calculado
ns 10 25 50 10 25 50

5.0988 | 5.0171| 4.7201 | 0.0198 | 0.0034| 0.0560
0.8311| 0.8301| 0.7953 | 0.0766| 0.0776| 0.1164
0.1807 | 0.1641| 0.1404 | 0.8066 | 0.6407| 0.4043
0.0921 | 0.0850| 0.0826 | 0.0790| 0.1498| 0.1739
0.0794 | 0.0714| 0.0562 | 1.2697| 1.0390| 0.6053
0.0095 | 0.0107| 0.0072 | 0.5810| 0.7769| 0.2065
0.1168 | 0.1111| 0.1083 | 0.1676| 0.1107| 0.0828
0.1334 | 0.1336| 0.1339 | 0.3342| 0.3358| 0.3387
0.0067 | 0.0075| 0.0047 | 0.3465| 0.4967| 0.0676
0.0827 | 0.0737| 0.0697 | 0.1726| 0.2633| 0.3026
0.0453 | 0.0443| 0.0436 | 0.0937| 0.1141| 0.1271
0.2688 | 0.2435| 0.2377 | 0.3442| 0.2173| 0.1884
0.0023 | 0.0009 | 0.0037 | 0.5306| 0.8184| 0.2515
0.0177| 0.0151| 0.0245 | 0.1159| 0.2459| 0.2259
0.9656 | 0.9100| 0.8791 | 0.0344| 0.0900| 0.1209
iters 47 &9 135 - - -

Tabla 5.8: Estimacién de sy con diferentes ns. Variables observables 1, xo, x3.

So Error relativo calculado
ns 10 25 50 10 25 50

0.4932 | 0.4967 | 0.5014 | 0.0136| 0.0066 | 0.0028
0.0979 | 0.0988 | 0.0999 | 0.0213| 0.0117| 0.0009
0.2596 | 0.2573 | 0.2550 | 0.0383| 0.0291| 0.0200
0.7488 | 0.7577 | 0.7546 | 0.0015| 0.0102| 0.0061

0 0 0 0 0 0

0.4893 | 0.4840| 0.4942 | 0.0215| 0.0320| 0.0117
0.1023 | 0.1011 | 0.1025 | 0.0233| 0.0112| 0.0249
0.9883 | 0.9891 | 0.9898 | 0.0117| 0.0109| 0.0102
0.7442 | 0.7450 | 0.7444 | 0.0077| 0.0067 | 0.0074
0.0266 | 0.0222 | 0.0232 | 0.0266| 0.0222| 0.0232
0.9986 | 0.9891 | 0.9851 | 0.0014| 0.0109| 0.0149
0.0142 | 0.0172| 0.0186 | 0.0142| 0.0172| 0.0186
iters 47 89 135 - - -

condicién inicial sy es mejor que la aproximacién a los valores de los parametros. Con
el objeto de obtener una mejor apreciacion global del efecto en la dindmica del modelo
incluimos la figura 5.9. Se muestran las graficas de log(||g!||/||g||°) vs ntimero de itera-
ciones (izquierda), la convergencia de los parametros (centro) y el comportamiento de las
variables de estado en el transcurso de tiempo (derecha). Nuevamente, las lineas de varios
colores representan la dindmica reconstruida con la condicion inicial calculada sg y los
pardmetros estimados @ en el intervalo de tiempo [0, 10|, mientras que las lineas puntea-
das muestran la prediccién a futuro en el intervalo [10,20] en conjunto con la solucién
exacta (lineas continuas).
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Figura 5.9: Descenso del gradiente (izquierda), convergencia de los pardmetros (centro),
y comparacion de la dindmica exacta con la calculada (derecha). Casos: ns = 10, 25, 50.

Realizaremos experimentos numéricos similares a los del caso estudiado en la seccién 5.2.1.
Para ello primero consideramos el caso con ns = 50 subintervalos y distintos conjuntos
de variables observables. Los resultados obtenidos se resumen en las tablas 5.9 y 5.10.

Los resultados obtenidos muestran que la mejor estimaciéon conjunta de 8 y sy se obtiene
cuando las variables observables son x1, x9, x3, T9, x1;. Hay una mejora en este caso con
respecto a los resultados mostrados en las tablas 5.7 y 5.8, donde las variables observables
son x1, xa, r3. Los resultados para estimar sy son muy satisfactorios, pero la estimacion
de 0 sigue siendo regular, a pesar de la pequena mejora. Por otro lado, los resultados ob-
tenidos con una sola variable observable, aunque no son los mejores, si muestran potencial
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Tabla 5.9: Estimacién de @ con distintas variables observables. ns = 50.

0 Error relativo calculado
V. Obs| x4 3 T2, T3 [T1,T2,%3,T9,T11| X1 3 T2,T3 |T1,T2,T3,T9,T11

5.2474 | 4.2727 | 4.3491 4.7263 0.0495 | 0.1455 | 0.1302 0.0547

0.6592 | 0.8169 | 0.8290 0.7956 0.2676 | 0.0923 | 0.0789 0.1160

0.0591 | 0.1504 | 0.1459 0.1413 0.4089 | 0.5040 | 0.4591 0.4128

0.0854 | 0.0593 | 0.0601 0.0827 0.1465 | 0.4073 | 0.3993 0.1733

0.0004 | 0.0544 | 0.0605 0.0553 0.9894 | 0.5533 | 0.7291 0.5790

0.0060 | 0.0063 | 0.0122 0.0018 0.0004 | 0.0436 | 1.0298 0.6959

0.1021 | 0.1041 | 0.0975 0.1089 0.0206 | 0.0409 | 0.0247 0.0885

— 0.1339 | 0.1334 | 0.1338 0.1326 0.3390 | 0.3343 | 0.3380 0.3264
0.0090 | 0.0075 | 0.0085 0.0073 0.8069 | 0.4965 | 0.7089 0.4597

0.0800 | 0.0792 | 0.0874 0.0537 0.2004 | 0.2077 | 0.1262 0.4631

0.0450 | 0.0450 | 0.0458 0.0391 0.0993 | 0.0997 | 0.0834 0.2185

0.2151 | 0.2270 | 0.1952 0.2373 0.0755 | 0.1352 | 0.0240 0.1866

0 0.0014 0 0.0015 1.0000 | 0.7227 | 1.0000 0.6982

0.0072 | 0.0145 | 0.0085 0.0135 0.6415 | 0.2731 | 0.5732 0.3256

1.3304 | 0.6950 | 0.8214 0.8795 0.3304 | 0.3050 | 0.1786 0.1205

iters 115 156 175 140 - - - -

Tabla 5.10: Estimacion de sy con distint

as variables observables. ns = 50.

So Error relativo calculado
V.Obs| z3 T2,%3 |T1,T2,%3,T9,T11| X1 x3 X2, %3 |T1,%2,%3,T9, T11

0.5028 | 0.3543 | 0.3937 0.5013 0.0057 | 0.2914 | 0.2126 0.0026

0.1107 | 0.1409 | 0.1008 0.0999 0.1068 | 0.4089 | 0.0077 0.0010

0.2109 | 0.2548 | 0.2550 0.2551 0.1564 | 0.0191 | 0.0200 0.0204

0.7544 | 0.7491 | 0.7514 0.7572 0.0059 | 0.0012 | 0.0018 0.0097

0 0 0 0.0006 0 0 0 0.0006

0.5121 | 0.5084 | 0.4967 0.4915 0.0242 | 0.0169 | 0.0066 0.0171

B 0.1012 | 0.1056 | 0.1098 0.0998 0.0118 | 0.0555 | 0.0976 0.0021
0.9877 | 0.9899 | 0.9892 0.9889 0.0123 | 0.0101 | 0.0108 0.0111

0.7452 | 0.7448 | 0.7459 0.7435 0.0064 | 0.0069 | 0.0055 0.0087

0.0200 | 0.0213 | 0.0173 0.0267 0.0200 | 0.0213 | 0.0173 0.0267

0.9918 | 0.9933 | 0.9978 0.9790 0.0082 | 0.0067 | 0.0022 0.0210

0.0168 | 0.0155 | 0.0118 0.0238 0.0168 | 0.0155 | 0.0118 0.0238

iters 115 156 175 140 - - - -

para obtener resultados aceptables.

Por lo tanto, con el objeto de verificar como afecta el niimero de datos, consideramos una
sola variable observable, digamos x1, y cinco subintervalos de tiempo crecientes [0, 5], [0, 8],
0, 12], [0, 18], de tal manera que el nimero de datos considerado es 101, 801, 1201 y 1801,
respectivamente. Los resultados numéricos obtenidos para @ y sy se muestran en las tablas
5.11 y 5.12, respectivamente. Se observa que se puede mantener una buena aproximacion
con una sola variable observable, x; y que mientras mas datos en intervalos crecientes
se incorporen a la informacién mejor sera el resultado. Para ilustrar los resultados, se
muestra la figura 5.10 con graficas de la dinamica del modelo en cada caso. Se puede
observar claramente la mejora de la aproximacién y el prondstico conforme aumenta el
niumero de datos y el horizonte de tiempo.
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Tabla 5.11: Estimacién de @ con numero de datos creciente. Variable observable x;

[/] Error relativo calculado
Intervalo| [0, 5] [0, §] [0, 12] [0, 18] [0, 5] [0, 8] [0,12] [0, 18]
ns 50 80 60 90 50 80 60 90

9.2703 | 5.2487 | 5.2507 | 5.1429 | 0.0541 | 0.0497 | 0.0501 | 0.0286
0.7329 | 0.7050 | 0.6614 | 0.6394 | 0.1857 | 0.2166 | 0.2651 | 0.2895
0.1081 | 0.0772 | 0.0588 | 0.0763 | 0.0810 | 0.2280 | 0.4122 | 0.2368
0.1316 | 0.1021 | 0.0850 | 0.0814 | 0.3158 | 0.0206 | 0.1495 | 0.1863
0.0387 | 0.0160 | 0.0024 | 0.0159 | 0.1046 | 0.5431 | 0.9326 | 0.5465
0.0032 | 0.0062 | 0.0064 | 0.0067 | 0.4745 | 0.0380 | 0.0666 | 0.1100
0.1036 | 0.0996 | 0.1016 | 0.1025 | 0.0362 | 0.0044 | 0.0163 | 0.0249
- 0.1332 | 0.1338 | 0.1340 | 0.1309 | 0.3319 | 0.3381 | 0.3397 | 0.3089
0.0078 | 0.0084 | 0.0092 | 0.0037 | 0.5509 | 0.6872 | 0.8430 | 0.2524
0.0633 | 0.0781 | 0.0797 | 0.0936 | 0.3674 | 0.2189 | 0.2029 | 0.0644
0.0408 | 0.0438 | 0.0458 | 0.0492 | 0.1833 | 0.1250 | 0.0838 | 0.0159
0.2587 | 0.2113 | 0.2083 | 0.2117 | 0.2934 | 0.0564 | 0.0417 | 0.0585
0.0007 0 0 0.0061 | 0.8516 | 1.0000 | 1.0000 | 0.2269
0.0183 | 0.0091 | 0.0067 | 0.0254 | 0.0836 | 0.5451 | 0.6633 | 0.2676
1.3892 | 1.3245 | 1.3272 | 1.2287 | 0.3892 | 0.3245 | 0.3272 | 0.2287
iters 76 141 137 255 - - - -

Tabla 5.12: Estimacion de sy con nimero de datos creciente. Variable observable z;.

So Error relativo calculado
Intervalo| [0, 5] [0, §] [0, 12] [0, 18] [0, 5] [0, 8] [0,12] [0, 18]
ns 50 80 60 90 50 80 60 90

0.5041 | 0.5043 | 0.5028 | 0.5033 | 0.0083 | 0.0086 | 0.0057 | 0.0065
0.0893 | 0.0994 | 0.1087 | 0.1368 | 0.1069 | 0.0060 | 0.0865 | 0.3680
0.2156 | 0.2091 | 0.2110 | 0.2115 | 0.1376 | 0.1637 | 0.1561 | 0.1538
0.7488 | 0.7513 | 0.7541 | 0.7534 | 0.0016 | 0.0018 | 0.0055 | 0.0045
0 0 0 0.0024 0 0 0 0.0024
0.5077 | 0.5085 | 0.5129 | 0.5155 | 0.0155 | 0.0170 | 0.0258 | 0.0310
0.1066 | 0.1044 | 0.1017 | 0.0993 | 0.0661 | 0.0443 | 0.0173 | 0.0070
0.9869 | 0.9874 | 0.9877 | 0.9950 | 0.0131 | 0.0126 | 0.0123 | 0.0050
0.7438 | 0.7445 | 0.7457 | 0.7489 | 0.0083 | 0.0073 | 0.0058 | 0.0015
0.0255 | 0.0225 | 0.0177 | 0.0040 | 0.0255 | 0.0225 | 0.0177 | 0.0040
0.9835 | 0.9883 | 0.9927 | 1.0012 | 0.0165 | 0.0117 | 0.0073 | 0.0012
0.0234 | 0.0196 | 0.0156 | 0.0032 | 0.0234 | 0.0196 | 0.0156 | 0.0032
iters 76 141 137 255 - - - -
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Figura 5.10: Solucién exacta, aproximada y prondstico vs nimero de datos creciente. De
izquierda a derecha, los intervalos con datos son: [0, 5], [0, 8], [0, 12],[0, 18].
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Conclusiones del trabajo

En este trabajo se presenta la técnica de disparo multiple que, junto con métodos clasicos
de optimizacién, se utiliza para la estimacion de parametros en ecuaciones diferenciales,
partiendo de un conjunto finito de datos, o mediciones experimentales con ruido y el
modelo dinamico asociado. El modelo de optimizacién para resolver el problema se cons-
truye a partir del Lagrangiano aumentado, que se simplifica proponiendo una variante
de penalizacién para reforzar las restricciones de igualdad, y asi evitar el cdlculo de los
multiplicadores de Lagrange.

El modelo de optimizaciéon obtenido es mas simple y puede resolverse por medio de al-
goritmos iterativos de tipo cuasi-Netwon clasicos, como BFGS con busqueda de linea
inexacta. De esta manera evitamos ‘resolvedores’ no lineales mas sofisticados, tales como
Gauss-Newton y Programaciéon Cuadratica Secuencial, utilizados ampliamente para este
tipo de problemas inversos, pero que involucran la solucién de un sistema lineal en cada
iteracion y, por lo tanto, requieren mas recursos computacionales. Por el contrario, el mo-
delo de penalizacion relaja las restricciones y es suficiente con calcular de manera eficiente
el gradiente de la funcién objetivo, lo cual se logra utilizando el método de la ecuacién
adjunta.

Es conveniente mencionar que el método de la ecuacién adjunta, por lo general, no es
utilizado en la determinacién de parametros a partir de datos con ruido, debido a dos
factores principales:

1. Se cuenta con métodos clasicos conocidos como Gauss-Newton y programacion
cuadratica secuencial, los cuales generalmente producen resultados satisfactorios.

2. La discrepancia entre datos con ruido y los valores del modelo dindmico genera pulsos
instantaneos, en los tiempos experimentales, que aparecen como término fuente en
la ecuacién adjunta (ver ecuacién 3.7), lo cual puede ocasionar discontinuidades y/o
inestabilidad numérica en el método iterativo.

23
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En este trabajo incorporamos un método de suavizacion o filtrado por medio del ajuste
de una curva a los datos con ruido, suprimiendo de esta manera los pulsos instantaneos.
Una ventaja adicional de ‘suavizado’ es que se pueden generar mas ‘datos’ a partir de la
curva ajustada, lo cual ademéas permite més flexibilidad en el niimero de subintervalos
en el método de disparo muiltiple, logrando mejores resultados de aproximacion, como lo
muestran los resultados obtenidos.

Para validar la estrategia y métodos propuestos, se consideraron dos modelos: el modelo
SEIRD y un modelo de sintesis enzimética. Los datos ‘experimentales’ se generaron de
manera sintética, con ruido gaussiano para el primer modelo y ruido distribuido unifor-
memente para el segundo.

Los resultados para el modelo SEIRD resultaron satisfactorios, incluso utilizando una
variable observable y pocos datos experimentales. La variable de estado correspondiente
al deceso de la poblacién (D) es mds significativa que otras para obtener buenos resultados.
Debido a que la dinamica para esta variable es mas simple que las demas, las posibles
perturbaciones son menos significativas. Para este caso, la metodologia propuesta estima
bien 8 por sobre las condiciones iniciales sy. Ademas, pronostica muy bien la dindmica en
tiempos posteriores.

Por otra parte, para el modelo de la sintesis enzimatica inducible los resultados son menos
precisos, aunque aceptables para la complejidad del problema, que contiene 12 variables
y 15 pardmetros a determinar. Por los trabajos previos [7, 8, 10] se podria anticipar la
dificultad para obtener resultados precisos como los obtenidos en otro tipo de ecuaciones
diferenciable con menos parametros y variables de estado. En este caso la la metodologia
propuesta estima mejor sy que los mismos parametros, debido al nimero elevado de estos
ultimos. Afortunadamente, al igual que en el caso anterior, es posible obtener resultados
adecuados con una sola variable observable, siendo la variable x; la mas significativa.
Creemos que es posible mejorar los resultados, introduciendo un modelo de optimizacion
que considere explicitamente algunas restricciones algebraicas que ocurren en la ecuacion
diferencial que modela el problema.

En resumen, el método propuesto produce resultados satisfactorios, para muchos modelos,
incluido el considerado en la referencia [2]| para la ecuacién de Lorenz en régimen cadtico
y otro tipo de problemas mas simples. En general, el método produce mejores resultados
cuando las condiciones iniciales sy son conocidas o muy cercanas a las reales. Por supuesto,
la naturaleza del problema también indica que algunas variables observables juegan un
papel més importante que otras en la determinacion de los parametros.

Finalmente, queremos mencionar algunas perspectivas y posible trabajo futuro relaciona-
das con este trabajo de tesis. Algunas de ellas se incluyen con el objeto de explotar el
método de disparo miltiple en combinacién con métodos y problemas mas generales.

= Introducir ’suavizadores’ més elaborados que permitan ajustar curvas similares a
los ‘splines’.
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= Combinar varios conjuntos o muestras datos, que sirvan para ‘entrenar’ el algoritmo,
tal como se hace con las redes neuronales, o bien buscar generar algoritmos hibridos.
Similarmente, buscar una combinacién con métodos bayesianos. Ver por ejemplo las
referencias [31, 32].

= Introducir técnicas de aceleracién en algoritmos de optimizacién, tales como descen-
so estocédstico y ADMM (alternating direction method of multipliers).

= Aplicar a problemas modelados por ecuaciones diferenciales parciales.

» Extender la aplicacién de disparo miltiple a problemas de control éptimo (ver refe-
rencia [2]).
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