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I.- INTRODUCCION

Las cosmologias de simetria plana en relatividad general son estu-
diadas desde el punto de vista del problema de valores iniciales. La
clase de cosmologia que existe, en la cual se tiene la misma curvatura
extrinseca en cualquier punto de la superficie inicial t=t,, es una cos-
mologfa hamogenea anisotrSpica o isotrbpica, pero en la cual el parame-
tro de anisotr8pia o ecuacion de estado esti variando en funcién de una
sola coordenada en esta superficie (en nuestro caso, es la coordenada z).

Las soluciones que tienen simetria plana, han sido recientemente es-
tudiadas por Szekeres (1970, 1972), Lapedes (1977), Kahn y Penrose (1971)
en donde tales sistemas gravitacionales pueden ser tratados esencialmente
por métodos analiticos.

Nosotros trataremos el caso en donde hay una contribucién de mate—
ria, y en principio se puede dar solucibn perturbativa a alguna de las
- ecuaciones de campo para una variable en forma integral y a las demis va-
riables de campo obtenerlas por cuadraturas.

En el presente trabajo utilizamos el formalismo dado por Arnowitt-
Deser y Misner (ADM) a una métrica con simetrfa plana, en la cual los e-
lementos de - tienen par&metros funcionales que consideraremos nues-
tras variables de campo que van a gobernar a dicho espacio-tiempo en par-
ticular.

Para poder describir el universo parl:ic;*ular tratado aqui, se veré
posteriomente que s6lo necesitaremos dar la cantidad Z (= fcf. + £ ),
llamada densidad lagrangiana y de ella cbtener las ecuaciones de movimien-
to que van a gobernar en dicho espacio-tiempo, mediante la variacibn de

esta densidad lagrangiana.




La primera parte de esta densidad lagrangiana, la cual estd com-

puesta s6lo de geametrfa; en el formalismo ADM tiene la forma*
I/z .
o @ ..
L = N(P9) “R = -4, 7™ ~NH -Ns ' -
' 1 . . .
f B H R
) LFN + e -5 N T
y, - 2 3.
con He= - g* {(ER + g [%(“kﬂ A\ Wsﬂ}
= - 2 Ty
donde la barra vertical denoils derivada covariante tridimensional for-

mada por medio de 9;47 el punto y la caoma significan en nuestro caso

J
b .;47.{ road =38'z P95 7 (3)91:1 i,j=X,y,2; g es el determinante de
gij satisfaciendo (4)g = det g w s N2 g; <_:JlJ es el recfproco de gij;

(3)R es el escalar de curvatura en una hipersuperficie a t=cte. Se wve

inmediatamente que al variar 306 con respecto a N y Nj uno obtiene
las ecuaciones de contriccién H°= 0, HJ = 0.

Nuestra densidad lagrangiana correspondiente a los campos de mate-
ria no introduce nuevos grados de 11'bértad al sistema, o sea, no adicio~-
na términos pj (similares a Trij éjij) , Sino que su efecto es solamen-
te modificar las ecuaciones de constriccibn H°= 0 y Hj = 0, ya que de
ellas y con ayuda de otras ecuaciones de movimiento, cbtendremos 2 e-
cuaciones que serdn equivalentes a dos ecuaciones de Einstein.

En si esta densidad lagrargiana de materia tiene que ver con el temn
sor de energia-mcmento Tuv’ que en nuestro caso ser§ el de un fluido sin
presién (polvo) dado por T, = PUu Uy, donde P es la densidad de mate-
riay W u 12 cuadrivelocidad; asi mismo T, tiene las siguientes con-

diciones socbre las velocidades u“uu =-1, U..

u;v Uv=o, uv=guv'uu

(*) ver ref.Si




U% (u30,0, ).

Mediante transformaciones de las coordenadas y mamentos candnicos,
transformamos dicha densidad lagrangiana a una forma mds conveniente y
de este modo se obtienen ecuaciones de movimiento que deben ser equiva-
lentes a las ecuaciones de Einstein, en la forma que encuentra Lapedes*
(ver apé&ndice, en donde hacemos un desarrollo minucioso de ello).

Al obtener las ecuaciones de movimiento, que se dan en la parte III
uno abserva que todas las variables de campo estan acopladas, luego en-
tonces su solucibn es muy camplicada. La camplejidad viene dada por la
funcionalidad del tensor Tuv’ ya que se considera a las velocidades y
densidad f cawo funciones de (z,t); en muchos articulos s6lo la han
considerado funcidn de t y asi obtienen soluciones.

Dada la camplejidad que se menciona, estas soluciones las tratare-
mos sblo en forma aproximada y es lo que llamaremos soluciones perturba-
tivas, que se dan en la parte IV.

La manera en que estd ordenado el material de este trabajo, hace
que un tema sea esencial para lo subsecuente del trabajo, asi en la par-
te II obtenemos la densidad lagrangiana & dada en términos de varia-
bles de campo y sus momentos candnicos apropiados a nuestra métrica, asi
camo las ecuaciones de constriccifn obtenidas al variar £ respecto a
Ny Nj’ donde estas Ny Nj estan determinadas por una norma elegida a
nuestro criterio para obtener la equivalencia de nuestra ecuaciones de mo—
vimiento, con las de Einstein. (ver apérdice).

En la parte III, deteminamos las ecuaciones de movimiento que go-
bernaran a las particulas en este espacio-tiempo particular, a partir de

»

(*) ver ref, 1




la variacibn de of empleando las ecuaciones de Euler-lagrange
para campos continuos¥*. R

En la parte IV se da una solucibén a las ecuaciones de mo-
vimiento para las funciones ¥ , ¥ y N\, las cuales vienen a ser
nuestras variables de campo apropiadas. Al observar las ecua-
ciones diferenciales parciales para dichas funciones, a primera
instancia, las soluciones son muy dificiles de encontrar, por
lo cual nosotros s6lo tomaremos para este trabajo hasta una a-
proximacibén lineal, que posteriormente podria ser la base para
seguir a otros 6rdenes de aproximacién. De aqui el nombre de
soluciones perturbativas.

Hay que aclarar que la ecuacidn diferencial parcial para §
la funcién A , es la ecuacién de ondas hiperb6licas** que de-
pende en su solucibfn general de par&metros que est&n a nuestra
eleccibn. Las soluciones para las otras componentes de la mé-
trica no nos dan m&s informacién sobre estos parémetros.

A algunas variables s86lo se les da un tratamiento formal
mediante las funciones de Green, como se ver& posteriormente;
ademis se observa el comportamiento de estas soluciones muy par-
ticulares de este espacio-tiempo, con ayuda de funciones Bessel.

"En la parte V damos algunas observaciones de interes, ema-
nadas durante el desarrollo de la tesis, asi como de comentarios
generales para una mayor clarificaci6tn de lo espuesto aqui.

Finalmente se da un apéndice, el cual en su totalidad estéa

referido a Lapedes , para ver su equivalencia con este trabajo,

(*) ver refs 3 y 4 P (**) ver ref 6.




ya que Lapedes emplea las ecuaciones de Einstein en su arti-

- culo.
Las marcas * que aparecen en la parte superior de alguna

palabra, sirven para etiquetar las referencias.
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II. CALCULO DE LA DENSIDAD LAGRANGIANA TOTAL.
IT.A. SOBRE LOS LAGRANGIANOS.

Para resolver cualquier conjunto de ecuaciones acopladas,
es nocesario separar las variables independientes importantes
de las variables gque se pueden prescribir o que se encuentran
resolviendo ecuaciones suplementarias.

A partir de las ecuagciones de segundo orden de Einstein

G =87 T
toda esta separacifn ya esti hecha, a la derecha est&n puestas
las fuentes de curvatura y sobre la izquierda estén puestas las
expresiones de curvatura en la forma en gue uno necesita cono-
cer las componentes de la métrica, que tienen que ser dos veces
diferenciables.

Determinando apropiadamente cufles son los datos de valo-
res iniciales a dar, uno descubre que la gufa més Gtil para pro-
seguir adelante, es el principio variacional de Hilbert

I-= Sf ax = f L ((i]')ggQ a%x = extremo
o la variante de ADM.

En este trabajo se eﬁplear& el formalismo ADM para obtener
informaci6én sobre la métrica de un modelo de simetria plana, in-
cluyendo»fuentes de materia.

La funcién de Lagrange L (escalar) o la densidad lagrangia-
na JD = (-(4)9)‘/2 L, es construida de geometrfa solamente cuan-

do se trata de espacios completamente curvos, pero los campos de




materia normalmente se presentan como fuentes y contribuyen
también enh la densidad lagrangiana.

Asf, de este modo escribimos a Jﬁ como:

_ _ () h
<=.z'ptotal - éf?geometria + ‘fgcampos = ( 9) L
donde L = L , con la condicifén de que la

Lgeometria + campos

variaci6én de la densidad lagrangiana de campo con respecto a
los componentes de la métrica provea de tédas formas, una de
las m&s convenientes para generar las correspondientes compo-
nentes del tensor simétrico de energfa-momentos de los campos;

Para obtener las dos densidades lagrangianas de la geome-
tria y de los campos, las construiremos independientemente una

de la otra.

II.B. EL LAGRANGIANO DE LA GEOMETRIA.

A partir de la expresibén de la densidad lagrangiana

¥,
161 L = (-Wgt Ay (1)
en el formalismo ADM, d@ tiene la siguiente forma:
L =n(gft Wg_ _ 91y W% - N me- NjH:i -
[} ‘- z. [ K
- 2[(33&NL+N3“°"2N‘TYK],-L (2)

donde H°=- 9% {G)R + 3.‘[’% (“Kk)z - Wg; ] }

con ~1ej comport&ndose como una densidad tensorial.
e - . .
p 131° _ ij .13
ero como [gij <V ] gij W + gij <

y al hacer la variacién de nuestra densidad lagrangiana,(gﬂxﬁiy
59




no contribuye --esto lo metemos en la divergencia que queda--

de este modo la densidad que emplearemos es: : -
f‘ = ij L - [} j
G = A\ gij N H°- N.iH - DIVERGENCIA.

Queremos transformar esta o{g , de tal manera que tenga
informacibén adicional sobre los campos que existan en el espa-
cio-tiempo en particular a elegir.

De esta manéra damos la métrica de un modelo con simetria

plana:

y-v -y
as? = ¢ (-at? + az®) + &' ax? + % ¢ av:. (3

qgue tiene informacién de nuestras variables de campo F» )4 ‘V ’ ‘

donde 4= Y (z,t) ; Y=y (z,t). | ' |
Siguiendo a Kuchar*, reemplazamos t2 por xz, donde A= ‘ J

A (z,t) es fijada por la eleccidn adecuada de la norma, y ade-

. ij
mis tomamos que el momento candnico < J sers:

.. . 1
“1]=d1ag( ‘\\1, “22 ’ “33).

y la tri-geometrfa es

-y 2

74 dz~ + Z-\P

£ oav?+ & axl

El primer sumando de Je es:

s . . - . _\P 22
wie = v -d e iiakew o

. Ay 33

+ (#-V) e W,

4 W _*IQ 22 M—W ™ - !2

-y(en-erw-e W)+ x(z)\eq'“?)+
+ F (MY,
(*) ver ref 10. _
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por lo tanto

“ijéi.j:“"f Yo+ WA+ W, Y

[ §
con los momentos candnicos definidos como

- 2 - 33
R P G AR

1A & w?

Y 33
1x& = ¢ W

-
>
|

los cuales son variables conjugadas a \P ;A y Py ; respecti-

vamente.
De esta manera la densidad lagrangiana d@ viene dada

L= Ty o+ A T ¥ - NH - N W

z . ij .
Como H° y H” contienen = ? hagamos el cambio a los momentos
nuevos.

ij .
Para resolver para Ti'J se tiene que

a e ¢ -2¥ ¥ 329 e N
W= e Ty+e X (™ +2  (a @ ),

22 \

W= 5 g N,
33 -W-¥)

M o= z “x\,

- Y ~(¢-¥
.. ¥y C #-%)
asi “lj = dlag [ c (“Y + %‘ A\SN +\TQA], N -“')‘ > e “v]




-11-

X L5 22
como W, = gij T 953w t9y; Wt 933 '“33
ey et gy
[ (To+ 2 )] te'X g At e Wy,
entonces '“kK = Wy + AT, + 2 Ty

Para _“(S “u = (Sn -“")2 + (321“22)2 Al (_g.u “35)l

2
a +€\:“,\ +“&)Z* (%“ﬂz‘\' U

.. 2 5
W, = Vo + 3 T +2 Ty FAT T + AT, + 2 Ve Ty

Ji
se observa asi que:

+ K (2 (8} 2
7 (W) -« Wy =—-L2 W + A Ty,

(3)

unicamente nos falta gQ R, el escalar de Ricci- en una

superficie a t=cte, para tener explicitamente a H en funcibén de

7 H¢
(3)g= A e )

"los nuevos momentos. (

Para ello se parte del tensor de Ricci

3 X K _ " X
( )R S PLSJ\( - Ek,‘) .[—\ [_‘mk r:,\( I-—Im3 /

1]
13
donde [-‘LS - (9\“&).\ gms,{ - gii)m \’
En esta parte, como (3 )Rij s6lo esta compuesto de los

coeficientes de la trimétrica, y las funciones 3 y W’ depen-
den unicamente de z (t=cte), las componentes no nulas de los

simbolos de Christoffel son las siguientes

_ 4 _1m - -
[ 7 9 (9p1,3" Ip3,17 J43,m! = 2 9 911,3

2 _ m _ = A Ly
[_11'5 =7 9 (Gpo,3% In3,2” J23,m) =2 9 922,35 % 2 ¥
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3 -
- 3m _ 33 _ + 29-¢

Ui =18y, 1* 8,1 By ~- 28 837 - 1% @

3, 3m T SN 27
[, =ts (8n2,2* 8n2,2” 822, = " 28837 "M e + 1AV ¢

3 - 3m . _ _ 1 33 = 1 ’_ /
[ =387 (g5 5" By 57 Baz ) = 3 8 By 3= 38 V)

‘De 1o anterior se sigue que

B -Gy -y . .
R12 RiS R23 0, lo cual implica que

(Do _ ijy L 11 22 33
R=gRij =8 Ry * 8 Ryy * 87 Ry

-1 -1 -1
= 2 [Ryy1r(8118,7) 1+ Rorrn(818ea) T+ Reoon(808ed) 1]
2112%°11°22 3113%°11 33 3223%°22°33% .

De Eisenhart para una métrica diagonal tenemos:

Bl -

12 "3

71 : 3 LAY,
9,9) Ge9,)" 16,9°(@) ] 1,

= - 2G99 (3% (909 (@) + §,8,) G (GID" -

+

- 30,606,077 0,9.0 4 (G H + Gug) G g -

- 18,9316 7G,9) (@ e h 1,

— -y - 4 2928 ¢
s d (Eyagty s ET (e N Y &y

3/2

s 25y $— é?fz

+Xlét){+2‘p ()\ ‘e\wZ)n_%xe (e )'(/\ ),]-

-1 % % \ % ' <1 % A SRV
2[(3,8,9,) (3.8)° (BI)'(EDD" + (8.8,) (3, 9) {w[a.ol b
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-\, ,
= -2 [N YW S e N - Y &
= -4/ y WA . -y
+A‘)\”‘)\‘A ‘i’/"é‘\' +2‘f(\l’/)z+?|/\q’)\+2'\1“LP,JJ/"'.2“‘(‘¥)2] z

P P T

De esta manera H° nos queda finalmente:
M"P Y-y , -y -7 -(@-¥) 2
Ho=-\ & {*2 ¢ INHEWI-HNE ] N ¢ Ty ATy | }
y reduciendo té&rminos
e )LD, 2NN+ R Y]
Ahora, hagamos el c8lculo de HI= (Hx,Hy,Hz)
1 V:
VTR R I R O v 1=0
2
(W IS s Y+ [ ] = 0
[+ 4o+ [ [372 ] =0
’ - ¥ ¥~ 2*‘ ~dY
{(Z\H(“b‘\ - e ‘\’ [Q TW*'CZ )\(‘ ‘ eN)te Q T

NN XY EN GRS )RS (R e'v“v %

N

H® = -

=]
~<
I
!
N

fa o]
I
1

N

]
|
N

g ,
@ {(W/‘&/)“kﬁ_“ -3 'Y -“W \P )‘“}\ "%\\/“M“Jix/“';\ +

!
|
[\N]

LSS TRV LA FEY

HZ = QQ'-A‘ \_‘2.“/“ N W“l‘ ‘\"‘V/“\?“’X T ‘\"

A partir de esto, nuestra fe toma la forma:
) ® ° —L(‘P—x\
L= Vg +wh rngd -y SV

Y-y
- Ni e

Tl / #”
23Ty = T+ 2(-3 54X+ 2 a9

§”7_ ARSI Y

— B TR T NN L AT BT -

)]

N
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pero como en nuestra densidad lagrangiana original aparecen

VA {
las constricciones en la forma NHY NzH , al ponerla en la for-
ma Nid,, Nsz aparece un signo (-) sb6lo en el té&rmino NH, y el

otro queda igual.

PY ° L ‘(‘*\"8‘) -\ 2
Asi olz =Ty + THA+ T, ¥ +N é ‘é)‘vxy -HHht (4)

A=A TN T TS s R )

y la accibn Ig viene a ser

I, = 5 32 dt dz,

G
Mediante las variaciones respecto de N y Nz, obtenemos

las ecuaciones de constriccibn siguientes
Sn? . -—-2‘\‘6: 4 TR AW T v X®x =0 (5)

68 ¢ N - H XX AR [=0 (6)

IT.C. EL LAGRANGIANO DE LOS CAMPOS DE MATERIAX

En el c&lculo de la densidad lagrangiana de materia
para el tensor de energfa-momento T . = P, Uy correspondien-
te a un fluido sin presibn, para una epoca dominante por polvo,
se considera a ¢ vy Uy como funciones del tiempo y de la po-
sicib6n z, y que &? no contiene derivadas de la métrica.

Con la ausencia de estas derivadas, las variaciones de Jﬁ
con respecto a g,y Son dadas por derivadas parciales con respec-
to a g, .-

. 9 .
Nosotros podemos escribir __n@f' en té&rminos de
B;
v

Q.)IQ.)
z

(*) ver refs. 8 y 9
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ch y gtﬁi,' Yy asi construir un conjunto de ecuaciones dife-

renciales parciéles para <§ﬁ dependiendo unicamente de N, Nz,
i1
gJI?YuM‘

El siguiente c8lculo se refiere al cambio de variables de

4 2 iy
¢ Vg .y a N, N y g 3.
A partir de la métrica (4)guv en términos de las variables
ADM
(4)goo (4)ggm - N—2 N-2 Nm
(4)gko (4)gkm N—2 Nk gkm _ N—ZNkNm
se tiene lo siguiente:
K Km
Do = QM) Ay 2N 2 4980 3
O 00 00 m .
2% 9 4% sonﬁm 2N CH aoxgm 2 N 23 Fgon 94
como (4)g°°= - N'2 y aplicando la regla de la cadena, obtene-
mos que
a 29 _{ - _-IN 2N _ 2 2N
a Soo N4 aaoo Na asoa
De este modo obtenemos %E = % N3
. gOO
m -2
de (4)9°m ='%T = —N"(-N ) =~-N™ q°°
entonces
om N AN oo _ am o QN _ ym 2
%8370_.30\“8‘(# _0 - = 9(500 8 N s* ggee =N N .
tambié&n de (4)gkm = (3)gkm - N-ZNkNm nos da
4)  km 2N"

2p = 229 A" an SEe + NP (2N B
2 4% 9T 28 N
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e km
9 4
o sea T g g = N"NK
y asi el término de %%355 viene a ser |
9 1 .39 29 Kk 9
==N + NU N + N©N© .
9‘453” 2 IN 9(3) km
El c8lculo para 9(4)3om de manera semejante seri:
9 - 9N 2_ , oN" 2 9
3(4) a°m asoms gxm 2N agm 008""“ 'GN‘“ 9 g™ \aooam 3?537% ’
de (4)_oo_ _ =2 . - _ =2N 29N 2N _
9 E N ! 0 = NY  2gom ggom 0
- - a m a”m
? 8om 93°m
de (4)gkm — (3)gkm_ N—ZNkNm
o - 9(23 kN2 + N© N2 . amgwm = 2 Nk
- aaom N4 © T 950'“
finalmente
2 29 k 9
=N S+ 2 N L
g(4)gom ™ 9(3)gkm
Para (4)gkm, el Gnico término no nulo es el correspondi-
ente a (3)gkm.

3 9

(@) _km 9 (3) jkm

Las ecuaciones diferenciales parciales que debe de cum-

plir una densidad lagrangiana de campos de materia son:
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) 39k acﬁ z
(4) goo, .%NB 9":; -\-NMNQ o+ NN %m —av(“’g) Yoo  (7)

2 94 k 2% (4\6) (

Mgom, N° 535 + 2N Sogem + Tno)

- g7 (fﬁ‘go’z (2 Tom)

como T = T (simetria)
¥
2 2L k D —_ g (B 8
> N go:m + N 3(353KW\ (=7g) Top (8
(4) km. b _ _(4) %2
g : —g——(3Tg—]-an— =-8T ( g) T] . (9)

Empleando el elemento de linea (3) y el determinante

2 (3)

(4)g en la formulacién ADM como N g, obtenemos lo siguien-

7 . -
te: (-(4)9)Z =N X exp(¥&—2—¢-—-) ’

Asi, las ecuaciones diferenciales parciales para la den-
sidad lagrangiana de campos nos queda finalmente:

LW gf +N Nké?g%« TN SER =meTNAE PU (o)
i(at-w)
3L ra _ N :
SN P N e = meTNA e Pl (1)
A
2 £ 49 0 B W | (12)

W‘M = —8TNXN 2

Aparte de estas ecuaciones, tenemos las condiciones so-

bre las velocidades MU, U* = -1 ; 'UM,V w =0 vy (PU“);M= 0
Y

la Gltima expresidn es (P(m Z (UM]‘)M= 0, y se quiere resol-

ver para 4, ¢ Uy,
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Para calcular el lagrangiano de materia, partimos de la ecuacibn (12)

id‘!;-— 81 NA OF
209 - TN en Pul

g
haciendo el cambio de variable F = NX f’u"e&zy nos queda

o e  _ . ut ) 2 f Wy
NFYOXS 87 ¢ 7N NG NG 300, 0)2
. " ] ij
asi L =87 NP Y S N T “(H—suﬂ‘\lvzdg

Hacemos la eleccibn N = 0 y el siguiente cambio de variable para la
integracién V= (1+ g wuw )ty ave 1 g uwy ) iuuy ot
entonces

6/ _ ~ _ ~ lj ) %
. =8m NP 2av=167 N F (1+g7uuj )2,
Asi la variacién de gl"j nos da el término de la densidad lagrangiana

de los campos como

-
S =167 Nﬁ(1+@uu)2

Para el término de la variacién de o@ con respecto a N partimos de

la ecuacién (10)

-y
2
3N3—%— =-87 N)eZ P,
cComo
P R VU L
4=¢ .
entonces —-%’@N— =-167TA g2 P (1+g13 U U\j,)

=-167 P o+ gt gy yovu)
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Se ve claramente que

uo

g° W, =g°°( NiQ; tN(1+giju:\l;, )i] =
-N-Z[Ni/\l; 4_-N(1+gij Wi U )i

s o 1
Pe g WYy )®

—————‘g"% =16 P @+ gd wu

por lo tanto

L =167 NF @+gurd; o}

que es el mismo término que se obtiene al varial glJ.

Para la variacién de NI partimos de la ecuacién
: &y d-y
p) 3 .
N° ‘9:@ = - 16MNXLP4+ 16 7 NI N A @® PUi Y

que se obtiene de cambinar la segunda y tercera de las e.d.p.

N’ %ﬁl— - 1677P U° Letor NP %‘%—'
N

16 77 ff ’u" NN L

16 7 P Nzu; 16 NN P Midp

U

luego
9°4.=1677?u: 1w N p 0 WU
9Nt U

167 PU; -167f N Uz Uy

N U+ N @+ gij'ufdd-)%

PTory e
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pero el ségundo sumando contempla aspectos extrafios de N? (se quiere sblo
una aproximacién lineal en las N]),;s_la“ué s6lo damos 1la parte'
~ .
of =167 P N Mg, (14)

Asi, la densidad lagrangiana correspondiente a la parte de los campos

. de materia viene a ser

t-¢

of=1677N}"’(1+Q (MZ)2)3+1677?'NZ"11- (15)

Por lo tanto, la escritura de nuestra densidad lagrangiana total 0707
g - T v
L = Wy ¥ +1:,‘3‘ +VR o+
tN C‘k?{%‘ = T+ 2 - N e a6 P e 1. uff} -
-Ne { A +4"1\‘4- + VT +X T, +161r?"u,7|

con las constricciones

2
.

Ho' =3 SE - Ty +20V-3 N+ 1AW ] -7 § ev"’(H U

H =-2T/ + F'Ty +¢'%y + \'§y +16mf Uy =

z

y la accién Ip = g of_ dt dz.

La densidad Hamiltoniana se obtiene de la manera usual, siendo esta
. Z 4}.& ] %M '
igual a H=N" ¢ Hz - N c Hy

con N'=0 3 N=e;~
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8
NOTA: La razén porque se quita el término & A es debido a que m1c1a1men

te se tenfa para la densidad lagrangiana de geometr{a &2 = wiig —NF=NM1

y al cambiarlo a w4 .+N# -NH; , por lo tanto también se debe %e 1 ha
cer dicho cambio en‘la den51dad 1agrang1ana de campos de materia,
quedando el término exp(¥ -¥) U2 que no es otra cosa que A,

ya que =g, g = exp(d-p)

III.- ECUACIONES DE MOVIMIENTO.

Mediante un anilisis cuantitativo de la accién total anterior, uno ve
que las variables independientes son A , ¥ , ¢ , W\ , Ty, W, , £ ¥ U
ya que al ser consideradas como tales, al hacer la variacién de a‘f. respec
to de alguna de ellas, nos conducen a las ecuaciones de Einstein obtenidas

por otros procedimientos (ver apéndice).
Como 7 = 7 (615U 3% Ky )-

con N = A, ¥, ¥ ,¥,. Ty, Uy ; entonces la ecuacién de Euler-La-

grange para sistemas continuos, esta expresada por la siguiente relacién

a9 ., v 9 oL
?I'E';')“,‘l— % DX 9(9&) Z gx 9( ) an 0

Al realizar las variaciones pertinentes respecto a las variables de cam

po y sus momentos conjugados, uno obtiene las siguientes ecuaciones de movi-

miento:

variacién de X @ % - & -1 [(¢)7 - (7 =0 a7

£93033

e T ———
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. . iy
variaciénded‘:“'..-)\” -8 7T PAe =0

variacién de VY : ‘.\", + X¢ + AV + 8ﬂf.\é-"= 0

[ 4
variacién de Wy: A - “‘q =0

"
(=)

variacién de W, : i‘ - Wy

Y

variacién de Ty © '{0 ey

De las ecuaciones (18) y (20) obtenemos

% Ay -0
Koo oewpad b
- N —smpadY

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(x)

La ecuacién de Einstein que nos conduce a esta misma expresién es

"on

M- X =8 T (T )

De las ecuaciones (17) y (21)

que con la ecuacién (22) se convierte en

o¢

¥yt = 9= (v )4

R RS N (SRR oL

(ver apéndice)

(8)




!
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La ecuacién de Einstein correspondiente es:

*e /" 2 [ q -1 A
I SRS (S N 2D Y- 2 PN & 1
y como nosotros trabajamos con simetria en z; TQ = 0 (ver apéndice)
Ahora empleando la ecuacién (22)
[ X3 -l o '20
W+ “\y -AATyp =0
y con la ecuacién (19) se complementa para obtener

o Naw”-xv-smpp e 1o vy -0

F-9r Wy-smpl T - NATy -0

y utilizando de nuevo a (22), tenemos finalmente:

wo ~j® @ Ll W4 &"‘0
V- ¢+ 20 ANy msTpe ()
La ecuacién de Einstein que nos la proporciona es:

o0 ~le o

\P _ \PI/*_)\A\F_X‘qu-)/:-sw,-\'I (7:+q: +7§ ) 33 )

con 3= ‘Tg = 0 en nuestro caso (ver apéndice)
Al emplear las ecuaciones de constriccién que fueron obtenidas al va-

riar é‘fr résp_ecto de Ny Nz, las cuales son:
2 i
T Y ~ i(x“V) q’-\‘ 2 <}
NN AN-DHhEYHebe (e U] -0 @

=LV AT AT Y S rle7 U, =0 (24)

con § =P




-24-

De (23)
2
1 3 - B
= Ty, 2 XX AT T vﬂen QT);. ¢ )Uo(ﬁé" Yzt (232)
De (24)
' / ’

Sustituyendo en la ecuacién (21) por separado las expresiones anterio-

res, se obtiene

o o o PR ) .y 1 (3- ¥ ¢’p yz
Lhd = 3w = N3N M r i anan & Oty (e T ul) (23b)
s 50 2Nt = -3 (@ T 4Ty - 1T 167 PA U Ug ),

i

-3 (=A% A -2 Slempa Louy),

]

7‘)‘!’1’"‘2').\8" (AN +8TPA LU, . (24b)

multiplicando (23b) por 3\ y (24b) por ,\' , posteriormente restando a
(24b) la (23b) modificadas, nos conduce a

FHLOVSG] = 008 + XY = AX - LA [~ )] -
¥-¢)
_armé o (“r " ) +e7PIN Uo U,
4y b-u 2.3 rens
y como = exp[i( ¥ - )] .[1 o (uz) 1%, los (ltimos dos sumandos
quedan: -877().\ PA’U§ -,\'P,\Uoui)
La ecuacién de Einstein que nos proporciona esta ecuacién es: (ver apén

dice)
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o2yt o o z .2
§ = TON-0V] ?-gw(-}\‘a’o -X 7o) LR+ ]+
R X N O

y : ¢
Despejando i A\ (’ de (23) y multiplicando por )\ , se tiene

4 P J e @ /

3 FOX) = NN 1 aX (@2 - 1XA G« 1M 2Tl (23
Despejando } X’j de (24) y multiplicando por /{ , se tiene

4 s 2 . ° e s, ' r P
PR = A (A #1009 - 1AM R« 87PN U\, (24c)
restando a (23c) la (24c) modificadas obtenemos
P IO - A% = XX ) s (9% IK- 4 ) -

L SRR - e AU SRR, - (6)

y la correspondiente ecuacién de Einstein es: (ver apéndice)
SN (COLN e S i i 8T (AT +ATe) + 1 AN (¥ (¢
AP s AN A (4 )'} :

De este modo obtenemos la equivalencia de estas ecuaciones, con las

obtenidas directamente con las ecuaciones de Einstein.
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IV.- SOLUCIONES PERTURBATIVAS.

Dada la forma en que aparecen las ecuaciones diferenciales parciales
para las funciones Y, ¥ y A\ ; a primera instancia las soluciones son
muy difficiles de encontrar, por lo cual nosotros sélo encontraremos para
este trabajo soluciones perturbativas.

Proponemos que el érden ser4 hasta uma aproximacién lineal en € y

que las funciones son de la forma:

= e+ el @+ ... ' (25)
Yz,0) = U, (z,0) + & Y (z,0) + ... (26)
A Z,8) = do(z,t) + € Xy(z,t) + ... con A=t @7
Pz, =€fet)+... - (28)

Introduciendo estas ecuaciones en las funciones originales tendremos
lo siguiente:

De la ecuacién

. —~l® o - 7 d"‘P
oy - 'Atp+)‘W'= -87mf @
nos queda
(Y vy - (h ve®) - X asedd(d ed e
+ X'(G&)(Q)&Wf) =-87€f ex"—%.

multiplicando por \
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-t (q};+e:\;') Y v ey - el ((p: +é‘.{;‘ ) +€\(~P:'+e¢1”) i

Schred rel b€ d) ceXE YN - - smetg @ © S e

; 2
Todos los coeficientes de orden € se cancelan, ya que sblo quere-

mos una aproximacién lineal en € .

RS R B¢ A S RPN T L AP I A
s ! 4 o~ ()
Wb W8Tl e ¥
En el agrupamiento de las potencias de € tenemos que

St (8 -y -, =0 | (29)
» P 7 ./ -1 ‘I) * o -
-t ( \P| - ‘P. ) +A|\Po -t A. \po - 1 -Al"PO = - 877th‘@ (30)
La ecuacién (29) se puede escribir como

-]
s /v

‘Po - 4)0 + t-l q;o

]
o]

que es una ecuacién de ondas, que tiene por solucién general*.
‘Po(z,t) = iﬂS dk (A](Sinkz + BkCOSkZ) [Jo(kto)No(kt) - No (kto)Jo(kt)] + 4’“

donde J, Yy No son funciones Bessel y las Ak’ Bk son funciones de k, las
cuales son determinadas por las condiciones iniciales o de frontera.
Pero aln asi, la solucién es complicada y uno puede demostrar que si

tomamos la solucién particular:
P (z,t) = Jo(kt) sin kz

(*) ver refs. 7 y 12.

L3
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esta cumple a la ecuacibén (29) y podemos obtener algo m4s de informacién
respecto a las otras funciones de Tampo. ~

La funcién J, nos da la amplitud de la onda del seno, que en este caso
nos resulta una funcién oscilatoria decayente o amortiguada. La amplitud
depende de un némero de onda y el tiempo t. Asi la amplitud de un modo de
Fourier a un tiempo dado t depende esencialmente de k, de manera que pueda
producir cambios en una transformada de Fourier de qj .

De las ecuaciones de E‘ y de 4’ , debemos hallar una solucién que
sea consistente con ambas partes.

Para § :

G+ 1€ d0e (X2 @ +ed )l =1 -0 +e) )T - ey T -

SRt v )@ rENIICG e 67w (fred )] +EX R e

+ 3 (e rer dEN)(h reb Y% el ) - @relde N
Al red )1+ 26h) = - 10 - de (AT HNTL) - €N +

crethb W - deve O+ thICH)E + (47 veach¥ K@D

1T 36 (AT NTY - hel(h)7 + (47

Sdre (GO G - de e h e AR+ (807 + reX DY - €N,

il v 36 (24 - B, = - 1T - 1i0§)% + (87 -

- e (R4 - teed +MICRZ+ (1) + 1eeX § - X

e —— e e




-29-

Ordenando potencias de € :

Sl = - it e e (A,
- $5‘| - .)s 30 = - % ‘7‘2 - %t(:yo&i"'l?;‘?:) + %txlq.)o :'

RIS SR CAR B
Empleando (31) y la solucién de Y, :

¢, = Jo(kt) sin kz,
Yo = k Jo(kt) sin kz = - k J,(kt) sin kz,
Vo = k Jo(kt) cos kz.

luego

38 = 1e0AP ) sinf(kt) + KPIA(ke) cos’ka]
de este modo:

Y, = 10 2ty sin’kz + JE(ke) cos?kz]

De la ecuacién para la ¥ ‘.

(Ul +edIE (N2 +€)H = 1eX a3 (1 +AIT] + XX
. i

e

(32)

(33)

14
+

LA+ ENIIH)T + (¢)7 e 2(8E +4¥D1 - (1 +e))€)))

- 3t +eA) (1 + ) [RY +e (L¥+ Y )T,

e o e et S T s AT i TR T o T
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S1¥eted 2 X ) - ded) = 1eNToe 1 a) + 1e X Th+ eX1(f) DA
it e (eh ADNEY e QY G - e ()

Ordenando potencias de € :

R IR X (34)
SHN -1 =1 e ae XN 108 e (¢ - Bt ), X0 -

Saech ¢ - hg) - o (35)
De la ecuacién (34) se tiene que
b=t
= -tk? J (kt) sin kz Jo(kt) cos kz.

integrando se tiene

5

i

- 1tk 3o (k)T (kt) f sin(2kz) dz + E(t),

1

itk Jo(kt) Jl(kt) cos(2kz) + F(t). (36)

esta es la solucibn de 3‘, a partir de 6‘; , ahora hay que encontrar F'(t)
para que sean consistentes con la de ¥, . |

De la ecuacién (33)

’ 6&.
[}

1kl (a2 k) sinfkz + JE(kt) coshke 1,

= $tk’[2(kt) 3L - cos Zkz) + J5(kt) 3(1 + cos 2kz)],

= 1P kt) + k) + (E(ke) - TE(ke)) cos Zkz ] (37)
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Diferenciando a la ecuacién (36) con respecto al tiempo

i

+ E(1),

+ E(t),

= 1k Jy (kt)J, (kt) cos 2kz + jtk’[Io(ke) - Ji(kt)] cos 2kz + E(t) -

-1k Jl(kt)Jo(kt) cos 2kz,

= juk? [E(kt) - JE(kt)] cos 2kz + (1),

En la ecuacién anterior se utilizé la relacién de las funciones Bessel* i

Z Jn,z +n Jh =1 Jn-l’

Igualando las ecuaciones (37) y (38) encontramos

F(t) =} K2 g t Ji(kt) dt + } K% g t Jf(kt) dt ,

Empleando las relaciones de integraci&n de funciones Bessel

2 . _ .2 2
S yA Jl dz = % YA [Jl - JoJZ]
( 2 3% dz =} 2% (35 - JuJ )

y -J_1.=J

teniendo finalmente:

(*) ver ref. 13.

1k J, (kt)Jo (kt) cos 2kz + Jtk[-J5(kt) + Jo(kt) [Jo (k) 1 (k)]lcos Zkz +
K

, = 1k J; (kt)Jo (kt) cos 2kz + 1tk[k31(kt)Jo(kt) + kJ, (kt)Jo (kt) Jcos 2kz +

(38)

0936338
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F(r) = 3 Kt 2 Fkt) + JE(kt) - Jo(kt) J,(kt)] (39)

De esta manera, la solucibn completa de ¥ es:

B, (z,0) = 1 tk I (k0To(kt) cos 2kz + 3 Kt? [23%(kt) + JE(k) - J,3,),

Desglosando J°J2’ sabiendo que,ZJz(z) =2 Jl(z) - Z Jo(z), obtenemos la
¥ en funcibn de J, y Jy-

Yo (z,0) = A 2[32kt) + JED)] + dtk [J;(kt)To (k)] (cos 2kz - 1),

= 022y + JED)] - 3tk I (kt) Jo(kt) sinke. (40)
De la ecuacién
e v »-\k
-\ =8TPre
se tiene semejantemente
oo Y7 X'o-\P,
e(A -M\)=8% f(t+re)e
ee ,” a{o—\'\)o
)N =87 At e (41)

que es la ecuacién diferencial para X,(z,t), la cual tiene la forma de

la ecuacién de onda no-homogenea*,

2 . .
%%_ } 'cl" gtli = £(z,1) ; W (z,0) = U(z,0) ,t'—‘O (42)

Es razonable aplicar la transformada de Fourier con respecto a z, y
la transformada de Laplace con respecto a t. Sin embargo es mis Gtil desa-

rrollar una funcién de GREEN G(z,t;zo,to) resolviendo primero

(*) ver refs. 11 y 14.

ik A0 - . et . S b it 4
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2
%2% - .C‘_{%_g- = 8 (z - zo) %(t - to), con las condiciones siguientes

G(Z,O;ZQ’to) = G(Z’O;Zo ’tq) ’t = 0
Ahora aplicando las transformadas respectivas: Gf = transformada de

Fourier de G; GfL = transformada de Laplace de Gf.

2 1% 1 k% ]
- e al 4 St - to)

_ kZ G - S_ZG = | k2 -s{o
fL- 2 (L yw € ¢ .
. . 2 ke z
fL m | s2 + kzc:
invirtiendo la transformada de Laplace
AN .
- _ _C o sin kc(t-to) _
Gf 7ES e c S(t-to)
S(t-to) = funcibn escalén
e invirtiendo la transformada de Fourier
c2 C sin kc(t—t‘) tdz-2)
G(z,t3Zo,to) = - Al S(t-to) e = 2 dk |

Se tratard a G como funcién de z, ya t, z y t, temporalmente como
pardmetros fijos. Eligiendo k = -k en el integrando y quitando las primas,

podemos reescribir

e k(2-2)
. ., ) { g [Z sin ke (t-to) |
G(z,t320,t0) = 3¢ S(t-to) m 2 T kc ¢ dk 4
G(z,t3205t0) = - dc [S(z-20 * c(t-to)) - S(z-zo - c(t-to))]  t2to

0 t< to

-—— . -
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Al analizar la funcién de Green anterior:
a) Si z> zo Yy t continua a incrementarse desde t = t,, la primer funcién

escalén contribuye:
G =- ic S[t-te + (zo-z)c-l] (zP2zo3te> t)

b) Si z ¢ z,, entonces en el comienzo, ambas funciones escalén contribuyen

1 el segundo tér

y una cancela el otro, en el tiempo t = to + (zo - z)C
mino desaparece.

G = - 3¢ S[t-to - (zo-z)c-l] (z< 203t > t)
Ambas formulas se pueden reescribir como:

G = - Ic S[t-to - }z-zolc 1] (43)

Ahora, como se conoce A‘o , ‘{Jo y f1 se obtiene de la ecuacién
(p y* )., = 0 a primer 6rden en € , damos una solucién formal en relacién

con la funcién de Green encontrada anteriormente de J, .

{, io &0‘@9
A (z,t) = S g dzo (8tTF, @€ ) G(z,t;ze,te)dto (44)

De la ecuacién

se vy

Ao = E- (97
(¥, +ed ) - (mf+ea’.')=5{w:)2+ze¢§¢,’ + € (¥H? -

1eh? v zeh b L Einn].

st toon o T o R SEIT il 3 T A T T e e T i e T R B e S T,
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Agrupando potencias de €.
f, -8 =10¢)HE (97 | (45)

N A 2 A (46)

B
1

&g
i

Uno puede demostrar, que la solucién de la {, encontrada anterior-
mente satisface - a la ecuacién (45).

De esta manera, si proponemos que la solucién de ‘P‘ se encuentra
por alguna funcién de Green, hallaremos a 3", por cuadraturas mediante
la ecuacién (46).

Haciendo un cambiq de coordenadas apropiado*, esta funcién de Green
viene a ser:

6, =(to/B)}  F(:ibi1i-q) g=- (D) Dy
4tot

F = funcién hipergeométrica

Se ve claramente que q es mixima cuando z = i(D3 + D4) [esto se ob-

tiene al derivar q respecto a z e igualando a 0]

t
l (i %) El campo en el punto (% , t) es
! evaluado por la integral de la
funcién de Green (47) sobre la
regién de la superficie inicial a
t=t, entre las intersecciones de
D3 y D4.

(*) ver refs. 15y 7.
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Asi:
Y] i, do@ [ ’ ’
AR Y ATy A RIS
00 o : er O
¢ (z,t) = g dz'_f dt' G(z,t;z0,te) [8 7A ¢ +A 31
° 2 47).

Para dar la solucién completa de las variables de campo 8‘ ’ L4 y /\

(o

)
comentamos que la densidad P  1la deduciamos de la ecuacién (Pu* ).~ 0
con la condicién sobre las velocidades U“uu= -1 Y Uo + Uiuz = -1
que nos queda:

ool U )2+ g ()% -

Proponemos como solucién de la velocidades a:

-1 2 . -1
= (cosh w)g* ; U= (sihwg? ; g=g¥=ep(N-¥)
(48)
ya que sustituyendo en 1la U*Uu = - 1 estds la cumplen, valiendonos de

la identidad trigonométrica cosh®w - sinh®w = 1

(o)
Al desglosar ( f o )?u = 0 nos queda

& NVQ%
(et ey v e Ty 0
20 ’
~ o vf4%
y haciendo el cambio de variable P =PV’ t @ se obtiene final-
mente: .
Prs + ( ? tgh w) z = 0 (49)

que es la ecuacién diferencial para ‘57 , donde w es alguna funcién de pe-

so que se podra obtener por otros métodos de la ecuacién ( 4} u'v’/uv) =0




la cual produce la ecuacién diferencial

sinw (W - g') =coshw (W' + 8) | (50)

De esto se ve mis claro, el por que la dificultad de obtener solucio-
nes exactas de las ecuaciones de movimiento encontradas inicialmente.

En relatividad general no lineal, hay un efecto acumulativo respec-
to a los campos de materia, ya que el campo gravitacional producido por
las fuentes, reacciona en respaldo de las fuentes mismas manifestandose por
un cambio en la descripcién de la geometria, y desde luego la dindmica vie-
ne a ser mésvcomplicada que si trataramos el efecto de un campo escalar.

Esta complicacién dinimica es presentada por una forma complicada del
Hamiltoniano, ya que es mids que cuadratico en coordenadas y momentos gene-
ralizados.

Hay que aclarar, que el hamiltoniano total, sin meterle perturbacio-
nes si nos reproduce las mismas ecuaciones de movimiento que las dadas por
la densidad lagrangiana, por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Aho
ra, al obtener el hamiltoniano hasta un érden de € , posiblemente no nos
reproduzca ecuaciones semejantes, ya que se pierde la claridad de quienes
seran los momentos conjugados a las variables de campo.

De esta manera H = Ho + € H1 que viene dados por:

RN AR

[}

Ho

QY -B8T - NIEI2 s (6221 4 8 sAdo-2X .

,.
+ Bo X+ 16tTA uf

y

De la dependencia del tiempo en el hamiltoniano, hay el efecto de mez-

cla de frecuencias positivas y negativas* y creacién de particulas.

(*) ver ref. 1.
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V.- COMENTARIOS FINALES.

S i

Como se observa en esté trabajo y munchos otros, el formalismo ADM
empleado en relatividad general, es una herramienta formal que nos lleva
a equivalencias con las ecuaciones de movimiento para sistemas de campos
continuos, con las dadas directamente con las ecuaciones de Einstein. 3

En el caso que nos ocupa, el paralelismo con Lapedes refuerza lo di- i
cho anteriormente. x

‘La manera en que se encuentra la densidad lagrangiana de materia em-
pleando un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, es muy diferen-
te al método usual empleado'para otros sistemas dindmicos. Esta es una
variante del AIM, que (nicamente lo encontré en las citas por Ryan M. P.*

Las ecuaciones d.p. para las variables de campo son muy dificiles de
resolver dado que existe acopiamiento de todas las variables independien-
tes y ninguné se puede obtener como solucién exacta analfiticamente. Como
se nota en la parte de las condiciones sobre las velocidades U"U“= -1, no
empleamos un método. analfitico formal, sino sélo por intuicién y la fami-
liarizacién con las identidades trigonométricas.

Posiblemente la dificultad estribb en la dependencia de las variables
de campo respecto de la posicién z y del tiempo. Uno cuando utiliza las

perturbaciones para las variables de campo, esperamos encontrar soluciones

analiticas como las referidas a Mo y QL , Y asi observar su comportamien
to, que es muy parecido a que si no existieran campos de materia, por la
manera en que aparecen las ecuaciones de movimiento para dichas variables
de campo. Las deméds variables X, , ¢Q Y A\, » son al parecer cuando ya

entra la interaccién de los campos de materia.

(*) ver refs. 8 y 9.
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VI.-  APENDICE.

En este apéndice obtendremos las ecuaciones de Einstein por métodos
directos y las compararemos con las ecuaciones obtenidas por el formalis-

mo ADM, de nuestra métrica y la Tuv dada, con Tuv = guo( T x v?

= -@) 1

q."v ( )T,

1.- Ecuaciones de Einstein que nos reproducen ecuaciones de movimiento
dadas en el cuerpo de este trabajo.

Como las ecuaciones de Einstein con materia cumplen

u _ u _ RORI -
¢! =smw T 8w (-WMeg* TH

y el elemento de lfnea es dado por

PR 2 -¢ ; bl ¢
as? -e*’ ale he at+ & o+ e al,

2

2 2+CdY2+DdZ.

-Adt®” + B X

conA=D=exp(® -¥) ; B= /\l'eXP(-‘\’) ; C=exp(¥).

Q
aqui emplearemos la notacibn particular: J. =3f 9 =§Z— ; D2 =§y—
9 =;§;— y donde A= A (z,1).

Empleando las ecuaciones de Einstein obtenidas de una métrica dia-

gonal en su forma general, segin Dingle*, las componentes no nulas son:
G = 8w TS = 1 [nr (A48 2 (5 A43C) + 5= (328 9lc) |-
i { A
-+ mm[aaass 002+ g omas (2.8 ]+ 5z [arac » 0o ]+
+ —E'—Az [acah+@A?] + o= (38 3C +(31632]+ ;%[916325 +(28) |+

(*) ver ref. 2.

PR
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| { |
2 [&C %8 +(953)2]+ yYTH A 9,8 - ng‘[&BQ.C +92A926*95Ac)g3] +

i {

Haciendo los c4lculos pertinentes, uno encuentra finalmente

B I8 IR 1 S
Q=¢ {T*'?f‘“"’ -3 S5 T2t () } (0

Para la componente Gi tenemos
v 2 '
! = 8w T] = } [{Z(ajma;%%%,,—(afa 950 - =5 (&€ -% D) ] -
{ 4 2 ! 2
1 o2 [2,80C +e0*] + <5228 + (%W | - [288D ~ (2.D) ]*
\ \
+ 52 [2:02:8 -0 ] — Tz [aCad @) |+ (a0 — Q0] -

{ 283D _ SChD
- oy 230 +3380:D -2:83C] - 7ged®UC - 5T Acd .

y haciendo célculos obtenemos
2, 45 A N 2
-T-q(‘p) +,2L817\_+2‘J4_X_. - (q)/) > @

Para la componente Gg se tiene

2
& = an 12 = 1 [ (O49C) - a5 (HA-30)- L (K C-9D) | -

L ph[aamc s @eF] e oo h 40T - Rpe(2AD - (D] 4
¢ oe[ 203 A = QoA ] - 252 (86D -(330] + 5z [9,D2sC ~ (300’ ] -

D, ARC  2aAdaDd _ 22Coad
- 7\“'(1) 9.C349-\95A33D—90A9°c]— QABC T A®D BCD .

o '.',‘,’J

R S b e R e e n
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obteniendo
G: = ;X‘ f;,"(W')}—‘-Z'TJ“:;/"‘,"(‘LSZ } (3)
Para 1a componente ng
8w -} {A8(32A+9 B)~ = (3 A- ~9,D) - (afa—?)fb)]—
- 31 a[aR8 +0sr ]+ W[a.aa,a ~(3A] - 752 [20h0d - 0] 4
N #‘z[a,»a,z\-(g,,mz] - o [80D ~(3:0) |- e [ 220228 - (e®" | -

. 22Dal\ 2:2821) !
- AQD [9463|D+92A99.D %AQOB} —f—b—é_A ACDa - QSCD }o

obteniendo ,
G XN g A A sy b dpant A [
R A e w AT Ar e OB IL Al

V ¥ AI / A X ,
o tambibn  63-cle g q T AV XY } @)

Para la componente G} :
Gy=8wTs = - 3[g 9,,B+ mc] +3[;‘5 B3+ 7 %o + Tz AN B+

4+ 7\—590!\94(, + 5o 0(5 baoB + -__. 94D3¢)C ].

/ Y P
e WSy f ey )

asi

De este modo se tiene que

- -(¥ -¥ M
Guv_sn [exP( ()\ ))] 7’\//

193038



o /\” 2 s N y /.\
luego Gg+Gi=iuT+4LW/) YT
S 1° . X )\’ r_2 "2
O S AP A T M UM
-1 q}-” / L) -
-ae () -A-emaet (e
asi (5.-/\”)=-877(’7’§+71)-

y empleando la forma funcional de cada componente de Tuv obtenemos

o0 1 %w-v)
A-X - Wpi el --8rNAPE [Pl +Ul ).
ademds de la condicién sobre las velocidades YU + UEU; = - 1 final-

mente se obtiene

o 4 &9
A -A =8T7pAEC

que no es otra cosa que la ecuacibén (& ) obtenida por el formalismo
ADM a partir de nuestra densidad lagrangiana.

Cuando hacemos el arreglo G3 + Gi + G% - Gg obtenemos

o) XX PN _ A A e
G8+Gi+G§ g "{( ))\\P ) ,\‘P‘*,\'W”‘P?

SN A5 L el e oz g2

’

TR (T2 + T+ T5-42) =NYA WK+ v - ¥
como nuestra métrica tiene simetrfa en z; T3=°T ; =0
A s ¢ N ° -t J-P
&iw’- -j‘r%w—q’ :87,,\'(70 «T')=-A8mpA e

que no es otra cosa que la ecuacién ( ¢ ) dada por el formalismo ADM.

e T T AT AT MSTTNTI 10
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e /

De G3 + G = 8 77 (,{' T - X To )=--(—>:l*§~*!3*{”+

/

R R LU e ol Lo

luego BT (5 +b) = [-(Y-3AdY + 4N+ X EA ]+
s LX+3AY- 2N 38+ 31 ]
entonces 87 (,\'T;-r,'\q“‘,) = -,‘\(,()’—%,\,’\i)qz’-r 2 AX ¥ -\—gz\x'(}\)z +

NN+ EMOY -0 -2 8A + AN (9)2

s a +hs) = A (AY + 49y -2 [0 ] -
A AT ] - XN,

PE = 1007 GOA Y -en Oy 45 - MY - IRGE [ N ]

Trabajando el término -87 (A’CI ¢+AT5) obtenemos

S ap (AT +ATE) = - 87O (XU + Sy )-

y sustituyendold, obtenemos la ecuacién ( 8 ) dada en el cuerpo de este

trabajo. _
Por otro lado:
8T (Ao X% ) = AN+ AW Y-L3X ¢ 2§ AP +2a% (§)
SXORY = S0Py A F A+ 3 AN,

1= 0% GORH  an (R T =X ) - AN - A @Y+ (v

s XA + 20y b,

E;

i
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Trabajando el término siguiente

87 AT ATb) = - 87 AT -X Ty )-Wpi-

WY, ,
SFNA,ew )[—/\ ¢d -X 0%

"
1

T e
877 8 @ |[-AgT(UP-X g% Uslls |,

= -8TAp [A W - N Uyl

y sustituyendolé en la ecuacién anterior, se obtiene la ecuacién (§)

encontrada por medio del formalismo ADM.

De la ecuacién (3) se tiene

o

- " °

NG =873 D Aerg? =1 (- 1¥ + 18 -1 (4

ec ” * .2 ~_ 2
[ SRS (SN Al R T2 &
con Df’i = 0, no es otra cosa que la ecuacién ( e ) dada por medio del
formalismo ADM.

De esta manera se observa la equivalencia de nuestras ecuaciones

para un modelo de simetria plana, con las que se obtienen al resolver

las ecuaciones de Einstein por distintos formalismos.

h e e e e Ly el TR ASTRGTRTARAG. I
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