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I .- llVl!KlWION 

Las cosmologfas de  simetrfa  plana  en  relatividad  general  son  estu- 

diadas  desde el punto de  vista  del problma  de  valores  iniciales. La 

clase  de  cosnolqfa que existe, en la cual se  tiene la misma 'cwvatura 

extrlnseca  en  cualquier  punto  de la  superficie  inicial  te,,, es una cos- 

mlogfa hanrogenea anisotr6pica o isotr6pica, pero en la cual el par- 
tro de  anisotrtipia o ecuación  de  estado est5 variando  en  funci6n  de  una 

sola  coordenada  en  esta  superficie  (en  nuestro  caso, es la  coordenada 2 ) .  

Las soluciones  que  tienen  simetrfa  plana, han sido  recientemente  es- 

tudiadas  por Szekeres (1970,  1972) , Lames (1977) , Kahn y Penrose (1971) 
en  donde tales sistams gravitacionales pueden ser tratados  esencialmente 

por métodos anallticos. 

Nosotros tratarems el caso en  donde hay una contribuci6n  de  mate- 

ria, y en principio  se  puede dar soluci6n  perturbativa a alguna  de  las 

- ecuaciones  de  campo  para una variable en f o m  integral y a las  den& va- 

riables  de campo &tenerlas por cuadraturas. 

En el  presente trabajo utilizaxms  el  formalismo dado por Ammitt- 

mer y Misner (m) a una m6trica  con simetrla plana, en  la  cual los e- 

lmtos de gw tienen parhtros funcionales  que  considerarams  nues- 

tras variables  de campo que  van a gobemar a dicho  espacio-tiempo  en par- 

ticular. 

Para poder describir  el  universo  particular  tratado  aqui,  se ver5 

posteriormente  que S610 necesitar- dar la cantidad Y (= A' + X , 
llamada  densidad  lagrangiana y de  ella &tener las  ecuaciones  de  mvimien- 

to que  van a gabernar en dicho espacio-tiempo,  mediante  la  variacitin  de 

esta densidad  lagrangiana. 

.. _.̂ _*_". .. 
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La primra parte  de esta densidad  lagrangiana,  la  cual est4 

puesta S610 de geanetrfaT-en ell formlism tiene  la f o m *  

donde  la  barra  vertical denota derivada  covariante  tridimensional 

can- 

for- 

mada  por  medio  de  gi ; el punto y la cana significan  en  nuestro  caso 

= &  fi =& ; gij - - (3)  gij ifj=xfyfz; g es el  determinante  de 

satisfaciendo (4Ig = det g, = - N g; g ij es  el  recfproco  'de  gij ; gij 
(3 )  R es el escalar de curvatura en una hipersuperficie a tee. Se ve 

idatanente que  al  variar  con  respecto a N y N. uno &tiene 

las ecuaciones  de  contriccidn Ho= Of HJ = O. 

2 

3 

Nuestra  densidad  lagrangiana  correspordiente a los campos de  mate- 

ria m introduce  nuevos  grados de libertad al  sistema o sea, no adiciw 

na t w n o s  e (similares a vi' 4. . I  , sino que su efecto es solamen- 

te modificar las ecuaciones de constriccidn HO= O y HI = O ,  ya que de 

ellas y con  ayuda  de  otras  ecuaciones de qvimiento, obtendranos 2 e- 

cuaciones  que serh equivalentes a dos  ecuaciones  de  Einstein. 

13 

En sf esta densidad  lagrangiana  de  materia  tiene que ver con  el tew 

sor de  energfa-manento Tw, que en nuestro caso serS el de un fluido sin 

presidn (polvo) dado por T, = f'&% donde f es la  densidad  de  mate- 
ria y u la  cuadrivelocidad;  asi mi- T, tiene las siguientes con- 

diciones  sobre las velocidades U.~ZI, = - uv=o f U = g u, v w  
%l;v 

(*) ver  ref .3 
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uu= ( u;o,o, u 1. 2 

Mediante tr¿%sfoi-tnacione de las coordenadas y mcmentos can6nicos, 

transformamos dicha densidad lagrangiana a una f o m  mbs conveniente y 

de este d o  se obtienen ecuaciones de mimiento que deben ser @va- 

lentes  a las ecuaciones de Einstein, en l a  forma que encuentra -pedes* 

(ver a m e ,  en donde haems un desarrollo minucioso de ello) . 
Al obtener las ecuaciones de mvimiento, que se dan en la parte I11 

um observa que todas las variables de campo estan acopladas, luego en- 

tonces su soluci6n es muy canplicada. L a  canplejidad  viene dada por l a  

funcionalidad del  tensor Tw, ya que se considera a las velocidades y 

densidad P cam funciores de ( z , t) ; en muchos artlculos s610 l a  han 

considerado función de t y asi obtienen  soluciones. 

Dada l a  canple jidad que se menciona, estas soluciones las tratare- 

mos s6l0 en forma aproximada y es lo que llamaremos soluciones perturba- 

tivas, que se dan en l a  parte IV. 

L a  m e r a  en que estd ordenado e l  material de este trabajo, hace 

que un tema sea  esencial para lo subsecuente del  trabajo, a s i  en l a  par- 

te I1 obtenens l a  densidad lagrangiana dp dada en t&minos de varia- 

bles de carmpo y sus rrroanentos dnicos apropiados. a  nuestra d t r i c a ,  asi 

cam0 las ecuacimes de constricci6n obtenidas 

N y Nj, donde estas N y N .  estan determinadas 

nuestro criterio para &tener l a  equivalencia 

vimiento, con las de Einstein.  (ver ap&dice) . 

I 

al  variar 3 respecto a . 

por una norma elegida  a 

de nuestra  ecuaciones de ITID-. 

m l a  parte 111, deteminanns las ecuaciones de mimiento que go- 

bernaran a las partlculas en este espacio-tiempo particular, a partir de 



- 
""___I 

- 5 -  

la  variacidn de &f empleando  las  ecuaciones de Euler-lagrange 
para  campos  continuos*. ~ " 

En  la  parte IV se  da  una  soluci6n  a  las  ecuaciones de mo- 

vimiento  para  las  funciones y , 2 y l, las  cuales  vienen  a  ser 
nuestras  variables de campo  apropiadas. Al observar  las  ecua- 

ciones  diferenciales  parciales  para  dichas  funciones,  a  primera 

instancia,  las  soluciones  son  muy  diflciles de encontrar,  por 

lo  cual  nosotros  s610  tomaremos  para  este  trabajo  hasta  una  a- 

proximaci6n  lineal,  que  posteriormente  podrfa  ser  la  base  para 

seguir  a  otros  drdenes  de  aproximaci6n. De aqui  el  nombre  de 

soluciones  perturbativas. 

Hay que  aclarar  que  la  ecuaci6n  diferencial  parcial  para 

la  funci6n X , es  la  ecuacidn de ondas  hiperb6licas**  que  de- 
pende  en su soluci6n  general de pardmetros que estdn  a  nuestra 

elecci6n.  Las  soluciones  para  las  otras  componentes de la  mB- 

trica  no nos  dan  mds  informaci6n  sobre  estos  parbmetros. 

A algunas  variables ~610 se  les  da un tratamiento  formal 

mediante  las  funciones de  Green,  como  se  ver5  posteriormente; 

ademds  se  observa  el  comportamiento  de  estas  soluciones  muy  par- 

ticulares  de  este  espacio-tiempo,  con  ayuda de funciones  Bessel. 

En  la  parte V damos  algunas  observaciones  de  interes,  ema- 

nadas  durante  el  desarrollo de la  tesis,  asi  como de comentarios 

generales  para  una  mayor  clarificaci6n de  lo  espuesto  aqui. 

Finalmente  se  da  un  apgndice,  el  cual  en su totalidad  estd 

referido  a  Lapedes , para  ver su equivalencia  con  este  trabajo, 

( * )  ver  refs 3 y 4 ( * * I  ver  ref 6. 

.. -..r._ ._ ~ 
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ya  que  Lapedes  emplea las ecuaciones de Einstein en su artf- 

. " - culo. 

Las  marcas * que  aparecen  en la parte  superior de alguna 
palabra, sirven para  etfquetar  las  referencias. 
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11. CALCULO DE LA  DENSIDAD  LAGRANGIANA TOTAL. 

I1 .A. SOBRE LOS LAGRANGIANOS. 
~-~ “. -~ 

Para  resolver  cualquier  conjunto  de  ecuaciones  acopladas, 

es  nccesario  separar  las  variables  independientes  importantes 

de las  variables  que  se  pueden  prescribir o que  se  encuentran 

resolviendo  ecuaciones  suplementarias. 

A partir de las  ecuagiones de  segundo  orden de Einstein 

G.= 8 w  T 

toda  esta  separacidn  ya  est5  hecha,  a  la  derecha  estdn  puestas 

las  fuentes de curvatura y sobre  la  izquierda  estdn  puestas  las 

expresiones de curvatura  en  la  forma  en  que  uno  necesita  cono- 

Determinando  apropiadamente  cudles  son los datos  de  valo- 

res iniciales  a  dar,  uno  descubre que la gu€a mds  6til  para  pro- 

seguir  adelante,  es  el  principio  variacional de Hilbert 

I = 5 Of d4x = 1 L (‘s’gh  d4x = extremo 

o la  variante de A D M .  

En  este  trabajo se emplear5  el  formalismo A D M  para  obtener 

informacidn  sobre  la  metrica  de  un  modelo de simetrfa  plana,  in- 

cluyendo  fuentes  de  materia. 

La  funcidn de Lagrange L (escalar) o la  densidad  lagrangia- 

na 3 = (- (4)gf2 I, es  construida de geometrla  solamente  cuan- 

do se  trata de espacios  completamente  curvos,  pero los campos de 
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materia  normalmente se presentan  como  fuentes y contribuyen 

tambi6n en la  densidad  lagrangiana. .~ - 

Asf, de este  modo  escribimos  a  como: 

2 total = a p  
geometrfa + Y  campos = (- (4Igf/2  L 

donde  L = 

variaci6n de 
Lgeometrfa + Lcampos 
la  densidad  lagrangiana de campo  con  respecto  a 

, con  la  condicidn de  que la 

los  componentes de la  mdtrica  provea de todas  formas,  una  de 

las  mds  convenfentes  para  generar  las  correspondientes  compo- 

nentes  del  tensor  simdtrico  de  energfa-momentos  de los campos. 

Para  obtener  las  dos  densidades  lagrangianas  de  la  geome- 

trla y de los  campos,  las  construiremos  independientemente  una 

de la  otra. 

1I.B. EL LAGRANGI.AN0 DE U GEOMETRIA. 

A partir de la  expresidn de la  densidad  lagrangiana 

en  el  formalismo ADM, 4 tiene  la  siguiente  forma: 

- 2 [ ~ ~ ~ h ~ t + ~ j ~ c ~ - + ~ c ~ ~  1,; .. - k  
( 2 )  

q t 

donde Ho= - t g ’ I f  (n w e  K) - ns3TT,j 1 \ 
Hj= - +j 

I i  
con dJ comportdndose como una  densidad  tensorial. 

Pero  como Cgij ViJT = 4ij + gi $1 

y al  hacer  la  variacidn de nuestra  densidad  lagrangiana,(2;jv’i\j 

ij 
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no  contribuye  --esto  lo  metemos  en  la  divergencia  que  queda-- 

de este  modo  la  densidad que emplearemos  es: I 

i 

4 = m gij - N H O -  NiH ' - DIVERGENCIA. ij 

Queremos transformar  esta & , de tal  manera  que  tenga 
informacidn  adicronal  sobre los campos que existan  en  el  espa- 

cio-tiempo  en  particular  a  elegir. 

De esta  manera  damos  la  métrica de un  modelo  con  simetrfa 

. plana: 

que  tiene  informacl6n de nuestras  variables de campo $ y I 

donde b." = 8 (z,t) ; \v= (z,t). 

Siguiendo  a  Kuchar*,  reemplazamos t por X I donde A = 2  2 
I 

x (z,t) es  fijada por  la  elecci6n  adecuada de la  norma, y ade- 

mds tomamos que el  momento  candnico vi' serd: 

y la  tri-geometrfa  es . 

e dZ + e X dY2 + e dX . 2 - -YJ 2 9 2  

El primer  sumando de of2 es: 

( * I  ver  ref 10. 
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por lo  tanto 

con los momentos can6nicos  definidos como 
S 

los cuales son variables conjugadas a 9 I A y 8 I respecti- 

vamente. 

De esta manera l a  densidad lagrangiana 4 viene dada 
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se  observa  asi  que: 

unicamente  nos  falta g ' (3)R,  el  escalar de Ricci.  en  una 
Para  ello se parte del tensor de Ricci 

donde 

En  esta  parte,  como (3) s610 esta  compuesto de los 

coeficientes de la  trimetrica, y las  funciones # y 9 depen- 

den  unicamente de z (t=cte),  las  componentes no nulas de los 

simbolos de Christoffel son las  siguientes 

Rij 
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De lo  anterior  se  sigue  que 

(3)R = gl'Rij = g Rll + g22R22 + g33R33y 
.. 11 

= -  [R2112(gllg22)-1 + R3113(gllg331-1 + R3223  (g  22 g 33 

De Eisenhart  para una dtrica diaganal'  tenemos: 

. 
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pero  como  en  nuestra  densidad  lagrangiana  original  aparecen 

las  constricciones  en la  forma NH: N2H , al  ponerla  en la for- 
ma h:q9, N'H~ aparece  un  signo (-1 s610  en  el  término NH, y el 

z r  

y la  acci6n I viene  a  ser G 

11.C. EL LAGRANGIAN0 DE  LOS CAMPOS DE  MATERIA? 

En  el  cdlculo  de  la  densidad  lagrangiana  de  materia 

para el  tensor de energfa-momento Tuv = correspondien- 

te  a  un  fluido  sin  presibn,  para  una  epoca  dominante  por  polvo, 

se considera  a y 'Ufl como  funciones  del  tiempo y de la  po- 

sicibn 2 ,  y que  no  contiene  derivadas de la  mdtrica. 

Con  la  ausencia de  estas  derivadas,  las  variaciones de & 
con  respecto  a  guv  son  dadas  por  derivadas  parciales  con  respec- 

to  a guv- 

Nosotros  podemos  escribir a a" en  tdrminos de - a 
m' 

( * I  ver  refs. 8 y 9 

- " """" ~ .."" . ." "" I_..I .._-* . . - 



-15- 

El  siguiente  cdlculo se  refiere  al  cambio  de  variables de 

A partir de la  mgtrica ( 4 )  .guv en  terminos de las  variables 

ADM 

se tiene  lo  siguiente: 

como (4 )g00=  - N y aplicando  la  regla de la cadena,  obtene- -2  

De este  modo  obtenemos = L N3 
a a o o  I 

2 

entonces 
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~~~ 

y asi  el  termino de , q b  viene-a  ser 
- 

Y 4  $" 

El  cdlculo  para a 
9 C4)Cp 

de  manera  semejante serd: 

finalmente 
" 

Para (4)gb,  el  dnico  termino  no  nulo es  el  correspondi- 

ente a (31gkm 

Las  ecuaciones  diferenciales  parciales  que  debe  de  cum- 

plir una  densidad  lagrangiana de  campos  de  materia son: 



como Tom - (simetrfa) - Tmo 

Empleando  el  elemento de llnea ( 3 )  y el  determinante 

(4)g en  la  formulaci6n  ADM como N g, obtenemos lo siguien- 

te: (- (4)gP = N' X exp( 8-+ ) I 

2 (3) 

Asi,  las  ecuaciones  diferenciales  parciales  para  la  den- 

sidad  lagrangiana de campos.nos queda  finalmente: 

" 
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Para calcular e l  lagrangiano d.e materia, partimos de l a  ecuaci6n  (12) 

!2 haciendo e l  cambio de variable = N) PU" Q nos queda 

Hacemos la  elecci6n Ni= O y e l  siguiente cambio de variable para la  

integracibn V = (1 + gi j  U; ) ; dV = i (1+ gi j  4; ) -' y U; dgij 

entonces 

a", = 8 T  N 7  \ 2 d V = 1 6 P  N 7 ( l + g i j U i V j  )'. 
Así la  variaci6n de gi j  nos da' e l  tdrmino  de l a  densidad  lagrangiana 

de los campos  como 

Para e l  t6nnino de la  variaci6n de & con respecto a N partimos  de 

entonces 
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[ Niqi z N = uo 
I 

N (1 + gi j  

. O .  N U" 

por l o  tanto 

& = 16 77 N (1 + gi j  uí )' 
que es e l  mismo termino que se obtiene a l  varia1 gl'. 

.. 

variacih de N j  partimos de la  ecuaci6n Para l a  

se obtiene de  cambinar la  segunda y tercera de las e.d.p. 

I 

luego 

i 
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pero e l  segundo  sumando  contempla aspectos  extraños de N j (se quiere ~ 6 1 0  

una aproximaci6n lineal en las N ) , a s i  que ~ 6 1 0  damos l a  parte 
j - ~  ~ - 

hi, l a  densidad lagrangiana correspondiente a l a  parte de los campos 

de materia viene  a ser 

Por lo  tanto,  la  escritura de nuestra densidad lagrangiana total y7 
es : 

con las  constricciones 

y l a  acci6n IT = 1 a", dt. dz. 

La densidad Hamiltoniana se obtiene de l a  manera usual, siendo esta *id 1 M 1  

igual  a H = N' e H, - N QZ H, 

con N'= O ; N = e 2 
u 
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NOTA: La raz6n  porque se  quita e l  termino Q es debido a que inicialmen 
t e  se tenia para la densidad lagrangiana de geometria 4 = x ~ ~ ~ . . - N , ~ = % N !  
y a l  cambiarlo a n t 5 i i t N  !&-#Hz , por l o  tanto tambibn se debe 8e ha 
cer dicho cambio  en l a  densidad lagrangiana de  campos  de materia, 
quedando e l  termino exp( br -9 ) que  no es otra  cosa que ltl, 

8 3  

Ya  que a g =  gzz 91 = exp($-\t) 1 ui * 

I1 I. - ECWIONES DE MOVIMIENTO. 

Mediante un anglisis  cuantitativo de l a  acci6n total  anterior, uno ve 

que las  variables independientes son , b, , 9 , TA , ' \ T ~  , T* , p" y 

ya que a l   ser  consideradas como ta les ,   a l  hacer l a  variaciljn de 4 respec - 

t o  de alguna de e l las ,  nos  conducen a las ecuaciones~ de Einstein obtenidas 

por otros procedimientos (ver ap6ndice). 

con = )r , 8 , 9 , VA ,; T8 , >Y, ; entonces l a  ecuaci6n de Euler-La- 

grange para sistemas continuos, esta expresada por l a  siguiente relacibn 

Al realizar  las  variaciones  pertinentes  respecto a las  variables de cam 

PO y sus momentos conjugados, uno obtiene las  siguientes ecuaciones de  movi- 

miento : 

variaci6n de x : - #m - 1 

- 
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variacibn de V h  : i - v# = O 

variacibn de PIE : 3 - 3~ = 0 

variacibn de Ty : + = 0 

De las ecuaciones  (18) y (20) obtenemos 

La ecuaci6n de Einstein que nos  conduce a esta misma expresibn es 

h"- x" = - 8  ~r ( ~ : + Q J ' ;  ) (ver ap6ndice) 

De las ecuaciones  (17) y (21) 

que con l a  ecuacih (22) se  convierte en 
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y como  nosotros  trabajamos  con  simetria  en z; y$ = O (ver  ap6ndice) 

Ahora  empleando  la  ecuacibn (22) 

y con  la  ecuacibn  (19)  se  complementa  para  obtener 

y utilizando de nuevo a ( Z Z ) ,  tenemos  finalmente: 

I 

La ecuacibn  de  Einstein  que nos la  proporciona es: 

-1. o -I / - I  

con e= y: = O en  nuestro  caso  (ver  aphdice) 

Al emplear  las  ecuaciones  de  constriccibn  que  fueron  obtenidas  al va- 

riar ST respecto  de N y N', las  cuales  son: 

2 

II 1 1 p t  e U, I = o  rJ &Y-*) *v 2 y* 
2 A  (23)  

- 2  ni  4- ?'v# +h/& -4- $"Tpl t 1 6 B F &  5 0 (24) 

- 1  
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- 2 4 -  

Sustituyendo  en  la  ecuacibn (21) por  separado  las  expresiones  anterio- 

res,  se  obtiene 

multiplicando  (23b)  por y (24b)  por A' , posteriormente  restando a 
(24b) la (23b)  modificadas , nos  conduce a 

+-Y 
y como '?& = exp[i( -9 ) I  .[1 + Q  (u,) 2 '  ]', los  últimos dos sumandos 

quedan: - 87T (i P A  q - X P A I l o & )  

La ecuaci6n  de Einstein que  nos  proporciona  esta  ecuaci6n  es:  (ver  ap6n - 
dice) 

I 

I 
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4 4 
Despejando f X &" de (23) y multiplicando por x , se  tiene 

Despejando f y',! de (24) y multiplicando por A , se  tiene (I 

restando  a (2%) la (24c)  modificadas  obtenemos 

y la  correspondiente  ecuaci6n  de  Einstein  es:  (ver  ap6ndice) 

De este  modo  obtenemos  la  equivalencia de estas  ecuaciones,  con  las 

obtenidas  directamente con las  ecuaciones  de  Einstein. 
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IV. - SOLUC I N S  PERTURBATIVAS. 

Dada l a  form en  que aparecen las ecuaciones diferenciales  parciales 

para las funciones , # y ; a primera instancia  las soluciones son 

muy dif ic i les  de encontrar, por lo  cual  nosotros s610 encontraremos para 

. este  trabajo  soluciones  perturbativas. 

Proponemos que e l  &den ser6  hasta una aproximaci6n lineal en e y 

que las funciones son de l a  forma: 

8 (z,t) = t o  ( U )  + e i!, (Gt) + (25) 

(Lt) = T o  (z , t )  + e 9, ( z , t >  + 0 .  (26) 

1 ( Z , t )  = X,(z , t )  + e X,(z,t)  + . .. con &= t (27) 

p ( 2 , t )  = €  f , ( Z , t )  + ... (28) 

Introduciendo estas ecuacimes en las  funciones originales tendremos 

l o  siguiente: 

De l a  ecuacibn 

nos queda 

multiplicando por 1 : 
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La ecuaci6n (29) se puede escribir como 

que es una ecuaci6n de mdas, qix! tiene por soluci6n  general*. 

donde J, y N, son funciones Bessel y las %, Bk son funciones de k ,  las  

cuales son determinadas por las  condiciones iniciales o de frontera. 

Pero a h   a s i ,   l a   s o l u c i h   e s  complicada y uno puede demostrar que si 

tomamos l a  soluci6n  particular: 

yo ( z , t )  = Jo(kt) sin kz 

(*) ver refs. 7 y 12.  

' I  
i 

1 
I 
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esta cumple a la  ecuacibn (29) y podemos obtener  algo &S de informaci6n 

respecto a las otras funciones  de- Pampa: - 

La funcibn J, nos da la  amplitud de l a  anda del  seno, que en este caso 

nos resulta una funcibn osc i la tor ia  decayente o amortiguada. La amplitud 

depende de un número  de  onda y e l  tiempo t. Asi l a  amplitud de un modo de 

Fourier a un tiempo dado t depende esencialmente de k, de manera que  pueda 

producir cambios en una transformada de Fourier de . 
De las ecuacianes de y de y' , debemos hallar una solucibn que 

-.. .I""&. 
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Ordenando potencias de € : 

Empleando (31) y la solucibn de : 

Po = Jo(kt) sin kz, 
I 

O 

yo = k Jo (kt) sin kz = - k Jl(kt) sin kz, 

yo = k J, (kt) COS kz. 
8 

luego 

1 io = f t  [k Jl(kt) sin (kt) + k Jo (kt) COS kz] 2 2  2 2 2  2 

de este modo: 

bo = Itk 2 2  [J1 (kt) sin'kz + J?(kt) cos2kz] 

~e la ecuacih para la V' : 

I (#; + € $ ) [ : ( A ; ) 2 - ( l  +E)$ O 2  3 = f[cX/,%+ (1 + 4 ) % 1  + e  Al&+ 2 // 

+ f ( t  +EA, ) (&) [ (  + ( y;:)2 + 2(4J, +@:)I - (1 +fJ,)(€i,)t - 

- 1(t +EA,)(1 + & I  +€ (i+,'+V VJl, 
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De la ecuacibn (34) se t iene que 

= -tk  Jl(kt) sin kz Jo (kt) COS kz. 2 

I 

= f tk  Jo (kt) Jl(kt) 

esta es la  soluci6n de 

integrando se t iene 

= - ftk' Jo (kt) J, (kt) sin(2kz) dz + F ( t ) ,  

cos(2kz) + F(t) . (36) 

t,, a p a r t i r  de &o' , ahora- hay que encontrar  F(t) 
O 

para que sean consistentes  con la  de bl, . 
De la  ecuacibn (33) 

io = f tk  [Jl(kt) sin'kz + J o ( k t )  cos kz 1 , 2 2  2 2 

= f tk  [Jl(kt) l (1  - COS 2kz) + Jo(kt) t(1 + COS Z k z ) ] ,  

= f t k  [Jl(kt) + Jo (kt) + (Jo (kt) - J1 (kt)) COS 2kz 3 

2 2  2 

2 2  2 2 2 
(37) 
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Diferenciando a la ecuacibn (36) con respecto  al  tiempo 

- !9 = ik  Jl(kt)Jo(kt)  cos  2kz + itk[kjl(kt)Jo(kt) + kJl(kt)~o(kt)]cos 2kz + 
f 
1" 
I 
3 .  

. 

-. 

= ik Jl(kt)Jo(kt)  cos  2kz + itk2[-J:(kt) + Jo(kt)  [Jo(kt) - J (kt)]]cos  2kz t . 
El 

1 
= ik Jl(kt) Jo (kt) COS 2kz + itk [ Jo (kt) - J1 (kt) 3 COS 2kz + F(t) - 2 2  2 

-ik Jl(kt)Jo(kt) COS 2kz, 

=: itk  [JO(kt) - Ji(kt)] cos  2kz + i(t). 2 2  

-m la  ecuaci6n  anterior  se  utiliz6  la  relaci6n de las  funciones  BeSSel* 

Z Jn,z + n Jn = Z Jn-l, 

Igualando  las  ecuaciones (37) y (38) encontramos 

F(t)  = . k2 I t Ji(kt)  dt + i k2 \ t Jo(kt)  dt , 2 

Fmpleando  las  relaciones  de  integracibn de funciones  Bessel 

I Z J1 2 dz = f z [J1 - JoJz] 2 2  

teniendo  finalmente : 

(*) ver  ref. 13. 

093038 

I 
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F(t) = kZt2 [2 Jt(kt) + Jz(kt) - J,(kt)  J2(kt)] 

De esta manera, la  soluci6n completa de 61, es: 

(39) 

(Z ,t) = f t k  Jl(kt) J, (kt) COS 2kz + g k t [ ZJl(kt) + J, (kt) - JoJ2] , 1 2 2  2 2 

Desglosando J,Jz, sabiendo que .ZJ2(z) = 2 J1(z) - Z Jo (z ) ,  obtenemos la 

¿$ en funcibn de J, y J1. 

80 (z ,t) = ( h k )  [J1 (kt) + J? (kt) ] + f t k  [ J1 (kt) J, (kt) 3 (cos 2kz - 1) , 2 2  

= (ttk) [J1(kt) + Jo (kt) ] - i t k  Jl(kt) J, (kt) sin kz. (40) 
2 2  2 2 

se t iene seme j antemnte 

que es la  ecuacibn diferencial para x, (z ,t) , la  cual t iene  la forma de 

la  ecuaci6n de onda no-homogenea*, 

Es razonable aplicar  la transformada de Fourier  con  respecto a z ,  y 

la  transformada de Laplace con  respecto a t. Sin embargo e s  d s  Gtil desa- 

r r o l l a r  una funci6n de GREEN G(z,t ;zo ,to) resolviendo  primero 

(*) ver refs. 11 y 14. 
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6 (t - to) , con las condiciones  siguientes 

Ahora aplicando las transformadas respectivas: Gf = transformada de 

Fourier de G; Ga = transformada  de Laplace de Gf. 

-Sta 

G f L  m s2 + k2c2 
- Q - -  

invirtiendo l a  transformada de Laplace 

s(t-to) = funci6n escal6n 

e invirtiendo l a  transformada de Fourier 

Se tratar5 a G como funci6n de zo y a t ,  z y to temporalmente como 

parhtros   f i jos .  Eligiendo k = -k en e l  integrando y quitando las primas, 

podemos reescribir I '  

= o  t <  t o  
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A l  analizar la  funci6n de  Green anterior: 

a) S i  z > zo y t continua a incrementarse desde t = to , la primer funci6n 
. - . - - . -. 

escal6n  contribuye : 

b) Si z < zo , entonces en e l  comienzo,  ambas funciones escal6n contribuyen 

y una cancela e l  otro,  en e l  tiempo t = to + (z,  - z)c-l, e l  segundo ter - 

mino desaparece. 

G = - IC S[t-to - (Zo-Z)C ] -1 

Ambas formulas se pueden reescribir como: 

( z <  2o;t > t) 

G = - IC S[t-to - fz-z.lc-'] (4 3) 

Ahora, como se conoce J0 , y y, se  obtiene de la  ecuaci6n 

( 9 'Uu ) ;u = O a primer  &den  en E , damos una soluci6n formal  en relaci6n 

con la funci6n de  Green  encontrada anteriormente de x, . 
t, -Icc &-+.a 

X,(z,t) = 1 dzo (8tT?, ) G(z , t ;zo , to )dto  (44) 
b -e 

~e la  ecuaci6n 
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Agrupando potencias de f. 

Uno puede demostrar, que l a  soluci6n de l a  #o encontrada anterior- 

mente satisface ' a l a  ecuaci6n (45). 

De esta manera, s i  proponemos que l a  soluci6n de se encuentra 

por  alguna funci6n de Green, hallaremos a y, por cuadraturas mediante 

l a  ecuaci6n (46). 

Haciendo un cambio de coordenadas apropiado*, esta funci6n de  Green 

viene a ser: 

GI =(to/?) ' F( 1 ; 1 ;l; -q) q = -  
(Z - D,)(z - D3) 

4 t o t  
'ry 

F = funci6n  hipergeonktrica 

Se ve claramente que q es ndxima cuando z = 1(D, + D4) [esto  se ob- 

tiene a l  derivar q respecto a z e  igualando  a O ]  

EI campo  en e l  punto , t) es 
evaluado por l a  integral de l a  
funci6n de Green (47) sobre l a  
regi6n de la  superficie  inicial a 
t=to entre  las  intersecciones de 

N 

D 3  Y D4' 

D3 

(*) ver refs. 15 y 7 .  

D4 
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Asi : 

Para dar la  soluci6n  completa de las variables de campo 8 , 9 y x 
comentamos que la  densidad f la  deducimos de la  ecuacibn [ pilM ) ;u= O 

con l a  condici6n  sobre las velocidades u‘ufi = - 1 ; 21’ % + u‘% = - 1 

( 4  

que nos queda: 

g o o (  41” ) + gzz ( uz)2 = 1 
2 

Proponemos  como soluci6n de la velocidades a: 

1 

= (cosh w) g2 
1 

S (ut = (sinh w ) g 2  ; g = gzz = e * ( $  - y )  
(48) 

ya que sustituyendo  en la  u‘ou = - 1 est& la cumplen, valiendonos de 

la  identidad t r i g o n d t r i c a   c o s h  w - sinh w = 1. 2 2 

Al desglosar ( ) ;u = O nos queda 
10) 

( P,UO t e +(f!#t e ) = o  90 - ** &-+o 

9 0  ,z 
N &“40 

y haciendo e l  cambio  de variable f’ = PI U’ t Q se obtiene final- 

mente : 
h, 

PI, + ( tgh w) ,z = O 

que es la  ecuaci6n  diferencial para , dunde w es alguna  funci6n de pe- 

so que se podra obtener  por  otros mktodos de la  ecuacibn ( v u;v./u v, = O 
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la  cual  produce  la  ecuaci6n  diferencial 

De esto  se  ve m& claro,  el  por  que  la  dificultad  de  obtener  solucio- 

nes  exactas de las  ecuaciones  de  movimiento  encontradas  inicialmente. 

En relatividad  general  no  lineal,  hay un efecto  acumulativo  respec- 

to a los  campos  de  materia,  ya  que  el  campo  gravitacional  producido  por 

las  fuentes,  reacciona  en  respaldo de las  fuentes  mismas  manifestandose por 

un cambio  en  la  descripcibn  de  la  geometría, y desde  luego  la dinhca vie- 

ne a ser miis complicada  que  si  trataramos  el  efecto  de un campo  escalar. 

Esta  complicacibn dinhica es  presentada  por  una forma complicada  del 

Hamiltoniano,  ya  que  es d s  que  cuadratico  en  coordenadas y momentos  gene- 

ralizados. 

Hay  que  aclarar, que el  hamiltoniano  total, sin meterle  perturbacio- 

nes s í  nos  reproduce  las  mismas  ecuaciones  de  movimiento  que  las dadas por 

la  densidad  lagrangiana,  por  medio de las  ecuaciones d? Euler-Lagrange. Ah0 

ra,  al  obtener  el  hamiltoniano  hasta un 6rden  de € , posiblemente  no nos 
reproduzca  ecuaciones  semejantes,  ya  que  se  pierde  la  claridad  de  quienes 

seran  los  momentos  conjugados a las  variables  de  campo. 

- 

De esta  manera H = H, + HI que  viene  dados  por: 

De la  dependencia  del  tiempo  en  el  hamiltoniano, hay el  efecto  de  mez- 

cla  de  frecuencias  positivas y negativas* y creacibn  de  partículas. 

(*) ver  ref. 1. 
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V. - COMENTARIOS  FINALES. 
- -  _- " 

Como se  observa en est6  trabajo y munchos  otros,  el  formalismo AD4 

empleado  en  relatividad  general,  es  una  herramienta  formal  que  nos  lleva 

a equivalencias  con  las  ecuaciones  de  movimiento  para  sistemas  de  campos 

continuos,  con  las  dadas  directamente  con  las  ecuaciones de Einstein. 

En el  caso  que  nos  ocupa,  el  paralelismo c m  Lapedes  refuerza lo di- 

cho  anteriormente. 

'La manera  en  que  se  encuentra  la  densidad  lagrangiana de materia  em- 

pleando  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  parciales,  es muy diferen- 

te  al  &todo  usual  empleado  para  otros  sistemas  dinhicos.  Esta  es una 

variante  del AIM, que  tínicamente  lo  encontr6  en  las  citas  por Ryan M. P. * 

Las  ecuaciones  d.p.  para  las  variables  de  campo son muy difíciles  de 

resolver  dado  que  existe  acopiamiento  de  todas  las  variables  independien- 

tes y ninguna  se  puede  obtener  como  solucibn  exacta  analíticamente. Como 

se  nota  en  la  parte  de  las  condiciones  sobre  las  velocidades uUu&= - 1 , no 
empleamos  un dtodo. analitico  formal, sino ~610 por  intuicibn y la  fami- 

liarizacibn  con  las  identidades  trigonomktricas. ' 

Posiblemente  la  dificultad  estrib6  en  la  dependencia  de  las  variables 

de campo  respecto  de  la  posicibn z y del  tiempo. Uno cuando  utiliza  las 

perturbaciones  para  las  variables de campo,  esperamos  encontrar  soluciones 

analíticas  como  las  referidas a to y qo , y asi  observar  su  comportamien 

to,  que  es muy parecido a que  si  no  existieran  campos  de  materia,  por  la 

manera  en  que  aparecen  las  ecuaciones  de  movimiento  para  dichas  variables 

de  campo.  Las deds variables #, , p, y x, , son  al  parecer  cuando  ya 
entra  la  interacci6n de los  campos  de  materia. 

(*) ver  refs. 8 y 9. 
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VI. - APENDICE. 

En este ap6ndice obtendremos las  ecuaciones de Einstein por &todos 
__ ” 

directos y las  compararemos con las ecuaciones  obtenidas por e l  formalis- 

mo m, de nuestra d t r i c a  y l a  Tuv dada, con Tuv = g T q  Ud 

“x” = (-(4)g)i Tuv. 

1. - Ecuaciones de Einstein que nos  reproducen ecuaciones de  movimiento 

dadas en e l  cuerpo de este  trabajo. 

Como las ecuaciones de Einstein con materia cumplen 

y e l  elemento 

G’ = 8TT Tuv = 8 IT 
V 

= - A d t  2 

de linea  es dado por 

-l -l 

+ B dx‘ + C dY‘ + D dZ2. 

n 

 con^=^ =e-($  -ct/ ; B = Ac‘exp(-+) ; c = exp(v). 

aqui emplearemos l a  notaci6n  particular: 3 = x ; 2, =- - 0, =- a2 ’ ay 
a a a 

a 
93 ‘ax y donde x= x (z , t) . 

Empleando las ecuaciones de Einstein obtenidas de  una d t r i c a  dia- 

gonal en su forma general, según Dingle*,  las componentes  no nulas son: 

(*) ver ref .  2. 
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obteniendo 

Para l a  componente G3: 3 

obteniendo 
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asi ( i " f ) = - S S  (d',+T;). 

y empleando la  forma funcional de cada componente  de Tuv obtenemos 

adem6s  de la  condicidn  sobre las velocidades + U'& = - 1 f inal-  

mente se obtiene 

que no es otra  cosa que l a  ecuacibn (M ) obtenida  por e l  formalismo 

AIM a partir de nuestra  densidad  lagrangiana. 

Cuando hacemos e l  arreglo G,O + G1 1 2 3  + GZ - G obtenemos 3 

= >* \-$y'-+$ +?'- \ = 8 r A  e 4 4-8 
(x.7: +Sr: -5r; 1. 

8ai;'(pxOq+7: + 72r-q:) = A Y A  -Af ' i '  + 8" - 7 . I / - i  * '  

que no es o t ra   cosa  que la  ecuaci6n ( # ) dada por e l  formalismo m. 
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Trabajando e l  t6rmino - 8 D (k4: ) obtenemos 

y sustituyendol6, obtenemos l a  ecuaci6n ( 8 ) dada en e l  cuerpo de este 

traba j o. 

Por otro lado: 
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Trabajando  el  t6rmino  siguiente 
" - 

y sustituyendo16 en la  ecuacibn  anterior,  se  obtiene  la  ecuacibn ( ) - 
encontrada  por  medio  del  formalismo ADM. 

De la  ecuacibn (3) se  tiene 

con 7; = O,  no  es  otra  cosa  que  la  ecuacibn ( ) dada por  medio  del 

formalismo ADM. 
De esta  manera  se  observa  la  equivalencia  de  nuestras  ecuaciones 

para un modelo  de  simetria  plana, con las que se  obtienen  al  resolver 

las  ecuaciones de Einstein  por  distintos  formalismos. 

\ 
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