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Capitulo 1

Introduccion

Un agujero negro se forma cuando un cuerpo masivo colapsa por efecto de la gravedad a un
tamafno menor que el llamado radio gravitacional de Schwarzschild, haciendo que la velocidad de
escape de un objeto, aquella necesaria para no caer de regreso después de haber sido lanzado, sea
igual ala velocidad de la luz. Sin embargo, de acuerdo a la teoria de la relatividad, nada puede viajar
mads rdpido que la luz por lo que, cualquier objeto dentro de una regién limitada por el denominado
horizonte del agujero negro no podra dejar tal region. Atin mas, tal agujero negro arrastra hacia
adentro la luz misma y la materia que lo rodea.

Un agujero negro no es visible a simple vista pues literalmente no produce ni refleja la luz.
Se logra identificar un agujero negro en el espacio cuando se encuentran estrellas cuyo compor-
tamiento es afectado por fuerzas gravitacionales muy intensas. Los agujeros negros surgen, por
ejemplo, como el estado final de una estrella suficientemente masiva.

Desde su determinacion por K. Schwarzschild en 1916 la solucion esféricamente simétrica a las
ecuaciones de Einstein ha sido un paradigma de los sistemas gravitacionales relativistas. Por un lado
la presencia de un horizonte que le da la caracteristica de agujero negro y por otro la singularidad
interior mds alld de la cual la dindmica no puede extenderse, han motivado desarrollos importantes.

El horizonte del agujero negro de Schwarzschild divide el espacio tiempo en una regién inte-
rior y otra exterior. La primera contiene la singularidad mencionada antes. También, esta region
admite una descripcién en términos de una métrica homogénea pero anisétropa conocida co-
mo de Kantowski-Sachs. El andlisis hamiltoniano de esta region contiene informacién importante
de la singularidad. Su interpretacion geométrica es crucial para entender varios aspectos al respecto.

El presente proyecto incluye la descripcion clasica dada antes del agujero negro de Schwarzs-
child asi como la correspondiente a una modificacién de la misma, que denominamos modelo
efectivo, el cual surge como una aproximacion en la llamada gravedad cuéntica por lazos. En este
ultimo caso se sabe que se remueve la singularidad cldsica para dar lugar a un nuevo horizonte de
eventos que, segln las ecuaciones asi como sus respectivas soluciones, pertenecen a un agujero
blanco.

Al pasar del exterior al interior del agujero negro, las coordenadas de espacio y tiempo se intercam-
bian. La aparente singularidad debido al horizonte de eventos se resuelve usando coordenadas de
Kruskal. Sin embargo, la singularidad en el origen es una singularidad esencial de la teorfa cldsica,
conforme a los teoremas de Penrose y Hawking.



Capitulo 2

La solucion de Hagihara para el modelo de
Schwarzschild

La linea geodésica se define como la linea de minima longitud que une dos puntos en una
superficie dada, y estd contenida en esta superficie. Las geodésicas de una superficie son las lineas
cuya forma es la mds recta posible, es decir, aquellas lineas que presentan una menor curvatura
fijado un punto y una direccion dada sobre dicha superficie.

En general podemos hablar de geodésicas en espacios curvos de dimension superior llamados
Variedades Riemannianas en donde, si el espacio contiene una métrica natural, entonces las geo-
désicas son (localmente) la distancia mds corta entre dos puntos en el espacio.

En esta seccion definimos las funciones de Weierstrass tomadas de [17]] las cuales son utilizadas
en [[18] para hacer el andlisis de las trayectorias en el interior del agujero negro de Schwarzschild
en la geometria cldsica, para luego compararlas con las ecuaciones de las geodésicas en variables
tipo Ashtekar-Barbero de [1]] y verificar que tenemos, en ambos casos, las mismas trayectorias.

2.1. Funciones de Weierstrass

El término general Funciones de Weierstrass se usa para denotar una funcion eliptica especial
construida de la manera mds simple posible junto con dos funciones no elipticas asociadas. Por lo
tanto, antes de definir cualquiera de estos debe explicarse el concepto de funciones elipticas. En
pocas palabras, son el andlogo de las funciones trigonométricas con dos periodos en lugar de uno.

Definicion 2.1.1 a) Se dice que una funcion es meromorfa en un abierto Q de C si f es holomorfa
en Q) excepto quizds en un conjunto aislado de singularidades, en cada una de las cuales f tiene
un polo.

b) Sea f meromorfa en Cy ¢ una constante. Si f(z + ¢) = f(z) para toda z € C, entonces c es un
periodo de 'y f se denomina periddico.

c) Una funcion meromorfa f es eliptica (6 doblemente periédica) si su conjunto de todos los
periodos estd dado por {2mw + 2nw’|m,n € Z} con periodos 2w, 2«’, donde % ¢ R.

El sistema de todas las funciones elipticas con periodos 2w, 2w’ estd denotado por K(2w,2w’).
Las constantes w y w’ también son llamados semiperiodos.
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En los siguientes capitulos necesitaremos algunos conceptos bésicos sobre las funciones elip-
ticas para poder entender con mayor facilidad el analisis presentado en la tesis. Se omitirdn las
demostraciones, ya que se pueden encontrar en muchos libros sobre el tema.

Teorema 2.1.1 Sea f una funcion eliptica. Entonces:
1. Si f no tiene polos, entonces f es una constante.

2. f posee un niimero finito de polos en cada paralelogramo de periodo {zp + 2t)w + 26w’|0 <
t1,tp < 1}, donde zo € Cy w y &' son los semiperiodos.

3. Para una f no constante, la suma de todos los residuos en el periodo del paralelogramo es
cero.

El periodo del paralelogramo {2f;w + 2t,w’|0 < t1,#; < 1} es llamado fundamental.
El conjunto de todas las funciones elipticas con semiperiodos (w,w’) es un campo con respecto a
la suma y multiplicacion de funciones, que también contiene todas las derivadas de sus elementos.
En particular, si f es una funcion eliptica con semiperiodos (w, w’) entonces R(f), donde R es una
funcién racional, también es una funcién eliptica con los mismos medios periodos (w, w”).
Existen dos enfoques de la teoria de las funciones elipticas que se remontan a Weierstrass y
Jacobi. En la teorfa de funciones elipticas de Jacobi se elige comenzar por una funcién doblemente
periddica con dos polos simples. Esta es la teoria mds conocida de las funciones elipticas, en
términos de las cuales se expresa la soluciéon de muchos problemas integrables. En el enfoque de
Weierstrass se comienza con una funcién eliptica con un polo doble en el origen. Esta teoria es
menos familiar, pero algunos autores la han usado con éxito en la solucion de geometrias espacio-
tiempo Schwarzchild (Hagihara [18]) o en geometrias mds generales como Reissner—Nordstrom.

Funcion ¢ de Weierstrass

Del Teorema se deduce que la funcion eliptica no constante mas simple tiene dos polos
simples con residuos 1 y —1 o un polo doble con residuo 0. La funcioén eliptica p de Weierstrass
maneja esta tltima posibilidad.

Definicion 2.1.2 La funcion ¢ de Weierstass estd definida por

sO(Z)=Zl2+ S () @.1)

— .32
mnez (nym)#0 (Z an) Znm
donde 7, = 2nw + 2mw’ con los dos semiperiodos w y '.

La funcién eliptica ¢ de Weierstrass tiene algunas propiedades ttiles que también se necesitan con
frecuencia para resolver ecuaciones geodésicas, como

1. Tomando en cuenta la multiplicidad, ¢ toma cada valor en el paralelogramo de periodo
exactamente dos veces.

2. Si p(u) = p(v) parau,v € C entonces u — v o u + v es un periodo de .

11



3. Por lo tanto, ¢(v) tiene multiplicidad 2 si y s6lo si 2v es un periodo de g. Por lo tanto, en
el paralelogramo del periodo fundamental, los puntos de multiplicidad 2 sonv = 0, v = w,
v=uo'yv=w+w'

4. Los cero de g’ estan dados por e3 = p(w), €2 = p(w + W)y e = P(W).

Una caracteristica importante de g es que resuelve una ecuacion diferencial importante para esta
tesis.

Teorema 2.1.2 La funcion eliptica ¢ de Weierstrass resuelve la ecuacion diferencial

(9'()* = 4pw)’ = g29(u) - g3 (2.2)
donde los invariantes g», g3 estan dados por
1 1
22260 > o g=140 Y 2.3)
mnez (nym)#0 Zmn mnez (nym)#0 Zmn

Algunas veces, los invariantes g, g3 se mencionan explicitamente en el argumento de la funcion
0, es decir, p(z) = p(z; g2, 83), si no estd claro a qué periodos o invariantes corresponde la funcién
9. Hay que tener en cuenta que los invariantes g», g3 estdn conectados a los ceros eq, e, ez de ¢’
(los cuales son ceros del polinomio 4y> — gy — g3) por

el +eytez= 0
—4(ere + exez + e3e) = & (2.4)
dejeres = g3

La conexién entre los ceros de ¢’ y los periodos 2w, 2w’ de ¢ (y ¢”) es aiin mds pronunciado. Los
periodos 2w, 2w’ pueden calcularse mediante

(2.5)

/ 0 dz , / el dz

w = , w' =

es V473 — gz - g3 —o 473 — g2 - g3
En esta tesis, la funcién ¢ de Weierstrass se utiliza para obtener los resultados en la subseccion 3.3,
donde se sigui6 el andlisis de [14]

Funciones { y o de Weierstrass

La funcién ¢ de Weierstrass se define por
$i@=-p@,  lm(2-1)=0

lo que implica
Z

I o,
5(z)—;=—/0 o) = —de

(la integracion se realiza a lo largo de una curva arbitraria continua y diferenciable por partes de 0
a z en el paralelogramo del periodo fundamental)

e

m,neZ (nm)#0

12



A partir de esta expresion es evidente que ¢ es una funcién meromorfa con polos simples z,;,.
Adicionalmente, ¢ es una funcién impar, es decir, {(—z) = —{(z). La condicién d%g’ (z) = —p(z) da

d
(£l +20) = L) = Pl +2) = () = 0

Por lo tanto, {(u + 2w) — {(u) = 2n es constante. Andlogamente se define la constante 2’ =
{(u+2w’) — £(u). Estas constantes también se conocen como los periodos de segundo tipo. Existe
una relacion simple entre los medios periodos w, w’ y los periodos de segundo tipo, conocida como
la relacion de Legendre,

1
Eﬂi =w'n+own (2.6)
Finalmente, la funcion o de Weierstrass esta definida como
d o’(2)
_ 1 = =
PR o(2) o) {(2)
tim & _ 2.7)
=0 Z

2.2. El principio variacional en Relatividad General

En la teoria clésica de la Relatividad General, se considera una métrica en el espacio-tiempo
de coordenadas x,, @ = 1,2,3,4
ds® = gaﬁxaxﬁ (2.8)

con signatura (—, +, +, +).
En el método del Lagrangiano, consideramos la energia cinética definida por la métrica

1 x¥ xP

28 4o do

Las trayectorias en el espacio-tiempo vienen dadas por el principio extremal

2

ds
s | Zdo =0,
/da"

sobre todas la trayectorias que unen los puntos extremos 1y 2, sujeto a la condicion de extremos
fijos. Aplicando este principio de obtiene la ecuacion de las curvas geodésicas
d*x” LT dx® dxP
ds? @B ds ds

=0, 2.9

siendo Fg 5 los simbolos de Christoftel.

Como es bien conocido, debido a que el integrando es una funciéon homogénea de grado uno en
las velocidades, este principio variacional es independiente bajo reparametrizaciones oo = (1) que
preserven la orientacién. Esto da como consecuencia que al efectuar la transformacion de Legendre
se obtenga la restriccion Hamiltoniana

H(x“%,p*) =0. (2.10)

13



Debido a ello, Hagihara [ 18] propone sustituir el principio variacional (2.8]), escrito de manera

sucinta como
o) / ds =0,

5/Ta’o':0,

De manera mds precisa, tenemos el siguiente resultado.

5/ds:0,

ds® = Sapdxadxp,

5/Td0':0,

1 dx,dxg
T=-8gup———
2 do do
con una condicion adicional que, después de determinar x;, como funciones de o al tratar el
iltimo principio variacional sin ninguna restriccion, debemos determinar una C* constante por la

relacion

por el principio
Lema 2.2.1 El principio variacional

es equivalente a

donde

1,234

a’xa d)Cﬁ 2
wps——=C 2.11
Z & ﬁdO’ do ( )
a,p

como funcion de las constantes de integracion, entonces el parametro o y el parametro s estan

relacionado mediante
s =Co. (2.12)

2.3. La teoria de Hamilton-Jacobi

La solucién de las ecuaciones geodésicas (2.9), en general no se puede determinar en forma
cerrada. El método de Hamilton—Jacobi permite obtener de forma implicita las soluciones. Si es
posible despejar para las variables de posicion y momento, o de posicién y velocidad, entonces
tendriamos la solucion explicita.

La funcién de Hamilton H = T = L es una funcién conocida de p’s, ¢’s y t,

H = H(q1,92, ..., Gn: P1, P2, - Pu3 1), (2.13)
0 como escribiremos frecuentemente,

H = H(q: p;1). (2.14)

14



La ecuacion de Hamilton—Jacobi (HJ en lo sucesivo), parte de sustituir los momentos p, por (?TS,

donde S se conoce como la funcion principal de Jacobi. Igualamos una vez hecha esta sustitucion

a %—f = —H, obteniendo asi una ecuacion diferencial parcial de primer orden dada por S,
oS oS 0S§ oS
R A T 2.15
o7 41,925 -+ qn 9ar 90y Ban (2.15)
0, concisamente 5 5
S S
_+H( ;—;;):0. 2.16
5 q Py (2.16)

Esta es la ecuacion diferencial de Hamilton—Jacobi. Es una ecuacidn diferencial parcial no lineal de
primer orden. La funcién principal, expresada en términos de ¢’s y ¢ y de n pardmetros arbitrarios
a, se conoce como una integral completa.

Aparentemente s6lo hemos cambiado el problema de resolver las ecuaciones de movimiento
por un problema més complejo de resolver una ecuacion diferencial parcial. Sin embargo, la razén
de introducirla se resume en el siguiente teorema

Teorema 2.3.1 (Hamilton—Jacobi) Si

S = 8(q1,q2, s qn3 @1, @2, ..., A5 1), (2.17)
o brevemente,
S =8(q; a3 1), (2.18)
es una integral completa de la ecuacion diferencial parcial de Hamilton—Jacobi
oS oS
—+H( ;—;t):O, 2.19
ar M\ g, (2.19)

entonces las integrales de las ecuaciones de movimiento de Hamilton estan dadas por las ecuaciones

0S

(g,a,t) = =P, r=12,...n, (2.20)
oay
oS

(g,a,t) = py, r=12..n, (2.21)
0qr

donde las 3's son n nuevas constantes arbitrarias.

Bajo la condicion

det‘ ‘;&0

9%
0qoa
usando el teorema de la funcién implicita, es posible despejar de la primera ecuacién a
g = q(a,B,1) y al sustiuir en lado izquierdo de (2.21]) obtenemos

a8
dq,

(Q(a,ﬁ, t), Q’, t) = pr

es decir obtenemos p = p(«, B,1).
Asi el problema queda reducido a encontrar una integral completa de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi.
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2.4. Solucion de HJ para la métrica de Schwarzschild

Del lema , podemos elegir C? = 1, si estamos interesados en trayectorias de particulas
masivas o C = 0, para las trayectorias de los rayos de luz. Si formamos las caracteristicas de la
ecuacion diferencial parcial de Hamilton-Jacobi de nuestro problema, esas caracteristicas pueden
transformarse en ecuaciones para las trayectorias relativistas de una particula en el tratamiento
clasico del problema.

Consideremos la métrica de Schwarzschild expresada en coordenadas esféricas (r, 6, ¢),

1
ds® = ¢? (1 - g) dr® - l—aalr2 — r2dg® — r? sen’(p) d6* (2.22)
r

donde @ = 2m, siendo m la masa central, define el radio de Schwarzchild (horizonte) y llamamos
dQ = d6? + sen’ Od¢? al elemento del dngulo sélido en coordenadas esféricas, que originalmente
estd definido para el exterior del agujero negro r > a.

Remarcas importantes En la revision del articulo original de Hagihara [[18]] encontramos varios
errores, algunos de los cuales son simples errores tipogaficos, como se pudo constatar realizando los
desarrollos completos, que no se presentan en la tesis pero que se indica el procedimiento; otros son
errores importantes tales como un factor 1/2 en la férmula para la coordenada cof + 33 en [18, pag.
89, ecuacion (65)], o en la solucién analitica particular denominada por él V.a [18, p.124-125],
correspondiente al valor de sus pardmetros A = 1/3, 4 = 8/9, de modo que la solucién que ahf se
consigna estd errada.

No encontramos ninguna referencia que aluda a estos errores a pesar que es citada por varios
autores. Inclusive en el compendio del mismo autor [19, Cap.2, §2.15-2.19] no se corrigen estos
errores.

Por esta razén y para que el lector pueda comparar y usar las férmulas correctas, en esta seccion
seguiremos usando las mismas covenciones del autor, como sigue:

» La signatura de la métrica es (+,—,—,—). Por lo tanto las trayectorias de particulas masivas
parametrizadas por el tiempo propio corresponden a la eleccion de la constante K = 1/2 o
C = 1 en el enunciado del Lema en [|18, pag. 75]. Esta convencion no modifica el principio
variacional, asi que las trayectorias geodésicas son las mismas que si se usa la convencion
(=4, +,+).

» La notacién para las coordenadas esféricas usadas por Hagihara son (r, 6, ¢), donde 6 denota
la longitud medida a partir del eje x y ¢ representa la colatitud o dngulo polar medido a partir
del eje z tal y como se muestra en la Figura 2.1]

= En lo sucesivo usaremos unidades de tiempo en las que ¢ = 1.

16



et e e
/9 R /Z"’ P
/ d \\\'

X X

Figura 2.1: Convencion de las coordenadas esféricas usada por Hagihara (izquierda) y la notacion
usual en matematicas (derecha).

La construccion de la ecuacion de Hamilton—Jacobi parte del Lagrangiano asociado a la energia
cinética de la métrica

1 a 1 1 1 .
L:—(l——)iz——'z——2'2—— 2(p) 67 2.23
Las ecuaciones para las geodésicas se obienen mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange
d (GL) oL d (GL) oL
do\oi) — 8t do\dr) — or
d (GL) oL d (6L) oL
do\o¢ B 0g do\ge) ~— 96
y de acuerdo al Lema si después de haber obtenido las soluciones se fija la constante
)\ [ dt\?2 1 dr\? dp\? do\2
) () g (e - ) -
( r/ \do (1-2)\do "do sen”() do
entonces o = Cs. De la definicion de la métrica (2.22)), en este caso
ds
— =C?
do
en particular, si C = 1 el pardmetro o = s.
El Hamiltoniano se obtiene efectuando la transformada de Legendre,
oL ( | a) ; oL 1
= — = —_ — s = - = — r
Pr="5; r Pr="o¢ (1-9)
5L SL g (2.24)
2 2 con2() f
=— = —r?y, =— = -—r-sen 0
Pe =55 ¢ Po=—z (¢)
obteniendo asi el Hamiltoniano
2 2 2
P; 1 ( @ ) 2 Pe Py
H= ———--(1-— -— 2.25
2(1-2) 20U T F )T 20 T seni(y) (2.25)
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Consideremos tan solo por el momento las ecuaciones de las geodésicas, para las variables angulares
®, 6, parametrizadas por un pardmetro arbitrario o,

de _ OH _ Py 49 _ OH _ ___ pe
do ~ dp,  r?’ do ~ Opy  rlsen?
Py p (¥) (2.26)
dpp,  O0H cosgp , dpg ~  OH _ 0
do  d¢ sen3(g0)p9' do 060
de donde se sigue qud| pg = —hy es una integral primera que al sustituir en el sistema para las

variables (¢, p,) se verifica que ¢ = 7, p, = 0 es una solucion. Esta familia de soluciones son
geodésicas contenidas en el plano ecuatorial (ver Figura[2.1)).

Procedamos a construir la solucion general de las geodésicas. En el método de Hamilton la
ecuacion de Hamilton—Jacobi

(2.27)

siendo /& una constante asociada al valor constante del Hamiltoniano como consecuencia de la
invariancia respecto de la variable temporal.
Sustituyendo la expresion para los momentos

ow ow ow ow

o L= = —, = —, 2.28
5 P Po =500 Pe= 5 (2.28)

Pt = or o

se obtiene la ecuacion de Hamilton—Jacobi para nuestro problema,

oW 1 (0W)2_(1 a)(aw)z 1(6W)2 1 (8W)2:0 (2.29)

—_— + —_— JE— —_— —_—— —_
do  (1-92)\ at r)\ or r2\de r2sen?(p)\ 00

La ecuacién diferencial parcial de Hamilton-Jacobi puede integrarse mediante el método de
separacion de las variables. Para aplicar el Teorema notemos que o, el pardmetro arbitrario,
hace las veces de la variable temporal y dado que la métrica no depende explicitamente de o, por
lo que se puede proponer el ansatz,

W = —Ko + Vi(t) + Va(r) + Va(e) + Va(6). (2.30)

Observe que al sustituir en (2.27)) se obtiene que K es la integral del Hamiltoniano. Cuando fijamos
este valor a K = 1/2 equivale a tomar C = 1 con lo cual

S Iy VA TR

2(1 — ‘r—’) dt 2 r/\ dr
1 /dVz\2 1 dVy\2
__( 3) _ ( V4) -0 2.31)
2r2 d(p 272 sin2 ") de

Denotamos la integal primera de momento angular con el signo menos para ser consistentes con la notacién mas
adelante.
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y separando variables se obtiene

1 dvizz 1 de
72 _K+M(E) _5( } 2
2 h
- %(ij‘:) 2 sin? ¢(dV4 ?1 (2.32)
sen (,o{h2 dV3)2} = 1 (2.33)
(G 2o S0 E 0-2) - e

donde hy, hy, h3 son las constantes de separacion de variables. Integrando obtenemos?

/h3 dt = hst,

o) h? h
V, = / o ——2+ﬁ—K di",

V; = 1 /hz
3 / sen2

V4 h2 df = —hy0

Vi

W o

donde se ha elegido el signo (—) al sacar la raiz en la igualdad (dv4) = h%
Las constantes de separacion de variables tienen la siguiente interpretacion: sustituyendo Vi, V4
en W en (2.28) se tiene para los momentos conjugados a ¢y 8 que

ow dV3
_ =95 2.35
Pr o dr 3 ( )

ow  dV,
— s 2.36
Po 39 - a0 2 (2.36)

y usando (2.24])
(1 - g) f=hy  rPsen®(¢)6 = hn, (2.37)
r

por lo que h3 se identifica con la energia relativista de la particula por unidad de masa y h; la
componente z del momento angular por unidad de masa. Usando la igualdad (2.33)), se obtiene

1 2 2 1 2

h? = p2 + =ps+
=P senz(go)pg Pe

sen2(yp) 2

de modo que h% se puede interpretar como el cuadrado del vector de momento angular.

2Kl original tiene un par de errores tipograficos en las expresiones para V, y V3. Aqui escribimos las expresiones
corregidas.
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Siguiendo el método de Jacobi (Teorema 2.3.1), el primer sistema de ecuaciones(2.20) toma la
forma,

ow

K Bo

ow

a7 i» | = 1529 5
on Bi, 1 3

donde K, h; toman el papel de @,. Después de un proceso laborioso, las integrales se reducen a[?:
dr

VR(r)

—Po=0+

h]di’ h]
ﬁl = - + d(p,
PVRE) ) Volp) .
5 / hade p '
2=— [ —/——F——0,
sen? o/D(g)
hgrdr
pm [,
(r —a)y/R(r)
donde
2 2aK h% “h%
R(r) = (h3-2K)+ -+ —, (2.39)
r r2 3
h2
D(g) = hi-——. (2.40)
sen” ¢
Ahora hacemos el cambio de variable o
U= — (2.41)
r
de donde
hidr @?du
VR  2\U@)
con S
a“(h; - 2K 2K a?
U(u) = (32 )+ ;yu—u2+u2.
h h
Luego, el problema se reduce a resolver las siguiente ecuaciones diferenciales ordinarias
hdo du
a? u?\lU (u)’
hdy du
Vo) VU > 4
o de (2.42)
sen? ¢ \[D(g)
a?h du

dt =

hy (1- u)uzm.

3La ecuacion para B3 tiene un error en el original, aqui de la expresidn correcta
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El principal problema es resolver la segunda de las ecuaciones en (2.42)). Para ello introducimos
la variable y por la relacion (ver Figura[2.2),

cosp =senlseny, (2.43)

donde 1, es el dngulo de inclinacion de la 6rbita, se relaciona con las constantes de integracion
como

hy

cosl =—

h
el cual es védlido si 41 # 0y en este caso ¥ es el argumento de latitud. Vamos a usar iy como variable
independiente para parametrizar el resto de las variables. Es claro que para geodésicas radiales serd
necesario usar otra parametrizacion conveniente. El movimiento ocurre siempre en el plano de la
orbita que tiene inclinacién I respecto de la ecliptica y la intersecta en un punto de longitud S3,. La
Oribta se representa por la variacion de r respecto de .

Figura 2.2: La linea horizontal representa el plano de la ecliptica y el plano inclinado es el plano
de la dribita. El dngulo ¢ se mide a partir de la linea de nodos, que es la linea de interseccion del
plano de la ecliptica y el plano de la 6rbita. La variable ¢ es la colatitud. La identidad se
sigue de propiedades elementales de triangulos esféricos.

Efectuando el cambio de variable se encuentra que

d(p_d_g[/

Vo) M

la segunda ecuacion en (2.42) se vuelve separable

du
VU(u)

Recordemos que el pardmetro o se puede escribir en términos de la longitud de arco s, de
acuerdo al Lema Por lo tanto, si elegimos K = % podemos hacer o = s que de hecho coincide
con el tiempo propio, que usualmente se representar por la letra 7, sin embargo, mantendremos la
notacion adoptada en esta seccion.

= dy. (2.44)
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Finalmente, las ecuaciones se pueden reducir a la integracion de las siguientes ecuaciones

h] du

—ds = —, (2.45)
a? u?+A/U(u)
h]Co du
dt = , (2.46)
a’hs (1 — w)uc\JU(u)
d
dy = 2 (2.47)
VU(u)
(2.48)
donde S
a? a“(h; = 1)
Uw =’ - ® + —u+ ——", 2.49
(u) 2 2 (2.49)
Integracion de la ecuacion en u
De las identidades que deben satisfacer las raices u;, i = 1,2,3 de la ctbica (2.49)),

2

up+uy +uz =1, urusz + uszu + Uiy = ﬁ

1
(2.50)

_ az(h§ -1)

ujuruz = —T

1

el siguiente cambio de variable tiene como propdsito eliminar el término cuadrético y llevar la
cubica a su forma normal,

1 1 }
x:u—g, ei:ui—g’ i=1273) (2.51)

entonces la ecuacion (2.44)) toma la forma
3 dx
V(x —e)(x — e2)(x — e3)

Introducimos la funcién ¢ de Weierstrass con los semiperiodos dobles w y «’. donde ¢, = ey,
plw+ ') =ey, 9, =e3ye +e+e3 =0. Entonces (2.52) se integra con las constantes de
integracion en (2.38)), en las que K = %, obtenemos

dy (2.52)

x=g (lﬁ ‘;,31)
con
uzp(¢;ﬁ)+% (2.53)
y por lo tanto
r=— 2 (2.54)
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Integracion de las ecuaciones para s y ¢

Para expresar la solucion de las variables s y ¢ es necesario introducir unas constantes y, z, cuya
eleccion se justifica mds adelante, que satisfagan las siguientes relaciones

1 2
P(y) = -3 9(z) = 3 (2.55)

Las derivadas de las funciones de Weierstrass en estos valores de y, z estdn relacionados con
las constantes de integracion como sigue:

) 4a*(h - 1)

PN = (2.56)
1

. 4a*h3

p'(2)” = PR (2.57)

1

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) se integran con ayuda de ciertas relaciones funcionales entre las
funciones ¢ y oy las derivadas de la funcién p de Weierstrasg®. El procedimento es laborioso y se
hace uso de ciertas propiedades de las funciones ¢, o. Especificamente las identidades (57), (58),
(62) y descomposicion en fracciones parciales de las igualdades (55) y (56) en la referencia [18].
Las soluciones son:

o= (55 )5 ) - e

2a 92(y) 2 2
o AT (2.58)
sl gUE }:; W+ B

hy _ 1 )
202 A5G (wwl)“z)—log Z)
o y 7/ 2.59
+ ,i W +BL(y) - logu (1_ 50/2@)) (2.59)
70) o[ )V RO
1 Y+ Y+ B
9°0) {5( 2 1”)*5( 7 y)+(W+,6’1)@(y)}

La solucién completa parametrizada por
Las expresiones para el radio r, la longitud 6 y la latitud ¢ en términos de la variable indepen-
diente  se pueden obtener como sigue

r=—,
u

4En el orignal [18, pag. 89, ecuacién (65)] existe un factor 1/2 faltante, en el lado izquierdo de la igualdad para
t + B3, proveniente del uso de la variable (¢ + 1)/2 como argumento de las funciones de Weierstrass ademds de
multiplicar por un signo menos todo el lado derecho de la misma igualdad. Aqui presentamos la expresion corregida
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donde u se expresa en funcion de ¥ mediante (2.53)). Para las coordenadas 6, ¢ usamos

tan(6 + B,) = tany cosl, (2.60)
cosgp = senlseny, (2.61)

Recordemos que el pardmetro / estd relacionado por el cociente de las integrales primeras A, iy
mediante:
=
cosl = —.
h

Existen dos casos simples en los que es posible despejar la variable ¢ de manera explicita:

a) Si escogemos i = hy, es decir, cos I = 1, entonces tan(6 + ;) = tany, de donde podemos
despejar ¢ de (2.60) como
Y =0+p

por lo tanto i es la latitud y las 6rbitas son ecuatoriales.

b) Si escogemos hy = 0, es decir cos I = 0, luego sen = 1, y podemos despejar ¢ ahora de

(2.61) como

Vs

o= 5-¢ (2.62)
con lo que ¢ coincide con la latitud (elevaciéon desde el ecuador) de una 6rbita polar y
podemos elegir # = 0 como el plano meridional.

Usaremos esta simplificacion para mostrar algunas soluciones de interés en la siguiente seccion.
Las 6rbitas que se obtengan se podrdn entonces interpretar como Orbitas ecuatoriales o bien como
orbitas polares, dependiendo de la eleccién de hy = hy 0 hy = 0. De hecho cualquier eleccion de hy
es posible y la érbita estard contenida en el plano de la érbita que hace un dngulo 7 respecto de la
ecliptica. Todas estas soluciones son fisicamente indistinguibles bajo una rotacién de coordenadas.

2.5. Clasificacion de las trayectorias

Debido a que la ctibica U(u) en (2.49), aparece en las ecuaciones (2.45)), (2.46), (2.47) dentro
de la raiz cuadrada, el signo de U(u) debe ser no negativo. Como los coeficientes de la ctibica
son reales habrd al menos una raiz real. La localizacion de las raices que denotamos por uy, u,
u3 determina las regiones accesibles donde U(h) > 0. Este andlisis se simplifica en términos de la
variables x definida como

1
=y— - 2.63
X=u 3 ( )

Esta traslacion permite eliminar el término cuadrético, transformando el polinomio U(u) a la forma
candnica
X(x) =4x> — gox — g3 = 4(x — e1)(x — e2)(x — &3). (2.64)

Es conveniente introducir los parametros A, u relacionados con g», g3 por

1 2 2
82:4(5—/1), g3=4(—+—/1—/l,u).
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Estos nuevos pardmetros se relacionan con las constantes de integracion por
_ _ 2
/l - T A l.l —_ h3 .

Escribimos el polinomio ménico asociado a (2.64)), como

1 2 2

. .3 _ = _ s
fx;A,u) =x (3 /l)x (27+3/l /l,u). (2.65)

Las transformaciones de pardmetros

(h1,h3) = (1, 2) — (g2, 83)

son mapeos equivalentes para determinar regiones donde el nimero de raices reales es el mismo.

La Figura describe los cuatro casos posibles, junto con los casos particulares 4 = 0y
A = 1/3 (dibujados por lineas punteadas).

En todos los casos, existe una region exterior no acotada en la variable x, que si recordamos
las relaciones y (2.63)), corresponden a regiones acotadas superiormente en r. El horizonte
corresponde a x = 1/3 por lo que el interior del agujero negro corresponde a x > 1/3. De larelacion
(2.63)) se sigue que si x = —1/3 entonces u = 0 que corresponde a escape r = oo. Finalmente la
region exterior —1/3 < x < 1/3 corresponde a 2/3 < u < oco. Se puede mostrar que los extremos
de f(x,A,u), es decir maximos y minimos, solo pueden ocurrir en esta region.
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Figura 2.3: La funcién cibica que define las regiones de movimiento en términos de los pardmetros

Ay u. Figura tomada de [[18]

La siguiente tabla resume las diferentes regiones en las varialbes x, u y r, asi como la relacion

de las singularidades con los valores y y z

X u | r | Zona
0 (w;ﬁu) =2=9p() |1 |a |Horizonte
0 (w;ﬁl) - _% =p(y) | 0 | oo | Escape
0 (‘“Tﬂl) = o0 oo | 0 | Singularidad r =0

Tabla 2.1: Loci particulares y su relacion con las constantes y, z.

De aqui se sigue que las singularidades se localizan en

d _;ﬁ Liz=0 mod Qw,2w’) Horizonte
4 ;ﬁ Ly y=0 mod Quw,2w) Escape
i ;’8 L=0 mod 2w,2w') Singularidad r = 0

La Figura (2.4) describe cuatro tipos de 6rbitas dependiendo de la regién de valores de los
parametros Ay u. La curva cuspidal es del discriminante nulo de la cibica f(x, 4, u), en el que dos
raices coniciden. En el punto cuspidal las tres raices conciden en x = 0 o bien r = 3a.
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Figura 2.4: Clasificacién de las dérbitas de acuerdo al mapa de parametros A y u (figura tomada
de [18]).

2.6. Geodésicas radiales

En esta seccion vamos a obtener la forma explicita de las geodésicas radiales que tienen
momento angular cero. Este tipo de soluciones son las mds simples y admiten una solucion
analitica en términos de funciones trigonométricas y logaritmos.

Como fue sefialado al principio de esta seccidén, podemos restringirnos a érbitas ecuatoriales
tomando ¢ = /2, p, = 0.

Con el fin de comparar la soluciéon que obtendremos con la solucion referida en el libro
de Misner-Wheeler-Thorpe en [21, pag. 824, ecs. (31.10a), (31.10b), (31.10c)] vamos a usar la
notacién mas estandar para las integrales de momento angular y energia relativista como

/’11 = L, h3 =E.
Si nos restringimos a geodésicas ecuatoriales obtenemos el Hamiltoniano reducido

E? 1 @ L?
Heq(”,l?r)=ﬂ—§(1 ) P =

donde aqui y en lo sucesivo usaremos la notacion mds estandarizada para las integrales de momento
angular y energia relativista como

hlEL, h3:E.

A partir de las ecuaciones de movimiento obtenemos las ecuaciones para las geodésicas radiales
y acotadas, con la energia no relativista [21, Box. 25.6-B.,p. 661], € = %(E2 - 1) < 0, es decir

1-E%>0:
ﬂz——zK(l—g)JrEz (2.66)
do] r ’ )
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Separando variables e integrando obtenemos3

dr
‘/ —-(1 %)+ E?

donde la dltima igualdad se justifica debido a que hemos elegido K = %, lo cual equivale a

= / do =0 =1 (tiempo propio) (2.67)

ds \?
2L:2H:(—) =1, ie,o=s=71
do
ya que estamos considerando coordenadas temporales (time-like) con ds? > 0 entonces s = T es
el tiempo propio.
Sustituyendo r en la ecuacion para la coordenada temporal

dt E
— = , 2.68
do 1-% ( )
e integrando, se obtiene la solucion para t.
Realizando la integral indicada en (2.66) obtenemos,
—1+E%+2
ry-1+E?+% aarctan[ o ]
T=r + .
1 - E? (1 - E2)3/2
Introduciendo la anomalia (4ngulo) ¢ como
’ -1+E*+¢
= arctan | ——
V1 - E2
otenemos
r= L(l + cos7)
2(1 - E?)
donde n = 2¢. Sustituyendo ahora r, de esta dltima expresion en (2.66), obtenemos
S (n + senn)
T = S .
21— g2
Finalmente integrando (2.68|),
aFE N/IET + tan 77/2 aE
t=——n+alog|— + (n + senn). (2.69)
_E2 _ 1 — E2)3/2
Vi-E s —tann/2| ( )

Es conveniente expresar la solucion en términos del pardmetro r,,,, que es la maxima distancia
radial cuando la velocidad es cero,

1 @ 1

1-E2 Foaw | 2€

5Hemos elegido el signo (—) en la raiz debido para ser consistente con una geodésica radial que se “cae” al horizonte.
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Con esta notacion obtenemos la familia de geodésicas radiales parametrizadas por r,,,, 0 equiva-
lentemente por la energia negativa no relativista,

rmax

ro= = (1 + cosn), (2.70)
3 3/2
rmax
T = (_4a ) (n + senn), (2.71)
" 2 2 (7 *1an71/2
= 0/( - 1) (n + —==(n +senn) | + alog | —— (2.72)
a @ w —tann/2

Esta solucion esta referida en [21, Pag. 824, ecs. (31.10a), (31.10b), (31.10c)], aunque sin los
detalles que aqui se explican.

2.7. Una geodésica particular

En esta seccion presentamos una geodésica particular con fin de evaluar el procedimiento para
encontrar soluciones expresadas en términos de las funciones de Weierstrass siguiendo [18] y su
interpretacion. Para ello en esta seccion consideramos una 6rbita en la region I, del diagrama en
el espacio de parametros u—A de la Figura Tomamos los valores numéricos m = 1, es decir
a =2, u=0.95 1=0.25, que corresponden a los valores de las integrales 4, = 0, h; = 4 (o bien
hy =4), hz = 0.974679.

Las gréficas que se presentan enseguida se obtienen despejando r de la formula (2.54), y las
expresiones corregidas para ¢ ys como funciones del pardmetro

Y+ B

Y=o 2.73)

Para determinar completamente la solucion es necesario calcular los valores de las constantes vy, z.
Se obtiene que y = 1.90864i (imaginario puro), z = 1.2509 (real). La Figura 2.5 muestra el valor
que elegimos de los pardmetros.
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Figura 2.5: Orbita en la regién I del espacio de parametros.

La variable radial r vs la anomalia ¥ se muestra en la Figura (izq.). Las lineas verticales
distinguen el valor ¥ = +z del horizonte y los valores que difieren por un periodo z —2w y —z+2w.
Ademads se dibujan las lineas verticales correspondientes al apocentro (el punto de la 6rbita més
alejado del origen) ¥ = +z,,.

1=0.95, A=0.25

11=0.95, A=0.25

r

3.0

z Zap -z+2w

)

Figura 2.6: Gréfica de la coordenada radial r vs la anomalia W (izq.) y la 6rbita en el plano polar.

2.7.1. La orbita en el plano ecuatorial

En la Figura (der.) se muestra la gréfica en el plano x—y, si interpretamos la grifica como
ecuatorial. La solucién en el exterior, en azul, parte del apocentro y cruza el horizonte, marcado
por la circunferencia en trazo discontinuo, y continua al interior, en magenta, hasta alcanzar la
singularidad. Ahi la solucién se puede continuar por una solucién que sale de la singularidad,
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hasta alcanzar nuevamente el horizonte. Es importante mencionar que esta curva matemadtica, no
representa aun la trayectoria fisica, ya que la variable temporal no se ha incluido, es solamente la
trayectoria parametrizada por el dngulo que en este caso se puede considerar que es la coordenada
de longitud. En sentido de Haighara, la singularidad en el origen se considera como un “punto
matematico".

La grafica de la 6rbita se obtuvo a partir de las ecuaciones paramétricas en coordenadas polares
y luego su transformacion a cartesianas:

r(¥)cos (2(¥ + z4p))
r(¥)sen (2(¥ + z4p))

X

y

donde *z,, es el argumento de ¥ donde r es maximo (véase Figura .

La explicacion es la siguiente: Recordemos que i es la latitud en el plano ecuatorial, por lo
tanto es el dngulo en coordenadas polares, en tanto que de la definicion de la variable ¥, se
sigue que ¢ + 1 = 2'¥, el corrimiento en el argumento 2(¥ + z,,), es equivalene a tomar 81 = 2z,
luego ¢ + B, es el angulo polar medido a partir del argumento del apocentro. Por otro lado, la
variable radial r, partir de , viene expresada naturalmente en términos de la funcién g de
Weierstrass con argumento V. Finalmente, eliminamos toda referencia a ¥ y usamos a ¥ como
parametro de la 6rbita.

2.7.2. La geodésica en coordenadas espacio-tiempo

Para obtener las trayectorias fisicas, es decir las geodésicas, es necesario considerar la coorde-
nada temporal como funcién de la anomalia . Ya que la solucién estd dada en términos
de funciones de Weierstrass de variable compleja, debemos lidiar con las singularidades debidas
al horizonte y del origen. En el articulo de Hagihara se presentan expresiones alternativas para las
soluciones, que toma valores reales para argumentos reales de la variable ¥, pero desgraciadamente
involucran series infinitas que no admiten expresiones cerradas y numéricamente no son eficientes
para representar graficamente las soluciones.

Debido a ello, debemos considerar la continuacién analitica de las soluciones a lo largo del eje
real ¥ cuando se atraviesa primero la singularidad debida al horizonte, localizado en los valores
de ¥ = +z y valores que difieran en un periodo, digamos z — 2w, —z + 2w, que corresponden a
pasajes anteriores o posteriores por el horizonte, respecto de la variable Y. El procedimiento que
presentamos ilustra varias dificultades que tuvieron que resolverse antes para lograr representar las
geodésicas.

La Figura [2.7) muestra la parte real Re(z) y la parte imaginaria Im(7) en un intervalo amplio
(z — 2w,-z + 2w) que ilustra muy bien cierto patrén de las singularidades. En la Figura [2.8] se
muestra la grafica de Re() en el intervalo (0, —z + 2w) para una mejor perspectiva.

Como es de esperarse ocurren singularidades que se muestran en forma de asintotas verticales,
en los puntos que coresponden a los pasajes por el horizonte. Ademads se observa que en ¥ = 0
existe una aparente discontinuidad de salto. Un fendmeno imporante es que la parte imaginaria es
constante en los intervalos consecutivos: la parte imginaria es 0 en (z — 2w, —z), tomar un valor
constante negativo —6.28319, aproximadamente, en el interior del horizonte (—z, z) y nuevamente
es 0 en el intervalo (z, —z + 2w). Por lo tanto, podemos obtener valores reales de ¢ para valores reales
de ¥ en cada uno de los subintervalos tomando la parte real Re(z). Sin embargo, antes procedemos
a remover la singularidad en el interior del horizonte.
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Figura 2.7: La parte real de la coordenada ¢ (izq.) y parte imaginaria (der.), como funciones de la
anomalia ¥
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Figura 2.8: Detalle de la parte real de coordenada ¢t como funcién de la anomalia ¥ > 0.

En efecto se verifica que los limites laterales de Re(t) cuando ¥ — 0 son iguales hasta la
precision de la maquina,

lim Re(f) = 301.265, lim Re(z) = 301.265 (2.74)
Y—0- Y—0+
Denotemos el limite por la izquierda como #y = —301.265. Entonces se puede verificar que la
funcion
t = Re(t) + sign(Re(?))ty (2.75)

se puede extender de manera continua definiéndola como cero en ¥ = 0. Usaremos estd extension
de la variable temporal definida en el intervalo mas amplio (z — 2w, —z + 2w), es decir,

t — to, Y e (z0 - 2w,—2z)
Re(t) — 19, ¥ €(-z0)

Re(r) +19, ¥ €(0,2)

t+ 1y, Ye(z,—z+2w)

(P) =

La gréfica de la funcién 7(¥) se muestra en la Figura[2.9] Se observa que la discontinuidad en
el origen de ¢ ha sido removida. Como es de esperarse, las singularidades debido a los pasajes por
el horizonte persisten.
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Figura 2.9: La coordenada temporal 7, después de remover la singularidad en el origen y extendida
al intervalo amplio (z — 2w, -z + 2w).

La grifica de la geodésica en el espacio-tiempo se muestra en la Figura Ya que la
coordenadas r—t corresponden a un observador Minkowskiano al infinito, desde su perspectiva un
viajero en la geodésica exterior toma un tiempo infinito en llegar por el extrerior, al horizonte del
agujero negro e igualmente le toma un tiempo infinito en salir por el exterior, del horizonte del
agujero negro. Fisicamente podemos imaginar que el viajero cae libremente a partir del apocentro,
de modo que solo le corresponderia la parte de la geodésica por fuera del horizonte a partir
del méximo en r, pero también es posible imaginar que el viajero parte de un punto anterior al
apocentro, con una condicién inicial proporcionada por un impulso inicial, como es costumbre en
Relatividad General, tal como el impulso de un cohete.

20

20

0.5 1.0 1.5

0.5 1.0 1. 20

-20

-40

-20

Figura 2.10: Gréfica de la geodésica en el espacio-tiempo en el exterior (izq.) y en el interior (der.)
del horizonte. La parte de la geodésica en color magenta corresponderia a una solucién de ejeccion
de un agujero blanco. La recta en gris es el radio del horizonte del agujero negro.
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2.7.3. La geodésica parametrizada por el tiempo propio

La singularidad debida al horizonte desparece si usamos el tiempo propio como variable como
parametro. La Figura muestra el pardmetro de tiempo propio 7 como funcion de la anomalia ‘Y. Es
evidente la discontinuidad de salto en ¥ = 0 debido a la singularidad en el origen. Esta singularidad
se resuelve de manera similar a como se hizo con la coordenada temporal ¢, introduciendo el
pardmetro y sin repetir los detalles, tan solo mostramos las graficas de 7(¥) y de su version
regularizada 7(¥) en la Figura[2.11]

T

— ~

300

200 |

100

-100

-200 1

-300

Figura 2.11: El pardmetro de tiempo propio 7 como funcion de la anomalia ¥ (izq.) y la version
regularizada 7.

La geodésica en el diagrama espacio—tiempo, parametrizada por el tiempo propio regularizada
se muestra en la Figura

-10

Figura2.12: La geodésica en el diagrama espacio—tiempo, parametrizada por el pardmetro de tiempo
propio regularizado. En color magenta se muestra la solucién interior al horizonte, representado
por la recta vertical en gris. La rama de ejeccion en el interior corresponderia a un agujero blanco.

34



2.7.4. Geodésica en el diagrama de Kruskal

Es conveniente representar la geodésica que hemos obtenido en coordenadas de Kruskal, las
cuales tienen la ventaja de que los conos de luz se representan por rectas de pendiente uno, en
cualquier punto del nuevo plano coordenado espacio—tiempo. La transformacién de coordenadas
espacio tiempo originales r—t a las coordenadas espacio—tiempo R—T de Kruskal, para la region
exterior r > «, €s

1/2 t
T = (1 - 1) exp (L) sinh (—) (2.76)
o 2a 2a
1/2 t
R = (1 - 1) exp (L) cosh (—) 2.77)
o 2a 2a
y para la region interior 0 < r < @, es
1/2 t
T = (1 - L) exp (L) cosh (—) (2.78)
a 2a 2a
1/2 t
R = (1 _ 5) exp (L) sinh (—) (2.79)
a 2a 2a
en tanto que la singularidad queda representada por la hipérbola
~T?* +R* = -1

que contiene dos ramas, la superior con T > 0 corresponde a la singularidad en el origen del
agujero negro, y la inferior con T < 0 a una singularidad de agujero blanco.

La Figura muestra la geodésica en el diagrama de Kruskal (izq.). El punto en verde
representa el valor finito donde las solucion exterior e interior al horizonte cruzan transversalmente
el horizonte. El punto rojo corresponde a la singularidad. Nétese que la rama de ejeccién en el
interior del agujero blanco en realidad deberia representarse saliendo de la sigularidad del agujero
blanco, como se muestra en el la Figura (der.)

Outside/inside horizon Outside/inside horizon
T T

1.5 1.5

R R

Y 1.0 15 -15 -10
-05 \\

-15

Figura 2.13: Representacion de la geodésica en un diagrama de Kruskal. El punto verde representa
el cruce transversal del horizonte, el punto en rojo a la singularidad del origen (izq.). Representacion
alternativa con la rama de ejeccion saliendo de la singularidad del agujero blanco (der.).

35



2.8. Geodésica asintotica al ciclo limite

Realizamos otro andlisis de las trayectorias, pero esta vez tomamos un valor de los pardmetros
(u,A) = %, %) correspondiente a la cuspide de la curva de discriminante nulo. En este caso las
tres raices e¢; = 0 son todas iguales a cero. Esta orbita especial es de interés por dos razones: a)
admite una solucion analitica; b) es una geodésica no radial; b) Es doblemente asintética a una
curva cerrada en el plano de movimiento. La curva limite es también solucién que corresponde a
una Orbita circular.

Esta solucién es obtenida por Hagihara a partir de la solucién general en términos de funciones
elipticas de Weierstrass que se reducen a funciones trascendentes simples como logaritmos y arcos
tangentes. Desgraciadamente, la solucion que se consigna en [[18, p. 125] no solo tiene errores de
tipografia, sino que estd francamente errada. Por ello aqui presentamos la deduccion correcta de la
solucién que mds adelante validaremos con la obtenida por Chandrasekhar [9, p.109, p.118, Fig,

1.

0.4
0.3
0.2

0.1

0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.14: Punto en la cuspide.

2.8.1. La orbita en el plano ecuatorial

Elegimos el valor de la masa m = %. Los valores de los pardmetros de la solucion en términos
de funciones elipticas de Weierstrass son:

Periodos:
w=00, =i
invariantes:
g1=8=0
raices:

constantes y, z:
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integrales primeras:

EYCR

h hy = —.
T T3
La solucién para la coordenada radial con estos valores es
oY
= —. 2.80
"W 43 (2.80)

La Figura muestra la orbita en el plano ecuatorial. La componente de la curva en el interior del
horizonte tiene una parte, sefialada en color magenta, corresponderia a una 6rbita de ejeccion de la
singularidad de un agujero blanco.

=819, A=1/3

Figura 2.15: Gréfica de r vs. W (izq.), en gris estdn las rectas verticales correspondientes a los
pasajes por el horizonte. Orbita en el plano ecuatorial (der.). En color magenta estd la componente
de la 6rbita de ejeccion de la singularidad de agujero blanco.

2.8.2. La geodésica en coordenadas espacio—tiempo

Para representar las trayectorias fisicas en un diagrama espacio—tiempo es necesario tomar la
parte real y regularizar la singularidad de salto en el origen ¥ = 0, de manera similar al caso de
la geodésica numérica presentada en la subseccion anterior. En este caso procederemos de manera
analitica.

La solucién que se obtiene de la solucién general es

18V6y  18Ve¥ 3 V3
= Z [22V2 arctan | — |-
7 +7(3+‘P2)+7( ‘/_arcan[\y]

, V6 + ¥ | V6 + ¥
jarg | ———| —log [ ————
V6 +¥ V6 +¥
Un analisis del signos en los intervalos (—oo, —%) y (ﬁ, +00) se obtiene que se puede expresar
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t con coeficientes reales:

18V6eY 18vV6Y 3 3 6+¥
= 18VOY | ISNOY 3 B arctan [i] log | YT (2.81)
7 73 +92) 7 y V6 +V¥
para ¥ € (—oo, —g) U (ﬁ, +00),y
18V6Y 18V6Y¥ 3 3 6+%¥
(= 18V6Y | IBVEY 3 aretan [i] ~log V6 (2.82)
7 73 +¥2) 7 y V6 - ¥
para V¥ € (—@, %).
La ultima expresion tiene una singularidad de salto en ¥ = 0, ya que
) 33V2n ) 33V2n
Iim =- , lim = .
¥Y—0- 7 Y0+ 7

El siguiente lema muestra cdmo es posible regularizar la discontinuidad de salto en ¥ = 0 de
manera analitica.

Lema 2.8.1 La funcion arctan [%] tiene una singularidad de salto en ¥ = 0 que puede removerse
mediante — arctan[V].

La prueba consiste en considerar el inervalo (—oo, 00) y restarle el limite por la izquierda, y similar-
mente para (0, 00), luego probar que coincide con — arctan[V]. Q.E.D. La Figura muestra las graficas

de las funciones arctan [%] y —arctan[¥] que muestran cémo se regulariza la discontinuidad de
salto.

1.5¢
1.0t

05+

Figura 2.16: Regularizacion de la discontinuidad de salto de la funcién arctan [%] mediante
— arctan[Y¥].
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Efectuando el mismo proceso de regularizacion, i.e. de traslacion en las ramas (2.81) y (2.82))
obtenemos finalmente la version regularizada de ¢ que denotamos por ¢

18VeY | 18VeY _ 3

7 13+¥%) 7

gy _ ) 18V6Y | 18V6Y _ 3
1Y) = 7 Y agrvn T 7
18VeY | 18VeY _ 3

7 13+¥%) 7

(22\5 arctan

(22\5 arctan

(22\5 arctan

sl

sl

sk

+ log
+ log

+ log

M]) W e (—o0,— Y8

| —V6+¥

%]) ¥e (L 4oo) (2.83)
[ ey V6 V6

SR ve£

La Figura[2.17|muestra la coordenada temporal regularizada  como funcién de la anomalia V.

t

Figura 2.17: La coordenada temporal regularizada r como funcién de la anomalia V.

Pasemos ahora a describir las trayectorias fiscas, es decir en diagramas espacio—tiempo. La
Figura muestra la geodesica en un diagrama espacio—tiempo. Por fuera del horizonte la
geodésica es asintdtica cuando ¢ tiende a —oo a la oOrbita circular limite. Cuando ¢t — +oo, la
solucién tiende al horizonte del agujer negro. En el interior del horizonte existe una rama de
ejeccion que corresponde a una solucidn de agujero blanco, de manera similar a la geodésica de la

subseccion anterior.
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Figura 2.18: Diagrama espacio—tiempo de la geodésica,usando la variable temporal regularizada.

2.8.3. La geodésica parametrizada por el tiempo propio

La Figura[2.19|muestra la geodésica parametrizada por el tiempo propio 7. Se puede notar que
hay una rama en el interior del horizonte que corresponde a ejeccion del agujero blanco.

t
40

20

04 06 08 10 12

-20

-40

Figura 2.19: Diagrama espacio—tiempo de la geodésica, parametrizada por el tiempo propio 7.
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2.8.4. Geodésica en el diagrama de Kruskal

La geodésica que hemos calculado de maera analitica se pude representar en un diagrama
espacio—tiempo de Kruskal. Recuerde que la regla de transformacién de las coordenadas (r,7) a
las coordenadas de Kruskal (R,T) siguen distintas reglas para el exterior y para el interior del
horizonte. Denotemos éstas por (Ryus, Tour) Y (Rin, Tin), respectivamente. El argumento ¥ para el
que se da un pasaje por el horizonte es ¥ = —z. El cdlculo los limites laterales, da por resultado

) ~ 2 21 1larctan(2V2) \F 21 1larctan(2V2)
‘yh_)nzl_(Routa Tour) = (\/;CXP (_7 + T) , g exp DY + T

> 1 1 2 21 1
‘Plinzl+(Rin’ Ti) = (\/;exp (—7 + 11V2 arctan [@]) ,\/;CXP (—7 +11V2arctan [ﬁ]))

El siguiente lema muestra que estos limites son iguales, por lo que podemos conlcuir que la
solucion se extiende a través del horizonte de manera continua en las coordenadas de Kruskal. Se
puede calcular el dngulo de tangencia y mostrar que el cruce es transvesal, pero no lo haremos aqui.
La prueba de la igualdad de los limites laterales se basa en la siguiente identidad trigonométrica:

2
tan(zg) — L@
1 — tan2(9)
Lema 2.8.2 Se da la igualdad
—arctan[Z\/i] = \/Earctan i]
V2 V2l

Finalmente en la Figura se muestra la geodésica en un diagrama espacio—tiempo de
Kruskal.

Outside/inside horizon Outside/inside horizon
T T

1.5

151

Figura 2.20: Diagrama espacio—tiempo en coordenadas de Kruskal (izq.). La rama en color magenta
corresponde a la ejeccion de la singularidad de agujero blanco. Se representa saliendo de la
singularidad correspondiente en el diagrama de la derecha.
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2.9. Geodésicas Radiales

Consideremos las trayectorias radiales de las particulas que parten del reposo a una distancia
finita r y caen hacia el centro, que obtuvimos en la Seccién ecuaciones (2.54), y
(2.72). La distancia inicial estd relacionada con la constante de energia E ademds las ecuaciones
de movimiento se integran mds convenientemente en términos de una variable 77, que en nuestro
andlisis n = 2¢ donde

1
r= Ermax(l + cosn), (2.84)
=\ () 4+ senn) (2.85)

T=\3um senn), .

(Fmax/2M — 1)V/2 + tan(n/2)

t=2MIn
(rmax/ZM - 1)1/2 - tan(']/z)

+2M + (;’"ﬁ — 1)1/2 [77 + (Z”ﬁ) (n+ senn)] (2.86)

Coémo la regidon r < 2M estd conectada fisicamente a la regién r > 2M puede descubrirse
examinando las geodésicas radiales de la métrica de Schwarzschild. Debemos resaltar que en la
trayectoria de una particula de prueba que es expulsada de la singularidad en r = 0, ésta vuela
radialmente hacia afuera a través de r = 2M, luego alcanza un radio maximo r,,, ("parte superior
de la orbita") en el tiempo propio 7 = 0 y la coordenada de tiempo ¢ = 0, para luego descender
nuevamente a travésde r = 2M ar = 0.

La siguiente figura (2.21), nos muestra la grafica de la trayectoria para el modelo clasico, en
coordenadas r vs 7, donde 7 es el tiempo propio, vemos que hay un rebote cada vez que se cruza
el horizonte de eventos y se llega a la singularidad del agujero negro. Para nuestro modelo clasico
como ya hemos mencionado, haremos el procedimiento andlogo para obtener una geodésica radial
y lo que esperamos observar es que la trayectoria contintie por una superficie de transicion hacia el
interior del agujero blanco.

42



Figura 2.21: Rebote en la Singularidad

La siguiente grafica la obtuvimos al realizar los cdlculos comparando las variables de nuestro
modelo clasico con las variables en [21]] donde tenemos la trayectoria de la particula en coordenadas
r vs t cuando se aproxima al horizonte de eventos. Cabe mencionar que es la misma grafica que se

tiene en [21]].
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Exterior solution

20

1 2 3 4

Figura 2.22: Geodésica Radial en el Exterior del Agujero Negro de Schwarzschild.

Finalmente, trazamos la trayectoria de la misma particula pero para el caso donde ya se encuentra
dentro del agujero negro, esto lo podemos ver en la figura aqui notamos que la particula va
hacia la singularidad donde termina su recorrido ya que en el modelo cldsico no tenemos una
superficie de transicion.

Interior solution

-

125 0.5 1.0 1.5 2,0

Figura 2.23: Geodésica Radial en el Interior del Agujero Negro de Schwarzschild.
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2.10. Geodésicas por el método de Chandrasekhar

En esta seccion presentaremos el método de solucion de una de las multiples familias de
geodésicas, debido a Chandrasekhar. Este método difiere del método de Hagihara en que en vez
de proponer una forma general de las soluciones, dependiendo de las propiedades de una familia:
si son acotadas, el valor de la energia no relativista, si son asintdticas a una direccion en el caso
no actodado, etc., se propone primero una dependencia de la coordenada radial en término de una
variable independiente que llamaremos anomalia, ya que en muchos casos se puede interpretar
como un dgulo. Sin embargo esta anomalia cambia de interpretacién en cada familia.

Con el fin de no extenderse demasiado, ya que no es el objetivo principal de esta tesis, presen-
taremos la deducion de una de esas familias llamadas 6rbitas del segundo tipo, que son aquelas que
poseen un apocentro y caen a la singularidad. Ya hemos visto dos ejemplos de estas familias en
la seccion anterior. El interés radica tambien en haber obtenido la solucién completa ya que en la
referencia [9, p. 100, ec (165)] solo se da la férmula para la coordenada radial.

2.10.1. Geodésicas de segundo tipo

Para obtener las geodésicas en esta seccion, seguimos el andlisis como en [9]]. En resumen, el
método permite resolver el sistema de ecuaciones para la coordenada radial r y temporal ¢, asi como
el tiempo propio T como funciones de la longitud (dngulo polar) ¢. Aqui (r,¢) son coordenadas
polares en el plano ecuatorial. En términos del reciproco del radid® u = 1/r, la ecuacién a resolver
es

5] |
—| = f(u)=2Muvu’ —u" + —u — (2.87)

dg
donde M es la masa central, L, E son las integrales primeras de momento angular y energia. El
parametro de tiempo propio 7 y la coordenada temporal ¢ se obtienen por integracion

dt 1 dt 1

- Y @: Lu?(1 —2Mu)’

—_— =, 2.88
de Lu? (2.88)

El método de Chandrasekhar consiste en proponer una anomalia (4ngulo) conveniente para describir
la dependencia de u, digamos u = u(¢) para reducir la primera ecuacién (2.87) a una ecuacién
para j—i que al integrarla, tipicamente en términos de funciones especiales, nos da ¢ = @(¢).
Sustituyendo la dependencia propuesta u = u(¢) en las ecuaciones (2.88) se hace el cambio de

variable dg = Z—?dé—‘ para integrar
= I _dy _ 1 dg
o / Luerae @ V17 / Lu@P(1 = 2Mu(@) d (2.89)

Las soluciones se clasifican de acuerdo a la regién accesible determinada por la condicién
f(u) > 0 de acuerdo a (2.87).

6Notese la diferencia con u = a/r en el enfoque de Chandrasekar.
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Sw) (€)

Figura 2.24: Regiones accesibles determinadas por las raices de la ctibica f(u) > 0. Imagen tomada
de [9, p. 101]

El autor hace la clasificacion de las 6rbitas como de primer tipo y de segundo tipo. Las primeras,
son Orbitas que se encuentran fuera del horizonte y que estdn contenidas en regiones anulares de
radio interior y exterior (determinadas por las raices u; < u < up correspondientes al apocentro y
al pericentro respectivamente.

Las orbitas de segundo tipo, que son las que nos interesardn en esta seccion, tienen un apocentro y
se sumergen en la singularidad determinadas por la region u3 < u, estas corresponden a las regiones
no acotadas en la Figura [2.24

Aqui consideramos solo Orbitas acotadas, con E? -1 < 0; en el caso particular (), todas las
raices coinciden y se corresponden con el punto de la cispide en la clasificacion de [18] de la
seccion en el plano de pardmetros A y u. Lo recalculamos aqui, utilizando el método aqui
descrito.

Es importante resaltar que, dado que u; + up + u3 = 1/2M y uy +ur > 0, u3 < 1/2M; por lo
tanto, todas estas drbitas tienen una parte por fuera y otra interior al horizonte.

Siguiendo el método descrito anteriormente, para obtener la solucién de estas 6rbitas, hacemos
la parametrizacion de u con la siguiente sustitucion

1 2 1 3+¢ 5,1
u= (m - 7) ¥ (m " )tan 29) 2:90)
donde las raices u;, se escriben como
1 1 1 2
m=s0-e, m=s0+e)us=5-—-7

Eneste caso, [ seria el lado recto y e la excentricidad en el caso de movimiento eliptico no relativista.
El apocentro se puede econtrar que ocurre para el valor del pardmetro

2VM
= 2arctan | ———— 2.91
&, = 2arctan 26+ oM (2.91)

Introducimos también los siguientes pardmetroy’|

M 4ue
= — m=————————
K [ 1 —6u+2ue

7Noétese que el pardmetro u tiene distinto significado aqui que en la soluciéon de Hagihara.
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Otra relacion se obtiene de igualar (menos) el producto de raices y (menos) su suma al término
independiente y al coeficiente del término cuadratico de la ctibica f(u), (2.87). De aqui obtenemos

/ IM
L = e (2.92)

L2
\/1 - 1—2(1 —4u)(1 — €2). (2.93)

E

Sustituyendo en (2.87) la ecuacion resultante para d¢/dg se puede separar e integrar en término
de una integral eliptica incompleta de primera especie,

¥ dy
Fy,m) = _/0 (1 — msen?y)?’

como

@ F(&/2,m) (2.94)

- (1 —6u+2ue)l/2
La solucién para el tiempo propio 7 y el tiempo de coordenadas ¢ se puede obtener integrando

las ecuaciones (2.89). En cada caso, la solucién se expresa en término de integrales elipticas
incompletas F, E y I1, que no escribimos aqui pues son expresiones muy complejas.

2.10.2. Ejemplo de una geodésica del segundo tipo

Como ejemplo presentamos una geodésica particular del segundo tipo con los siguientes valores

de los pardmetros:

3 1
M=— e== I=11
w € !

Con estos, el valor de las integrales de momento angular y energia son

3 43790
L=2V57 £=Vamw

de donde se ve que la energfa no relativista € = (E> — 1)/2 < 0, correspondiendo en el caso no
relativista a 6rbitas de tipo eliptico.

La Figura muestra la coordenada radial r vs la anomalia & en un invervalo ampliado para
apreciar los pasajes por el horizonte que se dan para los argumentos +&;, y los multiplos —&;, + 2,
&n — 2n la singularidad se da en +.
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Figura 2.25: Coordenada radial » como funcién de la anomalia & (izq.) y 6rbita en el plano ecuatorial
(der.). La rama de la solucioén interior al horizonte corresponde a una 6rbita de ejeccion de agujero
blanco.

201

051

-1.01

Figura 2.26: Diagrama espacio-tiempo de geodésica del segundo tipo. La rama exterior parte del
apocentro y es asintdtica al horizonte. S6lo se muestra la rama de ejeccion que corresponderia a un
agujero blanco.

En la Figura se muestra la misma trayectoria parametrizada por el tiempo propio.
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1037.75

1037.70

1037.65

Figura 2.27: La geodésica parametrizada por el tiempo propio.

La figura representa la 6rbita de segundo tipo que va desde el apocentro al horizonte del
agujero negro y del horizonte hacia la singularidad. En la figura [2.28] verificamos que se obtiene
la misma trayectoria que en la seccion [3.4{ pero para nuestro cdlculo en la 6rbita de segundo tipo.

T
2t

2t

Figura 2.28: Trayectoria de segundo tipo en coordenadas de Kruskal.
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Capitulo 3

Formulacion hamiltoniana de la métrica de
Kantowski-Sachs

3.1. El formalismo ADM

Un hito importante en la direccion de obtener una teoria cuéntica de la gravedad fue la formu-
lacién Hamiltoniana debida a Arnowitt, Deser y Misner, que se conoce como el formalismo ADM.
En esta seccion presentamos de manera resumida las ideas principales, s6lo como antecedente al
enfoque mas moderno de las variables de Ashtekar, ya que como es bien conocido, el formalismo
ADM a pesar de que ofreci6 una puerta al camino de la cuantizacién de la gravedad, present6 difi-
cultades técnicas insalvables debido al caracter polinomial de la constricciones. Para mds detalles
vénse las referencias [23]], [22].

Las ecuaciones bdsicas de la relatividad general se obienen a partir del principio variacional
de la accidén de Einstein-Hilbert. Para una variedad Lorenziana M sin frontera, usando la signatura
(-, +,+,+) y unidades donde la velocidad de la luz es ¢ = 1 la accion de Einstein-Hilbert es [4]

1 4
= V=gR 1
167G d'x\-8 G-

M

SEH

donde —g es el determinante de la métrica g,, y R el escalar de curvatura. Al aplicar el principio
variacional 6Sgy = 0O se obtienen las ecuaciones de Einstein en el vacio

1
Rap — ERgab =0. (3.2)

Si la variedad M tiene frontera de tipo tiempo, es necesario agregar a Sgy el término de
Hawking—Gibbons
1
— | &xVhK
8 G *
oM

donde & es la métrica inducida en la frontera OM. La razén es que al calcular la variacion
0SEgn, aparecen términos que al aplicar el teorema de Gauss deben cancelarse. Las variaciones
de la métrica admisibles deben entonces satisfacer 64 = 0. En lo sucesivo para simplificar la
presentacion omitiremos este término de frontera.
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En la formulacién ADM se parte de una foliacién del espacio tiempo M, por hipersuperficies X,
definidas por las superficies de nivel de una funcién t: M — R, es decir %,, = t~!(¢). A menudo
escribiremos simplemente M = X X R, donde X es el modelo de todas las hipersuperficies X;.
Esto supone una estructura globalmente hiperbdlica del espacio tiempo M, lo cual es una hipdtesis
necesaria para el buen planteamiento de las ecuaciones de Einstein como un sistema hiperbdlico.
De hecho un teorema debido a Geroch [23]], si el espacio es globalmente hiperbdlico, entonces la
topologia de M ~ X X R para una variedad fija de tipo espacio X. Por ello en lo que sigue hablamos
de “la hipersuperficie", refiriéndonos indistintamente a £ o a la familia %;.

La métrica g, originalmente definida en cada espacio tangente 7 M, induce una métrica en
cada espacio cotangente 7, M* comunmente conocida como “subir indices"g?’ con estd metrica
podemos definir el campo vectorial X* = g*d,t que no es otra cosa que X = g*(dt), donde
g% TM* — TM es la inversa de aplicaci(’) definida por la métrica, g”: TM — TM*. Por
definicion X“ es un vector normal a la hipersuperficie ya que si s¢ es cualquier vector tangente
a la hipersuperficie, entonces g,ps*X b = §29,t = 0. Podemos entonces definir un vector normal
unitario, gabnanb = —1, mediante ya

Es natural descomponer los vectores tangentes en TM en su parte normal y tangente a las
hipersupericies. Para ello definimos la métrica inducida (tambien 1lamada proyector)

n =

hab = gab + Nanyp. (3.3)

que tiene la propiedades
hapn® = gapn® + nanpn® = ng —ng =0, (3.4)
habs® = gaps” + (nas“INp = gaps”, (3.5)

para cualquier vector tangente a la hipersuperficie s¢. Vivecersa, la métrica inducida estd determi-
nada por las dos condiciones hapn® = 0 y haps® = gaps?, para s¢ tangente a las hipesuperficies.
La ventaja de la definicion es que hgp, estd definida en todo M y no solo en las hipersuper-
ficies, y se reduce a la métrica original cuando se trata de vectores tangentes a las superficie, en
tanto que ‘0lvida"la componente normal, en este sentido es un proyector. Andlogamente se define
h*t = g% 4+ n%nP que se reduce a la inversa de &gy, solamente cuando se restringe a vectores
tangentes a la hipersuperficie.

En la Relatividad General no hay una coordenada de tiempo natural, sin embargo con el fin
de definir una “evolucion temporal"para una formulaciéon Hamiltoniana es necesario especificar
un “flujo de tiempo"mediante un campo vectorial t* con la condicién de que sea transversal a las
hipersuperficies X; y tenga la misma direccion de crecimiento que la funcién #: M — R, esto se
resume en la condicién que debe satisfacer el campo de evolucién—temporal

'Vt = 1.

La libertad de eleccion de la descomposicion en hipersuperficies tipo espacio se puede parame-
trizar descomponiento el vector ¢ en sus componentes normal y espacial mediante el vector de
corrimiento N = h“t, y el lapso: Nn® = t* — h*’t, o bien

N = —Nn®n, = —t%n, + h®n,t, = —t%n,

Ihttps://en.wikipedia.org/wiki/Musical_isomorphism

51



ya que h%n,t, = nPt, = 0. Véase Figura

Figura 3.1: Descomposicion del vector de evolucion ¢4 en su parte normal y tangencial, parametri-
zada por el vector de corrimiento N y la funcién lapso N. Tomado de [4]

Esta descomposicion del vector de evolucion da una descomposicion de la métrica en coorde-
nadas x¢ tales que t“V, = 0;,

ds*> = —=N?di*> + hgp(dx® + N°dt) ® (dx® + N°dr)

En particular si g y /& son los determinantes de la métrica g,, y de la métrica h,, sobre la
hipersuperficie, se safisface que

Con la métrica inducida es posible definir un aderivada covariante proyectando espacialmente
la derivada covariante V en M. Asi para un tensor de orden dos, Tlf la derivada covariante inducida
se define como

DT} = heh] V. T}.

Andlogamente se pueden definir derivadas “respecto de t"mediante la derivada de Lie respecto de
t y proyeccion sobre la hipersuperficie:

T = hehj L,T¢. (3.6)

Con la derivada covariante definida ahora se puede definir el tensor de curvatura usando la
definicion usual adaptada a la hipersuperficie:
) gd

abcWd = D,Dpw. — DpD 4w,

para cualquier 1-forma espacial: w,n“ = 0. Del tensor de curvatura se pueden obtener las versiones
3d del tensor y el escalar de Ricci.

La construccién del tensor de curvatura se basa en la definicion intrinseca de la metrica (o, hgp),
sin embargo, la manera como las hipersuperficies estin embebidas en M dependen del vector normal
n. Una cantidas que representa la forma como estdn inmersas estas hojas es mediante la curvatura
exrinseca

Kb = hShiVeny.
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el cual se puede probar es un tensor simétrico.
Se prueban las siguientes identidades [4];

1
Kap = Ethaba 3.7)
1 .
K,, = —(hy — D,N, — DyN,), 3.8
b 2N( b » — DpNy) (3.8)

donde /14, se ha definido como en M La segunda identidad se prueba usando la primera. La
segunda identidad nos dice que la curvatura extrinseca estd relacionada con la “velocidad"de las
variables de configuracién /., como en un sistema lagrangiano L(g, q).

La descomposicion del espacio tiempo en hojas temporales y la métrica inducida permite
expresar la acciéon de Hilbert—Einstein como

SEH:/Lgrav dt

donde

L 1
Lirar(hapn NN hap NN = s [ @x VAN (VR + (K2 = KuK™)  (39)
T

y @R es el escalar de Ricci en las hojas.

3.2. La constricciones Hamiltoniana y de difeomorfismo

Es inmediato notar que en el lagrangiano (3.9), no aparece N ni N, en cambio si aparece
hgap. Calculando los momentos conjugados asociados a estas ultima obtnemos las constricciones

primarias
( ) 5Lgrav 0 ( ) 5Lgrav 0 (3 10)
X) = . =0, alXx) = - = V. .
Py SN(x) Py SNe(x)

El célculo del momento conjugado a h,;, da

_ OLgav 1 6Sgm VR
Shap(x) 2N 6Kup 167G

(K — KShb), (3.11)

Esta ultima ecuacion se puede invertir, si recordamos de (3.8) que K,;, contiene a hp,

_ 167GN
Vh

En la construccion del Hamiltoniano, los momentos py y py« se introducen con sendos multipli-
cadores de Lagrange

hab

(2pab — Pehap) + 2D Np). (3.12)

Hgray = / dx (habp“b +Apy + u“pa)

167GN 1 NvVh
/ X N (p bP 2(pc) )+ P T6:C +
/ d*x (Apn + 1 pa) (3.13)
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Las constricciones primarias implican constricciones secundarias ya que

_Nh gy,

1
ab c\2
- = R=C,ruv, 3.14
(pabp ) c)) 162G Cg v ( )

167GN
vh

—dotpya = {Hgray, pya, } = —2VhD? (%) =C5. (3.15)

La primera constricién se conoce como la constriccion Hamitoniana y la segunda la constriccion
de difeomorfismo.

Es conveniente aclarar que en la derivacion de la constriccion de difeomorfimos se debe integrar
por partes el término que contiene D,N?, lo cual arroja términos de frontera de X si es el caso. Por
lo tanto el Hamiltoniano se puede escribir como

]
I

—PN = {ngav»pNa} =

(e)
Il

Hgray = /dzx (NCgray + N°C§™ + Apy + u“py) + términos de frontera (3.16)

Los términos de frontera deben combinarse con el término de Hawking—Gibbons. Nostros omiti-
remos esta contribucion en aras de simplificar la exposicion.

3.3. Las variables de Ashtekar-Barbero

En esta seccion incluiremos el formalismo canénico, obteniendo los valores de conexién y las
triadas densitizadas. Las triadas estdn dadas por las variables e{'(x) que definen una base ortonormal
en cada punto espacial. Aqui, a = 1,2,3 es el indice de espacio habitual (refiriéndose al espacio
tangente) e i = 1,2,3 son indices internos que enumeran los vectores. La posicion de los indices
internos es arbitraria. Uno tiene la condicion de ortonormalidad

b
habefej = 0jj

de donde obtenemos

ab _ ij a, b _ _a_ b
h*’ = ¢ ejej=eje;

Lo anterior introduce una simetria SO(3) (oSU(2)) en el formalismo, ya que la métrica es invariante
bajo rotaciones locales de la triada. Asociado con e{(x) hay un marco ortonormal en el espacio
cotangente, denotado por e, (x) (base de formas tinicas). Que obedece.

i a_ i
e.e; =0,
i b _ ¢b
€.e; =0y

La variable de interés no es la triada misma, sino su version densitizada (porque desempefiard el
papel del momento),

Ef(x) = Vhe¥(x) (3.17)

de donde tenemos que Vi = |det(ef(x))|. Para encontrar la cantidad canénicamente conjugada,
consideramos primero la curvatura extrinseca en la forma

Ki(x) = Kap(x)e” (x) (3.18)
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donde K,»(x) denota la expresion para la curvatura extrinseca.
Por otro lado, tenemos la siguiente relacion entre la conexion de spin y la conexion Levi-Civita,

w,; =T} e, (3.19)

donde F}(j son los componentes de la conexion Levi — Civita con respecto a las triadas.

Las variables de Ashtekar-Barbero consisten en la mezcla de E" y K, i en una conexién A’,. Esto
se define por . . ‘
Ay(x) = To(x) + yKo(x) (3.20)

donde el parametro ‘Barbero — Immirzi’ y puede tomarse real.

3.4. Lamétricade Kantowski—Sachs en las variables de Ashtekar-
Barbero

La métrica de Schwarzschild en coordenadas de tiempo y esféricas (z,r, 6, ¢)

2 2
dszz—(l——m)dt2+(l——m

-1
) dr? + 12 d6® + 2 sen(6), d (3.21)
r r

estd definida originalmente para el exterior del horizonte r > 2m, con todos los coeficientes entre
paréntesis positivos. Al pasar al interior del horizonte r < 2m, la coordenada radial es de tipo
tiempo y la coordenada temporal es de tipo espacio,

2m

ds* = _(T - )_1 dr? + (ZTm - 1) di® + r* do* + r? sen*(0), dy*

Para hacer énfasis en este intercambio es que usamos la notacién

ds? = —(27'" - 1)_10172 + (27’" - 1)dx2 +72dQ (3.22)

cont =r,x =tydQ = r’(d6*+sen? 6 dp?) que tiene la forma de una métrica de Kantowski-Sachs.
ds? = =N(1)d7? + g.x(7)dx* + gaa(T)dQ (3.23)

Para la formulacién en el espacio fase de modelos homogéneos se introduce una métrica
.0
fiduciaria ¢, sobre
0 2, 2002 2 2
Gabdxqdxy = dx* +r5(d0” + sen” 0d¢”)

donde x € (—o0,00),0 y ¢ son coordenadas 2-esfera y ry es una constante (con dimensiones
de longitud). Usando la homogeneidad espacial del espacio-tiempo de Kantowski-Sachs, y la
transformacion de las variables (apéndice

Py = A’B®
- 2
|| = B
se obtiene como resultado, la conexién gravitacional y la triada que se pueden expresar como

A;Tidxa =cr3dx + El’oTde - EI’()T] sen 0d¢ + 13 cos 0d¢
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EéT,ﬁa = ﬁcr§T3 sen 00y + p,roT2 sen 8y — p,roTi0y

Aqui 7; son generadores relacionados con las matrices de Pauli o a través de 7; = —%’, b,C.py Y Pe
representan las variables dindmicas. Por lo tanto, el espacio de fase reducido de simetria ahora esta
descrito por dos variables de configuracién (b,©) y sus momentos conjugados (pp,p.). La estructura
simpléctica estd dada por

— Lor g — - - -

Q=——2db A dpy +dc Adp;)

2Gy

donde vy es el pardmetro de Barbero-Immirzi.

La estructura simpléctica depende explicitamente de la longitud L de la celda fiduciaria y
el radio ry en la métrica fiduciaria qu. Podemos absorber Ly y ry reescalando las variables de
conexion y triada,

b=rob, c¢=L pp=LoroPs Pc=rgPe.

Bajo este reescalamiento, la conexion gravitacional y las triadas espaciales ahora toman la forma

Aér,-dx“ = LiT3dX + b1yd6 — bty sen Od¢ + 13 cos Od g, (3.24)
0
Eitid, = petssenfdy + 2oty sen0p — L2110, (3.25)
Ly Ly
y la forma simpléctica
1
Q = ——(2db A dpp + de A dp,). (3.26)
2Gy

[1F4

N.B. El pardmetro y aparece en la teorfa cudntica por lazos, relacionado al llamado “4rea gap",
A= 4\/§€1231, donde €p; es la longitud de Planck. Mds adelante haremos la comparacion con el caso
efectivo corregido por la cuantizacién por lazos, por lo que en este punto supondremos simplemente
que y es un parametro dado, cuyo valor numérico tomaremos como y = 0.2375.

Con esta reduccion, la métrica que es solucién del principio variacional de Hilbert—Einstein
queda descrita por la dindmica Hamiltoniana que satisfacen las variables (b, ¢, pp, pc), 1a cual es
consecuencia del mismo principio variacional reducido a estas variables.

Dada cualquier eleccién de una coordenada de tiempo 7 y el lapso asociado N(7), cada punto en
el espacio fase define una métrica espacialmente homogénea con isometrias de Kantowski-Sachs a

través de )

gapdx®dx? = ds* = —-N(1)*d7* + dexz + |pe|(d6? + sen? 0d¢?). (3.27)
|pc|L0
En particular para la métrica de Schwarzschild en el interior del horizonte v < 2m,

-1
4 - _(2_'" 1) et (2_’" ~1)dx? + 7d6? + sen’ 0dg?) (3.28)
T T

sus coeficientes métricos vienen dados como funcion de las variables dindmicas mediante
2m
2 2 2 2
pel =12 pi= LO(—T - 1)T , (3.29)

en tanto que el lapso es

N(7) = (27’" - 1)_1 (3.30)
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La dindmica dada por la restriccion Hamiltoniana H =~ 0, se simplifica con la eleccién del lapso

. 1
v sign(pe)|pe|?

Ny(t) = p (3.31)
con esta eleccidn, la restriccion hamiltoniana toma la forma
H.[N.]:—L 2¢cp +(b+7—2)p (3.32)
cll{Vc 2 G’}/ c b b - .

y las ecuaciones de evolucion para las variables de conexion y triadas son las ecuaciones de
Hamilton, derivadas de la forma simpléctica (3.26)),

chl[Ncl] 1

b = Gya—pb = —%(b2 +v?) (3.33)
¢ = 2Gy(%lg—lzvd] = -2c, (3.34)
Pr = —Gyw = —%(b2 -7, (3.35)
Pc = ZGVW = —2pc, (3.36)

donde el “punto”denota la derivada temporal con respecto a 7;. Con esta eleccion del lapso (3.31)),
se pueden resolver de manera explicita estas ecuaciones:

b(T.) = zy(eT -1/ (3.37)
c(T.) = Fcpe e, (3.38)
po(Te) = pela(e T — 1)1, (3.39)
pe(T) = pVe?er, (3.40)

Al escribir estas ecuaciones se elige una de las constantes de integracion donde, en la imagen del
espacio-tiempo, el horizonte del agujero negro se encuentraen 7,; = 0. La singularidad ahora ocurre
en T,; = —oo para que el interior del agujero negro de Schwarzschild corresponda a —co < T,; < 0

Las tres constantes de integracion restantes co, pE}O) y p(co) estdn sujetas a una condicion prove-
niente de la restriccién hamiltoniana H.;[N,;] = 0y, por lo tanto, pueden ser parametrizadas por 2
constantes, m, Lo: co = yLo/4m; pg)) = —2mLy; p¥ = 4m?.

De aqui en adelante, fijamos la orientacién de la triada espacial (ver [3.25) y nos restringimos a
pe>0,¢>0,b>0yp, <0, por lo que las soluciones son

b(Ta) = y(e T —1)12 (3.41)
L

c(To) = Z—nfe‘””, (3.42)

pu(T) = —2mLge™(e7Tet — 1)1/2, (3.43)

pe(T) = 4m*e*e (3.44)

La forma de las soluciones implica inmediatamente que cp./(Lyy) es una observable de Dirac,
es decir, una constante de movimiento que equivale a m = MG en la métrica del espacio tiempo o

definida por la trayectoria dindmica % = m alo largo de cualquier trayectoria dindmica clésica.
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En el horizonte, identificado por 7 = 2m, 6 T,;; = 0, tenemos b =0y p, =0y c y p. toman los
valores c¢o = yLo/4my p.(0) = 4m?. La singularidad central ocurre en 7 = 0 6 7,;; = —oo. Aqui los
componentes de conexion divergen y ambos componentes de la triada se anulan.

La Figura muestra las soluciones para las variables de momento p,, p. que son las que
intervienen en los coeficientes de la métrica mediante la expresién (3.27). En la solucién intervienen
los pardmetros Ly y la masa m. En dicha figura mostramos el efecto de estos pardmetros en las
soluciones. Las flechas indican la direccion creciente del pardmetro 7,; de modo que para 7,; = 0
la solucién comienza con p;, = 0, correspondiente al horizonte; luego 7;; decrece por valores
negativos para el interior del horizonte y para 7., — —oco nuevamente p, tiende a cero, en ambos
casos el coeficiente 72 de la métrica y el lapso se anulan.

Pp Pb
r 0.5

0.8

0.3

05+

0.4r

Lnlpc] Lnlpc]

-15 -10 -5 L 5

Figura 3.2: Las soluciones p.(T;;), p»(T¢1), el eje horizontal en escala logaritmica, para un valor de
fijode Lo = 1 ym = 1,10 (izq.); paraun valor fijode m =1y Ly = 1,2.

La Figura muestra la dindmica en el plano b-p;. Nétese que como cp, es un invariante (es decir
una observable de Dirac), cp. = myL es una constante dependiente tan solo de los pardmetros L
y m por lo tanto la dindmica en el plano c-p, estd determinada tan solo por estos dos parametros.
Podemos decir que la dindmica hamiltonana se reduce a la dindmica en un grado de libertad en
el plano b—p,, la cual estd determinada por el Hamiltoniano reducido a un grado de libertad [|12].
Puede notarse que en T,

1 y2
H=——7py|b+=].
2G7pb( +b)
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Figura 3.3: La dindmica Hamiltoniana en un grado de libertad m = 1. En escala natural (izq.) y
logaritmica en el eje horizontal (der.)

Para describir las geodésicas clasicas en las variables de Ashtekar—Barbero, notemos que la
relacion (3.31)) en realidad significa

N(T)d‘l’ = Ncl(TC[)dTCl (3.45)
y la métrica se expresa como
ds* = =Ne/(To)dTg + xx(Ta)dx’ + gaa(Ter)dQ (3.46)

donde el lapso N,; y los coeficientes métricos g, goo son funciones de T,; a través de las variables
dindmicas (pp(T¢;), pe(T.;)) mediante

P,

L§ pe
Notemos que la relacién diferencial (3.45) en forma explicita es

()
¢

8xx s 800 = Pc- (347)

dr efi\lp

_1+2_m_‘/—1+e‘cl
T

dTy,;, cont=0,si7,;=0. (3.48)

Esta es una ecuacién diferencial para 7 = 7(7,;) pero con la condicién inicial singular 7(0) = 2m,
ya que el lado izquierdo se hace infinito cuando 7 = 2m y el lado derecho se hace también infinito
para T,; = 0 como explicamos en la seccion anterior.

Proposicion 3.4.1 La solucion de la ecuacion diferencial con condicion inicial singular es
7 = 2mel (3.49)

Demostracion: La prueba se basa en integrar de ambos lados de (3.48) y simplificar usando
identidades trigonométricas.

Notemos que la solucién (3.49) es consistente con la relacién y (3.44), que nos da que
72 = p(T,;) = 4m?e*™<!. Como veremos, en la siguiente seccién, en el caso cudntico efectivo, solo
dispondremos de la tltima relacién entre 72 y la variable dindmica p.(T) correspondiente.
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Capitulo 4

Las geodésicas clasicas en las variables de
Ashtekar-Barbero

La métrica (3.46) con los coeficientes métricos g,x Y gaq y €l lapso N.; dependientes de la
coordenada termporal T,; difiere de la métrica (3.22) por un cambio de coordenadas, por lo que
la descripcion de geodésicas en un sistema de coordenadas u otro son equivalentes. Sin embargo,
las variables dindmicas de Ashtekar nos permitirdn incorporar las correcciones cudnticas debidas
a la cuantizacién por lazos, como lo veremos en el siguiente capitulo. Por ello vamos a considerar
el calculo numérico de alguna de las familias de geodésicas que hemos calculado en el capitulo
anterior, pero esta vez usando las variables de A-B.

Las geodésicas en las variables (T, x, 6, ¢) respecto de un pardmetro arbitrario o y las derivadas
respecto al pardmetro, T, x, é,gb se obtienen mediante el método de las ecuaciones de Euler—
Lagrange.

Sustituyendo y en el lapso y luego en la métrica (3.27)), construimos el
Lagrangiano -

L= % —%T + (=1 + e Dx + 4m?e* (67
donde por simplicidad, en lo que sigue, denotamos la coordenada temporal 7,; como 7.

De aqui podemos obtener la ecuaciones de las geodésicas como las ecuaciones de Euler—

T

Lagrange. Primero eliminamos la variable 6 considerando tan sélo 6rbitas ecuatoriales con 6 = 5
y 8 = 0. La ecuacién para ¢ se puede integrar

+ sen® 0¢?) 4.1)

4m?e*T O () = Iy 4.2)
una vez conocida la solucién (o), al igual que la ecuacién para x,
(1-eDx'(0) = hs. 4.3)

Las integrales primeras h;, k| coinciden con las integrales de momento angular y energia relativista
introducidas en la §2.4. (Véase ec.|2.37).
Después de estas reducciones, la ecuacion para T es

hi(—1+ 2e7) _ 2T@)y 4 2m2h§e3T(U) + 8m*e T (=3 + 2N (5)*+

16m*e T (=1 + " NT" (o) = 0. (4.4)

60



Esta ecuacion debe completarse con las condiciones iniciales para 7T[0] y 7’[0]. Para ello,
usamos la condicién de normalizacién de la cuatro—velocidad

dx* dx”
=€
8 ds
Si escogemos € = 1 (particula masiva), entonces o es el tiempo propio o = 7. En nuestro caso, la
cuatro—velocidad toma la forma

e?'nt  eThi

yo ey ak 47%°3 m* + ' (h —€) + € = 0. (4.5)
nm m

Si la solucién tiene un apocentro, tomaremos la condicién 77(0) = 0. Haciendo T = 0 en esta
ecuacion obtenemos una ecuacién de tercer grado si h3‘ € # 0, o de segundo grado, si h3‘ e =0,
en la variable e’ . El caso que nos interesa es la solucién real menor que corresponde al apocentro
de una solucién que entra eventualmente al interior del horizonte ( si existiesen dos raices reales
ademds de ésta, corresponderia a movimiento cuasiperiddico que toma lugar en una regién anular
del plano de movimiento).

4.0.1. La geodésica particular

Con el fin de poder comparar con la geodésica particular calculada en la §2.7 mediante el
método de Hagihara, usaremos los mismos valores de los pardmetros:

h3 = 0.9746794344808964 hy =4, m=1

Con estos valores de las integrales primeras, la condicién inicial para () calculada a partir del
apocentro es
T(0) = 0.446633342366646, 7'(0) = 0.

La Figura muestra la grifica de contorno de la cuatro-velocidad en el plano 7-T7,cone = 1,y
el punto donde se toma la condicién inicial, correspondiente al apocentro. Nétese que este gréafico
de contorno es precisamente la trayectoria de la geodésica proyectada en el plano 7-T". Se observa
que la gréfica se hace no acotada cuando T — —oo. El gréifico de la derecha es una ampliacién que
muestra que la grafica es suave en un entorno del apocentro.

Una vez resuelto el problema de valor inicial, podriamos sustituir 7(c") en (4.2), (4.3) e inte-
grando numéricamente podriamos resolver para ¢(o-) y x(o"). Sin embargo, para calcular la 6rbita
es mds eficiente y conveniente, resolver simultdneamente las dos ecuaciones (4) y (4.2). Basta tan
solo agregar la condicion inicial ¢(0) = 0.
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Figura 4.1: La curva de cuatro-velocidad para las condiciones iniciales para T y 7. En verde se
muestra la condicion incial.

La figura muestra la solucién 7'(o) de la ecuacién (4) y la variable 7 obtenida a partir de
la sustitucién 7 = 2me’, es decir la variable radial (que en el interior es de tipo tiempo, pero que
seguiremos interpretando como un radio). Los ceros corresponden a pasajes por el horizonte y
el méximo en o = 0 corresponde a la condicién inicial en el apocentro. La solucién se vuelve
no acotada con T(0-) — —oo para los valores del pardmetro de o, = —4.826002497567405 y
Omin = 4.8260024952980185, aproximadamente; en la variable 7(o) estos valores corresponden a
la singularidad en el origen.

-6} ) 2 4

Figura 4.2: La solucién numérica T(c") y la coordenada radial 7(c) = 2me’ ().

La Figura muestra la solucién numérica para la variable ¢(o). Las asintotas verticales
corresponden a los valores de 0,in Y Omax-
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Figura 4.3: La soluciéon numérica ¢(o).

La 6rbita en el plano ecuatorial se muestra en la Figura que se obtuvo mediante las
ecuaciones paramétricas

x =1(0)cos(¢(0)), y =7(0)sin($(0)).

1=0.95, A=0.25

y
x-y plane

Figura 4.4: La 6rbita en el plano ecuatorial calculada numéricamente en las variables de Ashtekar-
Barbero (izq.) y analiticamente a partir de la solucién de Hagihara (der.). Esta tltima contiene una
componente de ejeccion de agujero blanco.

Finalmente en la Figura mostramos la geodésica en el diagrama espacio tiempo 7-x. La
componente de la geodésica en el interior del agujero negro se muestra en color magenta.
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Figura 4.5: La geodésica particular en el diagrama espacio—tiempo 7-x. La asintota vertical co-
rresponde al horizonte T = 2m. La curva en color magenta corresponde al interior del agujero
negro.

4.0.2. Geodésicas del segundo tipo

En otro ejemplo presentamos las goedésicas del segundo tipo de la §2.10, calculadas en variables
de Ashtekar—Barbero. Los valores de los pardmetros son los mismos usados en dicha seccion:

1
==, e==, [=11
14° 2

con lo que los valores de las integrales primeras son

3 43790
=L =22— S E =
fu 5777 M 44429

La condicion inicial para determinar la soluciéon T(o) es

77
TO)=In|—]|, T'(0) = 0,
71
es decir, parte del apocentro, la cual se calcula a partir de la ecuacién de la cuatro velocidad con

e=1,
23716 _,p 23716 _;

639 . 9 4,
- AT~ . 4.6
ML 1731 ¢~ 44429 T 49° (4.6)

haciendo 7" = 0 y despejando para T. La Figura[4.6| muestra el grafico contorno (#.6), de donde se
observa que la trayectoria de la geodésica en el plano 7-T" es no acotada. También se muestra en
detalle el punto que define la condicion inicial.
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Figura 4.6: Grafico de la cuatro—velocidad para la geodésica del segundo tipo(izq.), nétese que la
curva es no acotada. Detalle y condicidn inicial a partir del apocentro (der.)

La Figurald.7|muestra T(c") y (o) para la geodésica del segundo tipo. La Figura|4.8|muestra el
gréfico correspondiente para ¢(c). Finalmente la Figural4.9|muestra la 6rbita en el plano ecuatorial
calculada en variables de Ashtekar—Barbero (izq.) y la 6rbita calculada partir de la solucion analitica
(der., reproduccion de la Figura[2.25)). El diagrama espacio—tiempo y en coordenadas de Kruskal
es similar al de la geodésica particular y no lo reproducimos aqui por brevedad.

T T

-0.15 -0.10 -0.05 0.05 0.10 0.15

Figura 4.7: Gréaficos de T(0) y 7(0) para la geodésica del segundo tipo.
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Figura 4.8: Gréfico de ¢(o) para la geodésica del segundo tipo.

x-y plane

-0.2

e TT =l
of
=

Figura 4.9: Gréfico de la 6rbita en el plano ecuatorial calculada en variables de Ashtekar—Barbero
(izq.) y la orbita calculada partir de la solucién analitica (Figura[2.25). En esta ultima aparece una

componente de ejeccion de agujero blanco.
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Capitulo 5

Modelo Cuantico Efectivo del Interior del
Agujero Negro de Schwarzschild

En este seccion incorporarmos la correccion a la dindmica de 1a métrica de Schwarzschild, debi-
do al efecto cudntico por lazos. Primeramente abandonamos la forma de 1a métrica de Schwarzschild
(3.21)) y la sustituimos por una forma general de Kantowski-Sachs (3.23)):

ds? = —=N(1)d7? + g (1)dx* + gaa(7)dQ (5.1

que es homogénea aunque anisotropica, con el grupo de simetrias R x SO(3).
En segundo lugar, los coeficientes métricos vienen descritos por la dindmica hamiltoniana

efectiva a través de las variables de Ashtekar—Barbero (b,c, p,,pp), consistente con la simetria
R x SO(3),

2
ds? = —N(7)%d> + izdx2 + |pcl(d6® + sen® 0d¢?), (5.2)
pclLO
con
N(t)dt = Noy(T)dT (5.3)

y la eleccion del lapso
ysen(po)|pel 26y

Ne#(T) = 54
s(T) sen(6,b) >-4)
La dindmica viene dada por el hamiltoniano efectivo
1 sen(d.c) sen(dpb) ¥26,
He = — 2 cl + + . 5.5

Esta vez, no estamos interesados en encontrar una correccion cuéntica de la métrica (5.1) en
las coordenadas originales (7, x, 6, ¢) para lo cual habria que proponer una forma funcional para
el lapso modificado por la correccién cudntica N(7), para luego resolver (5.3) para 7 = 7(T), tal
como lo hicimos en el caso cldsico, sino que ahora procederemos directamente a determinar las
soluciones geodésicas de la métrica

2
ds® = =Ney(T)* dT? + ﬁd’“z + |pcl(d6? + sen® 0dg?), (5.6)
cl™=o
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subrogada a la dindmica efectiva, es decir con las variables dindmicas como funciones de la
coordenada temporal 7, presente en la métrica efectiva (5.6).
La deduccién del Hamiloniano efectivo es consecuencia de la reglas de cuantizacion polimérica
y del célculo de la accién efectiva para una métrica del tipo de Kantowski-Sachs. Hay mds de una
forma de definir la dindmica hamiltoniana efectiva, de modo que la teoria no permite determinar
una unica forma, sino que todas ellas deben ser compatibles en el limite cldsico. En la mds sencilla
de éstas, se procede partiendo del Hamiltoniano cldsico en variables de Ashtekar-Barbero (3.32)
1 2

Y
H.,=——|2cp, b+ — . 5.7
/ 2Gy cpe + (b + b)Pb (5.7)

y se hace la sustitucién

sen(d.¢) sen(d,b)
L b —

50 517
donde 95, 0. son pardmetros del orden de la escala de Planck ¢p. En el enfoque mas sencillo se
supone que estos pardmetros son constantes. Se verifica que en el limite J., 5, — 0, la sustitucién
se reduce a la identidad. Efectuando entonces la sustitucion(5.8) en es que se obtiene el
Hamiltoniano efectivo (5.5)). Se puede verificar también que esta sustitucion es consistente con el
lapso cldsico y efectivo (5.3)). Para una deduccion basada en el cdlculo de las holonomias de
LQG véase ( [10, Appedix B]).

De aqui en adelante adoptamos el signo de p. > 0 lo cual significa elegir una orientacion de las
triadas. En lo sucesivo serd comodo adoptar el siguiente pardmetro

C —™

(5.8)

bo = (1 +y*52)!/? (5.9)

Notando que en el limite de la escala de Planck tendiendo a 0, by — 1.

5.1. La dinamica efectiva

La dindmica determinada por el Hamiltoniano (5.5)) es

. 1 /sen(6pb) Y26
b = - 5.10
2( 55 +sen(5bb)) (5.10)
¢ = _ZL@C) (5.11)

¢

252

. Pb 751,
= 2 cos(dpb)(1 - —2— 5.12
Pv > €os(d )( sen2(6bb)) (5.12)
Pe = 2pccos(dcc) (5.13)

donde el punto denota derivada con respecto a 7.

El sistema de ecuaciones para (b, pj) estd desacoplado del sistema para (c, p.). Es mas, las
ecuaciones para (5.10) y (5.11) son separables, asi que se pueden resolver para c¢(T), b(T) y luego
sustituir en las ecuaciones para los momentos (5.12)), para luego integrarlas. Aunque el
procedimiento es directo, aqui presentaremos la deduccion de las soluciones ya que necesitaremos
férmulas explicitas para resolver numéricamente las ecuaciones de las geodésicas en el modelo
efectivo.
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La solucion para b(T)
Haciendo el cambio de variable u = sen(d,b) y usando la ecuacion diferencial (5.10) para
sustituir db = b dT, tenemos

du

1
0p cos(0pb) db = 6p, cos(dpb) (_E (

’ W2 4 252
—@WI—M(£+y6ﬂdT:—%VLﬁﬂL—J;ﬁcﬁ

2 op u Opu

2
sen(dpb) LY Op AT
Op sen(8,b)

Separando variables
udu T

(u2+726§)\/1 —u? -2

Ahora hacemos el cambio de variable z = V1 — u2, con lo cual la ecuacién se reduce a

dz dz dTr

1-2+922 -2 2
donde hemos usado (5.9). Integrando, llegamos a

/ dz B arctanh (bio) B arctanh( “ll):)“z)
b% R by by

cos(6,b)
arctanh (—bo ) T

= = — + const.
bo 2

luego

boT
cos(dpb) = by tanh [% + const] .

Imponiendo la condicién de que b = 0, si T = 0, tenemos 1 = bgtanh[const.], por lo que

conts. = arctanh (bio) Finalmente tenemos

boT 1 bo(cosh[22L] + by senh| 2L
cos(6pb) = bptanh [L + arctanh (—)] = ol [ i i 0 b[ T2 ], (5.14)
2 bo by cosh[*4-] + senh[*4-]
boT 1
sen(0pb) = |1 — b3 tanh? 20~ + arctanh | — (5.15)
2 bo
2
-1+ b

1+b5[-1+

boT boT 1\ |
(bo cosh [% + senh [%])

Solucién para c(7).
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Hacemos el cambio de variable u = sen(d.c), luego du = 6. cos(S.c)dc = 6.N1 —u?dc.

Sustituyendo la derivada (5.11) en dc = ¢dT,

6\/—( 2seg(6c)) AT
—2uV1 —u?dT.

du

Separando variables e integrando

du
2dT

\/_
arctanh (\/ = 2T + cte.
V1 - u2 = tanh(2T + cte.),

u> = 1-tanh?QT + cte.)

v

sen(d.c) = \/1 — tanh?>(2T + cte.)
cos(d.c) = tanh(2T + cte.)

Usando la formula,

an 0 3 sen @
2] 1+4cosé

con 8 = d.c, se obtiene

OcC sen(d.¢) \/ 1 — tanh?Q2T + cte.)
t = _
o ( 2 ) 1 + cos(d.¢) 1 + tanh(2T + cte.)

Ahora usamos la condicion inicial

vLoo, — tan 0.¢(0)
8m 2

que se justifica como sigue: para 6. =~ 0,

7L06c _ (5cc(0)
= tan

8m

) ~ 6.¢(0)/2

que en el caso clésico se reduce a

c(0) = 7 Lo

yLod. (6Cc(0)) 1 — tanh?(cte.)
— =tan =

8m 2 1 + tanh(cte.)

Luego entonces,

despejando,
64m 2 _L2 252

tanh(cte.) = .
(cze.) = 64m? + L3y?6;
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Finalmente desarrollamos tanh(27 + cte.) usando la férmula

tanh x + tanh
tanh(x + y) = al Y

1 +tanh xtan y
con lo cual, usando (5.19),

tanh(27') + tanh(cte.)

tanh(27 + cte.) =
anh( cte.) 1 + tanh(2T') tanh(cte.)

2 72,252 2_ 72,242

tan(2T) + 64m=—Liy“o; T 2T 64m"—Lgy~o;
64m2+L3726% el 4e=2T 64m2+L§yzég

B 64m2—L2y252 2T _ 2T 64m2—L2y252
1 + tanh(27) o4 ele gy %

64m>+L3y?57 el +e™ 64m>+L2y2 5%

(64m2 + Lgyzég)(eZT - e_2T) + (64m?* — Lgyzég)(eﬂ + e_ZT)

(64m? + Lgyzég)(e” +e2T) + (64m? — Lgyzég)(e” — e 2T)

128m?e?! — 2L§y2662,e_2T 64m?e — Lg)/zdf

128m2e? +2L2y282e™2T  64m2e*T + L2262

Sustituyendo ahora la dltima expresion para tanh(27 + cte.) en (5.18) y después de simplificar
llegamos a

L -2T

2 8m

Esta es la expresion (2.21) de la referencia [3]. Haciendo la misma sustitucién en (5.16)) y (5.17) se
obtiene

64m?e?T — Lgyzég

64m2e?T + Léyzég
16mLoyé. e’

64m2e*T + Lyy25?

cos(d.¢) (5.21)

sen(d.¢) (5.22)

Solucion para p;,(T)
Ahora sustituimos (5.14)) en (5.12) y separamos variables

AGE cos(abw( s, )

d
dT In(ps(T)) (M) 2 ~ sen2(6,b)

22
b boT 1 0
= 2 tanh [% + arctanh (— 7 %

1 _
2 bo)] 1- b(z) tanh? (bOTT + arctanh (bio))

Integrando con Mathematica y simplificando obtenemos

1 boT 1 boT 1 1
In(pp(T)) = 3 In {cosh4 (% + arctanh (b_)) (1 - b(z) tanh® (% + arctanh (b—)))} + > In{cte.’}

0 0
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Multiplicando por 2 y tomando antilogaritmos,

boT 1 boT 1
pp(T)? = cte.? cosh? 20" 4+ arctanh [—|] 1 - b% tanh? [ 2~ + arctanh | —
2 bo 2 bO

boT 1 boT 1)\
pu(T) = cte. cosh? 2~ 4 arctanh | — || [1 - bg tanh? [ =2~ + arctanh | —
2 bo 2 by

La constante se puede determinar por la condicién de que para ¢, la forma funcional de p,(T) debe
reducirse al caso cldsico (3.43)),

pu(Ter) = —2mLg ™ (e7Tet = 1)1/2, (5.23)

De hecho si hacemos

boT 1 boT 1\
g= cosh? [ —=— + arctanh | — | | [1 - b% tanh? [ —— + arctanh | —
2 bo 2 bO

que es el término sin la constante, tenemos

) Tye T -1
lim 6,8 =
0p—0+ Y
luego, podriamos tomar cte. = —2mLyydp. Sin embargo esta eleccion no es tnica, pues siempre es

posible multiplicar la cte. por cualquier cantidad que tienda a 1 cuando 6, — 0. Con el fin de ser
consistente con las expresiones de varios autores [1]], [3]], [12]], tomaremos la solucién para py(T)
como

2mLyys boT 1 boT 1))\
pu(T) = —% cosh? (% + arctanh (b_o)) (1 - b(z) tanh? (% + arctanh (b_o))) ,

(5.24)
y note que b(z) =1+ yzc‘)’i tiende a 1 cuando 6, — 0.
Vamos ahora a obtener otra expresién para p,(T). Primeramente notemos que en (5.24)), el
segundo factor es

boT 1\\)\"?
(1 - bg tanh? (% + arctanh (b_))) = sen’(6,b).
0

Ahora expresemos el cosh? usando la férmula de la secante

boT 1
cosh? (% + arctanh (b_o)) =

1 1

2_
I - tanh’ [bTT + arctanh (bl—o)] 1- b% tanh? [%T + arctanh (bio)] + b‘l’%] b%
1 1

- 2_ - 252
1 — cos2(6,b) + % cos2(6pb)  sin*(6pb) + %(1 — sen2(6,b))
0 0

tanh? %T + arctanh (bi)]
0

2 2
1 by by

(1 - ﬁ) sen?(6,b) + 70 (b% - yzél%) sen2(8,b) + y262 sen?(6,b) + ¥26;

2 2
bO bO
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Por lo tanto

2mLyys by
pu(T) - 27 L > 0 5= sen(6,b)
by  sen*(opb) + y*0;
2mLyy$
= - mEoYon sen(6,b)

sen?(5,b) + yzég

que es la férmula para p,(T) en [3].
Usemos ahora la siguiente identidad que serd mostrada mds adelante, la cual muestra que la
masa es una observable de Dirac

pesen(d.c) = mLyyé,, (5.25)

con lo que se obtiene

2pc sen((s(icc) Sh
T = - = sen(dpb
Po(T) senZ(5,b) +7265 (65b)

, sen(d.c) sen(dpb) 8ype
e o sen?(6pb) + y265;
_ _2sen(6cc) sen(0,b) Dc (5.26)

S p  sen (j(zahw 2

que concide con la ec (2.25) de la referencia [2].
Nuevamente, de (5.26) se puede ver que se recupera el caso clasico, ya que si 85,6, — 0,
entonces

pu(T) — 2Cbb2

y usando las expresiones (3.41)), (3.42) y (3.44)) para b, c y p., respectivamente

p -2T 1/2 P(O) 2T
2cb——S— =22 -1 <
b = ~2ce (e =1l AT DTS

2 2T
_ (YLO) e (e 1)1/24’”
4m yZe~
1
= _szo(e—T _ 1)1/267 = —2mL, €T(€_T _ 1)1/2

que coincide con (3.43)).
De esta manera hemos comprobado que la expresion (5.24]) es consistente con las mencionadas

en la referencia

Solucion para p.(T).
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Sustituimos ahora la expresion (5.16)) en la ecuacién diferencial (5.13) e integramos, con C una
constante de integracion,

dl@d% 2 cos(6.) f@%ﬂ—%ﬁﬁ
— n = COS C)=
ar ‘ 64m?e¥ + Liy267
1
m&mqﬂ: 4Tﬂd@#&ﬁ¢@%ﬁ+mq
m@):zca”@%&”+%ﬁﬁ)

2.2¢2
2C (64)m2 e Lor7o e 2T
64m?

Fijando la constante convenientemente llegamos a

L2 262
pe(T) = dm? [ 4 200 % -1 (5.27)
64m?

que se puede verificar que se reduce a la expresion clasica (3.44) cuando 6, — 0.

Verifiquemos ahora la identidad (5.25)). A partir de la expresion (5.22) para ¢(T') tenemos
16mLo)/5cezT 3 16mL0y6Ce2T

sen(d.c) = =
2 ,4T 2,252 124262
6dme™ + Ljy“oc  gapm2e2t (ezT + %e‘ﬂ)

mLO)’dc

2,252
Am2 (eZT + Ly 5ce—2T)

64m?

luego recordando la expresion (5.27) para p.(T),

129282
pe(T)sen(6.c) = 4m? (€2T + 604m26 e'ZT) sen(d.c)
= mLO')/(sc,

que es la identidad que queriamos demostrar.

El cambio de variables de conexion
La solucion del sistema dindmico hamiltoniano para las variables de conexion (b, ¢) se resume
en las siguientes férmulas, con by = (1 + ),2(5127)1/ 2,

T 1
cos(6pb) = bptanh bL+arctanh —11, (5.28)
2 by
boT 1
sen(9pb) = |1 — b3 tanh? 20~ 4 arctanh [—| |, (5.29)
2 bg

64m?e*! — L3y*6;
64m2e*T + L3y262°
l6mL0y5062T

sen(d.c) = 64mze4T+L3725% (5.31)

cos(d.c) (5.30)
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Dentro le los c6digos para el cdlculo numérico, se usaron las siguientes formulas alternativas,
que se pueden verificar con ayuda de un manipulador simbdlico

by (cosh [bOTT] + bg senh [%])

cos(dpb) e e
bo cosh [%] + senh [%]

-1+ b}

sen(dpb) 1+ 82| -1+

2
(bo cosh [I’OTT] + senh [I’OTT])

El cambio de variables de triadas
La solucidn del sistema dindmico hamiltoniano para las variables de conexién (pp, p.) se resume
en las siguientes formulas

po(T) = _mb—gm cosh? (b% + arctanh (b_)) (1 - b(z) tanh? (b% + arctanh (b_))) ,
0 0 0
L()’)/252. _
A7) = 4 2| 2T + c 2T
pt) = an? (& S

El lapso efectivo
El lapso efectivo, con la eleccién p. > 0,

Nos — YOu\Pe
of = sen(6,b)

se expresa en cualquiera de las formas siguientes:

76;,\/4m2e2T + %Lgyzdge‘ﬂ

\/1 - b(z) tanh? [bOTT + arctanh (blo)]

yéb\/4m262T + %ngﬂége‘ﬂ

¢1+b3

5.2. La dinamica hamiltoniana efectiva

Nef(T)

—1+b?
—1+ boT - boT 1\2
(bocosh[%]ﬂenh[%])

En el enfoque Hamiltoniano de las variables de Ashtekar—Barbero, las variables dindmicas y
el lapso son funciones de la coordenada temporal 7', a través de la dependencia de los coeficientes
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de la métrica de Kantowski-Sachs; recordemos que bajo esta simetria, coeficientes de la métrica se
pueden escribir de acuerdo a (5.6)), ya elegida una orientacion de las tétradas (p. > 0), como

2
ds? = =N,y (T)* dT? + I%dxz + p(d6? + sen? 0dg?), (5.32)
€0

donde el lapso para el caso clésico y para el caso efectivo son respectivamente:

717% 75}1171/2
N (1) = =€ N,+(T) = <. 5.33
1(7) p 0 #(T) sen(6,b) (5.33)

En cada caso, la dindmica de las variables (b, c, pp, p.) estd dada por la solucion al sistema hamil-
toniano clésico o al sistema hamiltoniano efectivo (5.10H5.13)), respectivamente.

En el caso cldsico, para el interior del horizonte 7 = p.(T.;)'/?> = 2me’<!, con el horizonte
7 = 2m correspondiendo a 7,; = 0 y la singularidad 7 = O, correspondiendo a 7,; = —oo, de donde
se sigue que el coeficiente de la métrica en el dngulo sélido dQ = d6> + sin” 6 d¢?, y el lapso se
hacen cero. Por otro lado by p,, se anulan en el horizonte 7;; = 0

En el caso efectivo, de (5.27),

LZ,)/Zé‘Z
2 2| 2r , 207 % _or
= p(T) =4 407 ¢ ,
77 =p(T) =4m (e i €
pero esta vez p.(T') alcanza un minimo en
1 Loo
TET:EIH(Y&(;C), (5.34)

Esto puede verficarse de (5.13)) ya que p. = 0, implica cos(d.c) = 0, que usando (5.30)), se obtiene
el valor de (5.34). Evaluando la segunda derivada p.(7") = 4mLyyd. > 0, asi que p.(T) alcanza un
minimoen7 =7 .

5.3. Geodésicas en el Interior del Modelo de Schwarzschild
Efectivo

En el esquema de correccién cudntica que estamos considerando, los pardmetros dj, o, se han
supuesto constantes. En la LQC, estos pardmetros se hacen depender de la llamada brecha de area
(area gap) A,

A = 4N3ryls,

donde £p; es la longitud de Planck, siguiendo diversos esquemas.
Corichi et al. [[12]] usan la forma

Op = A Oc = A
b= e ‘=T
donde ry = 2m, el radio de Schwarzschild. La Figura[5.1|muestra el efecto de elegir los pardmetros

Ly y m. En estos graficos se ha puesto {p; = 1. Se observa que fijando Ly, al aumentar el valor de
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la masa, el cruce de las curvas, donde p; = 0, el valor de p. aumenta. Las

curvas inician en 7;; = 0 que corresponde al horizonte y son recorridas en sentido de 7;; negativos.
En los puntos marcados, p. alcanza un minimo que corresponde a una superficie de transicion en
el espacio—tiempo, cuando 7;; continua por valores negativos, la solucién ahora corresponde a un
agujero blanco y cuando 7,; — —oo la solucidn vuelve a cruzar el eje horizontal que corresponde
a un horizonte de agujero blanco.

pb
20

Ln[pc] 0
0 5 10 15 20 25 30 0

Ln[pc]

Figura 5.1: La dindmica hamiltoniana efectiva en el espacio de momentos (escala logaritmica en

el eje horizontal). Efecto de cambiar la masa (izq., Ly = 1) y de cambiar el pardmetro Ly (der.,
m = 10).

En la Figura hemos tomado el valor numérico de la longitud de Planck como ¢p; = 1. La
Figura [5.2) muestra las graficas de la solucién para un valor fijo de Ly = 1, m = 10 y valores de
tp; = 1,.1,.01,107%. El efecto es que los valores que p. alcanza son cada vez mas pequefios (con lo
cual su logaritmo es cada vez mds negativo), en particular su valor minimo tiende a —co cuando £p;
tiende a cero, con ello se recupera el comportamiento del caso cldsico (compare con la Figura[5.7]
Todas las soluciones comienza en el mismo horizonte, ya que la masa es la misma, con 7,,; = 0
y p» = 0; para valores negativos de 7,;, p. alcanza un minimo, para 7 = 7, la solucién regular
continua para T < 7 mondtonamente para acabar para T,; — —oco en un horizonte de agujero
blanco, cuando p; vuelve a hacerse cero.

pb

ﬁ_“____.._"
~
~

~

: = - . Ln[pc
-10 0 10 20 30 (Pe]

Figura 5.2: La dindmica hamiltoniana efectiva en el espacio de momentos (escala logaritmica en

el eje horizontal). Efecto de cambiar el valor de £p; = 1,0.1,0.01, 10~* en colores azul, naranja,
magenta y café resp.. Compare con el caso cldsico

77



En el esquema de Ashtekar et al [1], los pardmetros constantes se toman como

1/3
A 1 { yA?
5p = _VA o Los. == (5.35)
V2ny2m 2 \4n2m

La Figura muestra las soluciones del sistema hamiltoniano efectivo, con esta eleccién de
los parametros 0p, O, y la brecha de drea, y el efecto de los pardmetros de escalamiento Ly y de la
masa m.

Enlos cédlculos de las geodésicas del modelo efectivo, de la siguiente seccion, decidimos eliminar
Ay poner a d. en términos de d; de modo que este fuera nuestro pardmetro en las simulaciones
que se tomard a conveniencia para amplificar graficamente el efecto de la cuantizacién por lazos.
La eliminacién nos da

my352

. 5.36
Lo (5.36)

c =

Ln(pc)
Figura 5.3: La dindmica hamiltoniana efectiva en el espacio de momentos (escala logaritmica en

el eje horizontal). Efecto de cambiar la masa (izq., Ly = 1) y de cambiar el pardmetro Ly (der.,
m = 10).

En las gréficas anteriores se ha tomado {p; = 1. La Figura muestra el efecto de tomar
¢p; =1,0,1.0.01

1
1

PI=.01

i

-8 -6

: Ln(pc
4 5 A (pc)

Figura 5.4: La dindmica hamiltoniana efectiva en el espacio de momentos (escala logaritmica en el

eje horizontal). Efecto de cambiar el valor de £p; = 1,0.1,0.01 en colores azul, rojo y verde resp..
Compare con el caso cldsico
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5.4. Geodésicas del modelo efectivo

El procedimiento para el célculo de las geodésicas en el modelo efectivo es el mismo que para
el caso clasico. Partiendo de la solucion analitica del sistema hamiltoniano, los coeficientes de la
métrica se expresan como funciones de 7', ya fijada la orientacién con p. > 0,

1/2

2
5
ds* = =N, ¢(T)* dT* + %dxz + pe(d6® + sen? 0dg?), Nop(T) = 1P (5.37)

peL? sen(dpb)

A partir de esta expresion para la métrica, se calculan las ecuaciones de las geodésicas siguiendo
el método del Lagrangiano y denotando el pardmetro de longitud de arco, o, se procede a hacer la
reduccidn por la integral de energia relativista £ y momento angular L. Sin pérdida de generalidad,
podemos restringirnos a Orbitas ecuatoriales & = x/2, para finalmente obtener un sistema de
ecuaciones para las variables T'(o), ¢(0) y x(o) que tienen la forma

AT (o) + B(o)T'(07)* + C(0)
G(o)p'(c)-L = 0, (5.38)
H(o)x' (o) - E

|
L

I
L

La forma explicita de estas ecuaciones se muestra en la Figura [5.5] como capturas de pantalla,
debido a su extension y con el fin de evitar errores de transcripcion o formateo en IXIEX

1 Tyorpe
L 20T (L4096 (<14 b0)° (14+b0) ®T1°1 h12 m* + 4096 (-1 +b0)® (7 +7 b0 + b0? + bo*) @®** T() h12 m* + 4096 (1 +bO)® (-7 +7b0 - bO? + b0>) €2 (4*359) TIe] 12 py*

4096 (-1+b0) (1+b0)® e® 7T h12 n* _ 262144 bo* (-3-2b0 +bo*) e* (3+b0) Tlo) En2 mf 42 5h2 4 262144 bo* (-3+2b0 +bo*) e* (4+b0) Tle] En2 b 42 5h2 -
262144 (-1+b0)% b0* (1+b0o) e ®*° 7] En? m® 42 5b? + 262144 (-1 +b0) b0* (1+bo)> 25 T En2 f 42 5h2 4 64 (-1 +b0)® (1+b0) e*T1°) h12 LO2 m? 2 5c2 -
64 (-14+b0)° (7+7b0 +b6%+b0*) e Tl h1? Lo* m? ¥* 6c% - 64 (1+b0)® (-7 +7b0 - bo? + b0*) e 2+3°) Tl°] h12 192 m? ¥* 5c? +
64 (-1+b0) (1+b0)% e 7P Tl] h12 192 m? y2 5c2 - (-1 +b0)* bo* e2°°7(?) En? L® ¥® 6b? 6c® + bo* (3-4b0+2b0? -2b06* + bo*) 32°T0°] En? 1Lo® y® b2 5c° -
be* (3 +4b0+2b0% +2b0° 4+ bB‘) e* 7?1 En? 1Lo® ® 5b2 5¢c® + bO* (1+b0)* 27 En? Lo® 8 5b2 5c® +
4096 (1+b0)* e+ Tl n* ((21 -23b0? - bo* +3b0°) h1? +bo* (-1+3b0) En? LO? ¥* sb? 5c?) -
64 (-1+b0)> e 2" TI°) 192 m? y? 5c? ((21 - 23 b0 - bO* + 3b0°) h1% + b0* (-1+3b0) En? LO? ¥* 5b% 5c?) +
4096 (-1+b0)> e 9 T n* ((21-23 b6 - b0* +3b6°) h1? - be* (1+3b0) En? LO? ¥* sb? 5c?) -
64 (14+b0)>e!***") Tl°) L9 m? ¥? 5c? ((21 - 23 b0* - bo* + 3b0°) h1® - bo* (1+3b0) En? LO? y* 6b% 5c?) -
4096 (1+b0) e* 2" Tl7T m® ((_14b6%)? (35+10b0% + 3b0*) h1* + b0* (-3 +3b0 - b0* + 3b0°) En* LO? v* 5b% 5¢2) +
64 (-1+b0) e 3" TI°1 192 m® y? 5c? ((-1+b6%)* (35+10b0% +3b0*) h1® + b0* (-3 +3 b0 - b0 +3b0°) En’ LO? v* sb? &c?) -
4096 (-1+b0) e®3*) 71 n* ((~14b0%)? (35+10b6% +3b6") h1* - bo* (3+3b0 + bo* + 3b0*) En? LO® ¥* 6b* 5c?) +
64 (1+b0) e 9 TL) 102 m? ¥ 5c? ((-1+b0?)? (35+10 b6% + 3b0") h1* - bo* (3 +3 b0 + bo? + 3b0%) En? LO? ¥* 6b% 6c?)) +
% c';ha”” (-1 + b0 + 77 4 ho ™ T(°) )4 m? ¥ 5b? (64 e Tl m? 4 Lo% 2 :Scz)Z
(64 (-1+b0)° e*Tl°) m* - 64 (3+3b0 +b0> +3b0° +2b0") & 2 () n? 4 64 (3-3b0 + b0* -3b0° +2b0*) " T m? 4 64 (14 b0)> 30 TN 2 _
(-1+b0)° L0? ¥* 5c* + (-3 4+ 3b0 - b0* - b0> + 2b0*) *° 717 LO? ¥* 5% - (-3 -3 b0 - b0® + bo> +2b0*) €277 LO? ¥? 5% - (1+b0)* &3*°7I7) LO? ¥? 5c?) T [0]7 +
1

7
E.'i”“””‘ (-1+4b0 + ™7l 4 bo e T1) ((-14+€7(77)% 4 b2 (-14+e™7(71)? 4 2b0 (-1+e2*°7I7T)) m? 42 5b% (64 &*T(7) m? + LOZ y? 5c2)3 T” [0] = ©

1
L+ (4.2TLa] n? s e 2T(e) g2 2 5cz) & [0] =0

1 1
~E-32(-1+b0?) """ m* (b0 Cosh| = boT[o] | + Sinh| = bOT[0] * (21-b0% + (14 b0? Cosh[b@T[o]] +2b@Sinh[b0T[0]]) X [0] =@
( 2 2

Figura 5.5: Las ecuaciones de las geodésicas (5.38]) del modelo efectivo.

5.4.1. La geodésica particular
Los pardmetros de la geodésica son:

m=1,L =4, E =0.9746794344808964, 6, = 1, Ly = 1.
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Usamos los mismos pardmetros que para la geodésica particular de la §2.7, pero con el modelo
efectivo. La gréfica de la solucién 7(o-) se muestra en la Figural5.6|. La linea horizontal corresponde
al pasaje de la solucién por la superficie de transicion 7 = 7. La linea horizontal més inferior
corresponde al horizonte de agujero blanco. La Figura[5.7/muestra la 6rbita con los diversos pasajes
por el locus de transicion, es decir el radio que sustituye a la singularidad en el origen del modelo

clasico.

10000

5000

-5000

-10000

Figura 5.6: La solucion T'(o-) para la geodésica particular (izq.): Las lineas horizontales correspon-
den a la superficie de transicion y al horizonte del agujero blanco. La geodésica en el plano T-T":
en negro la soluciéon numérica, sobrepuesta en verde la curva de la cuatro—velocidad.

| - L
Toos 0.10

Figura 5.7: La 6rbita para la geodésica particular con varios pasajes por el locus de transicion

marcado por un circulo rojo (izq.). Se muestra un zoom para apreciar el rebote (der.)

La Figura muestra la geodésica particular parametrizada por el tiempo propio o (der.). El
horizonte del agujero negro esta representado por la linea magenta, el horizonte de agujero blanco
por la linea en verde, y la superficie de transicion en color café. En la misma Figura (izq.) la
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geodésica en el plano coordenado espacio—tiempo, en la que puede observarse que la coordenada
temporal (x) tiende a infinito.

10+ 10k

-10F -10 K

-ooL -20L

Figura 5.8: La geodésica particular en el espacio-tiempo (izq.) y parametrizada por el tiempo propio
(der). Las lineas verticales representan los horizontes y la superficie de transicion.

5.4.2. La geodésica asintotica al ciclo limite en el modelo efectivo

Los pardmetros para calcular esta orbita son:

1
m:i, L:ﬁ, E=—— 6,=1 Ly=1
14 7 V10

El valor relativamente grande de ¢, se ha tomado asi para amplificar el efecto cuantico efectivo.

En la Figura se muestra la geodésica en el plano 7-7’, en verde estd la grafica de la cuatro—
velocidad para una particula masiva con las integrales primeras de momento angular y energia
indicadas antes. En negro se muestra la grafica (T'(c),T’(c07)) de la solucién a la ecuacion geodésica
parar T(o). Se trata de una solucién periédica que recorre el mismo lugar geométrico infinidad
de veces con un avance del apocentro, con pasajes sucesivos por los horizontes de agujero negro,
superficie de transicidn (en rojo), y horizonte de aguero blanco.

81



Figura 5.9: La geodésica asint6tica al ciclo limite. En el plano 7-0-, tiempo propio o (izq.). Detalle

de pasaje por el apocentro y el horizonte de agujero negro, y pasaje por el horizonte de agujero
blanco (der.)

40000 -

20000

-20000 |

-40000

-10}+

Figura 5.10: La geodésica asintética al ciclo limite en el plano T-T" (izq.). Sobrepuesta esta la
solucién para (T(o),T’(07)) y la curva de la cuatro—velocidad, que es recorrida varias veces (izq.).
Detalle de la curva de la cuatro-velocidad en un entorno del apocentro.
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010

-0.010%-

Figura 5.11: La geodésica asintdtica al ciclo limite en el exterior del horizonte (izq.) donde se
muestran los horizontes de agujero negro (magenta), de agujero blanco (verde) y el circulo de
transicion (rojo). Detalle del rebote en la superficie de transicion (der.).

Finalmente en la Figura mostramos la geodésica en el diagrama espacio—tiempo, con la longitud
de arco o como pardmetro. Los distintos pasajes por los horizontes de agujero negro, blanco y
superficie de transicion se muestran.

-10

Figura 5.12: La geodésica en el diagrama espacio—tiempo con el tiempo propio oo como pardmetro
(izq.), se muestran los pasajes por los horizontes de agujero negro, blanco y la superficie de
transicion. A la derecha se muestran detalles en un entorno del horizonte de agujero negro (magenta)
y de agujero blanco (verde), y de la superficie de transicion (rojo).
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo abordamos el cdlculo de las geodésicas cldsicas de la Relatividad General, en una
geometria de Schwarzschild y las geodésicas correspondientes a una métrica de tipo Kantowski-
Sachs, descrita por un modelo efectivo de cuantizacion polimérica. Enseguida resumimos breve-
mente nuestra contribucidn en cada capitulo.

Primeramente comparamos las soluciones de las geodésicas de la Relatividad General, para
una métrica de Schwarzschild que aparecen en diversos trabajos tales como [18], [19], [21], [9].
En el Capitulo 2, revisamos el método utilizado por Hagihara en [18]] que usa la ecuacién de
Hamilton—Jacobi y separacion de variables hasta reducir el problema a cuadraturas, dando por
resultado que las solucién se pueda expresar en términos de las funciones elipticas g, o y { de
Weierstrass como funciones de un pardmetro angular ¢ que se puede interpretar como la latitud
para Orbitas ecuatoriales o latitud para 6rbitas polares y que en general es la latitud sobre el plano
conteniendo la geodésica. Es posible clasificar las trayectorias en términos de dos pardmetros A y
U, sintetizado en las Figuras y los cuales se pueden relacionar con las integrales primeras
de energia relativista h3 y momento angular /; (ecuaciones [2.37). Vale la pena mencionar que el
método de las funciones elipticas de Weierstrass fue usado por Eva Hackmann [17] para geome-
trias mds generales con simetria esférica como el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom. En este
sentido el presente trabajo sigue el mismo método de Hackmann, pero ella hace mas énfasis en la
clasificacion de las trayectorias, mientras que en nuestro trabajo nos enfocamos en el efecto de la
cuantizacion polimérica en la resolucién de la singularidad en el origen.

El método de Hagihara es muy general, pues se obtiene la solucién para las ecuaciones para
cualquier tipo de geodésica, aunque de manera implicita, ya que las variables de posicion y momento
dependen del parametro y, que llamaremos variable uniformizante, y se resume en las ecuaciones
(2.54), 2.58), (2.59), junto con (2.61), (2.60). Sin embargo, encontramos que esta parametrizacién
es mds bien una ventaja cuando queremos continuar las soluciones a través del horizonte como
trayectorias geométricas, es decir, sin tomar en cuenta la relacion entre el tiempo y la variable
uniformizante, sino tan solo la espresion para la coordenada radial r y el dngulo polar ¢ en términos
de la variable uniformizante, como se ejemplifica en la Figura Al representar las trayectorias
fisicas en el diagrama espacio-tiempo (es decir, coordenada radial-tiempo), encontramos que la
solucién de Hagihara sufre de un fenémeno de ramificacién cuando continuamos analiticamente
la solucién como funcién del pardmetro de uniformizacion ¢ como una variable compleja. Este
fenémeno se tradujo en ciertas discontinuidades de la solucién real para la coordenada temporal
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t para valores reales de ¥, después de la continuacién analitica. Este fendmeno se muestra por
ejemplo, en la gréfica de 7(y) en la Figura[2.7|para la parte real y la parte imaginaria. Mostramos en
ejemplos numéricos, dando valores a las integrales primeras, que esta discontinuidad es del primer
tipo, como se muestra en (2.74), por lo que se puede resolver, redefiniendo la coordenada temporal
como en (2.75). Con este proceso obtenemos finalmente los diagramas espacio timporales mostrados
para este ejemplo numérico en la Figura[2.10]que corresponden a un observador Minkowskiano en
el infinito en el que el viajero (geodésica) le toma un tiempo infinito en llegar al horizonte. Esta
solucion sigue siendo vdlida matemdaticamente en el interior del agujero negro, y la interpretamos
como dos ramas de una solucion que tiende a la singularidad del agujero negro, por un lado por la
otra rama es una solucion de ejeccion de la singularidad de un agujero blanco. Véase la Figura|2.10

Al revisar el articulo de Hagihara encontramos varios errores, algunos, puede pensarse que
son tipograficos, sin embargo en la Seccion 2.8, donde estudiamos una solucién particular que
corresponde a un valor de los pardmetros A—u justo en la ctispide de la region permitida, es un caso
degenerado en el que las soluciones para r y ¢ se expresan en términos de funciones elementales,
(2.80), (2.81)), (2.82). Sin embargo, no coincide con la solucién que aparece para este caso en el
articulo de Hagihara ( [18} pag. 125]), por lo cual tuvimos que revisar con mucho detalle y rehacer
los cdlculos de la solucion general, mencionada antes, y de esta solucion en particular. Con el fin de
tener una solucion suficientemente simple, al final de este capitulo continuamos con la deduccién
de las geodésicas radiales.

Seguido, y con el fin de buscar consistencia, comparamos el método de Hagihara con el mé-
todo usado por Chandrasekhar [9] que se basa en introducir anomalias (variables uniformizantes),
dependiendo del tipo de 6rbita. Revisamos muy brevemente, sin pretender ser exhaustivos, la clasi-
ficacion de orbitas que propone, similarmente que Hackmann, con base en las regiones accesibles al
movimiento de acuerdo a la cibica fundamental (2.65]), nuevamente reescrita como en (2.87). Estas
regiones son anillos, exteriores de discos o interiores de discos agujerados, todos ellos simétricos y
con centro en el origen donde yace la singularidad. Como ejemplo, presentamos los célculos para
la familia de soluciones del segundo tipo que son aquellas que tienen un apocentro y van a dar
a la singularidad en el origen. Ello con el fin de contrastar con las soluciones clésicas calculadas
via la dindmica hamiltoniana en variables de Ashtekar y posteriormente con la dindmica efectiva
polimérica.

Finalizamos el andlisis de algunas soluciones clésicas de la RG para la métrica de Schwarzs-
child en este capitulo incluyendo la descripcion de las soluciones antes descritas en un diagrama
de Kruskal con el fin de resaltar el papel de la singularidad en el origen.

En el Capitulo 3 revisamos la formulacién ADM de la Relatividad General, como prolegémeno
a las variables de Ashtekar. La formulacion ADM fue un hito en la formulacién Hamiltoniana de
la RG. Esta se basa en una foliacién arbitraria en superficies espaciales y un campo vectorial de
evolucién temporal, que hace las veces del tiempo en la formulaciéon Hamiltoniana. Las variables
canénicas se construyen a partir de las coordenadas del tensor métrico espacial 4?, el lapso N y el
vector de corrimiento N“. Las variables conjugadas a los coeficientes espaciales de la métrica estan
relacionadas con la curvatura extrinseca K, de las hipersuperficies espaciales, en cambio las otras
variables no tienen un momento definido debido a la degeneracion de la transformada de Lagrange
y por ello se introducen a través de multiplicadores de Lagrange en la accién de Hilber—Einstein,
dando lugar a un problema dindmico con puras restricciones, ya que de las ecuaciones de Hamilton
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asociadas al par h*’~Ky,, son equivalentes a las ecuaciones de Einstein. A pesar de ello, la teorfa
de Dirac de cuantizacion de sistemas constrefiidos es en principio aplicable. Por algin tiempo se
penso que esta formulacion abrirfa un camino natural a la cuantizacion de la gravedad; sin embargo
aun persisten dificultades, aparentemente insalvables, que tienen que ver con la no linealidad de las
constricciones en las ecuaciones de Wheeler—DeWitt.

En la formulacién de Ashtekar, parcialmente inspirada en la accion de Palatini, se parte de
la descomposicion en la teoria ADM, pero en vez de los coeficientes métricos se usan triadas en
las hipersuperficies espaciales, ello lleva una libertad de orientacioén por lo que el espacio base
es un haz principal con una conexién con grupo SO(3), dado que SU(2) es su doble cubriente
universal, la conexion se puede extender a una conexion en el dlgebra su(2), que se conoce como
una conexion de spin. Las variables de Ashtekar son Ai,, por un lado, una combinacién lineal de
los coeficientes de una conexion de spin y de curvatura extrinseca, donde la combinacion lineal
incluye el pardmetro de Barbero—Imirzi, por otro estén las triadas E?.

En la formulacién original de Ashtekar, estas variables eran complejas y era necesario imponer
condiciones de realidad, la modificacion mediante el pardmetro de Barbero—Imirzi permitié subsa-
nar esta dificultad haciendo la formulacién més simple.

En el caso de mini-super espacios o modelos cosmoldgicos, donde existe un grupo grande
de simetrias, las variables de conexién y triadas se expresan como combinacidnes lineales de
1-formas y campos invariantes, lo que define variables canénicas (a, p,). La estructura simpléc-
tica promediada (smeared) del espacio ADM, se reduce entonces a una estructura de Poisson
en este espacio finito—dimensional. La evolucién de la métrica puede entonces describirse por la
dindmica Hamiltoniana de este sistema reducido. Decimos que la métrica estd subrogada al siste-
ma dinamico. Llamamos indistintamente a las variables Afl y El.“ o (a,pa,), las variables de Ashtekar.

En el Capitulo 4 aplicamos esta metodologia para el caso de una métrica tipo Kantowski—Sachs,
reproducimos los célculos de la dindmica Hamiltoniana reducida mostrada en otros articulos y pos-
teriormente resolvemos numéricamente las ecuaciones de las geodésicas cldsicas que obtuvimos
en el Capitulo 2, esto con el fin de verificar que los cédlculos numéricos son correctos cuando
incorporemos la dindmica efectiva polimérica. Esta metodologia nos da informacién adicional cua-
litativa resumida en los gréficos de T'(o-) de la coordenada temporal 7' como funcién de la variable
independiente del sistema Hamiltoniano reducido, que se ejemplifica para dos tipos de geodédsica
en la Figura 3.5 y 3.9 donde se muestran sus graficas, en los cuales es evidente la presencia de
la singularidad del horizonte de agujero negro, como una asintota vertical. Posteriormente, en el
Capitulo 5, vemos cémo se resuelve en la dindmica efectiva. En las citadas figuras comparamos
las trayectorias geométricas en el espacio de configuracion de posiciones, mediante el método de
Hagihara y esl sitema hamiltoniano subrogado en variables de Ashtekar.

No incluimos un capitulo sobre la cuantizacién polimérica para la geometria de Kantowski—
Sachs, debido a que ésto ya ha sido hecha con detalle en articulos de otros autores como por
ejemplo, en [[11], [12], [10]. En cambio incluimos en varios apéndices las ideas principales de la

cuantizacion polimérica en el caso de la particula libre no relativista.

El Capitulo 5 es la contribucién que consideramos mds original de este trabajo. Aqui hacemos
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la deduccién completa de la solucion que se conoce explicitamente para al sistema Hamiltoniano
efectivo, donde los pardmetros de escala 95, 6. constantes, los cuales se relacionan con el pardmetro
de cuantizacion polimerica A (drea gap) via diversos modelos como en Corichi et al. [[12] o en
Ashtekar et al. [1]]. Nosotros preferimos eliminar A y poner d,. en términos de d;, que usamos
como parametro con el fin de exagerar los efectos de la cuantizacion polimérica en los distintos
graficos que se presentan. La conclusion principal es que las geodésicas con la correccion cudntica
polimérica se continian naturalmente en soluciones de agujero blanco a través de una superficie de
transicion. Los autores antes mencionados ya se refieren a esta superficie de transicion y muestran
que definen fronteras de regiones de atrapamiento (trapping regions) por lo que no estidn conectadas
causalmente. Ellos también muestran que ciertas cantidades como el invariante de Kretschman o
la curvatura de Riemann se mantienen acotados cuando las socluciones tienden a la superficie de
transicion. Nosotros mostramos que de hecho las mismas geodésicas se conectan ahi. No hemos
insistido en la interpretacion fisica, pues no es nuestra formacion, trabajo que esperamos que otros
expertos puedan darlo.
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Apéndice A
La particula libre no relativista

La accion de la particula parametrizada libre se puede escribir en términos de la restriccion
como |
S = /dr[p,t' + piX — /l(pt + —pi)],
2m
donde A es el multiplicador de Lagrange y la constriccion es
s 1
g =p:+ z_pxz.
m

Usando el método de promedio de grupo, podemos obtener el Kernel
G(xp,tr;xpty) = f dA{xy, tf|eh’“|x,,t,) donde el propagador es

[/_ dl‘n] l—[<t le” ﬁf/lpfn|t 1>r| [/ dxn] H(x le™ he/lZmPanx i

podemos calcular por separado la parte dependiente del tiempo y la parte espacial para obtener

:If

(xr, lfle_ﬁ/lglxi’l‘» =
n=1

(o)

_ign 1 i I
(tnle he}plltn—o = E/ dptnexP[ - Efﬂptn + %ptn(tn - tn—l)]

Cigg L2 1 ® i 1 i
(xp|e 74 mmPx | x,_ 1) = %/ dpxnexp[ - %eﬂﬁpin + %pxn(xn - xn_l)] (A.1)

Los N productos de las exponenciales en el producto interno se pueden escribir como exponenciales
de la suma de los términos escritos dentro de los brackets en las ecuaciones anteriores. Las integrales
N — 1 sobre t,, y x, combinadas con las exponenciales de los términos p;, (t, —t,-1) Y Px, (Xn — Xn-1)
respectivamente llevaria a N — 1 deltas de Dirac del tiempo y el momento espacial con los términos
sobrantes py,to + piyIN — Px, X0 + Pxy X~ dentro de la exponencial. Integraremos estos deltas N — 1
con N — 1 integrales sobre el momento de tiempo p;, y sobre el momento espacial p,, . Después de
esto, tendremos que integrar por encima de las coordenadas restantes p;, Y Py

2 2nh

tm(xN x0)2
T 2td

G 1 [ 1 « _ifeanLl2 _
(Xf,tfle_ﬁwlxl',tl) - _/ dp;ye ~f P [€AN=(ty=t0)] __ / dx;e h[eﬂszpiN Pxy (XN xo)]

= 6(A = (ty — 1))
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en el Ultimo paso usamos que 7 = eN = 1.
Por lo tanto, integrando sobre A, el Kernel de la particula libre no relativista calculada utilizando
el método de promedio grupal serd

m im(xN—xO)2
G(Xf, l'f, xi’li) = me GYET)

el cual es el resultado usual.

A.1. El algebra de Weyl-Heisenberg

En esta seccion vamos a describir el dlgebra de Weyl-Heisenberg que usaremos para construir
una nueva representacion conocida como representacion polimérica (que no es unitariamente
equivalente a la representacion de Schodinger). En la representacion de Schrodinger, el espacio de
Hilbert /4., es el espacio de las funciones integrables cuadriticamente (%, = L*(R,dx)) y la
accion de estos operadores estd dada por

U, ¥(x) = eP(x) y V,P(x) = P(x + ) (A.2)

para toda ¥ € %.;,. Los grupos unitarios U, y Vﬂ (que dependen solo de un pardmetro) son
débilmente continuos en A y u Esta propiedad asegura que los operadores autoadjuntos £ y p
existen en .75, tales que

A 1 A ;_l/\
U, = et y V, = e'n?

Ahora, el teorema de Stone-von Neumann establece que cualquler representacmn irreducible del
dlgebra de Heisenberg con relaciones de conmutacién U AV = ”V U, es unitariamente equi-
valente a la representacion de Schrodlnger (]A_) entonces todas las medldas dx que se pueden
obtener de la accién de los operadores U y V son equivalentes.

La representacion polimérica del dlgebra de Weyl-Heisenberg no es equivalente a la representacion
de Schrodinger porque viola uno de los supuestos del teorema de Stone-von Neumann, en la nueva
representacion, el operador Vu no es débilmente continuo en u debido a la estructura discreta del

espacio, por lo tanto, no existe un operador autoadjunto p que satisfaga V# = eiMP no existe (en
otras palabras, el operador Vﬂ no estd generado por un operador hermitiano como un generador
infinitesimal). Esto es lo que esperdbamos de la ausencia de un continuo espacial, porque si la
posicion de la particula es discreta, no esperamos que el operador p = —ih% exista en un nivel
fundamental.

Asf, en esta representacion {|x;)} es una base ortonormal y su producto interno se define como

nh

(xilxj) = / dpi enPiCi) = = Ox; (A.3)
u

M
2nh
Hay que tener en cuenta que en el lado derecho tenemos un delta de Kronecker en lugar de un delta
de Dirac. La accién de los operadores bésicos U y V se define como

Uilxj) = et y Vilxj) = |xj — (A4)
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en este caso U, es débilmente continuo en A y, por lo tanto, el operador autoadjunto £ existe
en el espacio de polimérico de Hilbert J7p,, = L>(Ry,dug) (donde Ry es la linea real con
topologia discreta y iy es la medida discreta), con U, = ¢**. Esta accién se puede escribir como
)’5|Xj> = le)Cj).

Sin embargo, hay una diferencia importante con respecto a la representacién de Schrodinger, ahora
los eigenkets de X son normalizables y también los elementos del espacio de Hilbert. En este
sentido, los valores propios son "discretos". Por otro lado, aunque la familia \7,, tiene un grupo
unitario %p,;, el operador no es débilmente continuo en u. Esto se debe a que no importa cudn
pequefio sea 4, |x;) y \A/lej) son siempre ortonormales.

lim (x;|V,|x;) = 0
u—0

La relacion de conmutacion entre estos operadores es

A

[£, V#] = —uV,.

Para definir el andlogo del operador de momento de Schrodinger e~ iHP (ya que % p <l

L S

p

asi que definimos el momento del operador de una manera similar eligiendo u < 1 como una
escala fija, y definimos el operador en 7p,;, como

A A

T
Vi =V

Y

I

Por lo tanto, el cuadrado del operador de momento serd simplemente

hz A A2 A A AL A
A2 2 T _ T _ Ot
Dy = 1 Vi+Vy =VuV, =V, V),
y desde la accion del operador Vﬂ sobre el espacio de estado |x,) produce un cambio en €l como se
muestra en (A.4) la accién de p2 serd

R h?
p)zclxn> = 4_/12(2|xn> = | X0 = 20) =[x, +21)). (A.5)

A.2. Integral de trayectoria polimérica

En esta seccién imitaremos el formalismo de Feynman usando el operador de evolucién eit? e
integrando sobre A en el contexto del método de promedio de grupo para encontrar los elementos de
la matriz del operador de evolucién. Recordemos que en la construccién polimérica las soluciones
de constriccion se descomponen en sectores en los que las funciones de onda solo se definen en
redes de la variable espacial x (en otras palabras, x solo tiene valores discretos) , por lo que debemos
imponer que x = nu donde n es un nimero entero sobre la red.
Debemos tener en cuenta que las variables x y p se conjugan una con la otra, por lo que uno puede
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pensar alternativamente en x o p como la variable de configuracién. Aqui, consideraremos x como
la variable de momento de la particula sobre un circulo, mientras que p esta en el intervalo (0, —%h .
Descomponemos la evolucién en N intervalos de longitud € = 1/N

—

n=

pero esta vez, la base completa contiene una parte discreta debido a la variable espacial x

00 (o)
l:/ dt, Z | X2, 1) { Xy 2
—oo X o

y el Kernel tendré la forma

N-1

00 N-1 00 00 N ] R
Goptpix) = [ @[] [ an|[T[ D JTTewmtmle oo,
® on=1 Y7 1

b = Xp=—00 n=

S

A.3. Particula libre polimérica no relativista

Como ya habiamos visto, la accion para la particula libre no relativista es

. 1
S = /dr[ptt + piX — /l(p, + —pi)],
2m

con la constriccion |

g\ = ﬁt + _ﬁxz-

2m

Una vez mds, es posible tratar independientemente las coordenadas espaciales y temporales. Para
el momento p, tenemos el propagador dado en (A)).
Para calcular el propagador espacial necesitamos la definicion de la funcién delta (A.3) y para
aplicar la acci6n del cuadrado del operador de momento espacial sobre un estado espacial (A.5).
Usando estos resultados obtenemos

h

i

h

. hz
P = 1) = zeds—s sen? E22 .

ek o [ |
<Xn|€ |xn—1> h dpxn exp 7 2m,u2 7

2nth

por lo tanto, el propagador completo sera

N zh N-1 ) . N-1
—Lled M M i
aagle 1 by = s-Gu-) [ [ [s [ amu] [T D5 Jewr[5 3 wtpnpu 2]
n=1 T n= Xp=—00 n=1

Como la parte temporal es la misma que en el caso habitual, obtenemos un delta de Dirac directa-
mente de la forma 6(A — (ty — #p)). Ademas, hemos definido

I ! + e’ Ng sen’ _,upx,,]
= —| — X X - .
h 0P NPxw 2mu? — fi
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Aplicando la féormula de suma de Poisson, podemos transformar la suma de coordenadas en una
integral de linea adecuada agregando

(o)

Z e n(Pxn =P, p) = Z / dx, e il (Prn =Py )20 Inl,

Xp=—00 [,=—00

entonces el propagador se convierte

<Xf,tf|€_ﬁew|xi,li> =
nh N 1

6(A — (ty - to))l_[[2 > / ]—[ / dx i Zmt Py =Py 2Tl 14

n=1 [,=—oc0

En la dltima expresion, las sumas sobre /n pueden ser absorbidas por las variables al extender su
th

rango de integracion desde (—nfi/ u, pifi/ u) a (—o0, 00). Solo en la tltima integral 27th f_ E_h dpy, esto
M

es imposible y llegamos a

(xf, ff|€7€w|xi, ti) =
xh N-1

ROy e ) [E=y

El dltimo paso en la construccion de la integral del camino consiste en tomar el limite N — —oo.
Generalmente en este limite tenemos que hacer las siguientes sustituciones € ZnNzo — f dr,
(ty — ty—1)/€e — dt/dty (x, — x,-1)/]€ — dx/dt para obtener una acciéon continua (sobre 7). Por
lo tanto, el Kernel para la particula libre en el caso polimérico es

-1 N-1

[[: a’xn]exp{h Z Xn(Px, = Pryoy) + %ﬂ}

n=1

=

I
—_

n

G(xpotp:xiti) = / dA(x s trle Y |17 (A.6)
- [ a1 [19on e p et (A7)
donde . representa la accion efectiva, en este caso viene dada en detalle por
Yz/oldr[p,i+pxx—/l(p,+ sen2'upx)

] (A.8)
d

Ademads, es interesante observar que la medida de la integral (A.6) viene dada por
N-1 . N-1 . N-1

@l =[ | [ as|izen=[1]] [ an|izpon=]]| [ av.]

n=1 - n=1 - n=1 o

zh N-1 00
701 =555 [ aons [ i [ 0]

notamos que la medida para el momento p, es bastante especial, las integrales N — 1 son ilimitadas,
pero la ultima todavia esté limitada, este resultado en la medida es precisamente el tnico que queda
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en la integral de linea que el sistema original tenia un cardcter discreto. Si consideramos la accion
efectiva, esto no es importante, pero si queremos calcular el propagador completo, este resultado
es fundamental. Ahora, las ecuaciones de movimiento de la accién del polimero para la particula
libre dada en (A.8) son

ﬁt = Oapx = Oa

i h (2m,u)'c)
= = —arcsen .
’px 2,U /1h

Ahora podemos usar estas ecuaciones de movimiento para reescribir la accion efectiva (usando la
redefinicion x” = x/1)

2o h 2 h? 4m? >
S = / dt[—x' arc sen (ﬂx’) — 2(1 _ L J1 - R x’z)]
” 2u h 4mu h?

& h 2up, n* 2 (HPx
:/ dt[mpxsen( - )_2m 5 sen ( - )]
f 1%

y para el hamiltoniano obtenemos

2

0L #? 4m2u? h x
H = X - = (1— 1- mﬂx’z):—senz(&).
ox’ dmu? h? 2mu? h

Como la energia H es constante, escribimos la velocidad x” en términos de ella

2H
v
m

2mu?
Eh).
h2

Para que la velocidad permanezca bien definida, notemos que los valores de la energia estin
restringidos

(A9)

2

0<Hc<
2my?

en otras palabras, obtenemos una velocidad limite para la particula libre

h h
—— <X (H) < —
2mu 2mu
Este resultado es algo similar al caso relativista donde tenemos que ¢ es la velocidad limite. En
nuestro caso, esta velocidad limite es inversamente proporcional a la escala u y, en cierto sentido,

. . /. . 7 z 2
nos da un significado fisico para u. También cuando la energia toma los valores H =00 H = 2:1;12

la velocidad de la particula es cero; por otro lado cuando la energia es igual a la mitad de su valor

o 2 . .
méaximo H = 4:’17 la velocidad es maxima.
Podemos integrar la velocidad (A.9) para obtener las soluciones para el sistema
1
tpoly(x) =+ — > X+ t()poly
7(1 T TR2 H)

donde 1y, es una constante.

En el limite continuo, cuando ¢ — 0 la energia tiene que ser positiva H > 0 y la velocidad es
ilimitada, en otras palabras, recuperamos el caso cldsico de la particula libre no relativista. Ademas,
en este limite, las trayectorias 7,,/,, serfan las soluciones clasicas #./45(x) = i\/%x + 1.
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Apéndice B
El teorema de Stone-von Neumann

Véase:https://en.wikipedia.org/wiki/Stone%27s_theorem_on_one-parameter_unitary._
groups

Como motivacion al enunciado del teorema de Stone-von Neumann, vamos a considerar el
andlogo en dimension finita:

Si A es una matriz C"™", la exponencial de A se define por su serie

1
A=T+A+ =A%+
2!

La familia,
Ut = etA

satisface las propiedades de grupo a un pardmetro, en particular la propiedad

e(t+s)A — etAesA

se sigue de qud!|[A, A] = 0.
En C" consideramos el producto interno usual

(zzw) =7'w, VzweC"

donde pensamos a los elementos z € C" como vectores columna con entradas complejas, siendo Z
su conjugado. El producto interno tiene las propiedades:

1. {(z,w) = (w,2).
2. {(cz,w) = &{z,w).
3. (z,ew) = c{z, W)

y la norma del vector z € C" se define como

n
lzll = (z.2) = > lzil,
i=1

€A+B + eAeB

'En general

a menos que [A,B] = 0.
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donde |z;| es el médulo de la componente compleja z; € C.
Si la matriz A es autoadjunta, es decir, AT = A, la famila U, resulta ser unitaria, en el sentido
de que
Uzl = ||zll, Yz eC"

En efecto, en este caso )
|Az|| = (Az,Az) = (AT Az, 2)

.(completar ...)
Note también que la relacion entre el operador autoadjunto A y la familia de operadores unitarios
U, es

d 4 d
A= Ee |t:0 = E t|t:0
es decir, para todo z € C"
U —
Az = lim 22— % (B.1)
t—0 t

El andlogo de este resultado se conoce como el teorema de Stone-Von Neuman. Para ello
consideramos un espacio de Hilbert H y un grupo a un pardmetro de operadores unitarios definidos
en un espacio de Hilbert H, U,: H — H, es decir

1. Vo, e H (Un,U;¢p) = (Y, ¢). En particular ||U|| = ||y]].
2. Up =idy.
3. Vt,s e R U5 = U; o Us.
Decimos que grupo a un pardmetro de operadores unitarios (U;);cr es fuertemente continuo si

VipeRy eH  IimU(y) = Uy,¥). (B.2)

El teorema de Stone afirma que todo grupo a un pardmetro de operadores unitarios que sea fuer-
temente continuo, tiene por generador infinitesimal un Gnico operador autoadjunto, posiblemente
discontinuo. Mds precisamente

Teorema B.0.1 Sea (U;);cr un grupo a un pardametro de operadores unitarios fuertemente continuo.
Entonces existe un unico operador (posiblemente discontinuo) A: D4 — H que es autoadjunto en
Dy C Hytal que

VieR U, =€,

donde el dominio del operador A es
Dy ={y e H | lim g(l/f —U)) existe).
t—
y se define '
L
Ay = lim -y~ U(w)). (B.3)

Reciprocamente, dado un operador A: Dy — H (posiblemente discontinuo) autoadjunto en
D4 C H, entonces
U[ — eilA

es un grupo a un parametro de operadores unitarios fuertemente continuo.
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La relacion es el andlogo a la relacién que teniamos en dimensién finita.

Existe otro teorema complementario al teorema de Stone, que da condiciones suficientes para
que dos grupos a un parametro de operadores unitarios U(t), V(s) sean unitariamente equivalentes a
los operadores de posicion y momento enla representacion de Schrodinger de la mecédnica cudntica
en L%(R). Este el el célebre toerema de Stone-von Neuman.

Como motivacion, consideremos dos grupos de operadores U(A), V(u) cuyos generadores
infinitesimales U(1) = €4, V(u) = ¢'#B, satisfagan la relacién de conmutacién [A, B] = i#l,
la misma que safisfacen los operadores de posicién y momento X, p de la representacion de
Schrodinger actuando en L2(R). Por la férmula de Baker-Haussforff-Campbell se puede mostrar

que los grupos satisfacen las relaciones de Weyl

el/lAelyB — e—l/luhel,uBel/lA (B4)

Por ser un grupo a un parametro, naturalmente

el/lAetuA — ez(/l+u)Ael,uAel/1A (BS)

y similarmente para B,
el,lBemB — ez(/l+,u)Bet,uBet/lB. (B.6)

Las relaciones se safisfacen bajo la hip6tesis de que los operadores A, B son acotados.

En el caso que nos interesa, lo operadores A, B a menudo son no acotados (como es el caso
del operador p o pueden estar definidos en un conjunto mds pequefio que el propio espacio de
Hilbert (como el operador X). Por tal motivo, para enuncia el teorema de Stone-von Neumann son
necesarias hipdtesis técnicas que tienen que ver con las relaciones de Weyl, que son solamente
formales en el caso de operadores no acotados.

Definicion B.0.1 Sean Ay,...,A,y By,..., B, operadores autoadjuntos, posiblmente no acotados,
definidos en el espacio de Hilbert H, decimos que safisfacen las relaciones de conmutacion
exponenciadas, o las relaciones de Weyl, si paratoda 1 < j,k <nys,t € R

- eiSAjei[Ak — eitAkeiSAj_

- eiSBjeil‘Bk — eil‘BkeiSBj‘

- el.SAjeilBk — e_iSléjkeitBkeiSAj.
Definiciéon B.0.2 Operadores Ay, ..., A, y By,..., B, que satisface las relaciones de conmutacion
exponenciadas se dice que actiian irreductiblemente en H si los tinicos subespacios cerrados de H

que son invariantes bajo cada ¢*4 y cada ¢*8i son {0} y H.

Teorema B.0.2 (Stone-Von Neumann). Supongamos que Ai,...,A, y Bi,...,B, son operadores
autoadjuntos en H que satisfacen las relaciones de conmutacion exponenciadas. Entonces H
puede descomponerse como una suma directa ortogonal de subespacios cerrados {V;} con las
siguientes propiedades. Primero, cada V; es invariante bajo €4 y €8 para todos j y s. En
segundo lugar, existen operadores unitarios Uy : V; — L*(R") tales que

UleiSAle_l — eiSXj
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UleiSB_,'Ul—l - eiSPj
paratoda jy s.
Si, ademas, los operadores A y B actiian irreductiblemente en H, entonces existe un mapa unitario
tinico U : H — L*(R") tal que

UeiSAj U—l — eiSXj

UeiSBj U—] — eiSPj

para toda s. El mapa U es tinico hasta la multiplicacion por una constante de valor absoluto 1.
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Apéndice C

El propagador de la particula libre
relativista en la representacion polimérica

La accién de la particula parametrizada libre se puede escribir en términos de la restriccion
como

, 1
S = /d‘r[p,t + pxX — /l(pt + —pi)],
2m

donde A es el multiplicador de Lagrange y la constriccion es

Y A
g:pt+2 pxz-
m

Espacio de Hilbert cinemadtico (es decir, sin imponer invarianza bajo la transformacién generada
por la constriccion)
El grado de libertad x esté sujeto al lado de la mecdnica cudntica

H:i, = Hy ® Hscp,

Donde Hj es la representacion polimérica y Hg.j, es la representacion de Schrodinger.
En la representacion polimérica se satisface

[x, V] = —uV,
En la representacion de Schrodinger se satisface
[t,p:] = ih
Hyis 3 [Wyig) = /‘R dAe T | ;)
AMPLITUD DE TRANSICION ENTRE ESTADOS FISICOS
(©yis|Wris) = (Pris [y dAe T | )
Introducimos dos operadores unitarios (relaciéon de completez)

(Deinl Ty Pony (5l @ foe A1 [ dAeFT S0 1603 Cxi] o A1) W)

Dado que ®;,(x,,1) vive en Hg,j, entonces
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=2, f% dt Y f% dr'or. (x,,t) f% dA{x,| ®(t|e‘%g|x;> Q) 1t"Y ¥ ein(x), 1)
(Dyis|Wris) = Dy i 1 Jog AL (X0 VG (s 15 X1 Woin (7, 1)
Donde G(x,,1; x,,t") es la amplitud de extraccion
Gop 13 X 1') = (X t]e8? |0, 1)
Elementos de matriz asociados a la constriccion.

3. Ecuacién (35):

th

i " D (e
<xi|xj> = %‘/ dpiehp’(x‘ JC]) = 6)6,‘,){,’

xh
m
xh xh
X " Lpi(xi=x;) H H ia
LA dp;erPiVi=%) — dp; el
27 J_m P 2rh /__, pi¢
u 2
donde a = %(x,- - Xj)
Asi .
/l " ' //L 1 nati _nah //L m'(xiij-) m'(xiij)
—_ dp:ePi? = —[— T u ] S A— u — u
2nth - pie 2nh a(e e ") 2mi(x; — xj)(e ¢ )

En el caso del espacio-tiempo cudntico de Kantowski-Sachs efectivo, un criterio cominmente
utilizado para caracterizar las singularidades es que todas las geodésicas que entran en la singula-
ridad deben terminar en la singularidad, es decir, la geodésica no debe ser extensible mds alld de
la singularidad. Sin embargo, si la geodésica puede extenderse mds alld del punto donde divergen
los invariantes de curvatura, entonces puede que no sea una singularidad lo suficientemente fuerte
como para ser fisicamente significativa. El espacio-tiempo puede ser extensible en tal caso. Por lo
tanto, el andlisis geodésico es importante para comprender la naturaleza exacta de las singularidades

o la falta de ellas.
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