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Resumen

El presente trabajo se centra en el estudio de la normalidad de grupos topoldgi-
cos, mostrando que en los grupos topoldgicos la normalidad, en genera, no se pre-
serva bajo operaciones topoldgicas. El principal objetivo de este trabajo es mostrar
la existencia de un grupo topoldgico numerablemente compacto que no es normal
y con este fin se define el X-producto de una familia de espacios topoldgicos.

Dada una familia de espacios topolégicos y X, su producto Cartesiano, el >-
producto de la familia con centro en un punto b € X, es el subconjunto de X
que consiste de todos los puntos de X que difieren en una cantidad numerable
de coordenadas del punto b. De esto se nota que el >-producto es un subespa-
cio denso. Ademas, si los factores de la familia resultan ser grupos topoldgicos,
el Y-producto es un grupo topoldgico. La normalidad del >-producto se cumple
cuando los factores son metrizables. En el trabajo se hace mencion que Corson
lo prob¢ para familias de espacios métricos completos, pero Gul’ko lo generalizé
para espacios métricos arbitrarios. El hecho que un grupo topolégico numerable-
mente compacto no es normal se logra con el producto del Y-producto de una
familia de grupos compactos metrizables con su compactificacién de Stone-Cech.

VII



VIII INDICE GENERAL



Introduccion

En 1930 Tychonoff defini6 el producto arbitrario de espacios topolégicos. Este
fue un verdadero avance, una importante contribucion de la Topologia General a
las Matematicas, que abrié ampliamente las puertas a los innumerables éxitos
futuros en Andlisis Funcional, Algebra Topolégica, Légica Matemética y Teoria
de Categorias. En particular, la definiciéon general del producto de espacios dada
por Tychonoff hizo inmediatamente claro cémo definir el producto topolégico de
cualquier familia de grupos topoldgicos (grupos paratopoldgicos, etc.).

L. S. Pontryagin utiliz6 los productos de grupos topoldgicos como una de las
herramientas principales en su trabajo. La construccion del Y-producto de espa-
cios descrita en (b) del ejemplo 1 en la pagina 29 de este trabajo, también fue intro-
ducida por Pontryagin en el contexto de la teoria de grupos topolégicos. Ailos mas
tarde, esta construccion encontré numerosas aplicaciones en Topologia General.

Actualmente, el estudio de productos de espacios topoldgicos sigue tomando
un rol importante en la topologia, pues al definir una propiedad topoldgica, resulta
natural preguntarse si la propiedad se preserva bajo productos finitos, numerables
o arbitrarios.

Dentro de los estudios topoldgicos, es siempre interesante estudiar el com-
portamiento de los axiomas de separacion Tj, 77, Hausdorff, asimismo de las
propiedades de separacion tales como ser regular, completamente regular y nor-
mal. Existen ejemplos de espacios topoldgicos Ty que no son 77, espacios que son
Hausdorff, pero no son regulares, incluso, existen espacios topologicos que son
regulares, pero no son completamente regulares; esto no ocurre en los grupos to-
poldgicos, ya que como veremos, la estructura de grupo dotado de una topologia
que hace continuas a la multiplicacion y la operacién de tomar inversos, mejora el
comportamiento de los axiomas de separacion.

El propésito de este trabajo es estudiar la normalidad de grupos topolédgicos;
observando que ser completamente regular no implica la normalidad de un grupo
topoldgico (A.H. Stone [1948]), incluso presentaremos un grupo topoldgico nu-
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merablemente compacto que no es normal. Para esto, definiremos el :-producto
de una familia de espacios topoldgicos, mostrando una serie de resultados sobre
éste y observaremos la normalidad de este subespacio cuando los factores son me-
trizables. Ademads, veremos que, en consecuencia del teorema de Tamano [1960],
el producto del Y-producto de una familia de grupos topolégicos compactos con
su compactificacion de Stone-Cech no necesariamente es normal, de hecho este
producto es un grupo topolégico numerablemente compacto no normal.

El trabajo serd distribuido en 3 capitulos. En el primer capitulo se enunciaran
ciertos conceptos y resultados basicos, los cuales nos ayudaran para las pruebas
posteriores. Observaremos el comportamiento de algunas funciones cardinales en
espacios topoldgicos, algunas conocidas en cursos bdsicos de topologia, y ve-
remos su comportamiento bajo productos de espacios topoldgicos. Ademads, se
tendrd una seccién dedicada al estudio de grupos topolégicos, en la que veremos
que todo grupo topoldgico es regular (teorema 1.3.9) y completamente regular
(teorema 1.3.15), es decir, en grupos topoldgicos ser 1 implica ser completamen-
te regular, lo que motivé a preguntarse si todo grupo topolégico 7j es normal.

En el segundo capitulo nos centramos en tomar el producto Cartesiano de
grupos topoldgicos, el cual veremos que también resulta ser un grupo topolégico.
Ademés, responderemos la pregunta: ;todo grupo topoldgico es normal? para lo
que se desarrollard una seccion dedicada a los teoremas de factorizacion, haciendo
uso principalmente del teorema de S. Mazur (teorema 2.1.5).

Para finalizar, en el tercer capitulo, trabajaremos en la normalidad de subespa-
cios del espacio producto, definiendo el >:-producto y o-producto, mostrando una
serie de resultados, por ejemplo que el >-producto es numerablemente compacto
cuando los factores son grupos topoldgicos compactos (teorema 3.0.12). Se tendra
una seccion dedicada a la paracompacidad de espacios topoldgicos, lo cual nos
ayudard como herramienta, junto con el teorema de Tamano (teorema 3.1.8) para
probar que el producto del >-producto de una cierta familia de grupos topoldgicos
compactos con su compactificacion de Stone-Cech es un grupo numerablemente
compacto que no es normal. Concluyendo que en grupos topolégicos las propie-
dades de separacion tienen un mejoramiento hasta ser un espacio 75 5, incluso si
tomamos un grupo topoldgico numerablemente compacto.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Productos

Dada una familia de espacios topolégicos { X, : € A}, una base de topo-
logia para el producto Cartesiano X = [] ., X, de la familia, es la familia de
conjuntos [ [, 4 Wa, donde el conjunto I, es abierto en el espacio X, para cada
a € Ay W, # X, para una cantidad finita de o € A. La topologia generada por
dicha base fue definida por A. N. Tychonoff. Ademas, si para cada o € A, B, es
una base para X, entonces la subfamilia que consiste de Ha caWaconW, € B,
siempre que W, # X, para una cantidad finita de « € A , también es una base.

Dada la definicion de la topologia producto podemos obtener los siguientes
resultados, cuya demostracion se puede ver en [4] capitulo 2, seccidn 3.

Proposicion 1.1.1 Una funcion f de un espacio topolégico X a un producto’Y =
[1,c4 Ya es continua si'y solo si la composicion mg f es continua para cada 3 €
A, donde 3 es la proyeccion de Y sobre el factor Y.

Proposicion 1.1.2 El conjunto D = [][,., Do es denso en el producto X =
HaeA X, siy solo si D, es denso en X, para cada o € A.

Es natural preguntarse sobre las propiedades que se preservan bajo productos.
A continuacién, enunciaremos algunas de estas propiedades.

Teorema 1.1.3 Cualquier producto de espacios T; es un espacio T; para i =
0,1,2,3,3.5. Si el producto [ |, 4 Xa es un espacio T, entonces todos los factores
X, son espacios T;.

acA
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Uno de los resultados més importantes dentro de la topologia es el teorema 1.1.6,
que fue formulado en 1935 por Tychonoff, la prueba que presentamos es debida a
Chevalley y O. Frink en 1941.

Para la prueba del teorema de Tychonoff serd necesario el siguiente teorema
(ver [4] teorema 3.1.10).

Teorema 1.1.4 Si existe una funcion continua f : X — Y de un espacio com-
pacto X sobre un espacio Hausdorff'Y, entonces Y es compacto.

Antes de continuar, es importante mencionar que en este trabajo cuando hablemos
de espacios compactos, vendra incluido ser Hausdorff.

El lema de Teichmiiller-Tukey (ver [4] seccion 1.4.), nos ayudara para la prue-
ba del teorema 1.1.6. Este lema nos habla sobre propiedades de carécter finito.
Diremos que una propiedad P en subconjuntos de un conjunto X es de caracter
finito si el conjunto vacio tiene esta propiedad y un subconjunto A de X tiene la
propiedad si y solo si todos los subconjuntos finitos de A tienen la propiedad.

Lema 1.1.5 (Teichmiiller-Tukey) Si P es una propiedad de cardcter finito de
subconjuntos de un conjunto X, entonces todo subconjunto A de X que tiene la
propiedad P estd contenido en un subconjunto B que tiene la propiedad P y es
maximal en la familia de todos los subconjuntos de X que tienen la propiedad P.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Tychonoff) El producto X = Hae 4 Xa, con X, #
(0 para cada o € A, es compacto si y sélo si todos los espacios X, son compactos.

Demostracion. Supongamos que el producto X = [ .4 X, es compacto y no
vacio. Dado que la proyeccién 7, es una funcién continua de X sobre el factor
X, se sigue del teorema 1.1.4 que X, es compacto para cada o € A.

Sea una familia {X, : « € A} de espacios compactos no vacios. Dado que
cada X, es Hausdorff, entonces el producto Cartesiano X = Hae 4 X €s Haus-
dorff. Consideremos una familia F( de subconjuntos cerrados de X que tiene la
propiedad de la interseccién finita. Veremos que () Fo # 0.

Como la propiedad de la interseccidn finita es de cardcter finito, se sigue del
lema de Teichmiiller-Tukey que la familia F; estd contenida en una familia F
maximal de subconjuntos de X que tiene la propiedad de la interseccion finita.
Veremos que existe » € X tal que € F paracada F € F.

Por la maximalidad de F se tiene que:

si Fi, Fy, ..., F, € F, entonces FiNFk,N...NF, eF (1.1)
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si Fy C Xy FyNF # () paracada F € F, entonces Fy € F. (1.2)

Dado que la familia F tiene la propiedad de la interseccion finita, entonces la

familia F, = {7,(F)}per, también tiene la propiedad para cada o € A. Por lo
tanto, por la compacidad de X,,, para cada o € A existe un punto

Ty € ﬂ To(F) C Xa.
FeF

Sea W, una vecindad de z,, en X,. Entonces W, N7, (F') # () para cada F' € F,
es decir,
T (W) N E #0,

para cada F' € F. Por (1.2), se sigue que 7! (W,) € F,y por (1.1), se sigue que
todos los miembros de la base candnica de X que contienen al punto x = {z,}
pertenecen a la familia /. Como F tiene la propiedad de la interseccion finita,
cada I’ € F intersecta a todos los miembros de la base candnica para X que con-
tienen a z. Esto prueba el teorema. U

Decimos que un espacio X es numerablemente compacto si X es Hausdorff y
toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita. Para este caso,
veremos que ser numerablemente compacto no es una propiedad que se preserve
bajo productos.

Ejemplo 1 Existen espacios numerablemente compactos de Tychonoff X y Y,
tales que X X Y no es numerablemente compacto.

Para eso, definiremos dos subespacios X y Y de SN de modo que X UY = N
yXNY =N

Para cada M C N sea [M]“ la familia de todos los subconjuntos numerables
infinitos de M, y sea f la funcién que a cada miembro B de [$N]“ le asigna un
punto de acumulacién del conjunto B en el espacio SN.

Haciendo Xy =Ny

X, = (U)g)u{f(B):Be

<o

UXW] } para0 < o < wy,

<o

definimos por recursion transfinita una sucesion Xg, Xq,..., X,, ..., a < wy de
subconjuntos de SN tal que X, C Xgsia < f < w; y |X,| < 2 para todo
o < wi.
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El espacio X = J,.,, Xa €s numerablemente compacto, puesto que todo
B € [X]“ estd contenido en algin X, y por lo tanto, tiene un punto de acumu-
lacion en X, 1 y en X, por lo que X es numerablemente compacto. Aplicando
induccién transfinita, podemos notar que | X,| < ¢- ¢+ (¢ - ¢)¥ = ¢, por lo que
|X|<cSeaY =NU(SN\ X).

Como todo subconjunto infinito cerrado de SN contiene un subconjunto ho-
meomorfo a AN, se tiene que |B| = 2¢ para todo B € [Y]”. Entonces todo sub-
conjunto numerable infinito de Y tiene un punto de acumulacién en Y, por lo que
Y es numerablemente compacto.

Ahora consideremos el producto X x Y y denotemos por A a la interseccién
de X x Y con la diagonal A del producto SN x SN. Como X NY = N, se tiene
que Ay = {(1,1),(2,2),...}. Dado que {i} es un subconjunto abierto de SN para
i € N, A es un subespacio abierto discreto en X x Y. Por otro lado, como A es
cerrado en SN x SN, el conjunto A es cerrado en X x Y por lo que, X X Y no
es numerablemente compacto. U

1.2. Funciones cardinales

Decimos que f es una funcién cardinal si a un espacio topolégico X le asigna
un nimero cardinal tal que f(X) = f(Y) para cualquier par de espacios X,Y
homeomorfos.

Una funcién cardinal conocida es el peso de un espacio X, que se define como
el menor cardinal |B| > w, donde B es una base para el espacio topoldgico X y
lo denotaremos por w(X).

De forma similar definimos el cardcter de un espacio topoldgico X en el punto
x € X, como el menor cardinal |[B(z)| > w, tal que B(x) es una base local en
x € X y lo denotaremos por y(z, X ). Al supremo de todos los ndmeros y(z, X),
lo llamaremos el carédcter del espacio X y lo denotaremos por x(X). La prueba
del teorema 1.2.1 se puede encontrar en [4], teorema 1.1.15..

Teorema 1.2.1 Sea X un espacio topoldgico tal que w(X) < k, para algiin car-
dinal infinito k. Entonces para cualquier base B de X, existe una base By de X
tal que |By| < ky By C B.

Antes de continuar, un espacio X con peso numerable, es decir, w(X) = w lo
llamaremos espacio segundo numerable y si y(X) = w, el espacio X serd llamado
primero numerable.
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La densidad de un espacio X se define como el menor cardinal |D| > w, donde
D es un subconjunto denso de X, el cual denotaremos por d(X). Si la densidad
del espacio es numerable, entonces diremos que X es separable.

Una vez dadas las definiciones anteriores, es natural preguntarse como se com-
paran entre ellas, lo que nos lleva a los siguientes dos resultados (ver [4]).

Proposicion 1.2.2 Para cualquier espacio X se cumple d(X) < w(X).

Teorema 1.2.3 Para cada espacio Hausdorff X se tiene que | X| < 22" y | X| <
[A(X)X,

Es natural preguntarse sobre el comportamiento del peso, el cardcter y la den-
sidad bajo el producto Cartesiano de espacios topoldgicos. La prueba del teore-
ma 1.2.4 se puede ver en [4] teorema 2.3.13.

Teorema 1.2.4 Sea k un cardinal mayor o igual que w. Si w(X,) < k, para todo
a € Ay |A| < K, entonces w (HaeA Xa) < K.
Si x(Xa) < kparatodo a € Ay |A| <k, entonces x ([[,cx Xa) < k.

Teorema 1.2.5 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery) Sea v > w. Si d(X,) < &k
para cada o € Ay |A| < 2%, entonces d (HaeA Xa) < K.

Demostracion. Supongamos que los espacios X, son no vacios y que |A| = 2.
Sea D,, un subespacio denso de X, tal que |D,| < k. Probaremos que el pro-
ducto J],., D, contiene un subconjunto denso de tamafio x. Como el producto
Cartesiano [ = [], .4 fa, donde f, es una funcién del espacio discreto D(k)

de tamafio « sobre D,, es una funcién continua de [D(x)]*" sobre [I,ca Das es
suficiente ver que d ([D(/-i)]T") < K.

Denotemos por 7' a la potencia x-ésima del espacio discreto de dos puntos;
tenemos que |7'| = 2% y w(T') < k. Tomemos una base BB para 7" tal que |B| < k
y denotemos por 7 a la coleccién de todas las familias finitas {Uy, Us, ..., Uy} de
conjuntos ajenos dos a dos de miembros de B; claramente | 7| < k.

En el producto [D(k)]> = [I,cr e donde Y; = D(x) para cada t € T,
tomemos el subconjunto S que consiste de todas las funciones f de 7" a D(k)
tales que existe {Uj,...,Ux} € T con la propiedad que f es constante en todo
U, asi como en el conjunto 7\ |J}_, U;. Dado que | T| < , tenemos que |S| < k.

Veremos que S es denso en [D(x)]?", es decir que para cada conjunto abierto
V de HteT Y; se tiene que V' N S # () . Para eso, tomemos ¢, ts, ...,t, € T, con
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t; # t; parai # j, y puntos y1, s, ..., yx € D(k) tales que ﬂle T (yi) C V.
Como T es Hausdorff, existe una familia {U;, Us, ..., Uy} € T tal que t; € U;
parai = 1,...k. La funcién f de T'a D(k) definida por

ft) = Yi St telU; 1=1,2,...,k,
N U1 St tGT\<U1UU2UUUk)

pertenece a tanto a S como a V, por lo que S NV # (). Por lo tanto, S es denso
en [D(r)]*". O

En consecuencia del teorema anterior se obtienen los siguientes teoremas (ver
[4], teorema 2.3.17 y lema 1.4.15)

Teorema 1.2.6 Si d(X,) < k para cada o € A, entonces cualquier familia ajena
dos a dos de conjuntos abiertos no vacios del producto [ ], 4 X, tiene cardinali-
dad a lo mds k.

Lema 1.2.7 Si Y es un subespacio denso de un espacio regular X, entonces
X(y,Y) = x(y, X) para caday € Y.

La estrechez de un espacio X, denotada por ¢(.X ), es el minimo cardinal 7 > w
tal que para cada z € X y todo conjunto P C X con z € P, existe un subconjunto
Qde Ptalque |Q| <Tyx € Q.

Realicemos dos modificaciones al concepto de estrechez. Sea 7 un cardinal
infinito. Diremos que la G-estrechez del espacio X no es mayor que 7, y escri-
biremos get(X) < 7, si para cada punto = € X que pertenece a la cerradura de
|J~, donde ~ es una familia de conjuntos G5 en X, existe una subfamilia 7 de ~
tal que z estd en la cerradura de | Jn y |n| < 7. Ademds, si existe un subconjunto
M de | Jvtalque v € M y |[M| < 7, diremos que la §-estrechez de X no es mas
grande que 7 y escribiremos t5(X) < 7.

Resulta que la Gs-estrechez y la d-estrechez de productos arbitrariamente
grandes con “buenos” factores son numerables. Para obtener estos resultados,
introduciremos un concepto relacionado con el producto de espacios y un lema
auxiliar.

Sea {X, : o € A} una familia de espacios topolégicos y X = [[ .4 Xa su
producto topoldgico. Entonces, un w-cubo en X es cualquier subconjunto B de
X que puede ser representado como el producto de subconjuntos de cada X, es
decir, B = Hae 4 B, donde B, C X, para cada oo € A, ademds, el conjunto



1.2. FUNCIONES CARDINALES 7

Ap = {a € A: B, # X,} es numerable. Al conjunto Ap, en este caso, lo
llamaremos el niicleo del w-cubo.

Sea Xx = [[.cx Xa» para cada subconjunto no vacio K de A. Si B es un
w-cubo con nicleo K tal que la imagen 7 (B) consiste nicamente de un punto,
diremos que B es un w-cubo elemental. Ademds, si B = [] .4 Ba €s un w-cubo
en X con ndcleo K tal que B, es un conjunto G5 en X, para cada @ € K,
entonces B serd llamado conjunto G5 candnico.

El siguiente lema nos dard una herramienta ttil para probar que ocurre si cada
producto numerable de una familia de espacios tiene estrechez numerable (ver [1]
1.5.22).

Lema 1.2.8 Supongamos que [ : X — Y es una funcion abierta y continua de
X sobreY, x € X, BCYy f(x) € B. Entonces x € f~'(B). En particular,

f7U(B) = f(B).

Proposicion 1.2.9 Sea {X,, : « € A} una familia de espacios topolégicos, X =
[L.ca Xa el producto de la familia y supongamos que la estrechez de X =
[I.cx Xao es numerable, para todo subconjunto numerable K de A. Entonces,

para cualquier familia v de w-cubos en X'y para cualquier punto x € |}, existe
una subfamilia numerable ) de ~ tal que x € | .

Demostracion. Primero definiremos por induccion una sucesion creciente de sub-
conjuntos numerables A,, de A y una sucesion de subfamilias numerables ~,, de
7.

Sea Ay un subconjunto numerable de A. Supongamos que el conjunto A,, ya
esta bien definido para algin n € w y construiremos el conjunto A, . Entonces,
haciendo K = A,, el conjunto X tiene estrechez numerable, por lo que existe
una subfamilia numerable +,, de ~y tal que el punto 7k (z) estd en la cerradura del
conjunto | {7k (V) : V € ~,}. Definiendo el conjunto A, ; = A, U J{A4B :
B € ~,} obtenemos una coleccién numerable. Por lo que, el paso inductivo estd
completo.

Hagamos M = |J{A, : n € w}yn = J{ : n € w}. Notemos que 7 es
una subfamilia numerable de . Si H es la cerradura de |7, entonces debemos
probar que = € H. Para eso sea O; una vecindad abierta candnica de x en X. Asi
para un subconjunto finito S de A se tiene que Oy = 75 ' 75(0;). Si F = SN M
y O = 7.'7p(0y), entonces © € O; C O = w'mp(0). Por la definicién de
M y n se sigue que |Jn = 7,/ 7 (U7) ¥, como la proyeccion 7y, es abierta, el
lema 1.2.8 implica que 7, 7y (H) = H. Por lo tanto, las condiciones O N H # ()
y O1 N H # () son equivalentes.
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Ahora, dado que la sucesion {4, : n € w} es creciente, existe n € w tal que
F C A,. Por la eleccién de 7, el punto 7 (z) estd en la cerradura del conjunto
U{mr(V) : V € v,} en el espacio Xp. Por lo tanto, existe z € | Jv, C (U7 tal
que 7r(z) € Tr(0O), de esto se sigue que z € O N |Jn. Porlo tanto, x € H. [

Sea v es una familia de conjuntos G en el producto de una familia de espacios
topolégicos X = T[] ., Xo. Dado que, para cada punto y € X, que estd en
la unién de la familia v existe un conjunto (G5 canénico B en X tal que y €
B C |J7, podemos suponer que la familia v consiste Ginicamente conjuntos G4
candnicos. Ademads, en el final del paso inductivo de la prueba anterior, para la
existencia de la familia numerable ~,, de v tal que 7k (x) estd en la cerradura de
U{mx(V) : V € v,} en Xk, podemos notar que 7, (V') es un w-cubo del tipo G
en Xk, paracada V' € +, y, suponiendo que la Gs-estrechez es numerable para
productos numerables, podemos obtener el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.10 Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos,
X = [l,ca Xa el producto de la familia y supongamos que la Gs-estrechez de
Xk = [lackx Xa es numerable, para todo subconjunto numerable K de A. En-
tonces, para cualquier familia vy de conjuntos Gs en X y cualquier punto x en la
cerradura de | ), existe una subfamilia numerable 1 de ~y tal que © € m,' es
decir, get(X) < w.

Si un espacio X es primero numerable, entonces X tiene estrechez numerable.
Ademads, todos los espacios Fréchet-Urysohn también tienen estrechez numerable.
Por la proposicién anterior podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 1.2.11 El producto de cualquier familia de espacios primero numera-
bles tiene Gs-estrechez numerable.

Lema 1.2.12 Supongamos que X =[], Xa es el producto de una familia de
espacios topologicos, v es una familia numerable de w-cubos elementales en X y
x € |J7. Para cada B € ~, sea y(B) cualquier punto de B tal que y(B), = Zq,
para cada o € A\ Ap, donde Ap es el niicleo de B. Pongamos M = {y(B) :
B € v}. Entonces M es numerable, M C | Jvyx € M.

Demostracion. Supongamos que O es una vecindad abierta candnica de = en X.
Dado que z € |, existe B € + tal que O N B # . Para cada o € A, sea 1, la
proyeccion de X sobre el factor X,. Como B es un w-cubo elemental, debemos
tener y(B), € 7,(0), para & € Ap. Tomando en cuenta que y(B), = z, para
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cada v € A\ Ap, entonces se tiene que y(B) € ON M, porloquex € M. O

El corolario 1.2.11 puede ser generalizado con ayuda del lema 1.2.12 como se
sigue.

Teorema 1.2.13 Supongamos que {X, : a € A} es una familia de espacios
topoldgicos primero numerables y sea X = [] .4 Xa el producto de la familia.
Entonces la d-estrechez de X es numerable.

Demostracion. Sea vy una familia de conjuntos Gs en X y x € X un punto en la
cerradura de | J~y. Como el producto numerable de espacios primero numerables
es primero numerable. Sea x € Uae 4 Ba, donde, B, es un w-cubo elemental en
X para cada o € A. Entonces existe B, tal que x € B, si K es el nicleo de B,,
se sigue que Tk (x) es un sélo punto y tiene una base local numerable, digamos
{U,, : n € w}.Porlo que, i (x) = (U, asi z € (7 *(U,) que es un conjunto
Gs. Por lo tanto, podemos suponer que todo elemento de v es la unién de w-cubos
elementales en X, por lo que, podemos asumir que 7y consiste Unicamente de w-
cubos elementales. Por 1.2.11, la Gs-estrechez de X es numerable. Por lo tanto,
existe una subfamilia numerable 1 de v tal que x € m Como 7 consiste de w-
cubos elementales, por el lema 1.2.12 existe un subconjunto numerable M de | J7n
tal que z € M. Como M C |, se sigue que t5(X) < w. d

La celularidad de un espacio X es el menor cardinal x > w tal que toda familia
ajena dos a dos de conjuntos abiertos de X, tiene cardinalidad a lo mds x, y sera
denotado por ¢(X). Cuando ¢(X) = w, diremos que el espacio tiene la propiedad
de Souslin.

Para cada cardinal infinito 7, definimos un conjunto G, como la interseccion
de una familia de a lo méds 7 conjuntos abiertos de un espacio X. Asi, para el
espacio X podemos definir cel,(X) como el minimo cardinal A\ > w tal que toda
familia G, que consiste de conjuntos GG, en X, contiene una subfamilia H que
satisface JH = UG y |H| < A. Un espacio con cel,(X) < 7 es llamado 7-
celular. Podemos notar que un espacio w-celular tiene (G5-estrechez numerable.
Ademas, de la definicion podemos notar que si w < k < )\, entonces ¢(X) <
cel.(X) < cel\(X).

Podemos relacionar la celularidad de un espacio con la densidad, esto lo mues-
tra el siguiente resultado que es consecuencia del teorema 1.2.6.

Teorema 1.2.14 El producto de una familia de espacios separables tiene la pro-
piedad de Souslin.
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Ahora veremos el comportamiento de la funcién cel,, bajo productos.

Lema 1.2.15 Sea X = [] ., Xa el producto de una familia de espacios to-
poldgicos y supongamos que el subproducto X = ], Xa satisface cel,,(Xg) <
w para cada subconjunto numerable K C A. Entonces X también satisface
cel,(X) < w.

Demostracion. Sea -y una familia de conjuntos G5 en X. Como todo elemento es
unién de una familia de conjuntos canénicos G5 en X, podemos asumir que la fa-
milia v consiste de conjuntos canénicos (G5. Tomemos una subfamilia numerable
7o de v y denotemos por K a la unién de los nicleos de los elementos de ~,. Por
lo que K es un subconjunto numerable de A. Supongamos que para algin n € w,
ya estd definida una subfamilia numerable v,, de v y un subconjunto numerable
K, de A.Dado que cel, (X, ) < w, existe una subfamilia numerable ~,,.; de ~ tal
que 7k, (| Yn+1) €s denso en 7g, (| v). Haciendo K, la unién de K, con los
nucleos de los elementos de v,, .1, se tiene que /,, .1 es numerabley K, C K.
Ademads, por la definicién de K, ; se cumple que F' = W[}iﬂ Tk, (F'), para cada
F € ~,.
Pongamos

v=Umy K=K

new new

Entonces 7* es una subfamilia numerable de + y por como se construy6, 7x (| 7*)
es denso en 7k (| 7). Dado que K,, C K, para cada n € w, se sigue que F' =
T i (F), para cada F' € +*. Dado que la proyeccién mx : X — Xy es abierta,

podemos concluir que | J7* = 7' mx ((J7*) es denso en 7y <7TK (U 7)) o Un.
Es decir, | J7* es denso en | J 7 y, por lo tanto, cel,(X) < w.

El lema anterior es cierto para cualquier cardinal infinito x; es decir, la celu-
laridad de un producto esta dado por la celularidad de subproductos finitos. Para
eso, es necesario definir un A-sistema.

Una familia de conjuntos v es un A-sistema si existe un conjunto R, al que
llamaremos raiz del A-sistema, de modo que para cada A, B € ~ distintos, se
cumple que AN B = R.

Lo primero que podemos notar de manera inmediata es que si R es la raiz de
un A-sistema y, entonces el conjunto {A \ R : A € v} es una familia disjunta.

El siguiente resultado es de gran utilidad dentro del estudio de cardinales y
serd de utilidad en demostraciones, aqui serd presentado sin demostracion y es
conocido como el A-lema (Ver [5], capitulo 3, Lema 2.6).
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Teorema 1.2.16 (A-lema) Sea ~ una familia de conjuntos finitos y supongamos
que || es un cardinal regular no numerable. Entonces y contiene una subfamilia
1 de la misma cardinalidad que forma un A-sistema.

Teorema 1.2.17 Sea X =[] ., Xo un producto de espacios y supongamos que
el subproducto Xg = [],cx Xa satisface c(Xk) < 7 para todo K C A finito,
donde T es un cardinal infinito. Entonces ¢(X) < 7.

Demostracion. Supongamos que ¢(X) > 7. Entonces X contiene una familia
disjunta {U, : @ < 71} de conjuntos abiertos canénicos no vacios. Para cada
a < 7T escojamos un conjunto finito A, C A tal que U, = 7' ma, (Us). Sea
v={As : a < 71}.Si|y| < 7, entonces existe C' C 77 con |C| = 77 y tal que
Ay = Ag = J paracada o, f € C. Denotemos por 7 a la proyeccién de X sobre
X ;. Entonces el conjunto {7;(U,) : @ € C'} es una familia ajena, puesto que para
a, 3 € C, los conjuntos U, y Us son ajenos, por lo que 7;(U,) N7, (Ug) = 0.
Asi tenemos una familia de conjuntos abiertos no vacios y ajenos de tamafio 77,
lo cual contradice el hecho que ¢(X ;) < 7. Asi, la familia 7 tiene tamafio 7. Sin
perder generalidad, supongamos que A, # Ag paracada o, f < 77.

Por el teorema 1.2.16 existe B C 77, con |B| = 77 y un conjunto finito
R C Atalque A, N Ag = R para «, § € B distintos. Dado que ¢(X ;) < 7, exis-
ten v, § € B, distintos tales que V = 7r(U,) N 7r(Us) # 0, como los conjuntos
A, \ R, Ag \ R son ajenos, podemos tomar un punto = € X tal que mr(z) € V,
mi(x) € m(Uy) parai € A, \ Ry m;(x) € m(Up), parai € Ag \ R. Entonces
x € U, N Usg, que es una contradiccion, por lo que ¢(X) < 7. d

1.3. Grupos topolégicos

Recordemos que un grupo topologico es un grupo GG dotado con una topo-
logia O de tal manera que la multiplicacién definida en el grupo sea continua y la
operacion de tomar inversos sea continua.

La demostracion de los siguientes resultados se omitiran (ver [1], capitulo 1,
seccion 2 y seccion 3). Algunos ejemplos de grupos topoldgicos son:

1. Cualquier grupo GG dotado con la topologia discreta.

2. El grupo R con la suma usual y la topologia usual.
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3. G = GL(n,R) el grupo de las matrices invertibles de tamafio n con entradas
reales.

Para un elemento arbitrario a en un grupo G, las funciones \,(z) = ax y
pa(x) = xa son llamadas traslaciones izquierdas y derechas, respectivamente, de
aen(.

Dado que en un grupo topoldgico las traslaciones izquierdas y derechas son
continuas con inversas continuas, entonces los grupos topolégicos son espacios
homogéneos. Un resultado que se puede deducir de este hecho es el siguiente.

Proposicion 1.3.1 Sea f : G — H un homomorfismo entre grupos topoldgicos.
Si f es continua en la identidad e de G, entonces f es continua en todo G.

Proposicion 1.3.2 Sea G un grupo topolégico, U un subconjunto abierto de G y
A cualquier conjunto de G. Entonces, los conjuntos AU y U A son abiertos en G.

Teorema 1.3.3 Sea G un grupo topologico y B una base en la identidad e de G.
Entonces, para cada subconjunto A de G,

A=({AU:U € B}.

Es interesante ver el comportamiento del operador cerradura aplicado a subgrupos
de grupos.

Proposicion 1.3.4 Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo de G. Entonces,
la cerradura de H en GG es un subgrupo topoldgico.

Proposicion 1.3.5 Si H es un subgrupo primero numerable de un grupo topologi-
co G, entonces la cerradura de H en G es también primero numerable.

En la seccion anterior se discutié sobre las funciones cardinales en espacios
topoldgicos, lo que lleva al estudio del comportamiento de estas funciones, pero
en grupos topoldgicos.

Lema 1.3.6 Sea G un grupo topoldgico. Supongamos que D es un subespacio
denso de G y U es una vecindad abierta de la identidad e en G. Entonces G =
DU.

Demostracion. Es suficiente probar que G C DU. Sea g € G. Dado que D es
denso y que gU ! es una vecindad abierta de g, existe z € D N gU L. Por lo que,
g € xU C DU. Entonces G = DU. Il
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Proposicion 1.3.7 Sea G un grupo topolégico y B una base en la identidad e
de G. Supongamos que para cada B € B existe Dg C G tal que G = DgB.
Entonces {xB : x € Dg, B € B} es una base para G.

Demostracion. Sea g € Gy U un abierto en GG que contiene a g. Asi, podemos
encontrar una vecindad abierta V' de e tal que gV C U. Sea W una vecindad de e
talque W'W C VyB e Btalque B C W.Como G = DgB, existe z € Dp
tal que g € 2B, porloque g € 2B C gB™'B C gW™'W C gV C U. O

Teorema 1.3.8 Si G es un grupo topoldgico, entonces w(G) = d(G)x(G).

Demostracion. Para todo espacio topoldgico se cumple d(G) < w(G) y x(G) <
w(@G), por lo que d(G)x(G) < w(G).

Sean D denso en G de cardinalidad menor o igual d(G) y B una base en e
tal que |B| < x(G). Entonces, por el lema 1.3.6, G = DB para cada B € B,
y por la proposicién 1.3.7 se tiene que V = {zB : © € D, B € B} es una ba-
se para GG de cardinalidad a lo més d(G)x(G). Por lo tanto, w(G) < d(G)x(G).O

Un importante hecho dentro del estudio de grupos topoldgicos es sobre el
comportamiento de los axiomas de separacion. Como se verd, a diferencia de los
espacios topoldgicos, los axiomas de separacion tienen buen comportamiento en
los grupos topoldgicos.

Teorema 1.3.9 Todo grupo topolégico G es un espacio regular.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de la identidad e de (. Entonces
existe una vecindad V tal que V? C U, ademds, podemos escoger a V' como
una vecindad simétrica, es decir, V' = V~!. Entonces, si z € V, tenemos que
VNV # (. Por lo que a1z = ay para algunos a;,a; € V. Se sigue que el
punto x = a;'ay € V'V = V2 C U. Esto implica que V C U. Como G es
homogéneo, se cumple la regularidad de G. U

Una vez mostrado que todo grupo topoldgico es regular, seria natural pregun-
tarse si todo grupo topoldgico es completamente regular. Para eso haremos uso de
prenormas. En este texto, seguiremos el planteaminieto de A. A. Markov, aunque
se llamara prenorma a lo que €l llamo norma.

Definicion 1.3.1 Sea G un grupo topoldgico, con neutro e, y sea N una funcion
de valores reales en G. Decimos que N es una prenorma en GG si para cada x,y €
G, se cumple:
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. N(e)=0;
I N(zy) < N(x)+ N(y);
. N(z7') = N(z).

Si x es un elemento de un grupo G con neutro e, como ¢ = xz !y por las
condiciones de prenorma, podemos notar que

0= N(e) < N(z)+ N(z™') = 2N (x).
Por lo tanto, N(z) > 0 para cada = € G.

Proposicion 1.3.10 Si N es una prenorma en G, entonces |N(x) — N(y)| <
N(x~Yy), para cualesquiera x,y € G.

Demostracion. Por 11 se tiene que:
N(y) < N(z) + N(z"'y). (1.3)
Ademads, por 11 y 111, se deduce que:
N(z)=N(@™) <Ny )+ N@'y) = N(y) + N@z™'y). (14

Por (1.3) y (1.4), obtenemos la desigualdad deseada. U

Lema 1.3.11 Sea f una funcion acotada de valores reales en un grupo G. Enton-
ces la funcion Ny en G, definida por

Ny(x) = sup{|f(yx) — f(y)| : y € G},
para cada x € G, es una prenorma en G.

Demostracion. Es claro que N¢(e) = 0. Por otro lado,

Ny(zy) = Sup |f(zzy) — f(2)]
< sup (If(zzy) — f(zx)| + | f(22) — f(2)])
< sup |f(ty) = f(t)| + sup |f(zz) — f(2)]

= Ny(y) + Ny ().
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Ademas, si z = yz !, entonces

Ni(z™") =sup|f(y=~") — f(y)] = sup |f(2) — f(z2)| = Ny(2).

yeG z€G

Por lo tanto, la funcién N define una prenorma en G. U

En general, una prenorma en un grupo topolégico no necesariamente tiene que
ser continua, el siguiente resultado nos da las condiciones para que una prenorma
sea continua.

Proposicion 1.3.12 Una prenorma N en un grupo topolégico G es continua si y
solo si para cada niimero positivo ¢ existe una vecindad U del neutro e tal que
N(z) < e para cada x € U.

Demostracion. Sea e > 0. Como N es continua podemos escoger una vecindad U
de e, de modo que para cada x € U se cumple N(z) = |[N(z) — N(e)| < e.
Ahora, supongamos que x es cualquier punto de G’y € un niimero positivo.
Tomemos una vecindad U de e con las hipétesis de la proposicion. Dado que el
conjunto V' = zU es una vecindad de z, podemos tomar cualquier y € zU, no-
temos que 'y € U y por lo tanto, N(z~'y) < . Por la proposicion 1.3.10 se
sigue que | N (z) — N(y)| < e. Asi, la funcién N es continua en z. O

Ahora construiremos prenormas en grupos topoldgicos. La importancia de esta
construccién radica en que nos proporciona una familia de prenormas continuas
en cualquier grupo topolégico G.

Si N es una prenorma en un grupo (G, definamos la bola unitaria de /N como
By = {x € G: N(x) < 1}. Si N es una prenorma continua, entonces By es un
conjunto abierto de G. También, hagamos By (¢) = {x € G : N(x) < €}, donde
£ es un nimero positivo; llamaremos a By (¢) la N-bola de radio «.

Teorema 1.3.13 (A. A. Markov) Para cada vecindad abierta U del neutro e de
un grupo topolégico G, existe una prenorma continua N en G tal que la bola
unitaria By estd contenida en U.

El teorema se deriva del siguiente lema, que nos brinda una técnica més ela-
borada, fijando detalles relevantes de la situacion.
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Lema 1.3.14 Sea {U,, : n € w} una sucesion de vecindades simétricas abiertas
del neutro e en un grupo topoldgico G tal que U2, , C U, para cada n € w.
Entonces existe una prenorma N en G tal que

1 2
{xEG:N(m)<2—n}§UnQ{xEG:N(a:)< },paracadanéw

= on
(PN)
Por lo tanto, la prenorma es continua. Si, en adicion, los conjuntos U,, son inva-
riantes, entonces la prenorma N en G puede ser elegida de forma que

N(zya™") = N(y)
para todo x,y € G.

Demostracion.

Comenzaremos construyendo vecindades V' (r) de la identidad e comenzando,
haciendo V(1) = Uy, fijemos n € w, y asumamos que las vecindades abiertas
V(m/2™) de e, estan definidas para cada m = 1,2,...,2". Entonces, haciendo
V(1/2") = Ui, V(2m/2"H) = V(m/2") param = 1,2,...2" y

V((2m+1)/2") = V(m/2")Upiq = V(m/2")V(1/2")

para cadam = 1,2,...,2" — 1. Esto define vecindades abiertas V' (r) de e para
todo nimero racional diddico » < 1. También hacemos V' (m/2") = G, cuando
m > 2". Ahora probaremos por induccién sobre n que

Vi(m/2")V(1/2") C V((m+1)/2") (p)

para cualquier entero m > 0y n > 0. Notemos que la condicién (p) es evidente
cuando m + 1 > 2". Entonces consideremos el caso m < 2. Cuandon = 1 se
tiene que m también debe ser 1, asi

V(1/2)V(1/2) = U C Uy = V(1).

Supongamos que (p) se cumple para n y verifiquemos que se cumple para n + 1.
Tomaremos dos casos, cuando m es par o impar. Si m = 2k, con k un entero
positivo, entonces

V(m/2" TV (1/2") = V(k/2")V (1/2"Hh)
k/2"VUpir
(2k +1)/27th

(m +1)/2Y).

PR\

v
v
v
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Ahora supongamos que m = 2k + 1 < 2"*1, para algtn entero k. Entonces

V(m/2"™HV(1/2") = V((2k 4+ 1) /2" Uy
(k/Qn)Un+1Un+1
(k/2")Un
(

k/2MV (1/27).

N

V
V
V

Por la hipétesis de induccion, tenemos que

V(k/2M)V(1/2") CV((kE+1)/2")
=V((2k +2)/2")
=V((m+1)/2").

Esto concluye la prueba de la condicion (p).
Definiremos una funcién f de valores reales en GG como se sigue:

flz)=if{r >0:2€V(r)},

para cada x € G. La funcién f estd bien definida, dado que z € V(2) = G, para
cada z € G. Por la condicidn (p), se sigue que si 0 < r < s son nimeros ra-
cionales diadicos, entonces V' (r) C V(s). En el argumento siguiente, inicamente
consideraremos numeros racionales diadicos.

Si f(x) < r,entonces, z € V (r). (1)

Por lo que f es una funcién no negativa, acotada, por el argumento de arriba, por
2. Por lo tanto, por el lema 1.3.11, la funcién N definida por la férmula

N(x) = sup{|f(yz) — f(y)[}

yeG

para cada x € (5, es una prenorma en G.

Ahora, probaremos que la prenorma cumple la condicion enunciada en el le-
ma. Como e € V(1/2") para cadan € N, se sigue que f(e) = 0. Asumamos que
N(z) < 1/2", para algin x € G. Entonces f(z) = |f(ex) — f(e)] < N(z) <
1/2", asi, por (1), z € V(1/2") = U,.Porloque, {x € G: N(z) < 1/2"} C U,.

Por otro lado, si x € V/(1/2"), y para cualquier y € G, existe un entero
positivo k tal que (k — 1)/2" < f(y) < k/2", entonces, por (1), y € V(k/27),
dado que z € V(1/2") y z! € V(1/2"), se sigue que yz y yxr ' estdn en
V(k/2")V(1/2") C V((k + 1)/2"). Asi, obtenemos, f(yz) < (k+ 1)/2"y
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f(yxz™) < (k + 1)/2". De las desigualdades anteriores, y como (k — 1)/2" <
f(y), obtenemos f(yz) — f(y) < 2/2"y f(yx™') — f(y) < 2/2". Sustituyendo
y por yz en la segunda desigualdad obtenemos f(y) — f(yz) < 2/2™, por lo que
|f(yx) — f(y)| < 2/2", paracaday € G. Asi, N(z) < 2/2". En consecuencia,
U, C {xr € G: N(z) < 2/2"}. La misma condicién probada, implica que la
funcién NV es continua en la identidad e, y por la proposicién 1.3.12 N es continua
en todo el grupo G.

Finalmente, supongamos que los conjuntos U,, son invariantes, es decir, para
todo x € Gyn € w se tiene zU,z~' = U,. Como el producto finito de conjuntos
invariantes es invariante, por induccion tenemos que el conjunto V' (r) también es
invariante para cada nimero racional diddico » > 0. Entonces, para la funcién f
obtenemos f(zyz~') = f(y), para cada z,y € G. Por lo que, dados elementos
x,y € G, se obtiene las igualdades

N(aye™) = sup | f(zaya™) = f(2)| = sup | f(a~"z2y) = £(2)

= sup |f(ty) - fata™h)

= sup | f(ty) — f(1)]

teG

= N(y),

donde t = 2 'zx. O

Demostracion.(teorema 1.3.13) Usando los axiomas de grupo topoldgico, pode-
mos construir una sucesion de vecindades abiertas {U,, : n € w} de la identidad e
en GG que satisfacen las condiciones del lema 1.3.14, y tal que Uy = U.

Entonces, existe una prenorma continua N en G de modo que cumpla la con-
dicién (PN). Esto es, By(1/2") C U, C {z € G : N(z) < 2/2"}, para cada
n € w. Paran = 0 se deduce que By = By(1) C U. O

Como se sabe, existen espacios topologicos Hausdorff que no son regulares
y espacios Hausdorff regulares que no son completamente regulares (ver 1.5.6
y 1.5.9 en [4]). La estructura de grupo impide estas situaciones, pues segtn la
proposicion 1.3.9, todos los grupos topoldgicos son regulares, y en consecuencia
del teorema 1.3.13 podemos deducir el siguiente resultado.

Teorema 1.3.15 Todo grupo topologico es completamente regular.

Demostracion. Sea x € G 'y U una vecindad abierta de x en G. Consideremos la
vecindad 271U de la identidad en G. Por el teorema 1.3.13, existe una prenorma



1.3. GRUPOS TOPOLOGICOS 19

continua N en G tal que By C z~!U. Si definimos f(y) = N(z~'y), obtenemos
una funcién continua en G. Ademds f(x) = 0, pues f(x) = N(e) = 0y como
f(y) < 1. Se deduce que 7'y € 271U. Luegoy € U, estoes, {y € G : f(y) <
1} C U. Por lo que, G es completamente regular. O

Como se sabe, todo espacio métrico es primero numerable, en el caso de
grupos ocurre un hecho interesante. Otro resultado en consecuencia del teore-
ma 1.3.13 es el siguiente.

Teorema 1.3.16 (G. Birkhoff, S. Kakutani) Un grupo topolégico G es metriza-
ble si y solo si es primero numerable.

Demostracion. Como se menciond, todo espacio métrico es primero numerable,
en consecuencia, si G es metrizable, entonces es primero numerable.

Abhora, fijemos una base numerable {WW,, : n € w} del espacio G en el punto
e. Por induccidn, obtenemos una sucesion {U,, : n € w} de vecindades simétricas
de la identidad, tales que U,, C W, y Uﬁ +1 € Uy, para cadan € w. Esta sucesion
también es una base para GG en e. Por el lema 1.3.14, existe una prenorma continua
N en G tal que By(1/2") C U, para cada n € w. Asi, los conjuntos abiertos
Bn(1/2™) también son una base para G en e.

Definamos py(z,y) = N(zy™!), para x,y € G, veamos que es una métrica
para G y ademas, genera la topologia original en G.

Claramente py(z,y) = N(xy~') > 0; ademds notemos que py(z,r) =
N(xz~') = 0. Ahora, supongamos que py(z,y) = 0. Entonces se tiene que
zy~' € By(1/2") C U, para cada n € w. Como {e} = (1, Un se sigue que
zy~! = e, por lo que z = y. Como N es una prenorma, se sigue que N(z7!) =
N(z), porlotanto py(y, x) = N(yz™") = N((zy™")™") = N(zy™") = pn (2, y).
Entonces también es simétrica.

Resta verificar la desigualdad del tridngulo. Tomemos x,y,2 € G, se tiene
que:

pn(x,2) =N
N
N

(zz7")

(zy yz"")
(zy™") + N(yz"")
pn(T,y) + pN (Y, 2).

IA

Por lo tanto, py es una métrica en G.
Demostremos que la métrica py satisface que py(z,y) = pn(x2,yz), para
todo z,y, z € G:
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px(rz,yz) = N(zzz"ly™!) = N(zy™') = pn(2,y).
Como By (e) es la py-vecindad de e de radio ¢, se sigue que la py-vecindad de
cualquier punto z en G es el conjunto By(¢)z. Tomemos x € G. Como los con-
juntos By (1/2™) forman una base de GG en e, y G es un grupo topoldgico, los
conjuntos By (1/2")z forman una base para G en z, es decir, las py-vecindades
de e de radio 1/2" forman una base de G en z. Por lo tanto, la métrica py genera
la topologia original del espacio G. ]

En consecuencia del teorema 1.3.16 podemos obtener la proposicion 1.3.17,
que nos da la relacién entre metrizabilidad de subespacios compactos en grupos
topoldgicos (ver [1], lema 3.3.22).

Proposicion 1.3.17 Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo
topologico G':

(a) Todo subespacio compacto de G es primero numerable;

(b) Todo subespacio compacto de G es metrizable.



Capitulo 2

Productos de grupos topologicos

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades del producto en grupos
topoldgicos. Primero se mostrard que el producto de una familia de grupos to-
poldgicos, es un grupo topoldgico con la topologia producto de Tychonoff. Pos-
teriormente hablaremos sobre la normalidad de grupos topolégicos, asi como el
encaje de grupos topologicos Abelianos en productos topoldgicos.

Teorema 2.0.1 Supongamos que {G, : o € A} es una familia de grupos to-
poldgicos, e, es la identidad de G, para cada o € A, y sea G = [[,c, Ga el
producto Cartesiano de los grupos G, con la topologia producto de Tychonoff 'y
la multiplicacion definida coordenada a coordenada. Entonces G es también un
grupo topoldgico, con identidad e = (€4,)aca-

Demostracion. Sean © = (Ta)aca Y Y = (Ya)yea clementos arbitrarios de G
y O una vecindad de z = zy ' en G. Si 2 = (2,)aca €ntonces z, = T,y,"
para cada a € A. Como G esta dotado con la topologia producto de Tychonoff,
podemos buscar elementos o, as, . . ., v, del conjunto de indices A y vecindades
abiertas W, del punto z,, en el grupo G,, para cada k = 1,...,n tales que
W =T1l,ea Wa C O,donde W, = W, sia = aj paraalgink < n,y W, = G,
en otro caso.

Como cada G, es un grupo topoldgico, existen vecindades U,, y V,, de
Tay Y Yau» Tespectivamente, en G, tales que Uy, V' C W, . Ademds, haga-
mos U, =V, = G, paracada o € A\ {ay,...,a,}. Entonces los conjuntos
U= T1l,caUayV = Il,ca Vo son vecindades abiertas de x y y, respectiva-
mente, en el producto GG. Se sigue de la definicion de los conjuntos U y V' que
UV~—tc W c O. Por lo tanto, GG es un grupo topolégico. O]

21
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De hecho, es posible aplicar el teorema 1.3.16 para grupos topolégicos Abe-
lianos, lo que nos daré el siguiente resultado.

Teorema 2.0.2 Todo grupo topologico Abeliano G es topologicamente isomorfo
a un subgrupo del producto de alguna familia de grupos topologicos Abelianos
metrizables.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de e en (G. De acuerdo con el teore-
ma 1.3.13, podemos fijar una prenorma continua Ny en G tal que la bola unitaria
con respecto a Ny estd contenida en U'.

Hagamos Hy = {x € G : Ny(x) = 0}. Como Ny es continua, Hy; es cerrado
en GG; como Ny (e) = 0 se sigue que e € Hy. Ademds, si z,y € Hy, notemos que
Ny(zy) < Ny(z) + Ny(y) =0, asi zy € Hy.

por dltimo, dado que Ny (x~1) = Ny (z) = 0, se sigue que Hy es un subgrupo
de G.

Como G es Abeliano, entonces el cociente Gy = G/Hy es un grupo Abe-
liano. Denotemos por fi; el homomorfismo cociente natural de G sobre Gy, y
definamos una funcién Py en el grupo Gy como Py (y) = Ny(z), donde x es un
elemento de f;;'(y). Como Py(y) no depende de la eleccién de x en f;;'(y) se
sigue que Py es una prenorma en G;. Ademads, notemos que P (y) = 0 si y s6lo
si y es la identidad e;; de Gy .

Por las condiciones de prenorma, las %—bolas con respecto a la prenorma P
forman una base para la topoldgia 7y en G sobre la cual Gy es un grupo to-
poldgico y la funcién f; es continua. Ademds, la preimagen de la bola unitaria
con respecto a Py estd contenida en U. Notemos que Gy es primero numerable,
por lo que es metrizable.

Entonces, el producto diagonal de las funciones f;;, donde U varia sobre la
familia B de vecindades de e en G, es un isomorfismo topolégico de GG sobre el
producto [ [,z Gu. Dado que Gy es un grupo Abeliano metrizable, estd comple-
ta la demostracion. O

Una vez definida la estrechez, la Gs-estrechez y d-estrechez, podemos notar
que si la estrechez de un espacio X es numerable, entonces la G5 estrechez tam-
bién serd numerable, ademas si X tiene d-estrechez numerable, entonces la Gs-
estrechez también es numerable; sin embargo, no ocurre la implicacién contraria,
incluso si el espacio es un grupo topoldgico, para eso consideremos el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2 Para cualquier cardinal infinito k, existe un grupo topologico com-
pacto G tal que tiene 6-estrechez numerable pero t(G) > K.

Para eso, consideremos « un cardinal regular. Sea D = {0, 1} el grupo dis-
creto de dos elementos. Entonces, por el teorema 1.2.13, el grupo G = D" tiene
§-estrechez numerable. Probaremos que ¢(G) > k. Denotemos por 0 el punto de
(G con coordenadas cero, i.e., el neutro de (G. Para todo ordinal 3 < k, sea un
elemento x5 € G definido por z3(a) = 0si a < By x3() = 1 en otro caso. En-
tonces, podemos notar que 0 estd en la cerradura del conjunto X = {x5 : § < k}.
Para deducir que ¢(G) > k veremos que 0 no estd en la cerradura de ningdn
Y C X con |Y]| < k. Por la regularidad de «, paracadaY C X, con |Y| < &
existe &« < r tal que § < « se cumple para cada z3 € Y. Entonces z3(a) = 1
para todo 25 € Yy, por lo tanto, 0 no pertenece a la cerradura de Y en G. U

En el capitulo anterior se mostré que todos los grupos topolégicos son com-
pletamente regulares. Ahora, veremos qué ocurre con la normalidad de un grupo
topoldgico. Lo primero que veremos es que el producto de espacios topolégicos
normales no necesariamente es un espacio normal.

Lema 2.0.3 (Lema de Jones) Ningiin espacio separable normal contiene un subes-
pacio discreto cerrado de cardinalidad el continuo.

Demostracion. Supongamos que el espacio X contiene un subconjunto numerable
denso D y un subespacio discreto cerrado /' de cardinalidad ¢. Como toda funcién
de valores reales en X es determinada por la restriccion a D, hay como méaximo
¢ de tales funciones. Por otro lado, por el teorema de Tietze-Urysohn, cada una
de las 2¢ funciones continuas de valores reales definidas en I’ es continuamente
extendible sobre X, lo que es una contradiccion. [l

Ejemplo 3 El cuadrado de la recta de Sorgenfrey K no es normal.

Para eso, notemos que el conjunto {(z,y) : y = —x} es un subconjunto cerrado
y discreto de K x K, de cardinalidad ¢. Puesto que los racionales son densos en
K, se sigue que Q x Q es un subconjunto denso numerable de K x K, por el
lema 2.0.3 el espacio K x K no es normal. U
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2.1. Teoremas de factorizacion

Sea f: X — Zyp: X — Y dos funciones continuas, decimos que f
se factoriza a través de p si existe una funcién g : Y — Z, no necesariamente
continua, tal que f = g o p. Podemos deducir que f se factoriza a través de p si 'y
solo si p(z1) = p(x9) implica que f(z1) = f(x2) paratodo x1, x5 € X. También,
diremos que f admite una factorizacién continua a través de p si la funcién g es
continua. En este caso, escribiremos p < f.

Si X = [[,c4 Xa es un producto de espacios y f : X — Y es una funcién
continua, decimos que f depende unicamente de un conjunto J C A si f se
factoriza a través de la proyeccién ;. Decimos que f depende de una cantidad
numerable de coordenadas si el conjunto J es numerable, es decir, f depende de
una cantidad numerable de coordenadas si existe un conjunto numerable J C A
tal que para todo z,y € X, m;(z) = m,(y) implica que f(x) = f(y), donde
my: X > X, = HQEJ X, es la proyeccion de X sobre X ;.

Ahora, con el fin de mostrar la existencia de un grupo topolégico G' que no
es normal, haremos uso del teorema de Mazur, para la prueba del teorema es
necesario introducir un concepto nuevo y el teorema de Glicksberg.

Para un cardinal infinito 7, un espacio X es llamado pseudo-T-compacto si
toda familia discreta en X de conjuntos abiertos tiene cardinalidad estrictamen-
te menor que 7. Es importante mencionar que todos los espacios separables son
pseudo-N;-compactos.

Otra aplicacién del A-lema (teorema 1.2.16) es el siguiente resultado que
nos proporciona el comportamiento de la pseudo-7-compacidad bajo el producto
(ver [1], 1.6.22).

Proposicion 2.1.1 Sea X = [], ., Xa un producto de espacios topoldgicos no
vacios tales que todo subproducto finito X ; = [],.; Xa es pseudo-T-compacto,
donde T es un cardinal regular no numerable. Entonces X también es pseudo-T-
compacto.

Lema 2.1.2 Sean [ : X — Zyp: X — Y funciones continuas, donde p(X) =
Y. Si f se factoriza a través de p y la funcion p es cociente, entonces existe una
tinica funcion continua g 'Y — Z tal que f = g o p.

Demostracion. Como f se factoriza a través de p, entonces existe una funcién
g Y — Z.Paraver la continuidad de g sea U C Z un conjunto abierto y notemos
que el conjunto p~! (g7 (U)) = f~1(U) es abierto en X, pues f es continua. Dado
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que p es cociente, se sigue que g~ (U) es abierto en Y. Por lo tanto, g es continua
enY.

Ahora veremos la unicidad de g, para eso supongamos que existe una funcién
continuah : Y — Ztalque f = hop. Asigop = hop. Como p(X) =Y se
tiene que g = h. Por lo tanto la funcién g es unica. U

El lema anterior nos sirve como herramienta para la prueba del teorema de
Glicksberg, el cual sera presentado sin demostracion (ver [1], teorema 1.7.2).

Teorema 2.1.3 (I. Glicksberg) Sea X =[], X, un espacio producto de espa-
cio no vacios. Si X es pseudo-T-compacto, para algiin cardinal T con cf (1) > w,
donde cf (1) es la cofinalidad de T, entonces toda funcion continua f de valores
reales en X depende de a lo mds T coordenadas. Por lo tanto, existen un conjunto
J C Acon |J| < 7 yuna funcion continua h : X; — R tales que f = hom,.

El siguiente resultado es ttil para la aplicacion del teorema de Glicksberg, en
el caso especial 7 = N,.

Teorema 2.1.4 Sea X = [], ., X, el producto de una familia de espacios to-
pologicos no vacios y f : X — Z una funcion continua a un espacio Tychonoff
Z tal que w(Z) < 7. Si X es pseudo-T"-compacto, entonces existen un conjunto
J C Acon |J| < 1 yuna funcion continua h : X; — Z tales que f = ho .

Demostracion. Podemos identificar a Z como un subespacio del cubo de Tycho-
noff /7, donde I = [0, 1]. Para cada « € 7, denotemos por p, a la proyeccién de
1" sobre el factor I,. Entonces f, = p, o f es una funcién continua de valores
reales en X. Para cada o < 7, por el teorema 2.1.3, podemos encontrar un con-
junto J, C A de cardinalidad a lo mds 7 y una funcién continua g, : X;, — [
la cual satisface que f, = g, o 7y, donde 7;, : X — X, es la proyeccion. No-
temos que el conjunto J = {J,,_, Jo cumple que |J| < 7. Sean] : X; — X,
la proyeccién para cada o« < 7. Entonces h, = g, © Wja es una funcién conti-
nua de valores reales en X ;. Denotemos por A el producto diagonal de la familia
{ho : @ < 7}. Asi, la funcién h : X; — I7 es continua y satisface h, = p, o h
para cada o < 7. Como f es el producto diagonal de la familia {f, : « < 7}y
foa = ho oy se cumple para cada o < 7, entonces f = ho . O

El siguiente resultado nos dard la herramienta para exhibir un grupo topolégico
que no serd normal. Este es un resultado que se sigue del teorema 2.1.4.
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Teorema 2.1.5 (S. Mazur) Toda funcion continua de valores reales en un pro-
ducto de espacios separables depende de una cantidad numerable de coordena-
das.

Demostracion. Sea X = [],.4 X4 el producto de una familia de espacios sepa-
rablesy f : X — R una funcion continua. Como w(R) = w y X es pseudo-N;-
compacto, entonces existe un conjunto numerable J C A y una funcién continua
h: X; — Rtal que f = h oy, es decir, f depende de una cantidad numerable
de coordenadas. |

Ejemplo 4 Existe un grupo topologico que no es normal.

Consideremos Z el grupo de los niimeros enteros con la topologia discreta, y
sea G = Z**, el producto de w; copias de Z. Sea F; C G el subconjunto que
consiste de todos los puntos © = (x,), en G tal que para todo j € Z \ {i}, la
igualdad x, = j se cumple para a lo mds un o < wy, para i = 1,2. Entonces
los conjuntos F; y Fy son ajenos, puesto que, si * = (Tq)a<w,; € F1 N Fy se
tiene que x € F, lo que implica que x, = 2 para a lo mds un o < wy, esto
contradice el hecho que * € F5, pues z, = 2 para mds de un @ < wj. Por
lo que Fy N F, = (). Ademds, son cerrados pues el conjunto G\ F} es abierto.
Si consideramos © € G \ Fi, * = (Ta)a<w,, €ntonces existen j € Z \ {1} y
a1, 09 € wy distintos, tales que x,, = 7o, = j. Definamos V' = ]_[aew1 W,
donde W,, = Z para cada o # oy, a2 y W, = W, = {j}. Por la definicién de
V se tiene que z € V' C G\ Fi. Por lo tanto el conjunto G \ Fj es abierto. La
prueba para £ es andloga.

Ahora, si G fuera normal, entonces existirian conjuntos abiertos U, V' tales
que Iy C U, F, C VyUnNV # (. Por el lema de Urysohn existe una funcién
continua f : G — Rtal que f(U) C {0}y f(V) C {1}. Entonces por el teorema
de Mazur, f depende de una cantidad numerable de coordenadas, por lo que existe
un conjunto numerable, digamos K = {«; : i € w}, tal que f se factoriza a través
de la proyeccién 7.

Tomemos x € G tal que para cada o; € K, x,, = 1, si para ¢ # j ocurre que
To;, = Tq, definimos z,, = 1y paraa ¢ K, x, = 1. Entonces, z = (z,) € F1y
sea y € G tal que y,, = i para cada a; € K, si para i # j ocurre que Yo, = Yo,
definimos y,, = 2y y, = 2 para ¢ K, porlo que y € Fy. Asi, mx(x) = mx (y),
esto implica que f(x) = f(y), pero f(z) =1y f(y) = 0, por lo que G no puede
ser normal. U



Capitulo 3

2-productos y o-productos

Una clase importante de espacios topolégicos son definidos como subespacios
del producto de espacios topoldgicos. En este capitulo nos dedicaremos al estudio
del X-producto y el o-producto, mencionando su comportamiento con ciertas pro-
piedades topoldgicas como lo son compacidad o metrizabilidad. Para finalizar, se
dar4 un resultado sobre el >:-producto cuando los factores son grupos topolégicos.
Al final del capitulo se mostrara que el producto de espacios normales numerable-
mente compactos no necesariamente es normal, incluso si los factores son grupos
topoldgicos, para eso haremos uso del teorema de Tamano.

Definicion 3.0.1 Supongamos que n = {X,, : a € A} es una familia de espacios
topoldgicos no vacios, X = [[n el producto de la familia n y b un punto en X.
Entonces, el Y-producto de la familia n) con centro en b es el subespacio de X que
consiste de todos los puntos x € X tal que tinicamente una cantidad numerable
de coordenadas x,, de x son distintas de las correspondientes coordenadas b, del
punto b.

Para x € X el conjunto {a € A : x, # by} es llamado el soporte de x (con
respecto a b) y serd denotado por suppy(x).

De manera andloga definimos el o-producto de la familia ) como todos pun-
tos x € X que sélo una cantidad finita de coordenadas x, son distintas a las
correspondientes coordenadas b, de b.

De forma inmediata podemos notar que el o-producto es un subespacio del .-
producto. Ademas, es importante mencionar que el o-producto y el >-producto de
grupos topoldgicos, con la topologia heredada, sigue siendo un grupo topoldgico.
Primero veremos propiedades importantes del X-producto.

27
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Proposicion 3.0.1 Supongamos que n = {X,, : o € A} es una familia de espa-
cios topoldgicos no vacios, b, un elemento de X, y X = [[, .4 Xa el producto
de la familia . Entonces el Y.-producto ¥ [ [ n y el o-producto o [ [ n, con centro
enb = (by)aca son subespacios densos del espacio topolégico X.

Demostracion. Realizaremos la demostracion en el caso del o-producto, puesto
que el o-producto esta contenido en el X-producto.

Sean Y = o [[n, el o-producto de la familia 7, y U un abierto en X . Entonces
podemos ver al conjunto U como:

U=U, XU, X...xU,, X H X;
jeA\{a1,....,an}

donde U,, # () es abierto en X,,, para cada i < n. Consideremos y,, € U,, y
y; =bjparacadaj € A\ {a1,00,...,05}.

Asi, y = (yo), donde Yo = Yo, sia € {oq, az,...,a,} Y Yo = y; en otro caso,
por lo que y € U. Dado que suppy(y) es finito, se sigue que y € Y. Por lo tanto,
Y NU # (. Por lo tanto el o-producto es denso en X, ademds, el X-producto es
denso en X. g

Lema 3.0.2 Supongamos que n = {X, : a € A} es una familia de espacios
topoldgicos no vacios, X = [[n el producto de la familiany b € X. Entonces,
para cada subconjunto numerable M del ¥-producto’Y = X[ [ n de n con centro
en b, la cerradura de M en'Y coincide con la cerradura de M en X y es homeo-
morfo a un subespacio cerrado del producto de alguna subfamilia numerable de

n.

Demostracion. Sea M un subconjunto numerable de X y pongamos
K= U{suppb(x) cx € M},

entonces K es un subconjunto numerable de A y para cada y € M en X tenemos
que Yy, = b, parac € A\ K.

Por lo que, la cerradura de M en X estd contenida en la cerradura de M en Y
puesto que las coordenadas de todos los puntos de esta cerradura coinciden con las
respectivas coordenadas del punto b y es homeomorfa a la cerradura del conjunto
i (M) en X la restriccion de la proyeccion 7 (M) a la cerradura de M es el
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homeomorfismo. U

Los siguientes resultados son consecuencia del lema anterior. Unicamente pro-
baremos el primero. Ya que para las siguientes proposiciones el argumento es
similar.

Proposicion 3.0.3 Supongamos que n = {X, : « € A} es una familia de es-
pacios no vacios, X es el producto de la familia n y b € X. Supongamos que
para cada subconjunto numerable C' de A, el producto [[{X, : a € C} es
Fréchet-Urysohn. Sea Y el :-producto de 1) con centro en b. Entonces, para cada
subconjunto numerable M de Y, la cerradura de M en Y también es Fréchet-
Urysohn.

Demostracion. Sea M un subconjunto numerable de Y. Definamos un conjunto
numerable como:

K = U{suppb(a:) cx e M}

Entonces el producto Xy = Hae i Xa €s Fréchet-Urysohn. Por el lema 3.0.2 la
cerradura de M en Y coincide con su cerradura en X, y es homeomorfo a la ce-
rradura de mx (M) en X, que es Fréchet-Urysohn. Por lo que la cerradura de M
es Fréchet-Urysohn. U

Proposicion 3.0.4 Sea n = {X, : a € A} una familia de espacios metrizables
no vacios, X su producto Cartesiano y b € X. Si Y es el X-producto de n con
centro en b, entonces, para cada subconjunto numerable M de Y, la cerradura de
M enY es metrizable.

Proposicion 3.0.5 Supongamos que n = {X, : a € A} es una familia de espa-
cios compactos no vacios, X es el producto de la familiany b € X. Si Y es el
Y.-producto de 1 con centro en b, entonces para cada subconjunto numerable M
deY, la cerradura de M en'Y es compacta.

Proposicion 3.0.6 Supongamos que n = {X,, : a € A} es una familia de espa-
cios primero numerables, X es el producto de la familian y b € X. Si Y es el
Yi-producto de 1) con centro en b, entonces para cada subconjunto numerable M
deY, la cerradura de M en'Y es primero numerable.

El teorema 3.0.8 es una generalizacion de la proposicién 3.0.3, sin embargo,
antes de enunciarlo veremos un teorema que nos ayudard a demostrarlo.
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Teorema 3.0.7 Supongamos que {X, : o € A} es una familia de espacios to-
polégicos no vacios, X = [[,c4 Xao su producto y sea b € X. Supongamos que
para cada subconjunto numerable C de A, la estrechez de |], .- X, es numera-
ble. Entonces la estrechez del >-producto Y de la familia de espacios con centro
en b también es numerable.

Demostracion. Sea'Y el ¥-producto de la familia { X, : & € A}. Tomemosy € Y
y un conjunto P C Y tal que y € P. Podemos asumir que b ¢ P. Digamos que
S = suppy(y) y para cada p € P sea K, = supp,(p) U S, asi K, es un subcon-
junto numerable y no vacio de A. Sea B, un w-cubo elemental en X con nicleo
K, de tal forma que p € B,,. Haciendo v = {B,, : p € P}, se sigue que P C |J~.
Entonces y € m y por el lema 1.2.9 existe un subconjunto numerable M de
Ptalquey € |J{B,:p € M}. Paracadap € M escojamos z(p) € B, tal que
2(p)a = Yo paracada a € A\ K,,. Por lo que, por el lema 1.2.12, y € M. d

Teorema 3.0.8 Supongamos que n = {X,, : a € A} es una familia de espacios
no vacios, X es el producto de la familiany b € X. Supongamos que para cada
subfamilia numerable & de 1), el producto || § es Fréchet-Urysohn. Entonces el
Y-producto Y de la familia n) con centro en b también es Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Supongamos que Y es el X-producto, Z C Y yseay € Y tal que
y € Z. Dado que todo espacio Fréchet-Urysohn tiene estrechez numerable, por
el teorema anterior se sigue que Y tiene estrechez numerable, por lo que existe
M C Z numerable tal que y € M. Por el teorema 3.0.3, M es Fréchet-Urysohn.
Entonces, alguna sucesion de M converge a y, por lo tanto, Y es Fréchet-Urysohn.
U

Corolario 3.0.9 El >-producto de cualquier familia de espacios primero nume-
rable es Fréchet-Urysohn.

Corolario 3.0.10 El X-producto de cualquier familia de espacios compactos es
numerablemente compacto. Ademds, la cerradura de cualquier subconjunto nu-
merable M en'Y es compacto.

Demostracion. Mostremos la segunda parte, dado que la primera se sigue directa-
mente de la segunda parte. La segunda parte se sigue de la proposicion 3.0.5, ya
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que el producto de cualquier familia de compactos es compacto. U

En consecuencia de los dos corolarios anteriores, podemos obtener el siguiente
resultado.

Corolario 3.0.11 El Y-producto de cualquier familia de espacios compactos pri-
mero numerables es numerablemente compacto y Fréchet-Urysohn.

Con la construccién de >-productos y los resultados obtenidos, podemos aplicar
los resultados a familias de grupos topoldgicos y visualizar el comportamiento del
Y-producto.

Teorema 3.0.12 Supongamos que A es un conjunto no numerable y que, pa-
ra cada o« € A, G es un grupo topologico compacto metrizable que contiene
al menos dos puntos. Sea G = ], Ga el producto. Entonces el ¥-producto
Y = X[, ca Ga con centro en la identidad e € G es un subgrupo topolégico
numerablemente compacto, Fréchet-Urysohn, no compacto y no metrizable de G.

Demostracion. Por la proposicion 3.0.1, el espacio Y es denso. Entonces se tiene
que no es cerrado, por lo que Y no es compacto, pues G es Hausdorff. Por el coro-
lario 3.0.11, Y es numerablemente compacto y Fréchet-Urysohn, ademads, como
todo espacio numerablemente compacto metrizable es compacto, entonces Y no
es metrizable, pues ya vimos que no es compacto. U

Antes de continuar con el estudio es importante visualizar algunos ejemplos
de >-productos.

Ejemplos 1 (a) Consideremos A un conjunto no numerable. Para cada o € A,
sea G, = T el grupo del circulo. Consideremos X.-producto con centro en
la identidad de G, denotado por Y. TA. Entonces por el teorema anterior,
Y T4 es numerablemente compacto, Fréchet-Urysohn, no metrizable, Fréchet-
Urysohn y no compacto.

(b) Sea G, = D para cada o € A, donde D = {0, 1} es el grupo discreto. En-
tonces el X-producto con centro en la identidad I de G, denotado por ¥.D4.
De nuevo, por el teorema anterior, es un subgrupo numerablemente compac-
to, no metrizable, Fréchet-Urysohn no compacto. Mds aiin, los grupos D* y
D4 son cero-dimensionales.
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Ahora veremos algunos resultados sobre el o-producto de espacios topologi-
cos, con fin de encontrar un espacio o-compacto contenido en el producto y >-
producto de grupos topoldgicos.

Proposicién 3.0.13 Sea X = [], ., X, el producto de una familia de espacios
no vaciosyY C X el correspondiente o-producto con centro en b € X. Entonces
Y es la union de una familia numerable {Y,, : n € w} de subespacios cerrados
Y, de X tal que Yo = {b} y para cadan € w, Y, C Y11y Yo\ Y, admite una
cubierta ajena dos a dos \,, tal que cada U € \,, es homeomorfo a un subespacio
abierto del producto de una subfamilia finita de {X,, : « € A}.

Demostracion. Para cada y € Y, denotemos como 7 (y) a la cantidad de coorde-
nadas de y que son distintas de las correspondientes coordenadas de 0. Para cada
ne€wseaY, ={y €Y :r(y) < n}, entonces, por la definicién de o-producto,
Y = |JY,. Ademas cada Y, es cerrado en el espacio X.

Para cada n € w, pongamos U,, = Y,, + 1\ Y,, y sea B,, el conjunto de todos
los subconjuntos de cardinalidad n de A. Dado K € B,, sea Wi el conjunto de
todos los y € Y tales que {a € A : y, # b,} = K. Notemos que Wi es abierto
en Y, Wi N W, = (), para cualesquiera K, L € B, distintos, y U, = |J .,
donde A\, = {Wx : K € B, }. Ademas cada W es homeomorfo a un subespacio
del producto finito [] . X O

aceK “tor

Proposicion 3.0.14 El o-producto de cualquier familia de espacios o-compactos,
es o-compacto.

Demostracion. En consecuencia de la proposicion 3.0.13, el o-producto de una
familia de espacios compactos es o-compacto, ya que el producto de cualquier
familia de espacios compactos es compacto.

Sean = {X, : @ € A} una familia de espacios o-compactos. Entonces para
cadaa € Asea X, = Unew Xan, donde cada X, ,, es compacto. Podemos supo-
ner que X, ,; C X, ; para¢ < j. Sea b un punto del producto de la familia n y sea
Y el o-producto de 7 en b. Ademads, asumiremos que b € X, o para cada o € A.
Hagamos 7, = {X,, : @ € A}, y sea Y, el o-producto de la familia 7, con
centro en b, entonces tenemos que Y = Unew Y,, ademas cada Y, es o-compacto,
pues cada elemento de la familia 7,, es compacto. U

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las proposiciones
3.0.1y3.0.14.
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Proposicion 3.0.15 El producto y Y-producto de cualquier familia de grupos to-
pologicos o-compactos contiene un subgrupo denso o-compacto.

Ejemplo 5 Sean 1 un cardinal no numeray M = o D7 el o-producto de T copias
del grupo D con centro en la identidad 0 € D7 . Entonces M es un grupo o-
compacto, Fréchet-Urysohn, no compacto.

Dado que el cardcter y (D7) no es numerable, por lema 1.2.7 el producto D™ no
contiene un subespacio denso primero numerable; sin embargo, M es denso en
D7. Por lo tanto, M no es metrizable. |

3.1. Espacios paracompactos

En esta seccion veremos la relacién entre la normalidad y paracompacidad en
Y-productos, haciendo mencién de algunos resultados que nos dardn pie a obser-
var que el X-producto de una familia de espacios métricos es normal.

Primero recordemos que una familia { B, },c4 de subconjuntos de un espa-
cio X es localmente finita si para todo z € X existe una vecindad U tal que el
conjunto {« € A: U N B, # 0} es finito.

Definicion 3.1.1 Un espacio X es llamado paracompacto si X es Hausdorff y
toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento localmente finito.

La definicion nos permite obtener los siguientes resultados (ver [4] 5.1.1y 5.1.3,
respectivamente).

Teorema 3.1.1 Todo espacio compacto es paracompacto.
Teorema 3.1.2 Todo espacio metrizable es paracompacto.

Ademads, un hecho importante para nuestro estudio es la relacion entre paracom-
pacidad y normalidad. Para eso, necesitaremos el siguiente lema auxiliar.

Lema 3.1.3 Sea X un espacio paracompacto y F, B un par de subconjuntos ce-
rrados de X. Si para cada v € B existen abiertos U,,V, tales que ' C U,
x €V, yU, NV, =0, entonces también existen abiertos U,V tales que ' C U y
BCVyUNnV =0
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Demostracion. Notemos que la familia {V,. },c5 U{X \ B} es una cubierta abierta
para X, por lo que, X tiene un refinamiento localmente finito {W,, } ,c 4. Haciendo
Ag={a € A:W,N B # 0} se tiene:

FNW,=10 paratodo o € Agy B C UaeAOWa-

Entonces, los conjuntos U = X \ (Uaer Wo)yV = Uaea, Wa son abiertos,
ademds, FCUyBCVyUNV ={. O

Teorema 3.1.4 Todo espacio paracompacto es normal.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto. Primero veamos que X es regu-
lar. Si cambiamos un conjunto unipuntal por el conjunto F' en el lema anterior, se
sigue que todo espacio paracompacto es regular; usando este hecho y aplicando el
lema de nuevo obtenemos que el espacio es normal. U

El siguiente teorema nos ayudard como herramienta en nuestro estudio (ver
[4] 3.10.3).

Teorema 3.1.5 Para todo espacio Hausdorff X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) El espacio es numerablemente compacto;

(b) Toda familia localmente finita de subconjuntos de X es finita;

(c¢) Toda familia localmente finita de subconjuntos de un punto de X es finita;
(d) Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion,

(e) Todo subconjunto numerable de X tiene un punto de acumulacion.

Teorema 3.1.6 7Todo espacio numerablemente compacto y paracompacto es com-
pacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de un espacio X numerablemente com-
pacto y paracompacto. Por el teorema 3.1.5, todo refinamiento localmente finito
abierto V de U es finito, por lo que el espacio X es compacto. U

Dado que la paracompacidad es un inverso invariante de funciones perfectas
(ver [4], teorema 5.1.33) y como la proyecciéon 7 : X X Y — Y, del producto de
un espacio compacto X y un espacio Hausdorff Y es perfecta, podemos obtener
el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.7 El producto X x Y de un espacio paracompacto X y un espacio
compacto Y es paracompacto.

Teorema 3.1.8 (Tamano) Para todo espacio Tychonoff X las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) El espacio X es paracompacto.

)
(b) Para toda compactificacion cX del espacio X, el producto X x cX es normal.
(¢) El producto X x BX es normal.
)

(d) Existe una compactificacion cX del espacio X tal que el producto X x cX
es normal.

Demostracion. Por el teorema 3.1.7, el producto X x cX es paracompacto y por lo
tanto, es normal. Asi se tiene que (a) = (b). Obviamente, se cumplen (b) = (¢)
y (¢) = (d). Solé falta probar (d) = (a).

Sea c¢X una compactificacion del espacio X tal que X x cX es normal y sea
{Uys}aca una cubierta abierta de X. Para cada o € A escojamos un conjunto
abierto V, C cX talque U, = X NV,,.

Como Z = cX \ [J,cq Vs s un subconjunto compacto del residuo cX \ X,
la diagonal A C X x X y el producto X x Z son subconjuntos cerrados de
X x ¢X, ademds son ajenos. Por lo tanto, por (d) existe una funcién continua
f: X xcX — Ital que

f(8) € {0y f(X x Z) € {1}.

Haciendo

p(*ruy) = sup |f(l’,2> - f<y7 Z)|
zecX

definimos una pseudométrica en X.

Para o € X y € > 0 existen conjuntos abiertos G; x Hy,..., Gy x H C
X x ¢X tales que g € G;y 0(f(G; x H;)) < ¢, donde 6(A) es el didmetro
de A, parai = 1,2,... k. Ademis, {zo} x ¢cX C Ule(Gi x H;); por lo que,
20 € N, G;i C B(xg,e) = {x € X : p(zo,x) < €} que implica que todas las
bolas abiertas, respecto a p, pertenecen a 7, es decir, 7y C 7o.

Asi, la cubierta {B(x,1/2)},cx de conjuntos de X tiene un refinamiento
{Wi}ier abierto y localmente finito con respecto 7;. Por lo tanto, también res-
pecto a 5. Paracadaz € X y y € B(z,1/2) tenemos que f(x,y) = |f(x,y) —
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fly, )| < plz,y) < 1/2,asi f(z,y) < 1/2 siempre que y € B(z, 1/2) (la cerra-
dura es tomada en cX). Como f(z,2) = 1 para z € Z, tenemos que W, N Z = ()
para todo ¢ € T. Dado que el conjunto W, es compacto, existe un conjunto finito
A(t) € Atal que Wy C [, ca() V- Entonces la familia {W,; NU, : t € T, o €
A(t)} es una familia localmente finita que refina a {U, }oca- O
La prueba del siguiente teorema serd omitida (ver [4], teorema 3.5.2).

Teorema 3.1.9 Todo espacio Tychonoff X tiene una compactificacion Y tal que
w(Y) = w(X).

En consecuencia del teorema de Tamano (teorema 3.1.8), el teorema 3.1.7 y el
resultado anterior obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.10 Para todo espacio Tychonoff X las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) El espacio X es paracompacto.
(b) Para todo espacio compacto Y el producto X XY es normal.

(¢) Para todo espacio compacto 'Y tal que w(Y) < w(X) el producto X x Y es
normal.

(d) El producto X X I1"X) es normal.

El teorema de Tamano nos ayuda a probar la existencia de un espacio nume-
rablemente compacto que no es regular.

Ejemplo 6 Existe un espacio numerablemente compacto que no es regular.

Sea W el espacio de todos los nimeros ordinales < w; y W) el espacio de todos
los nimeros ordinales numerables. Notemos que el espacio W, no es paracompac-
to, pues Wy es un espacio numerablemente compacto que no es compacto (ver [4]
ejemplo 3.10.16) y por el teorema 3.1.6 W, no puede ser paracompacto. Entonces,
por el teorema de Tamano el producto W, x W no es normal, puesto que W es
una compactificacion de 1. Por lo que, existen conjuntos cerrados ajenos 'y G
en Wy x W que no pueden ser separados por conjuntos abiertos ajenos, ademas
el espacio W, x W es numerablemente compacto.

Entonces si X es el espacio W x W/ F, identificando a F por un punto, es un
espacio numerablemente compacto que no es regular. U
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Ahora veremos la normalidad en subespacios del espacio producto. Para eso
veremos cierta relacion entre los espacios paracompactos y el >-producto de fami-
lias de espacios topoldgicos, haciendo uso principalmente del teorema de Tamano.

Primero veamos que el >-producto de una familia de espacios métricos com-
pletos es normal. Para eso, usaremos el siguiente término.

Sean {H, }c una coleccién de subconjuntos de un espacio X, y sea U un
conjunto abierto de X . Diremos que { H, },ca puede ser separada en U si existe
una coleccién de conjuntos abiertos ajenos dos a dos {U, }aeca tal que U N H, C
U, paracada o € A.

Lema 3.1.11 Sea H, y Hy dos subconjuntos del producto de un espacio 'Y y un
espacio métrico M, y supongamos que U es una cubierta abierta de M. Si Hy y
Hy pueden ser separados en cada'Y x U con U € U, entonces H, y Hy pueden
ser separados en'Y x M.

Demostracion. Dado que todo espacio métrico es paracompacto, la cubierta abier-
ta{ de M tiene un refinamiento localmente finito V), esto quiere decir que V tiene
la propiedad que cada V' € V estd contenido en alguin U € U, y cada x € M tiene
una vecindad abierta que intersecta una cantidad finita de elementos de V' € V.
Como M es normal, podemos escoger al refinamiento )V tal que la cerradura de
cada V € V esté contenida en algin U € U.

Para cada V' € V existen conjuntos abiertos V7 y Vo en Y x V tal que H; N
(Y x V) C Vi, parai = 1,2y V; NV, = ). Dado que V estd contenido en algiin
U € U podemos suponer que Vi N Hy = Vo Hy = (0.Sea S; = | J{V; : V € V1,
i = 1,2. Definamos 77 = S; N (Y x M)\ Sy) yTo = Sy N ((Y x M)\ Sy).
Como 77 y 75 son abiertos y disjuntos, sélo falta probar que H,; C 171y Hy C Th.

Si h € Hy, entonces h = (y,m), donde y € Yy m € M. Escojamos una
vecindad NV de m tal que [V intersecta una cantidad finita de elementos de V' € V.
Entonces Y x N es una vecindad de h que intersecta s6lo una cantidad finita a
Y x V, por lo tanto, s6lo a una cantidad finita de V5. Sea H esa coleccion finita de
Vs, entonces ((Y x M)\ (UH))N (Y x N) es una vecindad de h que no intersecta
a V5, pues Von Hy = (. Por lo tanto, H; C T}. Un argumento similar prueba que
Hy, CTs. O

Teorema 3.1.12 (Corson) El >:-producto del producto de una familia de espacios
métricos completos es normal.
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Demostracion. Sea {M,, : « € A} una familia de espacios métricos completos
con métrica completa p, en M,,. Para cada subconjunto finito F' de A, sea Mp =
Hae » M,. Lamétrica pr en el subespacio de tal My serd definida como:

pr(z,y) = sup{pa(Ta,ya) 1 @ € F}.

A partir de ahora, el indice F' en p serd omitido. También, denotemos el -
producto de la familia { M, },c4 por Y con punto base b = (b,).

Sean H; y H; subconjuntos de Y que no pueden ser separados en Y. Veremos
que existen sucesiones {h;} y {k;}, con h; € H, y k; € H, que convergen al
mismo punto en Y. Esto probaria que H; y Hs no pueden ser cerrados ajenos en
Y.

Dado que no se pueden separar, entonces los conjuntos no son vacios. Sea
x1 € H; cualquier punto. Entonces existe un conjunto numerable de indices ()
tal que (21)o = by si a ¢ Cy.

Ahora construiremos cuadruplas (x,,, C,, F,,, S,) para cada n € w tal que

m 1, € Hisitespary z; € Hy siiesimpar;

= (; es un conjunto numerable de indices tal que contiene a cada o € A tal
que (‘ri)a 7é ba;

= [ serd un conjunto finito de indices tal que Fo U FyU--- U F; — 1 C F;.
Ademds contendrd al elemento minimo de C; para cada j < i;

» Paracadal < i < n, S; estd contenido en S; para j < iy sim esla
proyeccién de Y sobre My, ,, entonces hay una bola 7T; de radio 1/i en
Mg, | tal que S; = 7, ' (T});

= H,y H;no se pueden separar en S; y x; € S;.

Primero para ¢ = 0 tomemos a Cy, Fy = {min(Cy)} y ponemos Sy =Y.

Supongamos que n cuddruplas (x;, C;, F;, S;) fueron escogidas. La cuddrupla
para n + 1 se escoge de la siguiente forma:

Sea U la cubierta de 7, (.S,,) que consiste de bolas de radio 1/(n + 1). Por el
lema 3.1.11 existe una bola 7;, 1 en U tal que H; y H> no pueden ser separados en
Spi1 = 7, Y(Thi1), porque Hy y Ho no pueden ser separados en S,,. En particular,
Hy N S,1y Hy N S,41 no son vacios, asi escojamos x,.1 € H; sin + 1 es par
y T,y1 € Hysin+ 1esimpar. C, 1y F, 11 se eligen de manera andloga como
arriba.
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Sea {h;} = {x; : jespar},y {k;} = {z, : j es impar}; probaremos que {z;}
es una sucesion convergente, asi quedard probado que las sucesiones {h;} y {k;}
convergen al mismo punto en Y. Para eso, sea & € A, de modo que no esté en
ningin C;. En este caso (x;), = p, para todo i. Si o € C; para algiin ¢, entonces
a € F,, para n suficiente grande. Por la definicion de la métrica en My, y la
eleccion de x;,

pFn((xi)m (mj)a) < 1/”?

para todo n suficientemente grande, ademds, para ¢ y 7 mayores que n. Por lo
tanto, {(z;) }» es una sucesién de Cauchy en M,, esto implica que {z;} converge
a algiin o € M = [],c4 Ma, el producto de los M,. Pero 2y € Y, dado que
C = J{C; : i € w} es numerable. Esto concluye la prueba. O

El resultado anterior puede ser generalizado para espacios métricos separables,
esta prueba fue dada por M.E. Rudin y posteriormente Gul’ko probo que el resul-
tado sigue siendo cierto para cualquier espacio métrico. Para eso, ocuparemos el
siguiente resultado.

Lema 3.1.13 Un espacio X es normal si y solo si para todo par de conjuntos
ajenos cerrados Fy y Iy de X existe una cubierta abierta o-localmente finita U

de X tal que UNFy =06 U N F, = 0 para cada U € U.

Demostracion.

Supongamos que X es normal y sean F{, [} conjuntos cerrados y ajenos de
X, por la normalidad de X existen conjuntos abiertos Uy y U tales que Fy C Uy,
Fy C U, yUynU; = (. Ademas existen conjuntos abiertos V; y V; tales que
F, CV;CV,; CU;parai = 0, 1. Entonces la familia {Uy, U, X \ (Vo U V})} es
localmente finita.

Por otro lado, sea U/ = |
mente finitas. Definamos

n<w Un> donde las familias {4, son abiertas y local-

Uiin) = U eth, : TN F_; =0}
para cada n < w, i = 0, 1. Notemos que | J,,_,, Ui(n) U, o, U2(n) = X. Sea

Vi(n) = Uy(n) \Uj<, Ur—i(j). parai = 0,1y n < wy sea
Vi = Vi(n).

n<w

Entonces, por como se definié V; se tiene F; C V; y Vo NV = . ]
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Lema 3.1.14 Sea {M, : o € A} una familia de conjuntos 'y Y = S]], .4 M,
con centro en b € M = [] ., Ma. Supongamos que para cada o € A existe
una funcion fo de un conjunto M|, sobre M,. Consideremos [ = [[,cafa Y
Y' =YX ]],ca M, con centroenb € M’ =[], M, tal que para cada o € A,
fa(bl) = bs. Entonces f(Y') =Y.

Demostracion.
Tomemos & = (Za)aca € Y, por lo que suppy(z) es numerable. Para cada
a € suppy(z) existe y, € M/ tal que f,(yo) = x4. Definamos z = (z,)aca tal
que:
b, si o€ A\ suppy(z);
Zo =
Yo S0« € suppy(z).

Porloque z € Y'y f(2) = (fa(2a))aca = x. Se sigue que Y C f(Y”).
Por otro lado, tomemos y € Y, y = (Ya)aca. Asi paracadaa € A\ suppy (y)

se tiene Yo, = b, Y fa(Ya) = ba, entonces suppy(f(y)) C suppj(y). Por lo que
suppy(f(y)) es numerable. Por lo tanto f(y) € Yy f(Y') C Y. O

Lema 3.1.15 Sean {M,, : « € A}, {M!, : « € A} familias de espacios métricos
tales que para cada o € A existe una funcion perfecta f, de M. sobre M.,,.
Consideremos f el producto Cartesiano de las funciones fo, Y = X [[,c4 Ma
con centroenb € M = [[,caMyyseaY' = Zy][][,ca M/, con centro en
Ve M = [[,ca M, tal que para cada o € A, fo(b,,) = b,. Entonces, la
restriccion de f a'’Y' es una funcion cerrada.

Demostracion. Sea F' un conjunto cerrado en Y’, Definamos F' = f(F’) y tome-
mos x € F = f(F). Por el corolario 3.0.9, Y es Fréchet-Urysohn, por lo que
existe una sucesion {z, },c, € F que converge a x. Ademds, para cada n € w
existe y, € I’ tal que f(y,) = z,. Notemos que por la eleccion del punto O’ se
tiene que suppy(z,) C supp,(yn). Si J = U, e, Suppy(yn), podemos definir:

My = {ma ()} X [laey Ma € ¥
y
My = {ma W)} * Tlacy My C V.

Asi, f(M) = M. Por la definicion de M, se tiene que y,, € M’ para cada
n € w. Ademds, M/, N F’ es un subconjunto cerrado en M’, ya que M, es un sub-
conjunto cerrado en todo M’, por lo que, f(M’,NE") es un subconjunto cerrado de
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M, pues f es una funcién perfecta, como producto de funciones perfectas (ver [4],
teorema 3.7.9), es decir {x,} C f(F'N M),y como es cerrado x € f(F' N M),
pero f(F' N M) C f(F') = F, por lo tanto F' es un subconjunto cerrado de Y.
O

Teorema 3.1.16 (Gul’ko) El >-producto de una familia de espacios métricos es
normal.

Demostracion. Denotemos por Y al 2-producto de la familia de espacios métricos
{M,}aeaconelcentroenb € M =[] ., M,. Digamos que el peso de los espa-
cios M, no es més grande que «. Para la primera parte del argumento supongamos
que el espacio M,, es fuertemente cero-dimensional para cada o € A, es decir M,
tiene una base o-localmente finita que consiste de conjuntos abiertos y cerrados.

Para z € Y sea suppy(z) el soporte de = y para todo subconjunto numerable
S C A denotemos por rg a la retraccioén natural rg : Y — Y definida por

(rs(z))a = {xm sia €S,

b,, en otro caso,

paraz € Yy a € A. Notemos que los espacios Yg = r5(Y) = [],cq Ma son me-
trizables y escojamos pg una métrica en Yy y denotemos por pg la pseudométrica
en Y definida por sz, y) = ps(rs(), rs(y)).

Ahora, consideremos Fj y F; subconjuntos cerrados y ajenos de Y. Para ver
que Y es normal, por el lema 3.1.13 es suficiente buscar una cubierta abierta o-
localmente finita I/ de Y tal que U N Fy = ) o U N F} paracada U € U.

Sea xk<“ el conjunto de todas las funciones ¢ : n — k, con n < w. Por
induccién sobre n definiremos para cada ¢ € " un subconjunto numerable A,
de A, un subconjunto abierto y cerrado Vy; de Y4, una pseudométrica pi; en Yy
dos puntos x% y x;ﬁ en Y, de modo que se satisfagan las siguientes condiciones,

endonde Uy = 15 (V;).

(1) Lafamilia {U, : ¢ € "} es una cubierta de abiertos-cerrados ajena dos a dos
de Y para cadan < w;

(2) Si ¢ C 1, entonces Uy, C Uy;
(3) Si K;NU, # (), entonces x; € F,NUy, parai = 0,1,

(4) Ay = suppy(x}) U suppy(xy) U Agj(n—1), paran > 1y ¢ € ™
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(5) pg =2 {pa,, :i <n} paratodo ¢ € K";
(6) Elradio de Uy con respecto a ji4/(,,—1) €s menor que 1/n para cada n > 0.

Primero supongamos que la construccién ya esta hecha y sea
U={Us:¢pcr“yK NUs=0, paraalgini = 0,1}.

Por el lema 3.1.13 es suficiente mostrar que | JU/ = Y. Si no, entonces existen
e r¥yxy e Yitalquexy € (),opUspny Usjn & U, para todo n < w.
Sea B = |J,,., Aapn Y 20 = r5(70). Ademds, lim,,_, rB(:cfbm) = rp(xg), para
i = 0, 1, por lo tanto, por (4), lim,, ., xﬁbm = zoparai = 0,1, asi zg € Fy N FY,
que es una contradiccion.

Ahora, procederemos a realizar la construcciéon. Sea Ay un subconjunto no
vacio numerable de A, Vy = Y, y 11p = pa,-

Supongamos que la construccion esta realizada para n > 0. Tomemos ¢ € k"
y sea (Vy, pg) el espacio metrizable fuertemente cero dimensional y por lo tanto
lo podemos descomponer en una familia disjunta {IV,, : o < k} de conjuntos
abiertos de didmetro menor que 1/n. Definamos V(o) = W,, para cada o < &.
Esto establece conjuntos Vy, 1 € ™!y para cada ¢ € ™! escojamos puntos
xib € Vi, N I}, si existen tales puntos, en caso contrario :JﬁfZs son arbitrarios. Esco-
jamos A, para ser el conjunto numerable de A que satisface (4) y sea i, definida
usando (5). Asi queda concluida la construccién y por lo tanto Y es normal.

Veremos que el >-producto de una familia arbitraria de espacios métricos M,
sigue siendo normal como imagen cerrada del >-producto de la familia de espa-
cios métricos fuertemente zero-dimensional.

Por 4.4.J en [4], para cada o € A, M, es imagen continua bajo una funcién
perfecta de un espacio métrico fuertemente cero-dimensional M/, digamos que
fo : M}, — M, es la funcion perfecta. Supongamos que M’ = [] ., M/,. Enton-
ces [ = [[,ea fo €s una funcion perfecta de M’ sobre M. Sea Y = X [[ .4 Mo
concentroenb € M yseaY’ = X [[,.4 M/, concentroend € M’ tal que para
cada o € A, f, (b)) = b,. Entonces por la construccion anterior Y’ es normal y
por el lema 3.1.15 la restriccion de f a Y’ es una funcién cerrada. Por lo que, Y
es un espacio normal, pues es imagen de Y’ bajo una funcién cerrada.

U
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3.2. Espacios realcompactos

Ahora, diremos que un espacio X es realcompacto, si es Tychonoff y existe
un espacio Tychinoff Y tal que

RC1 Existe un encaje homeomorfor : X — Y tal que r(X) =Y.

RC2 Para toda funcion de valores reales f : X — R existe una funcion continua
g:Y — Rtal que gr = f.

Entonces, r es sobreyectiva.

De otra manera, el espacio es realcompacto si siempre que haya un espacio
Y y un homeomorfismo r de X a un subconjunto denso de Y tal que toda fun-
cién de valores reales en 7(X) se pueda extender a todo Y, entonces r(X) = Y.
En [4] (teorema 3.11.5) se prueba que el producto de espacios realcompactos es
realcompacto. Ademads, también se muestra que todo espacio X puede ser enca-
jado como subespacio denso en un espacio realcompacto vX. Llamaremos a v.X
la realcompactificacién de X y esta es tinica salvo homeomorfismos que fijan los
puntos de X.

Teorema 3.2.1 Si M es el producto de una familia de espacios métricos separa-
bles {M, : a € A} yY el ¥-producto de la familia, entonces M = vY.

Demostracion. En el comentario anterior se mencioné que producto de espacios
realcompactos es realcompacto, ademads, cada espacio métrico separable es real-
compacto. Entonces M es realcompacto y Y es denso en M. Por lo que, por la
unicidad de vY es suficiente probar que toda funcidén de valores reales en Y puede
ser extendida a M.

Si f es una funcién continua de valores reales en Y, entonces por el teore-
ma 2.1.5 existe un conjunto numerable C' contenido en A, y una funcién g de
valores reales en M tal que f = gme, donde 7 es la proyeccién de M sobre el
espacio Mo = [[,cc Ma. Ademds, como Y es denso para cada 2 € M existe una
sucesion {x,, : n € w}enY tal que z, — x.

Definamos F'(z) = lim,_, f(z,). Notemos que por la densidad de Y, el
limite existe, ademés dado que toda funcion de valores reales en Y depende de
una cantidad numerable de coordenadas, la funcion esta bien definida. Ahora, no-
temos que si x,, — x entonces F'(x,) — F(x), por lo que la funcién es una
extension continua de f. 0
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Segtn el teorema de Gul’ko el X-producto de una familia de espacios métri-
cos es normal. Por otra parte, si tomamos la realcompactificacién del Y-producto
de una familia de espacios métricos, que es todo el producto de la familia, no
necesariamente serd normal.

Ejemplo 7 Existe un espacio normal X, cuya realcompactificacion vX no es
normal.

En efecto, sea X el X-producto de una familia no numerable de espacios métri-
cos no compactos. Por el teorema 3.1.16, X es normal y por el teorema 3.2.1, el
producto M de la familia de espacios métricos satisface que M = v X. Dado que
M tiene un subconjunto cerrado M, que es homeomorfo al producto de una can-
tidad no numerable de copias de N, el cual ya vimos que no es normal ( ejemplo
4), entonces M no puede ser normal. U

En el ejemplo 4, observamos un grupo topolégico que no es normal, esto
muestra que los grupos topoldgicos tienen una mejora en las propiedades de sepa-
racion, pero s6lo mejoran hasta la propiedad de ser completamente regular, incluso
si consideramos un grupo topolégico numerablemente compacto.

Ejemplo 8 Existe un grupo topologico Hausdorff numerablemente compacto que
no es normal.

En efecto, consideremos n = {G, : @ < w;}, donde G, = D, el grupo
discreto de dos puntos, para cada o < w; y sea Y el X-producto de la familia 7.
Por el teorema 3.0.12 Y es un grupo topoldgico.

Consideremos G = Y x BY, donde SY es la compactificacion de Stone-
Cech de Y. Por el teorema 2.4.15 en [1], Y = Ha<w1 G, = D*“:. Entonces
G =Y x Y =Y x D“ es un grupo topolégico numerablemente compacto,
pues es el producto de un espacio numerablemente compacto y un espacio com-
pacto. Si G fuera normal, por el teorema de Tamano, Y deberia ser paracompacto,
pero por el teorema 3.0.12, Y es numerablemente compacto, entonces por el teo-
rema 3.1.6 Y es compacto, pero esto contradice al teorema 3.0.12. Por lo que G no
puede ser normal. Por lo tanto, G es un grupo topoldgico numerablemente com-
pacto que no es normal. U
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