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Iztapalapa, Ciudad de México, 1 de agosto de 2024



I

Dedicado a
Beatriz y Mario, mis padres.



II
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topologı́a. El agradecimiento también va por todos estos años de compañı́a, traba-
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Resumen

El presente trabajo se centra en el estudio de la normalidad de grupos topológi-
cos, mostrando que en los grupos topológicos la normalidad, en genera, no se pre-
serva bajo operaciones topológicas. El principal objetivo de este trabajo es mostrar
la existencia de un grupo topológico numerablemente compacto que no es normal
y con este fin se define el Σ-producto de una familia de espacios topológicos.

Dada una familia de espacios topológicos y X , su producto Cartesiano, el Σ-
producto de la familia con centro en un punto b ∈ X , es el subconjunto de X
que consiste de todos los puntos de X que difieren en una cantidad numerable
de coordenadas del punto b. De esto se nota que el Σ-producto es un subespa-
cio denso. Además, si los factores de la familia resultan ser grupos topológicos,
el Σ-producto es un grupo topológico. La normalidad del Σ-producto se cumple
cuando los factores son metrizables. En el trabajo se hace mención que Corson
lo probó para familias de espacios métricos completos, pero Gul’ko lo generalizó
para espacios métricos arbitrarios. El hecho que un grupo topológico numerable-
mente compacto no es normal se logra con el producto del Σ-producto de una
familia de grupos compactos metrizables con su compactificación de Stone-Čech.
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Introducción

En 1930 Tychonoff definió el producto arbitrario de espacios topológicos. Este
fue un verdadero avance, una importante contribución de la Topologı́a General a
las Matemáticas, que abrió ampliamente las puertas a los innumerables éxitos
futuros en Análisis Funcional, Álgebra Topológica, Lógica Matemática y Teorı́a
de Categorı́as. En particular, la definición general del producto de espacios dada
por Tychonoff hizo inmediatamente claro cómo definir el producto topológico de
cualquier familia de grupos topológicos (grupos paratopológicos, etc.).

L. S. Pontryagin utilizó los productos de grupos topológicos como una de las
herramientas principales en su trabajo. La construcción del Σ-producto de espa-
cios descrita en (b) del ejemplo 1 en la pagina 29 de este trabajo, también fue intro-
ducida por Pontryagin en el contexto de la teorı́a de grupos topológicos. Años más
tarde, esta construcción encontró numerosas aplicaciones en Topologı́a General.

Actualmente, el estudio de productos de espacios topológicos sigue tomando
un rol importante en la topologı́a, pues al definir una propiedad topológica, resulta
natural preguntarse si la propiedad se preserva bajo productos finitos, numerables
o arbitrarios.

Dentro de los estudios topológicos, es siempre interesante estudiar el com-
portamiento de los axiomas de separación T0, T1, Hausdorff, asimismo de las
propiedades de separación tales como ser regular, completamente regular y nor-
mal. Existen ejemplos de espacios topológicos T0 que no son T1, espacios que son
Hausdorff, pero no son regulares, incluso, existen espacios topológicos que son
regulares, pero no son completamente regulares; esto no ocurre en los grupos to-
pológicos, ya que como veremos, la estructura de grupo dotado de una topologı́a
que hace continuas a la multiplicación y la operación de tomar inversos, mejora el
comportamiento de los axiomas de separación.

El propósito de este trabajo es estudiar la normalidad de grupos topológicos;
observando que ser completamente regular no implica la normalidad de un grupo
topológico (A.H. Stone [1948]), incluso presentaremos un grupo topológico nu-
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merablemente compacto que no es normal. Para esto, definiremos el Σ-producto
de una familia de espacios topológicos, mostrando una serie de resultados sobre
éste y observaremos la normalidad de este subespacio cuando los factores son me-
trizables. Además, veremos que, en consecuencia del teorema de Tamano [1960],
el producto del Σ-producto de una familia de grupos topológicos compactos con
su compactificación de Stone-Čech no necesariamente es normal, de hecho este
producto es un grupo topológico numerablemente compacto no normal.

El trabajo será distribuido en 3 capı́tulos. En el primer capı́tulo se enunciarán
ciertos conceptos y resultados básicos, los cuales nos ayudarán para las pruebas
posteriores. Observaremos el comportamiento de algunas funciones cardinales en
espacios topológicos, algunas conocidas en cursos básicos de topologı́a, y ve-
remos su comportamiento bajo productos de espacios topológicos. Además, se
tendrá una sección dedicada al estudio de grupos topológicos, en la que veremos
que todo grupo topológico es regular (teorema 1.3.9) y completamente regular
(teorema 1.3.15), es decir, en grupos topológicos ser T0 implica ser completamen-
te regular, lo que motivó a preguntarse si todo grupo topológico T0 es normal.

En el segundo capı́tulo nos centramos en tomar el producto Cartesiano de
grupos topológicos, el cual veremos que también resulta ser un grupo topológico.
Además, responderemos la pregunta: ¿todo grupo topológico es normal? para lo
que se desarrollará una sección dedicada a los teoremas de factorización, haciendo
uso principalmente del teorema de S. Mazur (teorema 2.1.5).

Para finalizar, en el tercer capı́tulo, trabajaremos en la normalidad de subespa-
cios del espacio producto, definiendo el Σ-producto y σ-producto, mostrando una
serie de resultados, por ejemplo que el Σ-producto es numerablemente compacto
cuando los factores son grupos topológicos compactos (teorema 3.0.12). Se tendrá
una sección dedicada a la paracompacidad de espacios topológicos, lo cual nos
ayudará como herramienta, junto con el teorema de Tamano (teorema 3.1.8) para
probar que el producto del Σ-producto de una cierta familia de grupos topológicos
compactos con su compactificación de Stone-Čech es un grupo numerablemente
compacto que no es normal. Concluyendo que en grupos topológicos las propie-
dades de separación tienen un mejoramiento hasta ser un espacio T3.5, incluso si
tomamos un grupo topológico numerablemente compacto.



Capı́tulo 1

Preliminares

1.1. Productos
Dada una familia de espacios topológicos {Xα : α ∈ A}, una base de topo-

logı́a para el producto Cartesiano X =
∏

α∈AXα de la familia, es la familia de
conjuntos

∏
α∈AWα, donde el conjunto Wα es abierto en el espacio Xα para cada

α ∈ A y Wα ̸= Xα para una cantidad finita de α ∈ A. La topologı́a generada por
dicha base fue definida por A. N. Tychonoff. Además, si para cada α ∈ A, Bα es
una base para Xα, entonces la subfamilia que consiste de

∏
α∈AWα con Wα ∈ Bα

siempre que Wα ̸= Xα para una cantidad finita de α ∈ A , también es una base.
Dada la definición de la topologı́a producto podemos obtener los siguientes

resultados, cuya demostración se puede ver en [4] capı́tulo 2, sección 3.

Proposición 1.1.1 Una función f de un espacio topológicoX a un producto Y =∏
α∈A Yα es continua si y sólo si la composición πβf es continua para cada β ∈

A, donde πβ es la proyección de Y sobre el factor Yβ .

Proposición 1.1.2 El conjunto D =
∏

α∈ADα es denso en el producto X =∏
α∈AXα si y sólo si Dα es denso en Xα, para cada α ∈ A.

Es natural preguntarse sobre las propiedades que se preservan bajo productos.
A continuación, enunciaremos algunas de estas propiedades.

Teorema 1.1.3 Cualquier producto de espacios Ti es un espacio Ti para i =
0, 1, 2, 3, 3.5. Si el producto

∏
α∈AXα es un espacio Ti, entonces todos los factores

Xα son espacios Ti.

1
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Uno de los resultados más importantes dentro de la topologı́a es el teorema 1.1.6,
que fue formulado en 1935 por Tychonoff, la prueba que presentamos es debida a
Chevalley y O. Frink en 1941.

Para la prueba del teorema de Tychonoff será necesario el siguiente teorema
(ver [4] teorema 3.1.10).

Teorema 1.1.4 Si existe una función continua f : X → Y de un espacio com-
pacto X sobre un espacio Hausdorff Y, entonces Y es compacto.

Antes de continuar, es importante mencionar que en este trabajo cuando hablemos
de espacios compactos, vendrá incluido ser Hausdorff.

El lema de Teichmüller-Tukey (ver [4] sección I.4.), nos ayudará para la prue-
ba del teorema 1.1.6. Este lema nos habla sobre propiedades de carácter finito.
Diremos que una propiedad P en subconjuntos de un conjunto X es de carácter
finito si el conjunto vacı́o tiene esta propiedad y un subconjunto A de X tiene la
propiedad si y solo si todos los subconjuntos finitos de A tienen la propiedad.

Lema 1.1.5 (Teichmüller-Tukey) Si P es una propiedad de carácter finito de
subconjuntos de un conjunto X , entonces todo subconjunto A de X que tiene la
propiedad P está contenido en un subconjunto B que tiene la propiedad P y es
maximal en la familia de todos los subconjuntos de X que tienen la propiedad P .

Teorema 1.1.6 (Teorema de Tychonoff) El producto X =
∏

α∈AXα, con Xα ̸=
∅ para cada α ∈ A, es compacto si y sólo si todos los espaciosXα son compactos.

Demostración. Supongamos que el producto X =
∏

α∈AXα es compacto y no
vacı́o. Dado que la proyección πα es una función continua de X sobre el factor
Xα, se sigue del teorema 1.1.4 que Xα es compacto para cada α ∈ A.

Sea una familia {Xα : α ∈ A} de espacios compactos no vacı́os. Dado que
cada Xα es Hausdorff, entonces el producto Cartesiano X =

∏
α∈AXα es Haus-

dorff. Consideremos una familia F0 de subconjuntos cerrados de X que tiene la
propiedad de la intersección finita. Veremos que

⋂
F0 ̸= ∅.

Como la propiedad de la intersección finita es de carácter finito, se sigue del
lema de Teichmüller-Tukey que la familia F0 está contenida en una familia F
maximal de subconjuntos de X que tiene la propiedad de la intersección finita.
Veremos que existe x ∈ X tal que x ∈ F para cada F ∈ F .

Por la maximalidad de F se tiene que:

si F1, F2, . . . , Fn ∈ F , entonces F1 ∩ F2 ∩ . . . ∩ Fn ∈ F (1.1)
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y
si F0 ⊆ X y F0 ∩ F ̸= ∅ para cada F ∈ F , entonces F0 ∈ F . (1.2)

Dado que la familia F tiene la propiedad de la intersección finita, entonces la
familia Fα = {πα(F )}F∈F , también tiene la propiedad para cada α ∈ A. Por lo
tanto, por la compacidad de Xα, para cada α ∈ A existe un punto

xα ∈
⋂
F∈F

πα(F ) ⊂ Xα.

Sea Wα una vecindad de xα en Xα. Entonces Wα ∩ πα(F ) ̸= ∅ para cada F ∈ F ,
es decir,

π−1
α (Wα) ∩ F ̸= ∅,

para cada F ∈ F . Por (1.2), se sigue que π−1
α (Wα) ∈ F , y por (1.1), se sigue que

todos los miembros de la base canónica de X que contienen al punto x = {xα}
pertenecen a la familia F . Como F tiene la propiedad de la intersección finita,
cada F ∈ F intersecta a todos los miembros de la base canónica para X que con-
tienen a x. Esto prueba el teorema. □

Decimos que un espacio X es numerablemente compacto si X es Hausdorff y
toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita. Para este caso,
veremos que ser numerablemente compacto no es una propiedad que se preserve
bajo productos.

Ejemplo 1 Existen espacios numerablemente compactos de Tychonoff X y Y ,
tales que X × Y no es numerablemente compacto.

Para eso, definiremos dos subespacios X y Y de βN de modo que X ∪ Y = βN
y X ∩ Y = N.

Para cada M ⊆ βN sea [M ]ω la familia de todos los subconjuntos numerables
infinitos de M , y sea f la función que a cada miembro B de [βN]ω le asigna un
punto de acumulación del conjunto B en el espacio βN.

Haciendo X0 = N y

Xα =

(⋃
γ<α

Xγ

)
∪

{
f(B) : B ∈

[⋃
γ<α

Xγ

]ω}
para 0 < α < ω1,

definimos por recursión transfinita una sucesión X0, X1, . . . , Xα, . . . , α < ω1 de
subconjuntos de βN tal que Xα ⊆ Xβ si α < β < ω1 y |Xα| ≤ 2ω para todo
α < ω1.
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El espacio X =
⋃
α<ω1

Xα es numerablemente compacto, puesto que todo
B ∈ [X]ω está contenido en algún Xα y por lo tanto, tiene un punto de acumu-
lación en Xα+1 y en X , por lo que X es numerablemente compacto. Aplicando
inducción transfinita, podemos notar que |Xα| ≤ c · c + (c · c)ℵ0 = c, por lo que
|X| ≤ c. Sea Y = N ∪ (βN \X).

Como todo subconjunto infinito cerrado de βN contiene un subconjunto ho-
meomorfo a βN, se tiene que |B| = 2c para todo B ∈ [Y ]ω. Entonces todo sub-
conjunto numerable infinito de Y tiene un punto de acumulación en Y , por lo que
Y es numerablemente compacto.

Ahora consideremos el producto X ×Y y denotemos por ∆0 a la intersección
de X × Y con la diagonal ∆ del producto βN× βN. Como X ∩ Y = N, se tiene
que ∆0 = {(1, 1), (2, 2), . . .}. Dado que {i} es un subconjunto abierto de βN para
i ∈ N, ∆0 es un subespacio abierto discreto en X × Y . Por otro lado, como ∆ es
cerrado en βN× βN, el conjunto ∆0 es cerrado en X × Y por lo que, X × Y no
es numerablemente compacto. □

1.2. Funciones cardinales
Decimos que f es una función cardinal si a un espacio topológico X le asigna

un número cardinal tal que f(X) = f(Y ) para cualquier par de espacios X, Y
homeomorfos.

Una función cardinal conocida es el peso de un espacioX , que se define como
el menor cardinal |B| ≥ ω, donde B es una base para el espacio topológico X y
lo denotaremos por w(X).

De forma similar definimos el carácter de un espacio topológicoX en el punto
x ∈ X , como el menor cardinal |B(x)| ≥ ω, tal que B(x) es una base local en
x ∈ X y lo denotaremos por χ(x,X). Al supremo de todos los números χ(x,X),
lo llamaremos el carácter del espacio X y lo denotaremos por χ(X). La prueba
del teorema 1.2.1 se puede encontrar en [4], teorema 1.1.15..

Teorema 1.2.1 Sea X un espacio topológico tal que w(X) ≤ κ, para algún car-
dinal infinito κ. Entonces para cualquier base B de X , existe una base B0 de X
tal que |B0| ≤ κ y B0 ⊂ B.

Antes de continuar, un espacio X con peso numerable, es decir, w(X) = ω lo
llamaremos espacio segundo numerable y si χ(X) = ω, el espacioX será llamado
primero numerable.
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La densidad de un espacioX se define como el menor cardinal |D| ≥ ω, donde
D es un subconjunto denso de X , el cual denotaremos por d(X). Si la densidad
del espacio es numerable, entonces diremos que X es separable.

Una vez dadas las definiciones anteriores, es natural preguntarse como se com-
paran entre ellas, lo que nos lleva a los siguientes dos resultados (ver [4]).

Proposición 1.2.2 Para cualquier espacio X se cumple d(X) ≤ w(X).

Teorema 1.2.3 Para cada espacio HausdorffX se tiene que |X| ≤ 22
d(X)

y |X| ≤
[d(X)]χ(X).

Es natural preguntarse sobre el comportamiento del peso, el carácter y la den-
sidad bajo el producto Cartesiano de espacios topológicos. La prueba del teore-
ma 1.2.4 se puede ver en [4] teorema 2.3.13.

Teorema 1.2.4 Sea κ un cardinal mayor o igual que ω. Si w(Xα) ≤ κ, para todo
α ∈ A y |A| ≤ κ, entonces w

(∏
α∈AXα

)
≤ κ.

Si χ(Xα) ≤ κ para todo α ∈ A y |A| ≤ κ, entonces χ
(∏

α∈AXα

)
≤ κ.

Teorema 1.2.5 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery) Sea κ ≥ ω. Si d(Xα) ≤ κ
para cada α ∈ A y |A| ≤ 2κ, entonces d

(∏
α∈AXα

)
≤ κ.

Demostración. Supongamos que los espacios Xα son no vacı́os y que |A| = 2κ.
Sea Dα un subespacio denso de Xα tal que |Dα| ≤ κ. Probaremos que el pro-
ducto

∏
a∈ADα contiene un subconjunto denso de tamaño κ. Como el producto

Cartesiano f =
∏

α∈A fα, donde fα es una función del espacio discreto D(κ)

de tamaño κ sobre Dα, es una función continua de [D(κ)]2
κ

sobre
∏

α∈ADα, es

suficiente ver que d
(
[D(κ)]2

κ
)
≤ κ.

Denotemos por T a la potencia κ-ésima del espacio discreto de dos puntos;
tenemos que |T | = 2κ y w(T ) ≤ κ. Tomemos una base B para T tal que |B| ≤ κ
y denotemos por T a la colección de todas las familias finitas {U1, U2, . . . , Uk} de
conjuntos ajenos dos a dos de miembros de B; claramente |T | ≤ κ.

En el producto [D(κ)]2
κ

=
∏

t∈T Yt, donde Yt = D(κ) para cada t ∈ T ,
tomemos el subconjunto S que consiste de todas las funciones f de T a D(κ)
tales que existe {U1, . . . , Uk} ∈ T con la propiedad que f es constante en todo
Ui, ası́ como en el conjunto T \

⋃k
i=1 Ui. Dado que |T | ≤ κ, tenemos que |S| ≤ κ.

Veremos que S es denso en [D(κ)]2
κ , es decir que para cada conjunto abierto

V de
∏

t∈T Yt se tiene que V ∩ S ̸= ∅ . Para eso, tomemos t1, t2, . . . , tk ∈ T , con
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ti ̸= tj para i ̸= j, y puntos y1, y2, . . . , yk ∈ D(κ) tales que
⋂k
i=1 π

−1
ti (yi) ⊂ V .

Como T es Hausdorff, existe una familia {U1, U2, . . . , Uk} ∈ T tal que ti ∈ Ui
para i = 1, . . . k. La función f de T a D(κ) definida por

f(t) =

{
yi si t ∈ Ui i = 1, 2, . . . , k,
y1 si t ∈ T \ (U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Uk)

pertenece a tanto a S como a V , por lo que S ∩ V ̸= ∅. Por lo tanto, S es denso
en [D(κ)]2

κ . □

En consecuencia del teorema anterior se obtienen los siguientes teoremas (ver
[4], teorema 2.3.17 y lema 1.4.15)

Teorema 1.2.6 Si d(Xα) ≤ κ para cada α ∈ A, entonces cualquier familia ajena
dos a dos de conjuntos abiertos no vacı́os del producto

∏
α∈AXa tiene cardinali-

dad a lo más κ.

Lema 1.2.7 Si Y es un subespacio denso de un espacio regular X , entonces
χ(y, Y ) = χ(y,X) para cada y ∈ Y .

La estrechez de un espacioX , denotada por t(X), es el mı́nimo cardinal τ ≥ ω
tal que para cada x ∈ X y todo conjunto P ⊆ X con x ∈ P , existe un subconjunto
Q de P tal que |Q| ≤ τ y x ∈ Q.

Realicemos dos modificaciones al concepto de estrechez. Sea τ un cardinal
infinito. Diremos que la Gδ-estrechez del espacio X no es mayor que τ , y escri-
biremos get(X) ≤ τ , si para cada punto x ∈ X que pertenece a la cerradura de⋃
γ, donde γ es una familia de conjuntos Gδ en X , existe una subfamilia η de γ

tal que x está en la cerradura de
⋃
η y |η| ≤ τ . Además, si existe un subconjunto

M de
⋃
γ tal que x ∈ M y |M | ≤ τ , diremos que la δ-estrechez de X no es más

grande que τ y escribiremos tδ(X) ≤ τ .
Resulta que la Gδ-estrechez y la δ-estrechez de productos arbitrariamente

grandes con “buenos” factores son numerables. Para obtener estos resultados,
introduciremos un concepto relacionado con el producto de espacios y un lema
auxiliar.

Sea {Xα : α ∈ A} una familia de espacios topológicos y X =
∏

α∈AXα su
producto topológico. Entonces, un ω-cubo en X es cualquier subconjunto B de
X que puede ser representado como el producto de subconjuntos de cada Xα, es
decir, B =

∏
α∈ABα, donde Bα ⊆ Xα para cada α ∈ A, además, el conjunto
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AB = {α ∈ A : Bα ̸= Xα} es numerable. Al conjunto AB, en este caso, lo
llamaremos el núcleo del ω-cubo.

Sea XK =
∏

α∈K Xα, para cada subconjunto no vacı́o K de A. Si B es un
ω-cubo con núcleo K tal que la imagen πK(B) consiste únicamente de un punto,
diremos que B es un ω-cubo elemental. Además, si B =

∏
α∈ABα es un ω-cubo

en X con núcleo K tal que Bα es un conjunto Gδ en Xα para cada α ∈ K,
entonces B será llamado conjunto Gδ canónico.

El siguiente lema nos dará una herramienta útil para probar que ocurre si cada
producto numerable de una familia de espacios tiene estrechez numerable (ver [1]
1.5.22).

Lema 1.2.8 Supongamos que f : X → Y es una función abierta y continua de
X sobre Y , x ∈ X , B ⊂ Y y f(x) ∈ B. Entonces x ∈ f−1(B). En particular,
f−1(B) = f−1

(
B
)
.

Proposición 1.2.9 Sea {Xα : α ∈ A} una familia de espacios topológicos, X =∏
α∈AXα el producto de la familia y supongamos que la estrechez de XK =∏
α∈K Xa es numerable, para todo subconjunto numerable K de A. Entonces,

para cualquier familia γ de ω-cubos en X y para cualquier punto x ∈
⋃
γ, existe

una subfamilia numerable η de γ tal que x ∈
⋃
η.

Demostración. Primero definiremos por inducción una sucesión creciente de sub-
conjuntos numerables An de A y una sucesión de subfamilias numerables γn de
γ.

Sea A0 un subconjunto numerable de A. Supongamos que el conjunto An ya
está bien definido para algún n ∈ ω y construiremos el conjunto An+1. Entonces,
haciendo K = An, el conjunto XK tiene estrechez numerable, por lo que existe
una subfamilia numerable γn de γ tal que el punto πK(x) está en la cerradura del
conjunto

⋃
{πK(V ) : V ∈ γn}. Definiendo el conjunto An+1 = An ∪

⋃
{AB :

B ∈ γn} obtenemos una colección numerable. Por lo que, el paso inductivo está
completo.

Hagamos M =
⋃
{An : n ∈ ω} y η =

⋃
{γn : n ∈ ω}. Notemos que η es

una subfamilia numerable de γ. Si H es la cerradura de
⋃
η, entonces debemos

probar que x ∈ H . Para eso sea O1 una vecindad abierta canónica de x en X . Ası́
para un subconjunto finito S de A se tiene que O1 = π−1

S πS(O1). Si F = S ∩M
y O = π−1

F πF (O1), entonces x ∈ O1 ⊂ O = π−1
F πF (O). Por la definición de

M y η se sigue que
⋃
η = π−1

M πM (
⋃
η) y, como la proyección πM es abierta, el

lema 1.2.8 implica que π−1
M πM(H) = H . Por lo tanto, las condiciones O∩H ̸= ∅

y O1 ∩H ̸= ∅ son equivalentes.
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Ahora, dado que la sucesión {An : n ∈ ω} es creciente, existe n ∈ ω tal que
F ⊆ An. Por la elección de γn, el punto πF (x) está en la cerradura del conjunto⋃
{πF (V ) : V ∈ γn} en el espacio XF . Por lo tanto, existe z ∈

⋃
γn ⊆

⋃
η tal

que πF (z) ∈ πF (O), de esto se sigue que z ∈ O ∩
⋃
η. Por lo tanto, x ∈ H . □

Sea γ es una familia de conjuntosGδ en el producto de una familia de espacios
topológicos X =

∏
α∈AXα. Dado que, para cada punto y ∈ X , que está en

la unión de la familia γ existe un conjunto Gδ canónico B en X tal que y ∈
B ⊆

⋃
γ, podemos suponer que la familia γ consiste únicamente conjuntos Gδ

canónicos. Además, en el final del paso inductivo de la prueba anterior, para la
existencia de la familia numerable γn de γ tal que πK(x) está en la cerradura de⋃
{πK(V ) : V ∈ γn} en XK , podemos notar que πK(V ) es un ω-cubo del tipo Gδ

en XK , para cada V ∈ γn y, suponiendo que la Gδ-estrechez es numerable para
productos numerables, podemos obtener el siguiente resultado.

Proposición 1.2.10 Sea {Xα : α ∈ A} una familia de espacios topológicos,
X =

∏
α∈AXα el producto de la familia y supongamos que la Gδ-estrechez de

XK =
∏

α∈K Xα es numerable, para todo subconjunto numerable K de A. En-
tonces, para cualquier familia γ de conjuntos Gδ en X y cualquier punto x en la
cerradura de

⋃
γ, existe una subfamilia numerable η de γ tal que x ∈

⋃
η; es

decir, get(X) ≤ ω.

Si un espacioX es primero numerable, entoncesX tiene estrechez numerable.
Además, todos los espacios Fréchet-Urysohn también tienen estrechez numerable.
Por la proposición anterior podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 1.2.11 El producto de cualquier familia de espacios primero numera-
bles tiene Gδ-estrechez numerable.

Lema 1.2.12 Supongamos que X =
∏

α∈AXa es el producto de una familia de
espacios topológicos, γ es una familia numerable de ω-cubos elementales en X y
x ∈

⋃
γ. Para cada B ∈ γ, sea y(B) cualquier punto de B tal que y(B)α = xα,

para cada α ∈ A \ AB, donde AB es el núcleo de B. Pongamos M = {y(B) :
B ∈ γ}. Entonces M es numerable, M ⊂

⋃
γ y x ∈M .

Demostración. Supongamos que O es una vecindad abierta canónica de x en X .
Dado que x ∈

⋃
γ, existe B ∈ γ tal que O ∩ B ̸= ∅. Para cada α ∈ A, sea πα la

proyección de X sobre el factor Xα. Como B es un ω-cubo elemental, debemos
tener y(B)α ∈ πα(O), para α ∈ AB. Tomando en cuenta que y(B)α = xα para
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cada α ∈ A \ AB, entonces se tiene que y(B) ∈ O ∩M , por lo que x ∈M . □

El corolario 1.2.11 puede ser generalizado con ayuda del lema 1.2.12 como se
sigue.

Teorema 1.2.13 Supongamos que {Xα : α ∈ A} es una familia de espacios
topológicos primero numerables y sea X =

∏
α∈AXα el producto de la familia.

Entonces la δ-estrechez de X es numerable.

Demostración. Sea γ una familia de conjuntos Gδ en X y x ∈ X un punto en la
cerradura de

⋃
γ. Como el producto numerable de espacios primero numerables

es primero numerable. Sea x ∈
⋃
α∈ABα, donde, Bα es un ω-cubo elemental en

X para cada α ∈ A. Entonces existe Bα tal que x ∈ Bα, si K es el núcleo de Bα,
se sigue que πK(x) es un sólo punto y tiene una base local numerable, digamos
{Un : n ∈ ω}. Por lo que, πK(x) =

⋂
Un, ası́ x ∈

⋂
π−1(Un) que es un conjunto

Gδ. Por lo tanto, podemos suponer que todo elemento de γ es la unión de ω-cubos
elementales en X , por lo que, podemos asumir que γ consiste únicamente de ω-
cubos elementales. Por 1.2.11, la Gδ-estrechez de X es numerable. Por lo tanto,
existe una subfamilia numerable η de γ tal que x ∈

⋃
η. Como η consiste de ω-

cubos elementales, por el lema 1.2.12 existe un subconjunto numerable M de
⋃
η

tal que x ∈M . Como M ⊆
⋃
γ, se sigue que tδ(X) ≤ ω. □

La celularidad de un espacioX es el menor cardinal κ ≥ ω tal que toda familia
ajena dos a dos de conjuntos abiertos de X , tiene cardinalidad a lo más κ, y será
denotado por c(X). Cuando c(X) = ω, diremos que el espacio tiene la propiedad
de Souslin.

Para cada cardinal infinito τ , definimos un conjunto Gτ como la intersección
de una familia de a lo más τ conjuntos abiertos de un espacio X . Ası́, para el
espacio X podemos definir celτ (X) como el mı́nimo cardinal λ ≥ ω tal que toda
familia G, que consiste de conjuntos Gτ en X , contiene una subfamilia H que
satisface

⋃
H =

⋃
G y |H| ≤ λ. Un espacio con celτ (X) ≤ τ es llamado τ -

celular. Podemos notar que un espacio ω-celular tiene Gδ-estrechez numerable.
Además, de la definición podemos notar que si ω ≤ κ ≤ λ, entonces c(X) ≤
celκ(X) ≤ celλ(X).

Podemos relacionar la celularidad de un espacio con la densidad, esto lo mues-
tra el siguiente resultado que es consecuencia del teorema 1.2.6.

Teorema 1.2.14 El producto de una familia de espacios separables tiene la pro-
piedad de Souslin.
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Ahora veremos el comportamiento de la función celω bajo productos.

Lema 1.2.15 Sea X =
∏

α∈AXα el producto de una familia de espacios to-
pológicos y supongamos que el subproductoXK =

∏
α∈K Xα satisface celω(XK) ≤

ω para cada subconjunto numerable K ⊂ A. Entonces X también satisface
celω(X) ≤ ω.

Demostración. Sea γ una familia de conjuntos Gδ en X . Como todo elemento es
unión de una familia de conjuntos canónicos Gδ en X , podemos asumir que la fa-
milia γ consiste de conjuntos canónicos Gδ. Tomemos una subfamilia numerable
γ0 de γ y denotemos por K0 a la unión de los núcleos de los elementos de γ0. Por
lo que K0 es un subconjunto numerable de A. Supongamos que para algún n ∈ ω,
ya está definida una subfamilia numerable γn de γ y un subconjunto numerable
Kn deA. Dado que celω(XKn) ≤ ω, existe una subfamilia numerable γn+1 de γ tal
que πKn(

⋃
γn+1) es denso en πKn(

⋃
γ). Haciendo Kn+1 la unión de Kn con los

núcleos de los elementos de γn+1, se tiene que Kn+1 es numerable y Kn ⊆ Kn+1.
Además, por la definición deKn+1 se cumple que F = π−1

Kn+1
πKn+1(F ), para cada

F ∈ γn.
Pongamos

γ∗ =
⋃
n∈ω

γn y K =
⋃
n∈ω

Kn.

Entonces γ∗ es una subfamilia numerable de γ y por como se construyó, πK (
⋃
γ∗)

es denso en πK (
⋃
γ). Dado que Kn ⊆ K, para cada n ∈ ω, se sigue que F =

π−1
K πK(F ), para cada F ∈ γ∗. Dado que la proyección πK : X → XK es abierta,

podemos concluir que
⋃
γ∗ = π−1

K πK (
⋃
γ∗) es denso en π−1

K

(
πK (

⋃
γ)
)
⊇
⋃
γ.

Es decir,
⋃
γ∗ es denso en

⋃
γ y, por lo tanto, celω(X) ≤ ω. □

El lema anterior es cierto para cualquier cardinal infinito κ; es decir, la celu-
laridad de un producto está dado por la celularidad de subproductos finitos. Para
eso, es necesario definir un ∆-sistema.

Una familia de conjuntos γ es un ∆-sistema si existe un conjunto R, al que
llamaremos raı́z del ∆-sistema, de modo que para cada A,B ∈ γ distintos, se
cumple que A ∩B = R.

Lo primero que podemos notar de manera inmediata es que si R es la raı́z de
un ∆-sistema γ, entonces el conjunto {A \R : A ∈ γ} es una familia disjunta.

El siguiente resultado es de gran utilidad dentro del estudio de cardinales y
será de utilidad en demostraciones, aquı́ será presentado sin demostración y es
conocido como el ∆-lema (Ver [5], capitulo 3, Lema 2.6).
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Teorema 1.2.16 (∆-lema) Sea γ una familia de conjuntos finitos y supongamos
que |γ| es un cardinal regular no numerable. Entonces γ contiene una subfamilia
µ de la misma cardinalidad que forma un ∆-sistema.

Teorema 1.2.17 Sea X =
∏

α∈AXα un producto de espacios y supongamos que
el subproducto XK =

∏
α∈K Xα satisface c(XK) ≤ τ para todo K ⊂ A finito,

donde τ es un cardinal infinito. Entonces c(X) ≤ τ .

Demostración. Supongamos que c(X) > τ . Entonces X contiene una familia
disjunta {Uα : α < τ+} de conjuntos abiertos canónicos no vacı́os. Para cada
α < τ+ escojamos un conjunto finito Aα ⊂ A tal que Uα = π−1

Aα
πAα(Uα). Sea

γ = {Aα : α < τ+}. Si |γ| ≤ τ , entonces existe C ⊂ τ+ con |C| = τ+ y tal que
Aα = Aβ = J para cada α, β ∈ C. Denotemos por πJ a la proyección de X sobre
XJ . Entonces el conjunto {πJ(Uα) : α ∈ C} es una familia ajena, puesto que para
α, β ∈ C, los conjuntos Uα y Uβ son ajenos, por lo que πJ(Uα) ∩ πJ(Uβ) = ∅.
Ası́ tenemos una familia de conjuntos abiertos no vacı́os y ajenos de tamaño τ+,
lo cual contradice el hecho que c(XJ) ≤ τ . Ası́, la familia γ tiene tamaño τ+. Sin
perder generalidad, supongamos que Aα ̸= Aβ para cada α, β < τ+.

Por el teorema 1.2.16 existe B ⊂ τ+, con |B| = τ+ y un conjunto finito
R ⊂ A tal que Aα ∩Aβ = R para α, β ∈ B distintos. Dado que c(XJ) ≤ τ , exis-
ten α, β ∈ B, distintos tales que V = πR(Uα) ∩ πR(Uβ) ̸= ∅, como los conjuntos
Aα \ R, Aβ \ R son ajenos, podemos tomar un punto x ∈ X tal que πR(x) ∈ V ,
πi(x) ∈ πi(Uα) para i ∈ Aα \ R y πi(x) ∈ πi(Uβ), para i ∈ Aβ \ R. Entonces
x ∈ Uα ∩ Uβ , que es una contradicción, por lo que c(X) ≤ τ . □

1.3. Grupos topológicos
Recordemos que un grupo topológico es un grupo G dotado con una topo-

logı́a O de tal manera que la multiplicación definida en el grupo sea continua y la
operación de tomar inversos sea continua.

La demostración de los siguientes resultados se omitirán (ver [1], capitulo 1,
sección 2 y sección 3). Algunos ejemplos de grupos topológicos son:

1. Cualquier grupo G dotado con la topologı́a discreta.

2. El grupo R con la suma usual y la topologı́a usual.
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3. G = GL(n,R) el grupo de las matrices invertibles de tamaño n con entradas
reales.

Para un elemento arbitrario a en un grupo G, las funciones λa(x) = ax y
ρa(x) = xa son llamadas traslaciones izquierdas y derechas, respectivamente, de
a en G.

Dado que en un grupo topológico las traslaciones izquierdas y derechas son
continuas con inversas continuas, entonces los grupos topológicos son espacios
homogéneos. Un resultado que se puede deducir de este hecho es el siguiente.

Proposición 1.3.1 Sea f : G → H un homomorfismo entre grupos topológicos.
Si f es continua en la identidad e de G, entonces f es continua en todo G.

Proposición 1.3.2 Sea G un grupo topológico, U un subconjunto abierto de G y
A cualquier conjunto de G. Entonces, los conjuntos AU y UA son abiertos en G.

Teorema 1.3.3 Sea G un grupo topológico y B una base en la identidad e de G.
Entonces, para cada subconjunto A de G,

A =
⋂

{AU : U ∈ B}.

Es interesante ver el comportamiento del operador cerradura aplicado a subgrupos
de grupos.

Proposición 1.3.4 Sea G un grupo topológico y H un subgrupo de G. Entonces,
la cerradura de H en G es un subgrupo topológico.

Proposición 1.3.5 SiH es un subgrupo primero numerable de un grupo topológi-
co G, entonces la cerradura de H en G es también primero numerable.

En la sección anterior se discutió sobre las funciones cardinales en espacios
topológicos, lo que lleva al estudio del comportamiento de estas funciones, pero
en grupos topológicos.

Lema 1.3.6 Sea G un grupo topológico. Supongamos que D es un subespacio
denso de G y U es una vecindad abierta de la identidad e en G. Entonces G =
DU .

Demostración. Es suficiente probar que G ⊆ DU . Sea g ∈ G. Dado que D es
denso y que gU−1 es una vecindad abierta de g, existe x ∈ D ∩ gU−1. Por lo que,
g ∈ xU ⊂ DU . Entonces G = DU . □
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Proposición 1.3.7 Sea G un grupo topológico y B una base en la identidad e
de G. Supongamos que para cada B ∈ B existe DB ⊆ G tal que G = DBB.
Entonces {xB : x ∈ DB, B ∈ B} es una base para G.

Demostración. Sea g ∈ G y U un abierto en G que contiene a g. Ası́, podemos
encontrar una vecindad abierta V de e tal que gV ⊆ U . Sea W una vecindad de e
tal que W−1W ⊆ V y B ∈ B tal que B ⊆ W . Como G = DBB, existe x ∈ DB

tal que g ∈ xB, por lo que g ∈ xB ⊆ gB−1B ⊆ gW−1W ⊆ gV ⊆ U . □

Teorema 1.3.8 Si G es un grupo topológico, entonces w(G) = d(G)χ(G).

Demostración. Para todo espacio topológico se cumple d(G) ≤ w(G) y χ(G) ≤
w(G), por lo que d(G)χ(G) ≤ w(G).

Sean D denso en G de cardinalidad menor o igual d(G) y B una base en e
tal que |B| ≤ χ(G). Entonces, por el lema 1.3.6, G = DB para cada B ∈ B,
y por la proposición 1.3.7 se tiene que V = {xB : x ∈ D, B ∈ B} es una ba-
se paraG de cardinalidad a lo más d(G)χ(G). Por lo tanto, w(G) ≤ d(G)χ(G). □

Un importante hecho dentro del estudio de grupos topológicos es sobre el
comportamiento de los axiomas de separación. Como se verá, a diferencia de los
espacios topológicos, los axiomas de separación tienen buen comportamiento en
los grupos topológicos.

Teorema 1.3.9 Todo grupo topológico G es un espacio regular.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de la identidad e de G. Entonces
existe una vecindad V tal que V 2 ⊂ U , además, podemos escoger a V como
una vecindad simétrica, es decir, V = V −1. Entonces, si x ∈ V , tenemos que
V x ∩ V ̸= ∅. Por lo que a1x = a2 para algunos a1, a2 ∈ V . Se sigue que el
punto x = a−1

1 a2 ∈ V −1V = V 2 ⊂ U . Esto implica que V ⊂ U . Como G es
homogéneo, se cumple la regularidad de G. □

Una vez mostrado que todo grupo topológico es regular, serı́a natural pregun-
tarse si todo grupo topológico es completamente regular. Para eso haremos uso de
prenormas. En este texto, seguiremos el planteaminieto de A. A. Markov, aunque
se llamará prenorma a lo que él llamo norma.

Definición 1.3.1 Sea G un grupo topológico, con neutro e, y sea N una función
de valores reales en G. Decimos que N es una prenorma en G si para cada x, y ∈
G, se cumple:
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I. N(e) = 0;

II. N(xy) ≤ N(x) +N(y);

III. N(x−1) = N(x).

Si x es un elemento de un grupo G con neutro e, como e = xx−1 y por las
condiciones de prenorma, podemos notar que

0 = N(e) ≤ N(x) +N(x−1) = 2N(x).

Por lo tanto, N(x) ≥ 0 para cada x ∈ G.

Proposición 1.3.10 Si N es una prenorma en G, entonces |N(x) − N(y)| ≤
N(x−1y), para cualesquiera x, y ∈ G.

Demostración. Por II se tiene que:

N(y) ≤ N(x) +N(x−1y). (1.3)

Además, por II y III, se deduce que:

N(x) = N(x−1) ≤ N(y−1) +N(x−1y) = N(y) +N(x−1y). (1.4)

Por (1.3) y (1.4), obtenemos la desigualdad deseada. □

Lema 1.3.11 Sea f una función acotada de valores reales en un grupo G. Enton-
ces la función Nf en G, definida por

Nf (x) = sup{|f(yx)− f(y)| : y ∈ G},

para cada x ∈ G, es una prenorma en G.

Demostración. Es claro que Nf (e) = 0. Por otro lado,

Nf (xy) = sup
z∈G

|f(zxy)− f(z)|

≤ sup
z∈G

(|f(zxy)− f(zx)|+ |f(zx)− f(z)|)

≤ sup
t∈G

|f(ty)− f(t)|+ sup
z∈G

|f(zx)− f(z)|

= Nf (y) +Nf (x).
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Además, si z = yx−1, entonces

Nf (x
−1) = sup

y∈G
|f(yx−1)− f(y)| = sup

z∈G
|f(z)− f(zx)| = Nf (x).

Por lo tanto, la función Nf define una prenorma en G. □

En general, una prenorma en un grupo topológico no necesariamente tiene que
ser continua, el siguiente resultado nos da las condiciones para que una prenorma
sea continua.

Proposición 1.3.12 Una prenorma N en un grupo topológico G es continua si y
sólo si para cada número positivo ε existe una vecindad U del neutro e tal que
N(x) < ε para cada x ∈ U .

Demostración. Sea ε > 0. Como N es continua podemos escoger una vecindad U
de e, de modo que para cada x ∈ U se cumple N(x) = |N(x)−N(e)| < ε.

Ahora, supongamos que x es cualquier punto de G y ε un número positivo.
Tomemos una vecindad U de e con las hipótesis de la proposición. Dado que el
conjunto V = xU es una vecindad de x, podemos tomar cualquier y ∈ xU , no-
temos que x−1y ∈ U y por lo tanto, N(x−1y) < ε. Por la proposición 1.3.10 se
sigue que |N(x)−N(y)| < ε. Ası́, la función N es continua en x. □

Ahora construiremos prenormas en grupos topológicos. La importancia de esta
construcción radica en que nos proporciona una familia de prenormas continuas
en cualquier grupo topológico G.

Si N es una prenorma en un grupo G, definamos la bola unitaria de N como
BN = {x ∈ G : N(x) < 1}. Si N es una prenorma continua, entonces BN es un
conjunto abierto de G. También, hagamos BN(ε) = {x ∈ G : N(x) < ε}, donde
ε es un número positivo; llamaremos a BN(ε) la N -bola de radio ε.

Teorema 1.3.13 (A. A. Markov) Para cada vecindad abierta U del neutro e de
un grupo topológico G, existe una prenorma continua N en G tal que la bola
unitaria BN está contenida en U .

El teorema se deriva del siguiente lema, que nos brinda una técnica más ela-
borada, fijando detalles relevantes de la situación.
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Lema 1.3.14 Sea {Un : n ∈ ω} una sucesión de vecindades simétricas abiertas
del neutro e en un grupo topológico G tal que U2

n+1 ⊆ Un para cada n ∈ ω.
Entonces existe una prenorma N en G tal que{

x ∈ G : N(x) <
1

2n

}
⊆ Un ⊆

{
x ∈ G : N(x) ≤ 2

2n

}
, para cada n ∈ ω

(PN)
Por lo tanto, la prenorma es continua. Si, en adición, los conjuntos Un son inva-
riantes, entonces la prenorma N en G puede ser elegida de forma que

N(xyx−1) = N(y)

para todo x, y ∈ G.

Demostración.
Comenzaremos construyendo vecindades V (r) de la identidad e comenzando,

haciendo V (1) = U0, fijemos n ∈ ω, y asumamos que las vecindades abiertas
V (m/2n) de e, están definidas para cada m = 1, 2, . . . , 2n. Entonces, haciendo
V (1/2n+1) = Un+1, V (2m/2n+1) = V (m/2n) para m = 1, 2, . . . 2n y

V ((2m+ 1)/2n+1) = V (m/2n)Un+1 = V (m/2n)V (1/2n+1)

para cada m = 1, 2, . . . , 2n − 1. Esto define vecindades abiertas V (r) de e para
todo número racional diádico r ≤ 1. También hacemos V (m/2n) = G, cuando
m > 2n. Ahora probaremos por inducción sobre n que

V (m/2n)V (1/2n) ⊆ V ((m+ 1)/2n) (p)

para cualquier entero m > 0 y n ≥ 0. Notemos que la condición (p) es evidente
cuando m + 1 > 2n. Entonces consideremos el caso m < 2n. Cuando n = 1 se
tiene que m también debe ser 1, ası́

V (1/2)V (1/2) = U2
1 ⊆ U0 = V (1).

Supongamos que (p) se cumple para n y verifiquemos que se cumple para n + 1.
Tomaremos dos casos, cuando m es par o impar. Si m = 2k, con k un entero
positivo, entonces

V (m/2n+1)V (1/2n+1) = V (k/2n)V (1/2n+1)

= V (k/2n)Un+1

= V ((2k + 1)/2n+1)

= V ((m+ 1)/2n+1).
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Ahora supongamos que m = 2k + 1 < 2n+1, para algún entero k. Entonces

V (m/2n+1)V (1/2n+1) = V ((2k + 1)/2n+1)Un+1

= V (k/2n)Un+1Un+1

⊆ V (k/2n)Un

= V (k/2n)V (1/2n).

Por la hipótesis de inducción, tenemos que

V (k/2n)V (1/2n) ⊆ V ((k + 1)/2n)

= V ((2k + 2)/2n+1)

= V ((m+ 1)/2n+1).

Esto concluye la prueba de la condición (p).
Definiremos una función f de valores reales en G como se sigue:

f(x) = ı́nf{r > 0 : x ∈ V (r)},

para cada x ∈ G. La función f está bien definida, dado que x ∈ V (2) = G, para
cada x ∈ G. Por la condición (p), se sigue que si 0 < r < s son números ra-
cionales diádicos, entonces V (r) ⊆ V (s). En el argumento siguiente, únicamente
consideraremos números racionales diádicos.

Si f(x) < r, entonces, x ∈ V (r). (1)

Por lo que f es una función no negativa, acotada, por el argumento de arriba, por
2. Por lo tanto, por el lema 1.3.11, la función N definida por la fórmula

N(x) = sup
y∈G

{|f(yx)− f(y)|}

para cada x ∈ G, es una prenorma en G.
Ahora, probaremos que la prenorma cumple la condición enunciada en el le-

ma. Como e ∈ V (1/2n) para cada n ∈ N, se sigue que f(e) = 0. Asumamos que
N(x) < 1/2n, para algún x ∈ G. Entonces f(x) = |f(ex) − f(e)| ≤ N(x) <
1/2n, ası́, por (1), x ∈ V (1/2n) = Un. Por lo que, {x ∈ G : N(x) < 1/2n} ⊂ Un.

Por otro lado, si x ∈ V (1/2n), y para cualquier y ∈ G, existe un entero
positivo k tal que (k − 1)/2n ≤ f(y) < k/2n, entonces, por (1), y ∈ V (k/2n),
dado que x ∈ V (1/2n) y x−1 ∈ V (1/2n), se sigue que yx y yx−1 están en
V (k/2n)V (1/2n) ⊆ V ((k + 1)/2n). Ası́, obtenemos, f(yx) ≤ (k + 1)/2n y
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f(yx−1) ≤ (k + 1)/2n. De las desigualdades anteriores, y como (k − 1)/2n ≤
f(y), obtenemos f(yx) − f(y) ≤ 2/2n y f(yx−1) − f(y) ≤ 2/2n. Sustituyendo
y por yx en la segunda desigualdad obtenemos f(y)− f(yx) ≤ 2/2n, por lo que
|f(yx) − f(y)| ≤ 2/2n, para cada y ∈ G. Ası́, N(x) ≤ 2/2n. En consecuencia,
Un ⊆ {x ∈ G : N(x) ≤ 2/2n}. La misma condición probada, implica que la
funciónN es continua en la identidad e, y por la proposición 1.3.12N es continua
en todo el grupo G.

Finalmente, supongamos que los conjuntos Un son invariantes, es decir, para
todo x ∈ G y n ∈ ω se tiene xUnx−1 = Un. Como el producto finito de conjuntos
invariantes es invariante, por inducción tenemos que el conjunto V (r) también es
invariante para cada número racional diádico r > 0. Entonces, para la función f
obtenemos f(xyx−1) = f(y), para cada x, y ∈ G. Por lo que, dados elementos
x, y ∈ G, se obtiene las igualdades

N(xyx−1) = sup
z∈G

|f(zxyx−1)− f(z)| = sup
z∈G

|f(x−1zxy)− f(z)|

= sup
t∈G

|f(ty)− f(xtx−1)|

= sup
t∈G

|f(ty)− f(t)|

= N(y),

donde t = x−1zx. □

Demostración.(teorema 1.3.13) Usando los axiomas de grupo topológico, pode-
mos construir una sucesión de vecindades abiertas {Un : n ∈ ω} de la identidad e
en G que satisfacen las condiciones del lema 1.3.14, y tal que U0 = U .

Entonces, existe una prenorma continua N en G de modo que cumpla la con-
dición (PN). Esto es, BN(1/2

n) ⊆ Un ⊆ {x ∈ G : N(x) ≤ 2/2n}, para cada
n ∈ ω. Para n = 0 se deduce que BN = BN(1) ⊆ U . □

Como se sabe, existen espacios topológicos Hausdorff que no son regulares
y espacios Hausdorff regulares que no son completamente regulares (ver 1.5.6
y 1.5.9 en [4]). La estructura de grupo impide estas situaciones, pues según la
proposición 1.3.9, todos los grupos topológicos son regulares, y en consecuencia
del teorema 1.3.13 podemos deducir el siguiente resultado.

Teorema 1.3.15 Todo grupo topológico es completamente regular.

Demostración. Sea x ∈ G y U una vecindad abierta de x en G. Consideremos la
vecindad x−1U de la identidad en G. Por el teorema 1.3.13, existe una prenorma
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continua N en G tal que BN ⊆ x−1U . Si definimos f(y) = N(x−1y), obtenemos
una función continua en G. Además f(x) = 0, pues f(x) = N(e) = 0 y como
f(y) < 1. Se deduce que x−1y ∈ x−1U . Luego y ∈ U , esto es, {y ∈ G : f(y) <
1} ⊆ U . Por lo que, G es completamente regular. □

Como se sabe, todo espacio métrico es primero numerable, en el caso de
grupos ocurre un hecho interesante. Otro resultado en consecuencia del teore-
ma 1.3.13 es el siguiente.

Teorema 1.3.16 (G. Birkhoff, S. Kakutani) Un grupo topológico G es metriza-
ble si y solo si es primero numerable.

Demostración. Como se mencionó, todo espacio métrico es primero numerable,
en consecuencia, si G es metrizable, entonces es primero numerable.

Ahora, fijemos una base numerable {Wn : n ∈ ω} del espacio G en el punto
e. Por inducción, obtenemos una sucesión {Un : n ∈ ω} de vecindades simétricas
de la identidad, tales que Un ⊆ Wn y U2

n+1 ⊆ Un, para cada n ∈ ω. Esta sucesión
también es una base paraG en e. Por el lema 1.3.14, existe una prenorma continua
N en G tal que BN(1/2

n) ⊆ Un para cada n ∈ ω. Ası́, los conjuntos abiertos
BN(1/2

n) también son una base para G en e.
Definamos ρN(x, y) = N(xy−1), para x, y ∈ G, veamos que es una métrica

para G y además, genera la topologı́a original en G.
Claramente ρN(x, y) = N(xy−1) ≥ 0; además notemos que ρN(x, x) =

N(xx−1) = 0. Ahora, supongamos que ρN(x, y) = 0. Entonces se tiene que
xy−1 ∈ BN(1/2

n) ⊆ Un, para cada n ∈ ω. Como {e} =
⋂
n∈ω Un se sigue que

xy−1 = e, por lo que x = y. Como N es una prenorma, se sigue que N(x−1) =
N(x), por lo tanto ρN(y, x) = N(yx−1) = N((xy−1)−1) = N(xy−1) = ρN(x, y).
Entonces también es simétrica.

Resta verificar la desigualdad del triángulo. Tomemos x, y, z ∈ G, se tiene
que:

ρN(x, z) = N(xz−1)

= N(xy−1yz−1)

≤ N(xy−1) +N(yz−1)

= ρN(x, y) + ρN(y, z).

Por lo tanto, ρN es una métrica en G.
Demostremos que la métrica ρN satisface que ρN(x, y) = ρN(xz, yz), para

todo x, y, z ∈ G:
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ρN(xz, yz) = N(xzz−1y−1) = N(xy−1) = ρN(x, y).

Como BN(ε) es la ρN -vecindad de e de radio ε, se sigue que la ρN -vecindad de
cualquier punto x en G es el conjunto BN(ε)x. Tomemos x ∈ G. Como los con-
juntos BN(1/2

n) forman una base de G en e, y G es un grupo topológico, los
conjuntos BN(1/2

n)x forman una base para G en x, es decir, las ρN -vecindades
de e de radio 1/2n forman una base de G en x. Por lo tanto, la métrica ρN genera
la topologı́a original del espacio G. □

En consecuencia del teorema 1.3.16 podemos obtener la proposición 1.3.17,
que nos da la relación entre metrizabilidad de subespacios compactos en grupos
topológicos (ver [1], lema 3.3.22).

Proposición 1.3.17 Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo
topológico G:

(a) Todo subespacio compacto de G es primero numerable;

(b) Todo subespacio compacto de G es metrizable.



Capı́tulo 2

Productos de grupos topológicos

En este capı́tulo estudiaremos algunas propiedades del producto en grupos
topológicos. Primero se mostrará que el producto de una familia de grupos to-
pológicos, es un grupo topológico con la topologı́a producto de Tychonoff. Pos-
teriormente hablaremos sobre la normalidad de grupos topológicos, ası́ como el
encaje de grupos topológicos Abelianos en productos topológicos.

Teorema 2.0.1 Supongamos que {Gα : α ∈ A} es una familia de grupos to-
pológicos, eα es la identidad de Gα para cada α ∈ A, y sea G =

∏
α∈AGα el

producto Cartesiano de los grupos Gα con la topologı́a producto de Tychonoff y
la multiplicación definida coordenada a coordenada. Entonces G es también un
grupo topológico, con identidad e = (eα)α∈A.

Demostración. Sean x = (xα)α∈A y y = (yα)y∈α elementos arbitrarios de G
y O una vecindad de z = xy−1 en G. Si z = (zα)α∈A entonces zα = xαy

−1
α

para cada α ∈ A. Como G está dotado con la topologı́a producto de Tychonoff,
podemos buscar elementos α1, α2, . . . , αn del conjunto de ı́ndices A y vecindades
abiertas Wαk

del punto zαk
en el grupo Gαk

para cada k = 1, . . . , n tales que
W =

∏
α∈AWα ⊂ O, dondeWα = Wαk

si α = αk para algún k ≤ n, yWα = Gα

en otro caso.
Como cada Gαk

es un grupo topológico, existen vecindades Uαk
y Vαk

de
xαk

y yαk
, respectivamente, en Gαk

tales que Uαk
V −1
αk

⊂ Wαk
. Además, haga-

mos Uα = Vα = Gα para cada α ∈ A \ {α1, . . . , αn}. Entonces los conjuntos
U =

∏
α∈A Uα y V =

∏
α∈A Vα son vecindades abiertas de x y y, respectiva-

mente, en el producto G. Se sigue de la definición de los conjuntos U y V que
UV −1 ⊂ W ⊂ O. Por lo tanto, G es un grupo topológico. □

21



22 CAPÍTULO 2. PRODUCTOS DE GRUPOS TOPOLÓGICOS

De hecho, es posible aplicar el teorema 1.3.16 para grupos topológicos Abe-
lianos, lo que nos dará el siguiente resultado.

Teorema 2.0.2 Todo grupo topológico Abeliano G es topológicamente isomorfo
a un subgrupo del producto de alguna familia de grupos topológicos Abelianos
metrizables.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de e en G. De acuerdo con el teore-
ma 1.3.13, podemos fijar una prenorma continua NU en G tal que la bola unitaria
con respecto a NU está contenida en U .

Hagamos HU = {x ∈ G : NU(x) = 0}. Como NU es continua, HU es cerrado
en G; como NU(e) = 0 se sigue que e ∈ HU . Además, si x, y ∈ HU , notemos que
NU(xy) ≤ NU(x) +NU(y) = 0, ası́ xy ∈ HU .

por último, dado queNU(x
−1) = NU(x) = 0, se sigue queHU es un subgrupo

de G.
Como G es Abeliano, entonces el cociente GU = G/HU es un grupo Abe-

liano. Denotemos por fU el homomorfismo cociente natural de G sobre GU , y
definamos una función PU en el grupo GU como PU(y) = NU(x), donde x es un
elemento de f−1

U (y). Como PU(y) no depende de la elección de x en f−1
U (y) se

sigue que PU es una prenorma en GU . Además, notemos que PU(y) = 0 si y sólo
si y es la identidad eU de GU .

Por las condiciones de prenorma, las 1
n

-bolas con respecto a la prenorma PU
forman una base para la topológia τU en GU sobre la cual GU es un grupo to-
pológico y la función fU es continua. Además, la preimagen de la bola unitaria
con respecto a PU está contenida en U . Notemos que GU es primero numerable,
por lo que es metrizable.

Entonces, el producto diagonal de las funciones fU , donde U varia sobre la
familia B de vecindades de e en G, es un isomorfismo topológico de G sobre el
producto

∏
U∈BGU . Dado que GU es un grupo Abeliano metrizable, está comple-

ta la demostración. □

Una vez definida la estrechez, la Gδ-estrechez y δ-estrechez, podemos notar
que si la estrechez de un espacio X es numerable, entonces la Gδ estrechez tam-
bién será numerable, además si X tiene δ-estrechez numerable, entonces la Gδ-
estrechez también es numerable; sin embargo, no ocurre la implicación contraria,
incluso si el espacio es un grupo topológico, para eso consideremos el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2 Para cualquier cardinal infinito κ, existe un grupo topológico com-
pacto G tal que tiene δ-estrechez numerable pero t(G) ≥ κ.

Para eso, consideremos κ un cardinal regular. Sea D = {0, 1} el grupo dis-
creto de dos elementos. Entonces, por el teorema 1.2.13, el grupo G = Dκ tiene
δ-estrechez numerable. Probaremos que t(G) ≥ κ. Denotemos por 0 el punto de
G con coordenadas cero, i.e., el neutro de G. Para todo ordinal β < κ, sea un
elemento xβ ∈ G definido por xβ(α) = 0 si α ≤ β y xβ(α) = 1 en otro caso. En-
tonces, podemos notar que 0 está en la cerradura del conjunto X = {xβ : β < κ}.
Para deducir que t(G) ≥ κ veremos que 0 no está en la cerradura de ningún
Y ⊆ X con |Y | < κ. Por la regularidad de κ, para cada Y ⊆ X , con |Y | < κ
existe α < κ tal que β < α se cumple para cada xβ ∈ Y . Entonces xβ(α) = 1
para todo xβ ∈ Y y, por lo tanto, 0 no pertenece a la cerradura de Y en G. □

En el capı́tulo anterior se mostró que todos los grupos topológicos son com-
pletamente regulares. Ahora, veremos qué ocurre con la normalidad de un grupo
topológico. Lo primero que veremos es que el producto de espacios topológicos
normales no necesariamente es un espacio normal.

Lema 2.0.3 (Lema de Jones) Ningún espacio separable normal contiene un subes-
pacio discreto cerrado de cardinalidad el continuo.

Demostración. Supongamos que el espacioX contiene un subconjunto numerable
densoD y un subespacio discreto cerrado F de cardinalidad c. Como toda función
de valores reales en X es determinada por la restricción a D, hay como máximo
c de tales funciones. Por otro lado, por el teorema de Tietze-Urysohn, cada una
de las 2c funciones continuas de valores reales definidas en F es continuamente
extendible sobre X , lo que es una contradicción. □

Ejemplo 3 El cuadrado de la recta de Sorgenfrey K no es normal.

Para eso, notemos que el conjunto {(x, y) : y = −x} es un subconjunto cerrado
y discreto de K ×K, de cardinalidad c. Puesto que los racionales son densos en
K, se sigue que Q × Q es un subconjunto denso numerable de K × K, por el
lema 2.0.3 el espacio K ×K no es normal. □
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2.1. Teoremas de factorización
Sea f : X → Z y p : X → Y dos funciones continuas, decimos que f

se factoriza a través de p si existe una función g : Y → Z, no necesariamente
continua, tal que f = g ◦ p. Podemos deducir que f se factoriza a través de p si y
solo si p(x1) = p(x2) implica que f(x1) = f(x2) para todo x1, x2 ∈ X . También,
diremos que f admite una factorización continua a través de p si la función g es
continua. En este caso, escribiremos p ≺ f .

Si X =
∏

α∈AXa es un producto de espacios y f : X → Y es una función
continua, decimos que f depende únicamente de un conjunto J ⊆ A si f se
factoriza a través de la proyección πJ . Decimos que f depende de una cantidad
numerable de coordenadas si el conjunto J es numerable, es decir, f depende de
una cantidad numerable de coordenadas si existe un conjunto numerable J ⊂ A
tal que para todo x, y ∈ X , πJ(x) = πJ(y) implica que f(x) = f(y), donde
πJ : X → XJ =

∏
α∈J Xa es la proyección de X sobre XJ .

Ahora, con el fin de mostrar la existencia de un grupo topológico G que no
es normal, haremos uso del teorema de Mazur, para la prueba del teorema es
necesario introducir un concepto nuevo y el teorema de Glicksberg.

Para un cardinal infinito τ , un espacio X es llamado pseudo-τ -compacto si
toda familia discreta en X de conjuntos abiertos tiene cardinalidad estrictamen-
te menor que τ . Es importante mencionar que todos los espacios separables son
pseudo-ℵ1-compactos.

Otra aplicación del ∆-lema (teorema 1.2.16) es el siguiente resultado que
nos proporciona el comportamiento de la pseudo-τ -compacidad bajo el producto
(ver [1], 1.6.22).

Proposición 2.1.1 Sea X =
∏

α∈AXα un producto de espacios topológicos no
vacı́os tales que todo subproducto finito XJ =

∏
α∈J Xα es pseudo-τ -compacto,

donde τ es un cardinal regular no numerable. Entonces X también es pseudo-τ -
compacto.

Lema 2.1.2 Sean f : X → Z y p : X → Y funciones continuas, donde p(X) =
Y . Si f se factoriza a través de p y la función p es cociente, entonces existe una
única función continua g : Y → Z tal que f = g ◦ p.

Demostración. Como f se factoriza a través de p, entonces existe una función
g : Y → Z. Para ver la continuidad de g sea U ⊆ Z un conjunto abierto y notemos
que el conjunto p−1(g−1(U)) = f−1(U) es abierto enX , pues f es continua. Dado
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que p es cociente, se sigue que g−1(U) es abierto en Y . Por lo tanto, g es continua
en Y .

Ahora veremos la unicidad de g, para eso supongamos que existe una función
continua h : Y → Z tal que f = h ◦ p. Ası́ g ◦ p = h ◦ p. Como p(X) = Y se
tiene que g = h. Por lo tanto la función g es única. □

El lema anterior nos sirve como herramienta para la prueba del teorema de
Glicksberg, el cual será presentado sin demostración (ver [1], teorema 1.7.2).

Teorema 2.1.3 (I. Glicksberg) SeaX =
∏

α∈AXα un espacio producto de espa-
cio no vacı́os. Si X es pseudo-τ -compacto, para algún cardinal τ con cf(τ) > ω,
donde cf(τ) es la cofinalidad de τ , entonces toda función continua f de valores
reales en X depende de a lo más τ coordenadas. Por lo tanto, existen un conjunto
J ⊆ A con |J | < τ y una función continua h : XJ → R tales que f = h ◦ πJ .

El siguiente resultado es útil para la aplicación del teorema de Glicksberg, en
el caso especial τ = ℵ0.

Teorema 2.1.4 Sea X =
∏

α∈AXα el producto de una familia de espacios to-
pológicos no vacı́os y f : X → Z una función continua a un espacio Tychonoff
Z tal que w(Z) ≤ τ . Si X es pseudo-τ+-compacto, entonces existen un conjunto
J ⊆ A con |J | ≤ τ y una función continua h : XJ → Z tales que f = h ◦ πJ .

Demostración. Podemos identificar a Z como un subespacio del cubo de Tycho-
noff Iτ , donde I = [0, 1]. Para cada α ∈ τ , denotemos por pα a la proyección de
Iτ sobre el factor Iα. Entonces fα = pα ◦ f es una función continua de valores
reales en X . Para cada α < τ , por el teorema 2.1.3, podemos encontrar un con-
junto Jα ⊆ A de cardinalidad a lo más τ y una función continua gα : XJα → I
la cual satisface que fα = gα ◦ πJα , donde πJα : X → XJα es la proyección. No-
temos que el conjunto J =

⋃
α<τ Jα cumple que |J | ≤ τ . Sea πJJα : XJ → XJα

la proyección para cada α < τ . Entonces hα = gα ◦ πJJα es una función conti-
nua de valores reales en XJ . Denotemos por h el producto diagonal de la familia
{hα : α < τ}. Ası́, la función h : XJ → Iτ es continua y satisface hα = pα ◦ h
para cada α < τ . Como f es el producto diagonal de la familia {fα : α < τ} y
fα = hα ◦ πJ se cumple para cada α < τ , entonces f = h ◦ πJ . □

El siguiente resultado nos dará la herramienta para exhibir un grupo topológico
que no será normal. Este es un resultado que se sigue del teorema 2.1.4.
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Teorema 2.1.5 (S. Mazur) Toda función continua de valores reales en un pro-
ducto de espacios separables depende de una cantidad numerable de coordena-
das.

Demostración. Sea X =
∏

α∈AXα el producto de una familia de espacios sepa-
rables y f : X → R una función continua. Como w(R) = ω y X es pseudo-ℵ1-
compacto, entonces existe un conjunto numerable J ⊆ A y una función continua
h : XJ → R tal que f = h ◦ πJ , es decir, f depende de una cantidad numerable
de coordenadas. □

Ejemplo 4 Existe un grupo topológico que no es normal.

Consideremos Z el grupo de los números enteros con la topologı́a discreta, y
sea G = Zω1 , el producto de ω1 copias de Z. Sea Fi ⊂ G el subconjunto que
consiste de todos los puntos x = (xα)α en G tal que para todo j ∈ Z \ {i}, la
igualdad xα = j se cumple para a lo más un α < ω1, para i = 1, 2. Entonces
los conjuntos F1 y F2 son ajenos, puesto que, si x = (xα)α<ω1 ∈ F1 ∩ F2 se
tiene que x ∈ F1, lo que implica que xα = 2 para a lo más un α < ω1, esto
contradice el hecho que x ∈ F2, pues xα = 2 para más de un α < ω1. Por
lo que F1 ∩ F2 = ∅. Además, son cerrados pues el conjunto G \ F1 es abierto.
Si consideramos x ∈ G \ F1, x = (xα)α<ω1 , entonces existen j ∈ Z \ {1} y
α1, α2 ∈ ω1 distintos, tales que xα1 = xα2 = j. Definamos V =

∏
α∈ω1

Wα,
donde Wα = Z para cada α ̸= α1, α2 y Wα1 = Wα2 = {j}. Por la definición de
V se tiene que x ∈ V ⊆ G \ F1. Por lo tanto el conjunto G \ F1 es abierto. La
prueba para F2 es análoga.

Ahora, si G fuera normal, entonces existirı́an conjuntos abiertos U, V tales
que F1 ⊂ U , F2 ⊂ V y U ∩ V ̸= ∅. Por el lema de Urysohn existe una función
continua f : G→ R tal que f(U) ⊆ {0} y f(V ) ⊆ {1}. Entonces por el teorema
de Mazur, f depende de una cantidad numerable de coordenadas, por lo que existe
un conjunto numerable, digamos K = {αi : i ∈ ω}, tal que f se factoriza a través
de la proyección πK .

Tomemos x ∈ G tal que para cada αi ∈ K, xαi
= i, si para i ̸= j ocurre que

xαi
= xαj

definimos xαi
= 1 y para α /∈ K, xα = 1. Entonces, x = (xα) ∈ F1 y

sea y ∈ G tal que yαi
= i para cada αi ∈ K, si para i ̸= j ocurre que yαi

= yαj

definimos yαi
= 2 y yα = 2 para α /∈ K, por lo que y ∈ F2. Ası́, πK(x) = πK(y),

esto implica que f(x) = f(y), pero f(x) = 1 y f(y) = 0, por lo que G no puede
ser normal. □



Capı́tulo 3

Σ-productos y σ-productos

Una clase importante de espacios topológicos son definidos como subespacios
del producto de espacios topológicos. En este capı́tulo nos dedicaremos al estudio
del Σ-producto y el σ-producto, mencionando su comportamiento con ciertas pro-
piedades topológicas como lo son compacidad o metrizabilidad. Para finalizar, se
dará un resultado sobre el Σ-producto cuando los factores son grupos topológicos.
Al final del capı́tulo se mostrará que el producto de espacios normales numerable-
mente compactos no necesariamente es normal, incluso si los factores son grupos
topológicos, para eso haremos uso del teorema de Tamano.

Definición 3.0.1 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de espacios
topológicos no vacı́os, X =

∏
η el producto de la familia η y b un punto en X .

Entonces, el Σ-producto de la familia η con centro en b es el subespacio de X que
consiste de todos los puntos x ∈ X tal que únicamente una cantidad numerable
de coordenadas xα de x son distintas de las correspondientes coordenadas bα del
punto b.

Para x ∈ X el conjunto {α ∈ A : xα ̸= bα} es llamado el soporte de x (con
respecto a b) y será denotado por suppb(x).

De manera análoga definimos el σ-producto de la familia η como todos pun-
tos x ∈ X que sólo una cantidad finita de coordenadas xα son distintas a las
correspondientes coordenadas bα de b.

De forma inmediata podemos notar que el σ-producto es un subespacio del Σ-
producto. Además, es importante mencionar que el σ-producto y el Σ-producto de
grupos topológicos, con la topologı́a heredada, sigue siendo un grupo topológico.
Primero veremos propiedades importantes del Σ-producto.

27
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Proposición 3.0.1 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de espa-
cios topológicos no vacı́os, bα un elemento de Xα y X =

∏
α∈AXα el producto

de la familia η. Entonces el Σ-producto Σ
∏
η y el σ-producto σ

∏
η, con centro

en b = (bα)α∈A son subespacios densos del espacio topológico X .

Demostración. Realizaremos la demostración en el caso del σ-producto, puesto
que el σ-producto está contenido en el Σ-producto.

Sean Y = σ
∏
η, el σ-producto de la familia η, y U un abierto enX . Entonces

podemos ver al conjunto U como:

U = Uα1 × Uα2 × . . .× Uαn ×
∏

j∈A\{α1,...,αn}

Xj

donde Uαi
̸= ∅ es abierto en Xαi

para cada i ≤ n. Consideremos yαi
∈ Uαi

y
yj = bj para cada j ∈ A \ {α1, α2, . . . , αn}.

Ası́, y = (yα), donde yα = yαi
si α ∈ {α1, α2, . . . , αn} y yα = yj en otro caso,

por lo que y ∈ U . Dado que suppb(y) es finito, se sigue que y ∈ Y . Por lo tanto,
Y ∩ U ̸= ∅. Por lo tanto el σ-producto es denso en X , además, el Σ-producto es
denso en X . □

Lema 3.0.2 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de espacios
topológicos no vacı́os, X =

∏
η el producto de la familia η y b ∈ X . Entonces,

para cada subconjunto numerable M del Σ-producto Y = Σ
∏
η de η con centro

en b, la cerradura de M en Y coincide con la cerradura de M en X y es homeo-
morfo a un subespacio cerrado del producto de alguna subfamilia numerable de
η.

Demostración. Sea M un subconjunto numerable de X y pongamos

K =
⋃

{suppb(x) : x ∈M},

entonces K es un subconjunto numerable de A y para cada y ∈M en X tenemos
que yα = bα para α ∈ A \K.

Por lo que, la cerradura de M en X está contenida en la cerradura de M en Y
puesto que las coordenadas de todos los puntos de esta cerradura coinciden con las
respectivas coordenadas del punto b y es homeomorfa a la cerradura del conjunto
πK(M) en XK ; la restricción de la proyección πK(M) a la cerradura de M es el
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homeomorfismo. □

Los siguientes resultados son consecuencia del lema anterior. Únicamente pro-
baremos el primero. Ya que para las siguientes proposiciones el argumento es
similar.

Proposición 3.0.3 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de es-
pacios no vacı́os, X es el producto de la familia η y b ∈ X . Supongamos que
para cada subconjunto numerable C de A, el producto

∏
{Xα : α ∈ C} es

Fréchet-Urysohn. Sea Y el Σ-producto de η con centro en b. Entonces, para cada
subconjunto numerable M de Y , la cerradura de M en Y también es Fréchet-
Urysohn.

Demostración. Sea M un subconjunto numerable de Y . Definamos un conjunto
numerable como:

K =
⋃

{suppb(x) : x ∈M}.

Entonces el producto XK =
∏

α∈K Xα es Fréchet-Urysohn. Por el lema 3.0.2 la
cerradura de M en Y coincide con su cerradura en X , y es homeomorfo a la ce-
rradura de πK(M) en XK , que es Fréchet-Urysohn. Por lo que la cerradura de M
es Fréchet-Urysohn. □

Proposición 3.0.4 Sea η = {Xα : α ∈ A} una familia de espacios metrizables
no vacı́os, X su producto Cartesiano y b ∈ X . Si Y es el Σ-producto de η con
centro en b, entonces, para cada subconjunto numerable M de Y , la cerradura de
M en Y es metrizable.

Proposición 3.0.5 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de espa-
cios compactos no vacı́os, X es el producto de la familia η y b ∈ X . Si Y es el
Σ-producto de η con centro en b, entonces para cada subconjunto numerable M
de Y , la cerradura de M en Y es compacta.

Proposición 3.0.6 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de espa-
cios primero numerables, X es el producto de la familia η y b ∈ X . Si Y es el
Σ-producto de η con centro en b, entonces para cada subconjunto numerable M
de Y , la cerradura de M en Y es primero numerable.

El teorema 3.0.8 es una generalización de la proposición 3.0.3, sin embargo,
antes de enunciarlo veremos un teorema que nos ayudará a demostrarlo.
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Teorema 3.0.7 Supongamos que {Xα : α ∈ A} es una familia de espacios to-
pológicos no vacı́os, X =

∏
α∈AXα su producto y sea b ∈ X . Supongamos que

para cada subconjunto numerable C de A, la estrechez de
∏

α∈C Xα es numera-
ble. Entonces la estrechez del Σ-producto Y de la familia de espacios con centro
en b también es numerable.

Demostración. Sea Y el Σ-producto de la familia {Xα : α ∈ A}. Tomemos y ∈ Y
y un conjunto P ⊂ Y tal que y ∈ P . Podemos asumir que b /∈ P . Digamos que
S = suppb(y) y para cada p ∈ P sea Kp = suppb(p) ∪ S, ası́ Kp es un subcon-
junto numerable y no vacı́o de A. Sea Bp un ω-cubo elemental en X con núcleo
Kp de tal forma que p ∈ Bp. Haciendo γ = {Bp : p ∈ P}, se sigue que P ⊂

⋃
γ.

Entonces y ∈
⋃
γ y por el lema 1.2.9 existe un subconjunto numerable M de

P tal que y ∈
⋃
{Bp : p ∈M}. Para cada p ∈ M escojamos z(p) ∈ Bp tal que

z(p)α = yα para cada α ∈ A \Kp. Por lo que, por el lema 1.2.12, y ∈M . □

Teorema 3.0.8 Supongamos que η = {Xα : α ∈ A} es una familia de espacios
no vacı́os, X es el producto de la familia η y b ∈ X . Supongamos que para cada
subfamilia numerable ξ de η, el producto

∏
ξ es Fréchet-Urysohn. Entonces el

Σ-producto Y de la familia η con centro en b también es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Supongamos que Y es el Σ-producto, Z ⊂ Y y sea y ∈ Y tal que
y ∈ Z. Dado que todo espacio Fréchet-Urysohn tiene estrechez numerable, por
el teorema anterior se sigue que Y tiene estrechez numerable, por lo que existe
M ⊂ Z numerable tal que y ∈ M . Por el teorema 3.0.3, M es Fréchet-Urysohn.
Entonces, alguna sucesión deM converge a y, por lo tanto, Y es Fréchet-Urysohn.
□

Corolario 3.0.9 El Σ-producto de cualquier familia de espacios primero nume-
rable es Fréchet-Urysohn.

Corolario 3.0.10 El Σ-producto de cualquier familia de espacios compactos es
numerablemente compacto. Además, la cerradura de cualquier subconjunto nu-
merable M en Y es compacto.

Demostración. Mostremos la segunda parte, dado que la primera se sigue directa-
mente de la segunda parte. La segunda parte se sigue de la proposición 3.0.5, ya
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que el producto de cualquier familia de compactos es compacto. □

En consecuencia de los dos corolarios anteriores, podemos obtener el siguiente
resultado.

Corolario 3.0.11 El Σ-producto de cualquier familia de espacios compactos pri-
mero numerables es numerablemente compacto y Fréchet-Urysohn.

Con la construcción de Σ-productos y los resultados obtenidos, podemos aplicar
los resultados a familias de grupos topológicos y visualizar el comportamiento del
Σ-producto.

Teorema 3.0.12 Supongamos que A es un conjunto no numerable y que, pa-
ra cada α ∈ A, Gα es un grupo topológico compacto metrizable que contiene
al menos dos puntos. Sea G =

∏
α∈AGα el producto. Entonces el Σ-producto

Y = Σ
∏

α∈AGα con centro en la identidad e ∈ G es un subgrupo topológico
numerablemente compacto, Fréchet-Urysohn, no compacto y no metrizable de G.

Demostración. Por la proposición 3.0.1, el espacio Y es denso. Entonces se tiene
que no es cerrado, por lo que Y no es compacto, puesG es Hausdorff. Por el coro-
lario 3.0.11, Y es numerablemente compacto y Fréchet-Urysohn, además, como
todo espacio numerablemente compacto metrizable es compacto, entonces Y no
es metrizable, pues ya vimos que no es compacto. □

Antes de continuar con el estudio es importante visualizar algunos ejemplos
de Σ-productos.

Ejemplos 1 (a) Consideremos A un conjunto no numerable. Para cada α ∈ A,
sea Gα = T el grupo del cı́rculo. Consideremos Σ-producto con centro en
la identidad de G, denotado por ΣTA. Entonces por el teorema anterior,
ΣTA es numerablemente compacto, Fréchet-Urysohn, no metrizable, Fréchet-
Urysohn y no compacto.

(b) Sea Gα = D para cada α ∈ A, donde D = {0, 1} es el grupo discreto. En-
tonces el Σ-producto con centro en la identidad ′ de G, denotado por ΣDA.
De nuevo, por el teorema anterior, es un subgrupo numerablemente compac-
to, no metrizable, Fréchet-Urysohn no compacto. Más aún, los grupos DA y
ΣDA son cero-dimensionales.
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Ahora veremos algunos resultados sobre el σ-producto de espacios topológi-
cos, con fin de encontrar un espacio σ-compacto contenido en el producto y Σ-
producto de grupos topológicos.

Proposición 3.0.13 Sea X =
∏

α∈AXα el producto de una familia de espacios
no vacı́os y Y ⊂ X el correspondiente σ-producto con centro en b ∈ X . Entonces
Y es la unión de una familia numerable {Yn : n ∈ ω} de subespacios cerrados
Yn de X tal que Y0 = {b} y para cada n ∈ ω, Yn ⊂ Yn+1 y Yn+1 \ Yn admite una
cubierta ajena dos a dos λn tal que cada U ∈ λn es homeomorfo a un subespacio
abierto del producto de una subfamilia finita de {Xα : α ∈ A}.

Demostración. Para cada y ∈ Y , denotemos como r(y) a la cantidad de coorde-
nadas de y que son distintas de las correspondientes coordenadas de b. Para cada
n ∈ ω sea Yn = {y ∈ Y : r(y) ≤ n}, entonces, por la definición de σ-producto,
Y =

⋃
Yn. Además cada Yn es cerrado en el espacio X .

Para cada n ∈ ω, pongamos Un = Yn + 1 \ Yn y sea Bn el conjunto de todos
los subconjuntos de cardinalidad n de A. Dado K ∈ Bn, sea WK el conjunto de
todos los y ∈ Y tales que {α ∈ A : yα ̸= bα} = K. Notemos que WK es abierto
en Yn, WK ∩ WL = ∅, para cualesquiera K,L ∈ Bn distintos, y Un =

⋃
λn,

donde λn = {WK : K ∈ Bn}. Además cada WK es homeomorfo a un subespacio
del producto finito

∏
α∈K Xα. □

Proposición 3.0.14 El σ-producto de cualquier familia de espacios σ-compactos,
es σ-compacto.

Demostración. En consecuencia de la proposición 3.0.13, el σ-producto de una
familia de espacios compactos es σ-compacto, ya que el producto de cualquier
familia de espacios compactos es compacto.

Sea η = {Xα : α ∈ A} una familia de espacios σ-compactos. Entonces para
cada α ∈ A sea Xα =

⋃
n∈ωXα,n, donde cada Xα,n es compacto. Podemos supo-

ner que Xα,i ⊂ Xα,j para i < j. Sea b un punto del producto de la familia η y sea
Y el σ-producto de η en b. Además, asumiremos que b ∈ Xα,0 para cada α ∈ A.
Hagamos ηn = {Xα,n : α ∈ A}, y sea Yn el σ-producto de la familia ηn con
centro en b, entonces tenemos que Y =

⋃
n∈ω Yn, además cada Yn es σ-compacto,

pues cada elemento de la familia ηn es compacto. □

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las proposiciones
3.0.1 y 3.0.14.
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Proposición 3.0.15 El producto y Σ-producto de cualquier familia de grupos to-
pológicos σ-compactos contiene un subgrupo denso σ-compacto.

Ejemplo 5 Sean τ un cardinal no numera y M = σDτ el σ-producto de τ copias
del grupo D con centro en la identidad 0̂ ∈ Dτ . Entonces M es un grupo σ-
compacto, Fréchet-Urysohn, no compacto.

Dado que el carácter χ (Dτ ) no es numerable, por lema 1.2.7 el producto Dτ no
contiene un subespacio denso primero numerable; sin embargo, M es denso en
Dτ . Por lo tanto, M no es metrizable. □

3.1. Espacios paracompactos
En esta sección veremos la relación entre la normalidad y paracompacidad en

Σ-productos, haciendo mención de algunos resultados que nos darán pie a obser-
var que el Σ-producto de una familia de espacios métricos es normal.

Primero recordemos que una familia {Bα}α∈A de subconjuntos de un espa-
cio X es localmente finita si para todo x ∈ X existe una vecindad U tal que el
conjunto {α ∈ A : U ∩Bα ̸= ∅} es finito.

Definición 3.1.1 Un espacio X es llamado paracompacto si X es Hausdorff y
toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento localmente finito.

La definición nos permite obtener los siguientes resultados (ver [4] 5.1.1 y 5.1.3,
respectivamente).

Teorema 3.1.1 Todo espacio compacto es paracompacto.

Teorema 3.1.2 Todo espacio metrizable es paracompacto.

Además, un hecho importante para nuestro estudio es la relación entre paracom-
pacidad y normalidad. Para eso, necesitaremos el siguiente lema auxiliar.

Lema 3.1.3 Sea X un espacio paracompacto y F,B un par de subconjuntos ce-
rrados de X . Si para cada x ∈ B existen abiertos Ux, Vx tales que F ⊆ Ux,
x ∈ Vx y Ux ∩ Vx = ∅, entonces también existen abiertos U, V tales que F ⊆ U y
B ⊆ V y U ∩ V = ∅.
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Demostración. Notemos que la familia {Vx}x∈B∪{X \B} es una cubierta abierta
paraX , por lo que,X tiene un refinamiento localmente finito {Wα}α∈A. Haciendo
A0 = {α ∈ A : Wα ∩B ̸= ∅} se tiene:

F ∩Wα = ∅ para todo α ∈ A0 y B ⊆
⋃
α∈A0

Wα.

Entonces, los conjuntos U = X \
(⋃

α∈A0
Wα

)
y V =

⋃
α∈A0

Wα son abiertos,
además, F ⊆ U y B ⊆ V y U ∩ V = ∅. □

Teorema 3.1.4 Todo espacio paracompacto es normal.

Demostración. Sea X un espacio paracompacto. Primero veamos que X es regu-
lar. Si cambiamos un conjunto unipuntal por el conjunto F en el lema anterior, se
sigue que todo espacio paracompacto es regular; usando este hecho y aplicando el
lema de nuevo obtenemos que el espacio es normal. □

El siguiente teorema nos ayudará como herramienta en nuestro estudio (ver
[4] 3.10.3).

Teorema 3.1.5 Para todo espacio Hausdorff X , las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) El espacio es numerablemente compacto;

(b) Toda familia localmente finita de subconjuntos de X es finita;

(c) Toda familia localmente finita de subconjuntos de un punto de X es finita;

(d) Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulación;

(e) Todo subconjunto numerable de X tiene un punto de acumulación.

Teorema 3.1.6 Todo espacio numerablemente compacto y paracompacto es com-
pacto.

Demostración. Sea U una cubierta abierta de un espacio X numerablemente com-
pacto y paracompacto. Por el teorema 3.1.5, todo refinamiento localmente finito
abierto V de U es finito, por lo que el espacio X es compacto. □

Dado que la paracompacidad es un inverso invariante de funciones perfectas
(ver [4], teorema 5.1.33) y como la proyección π : X × Y → Y , del producto de
un espacio compacto X y un espacio Hausdorff Y es perfecta, podemos obtener
el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.7 El producto X × Y de un espacio paracompacto X y un espacio
compacto Y es paracompacto.

Teorema 3.1.8 (Tamano) Para todo espacio Tychonoff X las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) El espacio X es paracompacto.

(b) Para toda compactificación cX del espacioX , el productoX×cX es normal.

(c) El producto X × βX es normal.

(d) Existe una compactificación cX del espacio X tal que el producto X × cX
es normal.

Demostración. Por el teorema 3.1.7, el productoX×cX es paracompacto y por lo
tanto, es normal. Ası́ se tiene que (a) ⇒ (b). Obviamente, se cumplen (b) ⇒ (c)
y (c) ⇒ (d). Soló falta probar (d) ⇒ (a).

Sea cX una compactificación del espacio X tal que X × cX es normal y sea
{Uα}α∈A una cubierta abierta de X . Para cada α ∈ A escojamos un conjunto
abierto Vα ⊆ cX tal que Uα = X ∩ Vα.

Como Z = cX \
⋃
s∈S Vs es un subconjunto compacto del residuo cX \ X ,

la diagonal △ ⊆ X × X y el producto X × Z son subconjuntos cerrados de
X × cX , además son ajenos. Por lo tanto, por (d) existe una función continua
f : X × cX → I tal que

f(△) ⊆ {0} y f(X × Z) ⊆ {1}.

Haciendo
ρ(x, y) = sup

z∈cX
|f(x, z)− f(y, z)|

definimos una pseudométrica en X .
Para x0 ∈ X y ε > 0 existen conjuntos abiertos G1 × H1, . . . , Gk × Hk ⊆

X × cX tales que x0 ∈ Gi y δ(f(Gi × Hi)) < ε, donde δ(A) es el diámetro
de A, para i = 1, 2, . . . , k. Además, {x0} × cX ⊆

⋃k
i=1(Gi × Hi); por lo que,

x0 ∈
⋂k
i=1Gi ⊆ B(x0, ε) = {x ∈ X : ρ(x0, x) < ε} que implica que todas las

bolas abiertas, respecto a ρ, pertenecen a τ2, es decir, τ1 ⊆ τ2.
Ası́, la cubierta {B(x, 1/2)}x∈X de conjuntos de X tiene un refinamiento

{Wt}t∈T abierto y localmente finito con respecto τ1. Por lo tanto, también res-
pecto a τ2. Para cada x ∈ X y y ∈ B(x, 1/2) tenemos que f(x, y) = |f(x, y) −
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f(y, y)| ≤ ρ(x, y) < 1/2, ası́ f(x, y) ≤ 1/2 siempre que y ∈ B(x, 1/2) (la cerra-
dura es tomada en cX). Como f(x, z) = 1 para z ∈ Z, tenemos que Wt ∩ Z = ∅
para todo t ∈ T . Dado que el conjunto Wt es compacto, existe un conjunto finito
A(t) ⊆ A tal que Wt ⊆

⋃
α∈A(t) Vα. Entonces la familia {Wt ∩ Uα : t ∈ T, α ∈

A(t)} es una familia localmente finita que refina a {Uα}α∈A. □
La prueba del siguiente teorema será omitida (ver [4], teorema 3.5.2).

Teorema 3.1.9 Todo espacio Tychonoff X tiene una compactificación Y tal que
w(Y ) = w(X).

En consecuencia del teorema de Tamano (teorema 3.1.8), el teorema 3.1.7 y el
resultado anterior obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.10 Para todo espacio Tychonoff X las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) El espacio X es paracompacto.

(b) Para todo espacio compacto Y el producto X × Y es normal.

(c) Para todo espacio compacto Y tal que w(Y ) ≤ w(X) el producto X × Y es
normal.

(d) El producto X × Iw(X) es normal.

El teorema de Tamano nos ayuda a probar la existencia de un espacio nume-
rablemente compacto que no es regular.

Ejemplo 6 Existe un espacio numerablemente compacto que no es regular.

Sea W el espacio de todos los números ordinales ≤ ω1 y W0 el espacio de todos
los números ordinales numerables. Notemos que el espacioW0 no es paracompac-
to, pues W0 es un espacio numerablemente compacto que no es compacto (ver [4]
ejemplo 3.10.16) y por el teorema 3.1.6W0 no puede ser paracompacto. Entonces,
por el teorema de Tamano el producto W0 ×W no es normal, puesto que W es
una compactificación de W0. Por lo que, existen conjuntos cerrados ajenos F y G
en W0 ×W que no pueden ser separados por conjuntos abiertos ajenos, además
el espacio W0 ×W es numerablemente compacto.

Entonces si X es el espacio W0×W/F , identificando a F por un punto, es un
espacio numerablemente compacto que no es regular. □
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Ahora veremos la normalidad en subespacios del espacio producto. Para eso
veremos cierta relación entre los espacios paracompactos y el Σ-producto de fami-
lias de espacios topológicos, haciendo uso principalmente del teorema de Tamano.

Primero veamos que el Σ-producto de una familia de espacios métricos com-
pletos es normal. Para eso, usaremos el siguiente término.

Sean {Hα}α∈A una colección de subconjuntos de un espacio X , y sea U un
conjunto abierto de X . Diremos que {Hα}α∈A puede ser separada en U si existe
una colección de conjuntos abiertos ajenos dos a dos {Uα}α∈A tal que U ∩Hα ⊆
Uα para cada α ∈ A.

Lema 3.1.11 Sea H1 y H2 dos subconjuntos del producto de un espacio Y y un
espacio métrico M , y supongamos que U es una cubierta abierta de M . Si H1 y
H2 pueden ser separados en cada Y × U con U ∈ U , entonces H1 y H2 pueden
ser separados en Y ×M .

Demostración. Dado que todo espacio métrico es paracompacto, la cubierta abier-
ta U de M tiene un refinamiento localmente finito V , esto quiere decir que V tiene
la propiedad que cada V ∈ V está contenido en algún U ∈ U , y cada x ∈M tiene
una vecindad abierta que intersecta una cantidad finita de elementos de V ∈ V .
Como M es normal, podemos escoger al refinamiento V tal que la cerradura de
cada V ∈ V esté contenida en algún U ∈ U .

Para cada V ∈ V existen conjuntos abiertos V1 y V2 en Y × V tal que Hi ∩
(Y × V ) ⊆ Vi, para i = 1, 2 y V1 ∩ V2 = ∅. Dado que V está contenido en algún
U ∈ U podemos suponer que V 1∩H2 = V 2∩H1 = ∅. Sea Si =

⋃
{Vi : V ∈ V},

i = 1, 2. Definamos T1 = S1 ∩ ((Y ×M) \ S2) y T2 = S2 ∩ ((Y ×M) \ S1).
Como T1 y T2 son abiertos y disjuntos, sólo falta probar que H1 ⊆ T1 y H2 ⊆ T2.

Si h ∈ H1, entonces h = (y,m), donde y ∈ Y y m ∈ M . Escojamos una
vecindad N de m tal que N intersecta una cantidad finita de elementos de V ∈ V .
Entonces Y × N es una vecindad de h que intersecta sólo una cantidad finita a
Y ×V , por lo tanto, sólo a una cantidad finita de V2. Sea H esa colección finita de
V2, entonces ((Y ×M)\(

⋃
H))∩(Y ×N) es una vecindad de h que no intersecta

a V2, pues V 2 ∩H1 = ∅. Por lo tanto, H1 ⊆ T1. Un argumento similar prueba que
H2 ⊆ T2. □

Teorema 3.1.12 (Corson) El Σ-producto del producto de una familia de espacios
métricos completos es normal.
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Demostración. Sea {Mα : α ∈ A} una familia de espacios métricos completos
con métrica completa ρα en Mα. Para cada subconjunto finito F de A, sea MF =∏

α∈F Mα. La métrica ρF en el subespacio de tal MF será definida como:

ρF (x, y) = sup{ρα(xα, yα) : α ∈ F}.

A partir de ahora, el ı́ndice F en ρ será omitido. También, denotemos el Σ-
producto de la familia {Mα}α∈A por Y con punto base b = (bα).

Sean H1 y H2 subconjuntos de Y que no pueden ser separados en Y . Veremos
que existen sucesiones {hi} y {ki}, con hi ∈ H1 y ki ∈ H2 que convergen al
mismo punto en Y . Esto probarı́a que H1 y H2 no pueden ser cerrados ajenos en
Y .

Dado que no se pueden separar, entonces los conjuntos no son vacı́os. Sea
x1 ∈ H1 cualquier punto. Entonces existe un conjunto numerable de ı́ndices C0

tal que (x1)α = bα si α /∈ C0.
Ahora construiremos cuádruplas (xn, Cn, Fn, Sn) para cada n ∈ ω tal que

xi ∈ H1 si i es par y xi ∈ H2 si i es impar;

Ci es un conjunto numerable de ı́ndices tal que contiene a cada α ∈ A tal
que (xi)α ̸= bα;

Fi será un conjunto finito de ı́ndices tal que F0 ∪ F1 ∪ · · · ∪ Fi − 1 ⊂ Fi.
Además contendrá al elemento mı́nimo de Cj para cada j ≤ i;

Para cada 1 ≤ i ≤ n, Si está contenido en Sj para j ≤ i y si πi es la
proyección de Y sobre MFi−1

, entonces hay una bola Ti de radio 1/i en
MFi−1

tal que Si = π−1
i−1(Ti);

H1 y H2 no se pueden separar en Si y xi ∈ Si.

Primero para i = 0 tomemos a C0, F0 = {min(C0)} y ponemos S0 = Y .
Supongamos que n cuádruplas (xi, Ci, Fi, Si) fueron escogidas. La cuádrupla

para n+ 1 se escoge de la siguiente forma:
Sea U la cubierta de πn(Sn) que consiste de bolas de radio 1/(n + 1). Por el

lema 3.1.11 existe una bola Tn+1 en U tal queH1 yH2 no pueden ser separados en
Sn+1 = π−1

n (Tn+1), porqueH1 yH2 no pueden ser separados en Sn. En particular,
H1 ∩ Sn+1 y H2 ∩ Sn+1 no son vacı́os, ası́ escojamos xn+1 ∈ Hi si n + 1 es par
y xn+1 ∈ H2 si n + 1 es impar. Cn+1 y Fn+1 se eligen de manera análoga como
arriba.
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Sea {hi} = {xj : j es par}, y {ki} = {xj : j es impar}; probaremos que {xi}
es una sucesión convergente, ası́ quedará probado que las sucesiones {hi} y {ki}
convergen al mismo punto en Y . Para eso, sea α ∈ A, de modo que no esté en
ningún Ci. En este caso (xi)α = pα para todo i. Si α ∈ Ci para algún i, entonces
α ∈ Fn, para n suficiente grande. Por la definición de la métrica en MFn y la
elección de xi,

ρFn((xi)α, (xj)α) < 1/n,

para todo n suficientemente grande, además, para i y j mayores que n. Por lo
tanto, {(xi)}α es una sucesión de Cauchy en Mα, esto implica que {xi} converge
a algún x0 ∈ M =

∏
α∈AMα, el producto de los Ma. Pero x0 ∈ Y , dado que

C =
⋃
{Ci : i ∈ ω} es numerable. Esto concluye la prueba. □

El resultado anterior puede ser generalizado para espacios métricos separables,
esta prueba fue dada por M.E. Rudin y posteriormente Gul’ko probo que el resul-
tado sigue siendo cierto para cualquier espacio métrico. Para eso, ocuparemos el
siguiente resultado.

Lema 3.1.13 Un espacio X es normal si y sólo si para todo par de conjuntos
ajenos cerrados F0 y F1 de X existe una cubierta abierta σ-localmente finita U
de X tal que U ∩ F0 = ∅ ó U ∩ F1 = ∅ para cada U ∈ U .

Demostración.
Supongamos que X es normal y sean F0, F1 conjuntos cerrados y ajenos de

X , por la normalidad de X existen conjuntos abiertos U0 y U1 tales que F0 ⊆ U0,
F1 ⊆ U1 y U0 ∩ U1 = ∅. Además existen conjuntos abiertos V0 y V1 tales que
Fi ⊆ Vi ⊆ V i ⊆ Ui para i = 0, 1. Entonces la familia {U0, U1, X \ (V0 ∪ V1)} es
localmente finita.

Por otro lado, sea U =
⋃
n<ω Un, donde las familias Un son abiertas y local-

mente finitas. Definamos

Ui(n) =
⋃

{U ∈ Un : U ∩ F1−i = ∅}

para cada n < ω, i = 0, 1. Notemos que
⋃
n<ω U1(n) ∪

⋃
n<ω U2(n) = X . Sea

Vi(n) = Ui(n) \
⋃
j≤n U1−i(j), para i = 0, 1 y n < ω y sea

Vi =
⋃
n<ω

Vi(n).

Entonces, por como se definió Vi se tiene Fi ⊆ Vi y V0 ∩ V1 = ∅. □
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Lema 3.1.14 Sea {Mα : α ∈ A} una familia de conjuntos y Y = Σ
∏

α∈AMα

con centro en b ∈ M =
∏

α∈AMα. Supongamos que para cada α ∈ A existe
una función fα de un conjunto M ′

α sobre Mα. Consideremos f =
∏

α∈A fα y
Y ′ = Σ

∏
α∈AM

′
α con centro en b′ ∈ M ′ =

∏
α∈AM

′
α tal que para cada α ∈ A,

fα(b
′
α) = bα. Entonces f(Y ′) = Y .

Demostración.
Tomemos x = (xα)α∈A ∈ Y , por lo que suppb(x) es numerable. Para cada

α ∈ suppb(x) existe yα ∈ M ′
α tal que fα(yα) = xα. Definamos z = (zα)α∈A tal

que:

zα =


b′α si α ∈ A \ suppb(x);

yα si α ∈ suppb(x).

Por lo que z ∈ Y ′ y f(z) = (fα(zα))α∈A = x. Se sigue que Y ⊆ f(Y ′).
Por otro lado, tomemos y ∈ Y ′, y = (yα)α∈A. Ası́ para cada α ∈ A\suppb′(y)

se tiene yα = b′α y fα(yα) = bα, entonces suppb(f(y)) ⊆ supp′b(y). Por lo que
suppb(f(y)) es numerable. Por lo tanto f(y) ∈ Y y f(Y ′) ⊆ Y . □

Lema 3.1.15 Sean {Mα : α ∈ A}, {M ′
α : α ∈ A} familias de espacios métricos

tales que para cada α ∈ A existe una función perfecta fα de M ′
α sobre Mα.

Consideremos f el producto Cartesiano de las funciones fα, Y = Σ
∏

α∈AMα

con centro en b ∈ M =
∏

α∈AMα y sea Y ′ = Σb′
∏

α∈AM
′
α con centro en

b′ ∈ M ′ =
∏

α∈AM
′
α tal que para cada α ∈ A, fα(b′α) = bα. Entonces, la

restricción de f a Y ′ es una función cerrada.

Demostración. Sea F ′ un conjunto cerrado en Y ′, Definamos F = f(F ′) y tome-
mos x ∈ F = f(F ′). Por el corolario 3.0.9, Y es Fréchet-Urysohn, por lo que
existe una sucesión {xn}n∈ω ⊆ F que converge a x. Además, para cada n ∈ ω
existe yn ∈ F ′ tal que f(yn) = xn. Notemos que por la elección del punto b′ se
tiene que suppb(xn) ⊆ supp′b(yn). Si J =

⋃
n∈ω supp

′
b(yn), podemos definir:

MJ = {πA\J(b)} ×
∏

α∈JMα ⊆ Y
y

M ′
J = {πA\J(b′)} ×

∏
α∈JM

′
α ⊆ Y ′.

Ası́, f(M ′
J) = MJ . Por la definición de M ′

J se tiene que yn ∈ M ′
J para cada

n ∈ ω. Además, M ′
J ∩F ′ es un subconjunto cerrado en M ′, ya que M ′

J es un sub-
conjunto cerrado en todoM ′, por lo que, f(M ′

J∩F ′) es un subconjunto cerrado de
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M , pues f es una función perfecta, como producto de funciones perfectas (ver [4],
teorema 3.7.9), es decir {xn} ⊆ f(F ′ ∩M ′

J), y como es cerrado x ∈ f(F ′ ∩M ′
J),

pero f(F ′ ∩M ′
J) ⊆ f(F ′) = F , por lo tanto F es un subconjunto cerrado de Y .

□

Teorema 3.1.16 (Gul’ko) El Σ-producto de una familia de espacios métricos es
normal.

Demostración. Denotemos por Y al Σ-producto de la familia de espacios métricos
{Mα}α∈A con el centro en b ∈M =

∏
α∈AMα. Digamos que el peso de los espa-

ciosMα no es más grande que κ. Para la primera parte del argumento supongamos
que el espacio Mα es fuertemente cero-dimensional para cada α ∈ A, es decir Mα

tiene una base σ-localmente finita que consiste de conjuntos abiertos y cerrados.
Para x ∈ Y sea suppb(x) el soporte de x y para todo subconjunto numerable

S ⊆ A denotemos por rS a la retracción natural rS : Y → Y definida por

(rS(x))α =

{
xα, si α ∈ S,
bα, en otro caso,

para x ∈ Y y α ∈ A. Notemos que los espacios YS = rS(Y ) =
∏

α∈SMα son me-
trizables y escojamos ρS una métrica en YS y denotemos por ρ̂S la pseudométrica
en Y definida por ρ̂S(x, y) = ρS(rS(x), rS(y)).

Ahora, consideremos F0 y F1 subconjuntos cerrados y ajenos de Y . Para ver
que Y es normal, por el lema 3.1.13 es suficiente buscar una cubierta abierta σ-
localmente finita U de Y tal que U ∩ F0 = ∅ o U ∩ F1 para cada U ∈ U .

Sea κ<ω el conjunto de todas las funciones ϕ : n → κ, con n < ω. Por
inducción sobre n definiremos para cada ϕ ∈ κn un subconjunto numerable Aϕ
de A, un subconjunto abierto y cerrado Vϕ de YAϕ

, una pseudométrica µϕ en Y y
dos puntos x0ϕ y x1ϕ en Y , de modo que se satisfagan las siguientes condiciones,
en donde Uϕ = r−1

Aϕ
(Vϕ).

(1) La familia {Uϕ : ϕ ∈ κn} es una cubierta de abiertos-cerrados ajena dos a dos
de Y para cada n < ω;

(2) Si ϕ ⊆ ψ, entonces Uψ ⊆ Uϕ;

(3) Si Ki ∩ Uϕ ̸= ∅, entonces xiϕ ∈ Fi ∩ Uϕ, para i = 0, 1;

(4) Aϕ = suppb(x
0
ϕ) ∪ suppb(x1ϕ) ∪ Aϕ|(n−1), para n > 1 y ϕ ∈ κn;
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(5) µϕ =
∑

{ρ̂Aϕ|i : i ≤ n} para todo ϕ ∈ κn;

(6) El radio de Uϕ con respecto a µϕ|(n−1) es menor que 1/n para cada n > 0.

Primero supongamos que la construcción ya está hecha y sea

U = {Uϕ : ϕ ∈ κ<ω y Ki ∩ Uϕ = ∅, para algún i = 0, 1}.

Por el lema 3.1.13 es suficiente mostrar que
⋃
U = Y . Si no, entonces existen

Φ ∈ κ<ω y x0 ∈ Y tal que x0 ∈
⋂
n<ω UΦ|n y UΦ|n /∈ U , para todo n < ω.

Sea B =
⋃
n<ω AΦ|n y z0 = rB(x0). Además, ĺımn→∞ rB(x

i
Φ|n) = rB(x0), para

i = 0, 1, por lo tanto, por (4), ĺımn→∞ xiΦ|n = z0 para i = 0, 1, ası́ z0 ∈ F0 ∩ F1,
que es una contradicción.

Ahora, procederemos a realizar la construcción. Sea A∅ un subconjunto no
vacı́o numerable de A, V∅ = YA∅ y µ∅ = ρ̂A∅ .

Supongamos que la construcción está realizada para n ≥ 0. Tomemos ϕ ∈ κn

y sea (Vϕ, µϕ) el espacio metrizable fuertemente cero dimensional y por lo tanto
lo podemos descomponer en una familia disjunta {Wα : α < κ} de conjuntos
abiertos de diámetro menor que 1/n. Definamos Vϕ⌢⟨α⟩ = Wα, para cada α < κ.
Esto establece conjuntos Vψ, ψ ∈ κn+1 y para cada ψ ∈ κn+1 escojamos puntos
xiψ ∈ Vψ ∩ Fi, si existen tales puntos, en caso contrario xiϕ son arbitrarios. Esco-
jamos Aψ para ser el conjunto numerable de A que satisface (4) y sea µϕ definida
usando (5). Ası́ queda concluida la construcción y por lo tanto Y es normal.

Veremos que el Σ-producto de una familia arbitraria de espacios métricos Mα

sigue siendo normal como imagen cerrada del Σ-producto de la familia de espa-
cios métricos fuertemente zero-dimensional.

Por 4.4.J en [4], para cada α ∈ A, Mα es imagen continua bajo una función
perfecta de un espacio métrico fuertemente cero-dimensional M ′

α, digamos que
fα :M ′

α →Mα es la función perfecta. Supongamos que M ′ =
∏

α∈AM
′
α. Enton-

ces f =
∏

α∈A fα es una función perfecta de M ′ sobre M . Sea Y = Σ
∏

α∈AMa

con centro en b ∈ M y sea Y ′ = Σ
∏

α∈AM
′
α con centro en b′ ∈ M ′ tal que para

cada α ∈ A, fα(b′α) = bα. Entonces por la construcción anterior Y ′ es normal y
por el lema 3.1.15 la restricción de f a Y ′ es una función cerrada. Por lo que, Y
es un espacio normal, pues es imagen de Y ′ bajo una función cerrada.

□
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3.2. Espacios realcompactos
Ahora, diremos que un espacio X es realcompacto, si es Tychonoff y existe

un espacio Tychinoff Y tal que

RC1 Existe un encaje homeomorfo r : X → Y tal que r(X) = Y .

RC2 Para toda función de valores reales f : X → R existe una función continua
g : Y → R tal que gr = f .

Entonces, r es sobreyectiva.
De otra manera, el espacio es realcompacto si siempre que haya un espacio

Y y un homeomorfismo r de X a un subconjunto denso de Y tal que toda fun-
ción de valores reales en r(X) se pueda extender a todo Y , entonces r(X) = Y .
En [4] (teorema 3.11.5) se prueba que el producto de espacios realcompactos es
realcompacto. Además, también se muestra que todo espacio X puede ser enca-
jado como subespacio denso en un espacio realcompacto vX . Llamaremos a vX
la realcompactificación de X y esta es única salvo homeomorfismos que fijan los
puntos de X .

Teorema 3.2.1 Si M es el producto de una familia de espacios métricos separa-
bles {Ma : a ∈ A} y Y el Σ-producto de la familia, entonces M = vY .

Demostración. En el comentario anterior se mencionó que producto de espacios
realcompactos es realcompacto, además, cada espacio métrico separable es real-
compacto. Entonces M es realcompacto y Y es denso en M . Por lo que, por la
unicidad de vY es suficiente probar que toda función de valores reales en Y puede
ser extendida a M .

Si f es una función continua de valores reales en Y , entonces por el teore-
ma 2.1.5 existe un conjunto numerable C contenido en A, y una función g de
valores reales en MC tal que f = gπC , donde πC es la proyección de M sobre el
espacio MC =

∏
α∈CMα. Además, como Y es denso para cada x ∈M existe una

sucesión {xn : n ∈ ω} en Y tal que xn → x.
Definamos F (x) = ĺımn→∞ f(xn). Notemos que por la densidad de Y , el

lı́mite existe, además dado que toda función de valores reales en Y depende de
una cantidad numerable de coordenadas, la función está bien definida. Ahora, no-
temos que si xn → x entonces F (xn) → F (x), por lo que la función es una
extensión continua de f . □
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Según el teorema de Gul’ko el Σ-producto de una familia de espacios métri-
cos es normal. Por otra parte, si tomamos la realcompactificación del Σ-producto
de una familia de espacios métricos, que es todo el producto de la familia, no
necesariamente será normal.

Ejemplo 7 Existe un espacio normal X , cuya realcompactificación vX no es
normal.

En efecto, seaX el Σ-producto de una familia no numerable de espacios métri-
cos no compactos. Por el teorema 3.1.16, X es normal y por el teorema 3.2.1, el
producto M de la familia de espacios métricos satisface que M = vX . Dado que
M tiene un subconjunto cerrado M0 que es homeomorfo al producto de una can-
tidad no numerable de copias de N, el cuál ya vimos que no es normal ( ejemplo
4), entonces M no puede ser normal. □

En el ejemplo 4, observamos un grupo topológico que no es normal, esto
muestra que los grupos topológicos tienen una mejora en las propiedades de sepa-
ración, pero sólo mejoran hasta la propiedad de ser completamente regular, incluso
si consideramos un grupo topológico numerablemente compacto.

Ejemplo 8 Existe un grupo topológico Hausdorff numerablemente compacto que
no es normal.

En efecto, consideremos η = {Gα : α < ω1}, donde Gα = D, el grupo
discreto de dos puntos, para cada α < ω1 y sea Y el Σ-producto de la familia η.
Por el teorema 3.0.12 Y es un grupo topológico.

Consideremos G = Y × βY , donde βY es la compactificación de Stone-
Čech de Y . Por el teorema 2.4.15 en [1], βY =

∏
α<ω1

Gα = Dω1 . Entonces
G = Y × βY = Y × Dω1 es un grupo topológico numerablemente compacto,
pues es el producto de un espacio numerablemente compacto y un espacio com-
pacto. Si G fuera normal, por el teorema de Tamano, Y deberı́a ser paracompacto,
pero por el teorema 3.0.12, Y es numerablemente compacto, entonces por el teo-
rema 3.1.6 Y es compacto, pero esto contradice al teorema 3.0.12. Por lo queG no
puede ser normal. Por lo tanto, G es un grupo topológico numerablemente com-
pacto que no es normal. □
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