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UAMI” sobre gravitación cuántica y temas afines a cargo del doctor, que
logra conectar con el asesorado de manera eficiente, en un ambiente cordial
y profesional.

También agradezco a mi familia, especialmente a mi madre, que ha sido
un estandarte en mi vida personal y profesional. A mis hermanos y amigos,
que han soportado mis ideas y carácter estos años.
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Caṕıtulo 1

Introducción

A finales del siglo XIX hubo planteamientos sugiriendo que la f́ısica estaba
terminada, que solo haćıan falta f́ısicos para trabajar en las consecuencias de
lo establecido usando las técnicas conocidas. Max Planck hizo cambiar de
opinión a la comunidad sobre esta idea obtusa, dando pasos determinantes
para el desarrollo de la mecánica cuántica, uno de los dos pilares de la f́ısica
moderna. El otro pilar seŕıa la teoŕıa de relatividad de Einstein. Tanto la
teoŕıa de la relatividad que una vez generalizada, inclúıa a la gravedad, como
la teoŕıa cuántica, que ayuda a describir las otras tres fuerzas fundamentales
de la naturaleza, son hoy en d́ıa triunfos del desarrollo cient́ıfico.

Este trabajo versa sobre un fenómeno acuciante, que algunos f́ısicos de hoy
en d́ıa consideran el problema central de toda la f́ısica. Irónicamente, nuestras
dos teoŕıas más completas no se comunican entre śı, la teoŕıa de la relatividad
general y la teoŕıa cuántica; esto significa que no tenemos una teoŕıa cuántica
de la gravedad, o de cierta manera, no sabemos cómo se comporta la gravedad
a nivel microscópico1, posiblemente a la escala de Planck ℓp =

√
Gℏ/c3 ∼

10−35m.
Este es pues el enigma que seŕıa deseable resolver teórica y fenomenológi-

camente.
A pesar de no contar con una teoŕıa de la gravedad cuántica, con predic-

ciones exitosas y medibles, contamos con propuestas, entre ellas la teoŕıa de
cuerdas [48] y la teoŕıa de la gravedad cuántica por lazos (LQG por sus siglas
en inglés) [5]-[13] . En particular en este trabajo adoptamos esta última.

La LQG, propone abordar el problema de la gravedad cuántica tomando
como gúıa algunos elementos de la teoŕıa de la relatividad general de Einstein.
En cierto modo ésta se basa en la misma idea que llevó a Planck descubrir

1El éxito de la relatividad general es innegable a nivel del sistema solar y en buena
medida a nivel cósmico [39, 40], encontrando avances importantes a escala submilimétrica
[41].
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la mecánica cuántica. A escalas microscópicas la enerǵıa de la radiación de
cuerpo negro que parećıa ser una observable continua macroscópicamente, re-
sulta ser discreta. La idea es similar, considerar que a escalas microscópicas
el espacio-tiempo es discreto. Esta estructura discreta corresponde a gráficas
unidimensionales (Loops o Lazos); estos conformaŕıan todo el espacio-tiempo
que sin embargo no apreciamos a escalas macroscópicas. El problema es ac-
ceder a estas escalas de manera experimental, pues, como dijimos antes, la
longitud caracteŕıstica seŕıa la de Planck ℓp, la cual con la actual tecnoloǵıa
no es accesible.

Hay dos vertientes para estudiar esta teoŕıa, la forma covariante, que nos
lleva a los modelos de espuma de esṕın [13], en los cuales el espacio-tiempo se
plantea como conformado por objetos tetradimensionales. El otro camino, es
la forma hamiltoniana, que consiste de considerar al espacio-tiempo foliado
en hipersuperficies espaciales, un ejemplo siendo el formalismo ADM [52], y
abordar como se comporta cada hipersuperficie de manera cuántica [1, 3],
[6]-[11], [36]-[38].

Uno de los triunfos de LQG, radica en evitar singularidades, tanto para
agujeros negros de Schwarzschild [9, 10, 37] como para la singularidad inicial
ó Big Bang en el modelo Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [1,
2, 17, 21].

El estudio propio del universo, visto desde LQG, ha dado lugar a una
versión simetrizada definida por homogeneidad e isotroṕıa espacial, llamada
Cosmoloǵıa Cuántica por Lazos (LQC por sus siglas en inglés) [1, 2], [17]-
[23]. Resulta más sencillo trabajar en LQC que en LQG con la expectativa
de poder captar rastros del universo temprano en sus reǵımenes cuánticos
a través de sus huellas en el Fondo Cósmico de Microondas (CMB por sus
siglas en inglés) [15].

El estudio de la cosmoloǵıa visto desde LQG fue iniciado por Martin
Bojowald [1]. El problema de la singularidad inicial se resuelve reemplazando
la descripción clásica del modelo FLRW por una cuántica con un volumen
mı́nimo no cero y densidad de enerǵıa máxima finita. La métrica FLRW
describe un universo homogéneo e isótropo, en acuerdo con las observaciones
realizadas por los satélites Planck y WMAP [41].

En un desarrollo subsecuente se propusieron modelos efectivos mostrando
la evasión de la singularidad mediante congruencias de geodésicas [2, 3].

Pero el estudio de la LQC no se limita solamente a un universo homogéneo
e isótropo espacialmente plano (k = 0), también se ha estudiado el modelo
que describe un universo abierto (k = −1), como un cerrado (k = 1) [21]
e incluso se han abordado modelos homogéneos anisótropos e inhomogéneos
[16, 24].

Con los modelos efectivos [2, 3, 17] se incluyen modificaciones cuánticas
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dadas por LQC expresables como modificaciones a los modelos clásicos pa-
rametrizadas por la escala de Planck. Este estudio es el que nos ha llevado
a elaborar esta tesis. Hay diversos métodos para obtener modelos efectivos,
mediante valores de expectación con respecto a estados semiclásicos [25, 26]
o bien usando la aproximación semiclásica del propagador correspondiente
con base en integral de trayectoria [2]. Nos enfocaremos en este último.

El objetivo de esta tesis es estudiar la amplitud semiclásica mediante
técnicas de aproximación propias de integral de trayectoria. Aunque previa-
mente se evitaron las dificultades de la integral de trayectoria combinándola
con elementos Hamiltonianos [2], es deseable enfrentar y resolver estas difi-
cultades. Como veremos aqúı, este es el caso.

Nuestro objetivo es extender las técnicas semiclásicas de la integral de
trayectoria para sistemas mecánicos al caso de sistemas poliméricos. En es-
pecifico la part́ıcula libre y el modelo soluble espacialmente plano FLRW.

La estructura de la tesis es como sigue. En el caṕıtulo 2 discutimos la
cuantización de Schrödinger de una part́ıcula en una dimensión. Después
de recordar las bases de la aproximación semiclásica de Jeffreys-Wentzel-
Kramers-Brillouin (J-WKB), la usamos en el formalismo de integral de tra-
yectoria para calcular la aproximación semiclásica del propagador. Aqúı ex-
tendemos un análisis previo [29] para Hamiltonianos no estándares generales
del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette. Verificamos que el caso de la
part́ıcula libre está contenido en esta extensión. En el caṕıtulo 3 aplicamos
la extensión obtenida a la part́ıcula libre polimérica. Pues su dinámica está
descrita por un Hamiltoniano no estandar, a diferencia del caso de la in-
tegral de trayectoria con Hamiltoniano estándar que naturalmente contiene
la acción clásica del sistema, en el caso polimérico este procedimiento per-
mite identificar una acción efectiva, con correcciones poliméricas cuánticas
asociadas con el carácter discreto. Este resultado se compara notablemente
bien con el anaĺıtico exacto, derivado previamente por metodos espectrales
e integral de trayectoria [33, 34, 36]. El contenido del caṕıtulo 4 consiste de
la formulación hamiltoniana de la cuantización por lazos del modelo soluble
FLRW espacialmente plano. Este caṕıtulo prepara el terreno para la formula-
ción v́ıa integral de trayectoria del propagador de este modelo en el caṕıtulo
5. La aproximación semiclásica que implementa la extensión obtenida del
determinante de Van Vleck-Pauli-Morette en el modelo polimérico FLRW,
se implementa en el caṕıtulo 6. El resultado anaĺıtico es identico al obtenido
previamente combinando métodos de integral de trayectoria y Hamiltonianos
[2]. Finalmente, el caṕıtulo 7 contiene nuestra discusión general, conclusiones
y perspectivas.
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Caṕıtulo 2

Propagador semiclásico de
part́ıcula libre y sistemas con
Hamiltonianos no estandar en
cuantización de Schrödinger

El propósito de este caṕıtulo es plantear los conceptos y herramientas de la
aproximación J-WKB (Jeffreys-Wentzel- Kramers-Brillounin) [46, 27] en la mecáni-
ca cuántica de Schrödinger en preparación para su aplicación al caso de cuantiza-
ción polimérica de los siguientes caṕıtulos. Esto tanto desde la perspectiva hamil-
toniana como en la integral de trayectoria. La primera sección sigue la referencia
[4]. Para el propagador semiclásico con integral de trayectoria se presenta una ex-
tensión del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette [29] al caso de sistemas con
Hamiltoniano no estándar generales. Esta jugará un papel central en el caso de
sistemas cuánticos poliméricos

2.1. Aproximación semiclásica en el formalis-

mo hamiltoniano

La motivación de la aproximación semiclásica se puede asociar con un medi-
da de la relevancia de la descripción cuántica en comparación con la clásica para
un sistema dado. En términos de funciones de onda, intuitivamente nos pregunta-
mos cuándo es necesario o no usar una descripción ondulatoria.Concretamente la
longitud de onda de de Broglie

λ =
2πℏ
p
, (2.1)
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con p =
√
2m(E − V (x)) el momento clásico del sistema, puede compararse

con una escala de longitud caracteŕıstica del sistema ℓ, para discernir sobre la
necesidad de su descripción cuántica. En el caso de un átomo de Hidrógeno y una
gota de agua tenemos1

λH = 3.3× 10−10 m, λH ∼ a0 = 5.2× 10−11 m, átomo de hidrógeno, sistema cuántico.

λg = 1.3× 10−29 m, λg ≪ ℓg = 2× 10−3 m, gota de agua, sistema clásico

Para entender mejor la aproximación semiclásica conviene recordar las bases del
argumento anterior. Para una part́ıcula inmersa en un potencial constante V0, una
eigenfunción de enerǵıa toma la forma ψe(x) = A exp(±ipx/ℏ) correspondiente a
oscilaciones con una longitud de onda λ = 2πℏ/p, p =

√
2m(E − Vo). Aśı podemos

ver el papel de la longitud de onda de de Broglie.
De manera más general, para una part́ıcula en un potencial V (x) la longitud de

onda de de Broglie no es una constante. Sin embargo para implementar una des-
cripción cuántica no muy alejada de la clásica podemos considerar que la variación
espacial δλ sea pequeña comparada con la longitud de onda misma i.e.

∣∣∣∣δλλ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ dλdxdxλ
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣≪ 1, dx ∼ λ. (2.2)

Esta condición es equivalente a la siguiente forma en términos del momento
p =

√
2m(E − V )

ϵ =

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣dλdp dpdx

∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣dp/dxp

∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣ 1

2(E − V )

dV

dx

∣∣∣∣≪ 1, (2.3)

el cambio de la derivada dλ/dp por λ/p, es válida por la aproximación se-
miclásica2, y donde se hizo uso de (2.1)

Podemos decir que la condición de aproximación semiclásica λ/ℓ≪ 1 requiere
para tener sentido el uso de la condición dλ/dx≪ 1. En presencia de un potencial
es necesaria una variación espacial de éste que sea pequeña en comparación con la
longitud de onda de de Broglie λ (ver fig. 2.1)

La construcción sistemática de la aproximación JWKB tiene punto de partida
la ecuación de Schrödinger estacionaria

1Para un átomo de Hidrógeno en el estado basal E = 13.6 eV y E = mHv
2
H/2,

pH = mHvH . Para la gota de agua de un diámetro ℓg = 2 mm, masa mg = 0.05 g,
en cáıda libre desde el reposo a una altura de 1m, cuya velocidad final sera vg =

√
2gh,

pg = mgvg.
2Ya que en la región donde es válida la aproximación la fluctuación del potencial es

similar a la longitud de onda de de Broglie (ver fig. 2.1)
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Figura 2.1: Esquema de aproximación semiclásica, en el cual se compara
la variación de un potencial, en tres regiones, las cuales se definen por dos
puntos de retorno x1 y x2. Nótese que en la región II, la variación del potencial
respecto a la posición es muy grande en comparación con la longitud de onda
de de Broglie.

(
− ℏ2

2m
∂2x + V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x), (2.4)

que reescribimos por conveniencia como

(
−ℏ2∂2x − p2

)
ψ(x) = 0. (2.5)

Con p(x) el momento clásico. La solución de (2.5) fue propuesto por J-WKB
[27, 46] como

ψ(x) = exp(iS(x)/ℏ), (2.6)

S(x) = S0(x) +
ℏ
i
S1(x) +

(
ℏ
i

)2

S2(x) + . . . (2.7)

Dos aspectos cruciales a subrayar a este punto son las siguientes: primero,
considerando el carácter pequeño de ℏ, en el ĺımite ℏ → 0 la descripción clásica
del sistema debe emerger y segundo, las correcciones subsecuentes de orden ℏ1
y superior deberán aportar información del comportamiento cuántico del sistema
separándose aśı del clásico.

Para ver esto se sustituye (2.7) y (2.6) en (2.5), formando aśı una serie en
potencias de ℏn. Aśı tenemos

6



ℏ0 : (S′
0)

2 − p2 = 0

ℏ1 : S′′
0 + 2S′

0S
′
1 = 0

...

ℏn : S′′
n −

n∑
m=0

S′
mS

′
n−m = 0 (2.8)

En efecto, a orden ℏ0, S0 es la parte estacionaria de la ecuación de Hamilton-
Jacobi para la descripción clásica de una part́ıcula en un potencial

H(x, p = S′
0) = E, H =

p2

2m
+ V (x). (2.9)

A primer orden en ℏ, la solución de S0 y S1 (2.8) lleva a a la forma siguiente
de la función de onda

ψJWKB(x) =
A√
p(x)

exp

[
± i

ℏ

∫ x

0
dx′p(x′)

]
, (2.10)

donde A es una constante de normalización y p(x) el momento clásico, definido
con anterioridad. Observemos que la forma de ψJWKB es válida sólo si p ̸= 0, es
decir excluyendo los puntos de retorno clásicos E − V (xr) = 0. Es posible definir
aproximaciones mas allá de estos puntos [46], pero no lo haremos aqúı3.

Adicionalmente, la solución (2.6) es una serie asintótica en el mejor de los casos
por lo que un truncamiento es adecuado.Por lo que nos limitaremos al orden ℏ1.
Finalmente, es importante establecer la relación entre la aproximación JWKB y
la condición heuŕıstica (2.2). Por consistencia los términos ℏ1 deben ser subdomi-
nantes con respecto a aquellos en ℏ0, (ec. 2.8), es decir

ℏ|S′′
0|, |2ℏS′

0S
′
1| ≪ |S′

0| = |p|. (2.11)

La condición (2.11) se traduce en

ℏ
∣∣∣∣ ddx 1

S1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ddx ℏ
p

∣∣∣∣ = 1

2π

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣≪ 1. (2.12)

Resumiendo, el desarrollo JWKB de la función de onda (2.6, 2.7) nos permite
identificar que al orden más bajo en ℏ, es decir ℏ0, el uso de la descripción clásica
es adecuado con base a la ecuación de Hamilton-Jacobi (2.9). A orden ℏ1 tene-
mos las primeras correcciones cuánticas ψJWKB (ec. 2.10). La consistencia de la
aproximación requiere |dλ/dx| ≪ 1, ec (2.11), que permite considerar λ/ℓ≪ 1.

3Lo haremos en el contexto de la integral de trayectoria en los siguientes caṕıtulos.
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2.2. Aproximación semiclásica en integral de

trayectoria

Para sistemas mecánicos la evolución de los estados cuánticos se puede describir
usando un propagador K(xb, tb;xa, ta)

Ψ(xb, tb) =

∫ ∞

−∞
dxaK(xb, tb;xa, ta)Ψ(xa, ta), (2.13)

donde Ψ(xa, ta) es el estado al tiempo ta que evoluciona al estado ψ(xb, tb) al
tiempo tb. K(xb, tb;xa, ta) satisface las propiedades

i)
(
iℏ∂t − Ĥ

)
K(xb, tb;xa, ta) = δ(t′ − t)δ(x′ − x),

ii) K(xb, tb;xa, ta) =

∫ ∞

−∞
dx′K(xb, tb;x

′, t′)K(x′, t′;xa, ta),

iii) K(x, t;x′, t) = δ(x′ − x), (2.14)

donde Ĥ es el hamiltoniano del sistema, y xb < x′ < xa, con xa,b = x(ta,b).
En la formulación de Feynman de la mecánica cuántica el propagadorK(xb, tb;xa, ta)

se expresa como una integral funcional [4, 42]

K(xb, tb;xa, ta) =

∫
D[x(t)]

∫
D[p(t)]eiS[x(t),p(t)]/ℏ,

S[x, p] =

∫ tb

ta

dt (ẋp−H) , H =
p2

2m
+ V (x). (2.15)

Aqúı las integrales funcionales están dados por

∫
D[x(t)] = ĺım

ϵ→0
N→∞

N∏
n=1

∫ ∞

−∞
dxn,

∫
D[p(t)] = ĺım

ϵ→0
N→∞

N+1∏
n=1

∫ ∞

−∞

dpn
2πℏ

. (2.16)

Las cuales están definidas usando una partición temporal (tb − ta) = (N +1)ϵ,
t0 = ta, tN+1 = tb con ϵ = ti+1 − ti, xi = x(ti), i = 0, ..., N + 1. S[x(t), p(t)] es
la acción del sistema y H[x(t), p(t)] el hamiltoniano del sistema, para trayectorias
arbitrarias, no necesariamente la clásica que la hace extremal. De este modo pode-
mos interpretar pictóricamente al propagador como formado por las contribuciones
de todas las posibles trayectorias entre los puntos (xa, ta) y (xb, tb) (ver fig. 2.2).
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Figura 2.2: Interpretación de Feynman: Entre dos eigenestados de posición
con eigenvalores, inicial xa en ta y otro final xb en tb, existen infinitos caminos
posibles. El propagador K(xb, tb; xa, ta) = ⟨xb | e−iĤ(tb−ta)/ℏ | xa⟩ nos da la
amplitud de probabilidad de ubicar a la part́ıcula en xb al tiempo tb sabiendo
que estuvo en xa al tiempo ta y es igual a Θ(tb − ta)⟨xb, tb | xa, ta⟩, con Θ la
función escalón de Heaviside.

La aproximación semiclásica, aplicada a la integral de de trayectoria resulta
más intuitiva y elegante respecto a la versión hamiltoniana. El punto de partida
en este caso es considerar la contribución al propagador (2.15) de una cualquiera
de las trayectorias expresándola como x(t) = xcl(t) + δx(t), con xcl la trayectoria
clásica y δx(t) su desviación con respecto a xcl(t). Como condiciones de frontera
usamos x(tb,a) = xcl(tb,a) ⇒ δx(tb,a) = 0 (ver fig. 2.3)4

De este modo la acción S[x] para una trayectoria x(t) genérica nos lleva a5

S[x(t), p(t)] = Scl +

∫
dt′
{[

δS[x(t), p(t)]

δx(t′)

∣∣∣∣
cl

δx(t′) +

[
δS[x(t), p(t)]

δp(t′)

∣∣∣∣
cl

δp(t′)

}
+

1

2!

∫
dt′dt′′

[
δ2S[x(t), p(t)]

δx(t′)δx(t′′)

∣∣∣∣
cl

δx(t′)δx(t′′)

+
1

2!

∫
dt′dt′′

[
δ2S[x(t), p(t)]

δp(t′)δp(t′′)

∣∣∣∣
cl

δp(t′)δp(t′′)

+

∫
dt′dt′′

[
δ2S[x(t), p(t)]

δp(t′)δx(t′′)

∣∣∣∣
cl

δp(t′)δx(t′′) +O(δx3, δp3)(2.17)

4Un enfoque basado en la aproximación de la fase estacionaria puede encontrarse en
[4, 43].

5Véase [4, 47] para mayores detalles.
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Figura 2.3: La aproximación semiclásica en integral de trayectoria consiste
de considerar una aproximación alrededor del camino clásico xcl (ĺınea roja),
más fluctuaciones interpretadas como de origen cuántico δx alrededor de xcl.

Vemos que el primer término Scl es sólo la acción evaluada en la trayectoria
clásica. El segundo y el tercero se anulan en virtud del principio variacional de
Hamilton clásico (δS |xcl

= 0). A partir del cuarto término las contribuciones a la
acción corresponden con las desviaciones respecto de xcl, pcl (orden cuádratico y
superior en δx y δp).

Estas son las contribuciones al propagador (2.15) que tienen su origen en el
carácter cuántico del sistema capturada por la integral de trayectoria.

Para un sistema hamiltoniano H = p2/2m+ V (x) el desarrollo (2.17) tiene la
forma

S[x(t), p(t)] = Scl +

∫ tb

ta

dt
(
δp ˙δx−Hfl(δx, δp)

)
+

∫ tb

ta

dt

∞∑
n=3

1

n!
V (n)(xcl)δx

n(t)

Hfl(δx, δp) =
1

2

(
∂2xcl

Hcl

)
(δx)2 +

1

2

(
∂2pclHcl

)
(δp)2 +

(
∂2pclxcl

Hcl

)
δxδp

(2.18)

donde Hfl es el hamiltoniano asociado a las fluctuaciones y

Scl = Scl[xb, xa; tb, ta] =

∫ tb

ta

dt

(
ẋclpcl −

(
p2cl
2m

− V (xcl)

))
, (2.19)

es la acción clásica.
La aproximación semiclásica del propagador (2.15) consiste del truncamiento

a orden cuadrático de (2.17) en δx y δp, i.e.
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Ksc(xb, tb;xa, ta) = F (xb, xa; tb, ta)e
i
ℏScl(xb,xa;tb,ta),

F (xb, xa; tb, ta) =

∫
D[δx]

∫
D[δp]e

i
ℏSfl(xb,xa;tb,ta),

Sfl(xb, xa; tb, ta) =

∫ tb

ta

dt(δp ˙δx−Hfl(δx, δp)). (2.20)

F se denomina factor de fluctuación y Sfl captura la información de las fluc-
tuaciones δx y δp.

2.3. Determinante de Van Vleck-Pauli-Morette

Para obtener la forma funcional del factor de fluctuación6 F (xb, tb;xa, ta) utili-
zamos la propiedad de composición ii) del propagador (2.14). El punto intermedio
x′ puede ser cualquiera. Aplicaremos también las propiedades básicas de la apro-
ximación semiclásica [4, 42, 46] y de punto silla [4, 43]. Consideremos xe un punto
cualquiera sobre la trayectoria clásica (ver fig. 2.4).

Partiendo de la composición de propagadores, cada uno aproximado semiclási-
camente, tenemos

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Representación de la composición de propagadores integrando
la posición x ∈ R, (b) Fluctuaciones truncadas a segundo orden correspon-
dientes a la aproximación semiclásica.

Ksc(xb, tb;xa, ta) =

∫ ∞

−∞
dxei(S

L
cl+SR

cl)/ℏF (xb, tb;x, t)F (x, t;xa, ta). (2.21)

6Este análisis se basa en [29], ampliado aqúı a un hamiltoniano genérico H(x, p, t).

11



Aqúı L, R corresponden, respectivamente a las contribuciones a la izquierda o dere-
cha del punto intermedio respectivamente. Observemos que las acciones evaluadas
en las trayectorias clásicas SL

cl, S
R
cl dependen de los puntos frontera respectivos, en

particular del punto de integración x, i.e.

SL
cl = Scl(x, t;xa, ta),

SR
cl = Scl(xb, tb;x, t). (2.22)

Ahora hacemos un desarrollo en torno al punto silla (1-dimensional) xe, defi-
nido como

∂

∂x

(
SL
cl + SR

cl

)∣∣
x=xe

= 0, (2.23)

por conveniencia introduciremos la notación

∂

∂x
f(x)

∣∣∣∣
x=xe

≡ ∂xef(xe).

De este modo

S
(L,R)
cl = S

(L,R)
cl (xe) + ξ∂xeS

(L,R)
cl (xe) +

ξ

2
∂2xe

S
(L,R)
cl (xe) +O(ξ3), x = xe + ξ.

(2.24)

A este punto la composición de propagadores semiclásicos (2.21) toma la
forma

Ksc(xb, tb; xa, ta) = F (xb, tb; xe, te)F (xe, te; xa, ta)×

×
∫ ∞

−∞
dξei(S

L
cl(xe)+SR

cl(xe))/ℏ+i∂2
xe (S

L
cl(xe)+SR

cl(xe))ξ2/2ℏ,

= F (xb, tb; xe, te)F (xe, te; xa, ta)×

×ei(SL
cl(xe)+SR

cl(xe))/ℏ

√
2πiℏ

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe))

,(2.25)

donde hemos eliminado el término de primera derivada (2.23), conservan-
do solo hasta el segundo orden en ξ y efectuando la integral gaussiana.

Comparando la ecuación (2.25) con la primera de (2.20), tenemos

12



Figura 2.5: Trayectoria dividida en parte izquierda L : (xe, te; xa, ta) y derecha
R : (xe, te; xa, ta), con xe muy cercano a xa.

F (xb, tb; xa, ta) = F (xb, tb; xe, te)F (xe, te; xa, ta)

√
2πiℏ

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe))

.(2.26)

Para avanzar en la obtención de la forma explicita del factor de fluctuación
(2.26), consideramos dos situaciones: i) xe ≲ xa e ii) xa ≲ xb, xe ≫ xa, xb

Caso i) xa ≲ xe

En esta parte, hacemos una partición, ubicando a xe muy cerca de xa (ver
fig. 2.5)

En esta situación, los factores de fluctuación cumplen

F (xb, tb; xa, ta) ≃ F (xb, tb; xe, te).

de tal modo que el factor de fluctuación (2.26) se expresa como

F (xe, te; xa, ta) =

√
∂2xe

(SL
cl(xe) + SR

cl (xe))

2πiℏ
(2.27)

Para determinar la forma de ∂2xe
S
(L,R)
cl (xe) que aparece en (2.26) utiliza-

mos la teoŕıa de Hamilton-Jacobi como sigue
Partamos de las funciones generadoras, las cuales consisten en estable-

cer una relación entre coordenadas originales (q, p) y nuevas coordenadas
(Q = q0, P = p0) las cuales coinciden con las condiciones iniciales de las coor-
denadas originales. Para ello optamos por la función generadora F2(q, P, t),
la cual se define a partir de

Q̇ =
∂K

∂P
, Ṗ = −∂K

∂Q
,

K = H +
∂F2(q, P, t)

∂t
, (2.28)
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con

p =
∂F2(q, P, t)

∂q
. (2.29)

Puesto que Q = q0, P = p0 son constantes de movimiento, de (2.28)
podemos considerar sin perdida de generalidad que K = 0 luego F2 resulta
ser la función principal de Hamilton, solución de la ecuación de Hamilton-
Jacobi

H

(
q,
∂F2

∂q
, t

)
+
∂F2(q, P, t)

∂t
= 0. (2.30)

Consideremos además que las nuevas coordenadas (Q,P ) son constan-
tes que dependen de α y β, condiciones de frontera, de tal modo que q =
q(α, β, t), p = p(α, β, t). Por lo que F2 = F2(α, β, t).

Notemos además que

dF2(q, P, t)

dt
=

∂F2

∂q
q̇ +

∂F2

∂P
Ṗ +

∂F2

∂t
= pq̇ −H, (2.31)

donde se ha utilizado (2.28) y (2.29). Nótese que la acción en forma Ha-
miltoniana

S =

∫ tb

ta

dt(pq̇ −H), (2.32)

nos permite concluir que F2 = S en un sistema dinámico, donde hemos
resuelto el sistema con condiciones de frontera.

Regresando a (2.26) podemos ver la conveniencia de usar (2.28) y (2.29)
que nos llevan a

∂2xe
SL
cl(xe) = ∂xep

L
cl(xe),

∂2xe
SR
cl (xe) = −∂xep

R
cl(xe), (2.33)

con pLcl(xe) = pcl(xe, te; xa, ta) y p
R
cl(xe) = pcl(xb, tb; xe, te).

Por otro lado, haciendo uso de la ecuación de Hamilton (2.30), para un
hamiltoniano genérico H(p, x, t)
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ẋ = ∂pH, (2.34)

tenemos

∂

∂xe
ẋ(xe) = ∂2pH

∂p(xe)

∂xe
+ ∂2xpH

∂x(xe)

∂xe
. (2.35)

De esta ecuación podemos obtener

∂p(xe)

∂xe
=

∂xe ẋ(xe)− ∂2xpH∂xex(xe)

∂2pH
. (2.36)

Para verificar la construcción en un caso conocido, consideremos el pro-
blema del oscilador armónico, en el cual se conocen las soluciones de x, p, en
función de las condiciones iniciales xa, ta y finales xb, tb y del tiempo

x(t) =
1

senω∆t
(xb senω(t− ta) + xa senω(tb − t)),

p(t) = mẋ =
mω

senω∆t
(xb cosω(t− ta)− xa cosω(tb − t)),

H =
p2

2m
+
mω2x2

2
=
( mω

senω∆t

)2
(x2a + x2b − 2xaxb cosω∆t),(2.37)

con ∆t = tb − ta. Ahora tengamos en cuenta por notación que x(tb,a) =
x(xb,a) = xb,a y p(tb,a) = p(xb,a) = p(xb, tb; xa, ta), i.e

ẋ(xb) =
xbω cosω∆t

senω∆t
, ẋ(xa) = −xaω cosω∆t

senω∆t
,

p(xb) =
xbmω cosω∆t

senω∆t
, p(xa) = −xamω cosω∆t

senω∆t
(2.38)

En este caso (2.35) toma la siguiente forma expĺıcita

∂ẋ(xb)

∂xb
=

ω cosω∆t

senω∆t
,

∂2pH
∂p

∂xb
+ ∂2xpH

∂x

∂xb
=

ω cosω∆t

senω∆t
. (2.39)

Este ejemplo nos ayuda a entender la naturaleza de ∂xe ẋ(xe), como ∂xep(xe).
Y de esta manera darnos cuenta que x, p solo están definidos en la frontera
(en el sistema que estamos estudiando).
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De esta forma, sustituyendo (2.36) en (2.33), obtenemos

∂2xe
SL
cl(xe) = ∂xep

L
cl(xe) =

∂xe ẋ
L(xe)− ∂2xpH∂xex

L(xe)

∂2pH

∂2xe
SR
cl (xe) = −∂xep

R
cl = −

∂xe ẋ
R(xe)− ∂2xpH∂xex

R(xe)

∂2pH
(2.40)

entonces

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe)) =

∂xe ẋ
L(xe)− ∂2xpH∂xex

L(xe)

∂2pH

−
∂xe ẋ

R(xe)− ∂2xpH∂xex
R(xe)

∂2pH
(2.41)

En el caso de que xe este muy cercano a xa, podemos usar la siguiente
aproximación

∂ẋLcl(xe)

∂xe
≃ ∂

∂xe

xe − xa
te − ta

=
1

te − ta

el cual domina sobre todos los factores en el numerador en (2.41), dado
que 1/(te − ta) → ∞, con te → ta. De este modo

∂2xe
(SL

cl + SR
cl ) =

1

∂2pH

1

te − ta
(2.42)

por lo que el factor de fluctuación (2.27) es

F (xe, te; xa, ta) =

√
1

2πiℏ(te − ta)(∂2pH(x, p, t))
(2.43)

Nótese que p(xe, te; xa, ta) y x(xe, te; xa, ta) tienen dependencia de la tra-
yectoria izquierda (ver fig. 2.5).

Caso ii) xa ≲ xb, xe ≫ xa, xb

Es técnicamente útil considerar la situación acausal ta < tb < te, permisi-
ble para los elementos de matriz ⟨xb | Û(tb, te) | xe⟩ aunque no para las am-

plitudes de evolución temporal θ(tb− te)⟨xb | Û(tb, te) | xe⟩ pues θ(tb− te) = 0
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Figura 2.6: Dividiendo la trayectoria en dos, una que vaya de (xa, ta) a (xe, te)
(izquierda, L), y la otra que vaya de (xe, te) a (xk, tk) (derecha, R).

para tb < te (ver fig. 2.6). Para ello, el factor de fluctuación (2.26) tiene la
forma

F (xk, tk; xa, ta) = F (xk, tk; xe, te)F (xe, te; xa, ta)

√
2πiℏ

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe))

,

(2.44)

definiendo xb ≡ xk.
Notemos que en el caso de xa ≤ xk las trayectorias L y R coinciden, pero

son inversas una de otra, por lo que las acciones son iguales pero con signo
opuesto. Es decir,

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe)) = ∂2xe

(Scl(xk, tk; xe, te)− Scl(xa, ta; xe, te)). (2.45)

Procedemos a hacer un desarrollo en series de Taylor alrededor de xa, ta.
En este punto los superindices L, R son superfluos7 y podemos escribir

S ′′
cl(xk, tk; xe, te) ≃ S ′′

cl(xa, ta; xe, te) +
∂S ′′

cl(xa, ta; xe, te)

∂xa
(xk − xa)

+
∂S ′′

cl(xa, ta; xe, te)

∂ta
(tk − ta), (2.46)

Siendo (xk = xb) muy cercano a xa, podemos expresar su diferencia como

7Usamos la notación de ∂2xe
Scl = S′′

cl
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xk − xa ≃ (tk − ta)ẋcl(xk, tk; xa, ta).

Por lo que

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe)) =

(
ẋcl

∂2

∂x2e

∂Scl(xa, ta; xe, te)

∂xa

+
∂2

∂x2e

∂Scl(xa, ta; xe, te)

∂ta

)
(tk − ta).(2.47)

Ahora usamos la ecuación de Hamilton-Jacobi, y la definición de momento
como derivada de la acción respecto a la coordenada canónica, ecs (2.28) y
(2.29),

∂Scl(xa, ta; xe, te)

∂ta
= −H(xcl(xa, ta), pcl(xa, ta; xe, te)),

∂Scl(xa, ta; xe, te)

∂xa
= pcl(xa, ta; xe, te). (2.48)

Usando la ecuación de Hamilton

ẋcl =
∂H

∂p
, (2.49)

y necesitaremos la segunda derivada del Hamiltoniano ∂2H/∂x2e, usando
∂xexa = 0 tenemos

∂2H

∂x2e
=

∂

∂xe

(
∂H

∂p

∂pcl
∂xe

)
=

(
∂2H

∂p2

(
∂pcl
∂xe

)2

+
∂H

∂p

∂pcl
∂xe

)
. (2.50)

Ahora insertamos (2.47)-(2.49) en (2.33) para obtener

∂2xe
(SL

cl(xe) + SR
cl (xe)) = −∂

2H

∂p2

(
∂2pcl
∂x2e

)2

(tk − ta). (2.51)

Nótese además que de acuerdo a la figura (2.6), comparándola con la figu-
ra (2.5), el factor de fluctuacion F (xk, tk; xa, ta) de (2.44) puede relacionarse
con el factor de fluctuación F (xe, te : xa, ta) de (2.43); y en el ĺımite cuando
xk es muy cercano a xa [4, 29]
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F (xa, ta; xe, te)F (xe, te; xa, ta) = −iF (xe, te; xa, ta)2, (2.52)

lo que implica que

F (xk, tk; xe, te)F (xe, te; xa, ta) =
1

2πiℏ
i
∂pcl
∂xe

, (2.53)

y por lo tanto

F (xe, te; xa, ta) =

√
1

2πiℏ

(
−∂pcl
∂xe

)1/2

. (2.54)

Utilizando (2.48), y considerando que xe es cualquier punto de la trayec-
toria clásica, eligiéndolo como xb, obtenemos

F (xb, tb; xa, ta) =

√
1

2πiℏ

(
−∂

2Scl(xb, tb; xa, ta)

∂xb∂xa

)1/2

(2.55)

Finalmente, usando la notación convencional en la literatura, expresamos
(2.55) como

F (xb, tb; xa, ta) =

√
1

2πiℏD
,

D =

(
−∂

2Scl(xb, tb; xa, ta)

∂xb∂xa

)−1

, (2.56)

siendo D conocido en la literatura, como el determinante de van Vleck-
Pauli-Morette [28]-[32].

De esta manera, hemos mostrado que la fórmula (2.55) es válida para
cualquier Hamiltoniano8 H(x, p, t).

8Sin embargo solo es útil cuando podemos i) encontrar la trayectoria clásica y ii)
evaluar la acción en la trayectoria clásica expresada en datos frontera, xa,b = x(ta,b), de
manera anaĺıtica.
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2.4. Propagador semiclásico de part́ıcula li-

bre no relativista

En esta sección aplicamos la metodoloǵıa del determinante de Van Vleck-
Pauli-Morette para obtener el propagador semiclásico para la part́ıcula libre
no relativista, cuyo hamiltoniano es H = p2/2m.

La trayectoria clásica de la part́ıcula libre xcl(t) sujeta a condiciones de
frontera x(tb,a) = xb,a es la solución de las ecuaciones de Hamilton

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
; ṗ = −∂H

∂x
= 0, (2.57)

que podemos expresar como

xcl(t) =
p0
m
t+ x0 =

∆x

∆t
(t− ta) + xa. (2.58)

En la primera ĺınea, vemos que p = p0 es una constante, mientras que en
la segunda vemos a xcl(t) expresada en términos de xb y xa, con ∆x = xb−xa
y ∆t = tb − ta. La acción expresada en los puntos frontera S(xb, tb; xa, ta), es

Scl(xb, tb; xa, ta) =

∫ tb

ta

dt
mẋ2cl
2

=
m

2

∆x2

∆t
. (2.59)

El factor de fluctuación (2.55) y el propagador semiclásico (2.20) para
el caso de la part́ıcula libre con trayectoria (2.58) y acción (2.59) puede
escribirse como

K0
sc(xb, tb; xa, ta) = F0(xb, tb; xa, ta) exp

(
im

2ℏ
∆x2

∆t

)
,

F0(xb, tb; xa, ta) =

√
1

2πiℏ

(
− ∂2S0

∂xb∂xa

)1/2

=

√
m

2πiℏ∆t
, (2.60)

donde el ı́ndice ”0” indica el caso de part́ıcula libre. Podemos notar que el
propagador semiclásico, para part́ıcula libre no relativista en la cuantización
de Schrödinger (2.60) es exactamente igual a su propagador exacto [4], y
esto puede verse en (2.17) pues las fluctuaciones cuadráticas contienen toda
la información del propagador del modelo.9

9También es válida esta observación para el problema del oscilador armónico en la
cuantización de Schrödinger [4].
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Caṕıtulo 3

Propagador semiclásico de
part́ıcula libre polimérica

En este caṕıtulo aplicaremos la extensión de la aproximación semiclásica en in-

tegral de trayectoria, para el determinante de Van Vleck-Pauli-Morette, ec (2.55).

Una breve introducción del formalismo de la mecánica cuántica polimérica Hamil-

toniana nos permite abordar la forma integral requerida en nuestra aproximación.

Se compara esta con el resultado análitico exacto y se obtiene la dinámica efectiva

correspondiente presentada en el caṕıtulo anterior, al caso de una part́ıcula libre

polimérica.

3.1. Cuantización polimérica

La cuantización polimérica difiere de la cuantización usual, o la cuanti-
zación de Schrödinger en el álgebra y su representación para las observables
básicas. Mientras que en la mecánica cuántica usual, el álgebra que utilizamos
es la canónica

[x̂, p̂] = iℏÎ, (3.1)

en la polimérica el álgebra es la de flujos y holonomı́as1

[x̂, V̂µ] = −µV̂µ, (3.2)

1Estos nombres obedecen a su origen en gravitación cuántica por lazos [8].
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con V̂µ := êiµp/ℏ el operador de holonomı́a2. Podemos observar que heuŕısti-
camente este resultado se sigue de [x̂, eiµp̂/ℏ], sin embargo la diferencia yace
en la ausencia o existencia del generador de traslaciones infinitesimales p̂.

En la representación de posiciones, la acción de los operadores de posición
x̂ y de holonomı́a V̂µ sobre un | x⟩ son

x̂ | x⟩ = x | x⟩, x ∈ R
V̂µ | x⟩ = | x+ µ⟩ (3.3)

Las funciones de onda ψ(x) pertenecen, en el caso de la mecánica cuántica
polimérica, al espacio de Hilbert

HPoli = {ψ : R → C,
′∑

x∈R

| ψ(x) |2<∞},

la prima indicando que la suma es sobre conjuntos numerables.
Mientras que en mecánica cuántica usual, las relaciones de ortonormalidad

son

⟨x | y⟩ = δ(x− y), (3.4)

en mecánica cuántica polimérica

⟨x | y⟩ = δx,y, (3.5)

tenemos una delta de Kronecker. Debido a la propiedad de (3.3) podemos
descomponer HPoli en espacios superselectos

HPoli =
⊕

x0∈[0,µ]

Hx0 ,

Hx0 = {ψ : R → C,
∑
n∈Z

|ψ(xn)|2 <∞, n ∈ Z, xn = x0 + nµ}. (3.6)

Siempre que nuestro sistema no mezcle diferentes sectores superselectos
podemos restringirnos a uno de ellos. Usaremos H0, que corresponde a x0 = 0

2La formulación de la mecánica cuántica polimérica no es equivalente a la mecánica
cuántica de Schrödinger, debido a que no satisface una de las condiciones del teorema de
Stone-Von Neuman: V̂µ no es débilmente continuo. Es decir ĺımµ→0⟨ψ | V̂µ | ψ⟩ ̸= ⟨ψ |
ĺımµ→0 V̂µ | ψ⟩.
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Las relaciones de completitud, sabiendo que | xn⟩ y | p⟩ son una base de
H0 son

∞∑
xn=−∞

| xn⟩⟨xn | = I. (3.7)

Similarmente, en la base del ”momento”, donde V̂µ es diagonal

V̂µ|p⟩ = eiµp/ℏ|p⟩. (3.8)

Estas eigenfunciones resultan normalizadas a la delta de Dirac

⟨p|p⟩ = δ(p− p′)

y cumplen la completitud

∫ πℏ/µ

−πℏ/µ
dp | p⟩⟨p | = I (3.9)

Estos eigenestados de momento en representación de posición son las
eigenfunciones ϕp(xn)

ϕp(xn) = ⟨xn | p⟩ =
√

µ

2πℏ
exp

(
i

ℏ
xnp

)
, −πℏ

µ
≤ p <

πℏ
µ
. (3.10)

3.2. Integral de trayectoria

Para expresar el propagador usando integral de trayectoria de Feynman,
partimos de la formulación Hamiltoniana descrita en la sección anterior [35]

KPoli(xb, tb; xa, ta) = ⟨xb | Û(tb, ta) | xa⟩ = ⟨xb | e
̂− i

ℏ (tb−ta)HPoli | xa⟩,(3.11)

donde Û(tb, ta) es el operador de evolución. El Hamiltoniano polimérico

se representa en función de la holonomı́a V̂µ como

ĤPoli =
ℏ2

2mµ2

(
2− V̂µ − V̂−µ

)
+W (x̂) :=

2ℏ2

mµ2

̂
sen2

( µ
2ℏ
p
)
+W (x̂). (3.12)
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Aqúı hemos usado la notaciónW (x̂) para el potencial al que está sujeta la
part́ıcula. Para proceder con la forma integral de trayectoria del propagador,
introducimos N identidades de completitud de posición. Definiendo a xb ≡
xN+1 y xa ≡ x0, además de tN+1 = tb, t0 = ta, de tal forma que

KPoli(xN+1, tN+1; x0, t0) =

(
N∏

n=1

∞∑
xn=−∞

)
N+1∏
j=1

⟨xj | e−
̂i

ℏ ϵHPoli | xj−1⟩. (3.13)

De esta forma los elementos de matriz ⟨xj | e− ̂i
ℏ ϵHPoli | xj−1⟩ pueden

calcularse introduciendo una relación de completitud de momento.
Además Â(p̂)|p⟩ = A(p)|p⟩, Â(x̂)|xj⟩ = A(xj)|xj⟩, utilizando la relación

de Haussdorf-Baker-Campbell3 considerando ϵ≪ 1 y usando (3.10) llegamos
a

⟨xj | e−
̂i

ℏ ϵĤPoli | xj−1⟩ =

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dp⟨xj | e−
̂i

ℏ ϵĤPoli | p⟩⟨p | xj−1⟩,

=

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpe
i
ℏ ϵW (xj)e

− 2iℏ
mµ2 ϵ sen

2( µ
2ℏp)⟨xj | p⟩⟨p | xj−1⟩,

=
µ

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpe
i
ℏ

(
p(xj−xj−1)−ϵ 2ℏ2

mµ2 sen2( µ
2ℏp)−ϵW (xj)

)
.

(3.14)

El propagador polimérico (3.21) toma la siguiente forma, incluyendo su-
mas e integrales múltiples,

KPoli(xb, tb; xa, ta) =

(
N∏

n=1

∞∑
xn=−∞

)(
N+1∏
j=1

µ

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpje
i
ℏ

(
pj(xj−xj−1)−ϵ 2ℏ2

mµ2 sen2( µ
2ℏpj)−ϵW (xj)

))
.

(3.15)
Con el fin de obtener una forma Hamiltoniana para la intergal de trayec-

toria reacomodamos los términos de la exponencial en (3.15). Aśı

3La relación de Haussdorf-Baker-Campbell esta dado como

eAeB = e(B+[A,B]+ 1
2! [A,[A,B]]+ 1

3! [A,[B,[A,B]]]+...)eA.

Nótese que si [A,B] = 0, recuperamos eAeB = eBeA.
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KPoli(xb, tb; xa, ta) =

(
N∏

n=1

∞∑
xn=−∞

)(
N+1∏
j=1

µ

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpj

)
exp

(
i

ℏ

N∑
n=1

(xn(pn − pn+1) +H)

)
,

(3.16)
donde

H = xN+1pxN+1
− x0px1 −

N+1∑
n=1

ϵ

(
2ℏ2

mµ2
sen2(

µ

2ℏ
pn) +W (xn)

)
. (3.17)

Ahora aplicamos la fórmula de Poisson, que nos permite expresar variables
discretas e integrales acotadas en términos de variables continuas sobre la
recta real

∞∑
xn=−∞

e
i
ℏ (xn(pxn−pxn+1 ) =

∞∑
In=−∞

∫ ∞

−∞

dxn
µ

exp

(
i

ℏ
(xn(pn − pn+1) + 2πxnIn)

)
,

(3.18)
con In = nℏ/µ lo que resulta en

KPoli(xb, tb; xa, ta) =

(
N+1∏
j=1

µ

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpj

)(
N∏

n=1

∞∑
In=−∞

∫ ∞

−∞

dxn
µ

)
e

i
ℏ(

∑N
n=1 xn(pn−pn+1)+2πxnIn+H).

(3.19)
Claramente los In pueden incorporarse en las integrales al cambiar el

dominio de integración de [−πℏ
µ
, πℏ

µ
] a R, excepto para j = N + 1. De este

modo

KPoli(xb, tb; xa, ta) =
µ

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpN+1

(
N∏
j=1

1

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpj

)
×

×

(
N∏

n=1

∫ ∞

−∞
dxn

)
e

i
ℏ(

∑N
n=1 xn(pn−pn+1)+H).

(3.20)

El último paso para construir la forma integral de Feynman, es tomar el
ĺımite cuando N → ∞, ϵ → 0, Nϵ = tb − ta. Este ĺımite nos lleva a que
ϵ
∑N

n=0 →
∫
dt, (xn − xn−1)/ϵ→ dx/dt

Entonces podemos escribir el propagador polimérico como
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KPoli(xb, tb; xa, ta) =

∫
[Dx(t)]

∫
[Dp(t)] e

i
ℏSPoli ,

SPoli =

∫ tb

ta

dt (pẋ−HPoli) ,

HPoli =
2ℏ2

mµ2
sen2

(
ℏ
2µ
p

)
+W (x) (3.21)

siendo SPoli la acción polimérica, HPoli el hamiltoniano polimérico y

∫
[Dx(t)] = ĺım

N→∞
ϵ→0

(
N∏

n=1

∫ ∞

−∞
dxn

)
,

∫
[Dp(t)] = ĺım

N→∞
ϵ→0

µ

2πℏ

∫ πℏ
µ

−πℏ
µ

dpN+1

(
N∏

n=1

1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dpn

)
. (3.22)

La integral (3.20) puede realizarse de manera anaĺıtica [35], pero no lo
haremos aqúı4. Nosotros estamos investigando la aplicación de la extensión
del método de Van Vleck-Pauli-Morette a Hamiltonianos no estándar como
el presente, que está descrito por (3.21).

3.3. Aproximación semiclásica

Notemos que la forma Hamiltonianas de la integral de trayectoria del
propagador polimérico (3.21) es distinta de la del propagador usual (2.15).
Tanto sus integrales funcionales (3.22) y (2.16), como sus Hamiltonianas
difieren.

De esta forma podemos ver de (3.21) y (3.22) que las dos diferencias con
la integral funcional usual son: i) la integral en pN+1 y ii) HPoli. Para aplicar
la extensión del caṕıtulo anterior hacemos uso de la aproximación de punto
silla [43] para la integral acotada en PN+1 misma que aporta un factor global.

Ahora aplicaremos la construcción desarrollada en el caṕıtulo anterior.
Primero determinamos la trayectoria que extremiza la acción para evaluar
ésta en los puntos frontera. Esto nos permitirá obtener la forma extendidad

4Esencialmente se realizan las integrales en xn dando lugar a deltas de Dirac. Estas
se integran directamente para pn, n ̸= N + 1, y la integral final en pN+1 conduce a
una función de Bessel. Esto resulta en el propagador anaĺıtico de la part́ıcula libre en
cuantización polimérica v́ıa integral de trayectoria.
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del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette, finalmente el propagador en
la aproximación semiclásica.

En el caso polimérico la acción (3.21) contiene modificaciones cuánticas
asociadas con la representación discreta conteniendo la escala µ.

Por lo que la acción efectiva de una part́ıcula libre polimérica W (x) = 0
será

Sef =

∫ tb

ta

dt

(
pẋ− 2ℏ2

mµ2
sen2

( µ
2ℏ
p
))

(3.23)

Aśı el hamiltoniano efectivo Hef en este caso es

Hef =
2ℏ2

mµ2
sen2

( µ
2ℏ
p
)
.

Las ecuaciones de Hamilton son entonces

ẋ =
∂Hef

∂p
=

ℏ
mµ

sen
(µ
ℏ
p
)
, (3.24)

ṗ =
∂Hef

∂x
= 0 ⇒ p = p0 = cte. (3.25)

Su solución expresada en constantes de integración posición inicial x0 =
x(t = 0) y velocidad inicial v0 = v(t = 0) es

x(t) = v0t+ x0 =
ℏ
mµ

sen
(µ
ℏ
p0

)
t+ x0, (3.26)

y en términos de datos de frontera x(ta,b) = xa,b

x(t) = xa +
∆x

∆t
(t− ta), (3.27)

con ∆x = xb − xa y ∆t = tb − ta, Puede verse que

v0 =
ℏ
mµ

sen
(µ
ℏ
p0

)
=

∆x

∆t
. (3.28)

Es decir, a pesar de que p0 es una constante, esta tiene una dependencia
de (xb, tb) y (xa, ta). Entonces, la acción efectiva (3.23) es
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Sef =

∫ tb

ta

dt

(
pẋ− 2ℏ2

mµ2
sen2

( µ
2ℏ
p
))

=

∫ tb

ta

dt

(
p0v0 −

ℏ2

mµ2
sen2

( µ
2ℏ
p0

))

= p0∆x−
2∆tℏ2

mµ2
sen2

( µ
2ℏ
p0

)
,= p0∆x−

∆tℏ2

mµ2

1−

√
1−

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)2
 ,

=
ℏ
µ
sen−1

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)
∆x− ∆tℏ2

mµ2

1−

√
1−

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)2
 , (3.29)

donde se utilizó sen2(a) = 1
2

(
1−

√
1− sen2(2a)

)
y p0(xb, tb; xa, ta) de

(3.28).
Para obtener el factor de fluctuación (2.55), derivamos (3.29) respecto de

los puntos de frontera xb y xa. Esto resulta en

∂Sef

∂xb
=

∂p0
∂xb

∆x+ p0 −
∆tℏ
mµ

sen
(µ
ℏ
p0

) ∂p0
∂xb

,

=
∂p0
∂xb

∆x+ p0 −∆x
∂p0
∂xb

= p0

∂

∂xa

∂Sef

∂xb
=

∂p0
∂xa

= −m

∆t

1√
1− m2µ2

ℏ2
(
∆x
∆t

)2 . (3.30)

Finalmente, el propagador semiclásico polimérico para la part́ıcula libre
se expresa

Ksc
Poli = FPoli(xb, tb; xa, ta) exp

(
i

ℏ
Sef

)
,

FPoli(xb, tb; xa, ta) = µ

√
m

2πiℏ∆t

(
1−

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)2
)−1/4

(3.31)

con Sef dado por (3.29).
Para verificar el ĺımite continuo (µ→ 0) del propagador semiclásico Ksc

Poli

debe notarse que la normalización de los eigenkets de posición en el modelo
polimérico difiere de aquellos para el caso de Schrödinger, ecs (3.4) y (3.5).
Los primeros son adimensionales, mientras que los segundos tienen dimension
de (longitud)−1. Esencialmente, en el ĺımite continuo
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ĺım
µ→0

Ksc
Poli = µKsc

sch. (3.32)

Concretamente

Fsch = ĺım
µ→0

√
m

2πiℏ∆t

(
1−

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)2
)−1/4

,

=

√
m

2πiℏ∆t
. (3.33)

Además la acción efectiva Sef en (3.23) se reduce a la clásica (2.59), es
decir

Scl = ĺım
µ→0

Sef = ĺım
µ→0

ℏ
µ
∆x

(
mµ

ℏ
∆x

∆t
+

1

6

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)3

+ ...

)

−∆tℏ2

mµ2

(
1

2

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)2

+
1

4

(
mµ

ℏ
∆x

∆t

)4

+ ...

)
,

= m
(∆x)2

∆t
− m

2

(∆x)2

∆t
=
m

2

(∆x)2

∆t
. (3.34)

3.4. Región prohibida, y continuación análi-

tica del propagador

En la part́ıcula libre polimérica, la trayectoria está dada por

x(t) = v0t+ x0 =
ℏ
mµ

sen
(µ
ℏ
p0

)
t+ x0, (3.35)

que es solución a las ecuaciones de Hamilton para HPoli. Notamos que la
velocidad v0 =

ℏ
mµ

sen(µp0/ℏ) tiene un valor máximo (ℏ/mµ) y uno mı́nimo

(−ℏ/mµ). De esta manera la part́ıcula libre está restringida a moverse en una
región permitida, y existe una región prohibida5 (ver fig. 3.1). Y puesto que
p0 depende de (xb, tb) y (xa, ta) mediante (3.28), la región permitida nos da
pauta para notar qué valores ∆x = xb−xa son permitidos, dado ∆t = tb−ta,
y que la solución se encuentre en la región permitida

5Mientras que en el caso clásico (µ→ 0), nos liberamos de esa restricción
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Figura 3.1: La dinámica del modelo efectivo de la part́ıcula libre polimérica
se distingue de la part́ıcula libre en la cuantización de Schrödinger, en que
en la primera la pendiente está acotada; la part́ıcula no puede salir de la
zona permitida (zona sombreada); y existe una región prohibida (zona no
sombreada). La velocidad v0 esta restringida a tomar valores entre −ℏ/mµ <
v0 < ℏ/mµ.

∣∣∣∣∆x∆t
∣∣∣∣ ≤ ℏ

mµ
. (3.36)

Es importante enfatizar que el propagador semiclásico puede tener senti-
do aún en la región prohibida. Ello se puede realizar usando una extensión
anaĺıtica como veremos en seguida.

Para evaluar el propagador en la región prohibida, extendemos la solución
al plano complejo, es decir6

p̃ = ip, S̃ = iS,

Hef =
2ℏ2
mµ2

sen2

(
µp̃

2iℏ

)
,

S̃ef =

∫ tb

ta

dt

(
p̃ẋ− 2iℏ2

mµ2
sen2

(
µp̃

2iℏ

))
,

S̃ef = p̃∆x− 2iℏ2∆t
mµ2

sen2

(
µp̃

2iℏ

)
, (3.37)

6Inspirada en [2].
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siendo

˙̃p = −∂Hef

∂x
= 0 ⇒ p̃ = cte,

ẋ =
∂Hef

∂p̃
=

ℏ
mµ2

sen

(
µp̃

iℏ

)
, (3.38)

luego

∂S̃ef

∂xb
=

∂p̃

∂b
∆x+ p̃− h∆t

mµ
sen

(
µp̃

2iℏ

)
∂p̃

∂b
= p̃,

∂2S̃ef

∂xa∂xb
=

∂S̃ef

∂xa
= −im

∆t

1√
1−

(
mµ
ℏ

∆x
∆t

)2 = −m

∆t

1√(
mµ
ℏ

∆x
∆t

)2 − 1
,(3.39)

donde se ha utilzado (3.38). Por lo que el propagador semiclásico (2.55)
en la extensión anaĺıtica es

K̃sc
Poli(xb, tb; xa, ta) = F̃Poli(xb, tb; xa, ta) exp

(
i

ℏ
S̃ef

)
,

F̃ (xb, tb; xa, ta) = µ

√
m

2πiℏ∆t

((
mµ

ℏ
∆x

∆t

)2

− 1

)−1/4

, (3.40)

con S̃ef como (3.37). Esta forma del factor de fluctuación se refleja gráfi-
camente en el lado izquierdo de la singularidad7 en la gráfica (fig. 3.2) y
completa el comportamiento en todas partes de esta cantidad de interés.

3.5. Comparación con el resultado exacto

El propagador exacto para una part́ıcula libre polimérica es bien conocido
en la literatura [34, 33] y tiene la forma de

K(xb, xa; tb, ta) = i−∆x/µJ−∆x/µ

(
ℏ∆t
mµ2

)
exp

[
−i
(
ℏ∆t
mµ2

)]
. (3.41)

Aqúı Jα(β) es la función de Bessel de la especie de orden α y argumento
β.

7Es decir cuando ∆x = ℏ
mµ∆t
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Figura 3.2: Parte real del propagador exacto (azul) (3.41), comparado con
parte real del propagador semiclásico (rojo) (3.31) contra T = ℏ(∆t)/m,
∆t = tb − ta, ∆x = (xb − xa) = 10 y considerando µ = 10−1.

La figura (3.2) nos ilustra cómo la aproximación semiclásica aproxima el
resultado anaĺıtico. El determinante extendido de Van Vleck-Pauli-Morette
puede incluir Hamiltonianos más generales que el estandar, como por ejem-
plo la part́ıcula libre polimérica que hemos discutido aqúı. En los siguientes
caṕıtulos abordaremos con la misma metodoloǵıa el caso del modelo cósmico
FLRW cuantizado por lazos.
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Caṕıtulo 4

Cosmoloǵıa cuántica por lazos
Hamiltoniana del modelo
FLRW

En este caṕıtulo se analizará el modelo simplificado FLRW (sLQC, por sus

siglas en ingles) [2]. En la ruta haćıa la obtención del propagador polimérico del

modelo FLRW usando la integral de trayectoria, es conveniente discutir la formu-

lación Hamiltoniana del modelo. Los elementos de matriz del operador exponencial

de la constricción Hamiiltoniana son el análogo de aquellos para el operador de evo-

lución, en el cual algunos elementos de matriz se desprecian por ser subdominantes.

Después de recordar brevemente el modelo FLRW clásico, su formulación canóni-

ca se presenta de manera concisa en términos de variables de Ashtekar-Barbero.

En este punto el álgebra de flujos y holonomı́as y su representación discreta en el

espacio de Hilbert polimérico quedan establecidas.

4.1. Modelo cósmico FLRW

El modelo cósmico FLRW (Friedman-Lemâıtre-Robertson-Walker) parte
del principio cosmológico, el cual consiste en considerar que el universo es
homogéneo e isótropo a grandes escalas. Este universo es modelado por la
métrica FLRW

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sen2 θdϕ2

)
, (4.1)

siendo N(t) la función lapso, una función arbitraria que revela la invarian-
za del modelo bajo reparametrizaciones temporales, a(t) el factor de escala
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Figura 4.1: Comportamiento del factor de escala a(t), para un universo domi-
nado por materia, la ĺınea naranja representa al universo abierto con k = −1,
la ĺınea gris al universo plano k = 0, y la ĺınea azul al universo cerrado k = 1.
Usamos N = 1.

y k la curvatura espacial, que determina si el universo es cerrado esférico
(k = 1), abierto hiperbólico (k = −1) ó abierto plano (k = 0)1

La dinámica del universo FLRW se engloba en las ecuaciones de Friedman,
que se obtiene cuando consideramos al universo como formado por fluido
perfecto con densidad de enerǵıa ρ y presión P , tal que (4.1) en las ecuaciones
de Einstein sin constante cosmológica Gµν = 8πGTµν (c = 1) nos arroja

ȧ2

N2
+ k =

8πG

3
ρa2, (4.2)

2ä

aN2
− 2ȧṄ

aN3
+

ȧ2

a2N2
+
k

a2
= −8πGP. (4.3)

Las soluciones de estas ecuaciones son bien conocidas, para el factor de
escala dependiente del tiempo a(t), considerando un dominio de materia,
radiación o vaćıo según la forma considerada para la ecuación de estado
P = P (ρ). En la figura (4.1) puede notarse el comportamiento del factor de
escala a(t), en el caso dominado por materia

1Las observaciones recientes de los telescopios PLANCK y WMAP [39, 41] apuntan a
este modelo como el más adecuado para describir nuestro universo.
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Podemos ver que el factor de escala se anula en el tiempo t = 0, (ver fig.
4.1). Este es uno de los motivos del porque se intenta llevar más allá la teoŕıa
de la relatividad general, entender el comportamiento de la gravedad a nivel
cuántico es el propósito de la LQG, en particular la Cosmoloǵıa Cuántica por
Lazos (LQC, por sus siglas en inglés). Se intenta responder lo que sucedió en
el “Big Bang”, donde la gravedad era muy intensa y la teoŕıa clásica falla,
dando lugar a divergencias de curvatura. En el caso FLRW el escalar de Ricci
en función del factor de escala toma la forma

R = 6

(
ä

aN2
+

ȧ2

a2N2
− ȧṄ

aN3
+
k

a2

)
. (4.4)

Vemos que para ȧ, ä ̸= 0 un factor de escalar produce divergencias.

4.2. Formulación canónica del modelo FLRW

La formulación canónica de la relatividad general parte de un principio
variacional del cual derivan las ecuaciones de campo. Este principio permite
definir variables canónicas como un paso previo a la cuantización canónica. La
acción correspondiente se conoce como la acción de Einstein-Hilbert [50, 51],
y tiene la forma

SEH =
1

16πG

∫
M4

dx4
√
−gR (4.5)

Aqúı M4 es el espacio-tiempo, R el escalar de curvatura de Ricci y g el
determinante de la métrica gµν de M4.

Para obtener la acción (4.5) en el modelo FLRW, requerimos del escalar
de Ricci (4.4) y el determinante de la métrica dada como

g = −N
2a6r4

1− kr2
sen2 θ. (4.6)

Por lo que la acción de Einstein-Hilbert (4.5) modificado por un término
de materia, queda como

SEH + Smat =
3

8πG

∫
r2 sen θ

Na3√
1− kr2

(
ä

aN2
+

ȧ2

a2N2
− ȧṄ

aN3
+
k

a2

)
d4x+

∫
d4xLmat

= − 3V0
8πG

∫ (
ȧ2a

N
− aNk

)
dt+

∫
d4xLmat (4.7)
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Consideramos a V0 =
∫
v0

r2√
1−kr2

sen θdrdθdϕ como un volumen acotado,
tomando una parte del espacio a estudiar, de tal forma que V0 no diverja.
Esto es posible gracias a que el espacio es homogéneo. Las consecuencias
f́ısicas deben de ser independientes de V0.

Pasamos ahora a definir variables canónicas para el sector gravitacional.
El lagrangiano es el integrando puramente gravitacional de (4.7), es decir

Lg(a,N, ȧ, Ṅ) = − 3V0
8πG

(
ȧ2a

N
− aNk

)
, (4.8)

por lo que el momento conjugado asociado a a es

pa =
∂Lg

∂ȧ
= − 3V0

4πG

ȧa

N
, (4.9)

y el momento conjugado asociado a N es

PN =
∂Lg

∂Ṅ
= 0. (4.10)

Observemos que de la definición del momento PN , ec (4.10) no podemos
despejar la velocidad Ṅ en términos de PN ; se trata de una constricción
primaria (en el lenguaje de Dirac). El Hamiltoniano canónico del modelo
será

Hg(a,N, pa, PN) = ȧpa + ṄPN − Lg,

= − 3V0
4πG

ȧ2a

N
+

3V0
8πG

(
ȧ2a

N
− aNk

)
,

= − 3V0
8πG

(
ȧ2a

N
+ aNk

)
,

= −2πG

3V0

Np2a
a

− 3V0
8πG

aNk. (4.11)

Observemos que Hg no depende de PN . La evolución más general que
incorpore (4.10) corresponde a un Hamiltoniano total definido como

HT = Hg +Hm + λΦ, Φ = PN (4.12)

Las ecuaciones de Hamilton correspondientes serán, usando los paréntesis
de Poisson
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Ṅ = {N,HT} =
∂HT

∂pN
= λ, (4.13)

ȧ = {a,HT} =
∂HT

∂pa
= −4πG

3V0

Npa
a
, (4.14)

ṗa = {pa, HT} = −∂HT

∂a
= −2πG

3V0

Np2a
a2

+
3V0
8πG

Nk − ∂Hm

∂a
. (4.15)

Observemos que la ecuación (4.13) únicamente establece la relación entre
el tiempo cósmico y el asociado a la evolución HT . Ahora, la constricción
Φ = PN debe ser preservada en el tiempo, es decir Φ̇ = 0. Aśı

Φ̇ = {Φ, HT} = −∂HT

∂N
= Ψ, (4.16)

Ψ =
2πG

3V0

p2a
a

+
3V0
8πG

ak − ∂Hm

∂N
= 0. (4.17)

Una pregunta natural es ¿Cómo obtener las ecuaciones de Einstein del
modelo FLRW a partir del formalismo canónico? [23].

Primero consideramos a la densidad de enerǵıa ρ como ρ = E/a3 donde
E = ∂Hm/∂N = Hm/N y a la presión como P = −∂E/∂V = −(1/3Na2)(∂Hm/∂a).
Entonces de la constricción (4.17)

2πG

3V0

p2a
a

+
3V0
8πG

ak =
∂Hm

∂N
, (4.18)

que toma la forma

(
ȧ

aN

)2

+
k

a2
=

8πG

3V0
ρ (4.19)

e identificamos como la ecuación de Friedman (4.2).
Recuperamos la segunda ecuación de Friedman (4.3) restando (4.16) a

(4.15) como

ä

aN2
− ȧṄ

aN3
= −4πG

3V0

(
1

a3
∂Hm

∂N
− 1

Na2
∂Hm

∂a

)
= −4πG

3V0
(ρ+ 3P ), (4.20)
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Utilizando (4.2) en el primer término de la derecha de (4.20) obtenemos

ä

aN2
− ȧṄ

aN3
= −1

2

(
ȧ2

a2N2
+
k

a2

)
− 4πGP,

2ä

aN2
− 2ȧṄ

aN3
+

ȧ2

a2N2
+
k

a2
= −8πGP. (4.21)

Finalmente, consideramos la contribución Hm usando un campo escalar
sin masa. La acción correspondiente es

Sm[φ] =

∫
dx4

1

2

√
−ggµν∂µφ∂νφ. (4.22)

El lagrangiano correspondiente es

Lm =
a3V0
2N

φ̇2, (4.23)

por lo que el momento conjugado y el hamiltoniano correspondiente a
este lagrangiano son

pφ =
a3V0φ̇

N
,

Hm =
Np2φ
2a3V0

. (4.24)

De este modo

φ̇ = {φ,HT} =
∂He

∂pφ
=

pφ
a3V0

(4.25)

ṗφ = {pφ, HT} = −∂He

∂φ
= 0 (4.26)

Por lo que la constricción Ψ, ec (4.17), en términos de la contribución
escalar queda

Ψ(a, pa, φ, pφ) :
2πG

3V0

p2a
a

+
3V0
8πG

ak −
p2φ

2a3V0
= 0 (4.27)

con pφ constante. La ec. (4.25) indica que podemos elegir φ como tiempo
interno.
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Consideremos ahora, las variables de Ashtekar-Barbero, conexiones y tria-
das densitizadas para el modelo FLRW

Ai
a = cV

−(1/3)
0 ω̃i

a, (4.28)

Ea
i = pV

−(2/3)
0

√
q̃ẽai , (4.29)

donde ω̃i
a, ẽ

a
i son co-triadas y triadas compatibles con q̃ab, donde qab =

a2q̃ab, siendo qab la métrica espacial y adaptadas sobre un volumen V (V =
a3V0). Es decir

q̃abẽ
a
i ẽ

b
j = δij; ω̃i

a = δij ẽbj q̃ab, i, j, a, b = 1, 2, 3 (4.30)

Las variables p y c se obtienen en función del factor de escala a(t) y su
derivada temporal ȧ(t) para este modelo como

|p| = (V0)
2/3a2,

c = V
1/3
0 (V

1/3
0 k + γȧ), (4.31)

donde γ es el parámetro de Barbero-Immirzi y k la curvatura. El álgebra
de c y p está dada por {c, p} = 8πGγ/3 [2].

Es conveniente definir un par de variables ν y b como

ν =
a3V0
2πG

, b = −4πG

3V0

pa
a2
, (4.32)

estas permiten un mejor control de efectos cuánticos a grandes volúmenes
[2, 3]. Se cumple que {ν, b} = −2. Además tenemos una contribución escalar
φ, pφ, {φ, pφ} = 1.

De (4.27) obtenemos que

3πGb2ν2 +
3

2
(2πG)1/3ν4/3Γ− p2φ = 0, (4.33)

donde Γ = V
2/3
0 k.

En el caso part́ıcular de un universo plano k = 0 (4.33) queda como

−3πGb2ν2 + p2φ = 0. (4.34)
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Figura 4.2: Representación gráfica de la solucion clásica FLRW ν(φ) (ec.
4.39). Nótese que tenemos dos posibles soluciones, una de contracción (ĺınea
azul) y una de expansión (ĺınea negra), ambas mostrando un comportamiento
singular en ν = 0.

De la constricción (4.34) podemos obtener las ecuaciones de movimiento
clásicas para (ν, b, φ, pφ). Para ello utilizamos las ecuaciones de Hamilton2

φ̇ = 2pφ, ṗφ = 0, (4.35)

ν̇ = 12πGbν2, ḃ = −12πGb2ν. (4.36)

De (4.34) obtenemos que pφ =
√
3πGbν, de (4.36) pφ = − ḃ

4
√
3πGb

, y de la

primera ecuación de (4.35)

pφ =
φ̇

2
= − ḃ

4
√
3πGb

,∫
db

1

b
= −

∫
dτ

√
12πGφ̇,

b = e−
√
12πG(φ−φ0). (4.37)

2Notar que hay un factor de 2 en ν̇ y ḃ, esto porque al construir el principio variacional
(ver 5.15) el par bν̇ va acompañado de −1/2.
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Utilizando la regla de la cadena ν̇ = ḃdν/db, remplazando ḃ y resolviendo
para ν

ḃ
dν

db
= −12πGb2ν

dν

db
= 12πGbν2,

ν = ν0
1

b
. (4.38)

Finalmente ν(φ) se obtiene remplazando (4.37) en (4.38) como

ν = ν0e
√
12πG(φ−φ0). (4.39)

Las solución (4.39) se representa gráficamente en (4.2), notemos que am-
bas tienen una singularidad cuando el volumen tiende a cero, ν = 0.

4.3. Cosmoloǵıa cuántica por lazos para FLRW

En la teoŕıa cuántica, el espacio de Hilbert cinemáticoHcin es un producto
tensorial de los espacios de Hilbert gravitacional y de materia

Hcin = Hg
cin ⊗Hm

cin.

En la cuantización polimérica o de lazos3, Hg
cin es un espacio de Hilbert

densamente numerable de cuadrado sumable. Y Hm
cin un espacio de Hilbert

no numerable, de cuadrado integrable. De tal forma que un elemento que
vive en el espacio de Hilbert cinemático Hcin cumple con

∥Ψ(ν, φ)∥ =
∑
ν

∫
dφ | Ψ(ν, φ) |2, (4.40)

⟨ν ′φ′ | νφ⟩ = δν′,νδ(φ
′, φ). (4.41)

Nos damos cuenta que la base ortonormal del espacio de Hilbert den-
samente numerable Hg

cin está definida por una delta de Kronecker y el del
espacio de Hilbert no numerable Hm

cin por una delta de Dirac.
Ahora pasaremos a la constricción propiamente cuántica partiendo de

(4.34) tenemos que la constricción Ĉ actuando sobre un estado Ψ(ν, φ) es

3En la representación polimérica trabajamos con el álgebra de flujos y holonomı́as (3.2),

en la cual [ν̂, Ŵℓ0 ] = −2ℓ0Ŵℓ0 , con Ŵℓ0 ≡ ̂exp(iℓ0b)/ℏ.
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ĈΨ(ν, φ) = (p̂2φ − Θ̂)Ψ(ν, φ), (4.42)

donde p̂φ = −iℏ∂φ y Θ̂ es un operador autoadjunto que actua sobre Hg
cin

dado por4

Θ̂ =
3πG

ℓ20

(√
| ν̂ | ̂sen(ℓ0b)

√
| ν̂ |

)2
, (4.43)

donde ℓ20 = γ2∆, ∆ = 4
√
3πγℓ2p es la brecha de área de la escala de

Planck5.
El operador Θ̂ toma su forma expĺıcita como

Θ̂Ψ(ν) = −3πG

4ℓ20

(√
| ν(ν + 4ℓ0ℏ) | | ν + 2ℓ0ℏ | Ψ(ν + 4ℓ0ℏ)− 2ν2Ψ(ν)

+
√

| ν(ν − 4ℓ0ℏ) | | ν − 2ℓ0ℏ | Ψ(ν − 4ℓ0ℏ)
)
(4.44)

Nótese que ν toma valores discretos de ν = 4nℓ0ℏ, con n ∈ Z.

4Esto se obtiene de (4.34), aplicando el álgebra de flujos y holonomı́as (3.2), donde

Ŵℓ0 |ν⟩ = |ν + 2ℓ0ℏ⟩. Entonces si consideramos que ℓ0 muy pequeña y que b̂ → Ôb,

Ô2
b = − 1

4ℓ20
(Ŵ2ℓ0 + Ŵ−2ℓ0 − Ŵℓ0Ŵ−ℓ0 − Ŵ−ℓ0Ŵℓ0) = − 1

ℓ20

̂sen(ℓ0b).
5Esta implementación se añade para que los efectos cuánticos de la gravedad se limiten

a una escala de Planck.
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Caṕıtulo 5

Cosmoloǵıa cuántica por lazos
con integral de trayectoria del
modelo FLRW

En este caṕıtulo estudiamos el propagador del modelo FLRW cuantizado por
lazos en el esquema Hamiltoniano del caṕıtulo anterior. Lo expresamos en términos
de una integral de funcional de una exponencial de una acción distinta de la clásica.
En lugar de ésta aparece una versión modificada con correcciones planckianas
pero definida en el espacio fase clásico. Ello permite considerarla como una acción
efectiva. La justificación de esta interpretación se dará en el siguiente caṕıtulo que
aborda la aproximación semiclásica del propagador.

5.1. Propagador del modelo FLRW para k = 0

El propagador K(ν ′, φ′; ν, φ) se define como el núcleo de la tranformación que
permite obtener un estado evolucionado a partir de uno inicial. Esto es

Ψ(ν ′, φ′) =
∑
ν

∫
dφK(ν ′, φ′; ν, φ)Ψ(ν, φ), φ′ > φ. (5.1)

Debido a que el modelo FLRW canónico presenta una constricción, el propa-
gador f́ısico se define (por el método del promedio en el grupo) [2], como

K(ν ′, φ′; ν, φ)fis =

∫
dα⟨ν ′φ′ | e

i
ℏαĈ | νφ⟩, (5.2)

siendo Ĉ la constricción Hamiltoniana del modelo.
Para construir el propagador consideramos la constricción Ĉ de manera análoga

a un Hamiltoniano: técnicamente el coeficiente unidad se particiona en N subin-
tervalos iguales de tamaño ϵ = 1/N . Usamos la propiedad de composición (2.14)
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en N intervalos e insertamos la relación de completitud I =
∑

ν

∫
dφ|ν, φ⟩⟨ν, φ| en

medio de cada par de factores

⟨ν ′φ′ | e
i
ℏαĈ | νφ⟩ = ⟨ν ′φ′ | e

i
ℏ ϵαĈ · · · e

i
ℏ ϵαĈ | νφ⟩

=
∑

νN−1,...,ν1

∫
dφN−1 · · · dφ1⟨νNφN | e

i
ℏ ϵαĈ | νN−1φN−1⟩ · · ·

· · · ⟨ν1φ1 | e
i
ℏαĈ | ν0φ0⟩, (5.3)

donde hemos definido a νN = ν ′, ν0 = ν, φN = φ′ y φ0 = φ. Consideremos el
subintervalo (φi, φi−1). Usando la forma de la constricción (4.42) tenemos

⟨νiφi | e
i
ℏ ϵαĈ | νi−1φi−1⟩ = ⟨φi | e

i
ℏ ϵαp̂

2
φ | φi−1⟩⟨νi | e−

i
ℏ ϵαΘ̂ | νi−1⟩. (5.4)

Insertando la relación de completitud
∫
R dpφ | pφ⟩⟨pφ |= I en el primer factor

de (5.4) y teniendo en cuenta que ⟨φ | pφ⟩ = e
i
ℏpφφ/

√
2πℏ, obtenemos

⟨φi | ê
i
ℏ ϵαp

2
φ | φi−1⟩ =

∫
R
dpφ⟨φi | ê

i
ℏ ϵαp

2
φ | pφ⟩⟨pφ | φi−1⟩,

=

∫
R
dpφe

i
ℏ ϵαp

2
φ⟨φi | pφ⟩⟨pφ | φi−1⟩,

=
1

2πℏ

∫
R
dpφe

i
ℏ ϵαp

2
φe

i
ℏpφφie−

i
ℏpφφi−1 ,

=
1

2πℏ

∫
R
dpφe

i
ℏ (ϵαp

2
φ+pφ(φi−φi−1)). (5.5)

Una observación importante en este punto es que usamos la completitud de
|pφ⟩ en cada subintervalo (φi, φi−1), i = 1, ..., N , por lo que hay N integrales en
pφ; una adicional que aquellas para φi.

Con respecto al factor gravitacional de (5.4), podemos desarrollar la exponen-
cial en potencias de ϵ alrededor del valor cero como

⟨νi | e−
i
ℏ ϵαΘ̂ | νi−1⟩ = ⟨νi | νi−1⟩ −

i

ℏ
ϵα⟨νi | Θ̂ | νi−1⟩+O(ϵ2),

= δνi,νi−1 −
i

ℏ
ϵα⟨νi | Θ̂ | νi−1⟩+O(ϵ2). (5.6)

Vemos que para calcular el segundo factor de (5.4) requerimos los elementos
de matriz de Θ̂.

Aqúı haremos uso de la formulación Hamiltoniana desarrollada en el caṕıtulo
anterior. Usando (4.44) obtenemos
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⟨νi | Θ̂ | νi−1⟩ = −3πG

8ℓ20

√
νi−1νi(νi−1 + νi)(⟨νi | νi−1 + 4ℓ0ℏ⟩

−2⟨νi | νi−1⟩+ ⟨νi | νi−1 − 4ℓ0ℏ⟩),

= −3πG

8ℓ20

√
νi−1νi(νi−1 + νi)(δνi,νi−1+4ℓ0ℏ

−2δνi,νi−1 + δνi,νi−1−4ℓ0ℏ). (5.7)

Para lograr un mejor manejo de las expresiones siguientes conviene usar la

identidad δν′,ν = (ℓ0/π)
∫ π/ℓ0
0 dbe−

i
2ℏ b(ν

′−ν). Aśı la expresión (5.6) queda como

⟨νi | e−
i
ℏ ϵαΘ̂ | νi−1⟩ =

ℓ0
π

∫ π/ℓ0

0
dbe−

i
2ℏ b(νi−νi−1) +

3iπG

8ℓ20ℏ
ϵα

√
νi−1νi(νi−1 + νi)×

×

(
ℓ0
π

∫ π/ℓ0

0
dbe−

i
2ℏ b(νi−νi−1+4ℓ0ℏ) − 2

ℓ0
π

∫ π/ℓ0

0
dbe−

i
2ℏ b(νi−νi−1)

+
ℓ0
π

∫ π/ℓ0

0
dbe−

i
2ℏ b(νi−νi−1−4ℓ0ℏ)

)
,

=
ℓ0
π

∫ π/ℓ0

0
dbie

− i
2ℏ bi(νi−νi−1)[1 +

+
3iπG

2ℓ20ℏ
ϵα

√
νi−1νi(νi−1 + νi) sen

2(ℓ0bi) +O(ϵ2)]. (5.8)

A este punto usamos la estrategia de Feynman de identificar la expresión entre
corchetes de la ecuación anterior como una exponencial. Entonces teniendo en
cuenta que ex = 1+x+O(x2), donde O(x2) son términos no lineales de x y como
x(ϵ), entonces

⟨νi | e−
i
ℏ ϵαΘ̂ | νi−1⟩ =

ℓ0
π

∫ π/ℓ0

0
dbie

− i
2ℏ bi(νi−νi−1)e

3iπG

2ℓ20ℏ
ϵα

√
νi−1νi(νi−1+νi) sen

2(ℓ0bi)
.(5.9)

Sustituyendo (5.9) y (5.5) en (5.3) obtenemos

⟨ν ′φ′ | e
i
ℏαĈ | νφ⟩ =

(
ℓ0

2π2ℏ

)N ∑
νN−1,...,ν1

∫
dφN−1 · · · dφ1

∫
dbN ...db1×

×
∫
dpφN ...dpφ1e

i
ℏSN , (5.10)

donde
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SN = ϵ
N−1∑
n=0

[
pφn+1

φn+1 − φn

ϵ
− bn+1

2

νn+1 − νn
ϵ

+α(p2φn
− 3πG

2ℓ20
ϵ
√
νnνn+1(νn + νn+1) sen

2(ℓ0bn+1))

]
, (5.11)

es una acción discreta adaptada a la partición y correspondiente al modelo
FLRW cuantizado por lazos en forma Hamiltoniana del caṕıtulo anterior.

Para pasar a una descripción en las variables continuas no acotadas del espacio
fase clásico usamos la identidad de Jacobi para funciones periódicas f(θ,m), con
variables acotadas θ y sumadas en m

∑
m∈Z

∫ 2π

0
dθf(θ,m)eimθ =

∫
R
dx

∫
R
dyf(y, x)eixy, (5.12)

donde las variables de integración x, y del miembro derecho son cont́ınuas y no
acotadas. Aplicamos este procedimiento a las parejas en (5.3) con n = 1, ..., N −1,
es decir

π

ℓ0

∑
νn

∫ π/ℓ0

0
dbn · · · →

∫
R
dνn

∫
R
dbn · · · . (5.13)

Tomando en cuenta el ĺımite continuo N → ∞, ϵ → 0, podemos hacer los
remplazos ϵ

∑N
n →

∫ 1
0 dτ, (φn+1 − φn)/ϵ → dφ/dτ. De este modo el propagador

para el modelo en cuestión toma la forma

K(ν′, φ′; ν, φ) =

∫
dα

∫
Dν(τ)

∫
Db(τ)

∫
Dpφ(τ)

∫
Dφ(τ)e

i
ℏSef , (5.14)

donde

Sef =

∫ 1

0
dτ

(
pφφ̇− 1

2
bν̇ − α

(
p2φ − 3πGν2

sen2 ℓ0b

ℓ20

))
. (5.15)

La acción (5.15) esta expresada en variables continuas del espacio fase clásico.
La forma de (5.14) indica que Sef remplaza la acción clásica del sistema. Es de
hacer notar que ĺımℓ0→0 Sef = Scl, es decir en el ĺımite continuo se obtiene la
descripción clásica.
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Caṕıtulo 6

Propagador semiclásico de la
cosmoloǵıa FLRW y teoŕıa
efectiva

En el presente caṕıtulo se deriva el el propagador polimérico del modelo cósmi-
co FLRW usando la aproximación semiclásica discutida en el caṕıtulo 2, esto es,
como K = F exp(iSef/ℏ), con el factor de fluctuación F obtenido por el método
de Van Vleck-Pauli-Morette. La dinámica efectiva provista por Sef que captura
correcciones cuánticas poliméricas, se discute en detalle. Destaca la evasión de la
singularidad del modelo clásico, que queda sustituida por un rebote. Finalmente
se compara el propagador semiclásico polimérico FLRW con el exacto. La aproxi-
mación semiclásica resulta ser notablemente cercana a la exacta.
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Hemos visto en el caṕıtulo 2 que el propagador de un sistema mecánico con Ha-
miltoniano general H(x, p) admite también una forma funcional de su propagador,
ec. (2.15). Usando la aproximación semiclásica el propagador toma la forma (2.20),
con factor de fluctuación dado por (2.55). Con el fin de extender este esquema de
aproximación en la cuantización por lazos del modelo FLRW considerada en los
dos caṕıtulos anteriores podemos hacer referencias a la figura (6.1).

Podemos ver en (fig. 6.1) que el propagador del modelo FLRW cuantizadp por
lazos análogo de (2.20) fue obtenido en el caṕıtulo 5 con resultado (5.14) y (5.15).
El siguiente paso seŕıa desarrollar el análisis que lleva a (2.55), sin embargo esto no
es necesario. Debido a que el análisis realizado en el caṕıtulo 2 considera un Ha-
miltoniano general H(x, p), esto incluye la part́ıcula polimérica del caṕıtulo 3 y el
modelo FLRW en (5.14). Ello válida la aplicación de (2.55) a estos casos. Además,
es notable que la aproximación semiclásica (2.20) sugiere como contribución do-
minante la dinámica y trayectoria correspondiente a la acción alĺı contenida. Para
la part́ıcula libre polimérica esto es ec. (3.23) y para FLRW la ec. (5.15). De alĺı
su designación como ”acciones efectivas”. No sólo esta sino que la misma permite
calcular el factor de fluctuación correspondiente con base en (2.55). En la segun-
da sección abordaremos la dinámica efectiva del modelo FLRW después el factor
de fluctuación y finalmente comparamos los propagadores semiclásico y anaĺıtico
exacto que es conocido para esta versión simplificada del modelo FLRW [2].

6.1. Dinámica efectiva

De (5.15) podemos derivar1 las ecuaciones de movimiento, α juega el papel
de un multiplicador de Lagrange y se tiene una constricción Hamiltoniana Cef =
p2φ − (3πGν2/ℓ20) sen

2 ℓ0b. Aśı las ecuaciones de movimiento toman la forma

φ̇ = 2pφ, ṗφ = 0, (6.1)

ν̇ =
6πG

ℓ0
ν2 sen(2ℓ0b), ḃ = −12πG

ℓ20
ν sen2(ℓ0b). (6.2)

Considerando que2 Cef ≈ 0, obtenemos pφ = (
√
3πGν/ℓ0) sen ℓ0b y de (6.2)

1Nótese que mediante el análisis variacional, las ecuaciones de Hamilton tienen un
factor de −1/2 en b y ν̇. Es decir −ḃ/2 = −∂Cef/∂ν y ν̇ = −2∂Cef/∂b.

2El simbolo ≈ significa que esta función no es cero en todo el espacio fase, sino que se
anula en un subespacio o ”superficie de constricción”.

48



Figura 6.1: Esquema del método de aproximación del determinante de Van
Vleck-Pauli-Morette.
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ℓ0
ḃ

sen(ℓ0b)
= −4

√
3πGpφ = −2

√
3πGφ̇,

ℓ0

∫
db

1

sen(ℓ0b)
= −

√
12πG(φ− φ0),

ln(tan(
ℓ0b

2
)) = −

√
12πG(φ− φ0),

tan(
ℓ0b

2
) = e−

√
12πG(φ−φ0),

b =
2

ℓ0
tan−1

(
e−

√
12πG(φ−φ0)

)
. (6.3)

Para obtener ν(φ), primero obtenemos la ecuación de la órbita utilizando la
regla de la cadena ν̇ = ḃdνdb en (6.2) como

dν

db
ḃ =

6πG

ℓ0
ν2 sen(2ℓ0b),

dν

db
= −νℓ0 cot(ℓ0b),

ν = ν0 csc(ℓ0b). (6.4)

Entonces

ν =
ν0
2
csc(

ℓ0b

2
) sec(

ℓ0b

2
),

=
ν0
2

√(
e−2

√
12πG(φ−φ0) + 1

)(
e2

√
12πG(φ−φ0) + 1

)
,

=
ν0
2

√(
e2

√
12πG(φ−φ0) + 2 + e−2

√
12πG(φ−φ0)

)
,

= ν0 cosh(
√
12πG(φ− φ0)). (6.5)

Notamos que la dinámica efectiva, ecs. (6.5), (6.3) evita singularidad, mientras
que la dinámica clásica, ecs. (4.37), (4.39) no lo hace (ver fig. 6.2).

6.2. Factor de fluctuación

Puesto que el método de Van Vleck-Pauli-Morette del caṕıtulo 2 requiere que
las soluciones (6.5), (6.3) y la acción efectiva (5.15) se expresen en términos de
valores frontera ν(ϕf,i) = νf,i, procedemos a expresar las constantes de integración
ν0 y φ0 en función de ellas, con ϕ = ϕf − ϕi, como
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Figura 6.2: La ĺınea punteada es el caso clásico, y la ĺınea solida el caso
efectivo, hemos optado por considerar a ν0 = 1, φ0 = 0 y también interpretar
la evolución no solo en un sentido, sino en ambos (es decir, la evolución del
universo ampliándose o contrayéndose).

νi = ν0 cosh(−
√
12πGφ0),

νf = ν0 cosh(
√
12πG(ϕ− φ0)). (6.6)

Dividimos νf entre νi de (6.6). Usando la forma exponencial del coseno hi-
perbólico llegamos a

νf
νi

=
e
√
12πG(ϕ−φ0) + e−

√
12πG(ϕ−φ0)

e−
√
12πGφ0 + e

√
12πGφ0

,

=
e
√
12πGϕ + e−

√
12πG(ϕ−2φ0)

1 + e2
√
12πGφ0

,

e
√
12πGφ0 =

√√√√ e
√
12πGϕ − νf

νi

−e−
√
12πGϕ +

νf
νi

. (6.7)

De (6.6) obtenemos ν0 como

51



ν0 =
2νi

e−
√
12πGφ0 + e

√
12πGφ0

=
2νie

√
12πGφ0

1 + e2
√
12πGφ0

,

= 2νi

√√√√ e
√
12πGϕ − νf

νi

−e−
√
12πGϕ +

νf
νi

/

(
e
√
12πGϕ − e−

√
12πGϕ

−e−
√
12πGϕ +

νf
νi

)
,

=
νi

senh
√
12πGϕ

√(
e
√
12πGϕ −

νf
νi

)(
−e−

√
12πGϕ +

νf
νi

)
. (6.8)

Ya obtenidas las constantes de integración ν0 (6.8) y φ0 (6.7) en términos de
los valores de frontera (νf , νi, ϕ = ϕf − ϕi), teniendo en cuenta que Cef ≈ 0 y por
las ecuaciones de movimiento (6.1) y (6.2) vemos que

pφφ̇ = 2p2φ =
6πG

ℓ0
ν2 sen2(ℓ0b),

= −ν
2

(
−12πG

ℓ0
ν sen2(ℓ0b)

)
= −ν

2
ḃ. (6.9)

Ahora expresamos la acción (5.15) en términos de los valores de frontera

Sef =

∫
dτ

(
pφφ̇− 1

2
bν̇

)
= −1

2

∫
dτ
(
νḃ+ bν̇

)
,

=
1

2
(νibi − νfbf ). (6.10)

Remplazando (6.7) en (6.3), sabiendo que bi = b(φ = 0) y bf = b(φ = ϕ),
obtenemos a la acción efectiva expresada en términos de valores de frontera

Sef =
νi
ℓ0

tan−1


√√√√ e

√
12πGϕ − νf

νi

−e−
√
12πGϕ +

νf
νi


−
νf
ℓ0

tan−1

e−√
12πGϕ

√√√√ e
√
12πGϕ − νf

νi

−e−
√
12πGϕ +

νf
νi

 . (6.11)

El propagador semiclásico de acuerdo a (2.20) y (2.55) para el caso FLRW
tomará la forma

Ksc(νf , νi;φ) = F exp

(
i

ℏ
Sef (νf , νi;φ)

)
,

F = ℓ0

√
1

2πiℏ

(
−
∂2Sef
∂νf∂νi

)1/2

. (6.12)
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Para calcular el factor de fluctuación, definimos α ≡ e
√
12πGϕ, β ≡ −e−

√
12πGϕ,

y ϵ ≡
√

(ανi − νf )/(βνi + νf ) tal que la acción efectiva (6.11) es

ℓ0Sef = νi tan
−1 ϵ− νf tan

−1 (−βϵ) (6.13)

Obtenemos el determinante, derivando respecto a los volúmenes inicial νi y
final νf , es decir

ℓ0
∂2Sef
∂νf∂νi

=
1

1 + ϵ2
∂ϵ

∂νf
+

β

1 + β2ϵ2
∂ϵ

∂νi
− 2

(
νiϵ

(1 + ϵ2)2
+

νfβ
3ϵ

(1 + β2ϵ2)2

)
∂ϵ

∂νi

∂ϵ

∂νf

+

(
νi

1 + ϵ2
+

βνf
1 + β2ϵ2

)
∂2ϵ

∂νi∂νf
,

=
βνi + νf
α+ β

(
1

νi

∂ϵ

∂νf
− 1

νf

∂ϵ

∂νi

)
−

2ϵ(βνi + νf )
3

νiνf (α+ β)2
∂ϵ

∂νi

∂ϵ

∂νf
, (6.14)

donde se ha utilizado la definición de ϵ, dependiente de α y β, por lo que solo
es necesario calcular ∂ϵ

∂νi
y ∂ϵ

∂νf
, esto es,

∂ϵ

∂νi
=

∂

∂νi

√
ανi − νf
βνi + νf

=
1

2

√
βνi + νf
ανi − νf

(
α

βνi + νf
−

(ανi − νf )β

(βνi + νf )2

)
,

=
1

2

√
βνi + νf
ανi − νf

(
α(βνi + νf )− β(ανi − νf )

(βνi + νf )2

)
=

1

2

√
βνi + νf
ανi − νf

(
νf (α+ β)

(βνi + νf )2

)
,

∂ϵ

∂νf
=

∂

∂νf

√
ανi − νf
βνi + νf

=
1

2

√
βνi + νf
ανi − νf

(
−1

βνi + νf
−

(ανi − νf )

(βνi + νf )2

)
,

= −1

2

√
βνi + νf
ανi − νf

(
βνi + νf + (ανi − νf )

(βνi + νf )2

)
= −1

2

√
βνi + νf
ανi − νf

(
νi(α+ β)

(βνi + νf )2

)
.

De esta forma

ℓ0
∂2Sef
∂νf∂νi

= − 1

(βνi + νf )

√
βνi + νf
ανi − νf

+
1

2

ϵ

ανi − νf
,

= −1

2

1√
(ανi − νf )(βνi + νf )

,

= −1

2

(
ν2i

(
e
√
12πGϕ −

νf
νi

)(
−e−

√
12πGϕ +

νf
νi

))−1/2

, (6.15)

en la cual se han sustitúıdo las definiciones de α, β y ϵ. Finalmente el propa-
gador semiclásico (6.12) tiene un factor de fluctuación
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F =

√
ℓ0
4πℏ

(
ν2i

(
e
√
12πGϕ −

νf
νi

)(
−e−

√
12πGϕ +

νf
νi

))−1/4

. (6.16)

Siendo Sef la acción efectiva (6.11). Este resultado fue obtenido por Ashte-
kar et al en [2], usando un método Hamiltoniano3, combinado con la integral de
trayectoria. Este atajo, no es necesario como hemos demostrado aqúı.

6.3. Región prohibida y continuación anaĺıti-

ca

Por el factor de fluctuación (6.16), podemos notar que existen dos singularida-
des

e
√
12πGϕ =

νf
νi
, y e−

√
12πGϕ =

νf
νi
,

es decir existe una región efectivamente permitida, la cual está en

νf
νi
> e−

√
12πGϕ, y

νf
νi
< e

√
12πGϕ.

Esto se puede ver en la figura (6.2), la región efectivamente permitida incluye
el rebote. Sin embargo hay regiones prohibidas.

Para extender el análisis y la comparación con el resultado exacto, procedemos
a hacer una continuación análitica. De forma similar a como se procedió en el
problema de la part́ıcula libre polimérica, proponemos

b̃ = ib, α̃ = iα, p̃φ = ipφ, S̃ef = iSef ,

C = Hef = p̃2φ − 3πGν2

ℓ20
sen2(

ℓ0b̃

i
),

S̃ef =

∫
dτ

(
p̃φφ̇− 1

2
b̃ν̇ + α̃

(
p̃2φ − 3πGν2

ℓ20
sen2(

ℓ0b̃

i
)

))
. (6.17)

Cuya solución es

3Ver apéndice A, del art́ıculo mencionado.
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ν(φ) = ν0 senh(
√
12πG(φ− φ0)), b̃(φ) =

2

ℓ0
tanh−1

(
e−

√
12πG(φ−φ0)

)
,

e−
√
12πGφ0 =

√√√√ e
√
12πGϕ − νf/νi

e−
√
12πGϕ − νf/νi

,

ν0 =
vi

senh(
√
12πGϕ)

√(
e
√
12πGϕ − νf/νi

)(
e−

√
12πGϕ − νf/νi

)
. (6.18)

La acción efectiva en la zona efectivamente prohibida será

S̃ef =
νi
ℓ0

tanh−1


√√√√e−

√
12πGϕ − νf/νi

e
√
12πGϕ − νf/νi


−
νf
ℓ0

tanh−1

e√12πGϕ

√√√√e−
√
12πGϕ − νf/νi

e
√
12πGϕ − νf/νi

 (6.19)

con ϕ = ϕf − ϕi
Notemos que (6.11) es similar a (6.19), es decir4

S̃ef (νf , νi;ϕ) = iSef (νf , νi;−ϕ)
∂2S̃ef (νf , νi;−ϕ)

∂νf∂νi
= i

∂2Sef (νf , νi;ϕ)

∂νf∂νi

= − 1

2ℓ0

(
ν2i

(
e−

√
12πGϕ −

νf
νi

)(
e
√
12πGϕ −

νf
νi

))−1/2

(6.20)

Por lo que el propagador semiclásico en la extensión anaĺıtica será

K̃sc = F̃ exp

(
i

ℏ
S̃ef (νf , νi;ϕ)

)
,

F̃ =

√
ℓ0
4πℏ

(
ν2i

(
e−

√
12πGϕ −

νf
νi

)(
e
√
12πGϕ −

νf
νi

))−1/4

(6.21)

con S̃ef (νf , νi;ϕ) como (6.19).

4Esto, si definimos a ϕ̃ = −ϕ, y usamos que tanh−1(ix) = i tan−1(x)
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6.4. Comparación con el resultado exacto sLQC

Este modelo está bien estudiado y se conoce el resultado anaĺıtico exacto del
propagador [2], el cual tiene la forma

K(νf , ϕf , νi, ϕi) = −2
√
ninf

∫ ∞

0

dk

senh(πk)
Pnf

(k)Pni(k)ke
ikt

= −
√
ninf

π2
Pnf

(−i∂t)Pni(−i∂t)ψ(1)

(
1

2
− i

t

2π

)
con νi = 4ℓ0ℏni, νf = 4ℓ0ℏnf , t =

√
12πG(ϕf − ϕi) y ψ

(1)(z) = d log Γ(z)/dz,
siendo Γ(z) la función Gamma, y

Pn(k) =
1

ik(2n)!

(
d2n

ds2n

∣∣∣∣
s=0

(
1− s

1 + s

)ik

=

2n∑
m=0

1

m!(2n−m)!

2n−1∏
l=1

(ik +m− l),

En la fig. (6.3) podemos apreciar la eficiencia de la aproximación semiclási-
ca que captura las caracteŕısticas esenciales del propagador anaĺıtico exacto. La
coincidencia es notable5. En este trabajo este resultado se obtuvo completamente
en el esquema de integral de trayectoria, un contraste con el método combinado,
Hamiltoniano e integral de trayectoria, de Ashtekar et al [2].

5Nótese la aparente descontinuidad en la zona de empalme del propagador en la zona
efectivamente permitida con la prohibida, esto se debe al problema computacional en
Mathematica en cuanto se trata de infinitos.
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Figura 6.3: Parte real del propagador exacto (ĺınea roja punteada), y el pro-
pagador semiclásico (ĺınea negra sólida), en función del tiempo re-escalado
100t. Usamos νi = 4ℓ0ℏni, νf = 4ℓ0ℏnf y t =

√
12πG(ϕf − ϕi). Hemos

considerado ni = 10 y nf = 20. Nótese la presencia de la singularidad en
t = ln(2) ≃ 0.6931.
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Caṕıtulo 7

Discusión, conclusiones y
perspectivas

En la presente tesis se ha analizado un aspecto particular de LQC, y es el
haber obtenido una forma anaĺıtica del propagador semiclásico del modelo cósmico
FLRW k = 0, cuantizado a la lazos, ya anteriormente estudiada por Ashtekar et
al en [2]. Sin embargo, en esta tesis se ha obtenido mediante un método distinto
basado completamente en integral de trayectoria, en [30, 32, 43, 44].

En el caṕıtulo 2 después de recordar brevemente la técnica de aproximación
semiclásica en el formalismo hamiltoniano hemos retomado la metodoloǵıa corres-
pondiente de integral de trayectoria de [4]. Se ha demostrado que la fórmula del
determinante de Van Vleck-Paul-Morette es válida para cualquier Hamiltoniano
anaĺıtico1 H(x, p, t).

En el caṕıtulo 3 se ha utilizado la formula obtenida para el determinante de
Van Vleck-Pauli-Morette, para una part́ıcula libre polimérica. El propagador se-
miclásico captura el comportamiento esencial del propagador exacto (ver fig. 3.2)
[33, 34].

En los caṕıtulos 4 y 5, recordamos el tratamiento cuántico, Hamiltoniano y de
integral de trayectoria, respectivamente para el modelo cósmico FLRW [49, 50, 51].
En el caṕıtulo capitulo 4 se presenta su análisis canónico [23]. Expresamos la
dinámica clásica en términos de variables de Ashtekar-Barbero. Posteriormente
pasamos a su cuantización por lazos [18, 19, 20, 22].

En el caṕıtulo 5 expresamos el propagador FLRW en forma funcional [2].
Finalmente, en el caṕıtulo 6, se obtiene la dinámica efectiva del modelo FLRW

k = 0 cuantizado a la lazos, llegando al resultado del rebote cósmico, en el cual la
singularidad del “Big Bang”, es remplazada por dicho rebote (“Big Bounce”) (fig.
6.2). Se emplea el método de aproximación semiclásica en integral de trayectoria
desarrollado en el caṕıtulo 2. El propagador semiclásico obtenido coincide con el

1Aqúı analizamos tres modelos distintos, el de la part́ıcula libre, part́ıcula libre po-
limérica y modelo cósmico FLRW k = 0 a la lazos simplificado (ver fig. 7.1).
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Figura 7.1: Propagador exacto y semiclásico de part́ıcula libre, part́ıcula libre
polimérica y FLRW k = 0 a la lazos, simplificado.

resultado de Ashtekar et al [2], pero a diferencia de este no se utilizan métodos
Hamiltonianos, sino exclusivamente de integral de trayectoria.

Tanto para la part́ıcula libre polimérica como para el modelo cosmológico
FLRW, se tiene una región prohibida en la que el comportamiento cuántico cambia
y técnicamente se describe mediante una continuación anaĺıtica pertinente.

Las perspectivas a futuro es que este método (caṕıtulo 2) de aproximación
semiclásica en integral de trayectoria, pueda ser aplicado a modelos de mayor
interés como lo es el modelo cósmico no soluble [17], interior de agujero negro de
Schwarzschild [9, 10, 37], FLRW abierto o cerrado [21], Bianchi [16], o modelos
mecánicos como oscilador armónico [35] y part́ıcula libre relativista [36].

La dificultad técnica de este método radica en que el sistema tiene que ser
integrable, para expresar la acción en términos de valores frontera (qf , qi), para
utilizar la formula del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette (2.55). Estudiar
una salida a este limitante es de gran interés.

59
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