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Capitulo 1

Introduccion

A finales del siglo XIX hubo planteamientos sugiriendo que la fisica estaba
terminada, que solo hacian falta fisicos para trabajar en las consecuencias de
lo establecido usando las técnicas conocidas. Max Planck hizo cambiar de
opinién a la comunidad sobre esta idea obtusa, dando pasos determinantes
para el desarrollo de la mecénica cuéntica, uno de los dos pilares de la fisica
moderna. El otro pilar seria la teoria de relatividad de Einstein. Tanto la
teoria de la relatividad que una vez generalizada, incluia a la gravedad, como
la teoria cuantica, que ayuda a describir las otras tres fuerzas fundamentales
de la naturaleza, son hoy en dia triunfos del desarrollo cientifico.

Este trabajo versa sobre un fenémeno acuciante, que algunos fisicos de hoy
en dia consideran el problema central de toda la fisica. Irénicamente, nuestras
dos teorias més completas no se comunican entre si, la teoria de la relatividad
general y la teoria cuantica; esto significa que no tenemos una teoria cuantica
de la gravedad, o de cierta manera, no sabemos cémo se comporta la gravedad
a nivel microscépico’, posiblemente a la escala de Planck ¢, = \/Gh/c? ~
10~%5m.

Este es pues el enigma que seria deseable resolver tedrica y fenomenoldgi-
camente.

A pesar de no contar con una teoria de la gravedad cuédntica, con predic-
ciones exitosas y medibles, contamos con propuestas, entre ellas la teoria de
cuerdas [48] y la teorfa de la gravedad cudntica por lazos (LQG por sus siglas
en inglés) [5]-[13] . En particular en este trabajo adoptamos esta ultima.

La LQG, propone abordar el problema de la gravedad cuantica tomando
como guia algunos elementos de la teoria de la relatividad general de Einstein.
En cierto modo ésta se basa en la misma idea que llevo a Planck descubrir

'El éxito de la relatividad general es innegable a nivel del sistema solar y en buena
medida a nivel cédsmico [39, 40], encontrando avances importantes a escala submilimétrica
[41].



la mecédnica cuantica. A escalas microscépicas la energia de la radiacién de
cuerpo negro que parecia ser una observable continua macroscépicamente, re-
sulta ser discreta. La idea es similar, considerar que a escalas microscopicas
el espacio-tiempo es discreto. Esta estructura discreta corresponde a gréficas
unidimensionales (Loops o Lazos); estos conformarian todo el espacio-tiempo
que sin embargo no apreciamos a escalas macroscopicas. El problema es ac-
ceder a estas escalas de manera experimental, pues, como dijimos antes, la
longitud caracteristica seria la de Planck £, la cual con la actual tecnologia
no es accesible.

Hay dos vertientes para estudiar esta teoria, la forma covariante, que nos
lleva a los modelos de espuma de espin [13], en los cuales el espacio-tiempo se
plantea como conformado por objetos tetradimensionales. El otro camino, es
la forma hamiltoniana, que consiste de considerar al espacio-tiempo foliado
en hipersuperficies espaciales, un ejemplo siendo el formalismo ADM [52], y
abordar como se comporta cada hipersuperficie de manera cuéntica [1, 3],
[6]-[11], [36]-[38].

Uno de los triunfos de LQG, radica en evitar singularidades, tanto para
agujeros negros de Schwarzschild [9, 10, 37] como para la singularidad inicial
6 Big Bang en el modelo Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [1,
2,17, 21).

El estudio propio del universo, visto desde LQG, ha dado lugar a una
versién simetrizada definida por homogeneidad e isotropia espacial, llamada
Cosmologia Cudntica por Lazos (LQC por sus siglas en inglés) [1, 2], [17]-
[23]. Resulta mds sencillo trabajar en LQC que en LQG con la expectativa
de poder captar rastros del universo temprano en sus regimenes cuanticos
a través de sus huellas en el Fondo Césmico de Microondas (CMB por sus
siglas en inglés) [15].

El estudio de la cosmologia visto desde LQG fue iniciado por Martin
Bojowald [1]. El problema de la singularidad inicial se resuelve reemplazando
la descripcion clasica del modelo FLRW por una cuéntica con un volumen
minimo no cero y densidad de energia méxima finita. La métrica FLRW
describe un universo homogéneo e isétropo, en acuerdo con las observaciones
realizadas por los satélites Planck y WMAP [41].

En un desarrollo subsecuente se propusieron modelos efectivos mostrando
la evasion de la singularidad mediante congruencias de geodésicas [2, 3].

Pero el estudio de la LQC no se limita solamente a un universo homogéneo
e isétropo espacialmente plano (k = 0), también se ha estudiado el modelo
que describe un universo abierto (k = —1), como un cerrado (k = 1) [21]
e incluso se han abordado modelos homogéneos anisétropos e inhomogéneos
[16, 24].

Con los modelos efectivos [2, 3, 17] se incluyen modificaciones cuanticas
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dadas por LQC expresables como modificaciones a los modelos clasicos pa-
rametrizadas por la escala de Planck. Este estudio es el que nos ha llevado
a elaborar esta tesis. Hay diversos métodos para obtener modelos efectivos,
mediante valores de expectacion con respecto a estados semicléasicos [25, 26]
o bien usando la aproximacién semiclasica del propagador correspondiente
con base en integral de trayectoria [2]. Nos enfocaremos en este ultimo.

El objetivo de esta tesis es estudiar la amplitud semiclasica mediante
técnicas de aproximacion propias de integral de trayectoria. Aunque previa-
mente se evitaron las dificultades de la integral de trayectoria combinandola
con elementos Hamiltonianos [2], es deseable enfrentar y resolver estas difi-
cultades. Como veremos aqui, este es el caso.

Nuestro objetivo es extender las técnicas semiclésicas de la integral de
trayectoria para sistemas mecanicos al caso de sistemas poliméricos. En es-
pecifico la particula libre y el modelo soluble espacialmente plano FLRW.

La estructura de la tesis es como sigue. En el capitulo 2 discutimos la
cuantizacion de Schrédinger de una particula en una dimensién. Después
de recordar las bases de la aproximacién semiclasica de Jeffreys-Wentzel-
Kramers-Brillouin (J-WKB), la usamos en el formalismo de integral de tra-
yectoria para calcular la aproximacion semiclasica del propagador. Aqui ex-
tendemos un andlisis previo [29] para Hamiltonianos no estdndares generales
del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette. Verificamos que el caso de la
particula libre esta contenido en esta extension. En el capitulo 3 aplicamos
la extension obtenida a la particula libre polimérica. Pues su dindamica esta
descrita por un Hamiltoniano no estandar, a diferencia del caso de la in-
tegral de trayectoria con Hamiltoniano estandar que naturalmente contiene
la accién clasica del sistema, en el caso polimérico este procedimiento per-
mite identificar una accién efectiva, con correcciones poliméricas cudnticas
asociadas con el caracter discreto. Este resultado se compara notablemente
bien con el analitico exacto, derivado previamente por metodos espectrales
e integral de trayectoria [33, 34, 36]. El contenido del capitulo 4 consiste de
la formulacion hamiltoniana de la cuantizacién por lazos del modelo soluble
FLRW espacialmente plano. Este capitulo prepara el terreno para la formula-
cion via integral de trayectoria del propagador de este modelo en el capitulo
5. La aproximacién semiclasica que implementa la extensién obtenida del
determinante de Van Vleck-Pauli-Morette en el modelo polimérico FLRW,
se implementa en el capitulo 6. El resultado analitico es identico al obtenido
previamente combinando métodos de integral de trayectoria y Hamiltonianos
[2]. Finalmente, el capitulo 7 contiene nuestra discusién general, conclusiones
y perspectivas.



Capitulo 2

Propagador semiclasico de
particula libre y sistemas con
Hamiltonianos no estandar en
cuantizacion de Schrodinger

El propédsito de este capitulo es plantear los conceptos y herramientas de la
aproximacién J-WKB (Jeffreys-Wentzel- Kramers-Brillounin) [46, 27] en la mecéni-
ca cuantica de Schrodinger en preparacion para su aplicacién al caso de cuantiza-
cién polimérica de los siguientes capitulos. Esto tanto desde la perspectiva hamil-
toniana como en la integral de trayectoria. La primera seccién sigue la referencia
[4]. Para el propagador semicldsico con integral de trayectoria se presenta una ex-
tensién del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette [29] al caso de sistemas con
Hamiltoniano no estandar generales. Esta jugard un papel central en el caso de
sistemas cudnticos poliméricos

2.1. Aproximacién semiclasica en el formalis-
mo hamiltoniano

La motivacién de la aproximacion semiclasica se puede asociar con un medi-
da de la relevancia de la descripcién cuantica en comparacién con la clasica para
un sistema dado. En términos de funciones de onda, intuitivamente nos pregunta-
mos cuando es necesario o no usar una descripcién ondulatoria.Concretamente la
longitud de onda de de Broglie

A : (2.1)



con p = +/2m(E — V(z)) el momento clédsico del sistema, puede compararse
con una escala de longitud caracteristica del sistema ¢, para discernir sobre la
necesidad de su descripcion cuéntica. En el caso de un dtomo de Hidrégeno y una
gota de agua tenemos!

A = 33x107m, A\g~ap=52x10"" m, &tomo de hidrégeno, sistema cuédntico.

Ag = 13x 10729 m, Ag L lg =2 x 1072 m, gota de agua, sistema clasico

Para entender mejor la aproximacién semiclésica conviene recordar las bases del
argumento anterior. Para una particula inmersa en un potencial constante Vj, una
eigenfuncién de energia toma la forma 1.(z) = Aexp(zipx/h) correspondiente a
oscilaciones con una longitud de onda A = 27h/p, p = \/2m(E — V). Asi podemos
ver el papel de la longitud de onda de de Broglie.

De manera mas general, para una particula en un potencial V' (z) la longitud de
onda de de Broglie no es una constante. Sin embargo para implementar una des-
cripcién cudntica no muy alejada de la cldsica podemos considerar que la variacién
espacial d\ sea pequena comparada con la longitud de onda misma i.e.

%dw
A

dX

dx

<1, dz~A (2.2)

8| _
A

Esta condicién es equivalente a la siguiente forma en términos del momento

p=2m(E-V)

@
dx

1 av

_|drdp av
2(E—-V) dx

~ |dpdx

<1, (2.3)

:)\‘dp/daj
p

:A‘

el cambio de la derivada d\/dp por A\/p, es valida por la aproximacién se-
miclasica?, y donde se hizo uso de (2.1)

Podemos decir que la condicién de aproximacién semicldsica \/¢ < 1 requiere
para tener sentido el uso de la condicién d\/dzr < 1. En presencia de un potencial
es necesaria una variacién espacial de éste que sea pequena en comparacion con la
longitud de onda de de Broglie A (ver fig. 2.1)

La construccion sistematica de la aproximacién JWKB tiene punto de partida
la ecuacion de Schrodinger estacionaria

'Para un dtomo de Hidrégeno en el estado basal E = 13.6 eV y E = mpyv% /2,

pn = mpygvg. Para la gota de agua de un didmetro ¢, = 2 mm, masa my, = 0.05 g,
en caida libre desde el reposo a una altura de 1m, cuya velocidad final sera v, = 1/2gh,
Pg = Mglyg.

2Ya que en la regién donde es valida la aproximacién la fluctuacién del potencial es
similar a la longitud de onda de de Broglie (ver fig. 2.1)
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Figura 2.1: Esquema de aproximacién semiclésica, en el cual se compara
la variacién de un potencial, en tres regiones, las cuales se definen por dos
puntos de retorno x; y x5. Notese que en la region 11, la variacion del potencial
respecto a la posicion es muy grande en comparacion con la longitud de onda
de de Broglie.

“2m

h2
(<5 V@) 0le) = Buto) (2.4
que reescribimos por conveniencia como

(—h23§ —p2) P(x) = 0. (2.5)

Con p(z) el momento clasico. La solucién de (2.5) fue propuesto por J-WKB
[27, 46] como

Y(x) = exp(iS(x)/h), (2.6)
2
S(z) = So(x)—l—?Sl(x)—l—(iZ) So(a) + ... (2.7)

Dos aspectos cruciales a subrayar a este punto son las siguientes: primero,
considerando el cardcter pequeno de A, en el limite A — 0 la descripcién clasica
del sistema debe emerger y segundo, las correcciones subsecuentes de orden A'
y superior deberdn aportar informacién del comportamiento cuantico del sistema
separandose asi del clasico.

Para ver esto se sustituye (2.7) y (2.6) en (2.5), formando asi una serie en
potencias de A". Asi tenemos



R (Sp)r-pt=0
Yoo S +25;81=0

Wt S =Y S S, =0 (2.8)
m=0

En efecto, a orden 1Y, Sy es la parte estacionaria de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi para la descripcién clasica de una particula en un potencial

2
p
H =8)=E, H=-—+V(z). 2.9
(-’E,p O) ) om + ((L‘) ( )
A primer orden en A, la solucién de Sy y S1 (2.8) lleva a a la forma siguiente

de la funcién de onda

Yywkp(z) = \/]% exp [i; /Ox dl‘,p(w/)] : (2.10)

donde A es una constante de normalizacién y p(z) el momento clésico, definido
con anterioridad. Observemos que la forma de ¥ wip es valida sélo si p # 0, es
decir excluyendo los puntos de retorno clasicos £ — V(z,) = 0. Es posible definir
aproximaciones mas alld de estos puntos [46], pero no lo haremos aqui’.

Adicionalmente, la solucién (2.6) es una serie asintdtica en el mejor de los casos
por lo que un truncamiento es adecuado.Por lo que nos limitaremos al orden A'.
Finalmente, es importante establecer la relaciéon entre la aproximacién JWKB y
la condicién heuristica (2.2). Por consistencia los términos /! deben ser subdomi-
nantes con respecto a aquellos en 7%, (ec. 2.8), es decir

hlS'o], 12185p51] < | = [pl- (2.11)

La condicién (2.11) se traduce en

a1
dzx 51

@
dzx

< 1. (2.12)

A _ 1
o

d:v;o

Resumiendo, el desarrollo JWKB de la funcién de onda (2.6, 2.7) nos permite
identificar que al orden més bajo en A, es decir /°, el uso de la descripcién clésica
es adecuado con base a la ecuacién de Hamilton-Jacobi (2.9). A orden hl tene-
mos las primeras correcciones cuanticas ¥ ywip (ec. 2.10). La consistencia de la
aproximacién requiere |d\/dz| < 1, ec (2.11), que permite considerar \/¢ < 1.

3Lo haremos en el contexto de la integral de trayectoria en los siguientes capitulos.
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2.2. Aproximacién semiclasica en integral de
trayectoria

Para sistemas mecénicos la evolucién de los estados cuanticos se puede describir
usando un propagador K (zp, ty; Za,ta)

o0
‘I’(wb,tb)Z/ dz K (zp, ty; o, ta) YV (Za, ta), (2.13)
— 00

donde W(z,4,1t,) es el estado al tiempo ¢, que evoluciona al estado 1(xp, tp) al
tiempo tp. K (xp, ty; 24, t,) satisface las propiedades

i) (z’h@t - H) K (23, ty; Ta, ta) = 0t — )8(2 — ),

oo
1) K(xp, ty; xa,ta) = / da’' K (xp, ty; o', VK (2t 20, ta),
—o0
iii)  K(z,t;2',t) = 6(2’ — 1), (2.14)

donde H es el hamiltoniano del sistema, y 7, < 2’ < x4, con Tap = T(tap)-
En la formulacién de Feynman de la mecdnica cudntica el propagador K (zp, ty; Za, ta)
se expresa como una integral funcional [4, 42]

K(xlbtb;xa;ta) - /D[Z’(t)]/D[p(t)]els[x(t)vp(t)]/h’
t

b 2
Slz,p] = / dt(ip—H), H=2"4V(). (2.15)
ta 2m
Aqui las integrales funcionales estan dados por
N o0
/D[x(t)] ~ i H/_ darn,
N—oon=1"7"%>°
NEL oo )
Jowor = i T [ (2.16)
N—oco n=1

Las cuales estédn definidas usando una particién temporal (¢, —t,) = (N + 1)e,
to = tg, tN+1 = Tp cOn € = ti41 — T, Ty = CC(tZ'), 1=20,...,.N + 1. S[l‘(t),p(t)] es
la accién del sistema y H[z(t), p(t)] el hamiltoniano del sistema, para trayectorias
arbitrarias, no necesariamente la clasica que la hace extremal. De este modo pode-
mos interpretar pictéricamente al propagador como formado por las contribuciones
de todas las posibles trayectorias entre los puntos (z4,tq) y (zp, 1) (ver fig. 2.2).



Xp, tp

Xata

Figura 2.2: Interpretaciéon de Feynman: Entre dos eigenestados de posicién
con eigenvalores, inicial z, en ¢, y otro final x; en ¢,, existen infinitos caminos
posibles. El propagador K (xy,ty; za,te) = (3 | € —ifl (ty—ta)/h | z,) nos da la
amplitud de probabilidad de ubicar a la particula en x; al tiempo ¢, sabiendo
que estuvo en x, al tiempo t, y es igual a ©(t, — t,){xp, tp | T4,t4), con O la
funcién escalén de Heaviside.

La aproximacién semiclasica, aplicada a la integral de de trayectoria resulta
més intuitiva y elegante respecto a la version hamiltoniana. El punto de partida
en este caso es considerar la contribucién al propagador (2.15) de una cualquiera
de las trayectorias expresandola como x(t) = x(t) + dx(t), con x la trayectoria
clésica y dz(t) su desviacién con respecto a z(t). Como condiciones de frontera
usamos x(tyq) = Te(tpa) = 02(tre) = 0 (ver fig. 2.3)4

De este modo la accién S[z] para una trayectoria z(t) genérica nos lleva a’

Sal.p(0] = Sa+ / ar {[ERON sy 4 PR
. [028[x(t), p(t ; /)
2! dt’ dt { x([tfgé)zé//))] ) S5z(¢) oz (")
_1_% dt' dt" [525[$(t),p(t)] 5p(t/)5p(t”)
: cl

Sp(t)dx(t") + O(6x3,5p>)2.17)

4Un enfoque basado en la aproximacién de la fase estacionaria puede encontrarse en
[4, 43].
®Véase [4, 47] para mayores detalles.



xb,tb

Xq,tq

Figura 2.3: La aproximacién semiclasica en integral de trayectoria consiste
de considerar una aproximacién alrededor del camino clésico z. (linea roja),
mas fluctuaciones interpretadas como de origen cuantico dx alrededor de z;.

Vemos que el primer término S, es s6lo la accion evaluada en la trayectoria
clasica. El segundo y el tercero se anulan en virtud del principio variacional de
Hamilton clésico (65 |5, = 0). A partir del cuarto término las contribuciones a la
accién corresponden con las desviaciones respecto de z., pe (orden cuddratico y
superior en dz y dp).

Estas son las contribuciones al propagador (2.15) que tienen su origen en el
caracter cuantico del sistema capturada por la integral de trayectoria.

Para un sistema hamiltoniano H = p*/2m + V(z) el desarrollo (2.17) tiene la
forma

ty . tp > 1
Slz(t),pt)] = Sa +/ dt <5p5x - Hfl(éx,ép)) +/ dtz ﬁv(n) (xer)0x™ ()
la la n=3
1 1
Hp(0x,0p) = 3 (97, Ha) (62)" + 5 (9, Har) (0p)* + (9}, 5., Het) 526p
(2.18)

donde Hy; es el hamiltoniano asociado a las fluctuaciones y

ty 2
. b
Sa = Salrp, Tai ty, ta] = / dt <93czpcl - <2d - V(%z))) , (2.19)
ta m
es la accidn clasica.

La aproximacién semiclasica del propagador (2.15) consiste del truncamiento
a orden cuadrético de (2.17) en dz y dp, i.e.

10



Ksc(xba tb; La, ta) = $b7 Las tb7 )ehSCl(xhxa’tb’ta)

Spi(wp, Taith ta) = / dt(6psz — Hp(0x, 5p)). (2:20)
ta
F se denomina factor de fluctuacién y Sy; captura la informacién de las fluc-
tuaciones éx y dp.

2.3. Determinante de Van Vleck-Pauli-Morette

Para obtener la forma funcional del factor de fluctuacién® F(zy, ty; x4, tq) utili-
zamos la propiedad de composicién ii) del propagador (2.14). El punto intermedio
2’ puede ser cualquiera. Aplicaremos también las propiedades bésicas de la apro-
ximacién semiclasica [4, 42, 46] y de punto silla [4, 43]. Consideremos x. un punto
cualquiera sobre la trayectoria clésica (ver fig. 2.4).

Partiendo de la composicién de propagadores, cada uno aproximado semiclési-
camente, tenemos

2

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Representacion de la composicién de propagadores integrando
la posicién = € R, (b) Fluctuaciones truncadas a segundo orden correspon-
dientes a la aproximacion semiclésica.

oo
Kse(xp, ty; Taytea) = / dze’ (SLJrScl)/hF(a:b,tb,:c O F (x,t;24,tq). (2.21)
—0Q

SEste analisis se basa en [29], ampliado aqui a un hamiltoniano genérico H (x, p,t).

11



Aqui L, R corresponden, respectivamente a las contribuciones a la izquierda o dere-
cha del punto intermedio respectivamente. Observemos que las acciones evaluadas

en las trayectorias clasicas S 5’5 dependen de los puntos frontera respectivos, en

cl»
particular del punto de integracién z, i.e.

SL = Scl(.%',t; .Ta,ta),
SR = Scl(mb,tb;l',t). (2.22)

Ahora hacemos un desarrollo en torno al punto silla (1-dimensional) z., defi-
nido como

0

o (S +Si) |, =0, (2.23)

por conveniencia introduciremos la notacion

/@] =0t

T=Xe

De este modo

E g2 glLn (2.) + O, &= +¢

S(LR) S(L’R)(xe)+§3xeS§ZL’R)($e) 50250
(2.24)

cl cl

A este punto la composicién de propagadores semiclasicos (2.21) toma la
forma

Ksc(l'b’tb;xa’ta) = F(xlhtb;xe?t )F<xe>te;xaata) X
X / d€ e!(Sei (we)+50 (2e))/M+iDZ, (i (we)+87] (we))€ /20,

= F(xb7tb;xe7te>F(xe7te;xauta> X

i(Sh(xe)+SE (xe)) /B 2mih
Xerreme (2.25
\/0%e<55<xe>+55<x6>)( )

donde hemos eliminado el término de primera derivada (2.23), conservan-
do solo hasta el segundo orden en £ y efectuando la integral gaussiana.
Comparando la ecuacién (2.25) con la primera de (2.20), tenemos

12



Xp, tb

L
xa’ ta xe; te

Figura 2.5: Trayectoria dividida en parte izquierda L : (., te; x4, t,) v derecha
R: (xe,te; T4, t,), cOn T, muy cercano a x,.

2mih
{2.26
5 (5% (a) + ST =20

F(l’b,tb;xa,ta) = F(xb7tb;xe7te)F('r67t€;xaata)\/

Para avanzar en la obtencion de la forma explicita del factor de fluctuacién
(2.26), consideramos dos situaciones: i) x. < x, € ii) 24 S Ty, Te > Ty, Tp
Caso i) x, < e

En esta parte, hacemos una particién, ubicando a z, muy cerca de z, (ver
fig. 2.5)
En esta situacion, los factores de fluctuacion cumplen

F(xy, ty; Tay ta) = F (2, ty; Te, te).

de tal modo que el factor de fluctuacién (2.26) se expresa como

02 (SE(x,) + SE(x,
F(2e,te; Xa, ta) = \/ze( Cl(mzi;i o (7)) (2.27)

Para determinar la forma de 8§€SC(ZL’R)(1'6) que aparece en (2.26) utiliza-

mos la teoria de Hamilton-Jacobi como sigue

Partamos de las funciones generadoras, las cuales consisten en estable-
cer una relacién entre coordenadas originales (¢,p) y nuevas coordenadas
(Q = qo, P = po) las cuales coinciden con las condiciones iniciales de las coor-
denadas originales. Para ello optamos por la funcién generadora Fy(q, P, t),
la cual se define a partir de

_ 9K 5 0K
~op T T
PR T a9

13



con

D= 8F2(q7P7t)

5 (2.29)

Puesto que @ = qo, P = pp son constantes de movimiento, de (2.28)
podemos considerar sin perdida de generalidad que K = 0 luego F, resulta
ser la funcién principal de Hamilton, soluciéon de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi

H( 0F, ) 0F5(q, P, t)

—, 1 =0. 2.

Consideremos ademés que las nuevas coordenadas (@), P) son constan-
tes que dependen de « y 3, condiciones de frontera, de tal modo que ¢ =

Notemos ademas que

dFQ(q, P, t) (9F2 . 3F2 . 3F2 .
— P = — H 2.31
it a1t opt T TP (2:31)

donde se ha utilizado (2.28) y (2.29). Nétese que la accién en forma Ha-
miltoniana

S = /t " gt — ), (2.32)

nos permite concluir que F», = S en un sistema dindmico, donde hemos
resuelto el sistema con condiciones de frontera.

Regresando a (2.26) podemos ver la conveniencia de usar (2.28) y (2.29)
que nos llevan a

82 SL(xe) = aﬂ?epgl (‘7:6)7

xe el

82655($6> = _accepg(me)a (233)
con pfl(xe) = pCl(:Eea le; Tq, ta) y pg(%) = pcl(wba ty; Te, te)-

Por otro lado, haciendo uso de la ecuaciéon de Hamilton (2.30), para un
hamiltoniano genérico H (p, x,t)

14



T = 0,H, (2.34)
tenemos
0 217 OP(xe) | op  0u(Te)
az. t(ze) 0,H az. + 0, 3xe : (2.35)
De esta ecuacién podemos obtener
ap(.’])e) o axe:‘c(xe) - aa%pHaﬁex(xé) ) (236)
ox. GIQ)H

Para verificar la construccion en un caso conocido, consideremos el pro-
blema del oscilador arménico, en el cual se conocen las soluciones de z, p, en
funcion de las condiciones iniciales x,,t, y finales xy,t, y del tiempo

1
x(t) = —SenwAt(xb senw(t — t,) + x4 senw(t, —t)),
mw
t - = t— ta - Ya ty — t )
p(t) mi = (xp cosw( ) — zqcosw(ty — 1))
2 2,2 )
b mwx mw
= o2m 5 <sen wAt) (22 + 2} — 2xq1p cOS WAL)(2.37)
con At = t, — t,. Ahora tengamos en cuenta por notacién que z(t,,) =
T(Tha) = Tpa ¥ P(toa) = P(Tra) = P(T, ty; Ty, ta), 1.0

Tpw cos WAL Taw COS WAL

o) = sen wAt #(za) = = sen wAt
Tymw cos wAt ZTomw cos wAt
_ it W)= ——"—"—"- 2.38
p(zs) senwAt P(Ta) sen wAt (2.38)
En este caso (2.35) toma la siguiente forma explicita
0t (xp) w cos wAt
Oxy, sen wAt ’
8p ox w cos wAt
OPH—+02,H = —. 2.39
0 6xb sen wAt ( )

Este ejemplo nos ayuda a entender la naturaleza de 0, % (z.), como 0, p(z.).

Y de esta manera darnos cuenta que x,p
(en el sistema que estamos estudiando).

15
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De esta forma, sustituyendo (2.36) en (2.33), obtenemos

0, it 92, HO,,
0 Sh(w) — Ouphla,) — et ) ()

82H
Op if(xe) — 02, HOyp ")
92 SH(xe) = —0nplf = — 2 (2.40)
entonces
O, 2" (2e) — 02, HOp x" (1)
2 (Sk(we) + Shi(xe)) = o

Ox 82 Ho,

Awe) = 2 (ze) (2.41)

G H

En el caso de que z. este muy cercano a x,, podemos usar la siguiente
aproximacion
0zh(x.) N 0 ve—z0 1
Ox, ~ Ovete—t, t.—t,
el cual domina sobre todos los factores en el numerador en (2.41), dado
que 1/(te —t,) — oo, con t, — t,. De este modo

1 1
: D = gm—F 2.42
a (Scl+Scl) 8£Hte_ta ( )
por lo que el factor de fluctuacién (2.27) es
Flae,te: 2o, 1) = ! (2.43)
Tertertarta 2mih(t. — ta) (02 H (z, p, 1)) '

Noétese que p(Ze, te; Ta,ta) v T(Te, te; T4, t,) tienen dependencia de la tra-
yectoria izquierda (ver fig. 2.5).

Caso 1) T4 S Thy Te > o, T
Es técnicamente 1til considerar la situacién acausal ¢, < t, < t., permisi-

ble para los elementos de matriz (zy, | u (tb;te) | @) aunque no para las am-
plitudes de evolucién temporal 0(t, —t.)(z; | L{(tb, ¢) | ze) pues O(t,—t.) =0

16



Figura 2.6: Dividiendo la trayectoria en dos, una que vaya de (z4,t,) a (z., t.)
(izquierda, L), y la otra que vaya de (z.,t.) a (zx,tg) (derecha, R).

para t, < t. (ver fig. 2.6). Para ello, el factor de fluctuacién (2.26) tiene la
forma

2mih
02, (Sh(xe) + Sk(xe))
(2.44)

F(]}k,tk;xa,ta) - F(l’k,tk;l‘e,te)F(l‘e,te;Ia,ta)\/

definiendo x, = x.

Notemos que en el caso de z, < 7 las trayectorias L y R coinciden, pero
son inversas una de otra, por lo que las acciones son iguales pero con signo
opuesto. Es decir,

836(5'5(%) + Sg(xe)) = 0% (Sal@p, tr; Te, te) — Se(Ta, ta; e, te)).  (2.45)

e

Procedemos a hacer un desarrollo en series de Taylor alrededor de z,, t,.
En este punto los superindices L, R son superfluos” y podemos escribir

08! (xq,ta; e, te)
oz,

+3 (@, ta; Te, te)

Ot,

Sé?('zvkvtk;%e?te) = gl(maata;xeate)‘{’

(Tr — T4)

(tr — ta), (2.46)

Siendo (z), = z3) muy cercano a z,, podemos expresar su diferencia como

"Usamos la notacién de Bge S =SV

17



T — Tg = (tk - ta)i‘cl (.Ik, tlm La, ta)-

Por lo que

0% 0S4(q, ta; Te, te
& (Sh(z.) + S5(z.)) ( (0, s Te, )

Ox? 0x,

82 aScl(xavta;xeate)
+ o 5 ) (ty — ta]2.47)

Ahora usamos la ecuacién de Hamilton-Jacobi, y la definicién de momento

como derivada de la accién respecto a la coordenada canénica, ecs (2.28) y
(2.29),

aScl<3:a7 ta; Le, te)
Ot,

aScl(xm ta; Le, te)
oz,

- _H(‘Td(‘rav ta)apcl<xaa ta; Te, te))7

= pcl<$a>ta§xeate)- (2.48)

Usando la ecuacion de Hamilton

H
Gy = %—p, (2.49)

y necesitaremos la segunda derivada del Hamiltoniano 9*H/dz?, usando
0. Tq = 0 tenemos

2 2 2
Ox? Oz, \ Jp Ox. op? \ Oz, dp Oz,

Ahora insertamos (2.47)-(2.49) en (2.33) para obtener

O*H (9°pa\’
02, (Stwe) + Sti(a)) =~ ( 8x2l) (tr — ta). (2.51)

Noétese ademds que de acuerdo a la figura (2.6), comparandola con la figu-
ra (2.5), el factor de fluctuacion F'(xy, tx; x4, t,) de (2.44) puede relacionarse
con el factor de fluctuacion F(z.,t. : x4, t,) de (2.43); y en el limite cuando
T) €s muy cercano a z, [4, 29|

18



F(%a,ta; Tey te) F(Tey te; Tay ta) = —iF (2o, te; Tay ta), (2.52)

lo que implica que

1 ~apcl
F t; e7te F eate; aata = : 5 2.53
(ks s e, o) F (2 Tata) 27rzh28x6 ( )
y por lo tanto
1 apcl 1/2
F(xe,te;xe,ty) = - — ) 2.54
(x Tasta) 2mih < 81‘6) (2.54)

Utilizando (2.48), y considerando que z. es cualquier punto de la trayec-
toria clasica, eligiéndolo como x3, obtenemos

F(Z’b, tb; La, ta) -

1 (_82561(:6;), ty; Tqs ta))1/2 (2.55)

2mih Ox,0x,

Finalmente, usando la notacién convencional en la literatura, expresamos

(2.55) como
F(xp, to; Tayta) = 1/
o, 03 T 2mihD’

82Scl($b7tb;xa7ta) -
D = |- 2.
( 0x,0x, ) 7 (2:56)

siendo D conocido en la literatura, como el determinante de van Vleck-
Pauli-Morette [28]-[32].

De esta manera, hemos mostrado que la férmula (2.55) es vélida para
cualquier Hamiltoniano® H (z, p, ).

8Sin embargo solo es ttil cuando podemos i) encontrar la trayectoria cldsica y ii)
evaluar la accién en la trayectoria cldsica expresada en datos frontera, x4, = z(tqp), de
manera analitica.
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2.4. Propagador semiclasico de particula li-
bre no relativista

En esta seccion aplicamos la metodologia del determinante de Van Vleck-
Pauli-Morette para obtener el propagador semiclésico para la particula libre
no relativista, cuyo hamiltoniano es H = p?/2m.

La trayectoria clasica de la particula libre z4(t) sujeta a condiciones de
frontera x(ty,) = x5, €s la solucién de las ecuaciones de Hamilton

OH p OH
¢ dp m b ox (257)
que podemos expresar como
Do Ax
alt) = —t = —(t -1, a- 2.58
valt) = Ditr= T2 1) 2 (2.5%)

En la primera linea, vemos que p = py es una constante, mientras que en
la segunda vemos a z(t) expresada en términos de z}, y x,, con Ax = x,— 1z,
y At = t, —t,. La accién expresada en los puntos frontera S(zy, tp; €4, ts), €S

mi? m Az?

123
Scl(.ibb, tb; Lq, ta> = / dt d — (259)
ta

2 2 At

El factor de fluctuacién (2.55) y el propagador semiclasico (2.20) para
el caso de la particula libre con trayectoria (2.58) y accién (2.59) puede
escribirse como

im Ax?
K2 (2, th; Ta, ta) = Fo(ﬂ:b,tb;wa,ta)eXP( ),

2h At

1 928, \/? m
F, : — — =/ —, (2
0(0: 105 Tas ta) 27rz'h( aa:baxa> smihay (200)

donde el indice ”0” indica el caso de particula libre. Podemos notar que el
propagador semiclasico, para particula libre no relativista en la cuantizacion
de Schrodinger (2.60) es exactamente igual a su propagador exacto [4], y
esto puede verse en (2.17) pues las fluctuaciones cuadréticas contienen toda
la informacién del propagador del modelo.?

9También es vélida esta observacién para el problema del oscilador arménico en la
cuantizacién de Schrédinger [4].

20



Capitulo 3

Propagador semiclasico de
particula libre polimérica

En este capitulo aplicaremos la extension de la aproximacion semiclasica en in-
tegral de trayectoria, para el determinante de Van Vleck-Pauli-Morette, ec (2.55).
Una breve introduccién del formalismo de la mecanica cuantica polimérica Hamil-
toniana nos permite abordar la forma integral requerida en nuestra aproximacion.
Se compara esta con el resultado anélitico exacto y se obtiene la dindmica efectiva
correspondiente presentada en el capitulo anterior, al caso de una particula libre
polimérica.

3.1. Cuantizacién polimérica
La cuantizacién polimérica difiere de la cuantizacion usual, o la cuanti-
zacion de Schrodinger en el dlgebra y su representacion para las observables
bésicas. Mientras que en la mecénica cuantica usual, el dlgebra que utilizamos
es la candnica
&, p] = ihl, (3.1)

en la polimérica el dlgebra es la de flujos y holonomias’

(&, V] = —uV, (3.2)

Estos nombres obedecen a su origen en gravitacién cudntica por lazos [8].
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con ‘A/u := ¢ip/h ¢] operador de holonomia?. Podemos observar que heurfsti-
camente este resultado se sigue de [z, et/ "], sin embargo la diferencia yace
en la ausencia o existencia del generador de traslaciones infinitesimales p.

En la representacion de posiciones, la accion de los operadores de posicion
& y de holonomia V,, sobre un | ) son

Tlxy = xlx), r€R
Vula) = |o+p) (33)

Las funciones de onda 1(x) pertenecen, en el caso de la mecédnica cudntica
polimérica, al espacio de Hilbert

HPoli - {¢ : R — (C7Z | ¢($) |2< 00}7

zeR

la prima indicando que la suma es sobre conjuntos numerables.
Mientras que en mecanica cuantica usual, las relaciones de ortonormalidad
son

(@ [y) =d(x—y), (3.4)

en mecanica cuantica polimérica

(@ | y) = 0uy, (3.5)

tenemos una delta de Kronecker. Debido a la propiedad de (3.3) podemos
descomponer Hp,); en espacios superselectos

HPoli = @ Hwo )

C':(:'6[07/4
Moy = {0 R>C |h(x,)]* < 00, € Z,xy = 10+ nps}. (3.6)

neL

Siempre que nuestro sistema no mezcle diferentes sectores superselectos
podemos restringirnos a uno de ellos. Usaremos H, que corresponde a zg = 0

2La formulacién de la mecanica cuantica polimérica no es equivalente a la mecénica
cuantica de Schrodinger, debido a que no satisface una de las condiciones del teorema de
Stone-Von Neuman: V}, no es débilmente continuo. Es decir lim, (¢ | V,, | ¢) # (¢ |

Hmu—>0 ‘/}u | 77[}>
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Las relaciones de completitud, sabiendo que | z,,) y | p) son una base de
Hq son

> lanan| = L (3.7)

Ty =—00

Similarmente, en la base del "momento”, donde ‘A/u es diagonal

Valp) = e*/"|p). (3.8)

Estas eigenfunciones resultan normalizadas a la delta de Dirac

{plp) = o(p —p')

y cumplen la completitud

mh/p
[ ainw) - (3.9)

—nh/p

Estos eigenestados de momento en representacion de posicion son las
eigenfunciones ¢, ()

1 7 wh mh
6p(2a) = (20 | 1) = 1 oz exp (ﬁxnp), ey @)

3.2. Integral de trayectoria

Para expresar el propagador usando integral de trayectoria de Feynman,
partimos de la formulacién Hamiltoniana descrita en la seccién anterior [35]

—

KPoli(xlntb;xa,ta) = <5L‘b | U(tlnta) | $a> = <:L‘b | 6_%(tb_ta)HPOh

zq3.11)

donde U (tp,t,) es el operador de evolucién. El Hamiltoniano polimérico
se representa en funciéon de la holonomia V), como

. h? ~ ~ 252 /\,u
L= —_ — ) — 2 L o
Hpgi ST (2 Vi V—u) + W(z): e sen (2hp> + W(z2). (3.12)



Aqui hemos usado la notaciéon W (z) para el potencial al que estd sujeta la
particula. Para proceder con la forma integral de trayectoria del propagador,
introducimos N identidades de completitud de posicion. Definiendo a z, =
TN+l Y Ta = Xo, ademas de tyy 1 = tp, tg = t,, de tal forma que

N+1 .
Kpoii(Tn+1, tvt1: o, o) = <H Z ) H i | e P | 2, 1), (3.13)
7=1

n=1z,=—o00

De esta forma los elementos de matriz (z; | e ~ieHro x;_1) pueden
calcularse introduciendo una relacién de completitud de momento.

Ademés A(p)|p) = A(p)|p), A(&)|z;) = A(z;)|x;), utilizando la relacién
de Haussdorf-Baker-Campbell® considerando € < 1 y usando (3.10) llegamos
a

mh
i

o —

(| e weflron | 2, 1) = / hdp<$j|€_%6H‘°°“ PPl zi1),
—
nh
© 2ih ¢ sen?
= [ dpeiev e et B | gy ),

mh

— ' dpe%(l’(fcj—wj—l)_erif? SeHQ(#hp)_EW(mf))
2wh | _xn |

(3.14)

El propagador polimérico (3.21) toma la siguiente forma, incluyendo su-
mas e integrales multiples,

Nl %ﬁ 2h? 2( K
Ko (20, th; T ta) (H 3 ) ( / B <2hpj>—ew<zj>)>_
_rmh

n=1xp,=—00 I

(3.15)
Con el fin de obtener una forma Hamiltoniana para la intergal de trayec-
toria reacomodamos los términos de la exponencial en (3.15). Asi

3La relacién de Haussdorf-Baker-Campbell esta dado como

eAeB — o BH[A B+ 31 [A[AB]l+35 [A[B[A,Bl+..) ;A

Nétese que si [A, B] = 0, recuperamos e4e? = eBe.
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N [eS) N+1 nh . N
W 1
Kpoh(xb,tb;a:a,ta) = (H Z > (H ﬁ / . dp]) exp <ﬁ Z (xn(pn _anrl) + H)) )
=—00 7=1 T

n=1x,=— n=1
(3.16)
donde
N+1
2h? u
H = on11Pen 1 — ToPay — ; € (m,uQ senQ(%pn) + W(xn)) . (3.17)

Ahora aplicamos la férmula de Poisson, que nos permite expresar variables
discretas e integrales acotadas en términos de variables continuas sobre la
recta real

oo 00 e

i dx,, )
Z €E(mn(pl‘"7pzn+1) = Z / % exp <% (xn(pn - pn+1) + 27T$nln)) ;

Tpn=—00 In=—00 o
(3.18)
con I, = nh/p lo que resulta en

pas % %h N > *© dx i N
i ) = P ; n H(Xnm1 2n(Pn—pnt1)+2mzn In+H
KPOII(Ib7tb;xa7ta) - (H 27‘(‘h \/ﬂ.ﬁ dp]> (H Z /OO ILL >€h< 1 +1 )
j=1 m n=1I,=—o0
(3.19)
Claramente los [, pueden incorporarse en las integrales al cambiar el

dominio de integracién de [—%ﬁ‘, %] a R, excepto para j = N + 1. De este

modo

xh N xh
m 1 Iz
Kpoii (T, ty; Tas ta) = ﬁ o dpn+1 (H%/ dpj) X

. _xh
D Jj=1 3

N oo |
X (H/ dxn> e%(zgzlxn(pn—an)JrH)_
n=1"Y—>
(3.20)

El ultimo paso para construir la forma integral de Feynman, es tomar el
limite cuando N — oo, € — 0, Ne = t, — t,. Este limite nos lleva a que
eN = [dt, (v, — 20 1) /€ — du/dt

Entonces podemos escribir el propagador polimérico como
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Kpoii (26, ty; Tas ta) = / [Dx(t)] / [Dp(t)] e 5Pt

tp
Spoli = / dt (p& — Hpon)
ta

2h?
mu?

Hpoi sen” <%p) + W(z) (3.21)

siendo Spey; la accién polimérica, Hp,); el hamiltoniano polimérico y

[ st = jim (ﬁ / de)

nh N
A T A I
Dp(t)] = lim —— d _ dp, | . (3.22
/[ p(t)] ljg /_ﬁ PN+ <n:12ﬂh p) (3.22)

—0o0

La integral (3.20) puede realizarse de manera analitica [35], pero no lo
haremos aqui*. Nosotros estamos investigando la aplicacién de la extensién
del método de Van Vleck-Pauli-Morette a Hamiltonianos no estandar como
el presente, que estd descrito por (3.21).

3.3. Aproximacion semiclasica

Notemos que la forma Hamiltonianas de la integral de trayectoria del
propagador polimérico (3.21) es distinta de la del propagador usual (2.15).
Tanto sus integrales funcionales (3.22) y (2.16), como sus Hamiltonianas
difieren.

De esta forma podemos ver de (3.21) y (3.22) que las dos diferencias con
la integral funcional usual son: i) la integral en py1 y ii) Hpe. Para aplicar
la extension del capitulo anterior hacemos uso de la aproximacion de punto
silla [43] para la integral acotada en Py 1 misma que aporta un factor global.

Ahora aplicaremos la construccién desarrollada en el capitulo anterior.
Primero determinamos la trayectoria que extremiza la accion para evaluar
ésta en los puntos frontera. Esto nos permitird obtener la forma extendidad

4Esencialmente se realizan las integrales en z, dando lugar a deltas de Dirac. Estas
se integran directamente para p,, n # N + 1, y la integral final en pyy; conduce a
una funcién de Bessel. Esto resulta en el propagador analitico de la particula libre en
cuantizacion polimérica via integral de trayectoria.
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del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette, finalmente el propagador en
la aproximacion semiclésica.

En el caso polimérico la accién (3.21) contiene modificaciones cuanticas
asociadas con la representaciéon discreta conteniendo la escala .

Por lo que la accién efectiva de una particula libre polimérica W (z) =0
sera

ty ) 2h2 ) U
Sep = /ta dt (px— e sen <ﬁp>) (3.23)

Asi el hamiltoniano efectivo H.y en este caso es
2h? U
Hoy = 2 gen? (— ) .
! mp? e on?

Las ecuaciones de Hamilton son entonces

. OHy h i

r = 8—p = m_ﬂ SE1n <£p> s (324)
H

p = % =0= p=py = cte. (3.25)

Su solucion expresada en constantes de integracion posicién inicial xg =
z(t = 0) y velocidad inicial vy = v(t = 0) es

h 7
1) = vt + 10 = — (— ) t+ a0, 3.26
x(t) vot + i sen  =Po + xg (3.26)
y en términos de datos de frontera x(tqp) = Tap

2(t) = za+ ), (3.27)

T
At

con Ax =z — x, y At = t, — t,, Puede verse que

>_Ax

=% (3.28)

h %
Vg = —— sen (-po
mp h

Es decir, a pesar de que py es una constante, esta tiene una dependencia
de (zp, ) v (24, t,). Entonces, la accién efectiva (3.23) es
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h . (mupAx Ath? mi Ax
- = TR A — 1—4/1— 2
Msen ( h At) v my? h At ’ (3:29)

donde se utilizé sen?(a) = 3 (1 — /11— sen2(2a)> v po(ws, ty; Ta, ta) de
(3.28).

Para obtener el factor de fluctuacion (2.55), derivamos (3.29) respecto de
los puntos de frontera x, y z,. Esto resulta en

@Sef dpo h 1% dpo
Zoef . ZPOA, _ =0 20} 220
8xb al‘b Po sen <hp0) 8]31,’
3p0 8
= —Ax — Ap— =
aLCb + bo m&cb Po
0 Sy Op
Or, 01y Oz At \/1 e (222 : (3.30)
h? A

Finalmente, el propagador semiclasico polimérico para la particula libre
se expresa

1
Kf’f)li = FPOli(xlb lb; T, ta) eXp (ﬁsef) )

—1/4
m mi A:U

con Ss dado por (3.29).

Para verificar el limite continuo (¢ — 0) del propagador semiclédsico Kg;
debe notarse que la normalizacion de los eigenkets de posicién en el modelo
polimérico difiere de aquellos para el caso de Schrodinger, ecs (3.4) y (3.5).
Los primeros son adimensionales, mientras que los segundos tienen dimension
de (longitud)~!. Esencialmente, en el limite continuo
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lim Kpg; = kG, (3.32)
>

Concretamente

o\ —1/4
F. = lm m__(y_ (medr
seh =50\ 2minAt h At ’
m
=/ ‘ 3.33
2mih/At ( )

Ademas la accién efectiva Se; en (3.23) se reduce a la cléasica (2.59), es
decir

L .. h mupAxr 1 (mupAx 3
Sa = iy Sep = liy - Ac (75*5(7&) e
CAwE (1 (mpAe\E L (mp A\
mp? \ 2\ h At 4\ h At )
(Ax)? B E(Ax)z B @(A:U)Z

At 2 At 2 At

(3.34)

3.4. Regioén prohibida, y continuaciéon anali-
tica del propagador

En la particula libre polimérica, la trayectoria esta dada por

h
x(t) = vot + xp = o sen (%po) t + o, (3.35)

que es solucién a las ecuaciones de Hamilton para Hp;. Notamos que la
velocidad vy = miu sen(upo/h) tiene un valor maximo (h/mpu) y uno minimo
(—h/mu). De esta manera la particula libre estd restringida a moverse en una
regién permitida, y existe una regiéon prohibida® (ver fig. 3.1). Y puesto que
po depende de (zy,t) v (x4,t,) mediante (3.28), la regién permitida nos da
pauta para notar qué valores Ax = x, — x, son permitidos, dado At = t, —t,,
y que la solucién se encuentre en la regién permitida

®Mientras que en el caso clasico (u — 0), nos liberamos de esa restriccién
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Figura 3.1: La dinamica del modelo efectivo de la particula libre polimérica
se distingue de la particula libre en la cuantizacién de Schrodinger, en que
en la primera la pendiente estd acotada; la particula no puede salir de la
zona permitida (zona sombreada); y existe una regién prohibida (zona no
sombreada). La velocidad vy esta restringida a tomar valores entre —h/mu <
vy < h/my.

Az
At

h

o (3.36)

Es importante enfatizar que el propagador semiclasico puede tener senti-
do atn en la regién prohibida. Ello se puede realizar usando una extension
analitica como veremos en seguida.

Para evaluar el propagador en la regién prohibida, extendemos la solucién
al plano complejo, es decir®

=
Il
S
n
I
[

. 2ih? At p
Sef = pAz — ! sen’ <&), (3.37)

SInspirada en [2].
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siendo

: 0H, .
b= ——=L=0=p=ct,
ox
. a[—[ef o h ILLN
r = a—ﬁ = m_lu2 Sen (E) s (338)
luego
0Se op _ hAt wp\ 0p .
_— = —A —_— - - =
oz, oot mi wen (Qih a7
82§ef . 8§€f . m 1 m 1

— = - (3.39)
0,0 Oz, At o Aa At [ mp Ae !
e - (807 TR -1

donde se ha utilzado (3.38). Por lo que el propagador semiclasico (2.55)
en la extension analitica es

5 5 i -
Koo (2n,t: o ta) = Fpoi(Ty, ty; o, ta) exp (ﬁsef)y

A2 ~1/4
5 m mu Ax
F(l’ba th; Zq, ta) = W omihA ((7&) — 1) , (340)

con S,; como (3.37). Esta forma del factor de fluctuacién se refleja grafi-
camente en el lado izquierdo de la singularidad” en la gréafica (fig. 3.2) y
completa el comportamiento en todas partes de esta cantidad de interés.

3.5. Comparacién con el resultado exacto

El propagador exacto para una particula libre polimérica es bien conocido
en la literatura [34, 33] y tiene la forma de

hAt hAt
K(-rb;xa;tb:ta) = ZliAx/“J—Az/u (m) exp [—Z ( ):| . (341)
14

mu?

Aqui J,(B) es la funcién de Bessel de la especie de orden « y argumento
5.

"Es decir cuando Az = - At

mi
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Figura 3.2: Parte real del propagador exacto (azul) (3.41), comparado con
parte real del propagador semicldsico (rojo) (3.31) contra T = h(At)/m,
At =ty — tq, Az = (zp, — x,) = 10 y considerando p = 1071

La figura (3.2) nos ilustra cémo la aproximacién semicldsica aproxima el
resultado analitico. El determinante extendido de Van Vleck-Pauli-Morette
puede incluir Hamiltonianos mas generales que el estandar, como por ejem-
plo la particula libre polimérica que hemos discutido aqui. En los siguientes
capitulos abordaremos con la misma metodologia el caso del modelo césmico
FLRW cuantizado por lazos.
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Capitulo 4

Cosmologia cuantica por lazos
Hamiltoniana del modelo

FLRW

En este capitulo se analizard el modelo simplificado FLRW (sLQC, por sus
siglas en ingles) [2]. En la ruta hacfa la obtencién del propagador polimérico del
modelo FLRW usando la integral de trayectoria, es conveniente discutir la formu-
lacién Hamiltoniana del modelo. Los elementos de matriz del operador exponencial
de la constriccién Hamiiltoniana son el andlogo de aquellos para el operador de evo-
lucién, en el cual algunos elementos de matriz se desprecian por ser subdominantes.
Después de recordar brevemente el modelo FLRW clésico, su formulaciéon candni-
ca se presenta de manera concisa en términos de variables de Ashtekar-Barbero.
En este punto el algebra de flujos y holonomias y su representacién discreta en el
espacio de Hilbert polimérico quedan establecidas.

4.1. Modelo c6smico FLRW

El modelo c6smico FLRW (Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker) parte
del principio cosmologico, el cual consiste en considerar que el universo es
homogéneo e isétropo a grandes escalas. Este universo es modelado por la

métrica FLRW

2
1 —kr?

siendo N (t) la funcién lapso, una funcién arbitraria que revela la invarian-
za del modelo bajo reparametrizaciones temporales, a(t) el factor de escala

ds* = —N*(t)dt* + a*(t) ( + r2d6* + r* sen’ 0d¢2) ) (4.1)
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a para materia

Figura 4.1: Comportamiento del factor de escala a(t), para un universo domi-
nado por materia, la linea naranja representa al universo abierto con k = —1,
la linea gris al universo plano k = 0, y la linea azul al universo cerrado k = 1.
Usamos N = 1.

y k la curvatura espacial, que determina si el universo es cerrado esférico
(k = 1), abierto hiperbdlico (k = —1) 6 abierto plano (k = 0)!

La dindamica del universo FLRW se engloba en las ecuaciones de Friedman,
que se obtiene cuando consideramos al universo como formado por fluido
perfecto con densidad de energia p y presién P, tal que (4.1) en las ecuaciones
de Einstein sin constante cosmoldgica G, = 87GT),, (c = 1) nos arroja

a* 8rG

m—f‘]{? = Tpa, (42)
2% 2N a  k
¢ o L 42— _8nGP (4.3)

aN?2 aN3  a2N?2 @2

Las soluciones de estas ecuaciones son bien conocidas, para el factor de
escala dependiente del tiempo a(t), considerando un dominio de materia,
radiacién o vacio segiun la forma considerada para la ecuacion de estado
P = P(p). En la figura (4.1) puede notarse el comportamiento del factor de
escala a(t), en el caso dominado por materia

Las observaciones recientes de los telescopios PLANCK y WMAP [39, 41] apuntan a
este modelo como el mas adecuado para describir nuestro universo.
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Podemos ver que el factor de escala se anula en el tiempo ¢t = 0, (ver fig.
4.1). Este es uno de los motivos del porque se intenta llevar més alld la teoria
de la relatividad general, entender el comportamiento de la gravedad a nivel
cuantico es el propdsito de la LQG, en particular la Cosmologia Cuédntica por
Lazos (LQC, por sus siglas en inglés). Se intenta responder lo que sucedié en
el “Big Bang”, donde la gravedad era muy intensa y la teoria clasica falla,
dando lugar a divergencias de curvatura. En el caso FLRW el escalar de Ricci
en funcién del factor de escala toma la forma

i a2 aN  k
R=6 — — 1. 4.4
(CLN2+CL2N2 aN3+a2> (4.4)

Vemos que para a,d # 0 un factor de escalar produce divergencias.

4.2. Formulacion canonica del modelo FLRW

La formulaciéon candnica de la relatividad general parte de un principio
variacional del cual derivan las ecuaciones de campo. Este principio permite
definir variables canénicas como un paso previo a la cuantizacién canénica. La
accién correspondiente se conoce como la accién de Einstein-Hilbert [50, 51],
y tiene la forma

1
Spy = —— dz*/—agR 4.5
EH = 16702 s x g (4.5)
Aqui My es el espacio-tiempo, R el escalar de curvatura de Ricci y g el
determinante de la métrica g,, de M.
Para obtener la accién (4.5) en el modelo FLRW, requerimos del escalar
de Ricci (4.4) y el determinante de la métrica dada como

N2abr4
11— kr?
Por lo que la accién de Einstein-Hilbert (4.5) modificado por un término

de materia, queda como

sen® . (4.6)

g =

3 ) Na? i a>  aN k) , .
SeH + Smat = %/r Sengm<aN2+a2N2_aN3+? dx—i—/dxﬁmat

-9
_ _% (a_Na _ aNk> dt + / d* 2Ly (4.7)
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. 2
Consideramos a Vj = fvo \/1’;7 sen fdrdfd¢ como un volumen acotado,

tomando una parte del espacio a estudiar, de tal forma que V{ no diverja.
Esto es posible gracias a que el espacio es homogéneo. Las consecuencias
fisicas deben de ser independientes de V4.

Pasamos ahora a definir variables canénicas para el sector gravitacional.
El lagrangiano es el integrando puramente gravitacional de (4.7), es decir

. ‘2
Ly(a,N,a, N) = _ W (ﬂ - aNk) , (4.8)

por lo que el momento conjugado asociado a a es

oL, 3Vy aa
e — AT T T TS Ta 49
Pe="9a = 4G N (4.9)
y el momento conjugado asociado a IV es
oL
Pyv=—2=0 4.10
= o (4.10)

Observemos que de la definicién del momento Py, ec (4.10) no podemos
despejar la velocidad N en términos de Py; se trata de una constriccion
primaria (en el lenguaje de Dirac). El Hamiltoniano canénico del modelo
serd

Hg(aaN7pa>PN) = apa+NPN _Lga

3Vy a’a 3V, [da
- e e Nk
drG N * 8r ( N ’
3Vo [d’a
= 20ty
SWG(N +a k)
21G Np? 3V}
= — 2 — NEk. 4.11
3V a  8G" (4.11)

Observemos que Hy no depende de Py. La evolucién mds general que
incorpore (4.10) corresponde a un Hamiltoniano total definido como

Hy=H,+ H,, + A&, ®=Py (4.12)

Las ecuaciones de Hamilton correspondientes serdn, usando los paréntesis
de Poisson
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OHrp

N = {N,Hp} = — =)\ (4.13)
IpN
. OHr 477G Np,
_ H — - 4.14
0 = {adl) =L =T (4.14)
. OHr 217G Np? 3V} 0H,,
Pa {pa, Hr} da 3V, a? * 87G Oa (4.15)

Observemos que la ecuacién (4.13) tinicamente establece la relacién entre
el tiempo césmico y el asociado a la evoluciéon Hp. Ahora, la constriccion
® = Py debe ser preservada en el tiempo, es decir & = 0. Asi

. OHr
{ ) T} 8]\7 9 ( 6)
2rGp? 3V, 0H,,

vy = —=4 k— —— =0. 4.1
o a Tsrc T on 0 (4.17)

Una pregunta natural es ;Cémo obtener las ecuaciones de Einstein del
modelo FLRW a partir del formalismo canénico? [23].

Primero consideramos a la densidad de energia p como p = E/a® donde
E = 0H,,/ON = H,,/N y alapresiéon como P = —9E/0V = —(1/3Na?)(0H,,/da).
Entonces de la constriccién (4.17)

21Gp: 3V, 0H,,
Fa L = 7 4.1
AR ON (4.18)

que toma la forma

o\ 2
a k 8rG
— - = = 4.19
(aN ) * a? 3V P (4.19)
e identificamos como la ecuacién de Friedman (4.2).

Recuperamos la segunda ecuacién de Friedman (4.3) restando (4.16) a
(4.15) como

i N  4nG (10H, 1 0H,
aN2 aN3 3Vo \a® ON  Na? Oa
4rG
= —— 3P 4.20
L+ ap) (4.20)
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Utilizando (4.2) en el primer término de la derecha de (4.20) obtenemos

i aN 1/ a2 k
= = = =) —4nGP
aN? aN3 2 (a2N2 * a2) S
2  2aN a2 k
— — = —-8&7GP. 4.21
alN?2 aN3+a2N2+a2 T ( )

Finalmente, consideramos la contribuciéon H,, usando un campo escalar
sin masa. La accién correspondiente es

1 17
Smle] = / d' 5V/=99" updip. (4.22)
El lagrangiano correspondiente es
a*V,
L, = ——? 4.23

por lo que el momento conjugado y el hamiltoniano correspondiente a
este lagrangiano son

a*Vop
P = N
sz
H, = —%. 4.24
5BV, (4.24)
De este modo
0H, P
hoo— H-\ = L 4.25
@ {¢, Hr} . il (4.25)
OH,
Po = Ap,,Hr}=— =0 4.26
o = e} == (1.26)

Por lo que la constriccion W, ec (4.17), en términos de la contribucién
escalar queda

2rGp? 3V 28
a —0 4.7
Vo a | 8rG” (4.27)

k— —
2a3V}

U (@, Pa; @, Dy)

con p, constante. La ec. (4.25) indica que podemos elegir ¢ como tiempo
interno.
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Consideremos ahora, las variables de Ashtekar-Barbero, conexiones y tria-
das densitizadas para el modelo FLRW

Al = ey WG (4.28)
B = pVy Y/, (4.29)

donde @¢, ¢ son co-triadas y triadas compatibles con G, donde qq =

a*qap, siendo ¢ la métrica espacial y adaptadas sobre un volumen V (V =
a®*Vp). Es decir

(jabé?él; - 6@]5 ajzlz = 61']'6?(_7&1” i7j7 a, b= 17 25 3 (430)

Las variables p y ¢ se obtienen en funcién del factor de escala a(t) y su
derivada temporal a(t) para este modelo como

pl = (Vo)**d?,
¢ = ViV +qa), (4.31)
donde 7 es el parametro de Barbero-Immirzi y k la curvatura. El algebra

de ¢y p estd dada por {c,p} = 87G~/3 [2].
Es conveniente definir un par de variables v y b como

a3‘/0 471G p,
= — b= ——— 4.32
YT G 3Vo a?’ (4.32)

estas permiten un mejor control de efectos cuanticos a grandes volumenes
[2, 3]. Se cumple que {v, b} = —2. Ademds tenemos una contribucién escalar

0,0 {9} = 1.
De (4.27) obtenemos que

3
3rGH** + 5(27(;)1/%4/% —p2 =0, (4.33)

donde I' = V02/3k:.
En el caso particular de un universo plano k = 0 (4.33) queda como

—3rGH*V? +p? = 0. (4.34)
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Contraccion

s U

Expansion

Figura 4.2: Representacién gréfica de la solucion clasica FLRW v(yp) (ec.
4.39). Nétese que tenemos dos posibles soluciones, una de contraccién (linea
azul) y una de expansién (linea negra), ambas mostrando un comportamiento
singular en v = 0.

De la constriccién (4.34) podemos obtener las ecuaciones de movimiento
clésicas para (v, b, ¢, p,). Para ello utilizamos las ecuaciones de Hamilton?

¢ = 2py, pp =0, (4.35)
v o= 12aGb?, b= —127Gb?v. (4.36)

De (4.34) obtenemos que p, = v37Gbr, de (4.36) p, = _%\/ch’ y de la
primera ecuacién de (4.35)

b
4/37GH’

/db% = —/dT\/ 127G,

b = e VIInGle—vo), (4.37)

2|6

P =

2Notar que hay un factor de 2 en v y b, esto porque al construir el principio variacional
(ver 5.15) el par br va acompanado de —1/2.
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Utilizando la regla de la cadena v = bdv /db, remplazando b y resolviendo
para v

dv o dv 9
b% = —127Gb Vo= 120 Gbr*,
1
Vo= Vog. (4.38)

Finalmente v(p) se obtiene remplazando (4.37) en (4.38) como

v = yyeV12Cemvo), (4.39)
Las solucién (4.39) se representa graficamente en (4.2), notemos que am-
bas tienen una singularidad cuando el volumen tiende a cero, v = 0.

4.3. Cosmologia cuantica por lazos para FLRW

En la teoria cuantica, el espacio de Hilbert cinematico H.;, es un producto
tensorial de los espacios de Hilbert gravitacional y de materia

En la cuantizacién polimérica o de lazos®, H?, es un espacio de Hilbert
densamente numerable de cuadrado sumable. Y H! un espacio de Hilbert
no numerable, de cuadrado integrable. De tal forma que un elemento que
vive en el espacio de Hilbert cinematico H.;, cumple con

Wl = 30 / do | U(v.p) 2 (4.40)
V' |ve) = 6,004, p). (4.41)

Nos damos cuenta que la base ortonormal del espacio de Hilbert den-
samente numerable H7, estd definida por una delta de Kronecker y el del
espacio de Hilbert no numerable H por una delta de Dirac.

Ahora pasaremos a la constriccion propiamente cuantica partiendo de
(4.34) tenemos que la constriccién C' actuando sobre un estado ¥(v, @) es

3En la representacion polimérica trabajamos con el algebra de flujos y holonomfias (3.2),
en la cual [, W\go] = —2501//1/\@0, con W\(O = exp(ilyd) /.
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CU(v,p) = (12 — O)¥ (v, ), (4.42)

donde p, = —ihd, y © es un operador autoadjunto que actua sobre HY,,
dado por?

~ 371G — 2
6= Zg (\/|ﬁ|sen(€0b)«/|ﬁ|> , (4.43)

donde £ = y2A, A = 4V/37(2 es la brecha de drea de la escala de
Planck®. A
El operador © toma su forma explicita como

37rG
462

BV (v) = (\/| (v 1+ 40h) | | v+ 200k | U(v + 4boh) — 2020 (v)

/| vl — 46h) | | v — 206k | O(v — 4@))
(4.44)

Nétese que v toma valores discretos de v = 4nlyh, con n € Z.

4Esto se obtiene de (4.34), aplicando el dlgebra de flujos y holonomias (3.2), donde
Wy lv) = |V + 2€0h> Entonces si consideramos que £y muy pequefia y que b — Oy,
Og 422 (WQ[O + ngzo Wzowfgo - ngOWgO) = 7%8611(60})).

SEsta 1mplementac10n se anade para que los efectos cuanticos de la gravedad se limiten
a una escala de Planck.
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Capitulo 5

Cosmologia cuantica por lazos
con integral de trayectoria del

modelo FLRW

En este capitulo estudiamos el propagador del modelo FLRW cuantizado por
lazos en el esquema Hamiltoniano del capitulo anterior. Lo expresamos en términos
de una integral de funcional de una exponencial de una accién distinta de la clasica.
En lugar de ésta aparece una versiéon modificada con correcciones planckianas
pero definida en el espacio fase clasico. Ello permite considerarla como una acciéon
efectiva. La justificacién de esta interpretacion se dara en el siguiente capitulo que
aborda la aproximacién semiclésica del propagador.

5.1. Propagador del modelo FLRW para k =0

El propagador K (v, ¢’; v, @) se define como el niicleo de la tranformacién que
permite obtener un estado evolucionado a partir de uno inicial. Esto es

(') = Z/dwK(V’,w’;u, PV (v,0), ¢ > (5.1)

Debido a que el modelo FLRW candnico presenta una constricciéon, el propa-
gador fisico se define (por el método del promedio en el grupo) [2], como

K/, 30, 0)pis = / do(' ' | e4C | vy, (5.2)

siendo C' la constriccién Hamiltoniana del modelo.

Para construir el propagador consideramos la constricciéon C de manera analoga
a un Hamiltoniano: técnicamente el coeficiente unidad se particiona en N subin-
tervalos iguales de tamafno ¢ = 1/N. Usamos la propiedad de composicién (2.14)
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en N intervalos e insertamos la relacién de completitud I =" [ do|v, ) (v, ¢| en
medio de cada par de factores

(' | eioC |vg) = (/g | ehC - eiC | wy)
= Z /d(PN—l edpr(vnen | en Y vy _1on_1)
UN 151
- (ngr | enC | wog), (5.3)

donde hemos definido a vy = v/, vy = v, oy = ¢’ vy po = . Consideremos el
subintervalo (¢;, ¢;—1). Usando la forma de la constriccién (4.42) tenemos

i

Leal Leap? —leqf
(vigi | en°C | vis1pio1) = (i | enPe | i) (vi | 70 | yi_y). (5.4)

Insertando la relacién de completitud [ dp, | py)(py |= I en el primer factor
de (5.4) y teniendo en cuenta que (¢ | py) = eP¢% /\/21h, obtenemos

— —

Z 2 K3 2
(i | ekt | gi_y) = /R dpo (i | %% | po)(py | 9io1),

% 2
B / dpoen P (i | pp)(Py | Pi-1),
R

- 2171/dp<p€26apf,egpwpi€_;p@%17
T R

_ 2171/dp(pe}é(eapi,—&-pgp(wi—@i—l)). (55)
™ R

Una observacién importante en este punto es que usamos la completitud de
Ip) en cada subintervalo (¢, @;—1), ¢ = 1,...,; N, por lo que hay NN integrales en
Dy; una adicional que aquellas para ;.

Con respecto al factor gravitacional de (5.4), podemos desarrollar la exponen-
cial en potencias de € alrededor del valor cero como

Ciea® { ~
(i | e 7 vimn) = (vi|vio1) - Fealvi | © | vio1) + O(e),
i ~
= Oy g — ﬁea@i | © | vii1) + O(). (5.6)
Vemos que para calcular el segundo factor de (5.4) requerimos los elementos
de matriz de ©.

Aqui haremos uso de la formulacién Hamiltoniana desarrollada en el capitulo
anterior. Usando (4.44) obtenemos
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~ 3G
(vi|©lvic1) = _%\/Vifll/i(l/ifl +vi)((vi | vie1 + 4oh)
0

8
—2(v; | vie1) + (vi | vie1 — 4boh)),
3G
= —87\/1/@'—1%‘(1/1'—1 + i) (O 05y 4400k
0
_26%'71’1'—1 =+ 51/1‘,1/2'71*4@0/7)' (5'7)

Para lograr un mejor manejo de las expresiones siguientes conviene usar la
identidad 6,7, = (€o/) foﬂ/&) dbe~ 25" ~¥) | Asf la expresién (5.6) queda como

i A 7/to i )
(vi | e 19 Jyy) = il dbe~2rbVimviz1) 4 327;G€a\/%'—17/i(%'—1 +vi) X
™ Jo Sgoh
/e ) /4 )
X (go / " fpe vt _ ol / " dpe bt
T Jo T Jo
/e )
n 670 /o dbe_ﬁb(l/i_yi_l_éwom
™ Jo ’
w/l )
= Lo [T e e 4
T Jo
3inG 9 9
+T3h€a’%_lw(m_l + I/i) sen (g()bl) + O(E )] (58)

A este punto usamos la estrategia de Feynman de identificar la expresién entre
corchetes de la ecuacion anterior como una exponencial. Entonces teniendo en
cuenta que e” = 1+ + O(x?), donde O(z?) son términos no lineales de z y como
x(€), entonces

;oA ¢ /Lo ; 3G ey 17 (Vi 1+vi) sen? (£ob;
(v; | e RO | vic1) = 2 dbie_ﬁbi(w_yifl)e”gh B ' '
T Jo

'(5.9)
Sustituyendo (5.9) y (5.5) en (5.3) obtenemos

a0 14 N
wel Lk v = () O [dew o [ v

UN 1)
x/dpw...dpweésfv, (5.10)

donde
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N-1
Sy — Ontl — Pn b1 vpgr —vp
N =€ § Ppnia -

€ 2 €
n=0
9 3rG 9
+a(py, — We\/ynynﬂ(yn + Vp41) sen”(Lobp+1)) |, (5.11)
0

es una accién discreta adaptada a la particién y correspondiente al modelo
FLRW cuantizado por lazos en forma Hamiltoniana del capitulo anterior.

Para pasar a una descripcion en las variables continuas no acotadas del espacio
fase cldsico usamos la identidad de Jacobi para funciones periddicas f(6,m), con
variables acotadas # y sumadas en m

2m
iml __ iz
Z/O df f(0,m)e /Rdﬂf/Rdyf(y,x)e v, (5.12)

meZ

donde las variables de integracién x, y del miembro derecho son continuas y no
acotadas. Aplicamos este procedimiento a las parejas en (5.3) conn =1,...., N —1
es decir

)

T /Wodb /d /db (5.13)
m i v, [ avy - 5.13
502 0 R R

Un

Tomando en cuenta el limite continuo N — oo, ¢ — 0, podemos hacer los
remplazos ezg — fol dr, (n+1 — n)/€ — dp/dr. De este modo el propagador
para el modelo en cuestién toma la forma

KW, ¢sv,p) = / do / Du(r) / Db(7) / Dpy(7) / Do(r)erSer,  (5.14)

donde

! 1 2 0ob
Sep = /0 dr <pg0§b - §bD -« <pi — 3rGV? Sengg 0 >> . (5.15)

La accién (5.15) esta expresada en variables continuas del espacio fase cldsico.
La forma de (5.14) indica que Scy remplaza la accién clasica del sistema. Es de
hacer notar que limg 0 Sey = Sq, es decir en el limite continuo se obtiene la
descripcién clasica.
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Capitulo 6

Propagador semiclasico de la
cosmologia FLRW y teoria
efectiva

En el presente capitulo se deriva el el propagador polimérico del modelo césmi-
co FLRW usando la aproximacién semiclasica discutida en el capitulo 2, esto es,
como K = Fexp(iSes/h), con el factor de fluctuacién F' obtenido por el método
de Van Vleck-Pauli-Morette. La dindmica efectiva provista por S.; que captura
correcciones cudnticas poliméricas, se discute en detalle. Destaca la evasién de la
singularidad del modelo clasico, que queda sustituida por un rebote. Finalmente
se compara el propagador semiclasico polimérico FLRW con el exacto. La aproxi-
macion semiclasica resulta ser notablemente cercana a la exacta.
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Hemos visto en el capitulo 2 que el propagador de un sistema mecanico con Ha-
miltoniano general H(z,p) admite también una forma funcional de su propagador,
ec. (2.15). Usando la aproximacién semiclésica el propagador toma la forma (2.20),
con factor de fluctuacién dado por (2.55). Con el fin de extender este esquema de
aproximacion en la cuantizacién por lazos del modelo FLRW considerada en los
dos capitulos anteriores podemos hacer referencias a la figura (6.1).

Podemos ver en (fig. 6.1) que el propagador del modelo FLRW cuantizadp por
lazos andlogo de (2.20) fue obtenido en el capitulo 5 con resultado (5.14) y (5.15).
El siguiente paso seria desarrollar el andlisis que lleva a (2.55), sin embargo esto no
es necesario. Debido a que el andlisis realizado en el capitulo 2 considera un Ha-
miltoniano general H(x,p), esto incluye la particula polimérica del capitulo 3 y el
modelo FLRW en (5.14). Ello vélida la aplicacién de (2.55) a estos casos. Ademas,
es notable que la aproximacién semicldsica (2.20) sugiere como contribucién do-
minante la dindmica y trayectoria correspondiente a la accién alli contenida. Para
la particula libre polimérica esto es ec. (3.23) y para FLRW la ec. (5.15). De alli
su designacion como ”acciones efectivas”. No sélo esta sino que la misma permite
calcular el factor de fluctuacion correspondiente con base en (2.55). En la segun-
da seccién abordaremos la dindamica efectiva del modelo FLRW después el factor
de fluctuacién y finalmente comparamos los propagadores semiclasico y analitico
exacto que es conocido para esta versiéon simplificada del modelo FLRW [2].

6.1. Dinamica efectiva

De (5.15) podemos derivar! las ecuaciones de movimiento, o juega el papel
de un multiplicador de Lagrange y se tiene una constriccién Hamiltoniana Cep =
P2 — (3mGV? /€5) sen” Lob. Asi las ecuaciones de movimiento toman la forma

. 12
U= 62—7GV2 sen(20pb), b= _%GVSGHQ(EOZ))- (6.2)
0 0

Considerando que? Cey ~ 0, obtenemos p, = (V3rGv/ly) senlyb y de (6.2)

I'Né6tese que mediante el andlisis variacional, las ecuaciones de Hamilton tienen un
factor de —1/2 en by v. Es decir —b/2 = —3C.;/dv y i = —20C,s/db.

2El simbolo = significa que esta funcién no es cero en todo el espacio fase, sino que se
anula en un subespacio o ”superficie de constriccién”.
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Modelo Mecanico
K(xp, ty; Tas ta) = fD[:s(t)]/D[p(t)]eislx(t},p(t]]/ﬁ,
Propagador . »
Sle,pl = f dt(ip—H), H=1-1v)
Ksc(xp, ty; xa, ta) = F(xp, Ta; tb,ta)efiasd(zb’zﬂ;tbstﬂ)’
F(@p, Tai thta) = / D(o2] / DisplehSntaneaitit)
Propagador % :
N : S xax;tata = dttséﬂ')—H 5;[:,(5 .
semiclasico 71(@b: Zai th ta) A (dp s1(dz, op))
Hp(dz,6p) = % (agc:Hd) (6z)* + % (812%; Ha) (6p)* + (agcuu He) 6xép
Fxy, ty; o, ta) !
s by Uby 3 = —
Determinante SES \ 27ihD
de VV-P-M p - (_9Sal@ tyiza, ta)) -
azlfbazl,‘a

Figura 6.1: Esquema del método de aproximacién del determinante de Van
Vleck-Pauli-Morette.
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b

lo———— = —4V37Gp, = —2V37Gp,
sen(Lob)
1
- = 12 —
o [ s = —VIRGo— o).
lob
In(tan(=)) = —V12rG(p — o),
tan(@) — o~ V12rG(ep—¢0)
2 )
_ 21 ( —VI2rG(e—0)
b= g tan (e ) (6.3)

Para obtener v(y), primero obtenemos la ecuacién de la 6rbita utilizando la
regla de la cadena v = b% en (6.2) como

dV' 67TG 2
%b = W}/ Sen(2€0b)7
Wy cot(oh)
db = VEg Cotl£p0),
v = wgesc(fob). (6.4)
Entonces
. 1240 €0b e()b
vo= g csc( 5 ) sec( 5 ),
_ I;O\/<62\/127TG(90§00) + 1) (@m(wﬂoo) + 1),

_ % < 2WIZRG(p—p0) 49 4 e—me(w—«po)),

= yycosh(V12rG(p — ¢o)). (6.5)

Notamos que la dindmica efectiva, ecs. (6.5), (6.3) evita singularidad, mientras
que la dindmica clésica, ecs. (4.37), (4.39) no lo hace (ver fig. 6.2).

6.2. Factor de fluctuacion

Puesto que el método de Van Vleck-Pauli-Morette del capitulo 2 requiere que
las soluciones (6.5), (6.3) y la accién efectiva (5.15) se expresen en términos de
valores frontera v(¢y;) = vy, procedemos a expresar las constantes de integracion
Yy y @o en funcién de ellas, con ¢ = ¢ — ¢;, como
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L. \
Contraccion .

\ Cosh (V12nG
3 e~ViznG o (C
4
—1 o
-1
/ eV12mG o
—2
., ! Cosh (—V12rG ¢)
expansion — [

Figura 6.2: La linea punteada es el caso clasico, y la linea solida el caso
efectivo, hemos optado por considerar a vy = 1, ¢y = 0 y también interpretar
la evolucién no solo en un sentido, sino en ambos (es decir, la evolucién del
universo ampliandose o contrayéndose).

v; = wvgcosh(—vV12rGyy),
ve = vycosh(V12rG (¢ — ¢o)). (6.6)

Dividimos vy entre v; de (6.6). Usando la forma exponencial del coseno hi-
perbdlico llegamos a

vy V120G (¢—p0) | o—V127G(¢—p0)
v; e—V12rGpo 4 oV127Gpo ’
e\/m¢ + e*m@)*%’o)

1+ 62\/%@0 ’

V122G _ V§
eV 12nGoo eviznae Vi (6.7)
—e—V12rGo 4 Vi ’

Vi

De (6.6) obtenemos vy como
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2u; 2u;eV12mGeo
e—V121Gpo 4 oV127Gpo 1 4 2V127Gpo

eVi12rGo _ ZVTf eV12nGo _ —V127Go
= 2Vi e 127G + II/Tf 767\/127rG¢ + I;i )
_ Vi ViznGy _ VI > ( —ViamGe 4 Y >
= - e —_ — —e + — . 68
senh v/ 127er>\/< Vi Vi (68)

Ya obtenidas las constantes de integracién vy (6.8) y o (6.7) en términos de
los valores de frontera (v, v, ¢ = ¢ — ¢;), teniendo en cuenta que Cer =~ 0y por
las ecuaciones de movimiento (6.1) y (6.2) vemos que

) 67G
PP = Zpi = WI/Q sen?(£ob),
v 127G 9 v
= -3 (— 7 v sen (Eob)> = —§b. (6.9)

Ahora expresamos la accién (5.15) en términos de los valores de frontera

- > Z—;/dT(Vi)-i-bl)),

1
= 5 wibi —vsby). (6.10)

Sey

I
s
\]
PR
s
€
-
|
[\]
S
<

Remplazando (6.7) en (6.3), sabiendo que b; = b(¢ = 0) y by = b(¢ = ¢),

obtenemos a la accién efectiva expresada en términos de valores de frontera

5 B & . . eV9i2nGo _ %l:
ef = KO an _ef\/127rG¢ + vy
v
V12rGo _ Vf
e e e i = (6.11)
A —e—V12rGo 4 V1 | )
vi

El propagador semicldsico de acuerdo a (2.20) y (2.55) para el caso FLRW
tomara la forma

)
Ksc(l/f,l/i;(/?) = FeXp <hSef(Vfayi;§0)> )

1 025, \"?
F = - . 12
b 2m’h< ayfayi> (6.12)
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Para calcular el factor de fluctuacién, definimos a = eV127G?¢ 3 = —e~V127Ge,
y € = /(aw; — vy)/(Bri + vy) tal que la accién efectiva (6.11) es

0oSes = vitan ' e — vy tan ! (—Be) (6.13)

Obtenemos el determinante, derivando respecto a los volimenes inicial v; y
final vy, es decir

GZSef _ 1 ﬁ N B ﬁ B ( Vi€ n z/fﬁ?’e ) Oe ﬁ
Oﬁufﬁyi 1+e2dvy 14 B2%€ 0y, (1+€2)?2 (14 p2%€2)? ) Ov; Ovy
v v 0%¢
+ <1 + €2 + 1 fﬂf262> Qv;0vy’
Byt <186_186>_26(,3V7;+Vf)38686 (6.14)
a+ B \vovy vyiy vivg(a+ )2 Ov; Ovy’ '

donde se ha utilizado la definicion de €, dependiente de o y 3, por lo que solo

es necesario calcular 2¢ y -2< esto es
d 81//' ? ’

Vi

de 0 Javi—vy 1 [Britus a  (avi—vp)B
ovi o\l Buit+ve 2\l avi —ve \Bri+vs (B +vy)?
Y [ Buitvy (a(Bri+vy) = Blavi —vp)\ 1 [Bri+vy ((vi(a+B)
2\ v — vy (B +vy)? 2\ av; — vy \(Byi +vy)?
O 0 Javi—vy 1 [Brituy -1 (av; —vy)
vy N ovy \| By + vy 2\ ay; — ve \Bri+vy (Bvi +vy)?

)

_ 1 [Brituyy <5Vi+7/f+(CVVi_Vf))_ 1 [Bvitvy [ vi(a+B)
2V av — vy (Bvi +vy)? - 2V av vy ((61/1'+1/f)2>'

De esta forma

6256]6 1 Bv; + vy 1 €
EO = — =+ ,
OvyOy; (Bvi +vg)\| avy —vy  2av; — vy
1 1

2 flavi —vy)(Bri +vp)

~1/2
= 1 (1/12 <ev 127G _ yf) <—ev 12nGo 4 Uf>> , (6.15)

2 V; v;

en la cual se han sustituido las definiciones de «, # y €. Finalmente el propa-
gador semiclésico (6.12) tiene un factor de fluctuacién
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—1/4
p oo b <yz <em¢_%> <_6—W¢+”{”>) / . (6.16)

4rh \'* v; Vi

Siendo Scy la accién efectiva (6.11). Este resultado fue obtenido por Ashte-
kar et al en [2], usando un método Hamiltoniano®, combinado con la integral de
trayectoria. Este atajo, no es necesario como hemos demostrado aqui.

6.3. Region prohibida y continuacién analiti-
ca

Por el factor de fluctuacion (6.16), podemos notar que existen dos singularida-
des

V121G _ vy y o V121G _ vy
V; ’ V; ’

es decir existe una region efectivamente permitida, la cual esta en

vy >ef\/12wc¢ y vy < oV121Go

Vi vy

Esto se puede ver en la figura (6.2), la region efectivamente permitida incluye
el rebote. Sin embargo hay regiones prohibidas.

Para extender el andlisis y la comparacién con el resultado exacto, procedemos
a hacer una continuacion analitica. De forma similar a como se procedié en el
problema de la particula libre polimérica, proponemos

b = ib, a=ia, Pp=1ipy, Sey=iSef,
3rGr? @)

cC = Hef:ﬁi— 7 sen2( ;
0

rsljz
~
Il
QU
\]
VR
=
Y
.
|
N =
o
Q.
+
joN
/N
=1
< N
|
g
ESNES
<
(V)
no
‘ N
<. o
o>
N——
N———
>
—_
-

Cuya solucién es

3Ver apéndice A, del articulo mencionado.
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Ue) = wsenh(v/I2RG(p — p0)), Bly) = o tanh (e VIBROEan)),

eV12nGo _ Vf/Vi

—V127nGpo _
e—V12nGo _ ,/f/yi’
— Yi Vi2rGe _ \ (e—V127Go _ . (6.18
7 senh(v127G o) \/<6 Vf/yz) <e Vf/yl) (6.18)

La accién efectiva en la zona efectivamente prohibida serd

5’ — ﬁt h—l e 12#G¢_Vf/yi
of = an
£y eV127Go _ )/,

e~V12tGo _ yp fu;

_u tanh~! [ eV127Go

Eo eV 127G _ Vf/V'i

con ¢ = ¢y — ¢;

Notemos que (6.11) es similar a (6.19), es decir*

Sef(vp,visd) = iSer(vy,vis —9)
?Sey(vy,vi; —9) _ Z.32Sef(l/fﬂ/i;¢)

3Vf8vi al/falji

_ 1 <V2 (6\/127rG¢ o Vf) <€\/127rG¢ _

7

_%

v

(6.19)

’Z))l(/g.m)

Por lo que el propagador semiclasico en la extensién analitica serd

K, = Fexp (def(’/f7”i;¢))’

h
~ E(] T, e 14 [T 14 _1/4
F = B N A & eV12nGo _ 71 (6.21)
4mh ! vy v;
con Sef(vy,vi; ¢) como (6.19).
4Esto, si definimos a ¢ = —¢, y usamos que tanh ™! (iz) = i tan~!(z)

95



6.4. Comparacioén con el resultado exacto sLQC

Este modelo estéd bien estudiado y se conoce el resultado analitico exacto del
propagador [2], el cual tiene la forma

= ; > L ikt
R orveod = 2\/W/0 senh(wk)P”f(k)Pm(k)k‘e
ning ) . 1 ¢
) P"f(_zat)Pni(—Zat)dJ(l) (2 _ Z277>

con v; = dbohny, vy = Mohng, t = V127G (d; — ¢i) v vV (2) = dlogT'(2)/dz,
siendo I'(z) la funcién Gamma, y

1 d2n

1—s ik 2n 1 2n—1
(k) ik(2n)! (ds% R (1 —i—s) Z m!(2n — m)! H (ik +m —1)

m=0 =1

En la fig. (6.3) podemos apreciar la eficiencia de la aproximacién semiclési-
ca que captura las caracteristicas esenciales del propagador analitico exacto. La
coincidencia es notable®. En este trabajo este resultado se obtuvo completamente
en el esquema de integral de trayectoria, un contraste con el método combinado,
Hamiltoniano e integral de trayectoria, de Ashtekar et al [2].

5Nétese la aparente descontinuidad en la zona de empalme del propagador en la zona
efectivamente permitida con la prohibida, esto se debe al problema computacional en
Mathematica en cuanto se trata de infinitos.
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Figura 6.3: Parte real del propagador exacto (linea roja punteada), y el pro-
pagador semiclésico (linea negra sélida), en funcién del tiempo re-escalado
100t. Usamos v; = 4lyhn,;, vy = 4bohny y t = V127G(¢py — ¢;). Hemos
considerado n; = 10 y ny = 20. Noétese la presencia de la singularidad en
t =1In(2) ~ 0.6931.
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Capitulo 7

Discusién, conclusiones y
perspectivas

En la presente tesis se ha analizado un aspecto particular de LQC, y es el
haber obtenido una forma analitica del propagador semiclasico del modelo césmico
FLRW k = 0, cuantizado a la lazos, ya anteriormente estudiada por Ashtekar et
al en [2]. Sin embargo, en esta tesis se ha obtenido mediante un método distinto
basado completamente en integral de trayectoria, en [30, 32, 43, 44].

En el capitulo 2 después de recordar brevemente la técnica de aproximacién
semiclasica en el formalismo hamiltoniano hemos retomado la metodologia corres-
pondiente de integral de trayectoria de [4]. Se ha demostrado que la férmula del
determinante de Van Vleck-Paul-Morette es valida para cualquier Hamiltoniano
analitico' H(x,p,t).

En el capitulo 3 se ha utilizado la formula obtenida para el determinante de
Van Vleck-Pauli-Morette, para una particula libre polimérica. El propagador se-
miclasico captura el comportamiento esencial del propagador exacto (ver fig. 3.2)
(33, 34].

En los capitulos 4 y 5, recordamos el tratamiento cudntico, Hamiltoniano y de
integral de trayectoria, respectivamente para el modelo csmico FLRW [49, 50, 51].
En el capitulo capitulo 4 se presenta su andlisis candnico [23]. Expresamos la
dindmica cldsica en términos de variables de Ashtekar-Barbero. Posteriormente
pasamos a su cuantizacién por lazos [18, 19, 20, 22].

En el capitulo 5 expresamos el propagador FLRW en forma funcional [2].

Finalmente, en el capitulo 6, se obtiene la dindmica efectiva del modelo FLRW
k = 0 cuantizado a la lazos, llegando al resultado del rebote césmico, en el cual la
singularidad del “Big Bang”, es remplazada por dicho rebote (“Big Bounce”) (fig.
6.2). Se emplea el método de aproximacién semicldsica en integral de trayectoria
desarrollado en el capitulo 2. El propagador semiclasico obtenido coincide con el

TAqui analizamos tres modelos distintos, el de la particula libre, particula libre po-
limérica y modelo c6smico FLRW k = 0 a la lazos simplificado (ver fig. 7.1).
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Figura 7.1: Propagador exacto y semiclésico de particula libre, particula libre
polimérica y FLRW k = 0 a la lazos, simplificado.

resultado de Ashtekar et al [2], pero a diferencia de este no se utilizan métodos
Hamiltonianos, sino exclusivamente de integral de trayectoria.

Tanto para la particula libre polimérica como para el modelo cosmoldgico
FLRW, se tiene una region prohibida en la que el comportamiento cudntico cambia
y técnicamente se describe mediante una continuacion analitica pertinente.

Las perspectivas a futuro es que este método (capitulo 2) de aproximacién
semiclasica en integral de trayectoria, pueda ser aplicado a modelos de mayor
interés como lo es el modelo césmico no soluble [17], interior de agujero negro de
Schwarzschild [9, 10, 37], FLRW abierto o cerrado [21], Bianchi [16], o modelos
mecanicos como oscilador arménico [35] y particula libre relativista [36].

La dificultad técnica de este método radica en que el sistema tiene que ser
integrable, para expresar la accién en términos de valores frontera (g¢,q;), para
utilizar la formula del determinante de Van Vleck-Pauli-Morette (2.55). Estudiar
una salida a este limitante es de gran interés.
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