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Introducciéon

Este trabajo es una introduccion a la Légica Epistémica de corte modal. De ello hay que

tomar en consideracion dos cosas:

I) No se trata aqui de la Logica Epistémica en general, sino de un tipo particular
de ella, a saber; una que pertenece al conjunto de la Logica Modall. La logica que aqui se
analiza emplea las herramientas formales desarrolladas para el estudio de las nociones
de "necesidad" y "posibilidad”, y las aplica al analisis de algunos conceptos
epistemolodgicos tales como "conocimiento” y "creencia". Por consiguiente, el objeto de
nuestro estudio es la Légica Epistémica Modal, 1a cual es eminentemente formal y hace
de las nociones epistémicas formas de modalidad, a las que se les da el nombre de
modalidades epistémicas. De manera elemental, una modalidad es una manera de
afirmar una proposicion. Por ejemplo, dada una proposicién p, yo puedo afirmarla de
formas distintas: "p es verdadera", " p es necesaria”, " p es posible"...; cada una de éstas
es una modalidad de p. Asi, entender los conceptos epistémicos como modalidades

significa que declaraciones del tipo " sé que p", "se cree que p" o "p estd justificada”,

constituyen formas de afirmar la proposicion p.

En términos generales, la importancia de toda légica modal, incluida la
epistémica, reside, en parte, en su valor como herramienta para el anélisis de conceptos
filos6ficos —en este sentido, constituye una alternativa logico-formal al puro anélisis
conceptual a través del uso ordinario de las expresiones—; razén por la cual las logicas
modales forman parte de la /dgica filosofica. En cuanto a la Logica Epistémica Modal, se
espera de ella el esclarecimiento de nociones de la Epistemologia o Teoria del

Conocimiento, verbi gratia, “creencia”, “verdad”, “justificacion” y “conocimiento”. Asi,

1 Algunos desarrollos paralelos que merecen el nombre de légicas epistémicas son: la logica de John
Dewey, tal como la presenta en su Logic: Theory of Inquiry (1938); y la l6gica del descubrimiento (ver
Aliseda, Atocha, Abductive Reasoning Logical Investigations into Discovery and Explanation, Synthese

Library 330, Springer, 2006).



la pregunta por su éxito o fracaso en semejante tarea conforma el problema filosofico

general de la Légica Epistémica.

II) Su caracter introductorio. Mi intencion es proveer de las herramientas
necesarias a cualquiera que desee iniciarse en el estudio de esta logica. Por esta razon,
la mitad de estas péaginas estd dedicada a la explicacion y demostracion de nociones y
afirmaciones basicas, las cuales, aunque prescindibles para aquellos bien informados
en Logica Modal, resultan indispensables para el profano. Como consecuencia, el lector
encontrara multiples ejemplos de la demostracion de teoremas (derivaciones de
formulas al interior de una teoria formal) y metateoremas (pruebas de afirmaciones
generales acerca de una teoria formal); también hallara diagramas diversos, cuya
finalidad es hacerle mas asequible alguna definicion o prueba. La principal motivacién
que tuve para ello fue el cardcter escueto de muchas introducciones a la Logica
Epistémica, las cuales, aunque muy utiles, son semejantes al oraculo de Delfos, pues no

revelan ni ocultan la verdad, solo la insimian?.

Ademas de esta labor de hormiga en la construccién de explicaciones y pruebas,
este trabajo es introductorio en otro sentido, ya que las paginas restantes, la otra mitad,
estan consagradas a temas epistemoldgicos o, con mayor precision, al vinculo entre la
Teoria del Conocimiento y la Loégica Epistémica. Es éste un punto olvidado en la
literatura contemporanea3, aunque no por ello deja de ser un punto de partida
obligatorio: tal conexion se hace patente desde el nombre mismo ‘Légica Epistémica’.
Cabe aclarar aqui que no tomo a mi cargo los problemas concernientes a los origenes
de esta logica, o las razones y motivos que llevaron al abandono de su relacion con la
Teoria del Conocimiento. En su lugar, me concentro en el estatus epistemolégico de los

principios fundamentales de esta logica, videlicet: la clausula modal de conocimiento

2 Confer, por ejemplo, Freund, Max, Logica Epistémica, en: Enciclopedia iberoamericana de filosofia
(Volumen 7), Trotta (Ed.), 1995, p. 207; Gochet P. y Gribomont P., “Epistemic logic”, en: Handbook of the
history of logic (vol 7), M. Gabbay y Wood ]. (Editores), 2006; Hans van Ditmarsch, Joseph Y. Halpern,
Wiebe van der Hoek, Barteld Kooi (Eds.), Handbook of Epistemic Logic, College Publications (2015).

3 Para hacer patente este olvido, también es util ver los dos handbooks sugeridos en la nota anterior.



(segun la cual un agente conoce una proposicion si y sélo si ésta es el caso en todas las
posibilidades a las que ¢l tiene acceso en un estado determinado); el supuesto
aristotélico (o la tesis de que todo lo demostrado constituye conocimiento); el supuesto
de transmision de conocimiento (id est, que las propiedades del saber se heredan a
través de la deduccion); el principio de conocimiento (o bien, la idea de que el
conocimiento proposicional precisa de la verdad para ser conocimiento auténtico); el
principio de introspeccion positiva (4 e, la tesis de que se conoce una proposicion sélo
si se sabe que se la conoce), y el principio de introspeccion negativa (o el supuesto de
que siempre que se ignora una proposicion, se sabe que se la ignora). Desde luego,
dichos principios no surgieron con la Logica Epistémica, sino que pertenecen al &mbito
de la Teoria del Conocimiento, y aquélla no hace sino abrigarlos como punto de
arranque para examinar sus implicaciones inferenciales y consecuencias. Mi trabajo
consiste, en gran medida, en la determinaciéon de tales consecuencias para la

Epistemologia*.
Los puntos I) y II) delimitan los alcances de nuestra investigacion.

En cuanto a su estructura, este escrito se halla seccionado en seis capitulos. En
el primero de ellos, como su nombre lo indica, se presentan nociones basicas o
fundamentales, en el sentido de que resultan necesarias para el estudio de la Logica
Epistémica Modal, asi como para la comprension de los capitulos subsecuentes en este
trabajo. Entre estas nociones basicas, destaca la clausula modal del conocimiento. Los
capitulos del IT al IV contienen el analisis de cuatro teorias axiomaticas "estandar" —es
decir, teorias definidas en un lenguaje formal con un unico operador modal, el de
conocimiento— para esta logica, asi como de los supuestos epistémicos fundamentales
a ellas relacionados: la teoria K y los supuestos aristotélico y de preservacion del

conocimiento (cap. II); la teoria T y el principio de conocimiento (cap. III); la teoria S4

4 Algunos trabajos muy interesantes acerca del vinculo entre Epistemologia y Légica Epistémica son:
Hilpinen, R.: 1970, “Knowing that One Knows”, Synthese 21, 109-131; Hintikka, ]J.: 1970, “Knowing that
One Knows’ Reviewed”, Synthese 21, 141-162; y, por su puesto, Lewis, D.: 1996, “Elusive Knowledge”,
The Australasian Journal of Philosophy 74, 549-567.



y el principio de introspeccién positiva, asi como la teoria S5 y el principio de
introspeccion negativa (cap. IV). En el capitulo V, se presenta una manera de traducir
formulas de un lenguaje modal a féormulas de un lenguaje de primer orden, lo cual abre
una reflexion acerca de la importancia de los lenguajes modales. En el capitulo VI y final,
se introduce al estudio de la Logica Multimodal: aquella que trabaja con lenguajes con
dos o mas operadores modales [ g, uno de conocimiento y otro de creencia]. En las
conclusiones, el lector encontrard un breve comentario sobre uno de los problemas
clasicos en Logica Epistémica, a saber; el problema de la omnisciencia logica; ademas de
un balance de las discusiones epistemologicas de los capitulos precedentes. Por ultimo,
el cierre de este escrito estd dado por tres apéndices: el primero incluye la demostracion
de algunos teoremas que se obtienen en los sistemas K, T, S4 y S5; el segundo, el
metateorema de completez para cada uno de estos sistemas; y el tercero, el
metateorema de correccion para cuatro sistemas de Logica Epistémica Multimodal. La
inclusion de estos tres apéndices obedece al cumplimiento de la promesa de abundar
en las demostraciones, pero también al intento de descargar los capitulos de
consideraciones formales y, de este modo, tornar mucho mas sencilla la lectura de las

partes centrales de esta investigacion.

Como se desprende de lo anterior, este trabajo es hibrido, pues si bien cada uno
de sus capitulos involucra un desarrollo puramente formal de la Logica Epistémica,
también contempla una discusion epistemologica de sus supuestos fundamentales.
Tales secciones epistemoldgicas aparecen bajo el subtitulo de "Consideraciones...", y son
las que le dan nombre a esta tesis, a la vez que constituyen, de alguna manera, su parte

mas original.

Finalmente, dejo una disculpa para el lector acostumbrado a las abundantes
referencias bibliograficas al final de un trabajo de semejante naturaleza. Las mias son
minimas, y ello solo tiene una explicacion: <<porque en esta ocasion al menos, yo
también me senti "poltron y perezoso de andarme buscando autores que digan lo que

yo me sé decir sin ellos”>>.



1. Nociones fundamentales

1.1. Antecedentes y nocién de la Logica Epistémica®
Considérese el siguiente argumento:

i) Edipo sabe que la peste en Tebas es causada por el asesino de Layo.
ii) Si la peste en Tebas es causada por el asesino de Layo, ésta no cesara hasta

que aquél expie su crimen.

c) La peste no cesara hasta que el asesino de Layo expie su crimen.

Desde el punto de vista de la légica clasica, este argumento es incorrecto pues
sus premisas podrian ser todas verdaderas y su conclusién ser falsa, y ello
principalmente porque la proposicién expresada en i) no es la misma que aquella que
hace de antecedente en ii); no tienen, de hecho, las mismas condiciones de verdad. Sin
embargo, alguien podria oponer que el razonamiento, después de todo, es correcto, ya
que la verdad de la proposicion ‘la peste en Tebas es causada por el asesino de Layo’ se
encuentra implicada en la proposicién ‘Edipo sabe que la peste en Tebas es causada por
el asesino de Layo’. Pero con ello se esta reconociendo que su correccion no descansa
Unicamente en la definicién de verdad de los conectivos y operadores de los que se
ocupa la ldgica clasica y, por tanto, en los principios de razonamiento estudiados por
ésta, sino sobre todo en las propiedad y relaciones logicas de la expresion ‘sabe’, que
aparece en la primera premisa del razonamiento. A este tipo de razonamientos, 7 e, a
los razonamientos en cuya validez o invalidez juegan un papel crucial expresiones
epistémicas tales como ‘conocer’, ‘saber’, ‘creer’, etcétera, asi como sus derivados, los

referiremos como razonamientos en torno al conocimiento.

5 Para la nocion de logica epistémica y sus antecedentes, me he apoyado principalmente en el primer
apartado, “Setting the Stage”, de Epistemic logic: a survey of the logic of knowledge (2005), de Nicholas

Rescher.



Caracterizaremos, entonces, a la Légica Epistémica (LE) como aquella rama de
la l6gica filoséfica que se encarga de la investigacion de los principios generales de los
razonamientos en torno al conocimiento, con el objeto de elucidar sus implicaciones
inferenciales y sus consecuencias®. Dicha investigacion se ha centrado principalmente
en el conocimiento proposicional: aquel que hace referencia a un hecho susceptible de
ser expresado mediante una proposiciéon; podemos ejemplificar esta forma de
conocimiento con el enunciado <<Aquileo sabe que morird junto a las puertas
Esceas>>, o bien, con este otro <<Sherlock Holmes no sabe que /a Tierra gira
alrededor del So/>>. No obstante, también se ha prestado atencion, aunque de manera
secundaria, al conocimiento interrogativo: aquel que se expresa mediante adverbios
interrogativos (qué, como, cudndo, etcétera); como una ilustracion de éste téngase el
enunciado <<Aquileo sabe donde morira>> o <<Sherlock Holmes no sabe quién es
Thomas Carlyle>>. Tal restriccidon al conocimiento proposicional y al conocimiento
interrogativo limita el alcance de la investigacion en LE; no obstante, mediante el
primero es posible expresar otras formas de conocimiento, como lo son el conocimiento
de objetos (que involucra tanto objetos individuales como colecciones de éstos), asi
como un tipo de saber-como [know-how], llamado conocimiento procedimental’. Por

ejemplo, la declaracién:

6 La LE también se puede entender como el andlisis 16gico-formal de las expresiones u operadores de la
forma <<S sabe que a>> (donde S y a son, respectivamente, un agente de conocimiento y una
proposicion cualesquiera) asi como otras expresiones afines, v. g, <<S cree que a>>, <<a es
cognoscible>>, <<a es cognoscible de forma constructiva>>, <<a puede ser probado>>, <<a es de
conocimiento comdn>>>, etcétera; a los operadores de este tipo se les conoce generalmente como
operadores o modalidades epistémicos. Por consiguiente, podemos caracterizar a la ldgica epistémica
como el estudio de las propiedades y relaciones légicas de los operadores epistémicos. Cf, Freund, Max,

Logica epistémica, en: Enciclopedia iberoamericana de filosofia (Volumen 7), Trotta (Ed.), 1995, p. 207.

7 En general, existen dos tipos de saber-como. El saber-como procedimental: x sabe como la actividad A
es realizada, en el sentido de que x puede dar instrucciones para realizar A; y el saber-como
performativo: xsabe cémo hacer la actividad A, en el sentido de que xpuede hacer A. De estos dos tipos
de saber-como, Unicamente el primero es susceptible de una reduccién o reformulacién mediante el

conocimiento proposicional.
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‘Tiresias conoce la identidad del asesino del rey Layo’ [conocimiento de objetos]

puede ser reformulada diciendo que:

‘Hay una proposicion p tal que ésta expresa quién es el asesino del rey Layo (v.
&, <<Edipo es el asesino de Layo>>) y Tiresias sabe que p (i e, Tiresias sabe

que Edipo es el asesino de Layo)’ [conocimiento proposicional].
Por otro lado, la afirmacion:

‘Bonvicino de la Riva sabe cémo hay que comportarse en la mesa’ [saber-coémo

procedimental],

se puede reformular, empleando la maquinaria del conocimiento proposicional, como

sigue:

‘Bonvicino de la Riva sabe que no se debe beber de la sopera ni abalanzarse sobre
la fuente, ni mucho menos hacer ruidos con la boca como una foca’

[conocimiento proposicional]s.

Si bien la LE se desarroll6 en la Edad Media, particularmente durante los siglos
XII al XV, la investigacion contemporanea sobre LE se retrotrae a la segunda mitad del
siglo XX. Algunos preliminares al respecto se hallan en Meaning and necessity (1947),
de Rudolf Carnap, en sus deliberaciones en torno a los enunciados de creencia. Un afio
después, en 1948, encontramos en el articulo Many valued logics and the formailization
of intensional fuction, del 16gico polaco Jerzy Los, un desarrollo de lo que él llama una
l6gica de la “creencia” o “aceptacién”; en este trabajo, L.o$ presenta una axiomatizaciéon
para el operador ‘Lxp’, que emplea para simbolizar expresiones de la forma <<el
individuo x cree (o esta comprometido con) la proposicién p>>. Durante los afios 50,
las publicaciones de algunos légicos como Arthur Prior, G. H. von Wright, entre otros,
ampliaron el rango de investigacion en este campo, mas no fue sino hasta los 60 cuando

vio la luz el primer libro sobre la materia, Knowledge and belief: an introduction to the

8 Extraido de un texto que refleja el comportamiento de la clase alta del S. XIII. Citado en: Elias Norbert,

El proceso de la civilizacion, Fondo de Cultura Econémica (Ed.), México, cap. 2, 4, II.

11



logic of the two notions (1962), escrito por Jaakko Hintikka. Desde entonces, la
investigacion en Légica Epistémica ha sido continua y con el presente trabajo, por

modesto que sea, se intenta contribuir al desarrollo de la misma.

1.2. Lenguajes formales epistémicos

En el curso de la investigacion, la LE emplea lenguajes formales (i e, sin significado)
para el analisis de los razonamientos sobre el conocimiento, esto con la finalidad de no
caer en el embrujo del lenguaje -para emplear una expresion de Frege-, es decir, para
evitar ambigiiedades y demas oscuridades que emergen con facilidad cuando se intenta
hacer logica en las diversas lenguas existentes. Los lenguajes formales que emplea esta
légica constituyen extensiones del lenguaje formal proposicional, asi como de los
lenguajes de primer orden y Ordenes superiores. A continuacion, se presenta una

definicion general de los lenguajes proposicionales y de primer orden para la LE.

Para definir un lenguaje formal epistémico tenemos que dar los simbolos que lo

componen, asi como sus reglas de formacion para formulas bien formadas (¢4 ).
1.2.1. Z-epistémico proposicional
Un lenguaje epistémico proposicional consta de los siguientes simbolos:

) Un conjunto infinito numerable de letras proposicionales p1, p2, p3, -..

H) -, =

1) ()

[V) Un conjunto de n operadores®

9 Seglin se esté trabajando con modalidades epistémicas absolutas o relativas, se emplean operadores de
la forma ‘O’ (sin subindices) o de la forma ‘Om’ (con subindices). Las modalidades absolutas son aquéllas
en donde no aparece explicitamente el agente de conocimiento, como ocurre en las expresiones <<a es
cognoscible>> o<<a puede ser probado>>, donde solamente se afirma algo sobre la proposicion ‘o,
mas no se menciona nada sobre el sujeto de conocimiento. Por el contrario, en las modalidades relativas,
figura explicitamente el agente de conocimiento, como en las expresiones <<S sabe que a>> 0 <<S cree

que a>>, en donde ‘S’ es dicho agente. En este trabajo, emplearemos lenguajes epistémicos cuyos
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04, ..., On
Reglas de formacion de 44 ‘e de £:

I) Toda letra proposicional es una /4.
II) Siay B son ¢4 ‘¢, también lo son:
(=), (a—p), (Oja) con con j=1, 2, ..., n.
IIT) No hay mas ¢4 .

Definiciones:
aAB=—(a—=P)
aVvB= (na—p)
aeBE(a=BA(B—a)
1.2.2. £Z- epistémicos de primer orden
Un lenguaje epistémico de primer orden £ consta de los siguientes simbolos:

Simbolos l6gicos:

) Un conjunto numerable de variables individuales {xi: ieN}

X1,X2, ... Xn, ...

II) Simbolo de identidad

~
~

[II) Conectivos légicos

-,

[V) Cuantificadores

conjuntos de operadores tienen subindices, pues éstos, a diferencia de las modalidades absolutas,
permiten expresar relaciones entre los agentes de conocimiento, razén por la cual se les llama lenguajes
epistémicos de multi-agentes. Cf. Gochet P. y Gribomont P., “Epistemic logic”, en: Handbook of the history
of logic (vol 7), M. Gabbay y Wood J. (Editores), 2006.
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v, 3

V) Paréntesis

0

Simbolos no légicos:

VI) Un conjunto (posiblemente vacio) de constantes individuales {ck: keK},

donde K es un conjunto cualquiera, que funciona como el conjunto de indices.

VII) Un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos relacionales o de predicados
{Pi: iel}, donde I es un conjunto cualquiera, que funciona como el conjunto de

indices.

VIII) Un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos funcionales {fj: jeJ}, donde ]

es un conjunto cualquiera, que funciona como el conjunto de indices.

IX) Un conjunto (posiblemente vacio) de operadores {Om: meM}, donde M es un 14

conjunto cualquiera, que funciona como el conjunto de indices?0.
Notacion: Z= {{ck: keK}, {Pi: iel}, {fj: jeJ}, {Om: meM}}

Observacion: a cada simbolo relacional y funcional se le asocia un niimero natural >1,

su aridad!?.

Reglas de formacidn de 44 ‘¢ de £:

Términos de <:

10 Aunque K, I, ] y M son conjuntos arbitrarios, muchas veces se les considera como subconjuntos de los

numeros naturales.
11 Esto ultimo se puede hacer por medio de funciones:
p: [—=N\{0}, donde (i) es la aridad de P;;

v: ]J—N\{0}, donde v(j) es la aridad de fj.



[) Variables individuales
II) Constantes individuales

III) fj (t1... tn) sila aridad de fjesn y ty, ..., tnson términos de .Z.

[) ti=t2, donde t1 y t2 son términos de Z.
II) Piti... tasity, ..., ta SOn términos de £y Pi es un predicado n-ario

IIT) Si acy B son ¢4 ‘¢, también lo son:
(=), (a—=P), (Oja) con j=1, ..., m

IV) Si a es una g4y v es una variable individual, también es /:

Yva, dva

V) No hay mas /4 ‘o12.

Definiciones:
aABE—(a—>—B)
avp=(na—p)
aeBE(a=>BAB-w)

def

AvaE-Vvaa

12 Aunque aqui s6lo se ha dado una definicion general de los lenguajes formales epistémicos
proposicionales y de primer orden, habra que decir que también es posible definir un lenguaje formal
epistémico de orden superior. En cualquier caso, la extension a los lenguajes epistémicos consiste, como
minimo, en agregar a los lenguajes en cuestién un conjunto de operadores, lo que da lugar a un conjunto
adicional de fbf’s. Digo ‘como minimo’ porque existen lenguajes formales epistémicos a los que se agregan
otros simbolos ademas de los operadores. Cf, por ejemplo, el lenguaje epistémico que desarrolla N.
Rescher en Epistemic Logic... (ver la primera nota al pie del presente trabajo). De cualquier forma, en los
lenguajes epistémicos se puede notar que la l6gica epistémica es una extension de la l6gica proposicional,

de primer orden o de érdenes superiores.
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Una vez definido un lenguaje formal epistémico, la LE puede desarrollarse en
dos direcciones de analisis l6gico de los razonamientos en torno al conocimiento: una,
que llamaremos sintdctica, y la otra, conocida como semdntica-formal. Veamos

brevemente en qué consiste cada una de ellas.

1.3. Desarrollo sintactico de la Légica Epistémica

Dado un lenguaje formal epistémico 4, se puede estudiar la LE desde un punto de vista
sintactico al definir un sistema o teoria en ¢, el cual puede ser al menos de dos tipos, un
sistema de deduccion natural, o bien, un sistema axiomatico. En ambos casos, un

sistema consta de lo siguiente:
[) Una nocion de lo que cuenta como una demostracion en el sistema.
[I) Una nocidn de teorema (de lo que significa ser demostrable en el sistema).

[II) Un conjunto de reglas de inferencia (o reglas de produccién de férmulas a

16

partir de férmulas anteriores).
En el caso de un sistema axiomatico, se debe agregar también:

IV) Un conjunto de axiomas (que es un subconjunto del conjunto de 44 "« de £).

El concepto central en el estudio sintactico de la LE es el de demostrabilidad, y
dicho estudio se puede desarrollar con diferentes objetivos. Por ejemplo, en caso de que
ya se conozcan todas las verdades logicas de la LE, un analisis sintactico podria tener
como objeto la formulacién de un sistema correcto y completo para la LE, i e, un
sistema en el que se demuestren todas las verdades ldgicas epistémicas y solo estas
verdades, de modo que todo lo verdadero epistémicamente sea demostrable en el
sistema y viceversa. Por otro lado, también se podria emprender un analisis sintactico
unicamente con la finalidad de explorar las implicaciones inferenciales, asi como las
consecuencias de asumir ciertas opiniones en torno al conocimiento, en cuyo caso con
los axiomas o reglas de inferencia del sistema en cuestiéon se buscaria expresar o
capturar tales opiniones. A manera de ejemplo, definamos un lenguaje proposicional

epistémico y un sistema axiomatico en dicho lenguaje.



Definimos el lenguaje proposicional epistémico de n-agentes (£-{Kj, ..., Kn}), i e, el
lenguaje proposicional epistémico cuyo conjunto de operadores es Kj, ..., Kn, para algin

numero natural n).

Simbolos de Z-{Ki, ..., Kn}:

) Un conjunto infinito numerable de letras proposicionales

P1, P2, p3, ...

H) =, =

1) ()

[V) Un conjunto de n operadores epistémicos

Kl, ey Kn
74 e de Z-{Kj, ..., Kn}:
I) Toda letra proposicional es /4 de Z.

1) Si ay B son 4 ‘¢, también lo son:
(=a), (a=B), (Kja) con j=1, 2, ..., n.

III) No hay mas ¢4 ‘.

En este lenguaje, definimos el sistema axiomatico H13:

13 El sistema H figura en la breve introduccién a la Légica Epistémica que hace Max Freund en el optsculo
al que se ha hecho referencia anteriormente (ver nota al nimero 2). Allj, el autor atribuye el sistema H a
Jaakko Hintikka, especificamente en su obra clasica de 1962. Sin embargo, esto es un error, ya que la
légica epistémica que presenta Hintikka en Knowledge and belief... concuerda mucho mejor con el
sistema S4, un sistema de Loégica Epistémica que analizaremos en el capitulo IV y que no incluye, a

diferencia de H, el axioma A5.
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Delinicidn de d wacion:
Una demostracion en H es una lista finita de 44 ‘¢ de L-{Kj, .., Kn}, tal que en cada una
de sus lineas aparece un axioma de H o una ¢4 obtenida de férmulas que aparecen en

lineas anteriores por aplicacion de alguna regla de inferencia de H.

Defenieisn de teorema:
Se considera un teorema de H a la 4 que aparece en la ultima linea de una

demostracion.

Axiomas de H14
Sean ay  #4 ‘¢ cualesquiera de Z-{Ki, ..., Kn} y seaj=1, .., n.

P: Todas las instancias de tautologias proposicionales [ Propiedad de tautologial.
K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucidén].

T: Kja—a [Propiedad de conocimiento].

A4: Kja—=KjKja [Propiedad de introspeccidn positival.

A5: =Kja—Kj—Kja [Propiedad de introspeccion negativa].
Reglas de inferencia de H

Sean ay  #4 ‘¢ cualesquiera de Z-{Ki, ..., Kn}.

MP: Si ra y ra—[3, entonces +f3 [ Modus ponens| y

KG: Si +a, entonces +Kia [Generalizacion del conocimiento].

El lenguaje £-{Kj, ..., Kn} constituye un lenguaje puramente formal y, por tanto,
los axiomas de H carecen de significado. No obstante, si se interpretan las formulas del
tipo << Kio>> como <<el agente i sabe que 6>>, se caerd en cuenta que mientras Py

MP son elementos de la logica clasica, los axiomas K-A5, asi como la regla KG, expresan

14 A continuacion, se enlistan los cinco axiomas de H y sus dos reglas de inferencia, cada uno con su
abreviacion y nombre usual. En los capitulos subsecuentes, cada uno de los axiomas, desde K hasta A5,
nos servird para definir distintos sistemas axiomaticos para la LE, cuyas caracteristicas logicas

esclareceremos.
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opiniones o puntos de vista en torno al conocimiento, mas precisamente, en torno al
conocimiento proposicional. Por ejemplo, con K se afirma que si un agente conoce una
proposicién y sabe que tal proposicion implica l6gicamente a otra, entonces dicho
agente conoce también esta Ultima proposicion; T pone de manifiesto la idea de que un
componente esencial del saber es la verdad, mientras que A4 y A5 son axiomas que
afirman que el conocimiento y la ignorancia son reflexivos, i e, que si un agente conoce
una proposicion, entonces él sabe que la conoce, y en caso de que la ignore, él sabe que
la ignora. Por otro lado, la regla KG nos dice que los agentes conocen todas las

proposiciones que tienen demostracién o prueba.

Se ha discutido ampliamente si el sistema H es adecuado para capturar
formalmente el conocimiento proposicional en seres humanos ya que involucra una
concepcion del agente como un conocedor ideal, esto es, sin limitaciones de
razonamiento, asi como de caracter espacio-temporal. Por ejemplo, KG, como se acaba
de mencionar, obliga a pensar al agente del conocimiento como capaz de conocer todas
las proposiciones demostrables; K y KG, tomados en conjunto, llevan a la conclusion de
que el agente conoce todas las consecuencias logicas de las proposiciones por él
sabidas; A4 y A5, tomados en conjunto, conducen a la conclusion de que los agentes
conocen un numero infinito de proposiciones. Todo esto, por supuesto, es incompatible

con una interpretacion de los agentes de conocimiento como seres humanos?>.

1.4. Desarrollo semantico-formal de la Logica Epistémica

Para desarrollar la LE desde un punto de vista semantico, se debe partir, como en el
punto de vista sintactico, de un lenguaje formal epistémico <, y ofrecer una definiciéon
de interpretaciéon y una nocién de verdad para dicho lenguaje. Lo que es una

interpretacion para £ se puede definir en términos de una estructura de Kripke, para

15 Por el momento, no se tomara posicién alguna respecto a la adecuacion de la Légica Epistémica Modal
para modelar el conocimiento humano. Sin embargo, el lector podra hallar algunas consideraciones al

respecto en las conclusiones finales de este trabajo.
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después, apoyandose en esta estructura, dar una nocion de verdad para cada 44 de Z.

Como se puede notar, los conceptos centrales en el desarrollo semantico de la LE
son los de interpretaciony verdad,y tiene por objetivo el conocimiento de las verdades
logicas epistémicas. Como ejemplo, consideremos una vez mas el lenguaje formal
epistémico L-{Kj, ..., Kn}, para algin numero natural n, y definamos una estructura de

Kripke (una interpretacién) asi como una nocién de verdad para tal lenguaje.

Una estructura de Kripke, i e, una interpretacion, para .Z-{Kj, ..., Kn} es un tuplo:
E=<S, 1, Ry, ..., Ri>16,
Donde:

1) S#@ S es un conjunto no vacio (Ilamado el conjunto de estados s de &).

2) m: L/ P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de £Z-{Kj, ..., Kn} (Tt(pi) ES).

3) Paracadaj=1, .., n, Rj€S? (Rjse llamala relacidn de accesibilidad o posibilidad

dej).

Asi definida una estructura o interpretacion, al lenguaje epistémico .Z-{Kj, ..., Kn}

le corresponde una familia de estructuras, pero, como iremos viendo a lo largo de este
trabajo, tal familia puede cambiar si imponemos ciertas restricciones a las relaciones

binarias que son parte de las estructuras (R4, ..., Rn).

Demos ahora una nocién de verdad para nuestro lenguaje, i. e, definamos lo que

quiere decir que una ¢4 de Z-{Ki, .., Kn} sea verdadera en una interpretaciéon o

estructura.

16 El namero de las R’s en la estructura corresponde exactamente al nimero de operadores en el lenguaje
(en este caso, las K’s). Es decir, el conjunto de indices para las relaciones de accesibilidad y para los

operadores de L-{Kj, ..., Kn} sera el mismo.
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Definimos primero recursivamente, para cada s€S y cada ¢4 o de Z-{Kj, ..., Kn}, lo

que significa:

g, sko (se lee: la formula o es verdadera (realizada o satisfecha) en el estado s

bajo la interpretacion (estructura) £).

Clausula 1 [ Cldusula bdsical: o es una letra proposicional.

Por lo tanto, o€L (o es una letra proposicional pi).

E, skpi sii sem(pi).

Clausula 2 [ Cldusula de la negacion]: E, sE—o sii g, sko.

Clausula 3 [ Cldusula de la implicacion]: €, sEa—f3 sii €, sk 0 &, sEP.

Clausula 4 [ Cldusula modal]: Para j=1, ..., n, &, sEKjo sii €, s'Eo para todo s’ tal

que <s,s’>€R;.

A partir de lo anterior, podemos dar las siguientes dos definiciones, ambas de

vital importancia desde el punto de vista semantico

Sea o cualquier ¢ de Z-{Ky, ..., Kn}.

Definicion de verdad: o es verdadera en una estructura £ sii para todo estado sde £

se tiene que &, sko.
Notacion: Eeo

Definicion de validez: o es valida (verdad légica epistémica) sii para toda estructura

E se tiene que EFo

Notacioén: Eo

Si bien sintactica y semantica corresponden a dos enfoques distintos en el
desarrollo de la LE, en este campo se tiene como un desiderdtum la elaboracién de un
sistema formal en el que se demuestre Unica y exclusivamente el conjunto de férmulas
validas para el lenguaje formal epistémico en cuestion, de tal forma que lo demostrable
en el sistema y lo semanticamente valido lleguen a corresponder con exactitud. Sin

embargo, a diferencia de lo que ocurre con la légica clasica, para los lenguajes de LE no
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se cuenta con una Unica semantica y, por tanto, con Unico conjunto de férmulas validas
que habria que demostrar en un sistema; ello se explica, en parte, por la ausencia de
una comprension didfana del significado de conceptos epistémicos fundamentales
como creencia, saber, justificacion, etcétera, que se pudiera rescatar en una semantica
de aceptacion general. Ipso facto, en esta l6gica, la perspectiva sintactica ha presentado
un mayor desarrollo en comparacion con la semantica, mientras que esta ultima se ha
ido construyendo, en gran medida, a partir de los diversos intentos por rescatar los

teoremas de los distintos sistemas formales, de ahi la pluralidad de las semanticas?’.

En los dos capitulos subsecuentes, se analizaran algunos de los sistemas
axiomaticos mas importantes para la LE, asi como la semantica correspondiente a cada

uno de ellos.

1.5. Consideraciones en torno a la semantica anterior

En conjunto, la nocidén de interpretaciony la nocion de verdad anteriores conforman lo
que se conoce como Semdntica de Kripke o Semdntica de Mundos Posibles, 1a cual ha
resultado ser adecuada para el estudio formal de algunas modalidades, v. g, las
modalidades aléticas (lo necesario, lo posible y lo contingente) y deodnticas (lo
obligatorio, lo permitido y lo prohibido)8. Lo anterior significa, entre otras cosas, que
esta semantica rescata, bajo la forma de verdades ldgicas, algunas de nuestras
intuiciones fundamentales acerca de las modalidades en cuestion. Ademas, en el caso
de la Légica Alética, cuando los operadores modales Oj se interpretan como operadores
de necesidad, la clausula modal de nuestra definiciéon de verdad [Paraj=1, .., n, &, sE0jo
sii £, s’E=o para todo s’ tal que <s,s’>€R;j] adquiere una lectura francamente intuitiva:
en este caso, los mundos que son accesibles o visibles para el agente jdesde un mundo
s constituyen el conjunto de mundos que j considera posibles cuando mira desde s; en

consecuencia, naturalmente, una proposicién a sera necesaria para j en el mundo s

17 Cf Freund, Max, Ldgica epistémica..., p. 213.
18 De hecho, antes de Saul Kripke, esta semantica parece haber sido desarrollada por Stig Kanger y Jaakko

Hintikka.
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siempre y cuando dicha proposicién sea verdadera en todos los mundos a los que éste
tiene acceso desde s. Es justo esta adecuacion, con diversas modalidades, lo que motiva
el empleo de la semdantica de Kripke para el andlisis l6gico de las modalidades
epistémicas. No obstante, cabe la pregunta directa acerca de estas ultimas: ;es la
semantica de Kripke en efecto adecuada para el estudio de las modalidades
epistémicas?, ;disponemos de una lectura intuitiva de la clausula modal de nuestra
definicion de verdad en el caso de la LE cuando los operadores modales se interpretan
como operadores de conocimiento? Intentaré responder ahora a esto ultimol°. En
realidad, la segunda interrogante equivale a preguntar acerca de la intuicién sobre el
conocimiento que se halla detras de la clausula modal. Una respuesta la podemos ver

esbozada en las lineas siguientes:

Si tal significado intuitivo aplica al operador de conocimiento es una cuestiéon de opinion.
Asumamos que un estado £ es accesible desde el estado s en una estructura M. Esto podria
significar que, sobre la base de la informacion disponible para el “agente epistémico” en el
estado s, él o ella no puede descartar al estado £como un candidato a ser el estado “real”. De
modo que, si el agente sabe p desde el estado s, entonces p debe ser verdadera en ¢ en
cualquier estado accesible desde s (incluido sprobablemente). Por el contrario, el agente no

sabe pdesde s si presulta ser falsa en algin estado accesible desde s, por ejemplo, £ o s20.

19 En cuanto a la pregunta mas general sobre la adecuacion de la semantica de Kripke para el estudio de
la LE, inicamente dejaré anotadas en este momento dos observaciones. Primero, que haya una lectura
intuitiva de la clausula modal para el caso de esta logica [intentaré mostrar que la hay] brinda un apoyo
racional, aunque minimo, a tal adecuacion. Segundo, una contestacion mas cabal de este problema se
puede obtener mediante los resultados de aplicar la semantica de Kripke a la LE. Es decir, esta semantica
dividira las 4 s de nuestro lenguaje epistémico en dos conjuntos, viz, las férmulas que son légicamente
validas y aquellas que no lo son. Si la divisién es intuitivamente aceptable, entonces diremos que la
semantica también lo es; en caso contrario, juzgaremos que la semantica no es apropiada para nuestro
estudio (cf. Gochet P. y Gribomont P., “Epistemic logic”..., p. 101). La evaluacidn de la semantica de Kripke
a partir de sus resultados se desarrollara explicitamente en las conclusiones del presente trabajo.

20 Gochet P. y Gribomont P., “Epistemic logic”..., p. 101. Reparese en que esto sélo explica uno de los dos

condicionales involucrados en nuestra clausula.
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Este parrafo nos deja ver que los mundos posibles en las estructuras de Kripke no
son Unicamente asignaciones de valores de verdad a las letras proposicionales, sino
también estados informacionales, i e, en cada uno de ellos los agentes poseen cierta
informacién, y con base en ella tienen acceso o les son visibles ciertos mundos,
justamente aquellos mundos posibles que no pueden descartar como candidatos al
mundo real a partir de la informacién de que disponen en el mundo en cuestién. Por
consiguiente, resulta razonable afirmar que los agentes conocen una proposicién sélo
si ésta es verdadera en todos los mundos a los que ellos tienen acceso. Con todo, es ésta
una explicacion parcial de la clausula modal para el caso de la LE. Para una explicaciéon

mas robusta, considérese la siguiente situacion:

Decimos a Alice y a Bob que serdn informados, cada uno en secreto, de dos niimeros
naturales consecutivos (incluido el 0). Alice recibird el nimero par y Bob el impar.
Todo esto es conocimiento comun. Entonces, Alice recibe en secreto el niimero 2 y

Bob el 3?1,

En esta situacion, Alice, que tiene el namero 2, concibe dos posibilidades, de
entre las cuales no puede distinguir la correspondiente a la realidad: una posibilidad en
la que Bob tiene el nimero 1 y una posibilidad en la que Bob tiene el nimero 3. Por su
parte, Bob, con el nimero 3, concibe a su vez dos mundos posibles, y tampoco él puede
discernir cual de éstos es el mundo real: un mundo posible en el que Alice tiene el
numero 2 y otro en el que Alice tiene el numero 4. Estas posibilidades que nuestros dos

agentes conciben en funcién del nimero que poseen constituyen el conjunto de mundos

21 Lo anterior es parte de un acertijo cuya continuacidn, irrelevante para la explicacién en curso, seria:
Ambos mantienen el siguiente didlogo.

A: No sé tu niimero.

B: Tampoco sé tu niimero.

A: Ahora sé cudl es tu nimero.

B: Yo también sé cudl es tu niimero ahora.

¢;Como es esto posible?
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posibles que les son accesibles desde un mundo a partir de la informacion de la que

disponen en ese mismo mundo. Veamos esto en un diagrama:

P: Bob tiene el nimero 1
Q: Alice tiene el nimero 0
R: Bob tiene el numero 0
Relacion de visibilidad
de Alice:

Relacion de visibilidad

P de Bob: --------

En el diagrama figuran tres mundos posibles, entre los que se encuentra el mundo “real”
(el mundo que aparece a la izquierda). Note que ambos, Bob y Alice, lo conciben como
una de dos posibilidades, pero, dada la informacién de que disponen en él, no pueden
identificarlo como tal, ya que no pueden distinguir cual de estas dos posibilidades
constituye el mundo real. Por otro lado, he asociado a cada mundo posible tres
proposiciones que resultan verdaderas en éste, por lo que sera relativamente facil darse
cuenta de lo siguiente: Alice no sabe que Bob tiene el nimero 1 pues, segun la
informacion que posee (ella tiene el niimero 2), existe la posibilidad de que Bob tenga
el 3 y no el 1; en contraste, Bob sabe que él no tiene el nimero 1 pues, de acuerdo a la
informacion con la que cuenta (él posee el nimero 3), no importa qué nimero tenga
Alice, el 2 6 el 4, seguira siendo verdad que €l no tiene el 1 sino el 3. Por ultimo, notese

que tanto Alice como Bob saben que el otro no tiene el nimero 022,

Este ejemplo, tal como fue sefialado en una nota al pie, proviene de un acertijo
—-conocido como el acertijo de los nimeros consecutivos-, razon por la que presenta un
aire un tanto atipico y artificial; aun asi, es suficiente para mostrar que existen

situaciones, por infrecuentes que parezcan, en las que se emplea el vocablo ‘saber’ justo

22 Podriamos agregar también, por ejemplo, que Alice no sabe que Bob sabe que ella no tiene el 0, pues
ésta concibe una posibilidad en la que Bob no sabe que ella no posee el 0, a saber, en caso de que Bob

tuviera el nimero 1.
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en el sentido capturado por la cldusula modal de la Légica Epistémica: un agente sabe
una proposicion siempre y cuando ésta sea verdadera en todas las posibilidades que él
concibe con base en determinada informacién, i e, en todos los mundos posibles a los
que puede ver o acceder. Por otra parte, el ejemplo es util también para explorar una
interpretacion especifica de esta clausula, que la tornara un poco mas intuitiva o, por lo

menos, mas cercana a la discusion filoséfica en torno al conocimiento.

En nuestro ejemplo, los agentes saben aquello de lo que pueden estar
completamente seguros o ciertos, v. g, Bob tiene completa certeza de que Alice no posee
el 0: él recibi6 el 3 y desde un principio se le dijo que los nimeros que recibirian serian
consecutivos. Con fundamento en esta certeza, él sabe que Alice no tiene el 0. No sabe,
en cambio, si Alice posee o no el nimero 2, pues no tiene certeza al respecto: como él
cuenta con el 3, ella bien podria tener el 2 6 el 4, puesto que ambos son pares y
satisfarian el requisito de que se trate de nimeros consecutivos. En otros términos, este

ejemplo sugiere la siguiente interpretacion de nuestra clausula modal:
Sean S y a un sujeto y una proposicién cualesquiera, respectivamente.
C: S sabe que a sii S tiene completa certeza sobre a.

Para esclarecer semejante interpretacion, habra que distinguir entre certeza
psicologica y certeza epistémica23. La primera tiene que ver con la fuerza de nuestras
convicciones; asi, tener completa certeza psicolégica acerca de una proposicion
significa estar absolutamente convencido de su verdad (tanto como nos sea posible);
es estar persuadido de su verdad a un grado tal que su falsedad nos resulta
inconcebible. A la luz de esta forma de certeza, la interpretacién C carece en gran
medida de interés epistémico, ya que con ella se diria simplemente que los agentes que
saben una proposicion sii se sienten completamente ciertos de su verdad (i e, sii se
hallan tan convencidos de que es verdadera que no pueden aceptar la posibilidad de

que sea falsa). Pero esta forma de certeza poco o nada tiene que ver con el conocimiento,

23 La idea basica de estas dos formas de certeza la he tomado de; Feldman, Richard, “Skepticism (I)”,

Epistemology, New Jersey, Prentice Hall, 2003, p. 117.
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y de ningtin modo es condicién necesaria para éste —a no ser, desde luego, que por ‘estar
completamente cierto’ se haga referencia al mero acto de creer, en cuyo caso seria una
condicién necesaria para saber, mas no suficiente-. Es verdad, en el caso de Alice y Bob
podemos atribuirles una sensacién de plena seguridad respecto a las proposiciones por
ellos conocidas; sin embargo, esta sensacién no estd implicada en su saber ni lo
garantiza. La cuestion no es, por tanto, si los agentes experimentan o no una certeza
psicolégica respecto a ciertas proposiciones, sino si esa certeza se encuentra o no

plenamente justificada, i e, fundada en razones que la legitiman.

La segunda forma de certeza, la certeza epistémica, estd determinada por la
fuerza o solidez de nuestros fundamentos para creer. Asi, tener completa certeza
epistémica de una proposicion significa que nuestros fundamentos o razones para
creerla son maximamente soOlidos, donde esto ultimo quiere decir razones
absolutamente concluyentes o evidencia infalible?4. Considerando esta forma de

certeza, la interpretacion C de la clausula modal se leeria como sigue:

Ce: S sabe que a sii S tiene completa certeza epistémica respecto de o [ 1. e, sii las

razones de S para creer a son absolutamente concluyentes]?25.

Es esta lectura epistémica, y no la psicoldgica, la que interesa en el presente analisis.
Por tanto, habra que preguntarse, primero, si en nuestro ejemplo Alice y Bob cuentan
con una certeza semejante y, segundo, si la cldusula modal admite ser leida desde la
certeza epistémica. Con el objeto de responder a estos cuestionamientos, debe tenerse
en cuenta que hemos caracterizado a la certeza epistémica completa a partir de la
nocion de razones o evidencia infalible (=razones absolutamente concluyentes), y que

por ésta entendemos aquella evidencia que es incompatible con la falsedad de la

24 La idea es que la certeza de tipo epistémico requiere que nuestras razones para creer sean tan sélidas
como sea posible; pero ‘posible’, en este contexto, tiene por lo menos dos sentidos: hace referencia al
grado maximo de justificacién que los seres humanos, de hecho, somos capaces de alcanzar, o bien,
refiere al grado maximo de justificacién imaginable, con independencia de si podemos o no satisfacerlo.
Nosotros estamos considerando aqui este ultimo sentido.

25 Como veremos al final del capitulo, esta lectura de la clausula modal nos permitira conectarla con una

forma de escepticismo.
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proposicion en cuestidon. En consecuencia, si un agente cree alguna proposicién sobre
la base de evidencia infalible, entonces tiene derecho, dado que ésta es incompatible
con la falsedad de la proposicién, a descartar cualquier posibilidad de que la

proposicion falle26. Consideremos ahora nuestro ejemplo a la luz de esta nocion.

En él, dijimos, Bob sabe que su numero es el 3 y que el numero de Alice no es 0.
No sabe, por el contrario, si el nimero de Alice es el 2 ¢ el 4. Estas atribuciones de
conocimiento e ignorancia no son particularmente problematicas, ya que, en ultima
instancia, resultan necesarias para solucionar el acertijo de donde proviene nuestro
ejemplo?’. Bien, ;diremos en este caso que Bob posee completa certeza epistémica de
las primeras dos proposiciones, mientras que carece de ella en cuanto a la tercera se
refiere? Aparentemente, no es asi, pues su evidencia a favor de que su nimero es 3 y el
de Alice no es 0 se limita a la informacién que se le proporcioné desde un inicio (se le
dijo que su numero era el 3 y que su niimero y el de Alice serian nimeros naturales
consecutivos), asi como a las conclusiones que él va extrayendo a partir de dicha
informacion. No obstante, ;cOmo esta evidencia —o cualquier otra- podria descartar por
completo la posibilidad de error? Por ejemplo, él pudo haber oido mal el nimero que
se le proporciond, o simplemente no recordarlo correctamente; ademas, podria
cometer errores de razonamiento o no comprender bien el concepto de nimeros
consecutivos. Su evidencia, entonces, parece dejar un hueco para el error y, en

consecuencia, no seria evidencia infalible.

Sin embargo, todo esto es s6lo aparente; para notarlo basta con recordar, una
vez mas, que nuestro ejemplo proviene de un acertijo 16gico. En él, como en muchos
otros acertijos, se presuponen muchas cosas para su solucion. Primero, se parte del
supuesto de que los agentes involucrados son seres ideales cognitivamente, i e,
razonan correctamente y no tienen fallos lingliisticos, de memoria o perceptuales. En

otras palabras, el ejemplo, por su construcciéon misma, proscribe estas posibilidades de

26 Nétese que la evidencia infalible, como su nombre sugiere, no sélo destierra la posibilidad de error de

la proposicion creida, sino que ella misma es inmune al error.

27 Ver nota namero 21 al pie, en este capitulo.
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error. En segundo lugar, el acertijo también presupone que quien proporciona la
informacion inicial a nuestros agentes es maximamente confiable, i e, nos les da
informacién falsa y su simple acto de afirmar garantiza la verdad de lo dicho. Esto
ultimo no resulta tan controversial como podria parecer en un principio, ya que es esta
persona (o grupo de personas) quien determina las condiciones iniciales en la situacion
que describe el ejemplo. Asi, cuando se le dice a Bob que su niimero es el 3, este acto
constituye, stricto sensu, un acto de habla, pues con él no sélo se afirma que su nimero
sera el 3, sino que se le asigna dicho nimero?28. Por consiguiente, la afirmacién resulta
verdadera en el acto mismo. Por lo tanto, en nuestro ejemplo, dada su construccién o
disefio, nuestros agentes poseen completa certeza epistémica (evidencia infalible)
acerca de algunas proposiciones: Bob esta completamente cierto de tener el 3, pues se
le dijo que ése era su nimero y esto es suficiente, bajo las condiciones recién expuestas,
para descartar racionalmente cualquier posibilidad de error al respecto; del mismo
modo se explica su certeza en cuanto a que su numero y el de Alice son consecutivos.
De estas dos proposiciones Bob deduce que el nimero de Alicia no puede ser el 0, por
lo que tiene derecho a dejar cualquier duda de lado y, en este sentido, tiene completa
certeza también de su conclusién -después de todo, razond correctamente a partir de

proposiciones ciertas-.

En contraste, Bob no posee completa certeza epistémica sobre el nimero que se
le proporciond a Alice, el 2 6 el 4: no puede determinar qué ntimero tiene Alice debido
a que su evidencia es compatible con ambos ntimeros (por ello no le permite descartar

por completo la posibilidad de error para ninguno de ellos.

Pero las proposiciones de las que nuestro agente esta epistémicamente cierto
coinciden exactamente con aquellas proposiciones que, segun dijimos desde el

comienzo, €l conoce?®. En suma, en el ejemplo propuesto parece valer la interpretacion

28 Para la nocién misma de acto de habla, ver Austin, ]. L., How to Do Things With Words, Cambridge

(Mass.), 1962.

29 Mas todavia, diremos que nuestras atribuciones de conocimiento para Alice y Bob se basan, en cierto

modo, en el hecho de que éstos poseen certeza epistémica en torno a determinadas proposiciones.
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Ce, seglin la cual los agentes epistémicos saben una proposiciéon, siempre y cuando

tengan una completa certeza epistémica respecto a ella.

Abordemos ahora la cuestion de si la clausula modal admite o no la
interpretacion Ce. Textualmente, la clausula declara: paraj=1, .., n, €, seKja sii &, s'"Ea
para todo s’ tal que <s,s’>€R;j [se lee “ jsabe que a en el mundo s sii a es verdadera en
todos los mundo posibles epistémicamente accesibles para jdesde s”]. Si por “mundo
epistémicamente accesible para /' entendemos aquellas posibilidades compatibles con
la evidencia de j i e, que ésta no descarta o elimina (como candidatos al mundo real),
entonces leemos “j sabe que a en s sii a es el caso en todas las posibilidades que la
evidencia de j(en s) no logra eliminar”. Pero esto es equivalente a “... sii la evidencia de
j (en s) elimina cualquier posibilidad en la que a es falsa. Pero ésta es justo la
interpretacion Ce. Por lo tanto, segin parece, tal interpretaciéon resulta compatible
-mas aun, es natural- con la cljusula modal. Ademas, entender asi la cljusula modal de
conocimiento permite conectarla con la discusion filosofica en Epistemologia,
particularmente, con el problema del escepticismo filoséfico de altos estindares°.

Considérese el siguiente argumento:
Sea jun sujeto arbitrario y sea o cualquier proposicion creida por él.

P1) a podria ser falsa.

P2) Si a podria ser falsa, entonces jno sabe que a.

C) /no sabe que o [de P1) Y P2), por MP]31.

30 Se le llama escepticismo filoséfico de altos estindares a aquél cuyos argumentos, implicita o
explicitamente, exigen estandares de justificacion muy elevados, practicamente insatisfacibles. Ademas
del argumento que aqui se presenta, en el capitulo siguiente emplearé otro razonamiento de esta forma
de escepticismo con el objeto de discutir el principio K de la Logica Epistémica.

31 Una version acotada de este argumento (para el escepticismo del mundo exterior), la cual
emplearemos en el capitulo II], aparece en Feldman, Richard, “Skepticism (1)”, Epistemology, New Jersey,

Prentice Hall, 2003, pp. 114-115.
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En este razonamiento, conocido como E/ razonamiento de la posibilidad de
error, la conclusién hace referencia a cualquier proposicidn creida [por cualquiera], de
modo que esta disefiado para apoyar el escepticismo general, y no éste y otro
escepticismo de caracter local. Tiene la forma de un Modus Ponens; se trata de un
razonamiento correcto. Su primera premisa seflala la posibilidad de error para
cualquiera de nuestras creencias, y tiene como trasfondo las hipétesis del escepticismo
cartesiano, pues éstas presentan escenarios que nos hacen desconfiar hasta de nuestras

creencias mas evidentes32.

La segunda premisa constituye el corazén del argumento; con ella se declara que,
si hay la posibilidad de que nuestras creencias yerren, entonces no constituyen casos
de conocimiento. Comparemos esta premisa (P2) con la préxima afirmacién (P2’): si «
es falsa, entonces j no sabe que a. En ella se declara que la falsedad efectiva de una
creencia es suficiente para que ésta no sea conocimiento. Detras de ella se encuentra
simplemente la idea de que el conocimiento requiere verdad, i e, no se puede conocer
lo que es falso; algo aceptable para cualquier analisis que tiene a la verdad como un
componente insoslayable del saber. Por el contrario, con P2 se afirma algo mas fuerte,
sujeto a controversia, pues nos dice que la simple posibilidad de falsedad, se actualice
0 no, es suficiente para que no se tenga conocimiento. ;Qué intuicidon se encuentra
detras de P2? La idea basica parece ser la siguiente: <<si puedes estar equivocado
acerca de algo, entonces no estas absolutamente cierto de ello. Si no estas

absolutamente cierto de algo, entonces no lo sabes>>33. De manera mas expresa: si a

32 Se suele creer que las ideas evidentes son inmunes a las dudas planteadas por los escenarios escépticos,
pero yo no comparto esta tesis; después de todo, como ya sefiala Descartes —quien es el proponente
original de tal forma de escepticismo- una divinidad (o un genio maligno) terriblemente poderosa podria
hacer que nos engafidramos hasta en aquello que nos parece mas evidentes: <<[...] asi como a veces
juzgo que los demas se engafan en las cosas que mejor creen saber con mayor certeza, ;qué sé yo si Dios
no ha querido que yo también me engafie cuando adiciono dos y tres, o enumero los lados de un cuadrado,
o cuando juzgo de cosas mas faciles que ésas, si es que puede imaginarse algo que sea mas facil?>> (4T.
VI, 21).

33 Feldman, Richard, “Skepticism (1)”, Epistemology, New Jersey, Prentice Hall, 2003, p. 124.
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podria ser falsa a pesar de nuestra evidencia (i e, si ésta no es absolutamente
concluyente), entonces tal evidencia no nos justifica para creer o (justo porque no
elimina la posibilidad de error al respecto) y, en consecuencia, no nos permite conocer
o. Pero si esto es asi, P2 no es sino una consecuencia de nuestra cliusula modal -
entendida desde la interpretacion Ce-, del mismo modo que P2’ es una consecuencia de
la propiedad de conocimiento [el saber implica verdad]. Esto sugiere fuertemente que
quiza tanto la Loégica Epistémica Modal como el escepticismo de altos estandares
parten, en el fondo, del mismo concepto de saber: uno que hace del saber algo infalible.
En suma, la interpretacion Ce es una de las mas fructiferas e interesantes de la clausula

modal en su version epistémica.
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2. Sistemas de Logica Epistémica (El Sistema K)

En este capitulo se estudiara el sistema axiomatico mas elemental para la logica
proposicional epistémica, el sistema K —mientras que en el capitulo Il estudiaremos el
sistema T, y en el capitulo IV los sistemas S4 y S5, para esta l6gica—3%. Nuestra manera
de proceder sera la siguiente: primero, a partir de la definicion de un lenguaje
proposicional epistémico £, definiremos el sistema en cuestién en dicho lenguaje. Esto
significa dar sus axiomas y sus reglas de inferencia, asi como una definicién de
demostracion y de teorema para el mismo. Una vez hecho esto, analizaremos sus
propiedades sintacticas, para luego definir la semantica correspondiente, i e, dar una
nocién de interpretacion y de verdad para nuestro lenguaje epistémico. Por tultimo,
demostraremos el metateorema de correccion para K y comentaremos sus

presupuestos epistemoldgicos.

2.1. Ellenguaje proposicional epistémico Z-{Ki, ..., Kn} de n-agentes

Para el estudio de los sistemas axiomaticos de que trataremos en este capitulo y en el
préximo emplearemos el lenguaje proposicional epistémico £-{Kj, ..., Kn} de n-agentes

que definimos en el capitulo I. Recordemos su definicion:

De{wmo’n de [-{Kl, ven) Kn}
Simbolos de £-{Kj, ..., Kn}:

[) Un conjunto infinito numerable de letras proposicionales

P1, P2, P3, -

H) -, =

34 El sistema K fue nombrado asi en honor al filésofo y 16gico Saul Kripke. En realidad, tanto este sistema
como los tres sistemas posteriores que se analizaran en los capitulos siguientes (T, S4 y S5) surgieron en
la l16gica modal alética (aquella que tiene a su cargo la investigaciéon de los conceptos de necesidad'y

posibilidad), y 1o que aqui se expone es una version de los mismos para la LE.
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1) ()

IV) Un conjunto de n operadores epistémicos: K, ..

74 e de £-{Kj, ..., Kn}:
I) Toda letra proposicional es ¢4 de Z-{Ki, ..., Kn}.

II) Si ay B son ¢4 ‘¢, también lo son:
(=), (a—P), (Kja) con j=1, 2, .., n.

III) No hay mas ¢4 ‘.

Definiciones:
aAB=E—(a—>=B)
aVBE(—a—B)

aeBE (a=>B)AB—w)

Una vez dado nuestro lenguaje £Z-{Ki, ..., Kn}, podemos pasar a definir nuestro

primer sistema axiomatico para la LE, el sistema K.

2.2. El sistema K

El sistema K es el sistema axiomatico mas simple para la LE, cuyo axioma epistémico,
el axioma K, goza practicamente de una aceptacion general entre los epistemélogos; no

obstante, de entre los cuatro sistemas axiomaticos que mencionamos al inicio, es el de

menor poder deductivo. Definamos, pues, el sistema K:
Definimos en Z-{Ki, ..., Kn} el sistema axiomatico K.

Axiomas de K

Sean a, By Yy ¢4 ‘¢ cualesquiera de £-{Ki, ..., Kn} y seaj=1,..., n.

Al: a—=(B-),

A2: (a=(B=v)) = ((a=B)=(a=y)),
A3: (ma—=>=B)—=((na—B)—a),

» Kn
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K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién].

Reglas de inferencia de K

Sean ay 44 ‘¢ cualesquiera de Z-{Ki, ..., Kn}.

MP: Si KK a0 Y K a—[3, entonces (3 [ Modus ponens| y

KG: Si X o, entonces X Kia [Generalizacidn del conocimiento]3.

La definicion de lo que significa demostrar en Ky de lo que significa ser teorema

de K son basicamente las mismas que para el sistema H. Veamos.

D :. e & : ’ .7 .
Una demostracion en K es una lista finita de 4 ‘¢ de Z-{Kj, ..., Kn}, tal que en cada una
de sus lineas aparece un axioma de K o una ¢4 obtenida de férmulas que aparecen en

lineas anteriores por aplicacién de alguna regla de inferencia de K.

Se considera un teorema de K a la # que aparece en la ultima linea de una

demostracion.

Los axiomas A1-A3 rescatan la esencia de la légica proposicional clasica. El
axioma A1 nos deja saber que la implicacién con la que trabajamos es una implicacion
material, esto es, que para que 3 implique a a no es necesaria ninguna conexion real
entre estos enunciados: cuando a es verdadera, la implicacion se cumple, sin importar
quién es 3 o su valor de verdad. El axioma A2 es una versidn del silogismo hipotético o
principio de transitividad, y nos dice cdmo se comporta la implicacidn. Por ultimo, el
axioma A3 es el principio de reducciéon al absurdo —si suponer la falsedad de una
proposicién nos lleva a una contradiccién, entonces la proposicion en cuestion debe ser
verdadera— y, dado como esta formulado, nos hace saber que no estamos en una légica
intuicionista. Estos tres axiomas, junto con la regla MP, son suficientes para tener los

metateoremas de correccidén y completez para la l6gica proposicional clasica. Por otra

3 Empleo la notacién ‘H¥’ para significar ‘ser teorema de K'. Esto para diferenciar los teoremas de K de

los teoremas correspondientes a los otros sistemas.
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parte, Ky KG son, respectivamente, un axioma y una regla de inferencia puramente
epistémicos. El axioma K, como el nombre ‘propiedad de distribucién’ indica, nos dice
que los operadores epistémicos Kj (con j=1, ..., n) se distribuyen con la implicacién,
mientras que la regla KG afirma que si se llega a un teorema en K, entonces se le puede
agregar un operador epistémico Kj a la izquierda y el resultado serd un nuevo teorema
de K. Veamos una demostracion en K. Demostremos la férmula
‘(Kj(a—=B)AKj(B—a))— (KjaeK;jB)'3, para ello tendremos que dar una lista de 44 '« de £-
{K1, ..., Kn} que finalice en dicha férmula y tal que en cada una de sus lineas aparece un
axioma de K, o bien, una férmula que se sigue de anteriores por aplicacion de la regla

MP o KG:

T1HK (Kj(a—B)AK; (B~ )~ (Kja>KiB)

L. Kj(a—=B) = (Kja—K;B) K

2. Kj(p—a) = (KiB—Kja) K (a/B, B/a)

3. (Ki(a—=B)AKj(B—=a))=((Kia—=KiB)A (Kif—Kja)) 1, 2, Dilema constructivo y MP(xZ2)
4. (Ki(a=B)AKj(B—a)) = (Kjae=K;B) 3, Def. &

Nétese que he enumerado las lineas de la demostracién y que, al final de cada
renglon he introducido, en cursivas, 1a justificacién de la férmula introducida en dicho
renglén. Por otra parte, en el tercer renglén de la demostracidn se lee lo siguiente:

3. (Kj(a=B)AKj(B—a))—=((Kija—=KiB)A (KiB—=Kja)) 1, 2, Dilema constructivo y MP(xZ2).

He hecho esto para simplificar la demostracién, pues de lo contrario, la

demostracion hubiera continuado, después del renglén 2, de la siguiente manera:

3 Dado que los axiomas A1-A3 de K resultan suficientes para demostrar cualquier instancia de tautologia
en el sistema (por metateorema de completez para la logica clasica), nos permitiremos introducir, en
caso de que sea necesario, cualquier instancia de tautologia en alguna linea de nuestras demostraciones,
pues de antemano sabemos que constituyen teoremas de K. Asimismo, cada que obtengamos un nuevo
teorema, nos tomaremos la libertad de emplearlo en la demostracion de teoremas subsecuentes, sin
reproducir, digamos, su demostraciéon completa, aunque podriamos reproducirla si fuese menester

hacerlo.
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3.(Kj(a—B) = (Kja—K;B)) = ((Ki(B—a) = (KiB—Kjo)) = ((Ki(a=B)AKj(B—0)) =
((Kjo—=KiB)A(KiB=Kja))) Dilema constructivo [Se trata de la tautologia
(a=@)=>((B=¥)~((arB) = (@AY)))]
4. (Ki(B—0) = (KiB—Kja)) = ((Ki(a—=B)AKj(B—a)) = ((Kia=KiB)AKiB—=Kia))) Z 3y MP
5. ((Kj(a=B)AKi(B=)) = ((Kia=KiB)A(KiB—Kja)) 2, 4 y MP [note que se trata del
renglon 3 de nuestra demostracidon original]
6. (Kj(a=B)AKj(B—a)) = (Kjae=KiB)! 3, Def. «.

En lugar de ello, decidi simplificar la demostracién y escribir al final del tercer
renglon como justificacién: 7, 2, Dilema constructivo y MP(xZ2). Esto significa que, para
introducir el rengldn 3, se ha utilizado el dilema constructivo y aplicado MP dos veces,

empleando para ello los renglones 1y 2 de la demostracion.

Otra manera de simplificar las demostraciones consiste en el empleo de reglas
derivadas de inferencia. Por ejemplo, a partir del axioma K, obtendremos una regla

derivada de inferencia para K, la regla RD137:

Regla derivada 1 (RD1)

Si FK a—, entonces FX Kja—Kjf, para cualquier j=1, ..., n.

Con tal regla se afirma que, si se llega a un teorema con forma condicional,
entonces se puede agregar un operador epistémico Kj inmediatamente a la izquierda
tanto de su antecedente como de su consecuente y el resultado sera un nuevo teorema

de K. Probemos esto:
Sean ay 3 4 ¢ cualesquiera de £Z-{Kj, ..., Kn} y seaj=1, .., n.

Supongamos que X a—f3. Entonces existe una demostracion en K que termina
en la formula ‘a—f’. Podemos entonces continuar la demostracién como sigue y llegar
a la férmula ‘Kja— Kif3’:

37 En realidad, tanto esta regla como cualquier regla derivada para K tiene aplicacién en todos los

sistemas axiomaticos que estudiaremos.
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m+1. Kj(a—f) m, KG
m+2. Kj(a—p) »(Kja—=Kjp) K

m+3. Kja—=K;jf3 m+1, m+2 MP

Veamos una demostracién en K empleando la regla RDI, la de la férmula

‘Ki(anB) < (KjaAKB)":

T2HK Kj(aAB) < (KjanKB)

1. (anB)—a Simplificacion

2. Kj(anp)—Kja 1, RD1

3. (anB)—B Simplificacion

4. Kj(anB)—=K;p 3, RD1

5. Kj(anB)— (KjaAKjB) 2, 4, Implicacion y MP(x2)
6. a—=>(B—=>(anB)) Adjuncion

7. Kia—~Kj(B—(anB)) 6, RD1

8. Ki(B—(anB) = (KiB=Ki(anB)) K (a/B, B/ (arB))

9. Kja—=(KjB—=K;j(anB)) 7, 8, Transitividad y MP(x2)
10. (KjaAK;B)—Kj(anB) 9, Importacion/Exportacion
11. Kj(aAB) < (KjaAKjB) 5, 10, Equivalencia y MP(x2)

Una vez explicado todo lo anterior, veamos algunos de los teoremas y reglas

derivadas de inferencia que se obtienen en el sistema K38:
Teoremas de K

T1HK (Kj(a—=B)AKj(B—a)) = (KjaeKB) TIFK Kj(ma—a)<Kja

T2HK Kj(anB) « (KjaAK;B) T10FK Kj(a—=—a) < Kj-a

T3HK (Kj(a—B)AKj(B—a)) «Kj(aep) T11HK (Kj(B—a) AKj(=B—a)) «Kija
T4HKKj=(avB) e« (KimanKj—-p)* T12HK (Kj(a—=B)AKj(a—==B)) «Kj—a
TSHK 5Kj=(avp) < (=Kj—av-=Kji—p)* T13HK Kja—Kj(f—a)

T6HK Kj(a—) = (=Kj—a—>=Kj=p)* T14HK Kj—a—Kj(a—f)

38 Para la demostracion de estos teoremas y reglas de inferencia ver el Apéndice I.



T7HK (KjaVK;B)—=K;j(aVvp) T15HK Kjoe—= (= Kj=pf—>=Kj=(aAB))
T8HK —Kj=(anB) e (=Kj—an—=Kj—=p)*

Reglas derivadas de inferencia para K:

Regla derivada 1 (RD1) Regla derivada 3 (RD3)

Si FX a—f3, entonces FX Kja—K;p. Si X a—f, entonces FX —Kj—a——=Kj—.
Regla derivada 2 (RD2) Regla derivada 4 (RD4)

Si FK a3, entonces HX Kja = K;f. Si FX a, entonces HX —Kj—f3—>=Kj=(aAp).

Respecto al significado de los teoremas de K, nos encontramos en la misma
situacién que con el sistema H: al estar definido en el lenguaje £-{Kj, ..., Kn}, un lenguaje
puramente formal, los teoremas del sistema K, stricto sensu, no poseen significado
alguno. Sin embargo, cuando interpretamos las formulas de la forma << Kio>> como
<<el agente i sabe que 0>>, se hace patente que los teoremas anteriores constituyen,
en general, afirmaciones ampliamente aceptadas sobre el conocimiento proposicional.
T1 afirma que si un agente sabe que dos proposiciones se implican mutuamente y
conoce, ademas, cualquiera de estas dos proposiciones, entonces también conoce la
otra proposicion en cuestion. T2 nos dice que los operadores Kj se distribuyen mediante
la conjuncion, pero también declara que un agente conoce una conjuncion si y sélo si
conoce ambos conyuntos. T3 es una version epistémica del principio de equivalencia
material, pues afirma que sabemos que dos proposiciones se implican entre si siempre
y cuando conozcamos el bicondicional de ambas proposiciones. T4 y T5 declaran,
basicamente, que sabemos que una disyuncién es falsa si y sélo si sabemos que ambos
disyuntos son falsos. T6 constituye una afirmacién de gran interés ya que se trata de
una version del Modus Tollens (MT), al tiempo que es un principio de amplio uso en
casi cualquier investigacién racional. Se trata del siguiente principio: si sabemos que

una proposicion implica otra e ignoramos que la primera es falsa, entonces también

39



ignoramos que la segunda lo es3% dicho de otra forma, si conocemos que una
proposicién implica otra y sabemos que esta dltima es falsa, entonces también sabemos
que la primera proposicion lo es. T7 nos dice que conocemos una disyunciéon siempre
que conocemos alguno de sus disyuntos, mientras que T8 afirma que ignoramos que una
conjuncidn es falsa si y sélo si ignoramos la falsedad de cada uno de sus conyuntos. En
cuanto a los teoremas T9 a T14, note que se trata de versiones epistémicas de las
paradojas de la implicacién material. De entre estos teoremas, vale la pena resaltar que
T12 es un equivalente epistémico del principio de reduccion al absurdo. Por ultimo, T15
declara que, para conocer la falsedad de una conjuncién, respecto de la cual sabemos
que uno de sus conyuntos es verdadero, es necesario conocer que el conyunto restante

es falso40.

Al margen de la interpretacidn anterior de los teoremas, cabe plantear algunas

interrogantes respecto al poder deductivo o demostrativo del sistema K, esto es,

39 En este contexto, cuando decimos ‘S ignora o no conoce que la proposicién a es falsa’ no se quiere decir
con ello que a sea falsa y S ignore dicha falsedad, sino simplemente que S no sabe que « sea falsa, sin que
ello involucre ninguna afirmacién respecto al valor veritativo de a.

40 En cuanto a las reglas de inferencia derivadas, su interpretacion seria la siguiente. Con RD1 se afirma
que si es posible demostrar que una proposicion implica otra y los agentes epistémicos conocen la
primera de estas proposiciones, entonces también conocen la segunda, la proposicién implicada. Dado
que en el sistema K son demostrables todas las instancias de tautologias proposicionales, esta regla
derivada declara que los agentes epistémicos conocen todas las consecuencias logicas de las
proposiciones por ellos conocidas. RD2 afirma que si es demostrable la equivalencia de dos
proposiciones, entonces los agentes epistémicos conocen cualquiera de estas dos proposiciones si y s6lo
si conocen la otra. RD3 nos dice que si una implicacion es demostrable, entonces basta con que los agentes
epistémicos ignoren que el antecedente de dicha implicacidn es falso para que ignoren también la
falsedad del consecuente. RD4 afirma, por ultimo, que si una proposicién tiene demostracion, entonces
los agentes epistémicos ignoran que la conjuncién de esta proposicion con cualquier otra es falsa a menos
que sepan que esta ultima proposicion es falsa. Téngase en cuenta que mientras la interpretacion de los
axiomas da como resultado afirmaciones sobre el conocimiento proposicional mas o menos plausibles,
la interpretacién de las reglas de inferencia derivadas, por el contrario, resulta en afirmaciones
contraintuitivas si se piensa en el conocimiento proposicional de los seres humanos. Quiza esto es asi
porque en la prueba de cada una de estas cuatro reglas interviene la regla de inferencia KG que, como

vimos en el capitulo I, es en si misma contraintuitiva (ver Apéndice I).
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respecto a qué ¢4« de nuestro lenguaje epistémico son demostrables o no a partir de
los axiomas y reglas de inferencia de K. Podemos inquirir, por ejemplo, si en K se
demuestra lo que hemos llamado la propiedad de conocimiento (Kja—a), que equivale
a afirmar que el conocimiento proposicional implica verdad, o bien, si cualquier
instancia del esquema ‘Kj(aVvp)—(KjaVK;B)’, que afirma que siempre que se conoce una
disyuncién se conoce alguno de sus disyuntos, es teorema de K. En el primer caso, el
del esquema ‘Kja—a’, habra que volver a decir que la idea de que el conocimiento
proposicional implica verdad, ademads de intuitiva, goza de una amplia aceptacién en la
Epistemologia contemporanea, por lo que cabria esperar que cualquier sistema
epistémico “adecuado” para modelar la forma de conocimiento proposicional tenga,
entre sus teoremas, a cualquier instancia del esquema ‘Kja—a’, o a cualquier instancia
de un algin esquema equivalente en su lenguaje. En el caso del esquema
‘Kj(avB)—(KjavK;B)’, la situacion es contraria a la anterior. Intuitivamente, la idea de
que si conocemos una disyuncién, entonces conocemos uno de sus disyuntos, parece
erronea; de hecho, contamos con numeros contraejemplos al respecto. Por ejemplo,
sabemos la siguiente disyuncion: que las obras fundacionales de la literatura occidental,
la /liada y la Odisea, fueron compuestas por un poeta, al que se le dio el nombre de
Homero, en dos momentos distintos de su vida, o bien, que fueron compuestas por una
rafaga de aedos durante varias generaciones; no obstante, no sabemos cual de estas
posibilidades corresponde con la realidad*l. Por ello, podemos esperar que en un
sistema epistémico adecuado no se pueda demostrar cualquier instancia del esquema
en cuestion o cualquier instancia de algin otro esquema equivalente a éste. Por
consiguiente, la determinacién de la capacidad o poder demostrativo de un sistema de
légica epistémica resulta relevante para juzgar sobre su adecuaciéon a la hora de
modelar una forma de conocimiento. Por esta raz6n, indagaremos ahora en torno a la

fuerza demostrativa del sistema K, y para ello definiremos primero una semantica para

41 Este problema forma parte de las cuestiones homéricas, un conjunto de preguntas en torno a la vida y
obra de Homero. Ver el prélogo a la traduccién de la //iada de Oscar Martinez Garcia, Alianza (Ed.),

Madrid, 2010, pp. 7-56.
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el lenguaje de este sistema, el lenguaje Z-{Ki, ..., Kn}; después, apoyadndonos en tal

semantica, estudiaremos las propiedades metaldgicas del sistema, lo que nos permitirj,

alarga, dar cuenta de su poder demostrativo.

2.3. Semantica formal para el sistema K

Definir una semantica para un lenguaje formal significa dar una nociéon de
interpretacion, asi como una nocién de verdad para éste (una nocion de lo que significa
que una ¢4 del lenguaje sea verdadera bajo una interpretacion). En el capitulo I,
definimos una semantica para el lenguaje Z-{Kj, ..., Kn}, empleando para ello estructuras

de Kripke. Recordemos esta semantica ya que en la seccién subsiguiente nos

serviremos de ella con el fin de estudiar las propiedades metalégicas del sistema K.

Definicién de interpretacién para £-{Kj, ..., Kn}
Una estructura de Kripke, 7 e, una interpretacion, para Z-{Ki, ..., Kn} es un tuplo:
E=<S,mRy, ..., Ra>.
Donde:
1) S#@ S es un conjunto no vacio (llamado el conjunto de estados s de &).

2) m: L—»P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de £-{Kj, ..., Kn} (1t(pi) €S).

3) Paracadaj=1, .., n, Rj€S?% (R;jse llamala relacidn de accesibilidad o posibilidad

dej).
Definicién de verdad para 4-{Ki,...,Kn}

Definimos primero, recursivamente, para cada s€S y cada ¢4 o de £-{Ki, ..., Kn}, lo que

significa:

E, sko (se lee: la formula o es verdadera (realizada o satisfecha) en el estado s

bajo la interpretacion (estructura) £).
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Definicion de satisfacibilidad:
Clausula 1: o es una letra proposicional
Por lo tanto, 6€L (o es una letra proposicional pi)
E, skpi sii sem(pi).
Clausula 2: €, sE—0 sii €, sk-o.
Clausula 3: &, sEa—f sii €, s#a 0 &, sEf.

Clausula 4: Para j=1, .., n, &, seKjo sii €, s'Eo para todo s’€S tal que <s, s">€R;.

A partir de lo anterior, podemos dar la siguiente definicién de verdad para

nuestro lenguaje.
Sea o cualquier ¢ de £-{Kj, ..., Kn}.
Definicion de verdad:
o es verdadera en una estructura £ sii para todo estado sde £ se tiene que &, sko.
Notacion: E=o

Por ultimo, definamos lo que significa que o sea una férmula valida de nuestro

lenguaje (una verdad légica epistémica de £-{Ki, ..., Kn}).
Definicién de validez [dgca:
o es valida sii para toda estructura £ se tiene que EE0

Notacion: Eoc

[lustremos estas nociones con algunos ejemplos. Consideremos la siguiente £

interpretacion o estructura para £-{Ki, ..., Kn}.

E=<S,m Ry, .., Rn>

S={r, s, t}

m: L—»P(S)

m(Y)=0, para toda letra proposicional s, excepto la letra proposicional p1.
m(p1)={s}

Rj= {<r, s>, <r,t>},conj=1, .., n
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Con frecuencia, las interpretaciones se representan mediante diagramas en los

que se emplean nodos y flechas, como podemos ver a continuacion:

p1

Este es un diagrama de la interpretacion £, en el que los nodos representan los estados
o elementos del conjunto S, mientras que la flecha representa la relacién de
accesibilidad Rj (con j= 1, .., n) entre tales estados. Tomando en cuenta esta

interpretacion, y mediante el uso de las definiciones anteriores, podemos probar lo

siguiente:
a) Exp1—~Kip1.

Prueba:
Como r¢m(p1) y tém(p1), tenemos,

respectivamente, por clausula 1 de

nuestra definicion de
satisfacibilidad:

1) & r#¥pry

2) &, ti#¥p1.

De 1) y 2) se sigue,
respectivamente, por clausula 3 de
nuestra definicién de
satisfacibilidad:

3) & rep1—=Kip1y

4) g, tep1—~Kipu

Ahora bien, como <s, s*>€R1, para
cualquier s*€S, tenemos que, por
clausula 4 de nuestra definicion de
satisfacibilidad,

5) &, s=Kips, pues &, s’E=p1, para
todo s’eS tal que <s, s">€R1.

De 5) y clausula 3 de nuestra
definicion de satisfacibilidad, se
sigue que:

6) &, sEp1—Kip1.

Por ultimo, de 3), 4), 6) y nuestra
definicién de verdad, se sigue que:

EFp1—~Kip1.

Podemos probar, a su vez, afirmaciones generales como:
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b) Ea—(B-a)*2.

Prueba:

Demostracion por reduccion al
absurdo.

Supongamos que existe una
estructura £y existe s de £ tal que
1) & s#a—(f—a). De esta
suposicion y clausula 3 de definicién
de satisfacibilidad, tenemos que:
2) € sEay

3) & s#(B—a).

De 3) y clausula 3 de definicion de
satisfacibilidad, se sigue que:

4) g sEBy

5) g, sk#al

Pero 5) se contradice con 2).

Por lo tanto,

Foa—(B-a).

Esta semantica resulta adecuada para nuestro sistema epistémico K, en el

sentido de que rescata unica y exclusivamente los teoremas del sistema, 7 e, con ella 4 5

podemos probar los metateoremas de correccién y completez para K. En la seccidn

subsecuente probaremos el primero de estos metateoremas, el metateorema de

correccion4s.

2.4. Metateorema de correccion para K

El metateorema de correccién para el sistema epistémico K se puede formular como

sigue:

Sea @ un teorema cualquiera de K. Entonces se tiene que:

FE@.

42 En realidad, lo que se estd afirmando aqui es que cualquier instancia del esquema ‘a—(B—a)’ es una

féormula valida.

43 La demostracion del metateorema de completez para K, asi como para los sistemas epistémicos T, S4 y

S5, se presentara en el Apéndice Il de este trabajo.



Note que esta afirmacion establece una relacién entre nuestro sistema sintactico
y la semdantica que recién se presentd, pues declara que todo teorema de K es una
formula valida, 7 e, es verdadero bajo cualquier interpretaciéon o estructura. Para
probar tal afirmacién, estableceremos primero que todos los axiomas de K son

férmulas validas y que sus reglas de inferencia preservan validez.

Al final de la seccion anterior, probamos que toda instancia del esquema
axiomatico ‘a—(3—a)’ es una formula valida. Probemos ahora que cualquier instancia

de los tres axiomas restantes de K, A2, A3 y K, es una formula valida.

¢) F(a=>(B=y)=(a=B)—(a=y).
Prueba por reduccion al absurdo.
Supongamos que existe una estructura £y existe s de £ tal que
1) &, s#(a—=(B-Y))—=((a—=B)—(a—Y)). De esta suposicion se sigue que:
2) & skra=>(B-y)y 3) & s#(a—p)—(a-y).
De 3), tenemos que: 4) &, sFa—y 5) &, siEa—y.
De 5), se sigue que: 6) £, sEay 7) &, si#y.
De 6) y 2), tenemos que: 8) &, sE(-Y).
De 8) y 7), se sigue que: 9) &, sip.
De 9) y 6), tenemos que: 10) &, sFa—f!
Pero 10) se contradice con 4). Por lo tanto,

F (a=>(B=y) = (a=B)—(a-y).

d) E (ma==p)=>((ma—=p)—a).

Prueba por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe una estructura £y existe s de £ tal que

1) &, s¥(ma—=>=B)—=((—a—p)—a). De esta suposicion se sigue que:
2) € sEm0—=>=By 3) & sE(na—p)—a.

De 3), tenemos que: 4) &, sE—a—fy 5) &, ska.

De 5), se sigue: 6) &, sE—a.
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De 6) y 2), tenemos que: 7) €, sE=-f.

De 7), se sigue que: 8) &, s¥p.

De 6) y 8), tenemos que: 9) &, sE—a—f!
Pero 9) se contradice con 4). Por lo tanto,

E (ma—==p)=((na—=B)—a).

e) E Kj(a—pB)—~( (Kja—=K;jp).

Prueba por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe una estructura £y existe s de £ tal que

1) &, s# Kj(a—=B)—(Kja—K;jB). De esta suposicion se sigue que:

2) €, sEKj(a—=B) y 3) & s¥EKja—KB.

De 3), tenemos que: 4) £, sk Kjay 5) &, s# Kjf.

De 5), se sigue que: existe s’ de £tal que <s,s">€ER;.y 6) &, s'¥.

De 4), como < s, s">€R;, se sigue que: 7) &, s'Ea. 47
De 6) y 7), tenemos que: 8) &, s'¥ a—f.

De 8), como < s, s">€R,;, se sigue que: 9) &, s ¥Kj(a—3)!

Pero 9) se contradice con 2). Por lo tanto,

E Kj(a—B)—( (Kja—K;B).

Una vez que hemos establecido que los axiomas de K son férmulas validas,
probemos que sus reglas de inferencias preservan validez. Las reglas de inferencia de
K son MP (Modus ponens) y KG (Generalizacion del conocimiento). Sabemos que el
Modus ponens es una forma de razonamiento correcto, I e, preserva verdad y, por
tanto, preserva también validez. Respecto a si la regla KG preserva validez, considérese

la siguiente prueba:

Sea auna ¢4 de £-{Kj, ..., Kn} tal que Fa y sean £ una estructura cualquiera y s un

estado cualquiera de €.



Si aplicamos a a la regla KG, obtendremos la férmula Kja, con j= 1, ..., n. Como
Fa, tendremos que &, sEKja, pues &, s'Ea para cualquier s’ de £t. q. <s.s’>€R;. Como s
es un estado cualquiera de &, tenemos, por definiciéon de verdad, que E=Kja. Pero como
£ es una estructura cualquiera, tenemos, por definiciéon de validez, que EKja. Por lo

tanto, la regla KG también preserva validez.

Ahora que se ha establecido que todos los axiomas del sistema K son férmulas
validas y que sus reglas de inferencia preservan validez, probemos el metateorema de

correccién para este sistema.

Metateorema de correccién para K

Sea ¢ una ¢4 cualquiera Z-{Ki, ..., Kn}.

Todo teorema de K es una formula valida. Es decir, si FX @, entonces .

Demostracion
Demostracion por induccién matemadatica sobre el nimero m de pasos de la

demostracion de .

Base: m=1 (la demostracién de o tiene un renglén)
Entonces ¢ se demuestra en un paso. Por lo tanto, ¢ es un axioma de K (A1-K).

Pero sabemos que todo axioma de K es una férmula valida. Por lo tanto, E@.
m=n, para n>1 (la demostracién de ¢ consta de n renglones, con n>1)

Hipoétesis de Inducciéon: El metateorema vale para todas las férmulas que aparecen en

los renglones anteriores a n.
Por Demostrar. El condicional vale para ¢ (que aparece en el renglén n).

Hay tres casos para ¢: ¢ es axioma de K, es consecuencia de anteriores por MP,

o bien, es consecuencia de anteriores por KG.

Caso 1: ¢ es axioma de K. Se procede igual que en la base.
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Caso 2: @ es consecuencia de anteriores por MP. Entonces ¢ se obtuvo, por MP,
de las féormulas a—¢@ y a, que aparecen en renglones anteriores de la
demostracion. Por consiguiente, a estas dos féormulas les podemos aplicar HI, de
modo que Ea—@ y Ea. Como la regla de inferencia MP preserva validez, tenemos

que E@.

Caso 3: @ es consecuencia de anteriores por KG. Entonces ¢ es de la forma Kja y
se obtuvo, por KG, de la formula o, que aparece en un renglén anterior de la
demostracion. En consecuencia, a esta formula se le puede aplicar HI, de forma
que tenemos que Ea. Como la regla de inferencia KG preserva validez, tenemos

queE.

De la base y los casos 1-3, se sigue, por principio de inducciéon matematica

completa (PIMC), que:

Si FX, entonces E@.

2.5. El poder demostrativo del sistema K

Ahora que hemos probado el metateorema de correccién para el sistema K, podemos
emplearlo para contestar las interrogantes respecto a su fuerza demostrativa: ;es
cualquier instancia de los esquemas ‘Kja—a’ y ‘Kj(avp)—=(KjaVK;jB)’ un teorema de K?
Para responder, habra que notar que el metateorema de correccién nos deja saber que
todos los teoremas de K comparten una propiedad, viz, son 44 ’s validas de nuestro
lenguaje formal; por consiguiente, basta con mostrar que una férmula no es valida para
concluir que no es teorema de K*. Esto es relativamente facil de establecer para algunas

instancias de los dos esquemas anteriores. Consideremos las férmulas ‘Kipi—p1’

44 Para establecer que una férmula valida de nuestro lenguaje epistémico es teorema de K, bastara con
dar la demostracién correspondiente, o bien, emplearemos el metateorema de completez para este
sistema (toda férmula valida de Z-{Kj, ..., Kn} es teorema de K), cuya demostracion la encontrara el lector

en el apéndice II de este trabajo.
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[instancia del esquema ‘Kja—a'] y ‘K1(p1vV—=p1)—(Kip1VKi—p1)’ [instancia del esquema

y ‘Kj(avB)—(KjavKjB)’] y veamos su valor de verdad en la siguiente estructura:

E=<S 1Ry, .., Rn>

S={r, s}

: L—>P(S)

m(P)=0, para toda letra proposicional s, excepto la letra proposicional p1.
m(py)={r}

RJ= {<r; r>; <rr S>}' con ]= 1' SR pl

E Rj,conj=1,..,n

O

1) & rEp1y 2) &, s¥p1. De 1) y 2) se sigue respectivamente, por la clausula de la

Bajo esta estructura, tenemos que:

negacion, que 3) £, r#—p1y 4) £, sE—p1. Ahora, dada la relacion de accesibilidad R1y
nuestra clausula modal, se tiene que 5) &, seKipi. De 5), 2) y clausula del condicional
se tiene que 6) &, s¥Kip1—p1. Por otra parte, de 3) y 4) tenemos respectivamente, por
la clausula del condicional, que 7) &, rEe—p1——p1y 8) &, sk—p1—-p1. De 7) y 8), por la
relacién de accesibilidad R1y la clausula modal, se sigue que 9) &, r= Ki(=p1—-p1). No
obstante, de la misma clausula y la misma relacién de accesibilidad se tiene, por 2) y 3)
respectivamente, que 10) £ r#Kip1y 11) & r#Ki—p1. De 10) y clausula de la negacion
se sigue que 12) &, r=—=Kip1. Pero de 12), 11) y cldusula de la implicaciéon tenemos que
13) & r—=Kip1—=Ki—p1. Y de 9) y 13) se tiene respectivamente, por & Vv, que 14) €, rE=
Ki(p1v=p1) y 15) & r#Kip1VKi—pi. Por tltimo, de 14), 15) y clausula de la implicacion
se sigue que 16) &, ri Ki(p1v—p1)—(Kip1vKi—p1).

Lo anterior constituye la prueba de que estas dos instancias de los esquemas en
cuestion no son /4 e validas de nuestro lenguaje epistémico y, en consecuencia, tampoco
son teoremas del sistema K. Por lo tanto, no toda instancia de los esquemas ‘Kja—a’ y

‘Kj(avB)—(KjaVK;B)’ es teorema de K. Esto significa que nuestra teoria axiomatica no
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reconoce como verdades o principios epistémicos: i) que el conocimiento implica la
verdad de la proposicion sabida y ii) que siempre que se conoce una disyuncion se
conoce alguno de los disyuntos. Por las razones antes expuestas, la omisién de ii) es un
acierto para la teorfa K, pues ésta deja fuera, de las verdades respecto al conocimiento
proposicional, algo que es francamente falso. Por el contrario, la omisién de i) es una
anomalia para K, pues ésta no contempla entre los principios epistémicos una idea que
se considera una verdad fundamental de conocimiento proposicional, a saber, que éste
implica la verdad de la proposicidn conocida. Para percatarse de la importancia de esta idea
en la historia de la epistemologia, basta con recordar las palabras de Immanuel Kant en
el paragrafo VII de la “Introduccion” a su Ldgica: <<Una perfeccién fundamental del
conocimiento, condicidn sin duda esencial e inseparable de toda perfeccion del mismo,
es la verdad [...]>>%. Por otra parte, en un gran numero de analisis tanto internistas
(v. g, fundacionalismo y coherentismo) como externistas (v. g, causalismo y
confiabilismo) del concepto de conocimiento proposicional, si bien se discute en torno
a si la justificacion es un ingrediente esencial del saber y cudl es la naturaleza de ésta,
la verdad figura como un componente indiscutible de dicho concepto; ademas, la
verdad suele invocarse como aquella caracteristica que distingue al conocimiento de la
mera creencia*. Es pues esta tradicion en el andlisis del concepto de conocimiento

proposicional lo que hace que la omisién de i) se considere una anomalia del sistema K.

2.6. Consideraciones en torno al sistema K

El sistema K es la teoria axiomatica mas elemental de entre aquellas que analizaremos
aqui, esto es, tiene el menor poder demostrativo, asi como también hace el menor

nimero de presupuestos epistémicos (a tal punto que, como acabamos de ver, ni

4 Kant, Immanuel, Ldgica. Acompariada de Una Seleccion de Reflexiones del Legado de Kant, Akal (Ed.),
Madrid, 2001, p. 111.

46 Un punto de quiebre con esta tradicion lo constituye la reformulacién que hace Luis Villoro del anélisis
tradicional del conocimiento en el capitulo 8 de Creer, saber, conocer, en donde se sustrae a la verdad
como una nota del conocimiento y se le da la funcién de una idea regulativa. En el capitulo III se analizara

con mayor detenimiento la relacién entre saber y verdad.
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siquiera reconoce entre sus principios que el conocimiento implica la verdad de lo
conocido). Quisiera detenerme ahora, antes de pasar al estudio de otro sistema formal,
precisamente en los supuestos epistémicos de los que si parte la teoria. Me ha parecido
que la presuposicion epistémica fundamental de la teoria K es la siguiente: /a deduccion
es relevante para el conocimiento. Esta declaracién encierra, en realidad, dos ideas. A
la primera de ellas me referiré con el nombre de Supuesto aristotélico, y consiste en la
idea de que todo aquello que tiene demostracién vale como conocimiento 47 tal
pensamiento se halla expresado por la regla de inferencia KG: Si +¥ a, entonces X Kijo#8.
Es cierto que si por demostracion entendemos una demostracion en la teoria K, este
supuesto parece una estipulacion sin importancia; sin embargo, si por demostracion
entendemos un razonamiento deductivo no circular que parte de premisas bien
establecidas, entonces nos hallaremos ante una idea que no so6lo ha estado presente en
la historia de la filosofia, notablemente en la obra de Aristoteles, sino que sigue vigente
en las disciplinas formales, 7 e, en la l6gica y la matematica —de lo contrario, ;como se
explica el empefio arduo por demostrar cada una de sus afirmaciones? La explicaciéon
mas razonable es que en estas disciplinas la demostracion eleva a las creencias al rango
de conocimiento, pues con ella se satisface la clausula de justificacion para las

proposiciones légicas y matematicas—*°. Ademads de lo anterior, este supuesto revela

47 Arist6teles llama a la demostracion [apddeixis] o deduccién demostrativa [apodeiktikds syllogismds]
razonamiento cientifico, y afirma: <<J...] llamo cientifico a aquel <razonamiento> en virtud de cuya
posesion sabemos>> (Analiticos Segundos, 71b 16-19).

48 En realidad, la regla KG afirma algo mas fuerte que el supuesto que he llamado aristotélico, a saber, que
toda proposicién o formula demostrada es sabida por fodos los agentes epistémicos. El supuesto en
cuestion se expresaria fielmente en un lenguaje epistémico para modalidades absolutas, es decir, con
operadores epistémicos sin subindices para los agentes (ver nota al pie numero 5 del capitulo I). Si
definiéramos la teoria K en un lenguaje asi, la regla KG tendria la forma siguiente: Si X a, entonces X Ka.
Intuitivamente, esta regla nos dice que cualquier proposicién demostrada es conocida (i e, es sabida por
alguien o por la humanidad en su conjunto, aunque no necesariamente por todo agente epistémico); y en
esto consiste justamente el supuesto aristotélico.

49 Resulta interesante, sin embargo, explorar las relaciones entre ambos conceptos de demostracidn, el
aristotélico y el que se defini6 para el sistema K. Aristoteles caracteriza a la demostraciéon <<[...] como

el razonamiento [que] parte de cosas verdaderas y primordiales, o de cosas cuyo conocimiento se origina
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que aun si la nocién de justificacién no se encuentra explicitamente presente en el
sistema K (y en ningin otro de los sistemas formales aqui estudiados), si esta
contenida, en cierto modo, en la regla de inferencia KG. La segunda idea en K en torno
al saber, y ala que he nombrado el Supuesto de preservacion del conocimiento, es la de
que a través del Modus Ponens se preservan las propiedades del conocimiento,
cualesquiera que éstas sean. En otras palabras, si un agente sabe que una proposicion
implica a otra y conoce, ademas, la primera de ellas, entonces (por Modus Ponens)
también conoce la segunda proposicion. Asi, por ejemplo, si adoptaramos el analisis

tradicional del conocimiento -segun el cual el conocimiento es creencia verdadera

a través de cosas primordiales y verdaderas>> (70picos, 100a 25-30) ), y de éstas ultimas dice que
<<son verdaderasy primordialeslas cosas que tienen credibilidad, no por otras, sino por si mismas (en
efecto, en los principios cognoscitivos no hay que inquirir el porqué, sino que cada principio ha de ser
digno de crédito en si mismo)>> (7dpicos, 100b, 20-25). Esta caracterizacién muestra que una primera
diferencia entre ambas nociones de demostracién es que, segin parece para el estagirita, los puntos de
arranque mas basicos de cualquier demostraciéon consisten en verdades fundamentales que se acreditan
por si mismas, mientras que para nosotros estos puntos de arranque, i e, los axiomas de K, no son
verdades indiscutibles, sino, a lo mas, afirmaciones intuitivamente aceptables (cuando se les interpreta,
claro esta). Otro punto de desencuentro importante seria que, a diferencia de la apddeixis aristotélica,
las demostraciones en K no sélo admiten razonamientos estrictamente deductivos, esto es, que
preservan verdad, sino que ademas del Modus Ponens, aceptan el empleo de la regla de inferencia KG,
que es la contraparte sintactica de una forma de razonamiento que no preserva verdad, pero si validez
légica. En cuanto a las similitudes entre ambas nociones, cabe sefialar que, como en Aristoteles, las
demostraciones en K parten de cosas “primordiales”, ya que sus axiomas pueden aparecer en las lineas
de una demostracion sin que medie para ello alguna regla de inferencia —justo por esto sirven como
puntos de partida para las demostraciones—, y sin ellos no hay demostraciéon. Ademas, tanto en la nocién
aristotélica como en el sistema K, las demostraciones son, stricto sensu, argumentos: Aristoteles
caracteriza a la demostraciéon como una forma de razonamiento deductivo, mientras que en K las
demostraciones son listas de ¢4'¢« de nuestro lenguaje formal, i e, enunciados de este lenguaje,
construidas a partir de los axiomas y las reglas de inferencia. Por ultimo, la contemplacién de la regla KG
revela todavia una semejanza mas con la epistemologia aristotélica: dado que la regla KG permite que se
pase de un axioma al conocimiento de este axioma sin la necesidad de alguna otra regla de inferencia, el
sistema K encierra en cierto modo la idea aristotélica de que los axiomas o puntos de partida de la

demostracion son conocidos por s{ mismos y no a partir de algo mas.

53



justificada—, nuestro supuesto equivaldria a afirmar que los razonamientos de la forma
Modus Ponens no sélo preservan verdad, sino también la creencia justificada. La idea
de la preservacion del conocimiento se pone de manifiesto en K mediante el axioma
que da nombre a este sistema, 7. e, el axioma K: Kj(a—f8)—= (Kja—K;jf3)50. Respecto a este
axioma, hay que agregar que si bien en conjunto con la regla KG (y el metateorema de
completez para la logica clasica proposicional) nos conduce al problema de la
omnisciencia légica (o deductiva), i e, a la tesis de que los agentes conocen todas las
implicaciones légicas de las proposiciones por ellos sabidas, por si solo no genera tal
problema, ni, al parecer, ninguna otra consecuencia falsa o absurda. No obstante, el
axioma K se formula de modo distinto en ocasiones, concretamente, en la forma
siguiente: K*: (a—f)—(Kja—K;jpB)>1. Tal formulacién torna practicamente irrelevante a
la regla de inferencia KG, mientras que conduce directamente a la primera de nuestras
reglas derivadas (RD1)52. Los inconvenientes de esta formulacion del axioma es que
lleva ya no a la omnisciencia l6gica, sino a la omnisciencia (o ignorancia) absoluta.

Veamos cOmo:

1. (a=B)=(Kja—K;B) K*

2. B=(a—P) Tautologia

3. B~ (Kja—=K;B) 1, 2, Transitividad
4. Kjo—= (B—=KiB) 3, Tautologia

La férmula que aparece al final de la demostraciéon declara que si el agente j
conoce alguna proposicién, entonces conoce también todas las proposiciones

verdaderas; es decir, jconoce todas las verdades o ignora cualquier proposiciéon. A esto

%0 La lectura més usual de este axioma es la siguiente: éste declara que el conocimiento es transmisible a
través de las implicaciones logicas conocidas por el agente. Por ello también se le llama el principio de
transmisibilidad del conocimiento. Ver Feldman, Richard, “Skepticism (1)”, Epistemology, New Jersey,
Prentice Hall, 2003, pp. 108-129.

51 Ver especialmente la nota 2 del trabajo de Collier, Kenneth en Radu J. Bogdan (ed.), Jaakko Hintikka,
181-198, 1987, D. Reidel Publishing Company.

52 Recordemos esta regla. RD1: Si FX a—f, entonces HX Kja—K;p.
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es a lo que me he referido antes como la omnisciencia o ignorancia absolutas. Este
resultado es problematico no sélo por tratarse de algo completamente contraintutivo,
sino porque conduce directamente a una conclusion escéptica: dado este resultado, de
K*y del hecho claramente manifiesto de que no conocemos todas las verdades, se sigue
légicamente que no conocemos proposicién alguna (= la ignorancia absoluta). No
obstante, la version mas moderada del axioma, i e, el principio K, también ha servido
parala causa escéptica a través de un razonamiento que lleva por nombre el argumento

de la transmisibilidad®3.
2.6.1. El argumento de la transmisibilidad

Sea Y cualquier proposicion ordinaria acerca del mundo exterior; sea HE cualquier
hipotesis escéptica logicamente incompatible con y (7 e, P implica l6gicamente la
falsedad de HE; y sea S un sujeto arbitrario que sabe que { implica l6gicamente la

falsedad de HE.

P1) S sabe que ¥ implica l6gicamente la falsedad de HE [presuposiciéon del
argumento].

P2) Si S sabe que { implica l6gicamente la falsedad de HE, entonces, si S sabe
que Y es verdadera, S sabe que HE es falsa [principio K].

PI) Si S sabe que { es verdadera, entonces S sabe que HE es falsa [de P1) y P2)
por MP].

P3) S no sabe que HE es falsa [posicion escéptica].

C) S no sabe que  es verdadera [de PI) y P3) por MT].

53 El argumento que se presenta a continuacion estd disefiado para objetar nuestras pretensiones de
conocimiento acerca del mundo exterior y, para ello, se apoya en hipdtesis o escenarios posibles a la
manera como lo hace el escepticismo cartesiano. Para dos versiones de este argumento ligeramente
distintas de la aqui presentada, cf. Dretske, Fred, “Epistemic Operators,"Journal of Philosophy 67 (1970):
1007-23; Feldman, Richard, “Skepticism (I)", Epistemology, New Jersey, Prentice Hall, 2003, pp. 108-129.

De hecho, en la exposicién del argumento sigo muy de cerca a este ultimo.
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Es éste un argumento escéptico que ataca nuestro conocimiento acerca del
mundo exterior, y para tornarlo mas transparente, recurriré a un ejemplo muy sencillo.
Considérese a un individuo relativamente ordinario, por ejemplo, al escritor espafiol
Miguel de Cervantes, autor del Quijote. Tomemos ahora alguna de sus creencias
ordinarias acerca del mundo exterior y consideremos la proposicién correspondiente,

exempli gratia:
MA: Cervantes tiene una mano anquilosada.

Finalmente, consideremos la hipotesis escéptica del cerebro en el balde, de

Hilary Putnam, referida a Cervantes, 7. e,

CEB: Cervantes es simplemente un cerebro en un balde (un estanque escéptico)

que se halla conectado a una mdquina de vida artificial.

Nétese que, segun esta hipotesis, Cervantes no tiene un cuerpo mas alla del cerebro y
el balde; por tanto, no posee una mano la cual pudiera estar anquilosada. En otras
palabras, CEB es légicamente incompatible con MA, lo que significa que MA implica
légicamente la falsedad de CEB. Supongamos ahora que el autor del Quijote es lo
suficientemente taimado para percatarse de esta implicacién, i e, que él conoce -
intuitivamente o con justificacidn tal implicacién. Entonces, de acuerdo al principio K,
si Cervantes sabe que MA implica la falsedad de CEB y sabe, ademas, que tiene una mano
atrofiada (MA), entonces deberia saber también que no es un cerebro en un balde
(CEB). Sin embargo, ;Cervantes sabe esto ultimo?, ;qué recurso emplearia para saber
algo semejante? En este caso, algunas posibles fuentes de conocimiento son la
percepciéon y la memoria, las cuales incluyen, entre otras cosas, el camulo de
sensaciones, percepciones y recuerdos del escritor acerca de si mismo -v. g, Cervantes
podria recordar su participacion en la batalla de Lepanto, ademas de observar el estado
actual de su cuerpo-. No obstante, todo esto (i e, el conjunto completo de sus estados
internos) es compatible con la hip6tesis del cerebro en el balde, pues cualquiera de sus
contenidos mentales bien podria haber sido generado o implantado por una sdper
computadora que alimenta con impulsos eléctricos el cerebro que es Cervantes. En

otras palabras, la hipotesis CEB y la proposicion MA, en general, la creencia de
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Cervantes de que es una persona normal (un cerebro en un cuerpo) en un mundo
normal, estan subdeterminadas tanto por la percepcién como por la memoria de éste,
dado que no le permiten distinguir cudl de ellas es falsa y cual de ellas es verdadera (si
alguna lo es). Como esta forma de evidencia no le permite discernir la verdad del error,
no lo justifica para creer que CEB es falsa y, en consecuencia, tampoco le proporciona
conocimiento al respecto. Cualquiera que se detenga a pensar un momento se dara
cuenta de que no es nada sencillo saber algo asi, y de que quiza Cervantes, mas todavia,
cualquiera de nosotros, no posee conocimiento al respecto. Si esto es asi, si después de
todo Cervantes no sabe que no es un cerebro en un balde, entonces tampoco sabe -si
nos atenemos a K- que tiene una mano atrofiada, aun si él mismo se encuentra

completamente persuadido de ello.

En este argumento, la premisa P1) resulta verdadera por construccion, pero vale
la pena percatarse de que el escepticismo sobre el mundo exterior no tiene por qué
socavar el conocimiento l6gico que se atribuye al agente S; la razon es que las verdades
légicas no son verdades empiricas o acerca del mundo externo y, por tanto, el
conocimiento l6gico no es conocimiento del mundo exterior. La premisa P2) es justo el
principio K de nuestro sistema axiomatico, y ya sea que le dé una lectura restringida (el
conocimiento se hereda a través del Modus Ponens) o una lectura mas amplia (el
conocimiento se hereda mediante las implicaciones l6gicas conocidas por el agente), es
un principio completamente plausible. El paso intermedio PI) se obtiene a partir de
estas dos premisas, mientras que la conclusion se deriva de PI) y la tercera premisa P3).
Es esta ultima premisa, S no sabe que HE es falsa, 1a clave del argumento. Sin embargo,
no la discutiré aqui, pues mi objetivo no es realizar un examen del escepticismo, sino
sefialar que uno de los principios fundamentales de la légica epistémica, viz, la

propiedad de distribucién o axioma K, ha tenido un papel en los argumentos escépticos.

Los dos supuestos anteriores -el aristotélico y el de preservacién de
conocimiento-, por problematicos que pudieran ser, constituyen las intuiciones
epistémicas basicas que se intentan formalizar mediante la teoria K, y estdn presentes
también en las teorias subsecuentes, i e, en T, S4 y S5, en la medida en que todas ellas

tienen como base a K. A continuacién, haremos el andlisis de estas tres teorias
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axiomaticas restantes, pero ahora que hemos explicado toda la terminologia necesaria

nuestro analisis podra ser relativamente mas breve.
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3. Sistemas de Logica Epistémica (El sistema T)

3.1. El sistema T

La tradicion filoséfica de analisis del concepto de conocimiento se origin6 en Grecia,
gracias a Platon, y los andlisis contemporaneos responden, casi por completo, al fil6sofo
ateniense: en su mayoria trabajan con la materia platdnica, i e, son variaciones del
andlisis platdnico del saber. La discusién epistemoldgica se ha centrado principalmente
en la nocién de justificacion, un componente del conocimiento ya presente en el
Teetetes, pero al que el autor, segiin parece, no doté de una significacidon precisa. De
esta discusion derivan las dicotomias internismo-externismo y fundacionismo-
coherentismo, en Epistemologia; incluso, algunas formulaciones externistas descartan
a la justificacion como condiciéon necesaria del saber>4. Respecto de la verdad, el
escenario es distinto. Que el conocimiento requiere verdad constituye una idea
aceptada por la mayoria; es, por decirlo asi, un endoxon u opinion reputada de la

Epistemologia contemporanea. Asi lo evidencian varias definiciones de saber:
[La teoria de la ausencia de fundamentos falsos]

NFG. S sabe p = df. (i) S cree p; (ii) p es verdadera; (iii) S estd justificado en creer

p; (iv) Todos los fundamentos de S para creer p son verdaderos®>.
[La teoria de la ausencia de socavadores]

ND. S sabe p = df. (i) S cree p; (ii) p es verdadera; (iii) S esta justificado en creer

p; (iv) No hay una proposiciéon verdadera t tal que, si S estuviera justificado en

54 Asi lo hace la teoria causal de Alvin Goldman, en donde la justificacion es sustituida por una relacién
causal apropiada entre el hecho de conocimiento y la creencia del agente en ese hecho. Alvin Goldman,
“A Causal Theory of Knowing”, Journal of Philosophy 64 (1967): 357-72.

55 Michael Clark, “Knowledge and Grounds: A Comment on Mr. Gettier’s Paper,” Analysis XXIV (1963):

46-48. Las negritas son mias tanto en esta definicién como en las dos subsecuentes.
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creer t, entonces S no estaria justificado en creer p. (Ninguna verdad socava la

justificacion de S para p)se.
[La teoria de los rastreadores de verdad]

TT. S sabe piff (i) S cree p; (ii) p es verdadera; (iii) La actitud de S hacia p rastrea
la verdad de p: cuando p no es verdadera, S no cree p; y cuando p es verdadera,

S cree p*’.

Las dos primeras definiciones son extensiones del analisis tradicional del
conocimiento, pues a las tres clausulas de éste —creencia, justificacién y verdad—
agregan una cuarta condicidn: la ausencia de algin fundamento falso, en el primer caso,
y la ausencia de algin socavador para la justificacidn, en el segundo. La tercera
definicién, por el contrario, constituye una alternativa al analisis tradicional, ya que
sustituye la clausula de justificacion por otra, especificamente, por la del rastreo de la
verdad. No obstante, en todas ellas la verdad, mas aun, la creencia verdadera, es un
ingrediente fundamental del saber. Tan cara amica es la verdad para los epistemologos
que llaman a ésta la propiedad de conocimiento, pues lo distingue de la mera creencia,
en donde no se exige la verdad sino sélo la consistencia®8. Es esta endoxon de que el
saber implica la verdad de lo conocido la que queda recogida por el sistema axiomatico
T de Logica Epistémica, y ello a través del axioma que lo caracteriza, 7. e, el axioma T:
Kja—a [propiedad de conocimiento]. Tal sistema es una extension de la teoria K, pues
se obtiene de ésta al agregar el axioma T. Por esto mismo, el sistema T hereda la fuerza
demostrativa de K: todo lo que es demostrable en K también es demostrable en T;
ademas, hereda los supuestos epistemolégicos de aquella, 7 e, el supuesto aristotélico

y el supuesto de preservaciéon del conocimiento, a los que agrega un tercer supuesto,

56 Peter Klein, “Knowledge and Grounds: A Comment on Mr. Gettier’s Paper,” Analysis XXIV (1963): pp.
46-48.
7 Robert Nozick, Philosophical Explanation (Cambridge, MA: Harvard University Press), (1981), Chapter

p- 3.
58 Claro est4, desde luego, que esta distincién no se sostiene para el caso de las creencias verdaderas.
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viz., el de que sélo conocemos lo verdadero. Los axiomas y reglas de inferencia de T son,

entonces, los siguientes:

Axiomas de T

Sean a, By Yy ¢4 ‘¢ cualesquiera de Z-{Ki, ..., Kn} y seaj=1, .., n.

Al: a—=(B-a),

A2: (a=(B=y)) = ((a=p)=(a=y)),

A3: (ma—==B) = ((ma-p)—a),

K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucidén],

T: Kja—« [Propiedad de conocimiento].

Reglas de inferencia de T

Sean oy ¢4 ‘e cualesquiera de Z-{Kj, ..., Kn}.

MP: Si +T a Y +T a—f3, entonces +T [ Modus ponens| y

KG: Si +T a, entonces +T Kia [Generalizacion del conocimiento]>°.

En cuanto al poder demostrativo de T, ademas de todo lo demostrable en K, se

obtienen algunos otros teoremas de gran interés, v.g:

Teoremas de T
T16FT a—=—=Kjma
T17+T Kja—=—=Kj—a
T18FT (KjanKjB) == (a——[3)60

El primero de estos teoremas, el teorema 16, nos dice que no podemos conocer
lo que es contrario a la verdad, mientras que los dos teoremas restantes son teoremas
de consistencia: el teorema 17 declara que si un agente sabe una proposicién, entonces

no sabe la negacion de ésta, i e, el conocimiento de los agentes es consistente; el

% Una vez mas, empleo la notacién ‘+T’ para significar ‘ser teorema de T’. Este sistema axiomatico fue

desarrollado por Feys y Von Wright.

60 Para la demostracion de estos teoremas, consiltese el apéndice 1.
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teorema 18, por su parte, afirma que si un agente sabe dos proposiciones cualesquiera,
entonces estas proposiciones por si solas deben ser consistentes entre si. Que estos dos
ultimos teoremas se obtengan a partir del axioma T nos deja saber que la verdad en el

conocimiento implica su consistencia.

Ahora bien, al igual que hicimos con el sistema K, podemos preguntarnos ahora
por el alcance demostrativo de T e interrogar, por ejemplo, si en él se demuestra
cualquier instancia del esquema de férmulas Kja—KjKja, conocido como el principio de
introspeccion positiva o la KK-tesis, el cual serd fundamental para la teoria S4 que se
analizara posteriormente, y que declara que si un agente sabe una proposicion,
entonces sabe que la sabe. En otras palabras, con ese esquema se afirma que el
conocimiento de primer orden implica siempre un conocimiento de segundo orden. Por
otra parte, sabemos que cualquier instancia del esquema converso o reciproco a éste, 7.
e, KiKja—Kja, es teorema de T, pues se obtiene del axioma T: Kja—a al sustituir
simplemente ‘o’ por ‘Kja’. Sin embargo, de ello no se sigue que toda instancia de
Kja—KjKja sea también teorema del sistema. Para responder a nuestra interrogante,
procederemos igual que con la teoria K: definiremos una nueva semdntica para nuestro
lenguaje formal, a partir de la cual probaremos el metateorema de correccién para el
sistema T; por ultimo, usaremos este metateorema para establecer que no cualquier

instancia del esquema anterior es teorema de T.

3.2. Semantica formal para el sistema T

En el capitulo anterior, probamos que algunas instancias del axioma T no son verdades
logicas o formulas validas de nuestro lenguaje; en este sentido, la semantica que
definimos no nos permite rescatar la validez del principio de propiedad del

conocimiento®’. Por ello, definiremos ahora una nueva semantica, que resulta de

®1Ver la seccién “El poder demostrativo del sistema K” en el capitulo anterior.
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imponer una restricciéon a las relaciones de accesibilidad en nuestra nociéon de

interpretacién. Veamos como.

Definicion de T-interpretacion para £-{Kj, ..., Kn}
Una T-interpretacion (Er) para Z-{Kj, ..., Kn} es un tuplo:
E=<S,m,Ry, ..., R>.

Donde:

1) S#@, S es un conjunto no vacio (llamado el conjunto de estados s de &).

2) m: —»P(S),  es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de £-{Kj, ..., Kn} (1t(pi) €5).

3) Para cada j=1, ..., n, Rj€S? es una relacion reflexiva. Esto es: Para cualquier
S€S se tiene que <s, s>€R; (R se llama la relacién de accesibilidad o posibilidad

dej)

Nétese que esta nocidon de interpretacion es idéntica a la ofrecida en el capitulo
anterior, excepto por el hecho de que ahora se ha impuesto una restricciéon a las
relaciones de accesibilidad (las R’s), a saber, que todas ellas sean relaciones reflexivas.
Esto es asi justo porque el axioma T exige, para su validez, que todos los mundos sean
accesibles a si mismos, de tal suerte que cualquier agente que conozca o ignore una
proposiciéon a partir de un mundo dado tenga acceso al valor de verdad de dicha
proposicion en ese mundo. Con ello, los agentes sélo conoceran lo que es verdadero en
el mundo “real”, es decir, en el mundo desde el cual conocen. Y es precisamente esto
ultimo lo que se declara con el axioma T. De hecho, en capitulo anterior, al mostrar que
existia una estructura que hacia falsa a una instancia del axioma T, empleamos para ello
una interpretacion en donde la relacién de accesibilidad no era reflexiva, ya que habia
un mundo o estado s€S en la estructura que no tenia acceso a si mismo, lo que hizo

posible que la instancia del axioma fallara en la interpretacion.

Definici6én de T-verdad para £-{Kj, ..., Kn}
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Nuestra nocion de verdad para T es basicamente la misma que para el sistema K.

Sea £ una T-interpretacion cualquiera.

Definimos para cada s€S y cada ¢4 o de Z-{Kj, ..., Kn} lo que significa:

E, skEo (se lee: la formula o es verdadera (realizada o satisfecha) en el estado s
bajo la interpretacién (estructura) £).
Definicién de T-satisfacibilidad:
Clausula 1: o es una letra proposicional
Por lo tanto, 6€L (o es una letra proposicional pi)
E, skpi sii sem(pi).
Clausula 2: €, sE=—0 sii &, sko.
Clausula 3: &, sea—B sii € sH#a o &, sEp.
Clausula 4: Para j=1, .., n, &, seKjo sii €, s’Eo para todo s’€S tal que <s,s’>€R;.

Sea o cualquier ¢4 de £-{Kj, ..., Kn}. 64
Definicion de T-verdad:

o es verdadera en una T-interpretacion £ sii para todo estado s de € se tiene que

g, skEo.
Notaciéon: EEo

Definamos ahora lo que significa que o sea una férmula T-valida de nuestro

lenguaje.
Definicion de T-validez:
o es T-valida sii para toda T-interpretacion £ se tiene que E=o.

Notacion: ETo



Esta nueva semantica para £-{Kj, ..., Kn}, 7 e, esta nocién de interpretacion y
verdad®é?, nos permite probar la validez del axioma T%:
ET Kja—a.
Prueba por reduccién al absurdo.
Supongamos que existe una T-interpretacion £ tal que E¥Kja—a. Es decir, existe s de £
en donde:
1) & s¥Kja—a. De esta suposicion se sigue que 2) €, seKja y 3) &, s¥-a. Pero como
Rj es reflexiva, tenemos que <s, s>€R;. De esto y de 3) se sigue, por clausula 4 de
nuestra definicién de T-satisfacibilidad, que 4) &, js#¥Kja! Pero esto se contradice

con 2). Por lo tanto, ET Kja—a.

La prueba anterior establece la validez de axioma T o, mejor dicho, que

cualquiera de sus instancias es una formula T-valida.

3.3. Metateorema de correccion para T

Con esta semantica también es posible demostrar los metateoremas de correccion y

completez para la teoria T. A continuacion, probaremos el primero de ellos®*.

Noétese, en principio, que todos los axiomas de T son T-validos: recién
establecimos que el axioma T lo es, y el resto de los axiomas, al ser validos (i e,
verdaderos en cualquier interpretacion), también son T-validos (i e, verdaderos en
cualquier interpretacién cuyas relaciones de accesibilidad son reflexivas). Por otra
parte, las reglas de inferencia de la teoria (MP y KG) preservan T-validez: la regla MP

preserva verdad y, en consecuencia, también preserva T-validez; mientras que para la

62 En esta “nueva” semantica, la definicion de verdad es la misma que para el sistema K; lo que le confiere
su novedad esa variacion en la nocién de interpretacion, viz, que ahora las relaciones de visibilidad son
reflexivas.

3 Nétese ademas que todas las formulas validas son también T-validas, porque al ser verdaderas en
cualquier interpretacion lo son de igual forma en todas las interpretaciones cuyas relaciones de
accesibilidad son reflexivas.

6 Para la prueba del metateorema de completez, para esta teoria, véase el apéndice I1.
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regla KG vale el siguiente razonamiento. Si a una férmula, digamos a, que es T-valida,
se le aplica la regla KG, se obtiene la férmula Kja, que también es T-valida, pues de lo
contrario habria una T-interpretacion € y un estado s de £ tales que &, s¥q, en cuyo
caso la formula original a no seria T- valida. Por consiguiente, la regla KG también
preserva T-validez. Tomando en consideracién todo esto, estableceremos el

metateorema de correccion para el sistema T:

Metateorema de correcciéon para'T

Sea ¢ una ¢4 cualquiera Z-{Kj, ..., Kn}.

Todo teorema de Tes T-valido. Es decir, si T ¢, entonces ET .

Demostracién
Demostracion por induccién matematica sobre el numero m de pasos de la

demostracion de .

Base: m=1 (la demostracion de ¢ tiene un renglon) 66
Entonces ¢ se demuestra en un paso. Por lo tanto, ¢ es un axioma de T (A1-T).

Pero sabemos que todo axioma de T es una férmula T-valida. Por lo tanto, T .
m=n, para n>1 (la demostracion de ¢ consta de n renglones, con n>1)

HI: El metateorema vale para todas las féormulas que aparecen en los renglones

anteriores a n.
P.D. El condicional vale para ¢ (que aparece en el renglén n).

Hay tres casos para ¢: ¢ es axioma de T, es consecuencia de anteriores por MP,

o bien, es consecuencia de anteriores por KG:
Caso 1: ¢ es axioma de T. Se procede igual que en la base.

Caso 2: ¢ es consecuencia de anteriores por MP. Entonces ¢ se obtuvo, por MP,
de las férmulas a—¢@ y o, que aparecen en renglones anteriores de la

demostracion. Por consiguiente, a estas dos féormulas les podemos aplicar Hi, de



modo que ET a—»@ y ET a. Como la regla de inferencia MP preserva validez,

tenemos que ET @.

Caso 3: @ es consecuencia de anteriores por KG. Entonces ¢ es de la forma Kja y
se obtuvo, por KG, de la formula a, que aparece en un rengldn anterior de la
demostracion. En consecuencia, a esta férmula se le puede aplicar HI, de forma
que tenemos que =T a. Como la regla de inferencia KG preserva validez, tenemos

quekET @.

De la base y los casos 1-3, se sigue, por principio de induccién matematica

completa (PIMC), que:

Si T, entonces ET .

3.4. El poder demostrativo del sistema T

La teoria T hereda el poder demostrativo de la teoria anterior, la teoria K, y lo desborda,
pues en T se pueden demostrar féormulas de £-{Kj, ..., Kn} que no son demostrables en
K, e g, los teoremas 16, 17 y 18, a los que se aludi6 anteriormente en este capitulo. En
otras palabras, los teoremas del sistema K constituyen un subconjunto propio del
conjunto de teoremas del sistema T. Esto significa que el axioma caracteristico de este
sistema, el principio de propiedad del conocimiento, no es redundante, ya que agrega
propiedades al saber que no se hallan supuestas por la simple propiedad de
distribucién o axioma K; una de estas nuevas propiedades seria, por ejemplo, la
consistencia del conocimiento. Por otro lado, ahora que hemos establecido el
metateorema de correccion para T, podemos responder a la pregunta que planteamos
con antelacidén, la cual guarda relacién con sus alcances demostrativos: ;en T se
demuestra cualquier instancia de la tesis KK, 7 e, del esquema de féormulas Kja—K;jKja?
Larespuesta es que no, y, para percatarse de ello, basta con reparar en dos cosas. Segin
el metateorema de correccion, cualquier teorema de T es T-valido, de modo que la T-
validez resulta necesaria para ser demostrable en el sistema; sin embargo, algunas
instancias del esquema en cuestion no satisfacen esta caracteristica. Vedmoslo con una

instancia concreta, la férmula Kip1—KiKip1.
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Considérese la siguiente T-interpretacion.
E=<S,m Ry, ..., Rn>
S={r, s, t}
m: L—»P(S)
m(Y)=0, para toda letra proposicional {, excepto la letra proposicional p1.
m(p1)={r, s}
Ri= {<r, r>, <s, s>, <t, t,>, <r, s>, <5, t>},

P1

conj=1,..,n g
Ri.coni=1...n

Bajo esta interpretacion se tiene que:

1) E rEpy, 2) E,sEp1y 3) €, t¥p1. A partir de la relacion de accesibilidad R1y la clausula
modal de nuestra definicidn de satisfacibilidad, se sigue, por (1) y (2), que 4) &, reKips,
mientras que por (3) se sigue que 5) &, s#¥Kipi. Por otra parte, de (5), la relaciéon R1 y
la misma clausula modal, se tiene que 6) &£, r#¥KiKipi. Finalmente, de (4), (6) y la
clausula de la implicacién, tenemos que 7) &, ri#¥Kip1—=KiKipi. Por consiguiente, esta

férmula no es T-valida debido a que no es verdadera en esta T-interpretacion.

Lo anterior muestra que la férmula Kip1—KiKip1 no es T-valida y, por tanto,
dado el metateorema de correccién, que no toda instancia del esquema Kja—=KjKja es
teorema de T. En este sentido, el sistema T no contempla a la KK-tesis entre los
principios o verdades ldgicas acerca del conocimiento, y, por tanto, no reconoce la
validez de la idea de que el conocimiento proposicional implica necesariamente un
conocimiento proposicional de segundo orden. Sin embargo, no es claro si ello
constituye una anomalia o una fortaleza de la teoria axiomatica, debido a que la validez
de la tesis KK es uno de los problemas mas controversiales de la légica epistémica. En
el capitulo siguiente, al estudiar el sistema S4, abordaremos esta controversia, pero
antes habra que terminar el estudio del sistema T, y lo haremos examinando su
supuesto epistémico fundamental, viz, la idea de que la verdad es una condicion

necesaria para el conocimiento.
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3.5. Consideraciones en torno al sistema T

Como sefialé al comienzo de este capitulo, la Epistemologia surgi6 con Platon, y a éste
se le atribuye, al menos en Filosofia, la prestigiosa idea de que el conocimiento implica
la verdad de lo conocido. Con todo, tal relacién entre saber y verdad, la cual hemos
capturado con el axioma T: Kja—a, no deja de tener sus inconvenientes. En esta seccion,

me dedicaré a senalar dos de ellos.

3.5.1. La indistinguibilidad del saber

En la Metafisica, Aristoteles ofrece la siguiente definicion de “verdad”: << [...] decir que
lo que es es y que lo que no es no es, es verdadero>>%., En términos mas
contemporaneos: “p” es verdaderassii p[7 e, sii pexiste realmente], en donde “p” es una
proposiciéon arbitraria de un lenguaje, mientras que p es el hecho expresado por ella.
Asi definida, la verdad consiste en una relacién objetiva entre dos componentes, viz,
lenguaje y realidad -especificamente, un enunciado y un hecho-. A esta relaciéon nos
referiremos con la expresion ‘verdad absoluta’, pues no requiere de ningtn sujeto para

existir; lo que tiene por consecuencia que una proposicion puede ser verdadera aun si

nadie lo sabe, mas todavia, aun si nadie la cree o la juzga.

En el axioma T, supuesto fundamental de nuestro sistema axiomatico T'y de un
nimero importante de analisis epistemoldgicos, la verdad implicada por el
conocimiento es una verdad absoluta; por consiguiente, segiin este axioma, solo las
proposiciones verdaderas en sentido absoluto pueden ser conocidas. Una consecuencia
de esto es que se vuelve problematico discernir las pretensiones de conocimiento
legitimas de aquellas que no lo son. En otras palabras, si el conocimiento implica la
verdad absoluta de lo conocido, entonces, dada una pretensién de conocimiento,
nosotros (los seres humanos) no podremos distinguir si es legitima o sélo aparente, ya

que somos incapaces de reconocer la verdad absoluta de las creencias o proposiciones.

65 Aristdteles, MetafisicalV, 7, 26-29.
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Para dar cuenta de esta conclusion, considérese el siguiente fragmento de la Ldgica, de

Immanuel Kant:

Una perfeccion fundamental del conocimiento, condicion sin duda esencial e inseparable de
toda perfeccién del mismo, es la verdad. Verdad, dicese, consiste en la concordancia del
conocimiento con el objeto. Seglin esta definicibn meramente nominal, mi conocimiento,
para valer como verdadero, ha de concordar con el objeto. Ahora bien, s6lo puedo comparar
el objeto con mi conocimiento en tanto que lo conozco. Mi conocimiento debe ratificarse a si
mismo, lo cual, empero, no es ni con mucho suficiente para la verdad. Puesto que como
quiera el objeto estd fuera de mi y el conocimiento en mi, s6lo puedo juzgar si mi

conocimiento del objeto coincide con mi conocimiento del objeto¢e.

En estas lineas, Kant critica la inclusion de la verdad absoluta como un componente
insoslayable del saber: nunca sabemos si una pretensién de conocimiento satisface el
requisito de la verdad, pues para ello habria que compararla con el objeto en si (tal
como éste es al margen de todo acto de conocimiento). Pero esto resulta imposible,
porque para comparar las pretensiones de conocimiento con el objeto, este ultimo debe
ser conocido o aprehendido por nosotros. De modo que la comparacion sélo es posible
con el objeto de nuestra aprehensidn, y no con el objeto en si. Sin embargo, esto no es
suficiente para determinar la verdad del pretendido conocimiento. Reconstruyamos

esquematicamente esta objecion.
El argumento de la indistinguibilidad

Definicidn de verdad

Una pretensiéon de conocimiento es verdadera si y s6lo si concuerda con el objeto en si
mismo (con la cosa en si).

0ds. 1. Si una pretension de conocimiento es verdadera si y so6lo si concuerda con el
objeto en si mismo, entonces, para poder determinar si las pretensiones de

conocimiento son verdaderas, es necesario compararlas con el objeto en si mismo.

6 Kant, Immanuel, Ldgica. Acompafiada de Una Seleccion de Reflexiones del Legado de Kant, Akal (Ed.),

Madrid, 2001, p. 111 (Introduccion, § 7).
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P1) Si no se comparan las pretensiones de conocimiento con el objeto en si mismo, no se
puede determinar si son verdaderas o no.

0és. 2. Para comparar el objeto con las pretensiones de conocimiento es necesario
conocerlo, aprehenderlo.

04s. 3: Con lo Unico que es posible comparar las pretensiones de conocimiento es con el
objeto conocido.

04s. 4. El objeto conocido no es el objeto en si mismo®7.

P2) Es imposible comparar las pretensiones de conocimiento con el objeto en si mismo.

PI: No podemos determinar si las pretensiones de conocimiento son verdaderas o no [de

P1) y P2), por MP].

A partir de aqui, es relativamente sencillo llegar a la conclusion de que no somos
capaces de discernir el saber auténtico del meramente aparente. Basta para ello con

continuar el argumento de la manera siguiente:

Principio T: La verdad es una condicién esencial para el conocimiento.

04s. 5: Sila verdad es una condicion esencial para el conocimiento, entonces, para saber
si las pretensiones de conocimiento valen como conocimiento auténtico, es necesario
determinar si éstas son verdaderas o no.

P3) Si no podemos discernir el valor de verdad de las pretensiones de conocimiento,

entonces nunca sabemos si valen o no como conocimiento auténtico.

C: Nunca sabemos si las pretensiones de conocimiento valen como conocimiento

auténtico o no [de PI) y P3), por MP].

67 Se descarta aqui toda forma de idealismo que identifique pensamiento y realidad. Una razén para ello
es que al mantener la distincién entre el pensamiento y lo real se deja lugar a una posible desavenencia

entre ellos, y es ésta, creo, la mejor explicacion que tenemos del error.
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En suma, si el saber implica la verdad absoluta de lo sabido, entonces los casos de

conocimiento son indistinguibles de casos de no conocimiento®8.

Un corolario del resultado anterior es que nunca tenemos derecho a declarar que
sabemos, sino simplemente que creemos saber, por lo que el concepto de saber sea
practicamente inaplicable o vacuo®. No obstante, se me ocurre que alguien podria
cuestionar la relevancia de semejante objecion; después de todo, que nuestros poderes
cognoscitivos no nos permitan determinar la autenticidad del saber no parece afectar
en absoluto dicho saber: si una creencia -se dira- cumple con las condiciones
suficientes, incluida la verdad, entonces es un caso de conocimiento, y poco importa

nuestra capacidad de discernimiento al respecto.

Quien asi opina corre el riesgo de hacer de la Epistemologia un juego puramente
intelectual, uno en donde se busca forjar una nocién perfecta de conocimiento, pero sin
preocuparse en absoluto por sus condiciones de aplicaciéon. Un punto de vista como el
descrito olvida las raices practicas del acto de conocer: nos interesa distinguir, en la
practica, el conocimiento de la mera creencia porque, mientras que con la creencia se
alcanza la verdad de manera azarosa (cuando se alcanza), con el saber se ata o sujeta,
en la medida de lo posible, el pensamiento a lo real, i e, se tiene una garantia, aunque
falible, de que la creencia alcanza la realidad y, por consiguiente, de que la accién se
guia por ésta en caso de que se actue conforme al saber. Por lo tanto, a la hora de actuar

o decidir resulta de vital importancia el reconocimiento del saber.

Sin embargo, aun podria argiiirse que dicha atadura en el conocimiento hace
referencia a su justificacion, y no directamente a la verdad. Por lo tanto, para guiar

nuestras acciones basta con ser capaces de reconocer aquellas creencias con un grado

68 Desde luego, hay casos de no conocimiento que podemos reconocer como tales, v. g, cuando falta
creencia o justificacién. Sin embargo, lo que no podemos es reconocer que una creencia satisface, en
efecto, la condicién de verdad.

8 Esta consecuencia de aceptar a la verdad absoluta como ingrediente del conocimiento ya la habia
sefialado Luis Villoro en Creer, saber, conocer; especificamente, en el capitulo 8 (“Saber y verdad”), pp.

182-184.

72



de justificacién adecuado al conocimiento -y conducirnos conforme a ellas, claro esta-.
En general, estoy de acuerdo con este punto de vista, pero entonces habrd que
cuestionarse sobre la importancia real del conocimiento mismo, o bien, sobre la
relevancia de incluir la condicién de verdad en el concepto de saber. Parece como si los
epistemologos, a través de la condicién de verdad, quisieran eliminar el error de la
nocioén de saber, aun si con ello no se elimina la posibilidad de error en su aplicacién, ni
mucho menos la posibilidad de error a la hora de actuar con arreglo a aquello que

creemos saber.
3.5.2. Lairrevocabilidad del saber

Disponemos aun de una segunda objecion en contra del principio T: si la verdad
absoluta se halla implicada en el conocimiento, entonces el conocimiento es

irrevocable. Veamos por qué.

Desde muy temprano, el pensamiento filoséfico reconoci6 que una caracteristica
fundamental de la verdad es que no puede devenir en falsedad; en otras palabras, lo
verdadero lo es siempre sin importar qué. Es esto, me parece, a lo que se refiere
Parménides con “el corazon imperturbable de la verdad bien redonda”, 1a cual se trata
en la via de /o que es siempre y carece de devenir’’. Asi, por ejemplo, en caso de que
fuera verdad que hay vida bajo la superficie congelada de Europa, luna de Jupiter, tal
verdad permanecera intacta sin importar lo que haya ocurrido antes y lo que sucedera
después’l. ;Qué significado tiene esto en relacidn con el principio T? Consideremos un

caso concreto de conocimiento.

70pDK28B 1-8.C£.G.S. Kirk, J. E. Raven y M. Schofield, Los fildsofos presocraticos, Gredos (Ed.), Madrid,
2008.

1 Se podria pensar, desde luego, que lo verdadero se muda en el tiempo, y que las verdades de hoy
podrian no ser las verdades de mafiana. En apariencia, un enunciado puede variar su valor veritativo en
diferentes contextos. Asi, un enunciado como ‘el actual presidente de México tiene menos de 60 afos’,
pronunciado en 2017, era verdadero; sin embargo, proferido ahora, en 2019, resulta falso. Existe mas de
una manera de explicar por qué esto no socava la invariabilidad de la verdad a través del tiempo, v. g,

distinguir entre proposiciones y enunciados, o entre declaraciones y oraciones; no obstante, recurriré
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En la actualidad se sabe que la edad de la Tierra es de alrededor 4,500 millones
de afios, y no de apenas unos 6,000 afios, como se pensaba antes’2, En caso de aceptar
el principio T, deberemos conceder que nuestra datacién de la edad de la Tierra es una
verdad absoluta. Es ésta la base de nuestra argumentacion. Si tal datacion es una verdad
absoluta, entonces es completamente inmune a la refutacion, ya que, en sentido estricto,
no existe una auténtica refutacién de algo verdadero, sino simplemente refutaciones
aparentes de ello; la verdad, como diria Platén, no es dificil de refutar; <<mas bien es
imposible, pues la verdad jamas es refutada>>73. Por consiguiente, si concedemos la
verdad absoluta de nuestra datacion, lo conducente seria rechazar de antemano
cualquier posible objecion futura, pues toda objecidn en contra constituiria un intento
de falsificar o poner en duda algo verdadero o, si se quiere, algo que sabemos que es
verdadero. En este sentido, nuestro conocimiento resultaria simplemente

irrevocable74.

aqui al siguiente expediente: en nuestro ejemplo, se trata de enunciados distintos. Proferido en el 2017,
el enunciado es en realidad ‘quien ocupa el cargo de presidente en México, ahora, en el 2017, tiene a la
fecha menos de 60 afios’; proferido en el 2019, el enunciado es ‘quien ocupa el cargo de presidente en
México, ahora, en el 2019, tiene a la fecha menos de 60 afios’. Estos enunciados no soélo son
sintacticamente distintos, sino que también hablan acerca de personas distintas. En general, los
enunciados aparecen en un contexto, el cual nos ayuda a precisarlos y, como en este caso, a distinguirlos.
Como sea, ndtese que, al margen de cualquier evento pasado o futuro, seguira siendo verdad que quien
ocupaba el cargo de presidente de México en el 2017 tenia menos de 60 afios para entonces.

2 Empleo la expresion ‘se sabe’ para indicar que se trata de un conocimiento bien establecido y con una
aceptacion generalizada. Por otra parte, respecto a la antigua datacion de la edad de nuestro planeta,
tenemos noticias de que, en el siglo XVII, el arzobispo James Ussher, empleando la genealogia biblica a
partir de Adan, calculé que el afio de la creacién habia sido el 4004 a. C. Por su parte, el vicecanciller de
la universidad de Cambridge, John Lightfoot, declaré que el hombre habia sido creado el domingo 23 de
octubre de ese mismo afio, a las 9 am. C£, Bowler Peter . (1989), Evolution. The History of an Idea,
University of California Press, Berkeley, Los Angeles, London, cap. 1, p. 4.

73 Platon, Gorgias, 473b.

4 Hay aqui una doble irrevocabilidad. Una a nivel, digamos, ontoldgico, puesto que lo verdadero nunca
se torna falso; una segunda a nivel epistémico, dado que los verdadero no puede jamas ser refutado. A

esta segunda forma de irrevocabilidad le podemos llamar incontrovertibilidad.
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El problema con esto es que resulta contrario a la tesis actual del conocimiento,
al menos del conocimiento empirico, segin la cual 1ro) tenemos conocimiento, y 2do)
éste es falible y, por tanto, susceptible de refutacion. Semejante tesis es consecuencia
de la historia del conocimiento y se manifiesta, v. g, en el hecho de que, al menos en
ciencia y filosofia, la verdad se ha ido diluyendo como criterio de evaluacién tedrica, y
ha sido sustituida por nociones tales como la capacidad solucion de problemas o el
poder predictivo o explicativo de una teoria’>. Como el principio T, la falibilidad del
saber también constituye una éndoxau opinién reputada acerca del conocimiento. Por
lo tanto, al ser incompatibles entre si, lo que tenemos es un conflicto entre éndoxa”®.
Desde luego, no cualquier posicion falibilista resulta inconsistente con la tesis o
principio T; no necesariamente lo es un falibilismo epistémico que dependa
exclusivamente de la condicidon de justificacion del saber. Tal posicidbn podemos

expresarla como sigue:

Fabilismo de la Justificacion: Es posible, en principio, que un agente, en un momento
determinado, crea justificadamente una proposicion y la sepa en efecto, pero que
posteriormente pierda su conocimiento al hallar, é] mismo o los miembros de la

comunidad epistémica pertinente, un socavador para su justiticacion inicial.

Segun FJ, el conocimiento es falible en el sentido de que es revocable, y su
revocabilidad no le viene de la verdad, sino de la justificacion; es ésta, y no la verdad, la

que es susceptible de revocacion. Este punto de vista implica, ademas, que la clausula

7> Otro campo en el que la nocién de verdad ha ido perdiendo fuerza, aunque por razones un poco
distintas, para ser remplazada por la de consistencia de una teoria, es la Matematica.

76 Tomo el término éndoxa prestado de Aristdteles, para quien es un sinénimo de creencias u opiniones
que suelen gozar de buena reputacion, es decir, aquellas opiniones que tienen una aceptacion total o
general por parte de una comunidad, o que, al menos, tienen la aceptacion de los mas sabios o entendidos
en un tema. Una manera mas natural de entender el término éndoxa seria decir que involucra la manera
general de ver (las opiniones de los grandes hombres o de personajes célebres) lo creido histéricamente
(incluso las creencias que se revelan en los ritos religiosos y los mas antiguos mitos) y la experiencia
colectiva de los hombres. En cierto sentido, hace referencia a las creencias que se establecen de un modo

consuetudinario.
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de justificacion en el conocimiento no precisa, para ser satisfecha, de razones infalibles
o inmunes a toda refutacion futura, sino que le bastan simplemente las razones falibles,
pero de una solidez considerable. No obstante, cabe preguntar si un falibilista adscrito
a FJ aceptaria o no el principio T, ya que, sin ser inconsistente con ella, el principio T

puede resultar problematico para la posicién en cuestién. Veamos coémo.

Sea jun falibilista del tipo FJ], que suscribe el principio T. Supongamos que, en
un momento ti, j posee excelentes razones para su creencia en una proposicion,
digamos, p (i e, jesta justificado en creer que p), y que sobre la base de estas razones
él declara saber que p es verdadera. Concedamos también que su conocimiento es
efectivo, que de hecho sabe que p es verdadera. Como ; ha aceptado el principio T,
debera aceptar también que p es una verdad absoluta y, en consecuencia, invariable a
través del tiempo. Avancemos en nuestro ejemplo y supongamos ahora que, mas tarde,
en un momento tz, el conocimiento de jes revocado al encontrar un socavador para su
justificacion original. En tal caso, j no puede seguir sosteniendo legitimamente su
conocimiento acerca de la verdad de p, pues carece de justificacion; en t1 sabia que p
era verdadera, pero en tz ya no lo sabe. Sin embargo, dada su adscripcién a FJ, su
declaracion de conocimiento en t1 y su concesion del principio T, él esta obligado a
aceptar, en tz, que p sigue siendo verdadera (y lo sera siempre), aun cuando no lo sabe

ni tiene razones para ello. Este resultado, por supuesto, tiene un aire problematico?’.

7 Una solucién serfa asumir la indistinguibilidad del saber, i e, dar carta de ciudadania al principio T y
aceptar que los casos de conocimiento son indistinguibles de casos de no conocimiento. Entonces no seria
posible formular el escenario planteado, pues nuestras razones no nos autorizarian para afirmar que
sabemos, sino simplemente que creemos saber; asi, cuando se desvanezca nuestra justificacion para una
pretension de conocimiento dada, no nos veremos obligados a seguir sosteniendo su verdad, pues bien
podria tratarse de un saber puramente aparente (i e, carente de verdad). Otra alternativa de soluciéon

-no aplicable en nuestro ejemplo dado su disefio, pero merecedora de exploracion por si misma- consiste
en sefialar que el socavador en tz de las razones de jmuestra que éste nunca estuvo realmente justificado,
sino s6lo en apariencia, y que, por lo tanto, su saber en t1 acerca de p era un falso saber. Bien visto, esto
constituye otra forma de falibilismo no inconsistente con la tesis T (después de todo, si se trataba de un
falso saber, no tenia por qué cumplir la condicién de verdad); no obstante, no lo desarrollaré en este

trabajo.
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Otra forma de falibilismo no incompatible con el principio T consiste en afirmar
que el conocimiento es contingente, de modo que la creencia que lo constituye podria
haber sido falsa. Para precisar la posicion, consideremos la siguiente formulacién del
argumento de la posibilidad de error, un argumento escéptico cuya presentacion se

encuentra al final del capitulo 178:

P1) Para (casi) cualquier creencia que cualquier persona tiene acerca del mundo
exterior, dicha creencia podria estar errada.

P2) Si una creencia podria estar errada, entonces no es un caso de conocimiento.

Por lo tanto, (casi) cualquier creencia que cualquier persona tiene acerca del
mundo exterior no es conocimiento (% e, nadie sabe nada, o casi nada, acerca del

mundo exterior) (4-1), (4-2)7°.

Esta presentacién del argumento es debida a Richard Feldman, en Epistemology.
Alli mismo, en su respuesta al escepticismo, el autor hace notar que la premisa maestra

del razonamiento anterior [Z e, P2)] es l6gicamente equivalente a:

P2%*) Si j sabe p, entonces j no podria estar equivocado sobre p [con jy p un

agente y una proposicion cualesquiera].

La declaracion P2* es francamente ambigua, pero Feldman parece leerla como
sigue: si S sabe que p, entonces la creencia de S en p no podria ser falsa (i.e, dicha
creencia es necesariamente verdadera). En simbolos (de manera aproximativa):

Kjp—DOp?%.

78 Cf, La seccion “Consideraciones en torno a la Semdantica anterior”, en capitulo 1.

9 Feldman, Richard, “Skepticism (1)", Epistemology, New Jersey, Prentice Hall, 2003, pp. 114-115.

8 Aqui el simbolo ‘O’ es el operador modal de necesidad de la 1égica alética. Ahora, tal simbolizacion es
s6lo aproximativa porque con P2* se afirma que la creencia implicada en el conocimiento es necesaria,
mientras que en la simbolizacién la necesidad esta ligada directamente a la proposicién creida. No

obstante, que una creencia sea necesariamente verdadera no significa que la proposicion creida lo sea:
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Con esta interpretaciéon o lectura de la afirmaciéon P2* Feldman se aventura a
responder al argumento escéptico de la posibilidad de error mediante una forma de
falibilismo que rechaza justo esta declaracién y, consecuentemente, su equivalencia
logica P2. Es a esta forma de falibilismo a la que me he referido antes, y consiste en

sostener que el conocimiento es compatible con la posibilidad de error;

Ellos [los falibilistas] piensan que el saber es compatible con la posibilidad de error. Es
importante dejar claro lo que estdn diciendo. Los falibilistas no estan afirmando que el
conocimiento sea compatible con el error actual [de facto]. No estdn declarando que td
puedas saber algo que no es verdadero. Tampoco estan diciendo que td puedas tener
conocimiento cuando tienes razones positivas para creer que estds incurriendo en un error.
Ellos afirman que el saber requiere de una justificacion sélida, asi como de la verdad. Por
tanto, si crees algo sobre la base de excelentes razones, es verdadero, y no se trata de un caso
Gettier, entonces posees conocimiento. Si, por el contrario, crees algo sobre la base de esas
mismas razones, y resulta que ese algo es falso porque eres victima de algtn tipo de engafio

o alucinacion, entonces, en ese caso, no posees conocimientos?.

En otros términos, segun esta forma de falibilismo, nuestras creencias no
requieren ser necesariamente verdaderas para constituir conocimiento: mucho de lo
que sabemos es contingentemente verdadero, i e, es verdadero en efecto, pero podria

haber sido falso. En simbolos (una vez mas, de manera aproximativa):

Kjp—p A (Kjp—~Op).

Como se ve claramente, este tipo de falibilismo, lejos de ser inconsistente con el
principio T, lo presupone. A este tipo de falibilismo le podemos denominar fa/ibilismo
puramente potencial, pues bajo él nuestro conocimiento nunca corre el riesgo real de
ser erréneo o falso, sino que admite simplemente una posibilidad de error que no se

actualiz6 y que, de hecho, nunca lo haras2.

por ejemplo, la creencia de que hay creencias no podria ser falsa y, en ese sentido, es necesaria; pero la
proposicion ‘hay creencias’ es meramente contingente.

8 Feldman, Richard, “Skepticism (1)", Epistemology, New Jersey, Prentice Hall, 2003, pp. 123-124.

8 A diferencia de Feldman, hay quien considera que semejante postura no es falibilista, sino una

consecuencia del falibilismo: si todas o algunas de nuestras creencias podrian estar erradas, entonces

/8



;Qué forma de falibilismo, entonces, resulta incompatible con el principio T?
Aquélla segun la cual algunos (cuando no cualquiera) de nuestros conocimientos
actuales podrian ser refutados en el futuro a la luz de nueva evidencia, en cuyo caso
llegariamos a la conclusion de que nuestras razones ya no son suficientes para justificar
nuestra creencia, o bien, que /as creencias o proposiciones involucradas, después de
todo, eran falsas (o se presentan como tales dada la nueva evidencia). Esta posicién no
equivale a sostener que los agentes pueden, consistentemente, pretender saber algo y
considerarlo falso al mismo tiempo, pues con ello se concederia una contradiccién: que
un agente puede, simultdneamente, creer una proposicion (en tanto que considera
saberla) y no creerla (en la medida que la tiene por falsa). En lugar de esto, esta forma
de falibilismo sostiene, como también lo hace el falibilismo puramente potencial, que el
saber es compatible con la posibilidad de error; sin embargo, a diferencia del falibilismo
potencial, no se trata aqui de una posibilidad meramente contrafactica, sino de una que
se puede concretar en los hechos mismo: nuestro conocimiento bien podria revelarse
como falso en el futuro®3. Una vez mas, podemos esbozar una simbolizaciéon de esta

posicién mediante las herramientas de la l16gica modal epistémica y alética:

¢ (KjpA-p)8+.

Notese que la formula anterior es justo la negacion de ésta otra: O(Kjp—p)83, que

es, a mi juicio, la mejor expresién de la tesis T, pues tanto la Epistemologia

éstas deben ser contingentes, pues, de lo contrario, seria mentira que pudieran resultar falsas. (%,
Hurtado, Guillermo, Por qué no soy falibilista, CRITICA, Revista Hispanoamericana de Filosofia, Vol.
XXXII, No. 96 (diciembre 2000): 59-97.

8 En esta version del falibilismo, como en las dos anteriores, se acepta que nuestras razones para saber
no tienen por qué ser absolutamente contundentes. Mas aun, en este tipo falibilismo se parte de la idea
de que la justificacién siempre deja abierta una posibilidad de error y, por ello, nuestro conocimiento es
susceptible de correccion o refutacion.

8 El simbolo ‘¢’ corresponde al operador de posibilidad de la Logica Alética, y se define a partir del

operador de necesidad al flanquear con dos negaciones (-0-).
8 Es ésta, por cierto, otra lectura posible de la afirmacién P2*: Ifj knows p, then j could not be mistaken

about p, en el argumento escéptico de la posibilidad de error.
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contemporanea como la Loégica Epistémica la consideran un principio o axioma del
saber y, en consecuencia, una verdad necesaria acerca del mismo. Esta férmula
muestra, por lo tanto, que la posicion falibilista por ella esbozada es inconsistente con

la idea de que el conocimiento implica la verdad de lo conocido.

Por ultimo, hay que decir que semejante forma de falibilismo se halla
profusamente desarrollada en el capitulo 8 del libro Creer, Saber conocer. En él, Luis
Villoro establece que las razones para saber, i e, razones objetivamente suficientes, son
falibles pero incontrovertibles: deben ser tales que nos permitan inferir la ausencia, al
interior de nuestra comunidad epistémica, de razones suplementarias o adicionales que
puedan socavar nuestra pretensién de conocimiento. Esto liga el conocimiento a un
horizonte espacio-temporal (o comunidad epistémica) en donde cierto conjunto de
evidencia tiene valor justificatorio y es suficiente para saber; sin embargo, ello no
implica que en otro horizonte espacio-temporal, con mas evidencia disponible, dicho
conjunto conserve su valor probatorio o garantice nuestro conocimiento. Asi, podria
ocurrir que un agente 7, en un horizonte o comunidad epistémica Ci, diga la verdad al
aseverar que 7 (él mismo) sabe una proposicién p, ya que su evidencia le permite inferir
la ausencia, en C1, de razones suplementarias que socaven su saber; mientras que un
agente j, situado en el horizonte Cz, en donde se tiene evidencia suplementaria no
disponible para 7 desde Ci, tiene razdén en afirmar que 7 no sabe p, sino que sdlo cree
saberlo, debido a que jdispone de razones suplementarias que socavan el conocimiento
de 7, a las que, como se dijo, éste no puede tener acceso desde su propio horizonte o
comunidad epistémica. Todo esto es posible, como el propio Villoro aclara, porque el
conocimiento no implica la verdad de lo conocido: <<Los enunciados “S sabe que p"y
“pes falso” son inconsistentes aseverados por la misma persona en el mismo momento,
pero no lo son, afirmados por personas que pertenecen a diferentes comunidades

epistémicas>>8e,

8 Villoro, Luis, Creer, saber, conocer, Siglo XXI (Ed.), México, 1989, p. 194.
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4. Sistemas de Ldgica Epistémica (los sistemas S4 y S5)

4.1. El sistema S4

El tercero y penultimo sistema axiomatico que analizaremos aqui es el sistema S4, cuya
formulacion original (parala Logica Modal Alética) es debida a C. I. Lewis, mientras que
su interpretacion epistémica es atribuida usualmente a Jaakko Hintikka®’. Su axioma
fundamental, viz, el principio de introspeccién positiva o KK-tesis, declara que nuestro
conocimiento proposicional implica siempre un conocimiento proposicional de
segundo orden, i e, un conocimiento acerca de nuestro propio conocimiento. Puesto de
otro modo, con este axioma se afirma que no conocemos proposicion alguna a menos
que sepamos que conocemos dicha proposicion. En el sistema S4, esto se refleja con el
esquema axiomatico A4: Kja—KjKja. Al igual que sucede con el sistema T respecto a la
teoria K, S4 también es una extension de la teoria axiomatica anterior, la teoria T, pues
se obtiene de ésta al agregar simplemente el axioma A4, razon por la cual preserva su
poder demostrativo (todo lo demostrable en T sera igualmente demostrable en S4), asi
como las tres tesis epistemolégicas que hemos analizado con antelacion, 7 e, los dos
supuestos del sistema K y el supuesto adicional de T. De forma mas esquematica, éstos

serian los axiomas y reglas de inferencia de S4:

Axiomas de S4

Sean a, By Yy ¢4 ‘¢ cualesquiera de Z-{Kj,..., Kn} y seaj=1, .., n.

Al: a—=(B-0a),

A2: (a=(B~7)) = ((a=B)—(a=y)),

A3: (ma==B) = ((ma—B)—a),

K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],
T: Kja—« [Propiedad de conocimiento],

A4: Kja—KjKja [Propiedad de introspeccion positiva].

87 En realidad, la contribucion de Hintikka a este respecto consiste en un desarrollo semantico para una
l6gica bimodal de conocimiento y creencia, una parte del cual corresponde a lo aqui sera referido como

la semdantica adecuada para el sistema S4.
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Reglas de inferencia de S4

Sean ay  #4 ‘¢ cualesquiera de Z-{Ki,..., Kn}.

MP: Si B4 a Y +54 a—f3, entonces +5* [ Modus ponens| 'y

KG: Si +54 a, entonces +4 Kja [Generalizacion del conocimiento].

Entre los teoremas mas importantes de S4 que no se demuestran en los sistemas
anteriores (K y T) se encuentra un teorema de equivalencia, segun el cual nuestro
conocimiento proposicional de primer orden [el agente 7sabe que a] es equivalente a
un conocimiento proposicional de segundo orden [el agente /sabe que / sabe que «]®8s.
Asi, si aplicamos este teorema, por ejemplo, al caso que presentamos hacia el final del
capitulo I, en donde Alice y Bob reciben cada uno un nimero natural distinto y, al cabo
de un breve conversacidn, terminan averiguando el nimero del otro, entonces afirmar
que Bob sabe que él mismo sabe que posee el niimero 3 seria simplemente una forma
rebuscada de afirmar que Bob sabe que posee el niimero 3, ya que estas afirmaciones
serian equivalentes y, en consecuencia, estarian expresando lo mismo®°. En general,
este teorema de equivalencia declara que todo conocimiento proposicional, sin
importar de qué orden sea, es equivalente a un conocimiento proposicional de primer
orden. Podemos capturar esta equivalencia con el esquema T19: Kja<KjKja, y el hecho
de que cualquier instancia de éste sea demostrable en S4 nos dice justamente que el
sistema autoriza o reconoce tal equivalencia como uno de los principios del

conocimiento proposicional®®.

Otro resultado importante que se obtiene en S4, y que no estd presente en los

sistemas anteriores, es la regla de inferencia que se muestra a continuacion:

KK: Si +54 Kja—[3, entonces 4 Kja—K;f3.

88 Ndtese que en este teorema, asi como en el axioma A4, el conocimiento de primer orden y el
conocimiento de segundo orden hacen referencia al mismo individuo: el agente i

89 (f, 1a seccion “Consideraciones en torno a la Semantica anterior”, en el capitulo I.

90 La demostracion de este teorema en S4 es sumamente sencilla y dejo al lector el trabajo de realizarla

por su cuenta.
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Con esta regla se afirma que si nuestro conocimiento proposicional (digamos,
nuestro conocimiento de ) implica o conlleva la verdad de una proposicion (exempli
gratia, de 3), entonces carecemos de dicho conocimiento proposicional a menos que
sepamos que, en efecto, la proposicién implicada es verdadera. De hecho, podemos
establecer algunas relaciones significativas entre esta regla y el principio de

introspeccion positiva. Por ejemplo, se puede probar el siguiente par de afirmaciones:

Sea S cualquier sistema cuya fuerza demostrativa es exactamente la misma que

la del sistema K (+5 a siy sélo si H¥ o, con o cualquier ¢4 de £-{Kj, ..., Kn}).

[) Si a S se le agrega el axioma A4, entonces en el sistema resultante (S+A4) se

obtiene la regla de inferencia KK.

II) Sia S se le agrega la regla de inferencia KK, entonces en el sistema resultante

(S+KK) se obtiene como teorema a A4.
Veamos primero la demostracion de la afirmacién I).

Supongamos que F5*+44 Kja—[3. Entonces existe una demostracion en S+A4 que
termina en la férmula ‘Kja—f3’. Podemos entonces continuar la demostracién

como sigue y llegar a la formula ‘Kja— K;jf’:

m. Kjoa—f3

m+1. KiKja—=K;f3 m, RD1

m+2. Kja—=KjKja A4

m+3. Kja—K;p m+2, m+1 Transitividad

Veamos ahora la demostracién de la afirmacion II).
FSHRK Kija—KjKjo

1. Kja—Kja Identidad
2. Kja—=KiKja 1, KK
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En conjunto, este par de afirmaciones muestra que el principio de introspeccion
negativa (la tesis KK) y la regla inferencia KK son, en cierto modo, equivalentes®?, pues
a partir de cualquiera de ellos se puede llegar a la demostracion del otro. Esto dltimo,
asi como el teorema de equivalencia (T19) que mencionamos hace un momento, sera
de gran importancia mas adelante, cuando se discuta la validez de la tesis KK, por ello

pido al lector que lo conserve en la memoria hasta entonces.

De manera analoga a como procedimos con los sistemas anteriores,
indagaremos ahora sobre los limites demostrativos de la teoria S4. Una cuestién de
interés a este respecto es si en S4, con la introducciéon del axioma de introspeccion
positiva, se demuestra el asi llamado principio de introspeccion negativa, i e, el
principio segun el cual los agentes epistémicos no son ignorantes de su propia
ignorancia, pues siempre que un agente no sabe una proposicion (la ignora), sabe que
no la sabe. Esto queda capturado por el esquema “—Kja—Kj—=Kja”. Desde luego,
cualquier instancia del esquema converso a éste (Kj—Kja——Kja) es teorema de S4, ya
que se trata simplemente de instancias del axioma T. No obstante, ;cualquier instancia
del esquema —Kja—K;j—=Kja es demostrable en ese sistema? Tal como hicimos con las
teorias anteriores, responderemos a esta interrogante acerca de los limites de S4 con
ayuda del metateorema de correccién; y para la formulacién y prueba de éste,

hallaremos menester definir una semantica que se adecue a nuestra teoria.

4.2. Semantica y metateorema de correccion para S4

Previamente, al explorar el poder demostrativo del sistema T, establecimos que el
principio de introspeccion positiva (Kja—K;jKja) no es T-valido, pues mostramos una T-

interpretacidon que hacia falsa a una de sus instancias®?2. Esto significa que la semantica

91 A este respecto, cf, Hintikka, Jaakko, “Knowing that One Knows’ Reviewed”, Synthese 21, 141-162,
1970.

92 Ver la seccidn “El poder demostrativo del sistema T”, en este mismo capitulo. Por otra parte, nétese
que el principio de introspeccion positiva tampoco es valido a secas, pues toda T-interpretaciéon es una
interpretacién asi sin mas (i e, una estructura sin ninguna restriccién sobre las relaciones de

accesibilidad).
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que definimos, y que result6 adecuada para el sistema T, no rescata la validez de dicho
principio. Lo que haremos ahora serd definir una nueva semdantica para nuestro

lenguaje formal £-{Kj, ..., Kn}, la cual nos permitira capturar la validez del principio de
introspeccién positiva, asi como probar el metateorema de correccion para S4. Veamos,

pues, esta nueva semantica.
Definicidn de S4-interpretacion para £-{Ki, ..., Kn}
Una S4-interpretacion (Es:) para Z-{Kj, ..., Kn} es un tuplo:
E=<S, m Ry,..., Rn>.
Donde:
1) S#@ S es un conjunto no vacio (Ilamado el conjunto de estados s de £).

2) : L—»P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de £-{Kj, ..., Kn} (1t(pi) ES). 85

3) Paracadaj=1, ..., n, Rj€S? es una relacidn reflexiva [ i e, para cualquier s€S se
tiene que <s, s>€R|] y transitiva [ e, para cualesquiera s, t, U€S se tiene que si
<s, t>€Rj y <t, u>€R;, entonces <s, u>€Rj] (Rj se llama la relaciéon de

accesibilidad o posibilidad de j).
Definicién de S4-verdad para .Z-{Kj, ..., Kn}

Nuestra nocién de satisfacibilidad para S4 es esencialmente la misma que para T; por
ello, omitiremos la repeticion de las cldusulas correspondientes?3.

Definicion de S4-verdad:

o es verdadera en una S4-interpretacion £ sii para todo estado s de £ se tiene que &,

SkFo.

93 Cf, la seccion “Semantica formal para el sistema T”, en este mismo capitulo.



Notacion: EEo

Definamos ahora lo que significa que o sea una féormula S4-valida de nuestro

lenguaje.

Definicion de S4-validez:

o es S4-valida sii para toda S4-interpretaciéon £ se tiene que EEo.
Notacion: 4o

La semantica anterior es casi un equivalente de aquella que definimos para el
sistema T, con la salvedad de que varia en la nocion de interpretacion, pues ademas de
la reflexividad, ahora se exige también que las relaciones de accesibilidad entre los
mundos sean relaciones transitivas, es decir, s/ un mundo dado tiene acceso a algiin
mundo y éste, a su vez, tiene acceso a un tercer mundo, entonces el primero también
tiene acceso a este ultimo. Pero ;qué conlleva esta nueva restriccion? Si un agente
epistémico j se halla situado en un estado o mundo s, entonces, por esta nueva
restriccion de transitividad, toda la informacién disponible desde cualquier alternativa
epistémica s’ de s (i e, los estados accesibles para j desde s) no es mas que un
subconjunto de la informacion disponible para j desde s. Esto significa que ya en s el
agente j tiene acceso a toda la informacién que tendria si se situara en cualquiera de
las alternativas epistémicas s’. Con ello se consigue lo siguiente: si j conoce una
proposicion desde el mundo “real” s, entonces también conoceria dicha proposicion
desde cualquiera de las alternativas epistémicas s’ de s. En otras palabras, la restriccion
de transitividad sobre las relaciones de accesibilidad garantiza que el conocimiento de
los agentes se preserve a través de las alternativas o mundo posibles que les son
concebibles con base en la informacién de la que disponen. Si leemos el axioma A4:
Kia—KiKja a la luz de la cldusula modal (clausula 4) de nuestra definicion de
satisfacibilidad, veremos que es precisamente esto lo que se declara con él. Mas aun, si

atendemos a la demostracion que ofrecimos anteriormente, con la que se estableci6é que
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el principio de introspeccidén positiva no es T-valido, veremos que la interpretaciéon que

hace falsa a una de sus instancias no es transitiva; por ello, el principio pudo fallar®4.

En contraste con lo anterior, con esta nueva semantica probaremos la validez del
axioma A4 o, dicho de otro modo, probaremos que cualquier instancia del esquema

Kja—KjKja resulta S4-valida.
=54 Kja—KiKja.
Demostracion por reduccion al absurdo:

Supongamos que ¥5* Kja—KjKja. Es decir, que existe una S4-interpretacion £y
un estado s de £ tales que:

g seKjay 2) &, s¥KiKja.

De 2) y clausula (4) de nuestra definicion de satisfacibilidad, se sigue que:

3) &, t¥Kja, con t algin estado de £ tal que <s, t>€R;.

Ahora, de la misma clausula y 3), se tiene que:

4) €, uka, con u un estado de £ tal que <t, u>€R,;.

Como Rj es transitiva, de <s, t>€R;y <t, u>€R;j, se tiene que <s, u>€R;.

De esto y la misma clausula que empleamos con antelacion, se sigue que:

5) &, s¥Kja! Pero esto se contradice con 1).

S B Kja—KiKja.

Con esta semantica, ademas, se puede probar el metateorema de correccién para
S4.Enrealidad, su demostracion es completamente andloga a la que desarrollamos para
la teoria T (establecer que todos los axiomas de la teoria son S4-validos, que las reglas
de inferencia preservan S4-validez, etcétera); razéon por la que dejaré en manos del
lector su elaboracion y me limitaré simplemente a enunciar este metateorema para el

sistema S4.

94 Una vez mas, cf, la seccion “El poder demostrativo del sistema T.
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Metateorema de correccién para S4

Sea @ una ¢4 cualquiera Z-{Kj, ..., Kn}.

Todo teorema de S4 es S4-valido. En otras palabras, si 54 ¢, entonces 54 .

4.3. El poder demostrativo del sistema S4

Ahora sabemos, por el metateorema de correccién, que todos los teoremas de S4
comparten una propiedad: son todos S4-validos. Con ello responderemos a la
interrogante acerca de si en S4 se demuestra cualquier instancia del esquema de
férmulas —Kja—Kj—=Kja. Bastara para ello con establecer que alguna de sus instancias
no posee esta propiedad; si resulta que éste es el caso, entonces tal instancia no podria
ser teorema de S4 (no seria demostrable en el sistema). Consideremos entonces la
férmula —K3p1—Ks—Ksp1, que es una instancia del esquema, y calculemos su valor de

verdad en la siguiente S4-interpretacion.

E=<S, Ry, ..., Rni>

S={r, s}

: L—>P(S)

m(P)=0, para toda letra proposicional {, excepto la letra proposicional p1.

m(p1)={s}

Rj={<r, >, <s,s>,<r,s>},conj=1,.,n

E p1

@ Ri.coni=1...n

Bajo esta S4-interpretacion se tiene que:

1) € r#¥p1, 2) &, skEp1. A partir de la relacion de accesibilidad Rsy la clausula modal de

nuestra definicién de satisfacibilidad, se sigue, por (1) y (2), respectivamente, que 3) &,
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r¥Ksp1y 4) &, seKsp1. De la clausula de la negacidn, por (3) y (4), respectivamente, se
obtiene 5) &, r=—Ksp1y 6) &, s¥—Ksp1. Por otra parte de (6), la relaciéon R3 y la misma
clausula modal, se tiene que 7) &, r#Ks—Ksp1. Finalmente, de (5), (7) y la clausula de la
implicacion, tenemos que 7) &, r#—K3sp1—K3—Kspi. Por consiguiente, esta férmula no

es S4-valida debido a que no es verdadera en esta S4-interpretacion

(E¥—K3p1—»K3—Ksp1).

Con lo anterior queda claro que existe una S4-interpretacion que hace falsa a la
formula —K3p1—K3—=Ksp1 y, por consiguiente, que no toda instancia de —Kja—Kj=Kja
[principio de introspeccién negativa] es una férmula S4-valida. De esto, por el
metateorema de correccidn, se sigue que no toda instancia de este principio es teorema
de la teoria S4, lo que es tanto como decir que la teoria no reconoce a la introspeccion
positiva entre los principios del conocimiento. Sin embargo, esto no parece involucrar
ningln problema para la teoria, pues, a diferencia de lo que acontece con el axioma de
introspeccion positiva, la introspecciéon negativa no es controversial sino francamente
contraintuitiva®; es, por decirlo asi, contraria al sentido comin y a la tradicién
filosofica. El primero admite abiertamente que hay quienes creen saber lo que no saben,
y que justo por ello estan lejos de saber que nada saben en absoluto. La filosofia, por su
parte, ofrece multiples ejemplos en los que se transgrede el principio de introspeccion
negativa. Asi, la filosofia escéptica, a través de la acusacién de dogmatismo, sugiere que
los hombres se engafian en sus pretensiones de conocimiento; con frecuencia el
escéptico ha tenido razoén, y ha hecho falta su intervencién para persuadirnos de
nuestra ignorancia. También el arte de Sdcrates sirve a este proposito, pues una de las
tareas de la mayéutica consiste en llevar al autoconocimiento, especificamente, al
conocimiento de la propia ignorancia; con ello se abre camino para la auténtica

busqueda de la verdad?®. Si el principio de introspeccién negativa fuese verdadero, la

95 Por ejemplo, en Knowledge and Belief..., Hintikka acepta la validez del principio de introspeccién
positiva, pero rechaza la validez del principio de introspeccién negativa. (¥, el capitulo V, “Knowing that
one knows”, del libro en cuestion.

9 Para esta interpretacién de la mayéutica socratica, ver W.K.C. Guthrie, Historia de la filosofia griega:

introduccion a Aristoteles (vol. V1), Gredos (Ed.), Madrid, 1981; especificamente, pagina 169.
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actividad o mision socratica se tornaria, en gran medida, innecesaria, ya que todos los
hombres estarian al tanto de su ignorancia. Todo esto hace que, lejos de una anomalia,

la indemostrabilidad de —Kja—K;j—Kja en S4 pase por un acierto?’.

Antes de emprender el analisis de una ultima teoria axiomatica, aquélla que
parte justo de la introspeccién negativa cono axioma, habrd que examinar, tal como

hicimos con Ky T, el supuesto epistémico fundamental del sistema S4, i. e, la tesis KK.

4.4, Consideraciones en torno al sistema S4

La tesis KK consiste en declarar que el conocimiento proposicional de orden n implica
un conocimiento proposicional reflexivo de orden n+1: si un agente sabe una
proposicion, entonces €l sabe que la sabe (Kja—KjKja). En esta seccion, abriré una
discusion respecto a ella, la cual se nutre, en lo fundamental, de dos argumentos; un

argumento en contra, asi como un argumento a favor de esta tesis.

4.4.1. El argumento del regreso epistémico

El argumento del regreso epistémico funciona con cualquier analisis del saber que
acepte a la justificacion como una nota insoslayable del mismo, y la idea es

relativamente sencilla:

La tesis KK tiene las siguientes consecuencias:
1) El conocimiento proposicional requiere conocer una sucesion infinita de

proposiciones, cada una de las cuales es de un orden mayor a las anteriores?s.

97 En la siguiente seccidn, discutiremos algunas objeciones a la tesis KK; no obstante, éstas también sirven
para criticar el principio de introspeccidn negativa.
% En realidad, la tesis KK exige lo siguiente:

Definimos Kj"a como KiK; ... Kja, para n>0.

\_Y_/

n-veces

Si Kj"a,, entonces K+, para cualquier n€N.
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11) Dada la condicion de justificacion, saber una proposicion requiere, a su vez,
que se tenga una justificacion para cada una de las proposiciones de esta
sucesion infinita.

No obstante, las consecuencias 1) y IlI), ademds de imponer exigencias

insatistacibles al saber, son falsas. Por lo tanto, también lo es Ia tesis KK.

Para comprender mejor el argumento, recurriremos a un caso concreto de
conocimiento proposicional. Imaginemos a Simone, una pequeila nifia quien aprendio
en la escuela que Cristobal Coldn llegd a América el 12 de octubre de 1492. Intrigada
por el asunto, al llegar a su casa, Simone complemento la informacién vista en clase con
datos obtenidos de una enciclopedia, asi como de fuentes en internet. En todas las
fuentes que consulto, ella encontro la misma fecha para la llegada a nuestro continente:
el 12 de octubre de 1492. Preguntémonos ahora, ;Simone sabe que Cristébal Colén
arrib6 a América en 14927 Me parece que la respuesta mas natural seria responder que
si. No obstante, de acuerdo con la tesis KK, si ella sabe esto (Ksp), entonces debe poseer
también un conocimiento reflexivo, pero ahora de segundo orden: Simone sabe que e//a
misma sabe que Cristobal Colon llegé a América en 1492 (KsKsp); lo que implicaria, a
su vez, un conocimiento reflexivo de tercer orden, y asi ad infinitum. De modo que
terminaremos con una sucesion infinita de proposiciones conocidas por ella, cada una
de un orden superior a las anteriores. Por otra parte, como el saber requiere de
justificacion, la sucesién anterior supondria que Simone posee una justificacion para
todas y cada una de las proposiciones que en ella aparecen. Por ejemplo, Simone esta
justificada en creer que Cristobal Coldn llegd a nuestro continente en el afio de 1492, ya
que lo escuché en clase, ademas de leerlo en internet y en una enciclopedia. Sin
embargo, segun la tesis KK, para saberlo no le bastaria con ello, sino que aun requeriria
de una justificacién para su creencia de segundo orden (Simone sabe que Cristdbal
Coldn...), asi como de 6rdenes superiores. En resumen, la tesis KK nos obliga a conceder

que Simone no sabe que Cristébal Colén arribé a América en 1492, a menos que conozca

En este sentido, la tesis KK nos pide conocer infinitas proposiciones sélo de manera potencial, y no real
o actual. Sin embargo, por economia verbal, expresaré esta idea diciendo simplemente que nos exige

conocer un namero infinito de proposiciones.

91



una infinidad de proposiciones y, en consecuencia, disponga de una justificacién para

cada una de ellas.

Ahora bien, la idea del argumento del regreso epistémico es justo que tal regreso
o sucesion infinita es innecesaria para el conocimiento proposicional, pues en nuestro
ejemplo, lo mas natural y razonable seria declarar que Simone cree justificadamente, y
sabe en efecto, que 1492 es la fecha de llegada de Col6n a América, y que para ello no
precisa de una serie infinita de saberes ni de justificacion. Ademas, en caso de aceptar
las consecuencias de la tesis KK, i e, I) y II), el conocimiento proposicional se tornaria
imposible o, por lo menos, muy escaso: en muy pocos casos, cuando no en ninguno,
podemos dar una justificaciéon para cada una de las proposiciones de la serie infinita
requerida por la tesis KK. Por consiguiente —concluiria el proponente del argumento
del regreso epistémico—, la tesis en si misma resulta falsa, ademas de absurda, y

debemos rechazarla como un principio valido para el conocimiento proposicional®®.

El argumento del regreso epistémico tiene la caracteristica de concordar con
nuestra intuicidn; la idea de que el conocimiento precisa de una serie infinita de saberes
y justificaciones se nos presenta como una paradoxa, i. e, como una idea contraria al
sentido comdn o que dificilmente alguien sostendria con seriedad. Ello se debe, en
parte, a la dificultad asociada a la idea misma de poder justificar un namero infinito de
proposiciones para cada instancia de conocimiento proposicional. Hagamos un breve

comentario de esta dificultad.

No es un secreto que el infinito supone una dificultad, no sélo para el sentido
comun, sino para el pensamiento en general. Por ejemplo, en filosofia, las paradojas de
ZenoOn y el trilema de Agripa se han nutrido, en términos generales, del problema del
infinito. Desde luego, existen ambitos en donde el pensamiento ha logrado domeiiar el
infinito; v. g, nosotros recién probamos que todos los teoremas del sistema S4, infinitos

en numero, comparten la propiedad de ser S4-validos. ;Como hicimos esto? A través de

% Por supuesto, asoma aqui también la posicidén escéptica, desde la cual ni Simone ni nadie, al parecer,
tiene conocimiento proposicional —por muy intuitivo que nos parezca lo contrario—; y la tesis KK

simplemente nos sefalaria por qué.
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una induccién matematica, i e, a través de un principio racional, segtin el cual, si en un
conjunto infinito bien ordenado [con el mismo orden que los nimeros naturales], el
primero de sus elementos tiene una propiedad, y dado un elemento cualquiera del
conjunto, siempre que todos los elementos anteriores a él tienen dicha propiedad, él
también la tiene, entonces todos los elementos del conjunto tienen la propiedad en

cuestion1o0,

Cabe preguntar si la sucesion infinita de saberes requerida para el conocimiento
proposicional por la tesis KK es susceptible de una induccién matematica, de manera
tal que, a través de ella, se obtenga una justificacion para cada una de las proposiciones
de la sucesion. En caso de que querer practicar una induccion matematica en este caso,
v. g, sobre el nimero de operadores epistémicos que aparecen en la proposicién, habra

que proceder del modo siguiente:

Sean j un sujeto arbitrario y p cualquier proposiciéon pretendidamente sabida

por i
Afirmacion por demostrar:
jesta justificado en creer ‘Kj"p/, para toda n=0.

Deberemos establecer, primero, nuestra base inductiva, 7 e, que jesta justificado
en creer que p [éste es el caso cuando m=0, con m el nimero de operadores epistémicos
a la izquierda de pJ]; y luego establecer que siempre que j cree justificadamente la
proposicion Kjip, también cree justificadamente la proposicién Kj+1p [para m=i, con
i=0]. Quien ensaye esta via enfrentara dos dificultades. Primero, una lectura bastante

natural de la tesis KK seria comprender que ésta exige la justificacion de ‘Kjnp/, para

100 E] anterior es el principio de induccion matematica completa. También existe un principio de
inducciéon matematica simple, el cual se enuncia como sigue: dado un conjunto infinito con un buen orden
y una propiedad cualquiera, digamos A, si su primer elemento tiene la propiedad A, y para cualquiera de
sus elementos, si €l tiene A, el elemento siguiente también la tiene, entonces todos los elementos del
conjunto tienen la propiedad A. Es éste, y no el principio de induccién completa, el que se hallara presente

en la discusién que vendra a continuacion.
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cualquier n, como una condicién necesaria para la justificaciéon de p; en cuyo caso la
induccién matematica resultaria completamente estéril para nuestro propdsito, pues
tan s6lo para establecer el primer paso de ésta, i e, para probar la base inductiva (que
jcree justificadamente p), se requeriria justificar todas y cada una de las proposiciones,
infinitas en numero, supuesta por KK; sin embargo, es justo esto ultimo lo que
intentamos obtener mediante la induccion. En otras palabras, si esta lectura de KK es
correcta, entonces la inducciéon matematica, lejos de resolver nuestro problema, exige

su solucién desde el inicio.

Por otro lado, atin si damos por sentado que se puede justificar p al margen de
la justificacion de cualquier otra proposicion supuesta por KK, la induccién matematica
nos encara con una nueva dificultad, la cual, a mi parecer, constituye el corazén del
argumento del regreso epistémico, asi como de la problematica en torno a la tesis KK:
para llevar adelante nuestra induccién, habra que probar que s7 e/ agente j tiene una
justificacion para la proposicion Kjp [i e, con i operadores epistémicos]|, entonces
también la tiene para la proposicion Kjtlp. ;COmo probar semejante afirmacion?
Comencemos por notar que para algunas afirmaciones es posible probar este
condicional. Si jprueba, v. g, mediante induccién matematica, que todos los nimeros
naturales tienen la propiedad ¢, entonces estara justificado en creer, y sabra, la
proposicion ‘todos los nimeros naturales tienen ¢’. Sin embargo, dada la naturaleza o
solidez de su fundamento (una demostracién por induccién matematica), estara
también justificado para creer, y sabra, la proposicion ‘j sabe que todos los nimeros
naturales tienen ¢’, asi como todas las proposiciones de 6rdenes superiores implicadas
por la tesis KK. En este caso, justificar (y conocer) la primera proposicion de la serie
infinita supuesta por KK equivale a justificar (y conocer) cada una de las proposiciones
de la serie. En otras palabras, en nuestro ejemplo se cumple que, si un agente cree
justificadamente una proposicién Kjip, también cree justificadamente la proposicién de
orden superior Kjit1p; mas todavia, se cumple el condicional Kjp—K;jKjp, el cual es una
instancia del teorema KK. Y todo ello no a partir de una serie infinita de justificaciones

—algo, por lo demads, imposible de proporcionar—, sino a partir de una Unica
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justificacion que vale, o se mueve, a través de todos los niveles de conocimiento

supuestos por KK.

Aunque no siempre es posible dotar a nuestras pretensiones de conocimiento de
una justificaciéon que valga para toda esta cadena infinita de niveles de saber. Con objeto
de mostrar lo anterior, recurriré a una segunda objecidn en contra del axioma KK (la
primera es esta que discutimos ahora, 7. e, el argumento del regreso epistémico), la cual
fue formulada en 1978, por W. Lenzen. Esta objecion descansa en la lectura de KK como
un axioma de introspeccion: <<A diferencia de la creencia, el saber no es puramente
subjetivo en caracter, sino que requiere de al menos una marca objetiva, viz, la verdad.
Por tanto, no podemos —por mera introspecciéon— averiguar si sabemos que p>>101. La
critica de Lenzen va dirigida originalmente al axioma A5: —Kja—Kj=Kja [axioma de
introspeccién negativa], pero, dada su naturaleza, también es aplicable a la tesis KK

[principio de introspeccidn positival.

A primera vista, Lenzen parece estar equivocado; existen proposiciones que
podemos conocer por simple introspeccidn. Se trata de una clase de proposiciones a las
que denominaré proposiciones de apariencia, y son de la forma “me parece que A”con
h cualquier hecho susceptible de ser expresado mediante una proposicion. Asi, si un
agente dice de si mismo ‘me parece que siento miedo’, le bastara con un mero ejercicio
de introspeccion (i e, con inspeccionar detenidamente sus propios contenidos
metales) para saber el valor de verdad de dicha proposicion; ello es asi porque tanto la
verdad como la justificacion de las proposiciones de apariencia dependen tinicamente

de la vida mental del agente, de sus apariencias?2. Ahora bien, una lectura mas

101 Wolfgang, Lenzen, Recent work in epistemic logic, Acta Philosophica Fennica, 30:5-219, 1978, p. 79.

102 Notese que el enunciado ‘me parece que siento miedo’ no es equivalente al enunciado ‘siento miedo’,
pues mientras que éste ultimo puede ser refutado por una observacién o analisis posteriores en donde
se establezca que el agente en cuestién no experimentaba miedo en el momento de proferir este
enunciado , sino que confundio, digamos, la angustia con el miedo, tal observacion, aun si esta en lo
correcto, no refuta el enunciado de apariencia, ya que seguira siendo verdad que al agente le parecia
sentir miedo cuando pronunci6 el enunciado. Otra caracteristica de las proposiciones de apariencia es

que no tienen, digdmoslo asi, una validez intersubjetiva, ni van mas alld del momento presente.
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cuidadosa de la objecion planteada por Lenzen revela que lo anterior no refuta su
posicidn, puesto que, después de todo, él hace referencia al conocimiento de segundo
orden, no al de primer orden: <<Por tanto no podemos —por mera introspeccién—
averiguar si sabemos que p>>. Quizd podamos saber una proposicién mediante
introspeccién; pero no podemos, a través de medios introspectivos, saber que la

sabemos. Veamos.

Aun si un agente puede conocer por introspeccién una proposicion de
apariencia, no puede conocer de la misma manera la proposicion epistémica, la cual es
de la forma “sé que p”’, v. g, ‘sé que me parece que siento miedo’. Quien esto profiere no
se limita a declarar sus apariencias, i e, que le parece saber algo; sino que afirma con
ello que en efecto sabe algo, que su conocimiento es real. En otros términos, las
proposiciones de la forma “sé que p” no son proposiciones de apariencia, y no pueden
ser conocidas por mera introspeccion: a través de ésta, el agente podra determinar sile
parece o no saber una proposicion, pero no podra discernir si su conocimiento es sélo
aparente o si, en cambio, se trata de un conocimiento efectivo; no podra distinguir,
como dice Sécrates, si su pretension de conocimiento es un falso fantasma o algo dotado
de vida y verdad. De modo que la introspeccién no lo justifica para creer que sabe una

proposicién y, por consiguiente, no le proporciona conocimiento de segundo orden103,

Por su puesto, la objecion de Lenzen, como ya sefialé, descansa en una
interpretacion introspectiva de la tesis KK, y nada nos obliga a sujetarnos a semejante

interpretacion -la cual, dicho sea de paso- se halla contraindicada en la literatural04,

Mas que la critica de Lenzen en si misma, me interesan los resultados alcanzados
en relacién con las proposiciones de apariencia: nuestra justificacion para ellas, 7 e,

nuestras apariencias verificadas por introspeccidn, no es suficiente para obtener

103 Jna razdn para ello es, como sefiala Lenzen, que el saber no se agota en las apariencias o creencias de
los sujetos, sino que involucra caracteristicas objetivas, como lo serian la verdad o la justificacién
objetiva.

104 ¢f, El capitulo cinco de Knowledge and Belief., de ]. Hintikka: “Knowing that one knows”;

especificamente, la seccién 5.3.
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conocimiento de segundo orden al respecto (para saber que sabemos estas
proposiciones), ni para ninglin conocimiento de orden superiori%,. Esto significa que, a
diferencia de lo que ocurre con el conocimiento obtenido a través de una induccién
matematica, en algunos casos la justificaciones o pruebas disponibles no son validas
para diferentes érdenes de conocimiento; en estos casos, no cabe esperar que una tnica
prueba permita establecer el condicional ‘si creemos justificadamente una proposicion,
entonces también creemos justificadamente que la sabemos’, el cual, como sefialé,
constituye el corazon de la tesis KK. Esto significa que las condiciones requeridas para
la justificaciéon y conocimiento en un primer nivel no son siempre las mismas que se

requieren en niveles superiores.

Cerraré mi comentario del argumento del regreso epistémico con este
seflalamiento: este argumento conforma una sélida objecidn en contra del pretendido
principio KK, pero no para el sistema S4 que lo contiene. ;Por qué? Nuestro sistema
trabaja con el axioma T: Kja—aq, i e, con la idea de que el saber implica la verdad de lo
sabido; con este axioma y la tesis KK: Kja—KjKja, se demuestra en el sistema la férmula
‘KjaoKiKja'. Esto significa que la teoria S4 reconoce como equivalentes al conocimiento
de primer orden (Kjp, con pcualquier formula o enunciado sin operadores epistémicos)
y el conocimiento de 6rdenes superiores (Kj»p, con n>1). En otras palabras, puesta en
el contexto del sistema S4, la tesis KK no nos obliga a conceder una cadena infinita de
ordenes o niveles de conocimiento como requisito para el conocimiento proposicional,
ya que el sistema, gracias al axioma T, permite reducir cualquier conocimiento de orden
superior a un conocimiento de primer orden!%. De manera general, cualquier agente

que comparta el principio T puede aceptar KK sin caer en el problema del regreso

105 Estoy presuponiendo que nuestras apariencias (o, si se quiere, el acceso directo que tenemos a éstas)
aun cuando no son la unica justificacién disponible para las proposiciones de apariencia, constituyen la
mejor de ellas.

106 Es claro que el sistema s6lo garantiza la reducciéon cuando el agente epistémico de primer orden y de
6rdenes superiores es el mismo. En consecuencia, si un agente sabe que otro agente conoce una
proposicion, el saber del primero, aun siendo de segundo orden, no tiene por qué ser reductible, en el

sistema, a un saber de primer orden.
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epistémico. Ademas, la equivalencia ‘Kja<KjKja’, demostrable en S4, armoniza con una
tradicion nada despreciable en filosofia, de acuerdo con la cual nuestro conocimiento
de que sabemos una proposicion es idéntico o equivalente a nuestro conocimiento de
esa proposicion: <<tu saber que sabes solo difiere en palabras de tu saber [...] ‘Yo sé
que sé’ no significa nada mas que Yo sé’ [...]|>>107, Esta coincidencia entre sistema y
tradicion puede contribuir a la aceptacién de S4 y, a través de éste, a la aceptacion de la

tesis KK.

4.4.2. Un argumento de J. Hintikka a favor de la tesis KK

En 1987, vio laluz el volumen nimero 8 de una serie internacional de fil6sofos y 16gicos
contemporaneos, la cual estuvo a cargo de Radu J. Bogdan de la universidad de Tulane.
Este volumen, dedicado al filésofo Jaakko Hintikka, incluye, ademas los trabajos
acostumbrados acerca de las contribuciones del autor, una seccién de respuestas y
comentarios del propio Hintikka a cada uno de los articulos que conforman el volumen.
En sus respuestas al articulo sobre logica epistémica, “Hintikka’s epistemic logic”,
debido a Kennet Collier, Hintikka ofrece una de sus ultimas defensas de la tesis KK108,

Cito in extenso su argumento:

[...] Recientemente ha sido propuesto que el conocimiento puede ser definido como

conocimiento no socavable. Sin embargo, las formulaciones usuales de esta idea en la

107 Schopenhauer, Arthur, Two Essays, (tr. Mme Karl Hillebrand), London, 1891, p. 166; citado en
Hintikka ]., Knowledge and Belief..., p. 108. Alli mismo, Hintikka proporciona al lector referencias
suficientes para rastrear la tradicion antes aludida. No obstante, nosotros acabamos de ver un
contraejemplo en el que el conocimiento de primer orden no es de ningin modo equivalente al
conocimiento de ordenes superiores: el caso de las proposiciones de apariencia. Desde luego, el
argumento que hemos presentado, que parte de la critica de Lenzen, no nos impide identificar el saber
de segundo orden con el de 6rdenes superiores; por lo que si bien las proposiciones de apariencia socavan
la generalidad o validez de la equivalencia Kja<K;jKja, no socavan que a través de las tesis T y KK se

detenga el regreso epistémico (pues seguiria siendo valida la equivalencia KjKja <= KiKjK;a).

1%8 Anteriormente, Hintikka habia abordado el problema de la tesis KK. Primero, en 1962, en Knowledge

and Belief...; afilos mas tarde, 1970, en un articulo titulado “Knowing that One Knows’ Reviewed”,

Synthese 21, 141-162.
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literatura son todas defectuosas, pues hablan de la existencia o inexistencia de enunciados o
proposiciones. El significado de esta cuantificaciéon de orden superior queda sin especificar
hasta que no se diga si se estd presuponiendo una interpretacion estandar o no estandar de
los cuantificadores. Si se presupone una semantica estandar (puramente extensional), es
facil obtener resultados que son obviamente incompatibles con las intenciones de los
filésofos que cuantifican sobre proposiciones; y si se asume una semantica no estandar,
queda completamente abierto cudl interpretaciéon no estandar, de un inmenso ntimero de

ellas, esta siendo utilizada.

No obstante, la tesis KK puede ser considerada como una major realizacién de la
ausencia de socavadores. Pues, ;qué nos dice esta idea? Supdngase que o sabe que p, pero
que su saber deja abierta la posibilidad de que g. O, mejor, supongase que es éste un estado

consistente de cosas. En breve, asumamos que
(1) Kap & ~Ka~gq

es consistente. Entonces, si gimplicara que ~Kqp, el saber de a de que ppodria ser socavado,
viz, al mostrar que ges el caso. En consecuencia, de acuerdo con la ausencia de socavadores,

si (1) es consistente, entonces también debe serlo

2)Kep& g

Al traducir esto, tenemos la siguiente regla de inferencia:

(***)K pD ~q

Kap ) KaNq

Pero si reemplazamos aqui ~g por g, obtenemos precisamente la regla de inferencia (**), la
cual caracteriza la tesis KK. Por consiguiente, el sentido fuerte de conocimiento en el que
(**) es valido es, con mucho, una mejor realizacion de la idea de la ausencia de socavadores

que cualquier formulacién presente en la literatura0°.

El argumento anterior depende esencialmente de la regla derivada de inferencia (KK):

Si 4 Kja—f3, entonces +* Kja—Kjf o, mejor dicho, de la equivalencia entre esta regla 'y

10° Radu J. Bogdan (ed.), ‘Jaakko Hintikka’ D. Reidel Publishing Company, 1987, pp. 311-312.



la tesis KK: nosotros ya establecimos que practicamente cualquier sistema axiomatico
con idéntico poder demostrativo que el sistema K permite probar la regla derivada
(KK) a partir de la tesis KK, y viceversall0, La regla (KK) captura la idea de que, si
nuestro conocimiento proposicional implica la verdad de alguna proposicidn, entonces,
para que nuestro conocimiento sea efectivo, debemos saber que la proposicion
implicada es verdadera. El alegato de Hintikka es que la tesis KK, a través de (KK)
[stricto sensu, a través de una de sus instancias], conduce a una mejor formulacién,
respecto a aquellas formulaciones “defectuosas” presentes en la literatura filosoéfica, del
analisis del concepto de saber conocido como la teoria de la ausencia de socavadores.
Para tener un referente de esta teoria, asi como de los defectos aludidos por Hintikka,

reproduciré aqui la version que de ella hace Richard Feldman, en Epistemology*11:

[La teoria de la ausencia de socavadores]
ND. S sabe p = df. (i) S cree p; (ii) p es verdadera; (iii) S esta justificado en creer p; (iv)
No hay una proposicidn verdadera t tal que, si S estuviera justificado en creer t, entonces

S no estaria justificado en creer p. (Ninguna verdad socava la justificacién de S para p).

Esta teoria es una modificacion del andlisis tradicional del saber, ya que, a las
tres condiciones de éste, viz, creencia, justificacién y verdad, se agrega una cuarta
condicién: que no exista una proposicion verdadera que socave la justificacién del
agente para la proposicién que pretende conocer. La motivacion de este nuevo andlisis
del saber en términos de ausencia de socavadores se encuentra en los contraejemplos
tipo Gettier al analisis tradicional. Estos muestran que las tres condiciones del analisis
tradicional no bastan para saber; pero al agregar una cuarta cldusula, la de la ausencia
de socavadores, se busca remediar esta falla, i e, se busca obtener un conjunto de

condiciones necesarias y suficientes para el conocimiento proposicional. Sin embargo,

110 yéase la “Introduccion” a este capitulo. A diferencia de Hintikka, nosotros tenemos la regla KK
indexada a un sistema formal; de modo que lo que nos dice es que, si una férmula es teorema del sistema,
otra férmula también lo es. Sin embargo, para discutir el argumento de Hintikka, interpretaremos la regla
tal como él lo hace, y para ello es necesario desligarla de cualquier sistema. Con ello, la regla quedara de
la siguiente manera: SiK;a—f, entonces Kja—K;jf [0, mejor aun: Si Kja=p, entonces Kja=K;B].

11 Ya hemos citado esta version al comienzo del capitulo IIL
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esta version de la teoria, a la que llamaremos la version ND, esta abierta a la objeciéon
de Hintikka, segun la cual en las formulaciones presentes en la literatura filoséfica se
suele cuantificar sobre proposiciones, mas sin especificar siquiera cémo se estan
interpretando los cuantificadores (de una manera estandar o no estandar). Ademas,
también es objeto de contraejemplos con los que se muestra que la conjuncién de las
cuatro cldusulas mencionadas nos es necesaria para saber, pues existen casos patentes
de conocimiento proposicional en los que no se cumple justo la cuarta clausula. Veamos

uno de estos contraejemplos!1Z,

Imaginemos que René, una mujer tranquila y chapada a la antigua, asiste un fin
de semana a su cabafia en el bosque, lejos de la ciudad, para no ser molestada por nadie.
En ella, no hay ningun servicio de telefonia ni mucho menos conexion a internet; con lo
Unico que cuenta, ademas de unos muebles del siglo XVII, es con un viejo radio. La tarde
del sabado, René se dispone a escribir frente a su chimenea, y decide apagar y
desconectar la radio para evitar cualquier interferencia. Al mismo tiempo que ella
redacta, la estacidn de radio 69.G esta transmitiendo un concierto completo de Marin
Mersenne, dedicado a su hija Francine. Evidentemente, René no tiene la menor idea de

ello.

Notemos lo siguiente. Primero, René cree justificadamente (y sabe) que la radio
se encuentra apagada mientras escribe, ya que ella misma la desconect6. Segundo, dado
el contexto de René, la Unica forma disponible de enterarse de la transmision del

concierto es si la radio estuviese encendida y sintonizada en la estacién correcta.

Es éste un contraejemplo a la teoria de la ausencia de socavadores, pues en él,
René posee conocimiento, pese a que no se cumple la cuarta clausula propuesta. René
sabe, en efecto, que la radio estd apagada; sin embargo, existe una proposicion
verdadera tal que si ella la creyera justificadamente, no estaria justificada en creer que
la radio se encuentra apagada: si ella supiera o creyera justificadamente que el

concierto de Mersenne esta siendo transmitido por la estacién 69.G, entonces, dado el

112 Nuestro contraejemplo ha sido tomado, con ligeras variaciones, de Richard Feldman. C£, pp. 34-5 en

Epistemology.
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contexto, la radio tendria que estar encendida y sonando [por ser el inico medio por el
que podria enterarse]; pero entonces, no estaria justificada en creer que la radio se
encuentra apagada. Nuestro contraejemplo se vale del hecho de que la cuarta cldusula
se formula mediante un condicional subjuntivo o contrafactico [si/ una cosa fuera
verdadera, entonces también lo seria otra], por lo que es posible, en principio, que un
agente tenga conocimiento efectivo y actual, mientras que existe, al mismo tiempo, una
situacion posible en la que, si las cosas fuesen diferentes a como de hecho son, el agente

no sabria lo que en efecto sabe.

Como sefialé antes, esto ilustra la teoria o idea epistémica de la ausencia de
socavadores, asi como algunas de las dificultades en su formulacién, ambas aludidas

por Hintikkal13,

El argumento de Hintikka a favor de la tesis KK ser4, pues, que ésta, mediante la
regla (KK): Si Kja—[3, entonces Kja—K;B, permite una mejor aproximacién a esta idea.

Consideremos una instancia especifica de esta regla:

(KK"): Si Kja——[, entonces Kja—Kj—f3 [que se obtiene de (KK) al sustituir '’ por
'=p'].

(KK’) es la regla clave en la argumentacion de Hintikka, quien la interpreta del modo
siguiente: cuando nuestro pretendido conocimiento proposicional implica la falsedad
de alguna proposicion, ésta se convierte en un socavador potencial de nuestro saber,
pues si ella fuera verdadera, entonces nuestro saber no lo seria. Por consiguiente, a
menos que descartemos este posible socavador, i e, a menos que sepamos que la
proposicién en cuestiéon es de hecho falsa, no tendremos conocimiento proposicional.
En resumen, la version de la teoria de ausencia de socavadores que obtiene nuestro

autor con la regla (KK’) es la siguiente:

113 El contraejemplo de René muestra que la cuarta clausula, tal como se formul6, es muy fuerte o exige
demasiado al conocimiento proposicional, pues exhibe que podemos saber una proposicién aun cuando

aquélla no se cumple.
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Sean a y 3 proposiciones cualesquiera; y sea jun agente cualquiera.

HND: Si el conocimiento de j acerca de a (Kja) implica la falsedad de [ (=),

entonces, a menos que j sepa que f es falsa (Kj—f), no sabrd a (=Ka).

No obstante, ;jesta version (HND) es mejor que las formulaciones presentes en
la literatura? ;Es mejor, por ejemplo, que la formulacién ND, que presentamos hace un
momento? Reparemos en que la proposicion 'la estacidon de radio 69.G transmite un
concierto completo de Marine Mersenne', a diferencia de lo que sucede con ND, no
constituye un socavador para el conocimiento de René en la formulacién HND, ya que
su falsedad no se haya implicada por el conocimiento de éstall4, De modo que esta
nueva versién de la idea de la ausencia de socavadores es inmune a nuestro
contraejemplo. Sin embargo, HND no logra esquivar la objecién general que se
encuentra detras del ejemplo de René, i e, HND también exige demasiado al
conocimiento, pues existen casos de conocimiento en los que no se cumplen las
condiciones impuestas por ella. Con el objeto de mostrar semejante critica, recurriré a
uno de los acertijos matematicos mas famosos de la historia, la paradoja de Monty Hall.
Esta figuré por vez primera en febrero de 1975, en la revista académica American

Statistician —especificamente, en una carta al editor debida al matematico Steve Selvin,

114 Aun si suponemos que René se encuentra en la situacion descrita, y que la Gnica forma de enterarse
de la transmision del concierto es a través de la radio, no obtendremos una objecidn para esta version de
la teoria —~que no incluye un condicional contrafactico en su formulaciéon-: René sabe que la radio esta
apagada, ella misma la desconecté. La proposicion cuya falsedad se halla implicada por su conocimiento
no es acerca de la transmision del concierto, sino ésta otra: ' la radio se encuentra encendida'. Dado el
conocimiento de René, ella sabe que esta proposicion es falsa. Por lo tanto, la versiéon HDN de la teoria da
el resultado correcto en este caso. Imaginemos ahora una situacion contrafactica en la que la radio esta
encendida y René escucha la transmisién del concierto. En esta situacion, ella sabe que la radio esta
encendida y, por consiguiente, no sabe que estd apagada [/ e, ella no sabe que es falsa la proposicién 'la
radio estd encendida' y, en consecuencia, no sabe que la radio estd apagada]. Una vez mas, la nueva
versidén de la teoria da el resultado correcto; sin embargo, lo importarte aqui es que, en esta version, lo

que sucede en una situacién contrafactica no afecta el saber actual o real del agente.
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de la Universidad de California—115; quince afios mas tarde, el 9 de septiembre de 1990,
reaparecio en la revista Parade, en la columna de preguntas y respuestas de Marilyn vos
Savant, y, a partir de entonces, dejé su marca en la comunidad matematicallt. Aunque

existen diferentes versiones, la forma candnica o clasica de la paradoja es la siguiente:

La version canénica

Se te muestran tres puertas idénticas. Detras de una de ellas hay un automdvil. Las otras dos
ocultan cabras —una en cada puerta—. Se te pide escoger, sin abrirla, una de las puertas.
Después de hacerlo, Monty, quien sabe dénde esta el automdvil, abre una de las dos puertas
restantes. El siempre abre una puerta que sabe que es errénea —i.e., que esconde una
cabra—, y elige azarosamente cudl puerta abrira cuando tiene méas de una opcién (lo cual
sucede en aquellas ocasiones en las que tu opcién inicial oculta el auto). Después de abrir
una puerta incorrecta, Monty te da la opciéon de cambiar a la otra puerta que permanece
cerrada o quedarte con tu eleccién original. Entonces recibiras lo que sea que esté detras de

la puerta que has escogido. ;Qué deberias hacer?117.

Un gran numero de personas, incluido quien esto escribe, responde que, sin
importar nuestra decision, la probabilidad de que el automovil se encuentre detras de
la puerta que hemos elegido o detras de la puerta restante es exactamente la misma,
1/2, por lo que da igual si cambiamos de puerta o nos aferramos a nuestra elecciéon
original, nuestra probabilidad de ganar —o perder— para cada una de ellas es la misma,
50/50. No obstante, en este punto la intuicién de la mayoria esta errada (lo que, dicho
sea de paso, le confiere su caracter paraddjico al problema de Monty Hall): en realidad,
al cambiar nuestra opcioén inicial duplicamos nuestras oportunidades de ganar el
automdévil, pues la probabilidad de que el automoévil se encuentre detras de la puerta

que elegimos en un principio es de 1/3, mientras que la probabilidad de que esté tras

115 Steve Selvin, "A Problem in Probability" (letter to the editor), American Statistician, Vol. 29, No. 1, 1975,
p. 67. Ese mismo afo, en agosto, apareci6 una segunda carta, en donde se continda el tratamiento del
problema y se le da el nombre de Monty Hall problem: Steve Selvin, "On the Monty Hall Problem" (letter
to the editor), American Statistician, Vol. 29, No. 3, 1975, p. 134.

116 Marilyn vos Savant, The Power of Logical Thinking, St. Martin's Press, New York, 1996.

17 Cf, Rosenhouse, Jason, The Monty Hall Problem: The Remarkable Story of Math's Most Contentious
Brainteaser, Oxford University Press, New York, 2009, pp. 35-36.
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la otra puerta restante es de 2/3. Por consiguiente, lo racional seria cambiar de puerta.
El acertijo de Monty Hall se puede modelar empleando calculo de probabilidad clasico,
o bien, a través de calculo Bayesiano; con ambos desarrollos se puede demostrar este
resultado que, si bien es contraintuitivo, es cierto!18, Yo optaré aqui por una prueba

mucho mas sencillal?9,

Empecemos por distinguir las dos cabras que aparecen en el acertijo, y las
designaremos cabra numero uno y cabra numero dos. Ahora, representaremos el
contenido de las diferentes puertas del modo siguiente: A, C1 o C2 (A para automovil,
cabra uno y cabra dos, respectivamente). Tenemos entonces seis combinaciones

posibles:

Ubicaciones posibles del auto y las cabras

Puertal Puerta2 Puerta3

A C1 Cz
’ . . 105
C1 A C2
C2 A C1
C1 C2 A
C2 C1 A

118 Para la resolucién de este problema empleando probabilidad clasica, asi como probabilidad Bayesiana,
ver Rosenhouse, ], The Monty Hall Problem..., caps. 2y 3.

119 L,a solucién que presento a continuacién fue formulada por Steven Krantz en Techniques of Problem
Solving, American Mathematical Society, Providence, 1997. Sin embargo, yo tuve conocimiento de ella a
través del capitulo 2 del libro de J. Rosenhouse al que aludo en la nota anterior (cf, especificamente, p.

54), y cuya exposicién de la solucién de Krantz sigo aqui casi al pie de la letra.



Todas estas combinaciones son igualmente probables, de modo que la probabilidad
para cada una de ellas es de 1/6. Supongamos, sin perder generalidad, que escogemos
inicialmente la puerta nimero uno. Si nos encontramos en la primera linea de nuestra
tabla, entonces Monty abrird la puerta dos o la puerta tres; en cualquier caso,
perderemos el auto si cambiamos de puerta. Lo mismo ocurre con la segunda linea de
la tabla. Si nos hallamos en la tercera linea o combinacién, entonces Monty descubrira
necesariamente la cabra que esta detras de la puerta tres; en este caso, ganaremos el
auto si cambiamos de puerta. La misma situacién ocurre en la cuarta linea de la tabla.
Algo completamente andlogo sucede en las lineas quinta y sexta, con la diferencia de
que en ellas Monty se ve forzado a abrir la puerta dos en lugar de la tres. Por lo tanto,
en cuatro de seis posibilidades ganaremos al cambiar de puerta, lo que significa que la

probabilidad de ganar al hacerlo es de 2/3.

Sin duda, es éste un acertijo de lo mas interesante, pero ;en qué sentido nos
permite objetar la teoria epistemol6gica HND? Como ya mencioné, un gran nimero de
personas yerran al responder que la probabilidad de ganar con cada una de las puertas
restantes —la que han elegido inicialmente y la otra puerta que permanece cerrada— es
de 1/2. A este respecto, haremos dos observaciones: I) Muchos de los individuos que
equivocan la respuesta tiene instruccién en ciencias empiricas o formales
(especificamente, en Matematicas); II) dentro de este ultimo grupo, existen personas
que se rehusan a aceptar que la probabilidad de ganar se duplica con el cambio de
puerta, incluso después de haber recibido alguna explicacién o pruebal20. Partamos de
aqui en la formulacidn de nuestra objecién contra HND. Consideremos la formulacion
clasica del problema de Monty Hall, la cual presentamos hace un momento, y
designemos con (™% a la conjuncién de todas las proposiciones que la articulan (7 e,
Cmh=se te muestran tres puertas idénticas y detras de una de ellas hay un automévil.
Ademas, las otras dos ocultan cabras —una en cada puerta—...). Para cualquier agente

estandar, las proposiciones que articulan esta conjuncién son comprendidas y

120 En relacién con estas dos observaciones, cf, las secciones 1.10 [ L’AffaireParade] y 1.11 [The American
Statistician Exchange, asi como la seccion 2.8 [Final Comments], en los capitulos 1y 2, respectivamente,

de The Monty Hall Problem... (J. Rosenhouse).
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conocidas como ciertas tan pronto como recibe un planteamiento adecuado del
problemal?l, Por consiguiente, cabe decir que un gran numero de agentes
contemplados en II) —cuando no todos— conocen cada uno de los conyuntos de Cmh y,
en consecuencia, saben que es verdad Cmh122, M3s aun, es probable que algunos de ellos,
dada su formacién, contaran con conocimientos de calculo de probabilidades
suficientes como para determinar de manera correcta las probabilidades al interior del
acertijo. Con todo, ninguno de ellos sabe que la probabilidad de ganar no es la misma
para ambas puertas, sino que ésta se duplica al cambiar de puerta. En otras palabras,
existen agentes que conocen la conjunciéon Cmh (asi como herramientas probabilisticas
que les permitirian calcular probabilidades de manera adecuada), pero que ignoran una
consecuencia logica de su conocimiento o, si se quiere, de la conjuncioén por ellos
conocida, viz, la falsedad de la proposicion 'la probabilidad de ganar para cada una de
las puertas que permanece cerrada es de 1/2'123, Pero esto es un contraejemplo a la

teoria epistemoldgica HND.

Para ver lo anterior con mayor claridad, consideremos el diagndstico que de la

situacion planteada haria la teoria HND.
Sea jun agente cualquiera y sea p esta proposicion:
P:la probabilidad de ganar para cada puerta que permanece cerrada es de 1/2.

Tenemos entonces la siguiente instancia de la teoria HND:

121 Aqui la situacién es andloga a la del caso de Alice y Bob: los agentes saben cada una de las
proposiciones contenidas en C™! por "construccién del problema". Asi, un agente sabe que es verdad la
proposicion 'el automévil estd detras de una de las tres puertas’ porque ello es una presuposicion
necesaria para la construccion y resolucion del acertijo.

122 Estoy empleando aqui el principio epistémico: un agente sabe una conjuncion sii sabe cada uno de los
conyuntos (Kj(anB) < (KjaAKjB) [es éste, por cierto, el teorema 2 del sistema KJ).

123 Decimos que estos agentes ignoran la falsedad de la proposicién en cuestién, no simplemente debido
a que no la creen, sino porque carecen de una demostracién de su falsedad, o bien, porque no

comprenden o no aceptan aquellas pruebas que se les han ofrecido.
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Si el conocimiento de j acerca de C™ (K;Cmh) jmplica la falsedad de p (—p),

entonces, a menos j sepa que P es falsa (Kj—p), no sabrd Cmh (= K;Cmh),

Nétese que el antecedente de esta proposicion se cumple cabalmente, pues del

conocimiento de j [KjCmP] se sigue l6gicamente que la proposicion p es falsa [—p]124.

Por lo tanto -la teoria HND nos llevaria a concluir-, el agente j no sabe la
conjuncién Cmh [SKjCmh] a menos que sepa que la proposicion p es falsa [—p]. La
cuestion aqui es si semejante conclusion es o no cierta. Veamos, la conjunciéon Cmh, como
sefalé en una nota anterior, se encuentra articulada inicamente por enunciados que
forman parte de la construccion del problema y, en consecuencia, son puntos de partida
obligatorios para la resoluciéon del mismo. En cuanto a las bases probabilisticas del
problema, es bien sabido que mas de uno de los agentes que han errado en la solucion,
y permanecido en el error por un tiempo nada despreciable, eran matematicos y, en
consecuencia, habian recibido alguna instrucciéon en el area de la probabilidad2>.
Tomando en consideracion esto, ;cual es un mejor diagndstico de la situacion de estos
agentes?, ;su falta de conocimiento acerca de las verdaderas probabilidades en el
problema de Monty Hall es una prueba de su ignorancia respecto a la conjuncién Cmh
—asi como de la probabilidad asociada al problema—, o bien, conocen, en efecto, la
conjuncion y las bases probabilisticas en cuestion, pero fallaron en percatarse de una
de las consecuencias logicas de su conocimiento? Al menos para mi, esta ultima
descripcion es mas adecuada y, de estar en lo correcto, éste seria un contraejemplo para

HND.

He escogido este contraejemplo en el ambito de las matematicas por dos razones

principalmente. Primero, me permite mostrar que el concepto de saber capturado por

124 Empleo aqui, de manera implicita, la idea de que el saber implica verdad (principio T): si jsabe que
Cmh es verdadera, entonces C™! de hecho lo es [K;Cmh — Cmh]; si Cmh es verdadera, entonces p es falsa [Cmh
— =p]. Por lo tanto, si j sabe que Cmh es verdadera, entonces p es falsa [KjCmP ——p].

125 ¢f, Marilyn vos Savant, The Power of Logical Thinking, St. Martin's Press, New York, 1996.
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la teoria HND es demasiado fuerte incluso para los estandares de esta ciencia formal®26,
Tal observacién cobra relevancia cuando se la pone en contexto. Por ejemplo, respecto
a esta nocion de saber; Jaakko Hintikka ha escrito: << [...] la semantica de la tesis KK
muestra que sirve para capturar un sentido fuerte de saber. Sospecho que éste puede
ser el sentido en el que los filésofos han tratado de emplear el concepto de
conocimiento. La pregunta verdaderamente interesante aqui es si esta sospecha es
correcta>>127, Pues bien, sea o no producto de la Filosofia, nuestro ejemplo exhibe que
tal concepto de "saber en sentido fuerte" es demasiado para practicamente cualquier
conocimiento humano, lo que lo convierte en un concepto vacio o inaplicable. Segundo,
la tesis KK, como otros elementos de Légica Epistémica (la regla de inferencia K, por
ejemplo), conlleva una concepcion ideal de los agentes, pues exige de éstos, a través de
la regla que lleva el mismo nombre, que conozcan cualquier proposicion, digamos f3,
implicada por su saber [Kja—K;jB], al margen de si conocen o no esta relacién de
implicacion [Kja—f]. En contraste, la paradoja de Monty Hall permite alumbrar las
condiciones reales a las que se hallan sujetos los agentes epistémicos, al menos los seres
humanos en el ambito del razonamiento probabilistico. A este respecto, Charles S.
Peirce observé alguna vez que, en teoria de la probabilidad, como en ningtin otro campo
en Matematicas, es facil tropezar incluso si se es un experto en la materia; y la historia
del pensamiento parece darle la razén: <<Leibniz pensé que, al lanzar un par de dados,
era igualmente facil tirar un 12 que un 11. Jean le Rond d' Alembert, el gran matematico
frances del siglo XVIII, no fue capaz de ver que los resultados de lanzar una moneda tres
veces eran los mismos que al lanzar tres monedas una vez, y creyé (como muchos

jugadores amateurs insisten en creer) que tras un gran nimero de caras, una cruz es

126 N6tese que los usos de la nocién de saber; en el contexto de la paradoja de Monty Hall, se ajustan a los
estandares de la ciencia matematica: por ejemplo, decimos que los agentes conocen la conjuncién Cmh
por definicién o construccién del ejemplo; que conocen determinadas herramientas probabilisticas por
definicién, como axiomas o como resultado de alguna demostracién; mientras que declaramos su
ignorancia (su ausencia de saber) respecto a la probabilidad correcta porque no la creen ni tienen, stricto
sensu, una demostracion para ella.

127 Radu J. Bogdan (ed.), ‘Jaakko Hintikka’ D. Reidel Publishing Company, 1987, 310.
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mas probable>>128, Tarde o temprano, la Loégica Epistémica tendra que tomar en
cuenta estas condiciones si aspira a alguna vez modelar realmente el conocimiento

humano.

4.5, El sistema S5

Como remate para este capitulo, examinaré con brevedad un ultimo sistema axiomatico
estandar, viz, el sistema S5. De todos los sistemas que hemos analizado hasta ahora,
éste es el de mayor poder demostrativo, pues entre sus teoremas estan contenidos
todos los de los tres sistemas anteriores (K, T y S4), mas algunos teoremas adicionales.
Al igual que S4, S5 es una extension de la teoria T, pues se obtiene de ella al agregar el
esquema A5: —=Kja—Kj=Kja [propiedad de introspeccion negativa], que es el axioma o
principio epistémico que lo caracterizal?®>. De modo que los axiomas y reglas de

inferencia de nuestro sistema son:

Axiomas de S5

Sean a, By Yy ¢4 ‘¢ cualesquiera de Z-{Ki, ..., Kn} y seaj=1, .., n.

Al: a—=(B-a),

A2: (a=(B-7)) = ((a=B)—(a=y)),

A3: (ma=>=B) = ((ma—=B)—w),

K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],
T: Kja—« [Propiedad de conocimiento]

A5: =Kja—Kj=Kja [Propiedad de introspeccidn negativa].

Reglas de inferencia de S5

Sean oy 3 ¢4 ‘¢ cualesquiera de £-{Kj, ..., Kn}.

MP: Si H5* a Y +54 a—f3, entonces 54 [ Modus ponens| y

122 Martin Gardner, "Problems Involving Questions of Probability and Ambiguity"” Scientific American,
Vol. 201, No. 4, April 1959, pp. 174-82.
125 Recuérdese que, de manera intuitiva, este principio se lee: si agente ignora una proposicion, entonces

sabe que la ignora.
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KG: Si +54 a, entonces +54 Kja [Generalizacion del conocimiento].

Como acabo de mencionar, a partir de este nuevo axioma se pueden derivar

teoremas nuevos, que no se obtenian en los sistemas precedentes, por ejemplo:
Teoremas de S5 T23F55 a—=Kj—Kj—a [Propiedad brouweriana] 130

T20F55 =Kj=Kja—Kja
T21F55 Kjae—Kj—Kja
T2255 mKjaeKj—Kja

Todos estos teoremas no sélo evidencian el poder demostrativo de esta teoria,
sino justo que los alcances demostrativos de S5 van mas alla de la frontera de lo que nos
parece aceptable, y, en este sentido, podriamos decir que en ella se demuestra mas de
lo que quisiéramos. Al analizar el sistema S4, sefialamos ya que el principio de
introspeccion negativa (A5) es controversial, pues resulta contrario al sentido comun y
a la tradicion filoséfica al afirmar que los agentes conocen siempre su propia
ignorancia; razén por la que el teorema 22 —cuya lectura intuitiva seria que ignoramos
una proposiciéon siempre y cuando sepamos que la ignoramos—, enfrenta la misma
dificultad131. El teorema 20 también es problematico; nos dice que, si un agente no sabe
que ignora una proposicion, entonces sabe dicha proposicion. Asi, este teorema nos
llevaria a concluir que, en el contexto de nuestra discusiéon anterior acerca de la
paradoja de Monty Hall, todos aquellos quienes desconocen su propia ignorancia
respecto al aumento de probabilidad al cambiar de puerta saben, de hecho, esto tltimo
—de modo que no nos explicamos el porqué de su empefio en sostener justo lo
contrario, i e, que no existe ventaja en el cambio de puerta—; lo que, desde luego, es

completamente absurdo. Podriamos imputar, por la misma razén, el teorema 21132 Por

130 para la demostracién de estos teoremas, consultese el apéndice 1.
131 E] teorema 22 se obtiene directamente de A5 y una instancia del axioma T.
132 E] teorema 21 se demuestra a partir del teorema 20 y una instancia del teorema 16. Ver la lista

teoremas del sistema T al comienzo del capitulo III.
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su parte, con el teorema 23, conocido como propiedad brouweriana, se afirma que, si
una proposicion es verdadera, entonces sabemos que no conocemos (que ignoramos)
su negacion133. Esto, en principio, es falso; por ejemplo, un terraplanista esta lejos de
saber que ignora la siguiente falsedad: /a Tierra no es semiesférica (porque, segun él, es

plana).

Entre los teoremas de S5, se cuenta la tesis KK, cuya demostracion seria la

siguiente:

T24F55 Kja—KjKja

1. =Kj=Kja—Kja Teorema 20

2. Kj=Kj=Kja—=KjKja 1, RD1

3. Kja—=Kj=Kj=Kja Teorema 23 (a/ Kja)
4. Kja—=KjKja 2, 3 SH

Podemos preguntarnos ahora sobre los alcances demostrativos de esta teoria, y
averiguar, por ejemplo, si en ella se demuestra cualquier instancia del esquema ‘a—Kja’.
De ser asi, dado que se tiene también el axioma T, en S5 se borraria la distincién entre
conocimiento y verdad, al poder demostrar el bicondicional ‘a<Kja’. Por grande que
sea el poder demostrativo de una teoria, es éste un resultado que no se desea obtener,
y ello por dos razones: primero, este bicondicional no dice que el sistema reconoce
como equivalentes la verdad y el conocimiento, lo que no sélo es contrario al sentido
comun, sino que es falso; segundo, la Logica Epistémica estaria de mas, pues toda
féormula con operadores epistémicos seria equivalente a una férmula sin dichos
operadores, i. e, a una formula de la l6gica proposicional estandar. Asf, para determinar
si el esquema ‘a—Kja’ es demostrable en la teoria o no, definiremos una semantica
“adecuada” para este sistema, con la que obtendremos el metateorema de correccién.

Con este ultimo, obtendremos la respuesta que buscamos.

133 Este teorema, o principio B, sirve para caracterizar al sistema axiomatico B, el cual guarda relacién
con la légica de corte intuicionista. Quiza en ésta, en donde la verdad vale a demostrabilidad, el teorema

cobre plausibilidad.
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4.6. Semantica y metateorema de correccién para S5

Definiremos ahora una semdantica que nos permita recatar la validez del axioma de
introspeccion negativa. Al igual que para los sistemas anteriores, esta semantica consta

de una nocién de interpretacion, asi como de una nocién de verdad.
Definicion de S5-interpretacion para £-{Ki, ..., Kn}
Una S5-interpretacion (Es;) para £-{Kj, ..., Kn} esun tuplo:
E=<S,m Ry,..., Rn>.
Donde:
1) S#@ S es un conjunto no vacio (Ilamado el conjunto de estados s de &).

2) m: I—» P(S) 1 es una funcidn que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de £-{Kj, ..., Kn} (1t(pi) €5).

3) Para cadaj=1, ..., n, RjES? es una relacidn reflexiva [/ e, para cualquier s€S se
tiene que <s, s>€Rj] y euclidiana [/ e, para cualesquiera s, t, u€S se tiene que si
<s, t>€Rj y <s, u>€R;, entonces <t, u>€Rj] (Rj se llama la relacién de

accesibilidad o posibilidad de j).
Definici6én de S5-verdad para £-{Kj, ..., Kn}

Nuestra nocidn de satisfacibilidad para S5 es esencialmente la misma que para Ty S4134,
Definicion de S5-verdad:

o es verdadera en una S5-interpretacién £ sii para todo estado s de £ se tiene que &,

SFo.

Notacion: EEo

134 Para las clausulas de satisfacibilidad, ver el apartado “Semantica formal para el sistema T”, en el

capitulo III
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Definamos ahora lo que significa que o sea una férmula S5-valida de nuestro

lenguaje.

Definicion de S5-validez:

o es S5-valida sii para toda S5-interpretaciéon £ se tiene que EEo.
Notacion: 55 ¢

En esta nueva semdntica, se mantiene la restriccién de reflexividad en la
interpretacién para salvaguardar la validez del principio T, pero se exige ahora que las
relaciones Rj sean también relaciones euclidianas, i e, que, si un mundo o estado
determinado ve a otros dos mundos, entonces estos dos mundos deben verse entre si.
Esta restriccién equivale a pedir que la informacién accesible a un agente j desde un
mundo o estado s sea un subconjunto de la informacién disponible para él desde
cualquier alternativa epistémica s’ (7 e, los mundos s’ accesibles para j desde s). Con
ello se garantiza que la ignorancia de j se preserve a través de todas estas alternativas
epistémicas: en caso de que j ignore una proposicién a en s (&, s¥a), también la
ignorara en todo s’ visible para él desde s (&, s'#a, con s’ cualquier s€S tal que <s,
s’>€Rj); un momento de reflexion le mostrara al lector que esto es justo lo que se

requiere para asegurar la validez del axioma A5: = Kja—Kj=Kja.

Que en esta semantica se garantiza la validez de A5 (i e, A5 es S5-valido), lo

probaremos del modo siguiente:
55 sKja—=Kj=Kja.
Demostracion por reduccién al absurdo

Supongamos que ¥ —Kja—Kj=Kja. Es decir, que existe una S5-interpretacion £ y un
estado s de £ tales que:

1) &€ se=Kjay 2) &, s¥Kj—=Kja.
De 2) y clausula (Kj) de nuestra definicion de satisfacibilidad, se sigue que:

3) &, t¥—=Kja, con t alglin estado de £ tal que <s, t>€R,;.
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Ahora, de 1), 3) y clausula (=), se tiene, respectivamente, que:
4) g, s#Kjay 5) &€, teKja.
De 4) y clausula (Kj), tenemos que:
6) &, uka, con u algun estado de £ tal que <s, u>€R,.
Como Rj es euclidiana, de <s, t>€R;y <s, u>€R;, se tiene que <t, u>€R;.
De esto y la misma clausula que empleamos con antelacion, se sigue que:

5) &€, t¥Kja! Pero esto se contradice con 5).

" ESS aKja—Kj—Kja.

Como era de esperarse, esta semantica permite probar el metateorema de
correccion para S5, y su demostracidn, una vez mas, la dejaré en manos del lector, ya

que es completamente analoga a la de los sistemas anteriores. Enunciemos

simplemente, entonces, el metateorema de correccion.

Metateorema de correccién para S5

Sea ¢ una ¢4 cualquiera Z-{Kj, ..., Kn}.

Todo teorema de S5 es S5-valido. Es decir, si 55 ¢, entonces E55 .

4.7. El poder demostrativo del sistema S5

Podemos ahora, con el metateorema de correccion, responder a la pregunta de si en S5
se demuestra cualquier instancia del esquema de formulas ‘a—Kja’'. El metateorema de
correccion nos deja saber que todo teorema de S5 tiene la propiedad de ser S5-valido;
por ello, si logramos mostrar que alguna instancia del esquema anterior no satisface
dicha propiedad, habremos respondido nuestra pregunta, pues habremos probado que

ella no es demostrable en nuestro sistema.

Consideremos la formula ‘p1—Kzp1’, asi como la siguiente S5-interpretacion:
E=<S, m, Ry, ..., Rn>; S={T, s}
: L—P(S)

m(P)=0, para toda letra proposicional s,
p1

Ri.coni=1...n
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excepto la letra proposicional p1.

m(p1)={s}

Rj= {<r, r>, <s, 5>, <r,5s>,<s,r>},conj=1,.,n

Bajo esta S5-interpretacion se tiene que:

1) € r¥p1, 2) &, skEp1. A partir de la relacion de accesibilidad Rzy la clausula modal de
nuestra definicion de satisfacibilidad, se sigue, por (1), que 3) &, s#¥Kzp1. Finalmente,
de (2), (3) y la clausula de la implicacion, tenemos que 4) &, s¥pi1—Kzpi. Por
consiguiente, esta formula no es S5-valida debido a que no es verdadera en esta S5-

interpretacion (E¥p1—Kzp1).

De lo anterior se desprende que, si bien el poder demostrativo de la teoria S5 va
mas alla de lo deseable, no llega al limite de demostrar cualquier instancia de ‘a—Kja’;
de modo que tampoco borra la distincidn basica entre el conocimiento proposicional y

la verdad.

4.8. Consideraciones en torno al sistema S5

A diferencia de como procedi con los sistemas K, T y S4, respecto a S5 me limitaré a

mencionar algunas consideraciones generales sobre su estatus epistemoldgico.

Como ya mencioné en repetidas ocasiones a lo largo de este capitulo, el axioma
caracteristico de este sistema (=Kja—K;—Kja [axioma de introspeccién negatival), o la
idea de que los agentes siempre saben cuando ignoran una proposicion, es inaceptable
o simplemente falso. Por otra parte, las dos objeciones que presentamos para la tesis
KK, i e, la critica de Lenzen, asi como la objecion del regreso epistémico, son aplicables,
casi sin modificacién alguna, para este principio!35. Por ultimo, hay que sefialar que, en

el altimo capitulo de este trabajo, dedicado al analisis de la Logica Epistémica

135 Ver la primera parte de la seccién “Consideraciones epistémicas en torno al sistema S5, en este mismo

capitulo.
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Multimodal, se plantea una ultima critica a este principio a partir de un problema

conocido como la paradoja del creyente perfectol3e.
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5. Légica Epistémica como légica de primer orden

5.1. Légica Epistémica como légica de primer orden

Las ¢4 's de un lenguaje epistémico proposicional de n-agentes pueden ser traducidas a

¢4 ¢ de un lenguaje de primer orden en una forma diafanal?’.

Definimos £-{Kj, ..., Kn} (el lenguaje epistémico proposicional cuyo conjunto de

operadores epistémicos es {Kj, ..., Kn}, para algiin nimero natural n).

Simbolos de £-{Kj, ..., Kn}:

) Un conjunto infinito numerable de letras proposicionales {pi: iEN}

b1, P2, ..., Pm, ...

H) =, =

1) () 1 18

[V) Un conjunto de n operadores epistémicos
Ki, ..., Kn
74 e de £-{Kj, ..., Kn}:
I) Toda letra proposicional es una 4.
II) Siay B son ¢4 ‘e. también lo son:
(=), (a=p), (Kja) con j=1, 2, ..., n.
III) No hay mas ¢4 ‘e

A partir de este lenguaje, definimos un lenguaje de primer orden Z como sigue.

137 Lo que se presenta en este quinto capitulo es una suerte de reduccién de la Logica Modal a la 16gica de
primer orden. Le agradezco al Dr. Max Fernandez de Castro por haberme hecho notar que tal reducciéon
forma parte de un trabajo mas extenso, y cuyo desarrollo debemos al 16gico J. van Benthem. Al respecto,

ct, el capitulo 6 de su Modal Logic for Open Minds.



Z consta de los siguientes simbolos:

Simbolos légicos

) Un conjunto numerable de variables individuales

X1,X2, X3, ...

II) Conectivos logicos

-, ™

[1I) Cuantificador universal

v

[V) Paréntesis

0

Simbolos no légicos

V) Un conjunto infinito numerable de simbolos de predicados de aridad 1 {Pi: ie

N}
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P1, P2, ..., Pm, ...

VI) Un conjunto de n simbolos de predicados de aridad 2
Q1, ..., Qn'38.
Reglas de formacién de ¢4 ‘e de L

Sean vy w variables individuales cualesquiera.
) Pives ¢4, parai€eN

II) Qjvw también es %, j=1, ..., n

13 Los conjuntos de subindices para los simbolos de predicados unarios y binarios de I seran

exactamente los conjuntos de subindices para las letras proposicionales y los operadores epistémicos de

Z-{K1, ..., Kn}, respectivamente.



IIT) Si ay B son ¢4 ‘¢, también lo son:

(=), (a=B).

IV) Si a es una 44, también es 44:
Yva.

V) No hay mas 4 ‘.

Una vez definidos estos lenguajes, a cada formula ¢ del lenguaje epistémico

proposicional Z-{Kj, ..., Kn} vamos a asociarle una férmula ¢ del lenguaje de predicados

Z con una variable libre (su traduccion a este lenguaje).

Definimos recursivamente como traducir ¢4 '« de Z-{Ki, ..., Kn} en ¢4 '« de Z.

Sea v una variable fija.

1) Si @=p;, entonces "= Piv.

2) Si @==a, entonces @*=-a"). Y si =a—f3, entonces @*= a* )= B ).

3) Si @=Kja (con j=1, ..., n), entonces @*=Vw(Qjvw— a’[v/w]), con w una variable

nueva (que no aparezca en o). Donde ‘a’v/w]’ es la formula que se obtiene al

sustituir todas las ocurrencias libres de v en ‘a” por w139,

Veamos algunos ejemplos de traducciones:

74’ de £-{K1, ..., Kn} Traduccién a L

p2 P2x1

—(p1—p2)>——ps3 —(P1x1—P2x1)—>——P3x1
Ki(p1—ps) Vx2(Q1x1x2—(P1x2—Psx2))
K1K2—p10 Vx2(Q1x1x2—Vx3(Q2x2x3—>—P10x3))

133 Notese que las reglas 1) - 3) de traduccion llevan a formulas en donde unicamente aparece libre la

variable v.
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Esta traduccién de las férmulas de <£-{Ki, .., Kn} en férmulas de I es

complementada con una correspondencia semdantica entre estos lenguajes. Para ello,
definimos primero una interpretacién, asi como una nocién de verdad, para cada uno

de nuestros lenguajes.

Una estructura de Kripke, 7 e, una interpretacion, para £-{Kj, ..., Kn} es un tuplo:
E=<S,m Ry, ..., Rn>™0,
Donde:

1) S#@ S es un conjunto no vacio (llamado el conjunto de estados s de &).

2) : —»P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L
es el conjunto de letras proposicionales de Z-{Kj, ..., Kn} (t(pi) €S).

3) Para cada j=1, ..., n, Rj€S? (R se llama la relacion de accesibilidad o posibilidad
de j).

Definimos recursivamente, para cada s€S y cada ¢4 o de Z-{Kj, ..., Kn}, lo que
significa:
g, sko (se lee: la formula o es verdadera (realizada o satisfecha) en el estado s bajo la

interpretacion (estructura) &€).
Clausula 1: o es una letra proposicional
Por lo tanto, 6€L (o es una letra proposicional pi)
&, skpi sii sem(pi).
Clausula 2: g, sE=—o sii €, sio.
Clausula 3: &, sEa—f sii €, sF#a 0 &, sEf.

Clausula 4: Para j=1, .., n, g, seKjo sii €, s’=o para todo s’ tal que <s, s">€R;.

140 El ntimero de las R’s en la estructura corresponde exactamente al nimero de operadores en el lenguaje
(en este caso, las K’s). Es decir, el conjunto de indices para las relaciones de accesibilidad y para los

operadores de Z-{Kj, ..., Kn} serd el mismo.
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Definicion de verdad epistémica:
o es verdadera en una estructura £ sii para todo estado sde £ se tiene que &, sko.

Notacion: E=o

Definicion de validez epistémica:
o es una féormula valida sii para toda estructura £ se tiene que E-o.

Notacion: Eoc

Una estructura o interpretacion I para Z consta de lo siguiente:
1) A+ A es el dominio (base o universo) de la estructura.
2) Para cada predicado Pi de Z de aridad 1, una relacién unaria en A (Pi'CA).

3) Para cada predicado Qjde L de aridad 2, una relacién binaria en A (Qi'CA2).

Considérese una sucesion a de elementos de A:
a=<ai, az, ..., an, ...>>
A esta sucesion la podemos pensar como una asignacién de elementos de A a las
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variables del lenguaje.

Observacion: ai es el elemento del dominio de la estructura denotado (temporalmente)

por la variable xi.

Definimos recursivamente, para cada ¢4 o de Z, lo que significa:

IFo[a] (se lee: la formula o es verdadera (realizada o satisfecha) en la sucesion

a bajo la interpretacién I).

Clausula 1: o es una formula atémica del tipo Pixn.

II:Pan[é] sii an€Pil.

Clausula 2: o es una formula atémica del tipo QxmXn.

“:QiXan[é] sii <am,an>Ele.

Clausula 3: o= —o.

[E—afa] sii [Fafa].

Clausula 4: 0= a—f



I=a—pB[a] sii I#afa] o [=B[4]

Clausula 5: 0= Vxna.
[EVxna[a] sii IEa[a(n/b)], para toda beEA (donde a(n/b) es la sucesion que
coincide con a en todas las entradas, excepto que en la n-ésima entrada aparece

b en lugar de an).

Observacion 2:

A veces, en lugar de escribir [=0[a], se escriben inicamente los elementos del dominio
que interpretan a las variables libres de la formula. Por ejemplo, [=Pixn[a] se lee ‘la
férmula Pixn es verdadera bajo la interpretacion I cuando la variable “x»” se interpreta

como “a”, mientras que IEQjxmxn[a,b,] se lee ‘la formula [EQjxmxn es verdadera bajo la

interpretacién [ cuando las variables

“_n “w__» “u_n Hb"
)

x" y “y” se interpretan como “a” y

respectivamente’.

Definicion de verdad:
o es verdadera en una estructura I sii para toda sucesion a se tiene que [=o[a].

Notacion: | Eo

Definicion de validez universal:
o es una féormula universalmente valida sii para toda estructura I se tiene que [ 0.

Notacioén: Eo

Ahora bien, dada una estructura £€=<S, m, Ri, .., Ra> para Z-{Ki, .., K},
definimos &% una interpretaciéon para Z como sigue:

1) El dominio de &* es el conjunto no vacio S de estados de E.

2) A cada predicado Pi de Z, de aridad 1, se le asigna una relaciéon unaria en S

(PiE*CSS), tal que para todo s€S se tiene que s€PE* sii sEm(pi).

3) A cada predicado Qj (conj=1, ..., n)de L, de aridad 2, se le asigna una relaciéon

binaria en S (QjE*SS?), tal que para cualesquiera s,s’€S se tiene que <s,s">€Q;E"

sii <s,s’>€R;.
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Sean £ y @ una interpretaciéon y una féormula arbitrarias de Z-{Ki, ..., Ka},

respectivamente. Y sea s€S un estado cualquiera.

Entonces:

Afirmacion x: E, sSE@ sii E*E@ x)[s].

Demostremos esta afirmacién empleando para ello induccién matematica.

Demostracion:
Por induccién matematica sobre el nimero m de conectivos y cuantificadores en .

Base: m=0.
Entonces ¢ es una letra proposicional pi. Entonces @* es Pix.
g, skpi sii s€n(pi). Por definicién de £*% tenemos que s€mn(pi) sii SEP:E’; pero
S€PiE* sii £*EPix[s].

Por lo tanto, la afirmacion vale para ¢ atémica.

Sea @ cualquier férmula con m cuantificadores y conectivos, para m=>1

arbitrario.

HI: La afirmaciéon vale para cualquier férmula con menos de m conectivos y

cuantificadores.
P.D. La afirmacién vale para .
Hay tres casos para @: ¢=-a, 9= a—=py ¢= Kja (con j=1, .., n).

Caso 1: @==a. Entonces @*==a"(x).

g, sea sii €, sa. Como a es de menor complejidad que ¢, podemos aplicarle
HI. Por HI, tenemos que &, ska sii E*¥a’x)[s]. Pero por clausula 3 de nuestra

definicién de verdad, tenemos que E*Fa*x)[s] sii EX*E—a x)[s].

Caso 2: @= a—f. Entonces ¢*= o" )~ .
E, sa—fsii E, sEay &, s¥B. Por HI, tenemos que &, skEay &, s¥f sii EEa"x)[s]
y E¥B w[s]. Pero EXEa’x[s] y E¥B x[s] sii EXFA =B w[S].
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Caso 3: @= Kja (con j=1, .., n). Entonces ¢*=Vy(Qjxy— a'[x/y]), con y variable
nueval4l,

Supongamos que E*EVy(Qjxy— a[x/y])[s]. Lo anterior es verdadero sii E*FEQjxy—
ox/y1[s, '], para algin s’€S. Pero E*¥Qixy— oxyi[s, s'] sii E*EQxy[s, '] y
E'EAx/y][s’]. Como a es de menor complejidad que ¢, podemos aplicarle HI.
Entonces, por HI, tenemos que E*¥a’[x/y[s'] sii €, s'"#a. Ahora, E*EQjxy[s, s] sii
<s, s’>€Q;f", sin embargo, por definiciéon de £*% tenemos que <s,s’>€Q;E" sii <s,

s’>€R;. Pero g, s'#a y <s, s">€R;sii €, s¥Kja.

De la base y los casos 1-3, se sigue, por Principio de Induccién Matematica Completa
(PIMC), que:
E, sk sii E*E@* v [s], para cualquier estado s€S, asi como cualquier € estructura

y cualquier formula ¢ de Z-{Kj, ..., Kn}.

A partir de esta afirmacion tenemos el corolario siguiente:
Si K, entonces ¥@*x) (si @ no es valida, entonces ¢*x) no es universalmente valida).
Veamos la prueba de este corolario:

Si K@, entonces existen £ y s€€ tales que &, s¥@. Por consiguiente, de Afirmacién *

tenemos que E*E @ (x[s]. Por lo tanto, #@* ).

Considérense los siguientes esquemas de 44 ¢ de Z-{Kj, ..., Kn}.

K: Kj(a—B) = (Kja—Kip),
T: Kja—q,

A4: Kja—KjKja,

A5: =Kja—K;=Kja.

Sus respectivas traducciones a L son:
K’ Vy(Qixy—(@=B1) =¥y (Qxy—ps)=Vy(Qxy—B's1)), con 'y’ una
variable nueva.
T": Vy(Qixy—a[x/y]) =" (x), con ‘y’ una variable nueva.
A4": Vy(Qixy—=x/y1) = Vy(Qixy—=VzZ(Qjyz—'[y/z])), con 'y’ y ‘Z’ variables nuevas.

141 Para probar este tltimo caso, emplearemos transposicion.
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A5 aVy(Qixy—=d'x/y)— Vy(Qixy—=-Vz(Qjyz—a'y/z1)), con ‘v’ y ‘Z’ variables
nuevas.
Demostremos que cualquier instancia de K* es una férmula universalmente valida.
Demostracion por reduccion al absurdo.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe una interpretacion I de L y un elemento

a del dominio de I tales que I¥K*[a]. De esta suposicidn y clausula de ‘=’, se sigue que:
D) Ievy(Qixy—(a"=B)ry)[a] y
2) It (Vy (Qjxy— o 1x/y1) = Vy (Qjxy =B 1x/v1)[a].
De 2) y clausula de ‘=’, tenemos que:
3) IEVy(Qixy—a’x/y)[a] y
4) 1Evy(Qjxy—Br/y)[al.
De 4) y clausula de ‘V’, se sigue que:
5) I¥Qjxy—B"x/v[a,a’], para algin a’ elemento del dominio de I.
De 5) y clausula de ‘=’, tenemos:
6) I=Qjxy[a,a’] y
7) 1B rym[a’].
De 3) y clausula de ‘V’, se sigue que:
8) [=Qjxy—ayyi[a,a’].
De 6), 8) y MP, tenemos que:
9) I=a’pyy[a’].
De 7),9) y clausula de ‘=’, se sigue que:
10) I¥ (o' =>B) i [a’]-
De 6), 10) y clausula de ‘=’, tenemos:
11) I#Qjxy—(a"=>B) ) [aa’].

De 11) y clausula de ‘V’, se sigue que:
12) IrVy(Qjxy—(a"=B")x/y1)[a]. Pero esto se contradice con 2)!

Por lo tanto, tal I y tal a no pueden existir. Por lo tanto:

Cualquier instancia de K* es una férmula universalmente valida.

Probemos ahora que no toda instancia de T*, A4* y A5%, es una férmula universalmente

valida.
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Definimos la siguiente interpretacion I para L:
A= {a1, az, a3}
Pi!= {a1, az}
Pil= @, con i#1

Qi'= {<a1,a2>, <az,a3>}, conj=1, .., n.
Bajo esta interpretacion consideremos las formulas siguientes:

1) Vy(Qixy—P1y)—Pix (instancia de T")

Note que, por definiciéon de Qj!, [¥Qixy[as, a] para todo a€A-I=Qixy—Piy[as, a] para
todo a€A-l, t=Vy(Qixy—Piy)[as]. Por otro lado, az&Pi! ~I¥Pix. Por lo tanto, I,
tEVy(Qixy—P1y)—Pix[as]. Como esta formula es instancia de T*, hemos probado que

no toda instancia de T* es una férmula universalmente valida.

2) Vy(Qixy—P1y)-Vy(Qixy—Vz(Qiyz—P1z)) (instancia de A4")

Note que IEQixy—Piy[a1, a] para todo a€A-~IEVy(Qixy—Piy)[a1]. Ahora bien, <aj,
az>€Q1, <az a3>€eQ1 y  as¢PielEQixyla;, az], IEQuyz[az, a3] y
[#P1z[as]-I#Qiyz—Piz[az, a3]-I¥Vz(Qiyz—Piz)[az]. Como I[EQixy[ai, az] vy
[,¥Vz(Qiyz—P1z)[az], tenemos que [#Qixy—-Vz(Qiyz—P1z)[a,
az]--I¥Vy(Qixy—Vz(Qiyz—Piz))[a1]. De lo anterior y de que LEVy(Qixy—Piy)[a1],
tenemos que [,EVy(Qixy—P1y)->Vy(Qixy—Vz(Qiyz—Pi1z))[a1]. Dado que tal formula es
instancia de A4*, hemos probado que no toda instancias de A4" es una férmula

universalmente valida.

3) =Vy(Qixy—Py)—Vy(Qixy——Vz(Qiyz—Pz)) (Instancia de A5")

Como <sz, $3>€Q1 y s3¢P1', tenemos que 1=Qaxy[az, as] y 1#P1y[as] - I#Qixy—Py[az, a3]
S AEVY(Qixy—Py)[az] - 1E-VY(Qixy—Py)[az]. Por otro lado, 1¥Quyz[as, a] para cualquier
a€A .. IEQiyz—Pz[as, a], para cualquier a€A .. 1EVZ(Qiyz—Pz)[as] -

I¥-Vz(Quyz—Pz)[as]. De lo anterior y de que I=Qixy[az, as], se sigue que

IEQixy——Vz(Qryz—Pz)[az, as]-" IEVY(Qixy——Vz(Qiyz—Pz))[az]. De lo anterior y de
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que IE-VYy(Qixy—Py)[az], se sigue que
=YY (Qixy—Py)—VYy(Qixy——Vz(Q1yz—Pz))[az]. Como la formula anterior es instancia
de A5", hemos probado que no toda instancia de A5” es una formula universalmente valida.

No obstante lo anterior, las instancias de los esquemas T, A4* y A5, son
verdaderas en todos los modelos de ciertos grupos de féormulas o enunciados!4.

Tenemos las afirmaciones siguientes.

Afirmacion 1: toda instancia de T" es verdadera en cualquier modelo del conjunto de

férmulas {vxQjxx: j=1, ..., n}.

Afirmacion 2: toda instancia de A4" es verdadera en cualquier modelo del conjunto de

formulas {VxVyVvz(Qjxy—(Qyyz—Qxz)): j=1, ..., n}.

Afirmacién 3: toda instancia de A5" es verdadera en cualquier modelo del conjunto de

formulas {VxVyVz(Qjxy—(Qixz—Qjyz)): j=1, .., n}.
Probemos, a modo de ejemplo, la primera de estas afirmaciones.
Demostracion de Afirmacién 1 por reduccion al absurdo.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe un modelo, digamos I, de la férmula
VxQjxx, y que [ET" (esto es, [EVy(Qixy—a’[x/y]) =" (x). De esta suposicion se sigue que:
1) [=Q;jxx[a], con a cualquier elemento del dominio de I,y
2) IEVy(Qjxy—a'[x/y]) = ) [b], con b algin elemento del domino de 1.
De 2) y clausula de ‘=’, tenemos que:
3) Ievy(Qxy—=aix/y) [b] y
4) I oo [b].
De 3) y clausula ‘V’, tenemos que IEQjxy—ax/y1)[b,a], con a cualquier elemento del

dominio de I. En particular tenemos que:

5) Qixy—a[x/y1[b,b].

142 En ocasiones, el término ‘modelo’ se emplea como sindnimo de ‘interpretacién’; no obstante, es mucho
mas comun emplearlo para designar una interpretacién que hace verdadera a una férmula o grupo de

axiomas (teoria). Aqui se emplea la expresion ‘modelo’ en este ultimo sentido.
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De 1) se sigue que:
6) IEQjxx[b].

De 6), por clausula 2 de nuestra definicién de verdad, tenemos que:
7) <b,b>€Q;'.

De 7) se sigue que:
8) 1=Qixy[b,b]

De 5), 8) y clausula ‘“—’, tenemos que:

9) o"[x/y1[b]

Pero de 4) y principio de reemplazo se sigue quel43:
10) I¥ &"[x/y][b]. Pero esto se contradice con (9)!

Por tanto, el modelo I del que partimos no puede existir. Por lo tanto, toda instancia de

T" es verdadera en cualquier modelo de la formula VxQjxx.

Sea o cualquier ¢4 de Z-{Ka, ..., Kn}.
7604@#”4/
o sii Eo”x) (o es valida si y sélo si 6%x) es universalmente valida).

El teorema anterior se puede expresar con estos dos condicionales:
I) Si Ko, entonces ¥o"x) ¥

II) Si Eo, entonces E0"x).

Ya hemos dado la prueba del condicional I) como un corolario de la afirmacion £,sE¢

sii £E¢ " [s], 1a cual demostramos anteriormente.

143 El principio de reemplazo se puede enunciar como sigue:

Sea @ una ¢4 de Z, I una interpretacion y t una sucesién de elementos del dominio de I.

Sea t* la sucesién que coincide con t en todas las entradas, excepto que t*(y)=s(x), es decir, t* le asigna a
la variable ‘y’ el mismo elemento que t le asigna a la variable x’. Entonces: I, tE si y solo si I, t*=@x/y).
Cuando en ¢ Unicamente aparece libre la variable ‘X, tenemos: I=@|[a] si y sélo si [E@/y[a], con a

cualquier elemento del domino de 1.
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Demostremos ahora el segundo de estos condicionales (Si Eo, entonces 6" ).
Para ello emplearemos fundamentalmente lo que sabemos hasta ahora del sistema de
logica epistémica K: partiremos del hecho de que los axiomas de K, al traducirlos a
férmulas de nuestro lenguaje de predicados Z, sus traducciones resultan en esquemas
de ¢4 e cuyas instancias son universalmente validas. Después, probaremos que las
reglas de inferencia de K preservan validez universal. A partir de lo anterior,
demostraremos que todo teorema de K, al traducirlo a una férmula de Z, su traduccion
resulta en un esquema de formula cuyas instancias son universalmente validas. Con
ello, dado que el conjunto de teoremas de K y el conjunto de férmulas validas son

equivalentes, habremos alcanzado una demostracién de la afirmacion ko sii Eo™x).
Recordemos los axiomas y las reglas de inferencia para este sistema.

Axiomas de K

Sean a, By Y ¢4 s cualesquiera de Z-{Ki, ..., Kn}.

Al. o— (B—), 130
A2. (a= (B=v))~ ((a=B)— (a—v)),

A3. (ma=p)= ((ma—==p)—aw),

K. Kj(a—=B) = (Kja—=K;p).

Reglas de inferencia de K

Sean oy ¢4 ‘e cualesquiera de Z-{Kj, ..., Kn}.

MP. Si Ha y Fa—, entonces {3

KG. Si Ha, entonces HKja.

Las respectivas traducciones de A1-K a Z son:
Al "= (B'o—a'®),
A2" (= (B'eo=Y 0)) = (@ co=B )= (@07 00)),
A3". (=0 0=B o)~ (2 == ) = ),
K. Vy(Qixy—= (o' =B )xm) = (Vy(Qxy—=>a[x/y1) > Vy(Qxy—=p[x/y1)), con 'y’ una

variable nueva.



Sabemos que toda instancia de A1*-K* es una férmula universalmente valida. Probemos

ahora que las reglas de inferencia de K (MP y KG) preservan validez universal.

Desde un punto de vista semantico, la regla de inferencia MP constituye una
forma de razonamiento correcto y, por lo tanto, preserva validez universal. En cuanto a

la regla de inferencia KG, considérese lo siguiente:

Sea ot una ¢4 cualquiera de Z-{Kj, ...,Kn}.

Supongamos que Ea’x) (o' x) es una féormula universalmente valida). Si aplicamos la
regla KG a a, obtendremos la formula Kja (j= 1, ..., n), cuya traduccién a £-{Q1, ..., Qn}
es: Vy(Qjxy—=o[x/y]), con ‘¥’ una variable nueva. Como Ea’(x), tenemos que E’[x/y]; por
consiguiente, EQjxy—>o'[x/y] ¥, por tanto, EVy(Qjxy—a'x/y]). Por lo tanto, la regla de

inferencia KG también preserva validez universal.

Demostremos ahora que para cualquier formula o de <Z-{Kji, ..., Kn} vale el

siguiente condicional: si Fo, entonces 6" ).

Demostracion por induccion matemadtica sobre el nimero m de pasos de la

demostracion de o.

Base: m=1 (la demostracién de o tiene un renglén)
Entonces o se demuestra en un paso. Por lo tanto, o es un axioma de K (A1-K). Pero

sabemos que toda instancia de A1*-K* es universalmente valida. Por lo tanto, 6" ).

m=n, para n>1 (la demostracion de o consta de n renglones, con n>1)

HI: El condicional vale para todas las férmulas que aparecen en los renglones anteriores

an.
P.D. El condicional vale para o (que aparece en el renglén n).

Hay tres casos para o: ¢ es axioma K, es consecuencia de anteriores por MP, o bien, es

consecuencia de anteriores por KG.

Caso 1: o es axioma de K. Se procede igual que en la base.
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Caso 2: o es consecuencia de anteriores por MP. Entonces o se obtuvo, por MP,
de las féormulas a—oc y o, que aparecen en renglones anteriores de la
demostracion. Por consiguiente, a estas dos féormulas les podemos aplicar HI, de
modo que Ea*x)—0"x) y Ea’x). Como la regla de inferencia MP preserva validez

universal, tenemos que 6" x).

Caso 3: o es consecuencia de anteriores por KG. Entonces o es de la forma Kja y
se obtuvo, por KG, de la férmula a, que aparece en un renglén anterior de la
demostracion. En consecuencia, a esta féormula se le puede aplicar HI, de forma
que tenemos que Ea’x). Como la regla de inferencia KG preserva validez
universal, tenemos que EVy(Qjxy—o'x/y]) (recuérdese que esta formula es la

traduccidon de Kja a £-{Q1, ..., Qn}). Por lo tanto, Ec"x).

De la base y los casos 1-3, se sigue, por principio de induccion matemdtica completa,
que:

Si FXo, entonces 6" ).

Ahora bien, para el sistema de légica epistémica K valen los metateoremas de
correccion y de completez, los cuales, en conjunto, nos dicen que el conjunto de los
teoremas de K y el conjunto de las férmulas validas de Z-{Ki, ..., Kn} son idénticos, esto
es, que HXo sii =0, con o cualquier g4 de Z-{Kj, ..., Kn}. De esto, y del condicional anterior,

podemos concluir que:
Si Eo, entonces Eox).
5.2. Consideraciones acerca de la reduccion anterior

;Cual es el significado de esta reduccién? En primer término, constituye un excelente
ejemplo de la capacidad expresiva de los lenguajes de primer orden: todo lo expresable
en lenguajes modales se puede traducir y, por tanto, expresar en un lenguaje de primer
orden. Por consiguiente, al introducir los primeros no crecemos en expresividad con
respecto a los segundos, al menos no extensionalmente, de manera que, si quisiéramos,
podriamos hacer Légica Modal empleando para ello tnicamente los lenguajes de

primer orden. Ademas, esta reduccién muestra que las estructuras de la Légica Modal
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son susceptibles de trabajarse como estructuras de primer orden, y que las verdades
modales constituyen un subconjunto de las férmulas o proposiciones universalmente
validas, 7 e, de las verdades de la l6gica de primer orden. Por lo tanto, esta reduccién
sugiere que podriamos, en principio, prescindir de la maquinaria formal que hemos
desarrollado y emprender el estudio de los conceptos modales a partir de los mismos

recursos con los que se han estudiado los cuantificadores.

No obstante lo anterior, de lo que se trata aqui es de herramientas formales que
permitan capturar adecuadamente las propiedades y relaciones légicas concernientes
a determinados conceptos. Consideremos entonces a la Légica Modal y a la légica de
primer orden como recursos alternativos para el estudio formal de los conceptos
modales. La cuestion es si disponemos de razones para decantarnos por alguna de ellas
o si, por el contrario, se nos presentan como realizaciones completamente equivalentes.
A este respecto, sabemos que cualquier verdad légica o principio de razonamiento
modal aprehensible con la Logica Modal es también aprehensible mediante la l6gica de
predicados; mas, si invocamos criterios cualitativos en nuestra valoracion, v. g, lo
intuitivo de las traducciones de proposiciones modales a un lenguaje o a otro, entonces
la Légica Modal se nos presenta como una mejor alternativa en el estudio formal de las
modalidades. Como ejemplo, considérese el principio epistémico de la propiedad de
conocimiento, I. e, 1a idea de que el conocimiento implica verdad. Traducido al lenguaje
epistémico £-{Kj, ..., Kn}, tal principio se expresaria como sigue: “Kja—a”, con j=1, .., n
y a cualquier formula, mientras que su traduccidén al lenguaje de predicados L seria

ésta: “Vy(Qixy—a'[x/y]))—=a’x)”, con ‘y’ una variable nueva. Estd claro que la primera
traduccidon refleja con mayor nitidez el contenido original del principio en cuestion;

constituye, digamos, una traduccién mas intuitiva que la segunda#4; esto, dicho sea de

144 De hecho, las formulas @* en un lenguaje de primer orden, Z e, las traducciones de las férmulas de un
lenguaje modal a un lenguaje de primer orden, no reflejan tanto las proposiciones en lenguaje natural
acerca de la necesidad o el conocimiento, por ejemplo, como si las condiciones bajo las cuales dichas
proposiciones resultan verdaderas, esto es, las restricciones que hemos impuesto a las estructuras que

garantizan su verdad. Asi, la propiedad de conocimiento es verdadera bajo cualquier estructura en donde
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paso, no resulta sorprendente, ya que los lenguajes epistémicos han sido desarrollados
justo con el objeto de capturar el discurso en torno al conocimiento, mientras que los
lenguajes de primer orden encuentran su motivaciéon en otra parte. Ademas, la
semantica de la Logica Modal o semantica de mundos posibles concuerda mucho mejor,
respecto a la semantica de primer orden, con la idea de las modalidades, en donde se
evalda una proposicion a la luz de diferentes escenarios o alternativas relacionadas, y
no desde un unico mundo posible. Por consiguiente, aunque la ldgica de primer orden
permite rescatar tantas verdades modales como la Logica Modal misma, esta ultima
captura mucho mejor el contenido o intencionalidad de los conceptos modales. Y si ha
de importar en logica no soélo la formalizacidn, sino también la adecuacion o ajuste de
la misma a los conceptos que se pretende formalizar, entonces habra que preferir,
segln parece, a la Logica Modal por sobre la légica de primer orden como herramienta

para el analisis ldgico de las modalidades.

Como nota final a este capitulo, s6lo queda agregar que si bien la traducciéon o
reduccion anterior constituye una larga digresion, la juzgo tan interesante y poco
conocida que considero que su inclusiéon en un trabajo como éste, cuya finalidad es
introducir a uno de los campos mas importantes de la légica modal, se encuentra
plenamente justificada. Ademas, sirve de punto de arranque para una reflexién mas
honda acerca de la naturaleza de la Logica Modal, asi como acerca de los lenguajes

empleados por ella.

la relacién de accesibilidad es reflexiva (todos los individuos se relacionan consigo mismos), y es esto

justamente los que refleja la formula “Vy(Qxy—a’x/y])) 2" x)” de primer orden.
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6. Sistemas de Logica Epistémica Multimodal

En los capitulos precedentes, hemos analizado sistemas epistémicos cuyo lenguaje
incluye tinicamente operadores de conocimiento, 7 e, el conjunto de operadores {Kj, ...,
Kn}; en este capitulo, analizaremos sistemas formales que estan definidos en un
lenguaje que consta de dos tipos de operadores epistémicos, a saber, el conjunto de
operadores de conocimiento recién mencionado, asi como un conjunto de operadores
para representar creencia, i e, el conjunto {Bi, ..., Bn}. A estos sistemas se le da el

nombre de sistemas epistémicos multimodales.

6.1. Relacion entre conocimiento y creencia en Filosofia

La relacion entre conocimiento y creencia ha sido objeto de investigacion filoso6fica
desde los origenes de la disciplinal4>. Asi, Platon, hacia el final del “Mendén”, distingue el
conocimiento de la creencia verdadera de la siguiente manera: <<Una vez que estan
sujetas, [las creencias verdaderas] se convierten, en primer lugar, en fragmentos de
conocimientos y, en segundo lugar, se hacen estables. Por eso, precisamente, el
conocimiento es de mayor valor que la recta opinién y, ademas, difiere aquél de ésta
por su vinculo>>146, Segtin estas lineas, el conocimiento, a diferencia de la creencia, se
encuentra atado a la realidad; tal atadura se consigue mediante un aitias logismos¥’.
Este anclaje en lo real redunda en una segunda diferencia: el conocimiento permanece
estable en el alma del agente mientras que la creencia tiende a ser fugitiva. Mas tarde,
en el “Teetetes”, Platon retomara la relaciéon entre conocimiento y creencia. En este

didlogo, después de refutar dos posibles definiciones para el conocimiento, Platén llega

145 La relacion de distincion entre el conocimiento y la creencia parece ser de sentido comun, pero en
filosofia se retrotrae a épocas muy tempranas de la misma, al menos a los fundadores de la escuela
eleatica, Jen6fanes y Parménides. Una caracteristica de la tradicion eleatica es la devaluacién de la
creencia frente al conocimiento. Cf, Waterfield, Robin, Meno and other dialogues, Oxford University
Press, USA, 2005, p. 187 (nota a 97b de la paginacién candnica).

136 Plat6n, Mendn, 98a. Trad. J. Calonge, Gredos (Ed.), Madrid, 1983.

1847 Ajtias logismos suele traducirse con las expresiones ‘razonamiento causal’, ‘discurso explicativo’ o

‘consideracion del fundamento’.
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a la conclusion de que el conocimiento es creencia verdadera a la que se le agrega un

logos, aunque la naturaleza de este /ogos queda sin determinar.

Similar a la nocién de conocimiento de Platéon, encontramos, en 1956, una
definicion de conocimiento elaborada por A. ]. Ayer en The Problem of Knowledge,
conocida como el andlisis estandar o tradicional del conocimiento: <<las condiciones
necesarias y suficientes para saber que algo es el caso son, primero, que lo que uno dice
saber sea verdadero; segundo, que se esté seguro de ello [que uno lo crea]; y tercero,
que uno tenga el derecho de estar seguro [que uno esté justificado en creer]>>148,
Nétese que tanto en la definicién de Ayer como en la de Platén el conocimiento implica

creencia, Z e, “S sabe que a” implica “S cree que a”.

Ademas de esta implicacidon que va del saber al creer, la investigacion filosofica
ha dado cuenta de algunas otras relaciones entre estas actitudes proposicionales, como
se pone de manifiesto en lo que se ha dado en llamar La paradoja de Moore, en honor a
G.E. Moore, quien fuera el primero en tematizar la cuestiénZ#’, La paradoja se puede
plantear como sigue: en principio, no parece haber nada problematico en afirmar “a,
pero S no sabe que o”. No obstante, en el caso particular de que S sea justo quien afirma
lo anterior (S= quien afirma), tal declaracién resulta contradictoria y, por lo tanto,
problematica. Esto es asi ya que nuestras afirmaciones categoéricas (planas o no
cualificadas) comportan una pretension de conocimiento: cuando hacemos una
afirmacion categorica de a, pretendemos, en cierto sentido, saber la verdad sobre el
asunto, de modo que afirmar o declarar a implica, al mismo tiempo, afirmar o declarar
que sabemos que a. Por lo tanto, al agregar “pero no sé que a” a nuestras declaraciones
no cualificadas de a incurrimos en una contradiccién, pues afirmamos al mismo tiempo

que sabemos y no sabemos al50. Ahora bien, nétese que afirmar categéricamente una

148 Alfred Jules Ayer, The Problem of Knowledge, Macmillan, London, 1956, p. 34. Los corchetes son mios.
199 G. E. Moore, Philosophical Studies, Reoutledge & Kegan Paul, London, 1922.

150 Habra que decir que, en la paradoja de Moore, la palabra ‘saber’ no significa creencia verdadera y
justificada, ya que en tal caso seria perfectamente coherente decir “Creo que «, estoy seguro de ello,

aunque, stricto sensu, no sé que o (pues no estoy plenamente justificado)”. En el caso de Moore, ‘saber’
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proposicion equivale a creer dicha proposiciéon. Asi, por ejemplo, cuando Protagoras
afirma “el hombre es la medida de todas las cosas”, nos esta diciendo con ello que él
cree que el hombre es la medida de todas las cosas, que el acepta como verdadero esto.
Por lo tanto, al mostrarnos que las declaraciones no cualificadas implican una
pretension de conocimiento, la paradoja de Moore nos muestra que creer en una
proposicién implica creer que se sabe dicha proposicion, i e, “S cree que a” implica “S

cree que S sabe que a”. He aqui otra relacién entre conocimiento y creencia.

Por ultimo, a partir de las consideraciones anteriores, cabe sefialar otra relacion
entre el conocimiento y la creencia que también ha sido de interés para la Filosofial>1.
Tanto en la nocién de conocimiento de Platon y Ayer como en lo que toca a la paradoja
de Moore, creer una proposicion significa simplemente aceptar dicha proposicion como
verdadera, estar convencido de su verdad. Por otra parte, solemos escuchar
expresiones de la forma “yo no creo a, lo sé” o “creo que «, pero no lo sé”. En muchos
casos como éstos, seria erréneo decir que tales afirmaciones son contradictorias pues
el conocimiento implica la creencia y al creer algo queremos significar con ello que lo
sabemos. En expresiones como las anteriores, la palabra ‘creer’ tiene un sentido
restringido: <<quiere decir tener algo por verdadero pero sin estar seguro de ello, ni
contar con pruebas suficientes>>152, Aqui, ‘creer’ tiene el sentido de conjeturar,
suponer, consiste en una modalidad de afirmacién en la que se declara la verdad de a
pero con un tono de voz sustancialmente menos confiado y firme. En este sentido, el
conocimiento no implica la creencia, sino que la excluye, ademas de que ésta no
involucra una pretension de saber, antes bien la niega, es por ello que el poeta puede
decir sin problema << Yo no lo sé de cierto, pero supongo [creo] /[.../>>. En suma, en
este caso, tenemos la siguiente relacion entre conocimiento y creencia: “S cree (supone,

conjetura) que a” implica “S no sabe que a”.

posee un significado intuitivo cuyas notas especificas quedan aqui sin determinar (salvo, quiz4, la certeza
o seguridad).

151 La relacién entre conocimiento y creencia que presentaré a continuacién es sefialada en la
introduccion de Luis Villoro as su Creer; saber, conocer,; Siglo XXI (Ed.), México, 1989, p. 15.

152 1hid.
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6.2. Légica Epistémica Multimodal

Hasta este momento, he hecho referencia Unicamente a la aplicaciéon del analisis
conceptual en Filosofia en torno a la relacion entre el conocimiento y la creencia. Una
via alternativa consiste en emplear las herramientas de la Logica Formal para el estudio
de las multiples relaciones entre estas dos actitudes proposicionales, viz, saber y creer:
éste es justo el objetivo de la LEM. Esta, como sucede con la LE estandar, emplea
lenguajes formales que son extensiones de los lenguajes proposicionales, de primer
orden y de drdenes superiores; sin embargo, en el caso multimodal, los lenguajes
constan de dos conjuntos de operadores modales: un conjunto de operadores para
conocimiento (operadores epistémicos) asi como un conjunto de operadores para
creencia (operadores doxasticos). A continuacion, definiremos el lenguaje

proposicional epistémico multimodal £ks*>3.

Definicidn de LKB

Simbolos de Zkz:

[) Un conjunto infinito numerable de letras proposicionales

P1, P2, P3, -

H) -, =

II) (,)

IV) Un conjunto de n operadores de conocimiento

Kl, ey Kn

V) Un conjunto de n operadores de creencia

Bl, ey Bn154

153 Aqui me cefiiré inicamente a la Logica Proposicional Epistémica Multimodal.

154 El conjunto de subindices para ambos tipos de operadores modales serd exactamente el mismo.
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Z4 e de Lke:
I) Toda letra proposicional es 4 de Zks.

II) Siay B son ¢ ‘e, también lo son:
(=), (a—p), (Kja), (Bja) con j=1, 2, ..., n.

III) No hay mas ¢4 ‘.

Definiciones
aABE = (a—=)
aVBRE (—a—p)

aeBE(a=>BAB-)

En este lenguaje, como se vera, se pueden definir diversas teorias axiomaticas
que resultan utiles para dar cuenta de algunas consecuencias de asumir ciertos

postulados respecto al conocimiento, la creencia y la relacion entre ambos.

6.3. El sistema axiomatico KB

Definamos nuestro primer sistema axiomatico para la LE multimodal, el sistema KB. Se
trata, en realidad, de un subsistema del sistema bimodal ABcpque S. Kraus y D. Lehmann
presentaron, en 1988, con la finalidad de capturar la relaciéon entre el conocimiento
individual (K)), la creencia individual (B;), el conocimiento comun (C) y la creencia
comun (D)%, A diferencia de este ultimo, la teoria KB se ocupa Unicamente de la

relacién entre conocimiento individual y creencia individual.

155 Mientras que el conocimiento individualy la creencia individualhacen referencia, respectivamente, a
los conocimientos y creencias particulares de un agente, el conocimiento comiiny la creencia comiin
refieren, respectivamente, a un tipo especial de conocimiento y creencia al interior de un grupo, en donde
no sélo todos los miembros del grupo conocen (creen), digamos, una proposicién p, sino que, ademas,
cualquiera de ellos sabe (cree) que todos los miembros del grupo conocen (creen) p, y asi sucesivamente
ad infinitum. Respecto al conocimiento comun y su tratamiento formal, véase Gochet P. and Gribomont
P., “Epistemic Logic”, Handbook of the History of Logic (Volume 7: Logic and the Modalities in the
Twentieth Century), Dov M. Gabbay and John Woods (Editors), Elsevier (Ed.), 2006, pp. 106-108. Para el
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Definimos en Zks el sistema axiomatico KB.

Axiomas de KB

Sean a, By Yy ¢4 ‘e cualesquiera de ks y sea j=1, ..., n.

Al: a—=(B-0a),

A2: (a=>(B~7))~((a=B)—(a-y)),

A3: (ma=>=B) = ((ma—=B)—aw),

K: Kj(a—) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],

T: Kja—« [Propiedad de conocimiento],

A5: =Kja—=Kj—=Kja [Propiedad de introspeccién negativa],
K8: Bj(a—f) = (Bja—BjB) [Axioma K para creencia],

DB: Bja——Bj—a [Axioma D para creencia],

KB1: Kja—Bja,

KB2: Bja—K;jBja.

Reglas de inferencia de KB

Sean ay 3 44 ‘e cualesquiera de Zks.

MP: Si KB o y KB a—[3, entonces +3 [ Modus ponens| y

KG: Si +XB q, entonces ¢ Kia [Generalizacion del conocimiento].

D :. e & : 5 .7 .
Una demostracion en KB es una lista finita de 44 ‘¢ de Zxs, tal que en cada una de sus
lineas aparece un axioma de KB o una /4 obtenida de férmulas que aparecen en lineas

anteriores por aplicacion de alguna regla de inferencia de KB.

sistema propuesto por Kraus y Lehmann, véase Sarit Kraus and Daniel Lehmann. “Knowledge, belief and

time”. Theoretical Computer Science, 58, 1988, p. 155-174.
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Definicion de teorema:

Se considera un teorema de X% a la ¢4 que aparece en la ultima linea de una

demostracion.

Notese que el sistema se obtiene a partir de la teoria S5 para la LE estandar al
agregar cuatro axiomas!56, KB es la versidon doxastica del axioma K para conocimiento y,
por tanto, constituye una suerte de modus ponens al nivel de la creencia. DB es la
contraparte doxastica del axioma D para conocimiento, y en el contexto del sistema KB,
tiene la funcion de expresar la idea de que, a diferencia del conocimiento proposicional,
que precisa de la verdad de la proposicion involucrada (Axioma T), la creencia
Unicamente requiere de consistencia: el axioma DB se limita a decirnos que si un agente
cree una proposicién, entonces no cree la negaciéon de la misma. Por su parte, a los
axiomas KB1 y KB2 se les conoce como axiomas puente, pues manifiestan una relaciéon
entre conocimiento y creencia. El primero de ellos, expresa nuestra intuiciéon de que el
conocimiento implica creencia, intuiciéon que, como vimos, se encuentra también
recogida en la tradicién filosofica. El segundo, declara una especie de introspeccion
positiva en el ambito de las creencias, ya que nos dice que si un agente cree una
proposicion, entonces €l sabe que la cree. A diferencia de lo ocurre con KB1, no es claro
que KB2 sea un axioma completamente intuitivo; sin embargo, una defensa de éste
podria ser la siguiente: dado que la creencia es algo completamente subjetivo en
caracter, I e, no requiere de ninguna nota objetiva para ser (como la verdad, por
ejemplo), un agente es capaz de saber, por mera introspeccidn, si cree o no alguna
proposicion. Una vez definido el sistema KB, veamos la semantica correspondiente a

éste.

6.4. Semantica Formal para el sistema KB

Como en el caso de la LE estandar, definir una semantica para nuestro lenguaje bimodal

Zxs consiste en dar una nocion de interpretacién, asi como una nocién de verdad para

156 Ver la seccion correspondiente a la teoria S5 en el capitulo III del presente trabajo.
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éste. Para la primera, emplearemos una vez mas estructuras de Kripke, de modo que

una interpretacion para Zks consta de lo siguiente:

Definicion de interpretacion para Zxks

Una estructura de Kripke, 7 e, una interpretacion, para Zks es un tuplo:
Ev=<S, m, Ry, ..., Ry, RBy, ..., RBy >.

Donde:

1) S#@ S es un conjunto no vacio (Illamado el conjunto de estados s de Em).

2 L P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de Zks (1(pi) €S).

3) Para cada j=1, ..., n, Rj€52 y RBjCS2 (R y RB reciben el nombre de relacién de

conocimiento y relacidn de creencia para j, respectivamente).

Ahora, para obtener una KB-interpretaciéon (&ks), i e, una nociéon de
interpretacion que nos permita probar los metateoremas de correcciéon y completez
para KB, debemos agregar las siguientes condiciones respecto a las relaciones de

conocimiento y creencia:

4) Paracadaj=1, .., n, Rjes unarelacién de equivalencia (i e, reflexiva, simétrica
y transitiva).

5) Para cada j=1, ..., n, RBj es una relacién serial (i e, que para todo s€S existe
s’eS tal que <s, s’>€ RBj) y euclidiana (7 e, que para cualesquiera s, t, ueS sea el
caso que: si <s, t>€ RBjy <s, u>€ RB;, entonces <t, u>€ RE;).

6) RBjCR;.

7) Para cualesquiera s, t, u€s, si <s, t>€R;y <t, u>€RBj, entonces <s, u>€RB5j157,

157 Mientras que los axiomas A1-K y KB quedan garantizados por nuestra nocién de interpretacion para
ks, los axiomas restantes son rescatados por las condiciones 4) a 7) de una KB-interpretacion. Asi, 4)

rescata los axiomas T y A5; 5), el axioma DB; 6), el axioma KB1y 7), el axioma KB2.
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Nuestra definiciéon de verdad para Zxs es esencialmente la misma que aquella

que ofrecimos para nuestro lenguaje de LE estadndar, con la salvedad de que

agregaremos una clausula adicional para los operadores B;.

Definicion de verdad para Zks
Definimos primero, recursivamente, para cada s€S y cada ¢4 o de Zxs, lo que significa:

&wm, sko (se lee: la formula o es verdadera (realizada o satisfecha) en el estado s bajo la
interpretacién (estructura) Em).
Definicién de satisfacibilidad:

Clausula 1: o es una letra proposicional

Por lo tanto, 6€L (o es una letra proposicional pi)

Ewm, skpi sii sEm(pi).

Clausula 2: Em, sE—0 sii Ev, sHo.

Clausula 3: &m, sEa—{3 sii Em, S 0 EM, SEP.

Clausula 4: Paraj=1, ..., n, &m, seKjo sii Ev, s'Eo para todo s’€S tal que <s,s">€R,;.

Clausula 5: Paraj=1, ..., n, &m, sEBjo sii Ev, s'=o para todo s’€S tal que <s,s">ERB,;.

A partir de lo anterior, podemos dar la siguiente definicién de verdad para

nuestro lenguaje:

Sea o cualquier 4 de Lks.

Definicion de verdad:

o es verdadera en una estructura Ew sii para todo estado sde Ewm se tiene que &Ewm, sEo.
Notacion: EmkFo

Definamos ahora lo que significa que o sea una férmula valida de nuestro

lenguaje (una verdad légica epistémica de Zks):
Definicién de validez [dgca:

o es valida sii para toda estructura Em se tiene que Em=o
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Notacion: Eo

Si consideramos la nocién de una KB-interpretacion (Eks), podemos reformular

las definiciones anteriores como sigue
Sea o cualquier ¢ de Lks.
Definicion de KB-verdad:
o es verdadera en una estructura Eks sii para todo estado s de Eks se tiene que Eks, SFO.
Notacion: Eks=o

Definamos ahora lo que significa que o sea una férmula KB-valida de nuestro

lenguaje.

Definicion de KB-validez:

o es KB-valida sii para toda estructura Exs se tiene que Eks=o
Notacién: =XBg

Dada esta semantica, 7 e, dada la nocién de una KB-interpretacién y la nocién de
KB-validez, se puede obtener una demostraciéon de los metateoremas de correcciéon y
completez para la teoria KB. La formulaciéon de estos metateoremas quedaria de la

siguiente manera, con o cualquier 4 de Zks:

Correccion: Si FKBg, entonces EKBo.

Completez: Si EKBg, entonces HKBg158,

6.5. La paradoja del creyente perfecto

De entre los teoremas de KB, destaca uno bastante controversial conocido como la

paradoja del creyente perfecto. En el lenguaje Zks, este teorema se expresa como sigue:

158 En este trabajo, no elaboraré la prueba de tales metateoremas. Para ésta, véase Sarit Kraus and Daniel

Lehmann. Knowledge, belief and time. Theoretical Computer Science, 58, 1988, p. 155-174.
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BiKja—Kja, con a una4de ZLksy j=1, ..., n. Tal férmula nos comunica la idea de que para
un agente y una proposicién arbitrarios, si el primero cree saber la segunda, entonces,
ipso facto, la sabe. Esto es a todas luces contraintuitivo ya que nos llevaria a
conclusiones absurdas como lo seria, e. g, admitir que en cada ocasion en que el
arqueologo Heinrich Schliemann creyé saber que una ciudad hallada en la colina de
Hisarlik era la antigua ciudad de Troya de los relatos homéricos, lo sabia en efecto?>°.
Ademas de esta contradiccién con el sentido comun, la paradoja en cuestiéon también
entra en conflicto con algunos tépicos de la historia de la filosofia. Por ejemplo, las
refutaciones de los didlogos platonicos, en las que Sdcrates exhibe la ignorancia de
aquellos que tan sélo creen saber pero no saben en realidad, se tornarian imposibles,
pues bastaria con que el interlocutor de Socrates creyera saber una definicién para que,
en efecto, la supiera. Del mismo modo, la formulacién de los casos Gettier seria en
extremo dificil, cuando imposible, pues en todos o en la mayoria de estos casos figura

un agente que cree saber una proposicién que de hecho no sabe.

Vale la pena exhibir aqui la demostracion en KB de la paradoja del creyente
perfecto dado que esto nos permitira identificar los axiomas que permiten su

derivacion:

HKB BjKja—Kja

1. Kj=Kja—Bj=Kja KB1 (a/-Ka)

2. BiKja——Bj—=Kja DB (a/Ka)

3. Bi=Kja—=BjKja 2, Contraposicion

4. Kj=Kja—=BjKja 1, 3 Silogismo hipotético
5. =Kja—Kj=Kja A5

6. =Kja—»-BjKjx 5, 4 Silogismo hipotético
7. BiKja—Kja 6, Contraposicion

159 H. Schliemann fue uno de los pioneros en la busqueda de la ciudad perdida de Priamo. En la colina de
Hisarlik, cerca de los Dardanelos, Schliemann hallé nueve ciudades superpuestas, cada una levantada
sobre las ruinas de la anterior. De entre éstas, es la ciudad conocida como Troya VII la mejor candidata

para identificarse como la ciudad de Priamo del relato.
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8. Kja—a T
9. BiKja—a 7, 8 Silogismo hipotético

10. ma—=BjKja 9, Contraposicion

Hagamos dos observaciones sobre esta demostracion. Primero, reparese en que,
a partir de la paradoja del creyente perfecto, la cual aparece en el séptimo paso de
nuestra demostracion, y del axioma T, se obtiene otro teorema igualmente
contraintuitivo, con el que termina la demostraciéon: ma——BjKja. Tal teorema nos dice
que los agentes sélo creen saber proposiciones que en efecto son verdaderas. Esto
resulta absurdo cuando pensamos, por ejemplo, que por mucho tiempo, al menos hasta
el siglo XVII, mucha gente crey6 saber que nuestro planeta tenia apenas unos cuantos
miles de afios de existencia, y esto pese a su falsedad. Por otro lado, nuestra
demostracion hace patente que los axiomas cruciales para la obtencién de la paradoja
del creyente perfecto son los axiomas modales KB1, DB y A5. Por tanto, si queremos
hacer imposible su derivacion, una alternativa consiste en remover del sistema alguno
de estos tres axiomast0. De hecho, mas alla de su interés intrinseco, la importancia de
esta paradoja reside justamente en que ha motivado diversos desarrollos formales
encaminados a evitar su demostracion. En lo que sigue, expondré tres de estas
propuestas formales, cada una de las cuales tiene como eje central la remocion de uno

de los tres axiomas antes mencionados.

6.6. El sistema OK & RIB

En 1992, Frans Voorbraak presenté una teoria bimodal en el lenguaje Zks para la LE: el

sistema OK & RIB161, Para tornar imposible la demostracién de la paradoja del creyente

160 Otra via seria prohibir, en algunos de los tres esquemas axiomaticos, que a se sustituya por ¢4 'e de
caracter modal.

161 OK (objective knowledge) and RIB (rational introspective belief). La expresiéon ‘conocimiento
objetivo’ hace referencia aqui a un tipo de conocimiento susceptible de aplicarse a cualquier agente capaz
de procesar informacién, con independencia de si se le pueden adscribir o no estados de creencia
consciente. Por consiguiente, la forma de conocimiento que es axiomatizada en OK & RIB es aplicable a

objetos o dispositivos tales como un termostato o un receptor de televisién. Ver Voorbraak F.
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perfecto, Voorbraak elimina el axioma Kja—Bja (KB1), y en su lugar adopta el axioma
Bja—BjKja (KB3), el cual rescata la relacion entre conocimiento y creencia involucrada
en la paradoja de Moore que analizamos en la primera seccién de este capitulo, i e. “S
cree que a” implica “S cree que S sabe que a”162, Los axiomas del sistema de Voorbraak

son, entonces:
Axiomas de OK & RIB
Sean o, By y ¢4 ‘¢ cualesquiera de Zks y sea j=1, ..., n.

Al: o= (B-0a),

A2: (a=>(B~7)) = ((a=B)=(a=y)),

A3: (ma—==p) = ((ma-p)—a),

K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],

T: Kja—« [Propiedad de conocimiento],

A5: =Kja—Kj—=Kja [Propiedad de introspeccion negativa],
KB: Bj(a—f3) —(Bja—B;B) [Axioma K para creencia],

DB: Bja——Bj—a [Axioma D para creencia],

KB2: Bja—K;Bja [Axioma puente],

KB3: Bja—BjKja [Axioma puente]163,

Respecto a este ultimo axioma (KB3), cabe preguntar <<si Goldbach creia en la
verdad de su conjetura, ;de ello se sigue, como resultaria del axioma de Voorbraak, que
Goldbach creia también que él sabia su verdad?>>164, La respuesta es no debido a que

en la cuestion anterior ‘creer’ parece significar conjeturar, mientras que con el sistema

Generalized Kripke models for epistemic logic, Morgan Kaufmann Publishers, San Mateo, 1992, pp. 214-
228.

162 Para la prueba de que tanto en el sistema OK E RIB como en los dos sistemas bimodales que se
expondran en el resto de este capitulo no se demuestra cualquier instancia de la paradoja del creyente
perfecto, véase el apéndice III.

183 Tanto las reglas de inferencia como la definicién de demostracién y teorema para OK E RIB son
esencialmente las mismas, mutatis mutandis, que para la teoria KB.

164 Gochet P. and Gribomont P., “Epistemic Logic”, Handbook of the History of Logic (Volume 7: Logic and
the Modalities in the Twentieth Century)..., p. 115.
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OK & RIB se intenta axiomatizar justo el sentido de creencia implicado en la paradoja
de Moore, viz, estar cierto de una proposiciono estar convencido de su verdad. Por otra
parte, se debe plantear la interrogante acerca de en qué consiste exactamente el
conocimiento objetivo (que es tipo de conocimiento que Voorbraak pretende
formalizar), pues al no precisar del axioma KB1: Kja—Bja, tal forma de conocimiento no
sélo entra en conflicto con el sentido comun, sino que rompe con una larga tradicién de
andlisis conceptual del conocimiento que, como vimos, se remonta hasta la filosofia de

Platén.

6.7. El sistema KB-{D"}

La segunda alternativa para evitar la demostracién de la paradoja del creyente perfecto
consiste en eliminar del sistema KB el axioma DB; el resultado de tal eliminacion es la
teoria bimodal KB-{D"}. Tanto en esta teoria como en KB es posible demostrar la
férmula (BjaAB;)«=Bj(aAB). Ya que su demostracion es idéntica en ambos sistemas,

expongamosla en cualquiera de ellos.

+KB (BjaAB;B) <= Bj(aAP)

1. (anB)—a Simplificacion

2. Bj(anB)—Bja 1, RD1%

3. (anB)—B Simplificacion

4. Bj(anB)—B;B 3, RD1%

5. Bj(anB)— (BjaAB;B) 2, 4, Implicacion y MP(x2)
6. a—=>(B—=(anB)) Adjuncion

7. Bja—Bj(B—(aAB)) 6, RD15

8. Bi(B—(aAB)) > (BB—Bi(aAB)) K7 (a/B, B/(aB))

9. Bja—(BjB—Bj(aAB)) 7, 8, Transitividad y MP(xZ2)
10. (BjaAB;jB)—=B;j(aAB) 9, Importacion/Exportacion
11. (BjaAB;jB) <= Bj(af) 5, 10, Equivalencia y MP(x2)165

165 En la prueba anterior se emplea la regla derivada RD18, cuya prueba seria la siguiente:

Sean ay 3 #4c cualesquiera de Z-{Kj, ..., Kn} y seaj=1, .., n.
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Ahora bien, a partir de una instancia de este teorema (al que se le conoce como

principio de factorizacion) se demuestra en KB la formula —=Bj(aA—a).

HKB—Bj(an—a)
1. (BjaABj—a) <= Bj(aA—a) Principio de factorizacion (a/a, f/-a)
2. =(BjaABj—a) «—>=Bj(an—-a) 1, Tautologia

3. =(BjaABj—a)—=—Bj(aA—a) 2, Tautologia
4. Bja—>—Bj—a DE

5. =(BjaABj—) 4, Def /N

6. = Bj(aA—a) 3, 5y MP

Esto significa que la teoria KB prohibe explicitamente, para cualquier agente, creer una
contradiccién. Por el contrario, en KB-{D"}, al remover el axioma DB: Bja——-Bj—a (que
es logicamente equivalente a la ¢4 —(BjaAB;j-a)), no se tiene como teorema la formula
—Bj(aA—Q), y esto significa que con la remocion del axioma DB la teoria KB-{D"} evita
la derivacion de la paradoja del creyente perfecto, pero a un alto precio, pues ésta no 1 49
solo contempla la posibilidad de que los agentes crean una proposicién asi como su
negacidn, sino que con ello deja abierta la posibilidad de que éstos crean una
contradiccion®®, Si bien ambas posibilidades repugnan a nuestro sentido comun, existe

una diferencia importante entre ellas. En sentido estricto, aceptar la posibilidad de la

Supongamos que H¢ a—f. Entonces existe una demostracion en X que termina en la formula ‘a—f".

Podemos entonces continuar la demostraciéon como sigue y llegar a la féormula ‘Bja— Bjf’:

m. a—f

m+1. Kj(a—p) m, KG

m+2. Kj(a—p)—Bj(a—p) KB1 (a/(a=p))
m+4. Bj(a—f3) m+1, m+2y MP
m+5. Bj(a—B)—(Bja—B;B) K?

M+6. (Bja—B;f3) m+4, m+5y MP

166 Respecto a la prueba de que no toda instancia de los esquemas Bja——Bj—a y —Bj(aA—a) es teorema

de KB-{D8}, ver el apéndice III.



férmula BjaABj—a no significa admitir la posibilidad de que el agente j crea una
contradicciéon, ya que ésta sélo declara que el agente cree proposiciones
contradictorias, 7 e, que cree la proposiciéon a asi como su negaciéon. Mas todavia, es
posible aceptar BjaABj—a y rechazar Bj(aA—a). Esta es justo la posicién, e. g, del filésofo
norteamericano Donal Davidson en su explicaciéon del fendmeno del autoengaio, que
es un caso de irracionalidad muy comun en el que un individuo cree tanto una
proposicion como su negacidnl®’. Para dar cuenta de la posibilidad del autoengafio,
Davidson recurre a la hipétesis de la division de la mente, 7 e, a la idea de que en la
mente existen divisiones o conjuntos de creencias no conectados entre si. De este modo,
en la mente de un agente que se autoengafa existen dos conjuntos de creencias
desvinculados entre si: uno, al que pertenece la creencia en la proposicion a y otro, al
que pertenece la creencia en la proposicién —a. Dado que tales creencias coexisten de
forma separada, el agente no esta obligado a combinarlas y, por tanto, a creer la
contradiccion aA—a. En este sentido, <<un agente es similar a una comunidad en la
que diferentes personas pueden tener opiniones distintas, aunque ninguna defendera
contradicciones. En pocas palabras, creencias que derivan de diferentes marcos o
estados mentales no tienen por qué ser combinadas por el agente>>168, Estas ideas de
Davidson en Filosofia de la Mente tienen su equivalente en LE. Por ejemplo, R. Barcan
Marcus propone una logica para la creencia en la que se rechaza el axioma DB:
Bja——Bj—a asi como la inferencia de Bj(aA—a) a partir de (BjaABj-a)169. Por otro lado,

Ronald Fagin y Joseph Y. Halpern han desarrollado un grupo de semanticas mediante

167 Para el tratamiento de D. Davidson del autoengaiio, véase Problems of Irrationality; especificamente,
los ensayos “Paradoxes of Irrationality” y “Deception and Division”.

188 Thijsse, Elias, Partial Logic and Knowledge Representation, PhD thesis, 1992, p. 170.

189 De hecho, R. Barcan rechaza una de las implicaciones del principio de factorizacién, viz,
(BjaABj—a)—Bj(aA—a). Con ello, la l16gica doxastica que elabora deja de ser un sistema regular de Logica
Modal. Ver Gochet P. and Gribomont P., “Epistemic Logic”, Handbook of the History of Logic (Volume 7:
Logic and the Modalities in the Twentieth Century)..., p. 116.
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las cuales es posible modelar la divisién o compartimentacién de la mente de un agente

que cree dos proposiciones sin creer la conjuncién de ambas170,

6.8. El sistema KB"®

La tercera via (y la altima que se comentara en este capitulo) para eludir la paradoja
del creyente perfecto es renunciar a la introspeccién negativa, i e, al axioma A5:

=Kja—Kj=Kja.

En Epistemic logic, Paul Gochet y Pascal Gribomot presentan un sistema bimodal
para la LE en el que prescinden del axioma A5, y al que denominaremos el sistema

KBP¢171, Su conjunto de axiomas es el siguiente:
Axiomas de KB™®
Sean a, By y ¢4 ‘e cualesquiera de ks y sea j=1, ..., n.

Al: o= (B-0a),

A2: (a=(B-Y)) = ((a=B)—=(a-y)), 1 5 1
A3: (ma—=>=p)=>((ma—=p)—a),

K: Kj(a—B) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],
T: Kja—« [Propiedad de conocimiento],

KB: Bj(a—f3) = (Bja—BjB) [Axioma K para creencia],
DB: Bja——Bj—a [Axioma D para creencia],

KB1: Kja—Bja [Axioma puente],

KB3: Bja—BjKja [Axioma puente]172,

Con la remocién del axioma de introspeccién negativa, los autores consiguen no

s6lo evadir la paradoja del creyente perfecto, sino que, al mismo tiempo, evitan la

170 Ronald Fagin and Joseph Y. Halpern, Belief, awareness, and limited reasoning. Artificial Intelligence,
34:39-76, 1988.

171 yéase Gochet P. and Gribomont P., “Epistemic Logic”, Handbook of the History of Logic (Volume 7:
Logic and the Modalities in the Twentieth Century)..., pp. 116-7.

172 Tanto las reglas de inferencia como la definicién de demostracién y teorema para KB son las

mismas que para los sistemas bimodales anteriores.



demostracion en el sistema de la formula Bja—a, o férmula (£2), la cual se conoce como
paradoja de la infalibilidad, pues nos dice que los agentes nunca yerran en sus creencias,
I e, que cualquier proposicién que crean sera verdadera. Para aclarar la relacion entre
el principio de introspeccién negativa y la paradoja de la infalibilidad, haré uso de una
objecion que el filésofo aleman W. Lenzen formulé en contra del primero en su Recent
work in epistemic logic. <<si un individuo a esta completamente persuadido de la
verdad de p, pero se equivoca al respecto, entonces él evidentemente no sabe que p,
pese a que cree saberlo; y, por tanto, esta lejos de saber que no sabe que p>>173,
Podemos reconstruir esta critica empleando los axiomas de los sistemas bimodales

anteriores:

Sea j un individuo cualquiera y sea o una proposicion arbitraria.

P1) BjaA—a (hipotesis)

Pil) Bja (de P1, por simplificaciéon)

Pi2) —a (de P1, por simplificaciéon)

P2) Kja—«a (axioma T)

Pi3) =Kja (de P2y Pi2, por Modus Tollens)
P3) Bja—BjKja (axioma KB3)

Pi4) BiKjx (de P3 y Pil, por Modus Ponens)
P4) BijKja—-Bj=Kja (axioma DB)

Pi5) =Bj—=Kja (de P4 y Pi4, por Modus Ponens)
P5) Kj=Kja—Bj—=Kja (axioma KB1)

Pi6) =Kj=Kja (de PS5y Pi5, por Modus Tollens)

Pi7) =Kjan=Kj=Kja (de Pi3 y Pi6, por adjuncion)

C) = (=Kja— Kj=Kja) (de Pi7, por equivalencia ldgica)

Tal reconstruccion del argumento de Lenzen muestra que, a partir de la hipotesis

inicial (BjaAn—) y de los axiomas T, DB, KB1 y KB3, se sigue l6gicamente la negacion del

173 Wolfgang, Lenzen, Recent work in epistemic logic, Acta Philosophica Fennica, 30:5-219, 1978, p. 79.
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axioma de introspeccién negativa (en este sentido, la objeciéon de Lenzen puede leerse
como sigue: dado que los agentes creen proposiciones falsas y estos cuatro axiomas son
verdaderos -o al menos sumamente razonables-, tenemos que rechazar la
introspeccién negativa como un principio del conocimiento proposicional). Por
consiguiente, si partimos de A5: =Kja—Kj—=Kja y los cuatro axiomas recién
mencionados, podemos concluir la férmula —(BjaA—a), que es l6gicamente equivalente
a Bja—a (£). Puesto en otras palabras, cualquier sistema bimodal en Zks con los
axiomas A5, T, DB, KB1 y KB3, ademas la regla MP, tendra tanto a la paradoja del creyente
perfecto como a la paradoja de la infalibilidad como teoremas. Veamos la demostracion

en cuestion:

1. Kj=Kja—Bj=Kja KB1 (a/-Ka)
2. BiKja——Bj=Ka DB (a/Ka)
3. Bi=Kja——=BjKja 2, Contraposicion
4. Kj=Kja—=BjKja 1, 3 Silogismo hipotético
5. =Kja—Kj=Kja A5
6. =Kja—»-BjKjx 5, 4 Silogismo hipotético
7. BiKja—Kja 6, Contraposicion
[paradoja del creyente perfecto]
8. Kja—a T
9. BiKja—« 7, 8 Silogismo hipotético
10. Bja—BjKjx KB3
11. Bja—~a 10, 9 Silogismo hipotético [(}]

Por lo tanto, con el sistema KB", en el que no se demuestra la formula de
introspeccion negativa (=Kja— Kj—=Kja), se elude a un tiempo la paradoja del creyente

perfecto, asi como la paradoja de infalibilidad174.

174 Para la prueba de que no toda instancia del esquema —Kja—K;j=Kja, asi como no toda instancia de la

paradoja de la infalibilidad, es teorema de este sistema, véase el apéndice III.
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Conclusiones

Como epilogo a estas consideraciones, dejo al lector una mencidn, aunque somera, de
uno de los problemas centrales de la Logica Epistémica Modal, y al que he aludido de
pasada en la seccion ultima del capitulo 11175, viz, la omnisciencia légica. Por otra parte,
también le entrego una consideracion final en torno a esta ldgica, en la que se presenta
un balance general de todo lo hasta aqui expuesto, asi como una consecuencia de ello

para la teoria del conocimiento.

C.1. El problema de la omniscencia logica

Entre las objeciones mdas importantes que se esgrimen en contra de la Loégica
Epistémica Modal se halla el problema de la omnisciencia légica u omnisciencia
deductiva, i e, la idea de que los agentes epistémicos saben todas las consecuencias

logicas de las proposiciones por ellos conocidas. En otras palabras:
Sea Sun agente cualquiera y sean ay 3 proposiciones cualesquiera.
Si S sabe que a, y a implica Iogicamente a 5, entonces S también sabe que .

En los sistemas axiomaticos que hemos estudiado se encuentran elementos suficientes
para reconstruir esta idea, viz, la regla de inferencia KG y el axioma K, por lo que se
puede afirmar que la omnisciencia légica es un supuesto de todos estos sistemas. Sin

embargo, quisiera analizar aqui el problema no desde una perspectiva sintactica, sino a

175 ¢f, 1a seccién “Consideraciones en torno al sistema K.
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partir de la semantica misma que hemos definido para nuestras teorias formales, i e,

la semantica de mundos posibles.

Partiré del hecho de que toda instancia de las tautologias proposicionales en el
lenguaje Z-{Ki, ..., Kn} es una ¢4 valida de dicho lenguaje. Lo anterior tiene como
consecuencia, dada la clausula modal de nuestra definiciéon de verdad [Para j=1, ..., n,
E, seKjo sii &, s'=o para todo s’€S tal que <s,s">€Rj], que cualquier instancia del
esquema ‘Kjp’ es una féormula valida de Z-{Kj, ..., Kn} siempre que ‘¢’ es instancia de
tautologial’¢. En otras palabras, si adoptamos la semantica de mundos posibles tal
como ha sido definida, entonces nos vemos obligados a aceptar que cualquier agente
epistémico conoce todas las tautologias proposicionales; esto ultimo, claro est3, resulta
controversial, cuando no falsol77. Mas aun, esta consecuencia, ya de suyo problematica,
nos conduce a la omnisciencia l6gica. Veamos cémo. Hemos establecido en el capitulo
II que cualquier instancia del esquema Kj(a—)—(Kja—K;B) [axioma K] es una verdad
logica de £-{Ki, ..., Kn}. Esto significa que nuestra semantica nos obliga a aceptar lo que
antes he llamado el supuesto de preservacion de conocimiento, que es una version
epistémica del Modus Ponens?’8. Por lo tanto, si los agentes conocen todas las
tautologias (incluida cualquier implicaciéon que exprese una relacién de consecuencia
légica entre proposiciones), conocen también (dada la validez del supuesto anterior)
cualquier proposicién que se siga légicamente de aquello que conocen. En otros
términos, la semantica de mundos posibles nos fuerza a conceder que los agentes de

conocimiento son légicamente omniscientes, i e, que conocen, de hecho, todas las

176 Notese que las instancias de tautologias, asi como de ‘Kj¢’, donde ‘@’ es instancia de tautologia,
también son férmulas T-validas, S4-validas y S5-validas.

177 Se ha podido decir, sea lo que esto signifique, que los agentes poseen conocimiento implicito, entre el
que se cuenta, por ejemplo, el conocimiento de las tautologias proposicionales. Al respecto, ver las
secciones 2.9 Implicit Versus Explicit Beliefs y 6.2 Belief, A Borderline Concept Between Logic And
Psychology, en Gochet P. and Gribomont P., “Epistemic Logic”, Handbook of the History of Logic ..., en
especifico, pp. 119-120y 157-158.

178 E]l supuesto de preservacion del conocimiento declara que si un agente sabe que una proposicién
implica a otra y conoce la primera de ellas, entonces (por Modus Ponens) también conoce la segunda

proposicion. Ver la seccién final de capitulo II.

155



consecuencias légicas de aquellas proposiciones por ellos sabidas!7?. El problema con
la idea de la omnisciencia légica es que resulta falsa si contemplamos a los seres
humanos dentro del universo de los agentes epistémicos: la habilidad para extraer e
identificar las consecuencias logicas de nuestro conocimiento es variable entre
individuos, pues depende de entrenamiento y sagacidad intelectual, entre otras cosas;
lo que es evidente para una inteligencia excepcional podria permanecer oculto y, por
tanto, desconocido para un ndmero importante de personas. Ademas, es improbable no
ya que los seres humanos seamos légicamente omniscientes, sino siquiera que alguno
de nosotros sea un razonador tal que conozca de hecho cualquier proposicién que se
halle implicada por su conocimiento. Por otro lado, la tesis de la omnisciencia légica
lleva a consecuencias absurdas. Asi, en caso de que ésta fuera cierta, disciplinas como
la Matematica, en la que se indaga si una determinada proposicion es teorema o
consecuencia logica de un conjunto de axiomas, perderia gran parte de su relevancia,
ya que al conocer los axiomas se conoceria también el conjunto entero de sus
consecuencias logicas!8. Por lo tanto, la tesis de la omnisciencia logica resulta

insostenible cuando se halla referida al saber humano.

Lo anterior nos proporciona un primer elemento para responder a la cuestion
acerca de si la semantica de mundos posibles es adecuada o no para el analisis de los
conceptos epistemologicos: el problema de la omnisciencia l6gica muestra que la
version, digamos, estandar de esta semantica tiene que ser objeto de alguna

modificacion si es que ha de servir para capturar de modo satisfactorio el concepto de

178 En sentido estricto, la omnisciencia ldgica esta restringida aqui al empleo de la Logica Proposicional
tanto estandar como epistémica; sin embargo, dicho problema se puede formular también en una
semantica y un lenguaje para la Légica Modal o Epistémica de primer orden.

180 /nter nos, siempre me ha parecido que algo muy cercano a la omnisciencia logica es sostenido cuando
se afirma que la deduccién no incrementa nuestro conocimiento debido a que su conclusion ya esta
contenida en las premisas, como si el saber no pudiera nutrirse en absoluto de las investigaciones

concernientes al descubrimiento de las consecuencias deductivas de nuestras creencias.
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conocimiento!8l, En otras palabras, a menos que se deje de lado el conocimiento
proposicional humano y se restrinja la investigaciéon a un conjunto de razonadores
ideales, la semantica de mundos posibles tal como la hemos desarrollado aqui resulta

inadecuada para analizar el saber como concepto modal.

C.2. Consideracion final en torno a la Légica Epistémica

Veamos ahora adénde hemos arribado a lo largo de nuestras consideraciones. En
primer término, alcanzamos la idea de que tanto la clausula modal epistémica como la
tesis de preservacion del conocimiento [principio K] abren la puerta al escepticismo en
Epistemologia: ésta, mediante su uso en el argumento escéptico de la transmisibilidad,
y aquélla, por suscribir una nocién de conocimiento infalible, la cual es practicamente
imposible de satisfacer. En estrecha relacion con esto ultimo, se halla nuestro resultado
acerca del principio del conocimiento [principio T], segun el cual dicho principio resulta
incompatible con algunas concepciones falibilistas del saber; o, puesto de otra forma, la
verdad como condicidn necesaria para saber nos expone al peligro de hacer del
conocimiento, tal como sucede con la cldusula modal, algo infalible. En lo tocante a las
tesis de introspeccion positiva y negativa [principios A4 y A5], hemos establecido, a
través del argumento del regreso epistémico, que piden demasiado al saber y a la
ignorancia, respectivamente, pues exige para ambos el conocimiento —y, por tanto, la
justificacion— de una cadena infinita de proposiciones, cada una de un orden mayor a
las anteriores. Ademas, mostramos que justo este problema, el del regreso epistémico,
parece inocuo para cualquier posicién epistemolégica la cual, ademas de la
introspeccion positiva, suscriba el principio T. Por ultimo, probamos que la
introspeccion negativa es légicamente incompatible con otras tesis epistémicas
tomadas en conjunto, a saber: la tesis T, DB [el supuesto de que, si se cree algo, entonces

no se cree su negacion], KB1 [el principio de que la creencia estd implicada en el saber]

181 Para tener un panorama general de las modificaciones en Légica Epistémica encaminadas a resolver
el problema de la omnisciencia 16gica, ver la seccién 6. LOGICAL OMNISCIENCE AND EPISTEMIC LOGIC, en
Gochet P. and Gribomont P., “Epistemic Logic”, Handbook of the History of Logic ..., pp. 157-168.
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y KB3 [o la tesis de que, si cree algo, entonces se cree saberlo]. Preguntémonos entonces
por el significado de todo lo anterior para la Légica Epistémica y, en general, para la

Epistemologia; ;qué leccion sacaremos de todo ello?

Mi contestacién dependerd, en lo fundamental, de dos supuestos. Primero, todo
campo de investigacién genuinamente racional debe comprometerse con el aprendizaje
a partir de los errores y, por consiguiente, debera contemplar suficientes mecanismos
para la deteccién de errores o fallos generales!82, Segundo, las pretensiones o
atribuciones de conocimiento son, en cierto sentido, contextuales; de modo que una
pretension de conocimiento valida desde la perspectiva de la vida cotidiana podria no
serlo, en principio, desde el punto de vista del epistemélogo83. Pasemos, pues, a la

contestacion.

Todos los resultados recién enumerados no parecen arrojar un saldo favorable
para la Légica Epistémica Modal; consideraciones como las anteriores, en conjuncion
con el problema de la omnisciencia deductiva, nos llevan a cuestionar la naturaleza
genuinamente epistémica de semejante logica: ;no es ésta simplemente un intento
curioso pero fallido de aplicar Logica Modal al andlisis de conceptos epistemolégicos?
Mas atln, ;no se reduce a un juego formal que nada tiene que ver con el conocimiento

efectivo, y que, a la larga, termina deformando los conceptos que originalmente

182 Este supuesto metodolégico lo he tomado prestado de Charles S. Peirce; cf, Laudan, Larry, “Detectar
errores y aprender de ellos en un sistema de apelaciones asimétricas”, en: Pruebas y estindares de
prueba en el derecho, UNAM, México, 2010, pp. 107-122. Ahora, cabe distinguir aqui entre
equivocaciones y errores. Las primeras tienen que ver con fallas resultantes de la mala aplicacién de una
regla, o con la utilizacion incorrecta de una herramienta. Por ejemplo, cuando nos equivocamos al sumar:
disponemos de un algoritmo para la suma el cual no hemos seguido al pie de la letra; de haberlo hecho,
hubiésemos llegado al resultado correcto. Por su parte, los errores son fallos inducidos por las reglas o
herramientas mismas. En nuestro caso, las fallas detectadas (la infalibilidad, por ejemplo) son producto
de los conceptos o reglas de discernimiento de la Epistemologia, y no resultado de su mala aplicacién.

18 Para aclarar este contextualismo, téngase en cuenta, v. g, que los estindares de la justificacién para
declarar legitimamente que se sabe algo son, con seguridad, distintos en el contexto de la vida cotidiana
y en los contextos de la ciencia o la Filosofia. Ver la seccidn “Usos de “saber” para fines practicos”, en el

capitulo VI de Creer, saber, conocer, de Luis Villoro.
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pretendia formalizar? Mas de una vez se me han dirigido estas preguntas, aun yo mismo
llegué a sospechar algo similar a lo largo de esta investigacion84 He aqui mi respuesta.
La légica epistémica no inaugurd ninguna de las tesis acerca del conocimiento a las que
se ha aludido, antes bien, las tom6 prestadas de la Epistemologia para su andlisis. Ya he
hecho mencién a los paralelismos entre algunos elementos de esta ldogica y el
escepticismo; sin embargo, existe todavia otra analogia: como el escéptico —quien no
afirma ni niega nada, sino que trabaja con la materia ajena y, luego de un examen, exhibe
las consecuencias y los fallos—, la Logica Epistémica es un recurso de la Epistemologia
para la deteccidn de errores, algo asi como su espejo. La légica que hemos desarrollado
conforma un ambiente mas o menos controlado y, por qué no, artificial, en donde se
pueden examinar ordenadamente las implicaciones inferenciales y consecuencias
diversas de las tesis epistemoldgicas. En este sentido, la Logica Epistémica es una
extension del Organon que siempre ha sido la 16gica para la Filosofia; y en la medida en
que contribuye a la eliminacion de errores mediante su deteccion, la Logica Epistémica
forma parte del sistema inmune de la Epistemologia. Por tanto, las consecuencias
adversas de nuestro andlisis, si es que cabe tipificarlas de tal manera, lo son
primordialmente para la teoria del conocimiento, son errores atribuibles a ésta, y
nuestra légica no ha hecho sino identificarlos!8>: el andlisis l6gico-epistémico nos
sugiere fuertemente que la Epistemologia, o por lo menos una parte de ella, se ha
tornado una disciplina o actividad tal que termina por destruir su propio objeto de
estudio, pues en sus entrafias se ha gestado un concepto de saber el cual no tiene una
contraparte en las practicas de conocimiento, de modo que semejante concepto resulta
vacio. En suma, no seria la Logica, sino la Epistemologia la que terminaria deformando

aquello que pretendia analizarl8e.

184 Hace poco mas de un afio, incluso alguien llegé a preguntarme: ";qué de epistémico tiene la Logica
Epistémica?".

185 Me refiero aqui a todas las consecuencias antes mencionadas, con excepcién, quiza, al problema de la
omnisciencia légica.

186 podemos hallar una formulacion de esta idea en Elusive Knowledge, de David Lewis (cf, la primera

nota al pie de ese trabajo).
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Como nota final a este respecto, he de decir que todas las consideraciones aqui
desplegadas no fueron en su mayoria producto del andlisis formal de la Logica
Epistémica a través de sistemas axiomaticos y modelos de Kripke, sino el resultado del
ambiente ordenado (o sistematico)187 y de la oportunidad que brinda esta légica para
aislar algunos conceptos y considerarlos desde una perspectiva distinta a las
tradicionales. Confieso que esto no favorece al formalismo en Loégica Epistémica;
después de todo, uno podria preguntar si todo ese desarrollo formal arroja una claridad
inalcanzable mediante el analisis conceptual y la reflexion filos6fica en lenguaje natural.
En cuanto a la oportunidad de aislar tesis o principios epistemolégicos, seguramente tal
manera de proceder presenta algunas desventajas, tal vez las misma que cualquier
situacidn experimental —en la que se aislan ciertos elementos para su analisis—, pero,
a la vez, como todo experimento, reporta también algunas ventajas; espero, a lo largo

de estas paginas, haber mostrado un pufiado de ellas.

187 Siempre he creido que una de las ventajas y atractivos principales de la Légica consiste en el orden
que impone a los pensamientos, orden que, como dice el clasico en sus Reglas para la direccién del
espiritu, debe ser observado por todo el que emprende <<el conocimiento de las cosas no menos que el

hilo de Theseo por quien ha de entrar en el laberinto>> [A.T. X, 380].
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Apéndice |

En este apéndice, se incluye la demostracion de algunos teoremas y reglas derivadas de
inferencia de las teorias axiomaticas vistas a lo largo de los capitulos II, III y IV. Las
demostraciones estan agrupadas segun el sistema axiomatico al que pertenecen, i e, el
sistema axiomatico mas elemental en el que se demuestra el teorema o regla de
inferencia en cuestidn. En cada caso, se ofrece primero una lista de todo aquello que se

va a demostrar18s,
Al.1. Teoremas y reglas de inferencia en la teoria K 1 6 1

Teoremas de K

T1HX (Kj(a—=B)AKj(B= )= (Kjae=KiB) TIFK Kj(ma—a) =Kja

T2HK Kj(anB) « (KjanK;B) T10-K Kj(a—=—a) < Kj-a

T3HK (Kj(a—=B)AKj(B—a)) =Kj(aep) T11X (Ki(B—= ) AKj(=B—0)) < Kja
T4FKKj=(avB)« (KimanKj—B)* T12HK (Kj(a—=B)AKj(a—=p)) < Kj—a
T5HK = Kj=(avp) < (=Kj—av=Kj—-p)* T13FK Kja—Kj(B—a)

T6HK Kj(a—B)— (= Kj—a——-Kj—p)* T14HK Kj—a—Kj(a—f)

T7HK (KjaVK;B)—Kj(aVvp) T15-K Kja— (= Kj=B—=>=Kj=(anB))

T8HK —Kj=(anB) & (=Kj—an—=Kj—p)*

Reglas derivadas de inferencia para K

Regla derivada 1 (RD1) Regla derivada 3 (RD3)

188 Se recomienda al lector tener presentes las explicaciones acerca de las demostraciones que se incluyen

en la seccion “El sistema K” del capitulo II.



Si FK a—f3, entonces X Kja—K;f. Si FK a—[3, entonces FX wKj—a——=Kj—p.

Regla derivada 2 (RD2) Regla derivada 4 (RD4)

Si FK a3, entonces X Kja<K;f. Si FKX a, entonces FX —Kj—f3—==Kj=(aAp).

Veamos ahora la demostraciéon de cada uno de estos teoremas y reglas derivadas de

inferencia.

Teoremas de K

T1HK (Ki(a—~B)AKj(B—~a)) = (KjaeKiB)
1. Ki(a—B) = (Kja—K;B)
2. Ki(B~a) = (KiB—Kjo)

3. (Kj(a—=B)AK;(B—a)) = ((Kja—KiB)A (KjB—Kja))

4. (Ki(a~B)AKj(B—a)) - (KjaeK;jPB)

T2HK Kj(aAB) < (KiaAKiB)
1. (anB)—«a

2. Kj(aAB)—Kja

3. (aAB)—B

4. Kj(anB)—K;p

5. Kj(aAB) = (KjaAKjB)

6. a—=>(B—>(anB))

7. Kja—=Kj(B—(anp))

8. Ki(B—=(aAp))— (KiB—Ki(anB))
9. Kja— (KiB—=Kj(anB))
10. (KjaAK;B)—Kj(aAp)
11. Kj(aAB) < (KiaAK;B)

T3 (Ki(a—>B)AK;(B—a)) «Ki(aep)

L (Ki(a=B)AKj(B—a)) «Kj((a=B)A(B—a))
2. (Kj(a=PB)AK;j(B—a)) «Kj(aep)

T4HK Kj—(avB)« (Ki—anKj—B)

K
K (a/B, /@)

3, Def. «»

Simpliticacion

1, RD1

Simplificacion

3, RD1

2, 4, Implicacion y MP(x2)
Adjuncion

6, RD1

K (a/B, B/ (a/fB))

7, 8, Transitividad y MP(x2)
9, Importacion/Exportacion

5, 10, Equivalencia y MP(x2)

12 (a/(a=p), B/(f—~a)), Tautologia
1, Def <

1, 2, Dilema constructivo y MP(xZ2)
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1. Kj(=aA=B) e (Kj=anKj—p)
2. Kj=(avp)e (Kj—anKj—=p)

T5HK —=Kj—(aVpB) & (=Ki~av-Ki—=B)
1. Kj=(avB) o (Kj—anKj—B)

2. =Kj=(avB) o= (Ki—anKi—p)

3. =Kj=(avp) e (=Ki—av-Kj—p)

T6HK Kj(a—B) = (—=Kj—ma—-Kj—B)
1. Kj(=f—=-a) = (Kj=pf—Kj—a)
2. Kj(a=B)—= (=Kj—a—=>=Kj=B)

T7-X (KjavK;B)—K;(avp)
1. a=(avp)

2. Kja—=Kj(avp)

3.~ (avp)

4. KiB—Kj(avp)

5. (KjavKjB)—Kj(avp)

T8HK —Kj—(aAB) & (=Kj—aA-K—B)
1. (anB)—=«a

2. =Kj=(anB)— =Kj-a

3. (anB)—B

4, =Kj—(anB)— —Kj—p

5. =Kj=(aAB) & (=Ki—aA=Kj—B)

TIHK Kj(ma—-a) ©Kja
1. (ho—a)ea

2. Kj(ma—=a)eKja

T10HX Kj(a——0) ©Kj-a
1. (a=—a)e-a

2. Kj(a—»—a)=Kj-a

T2 (a/=a, B/=B)
1, De Morgan

T4
1, Contraposicion

2, De Morgan

K (a/=p, /=)

1, Contraposicion

Adicion

1, RD1
Adicion

3, RD1

2, 4 Tautologia

Simplificacion
1, RD3
Simplificacion
3, RD3

2, 4 Composicion

Ley de Clavius
1, RD1

Ley de Clavius
1, RD1
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T11HK (Kj(B—=o) AKj(=f-)) «K;a

1. (B o)A(=B~a))<a Reduccion al absurdo
2. Ki((B—a)A(=B—a))<Kja 1, RD1

3. Ki((B=)A(=B~)) = (Ki(B=)AK|(=B~q)) 72 (a/f~a, f/=f~a)
4. (Kj(B—=a)AKj(—=p—a))<Kja 2, 3 Tautologia

T12HK (Kj(a—B)AKj(a—==p)) «Kjna

1. ((a=B)A(a—=>=p))-a Reduccion al absurdo
2. Ki((a=B)A(a—==p)) < Kjma 1, RD1

3. Kj((a=B)A(a—==B)) = (Ki(a=B)AKj(a—>=B)) T2 (a/a=p, f/a—>=p)
4. (Kj(a—=B)AKj(a—=))eKj—a 2, 3 Tautologia

T13HK Kja—Kj(f—a)

1. a=>(B—a) Condicionalizacion

2. Kjo—=Kj(B—a) 1, RD1

T14FK Kj—a—Kj(a—B)

1. ma—(a—p) Principio de explosion
2. Kjma—=Kj(a—p) 1, RD1

T15HK Kja— (=Kj—=B—=—=Kj—(aAB))

1. a=(B—=(anp)) Conjuncion

2. Kja—= Kj(B—=(anB)) 1, RD1

3. Ki(B—(aAB)) = (=Kj=B—>=Kj=(aAB)) T6 (a/p, /aNp)
4. Kjoa— (= Kj=p—>=Kj=(aAB)) 2, 3 Transitividad

Reglas derivadas de inferencia para K
Sean a y 3 44 ¢ cualesquiera de £4-{Kj, ..., Kn} y seaj=1, .., n.

Regla derivada 1 (RD1)

Si FK a—f, entonces X Kja—K;p.
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Supongamos que X a—f. Entonces existe una demostracion en K que termina en la
férmula ‘a—f". Podemos entonces continuar la demostracién como sigue y llegar a la
formula ‘Kja— Kif’”:

m. a—f3

m+1. Kj(a—f) m, KG

m+2. Kj(a—=p) »(Kja—=KjB) K

m+3. Kja—K;p m+1, m+2 MP

Regla derivada 2 (RD2)

Si FK a3, entonces FK KjaeK;f.

Supongamos que X a<[3. Entonces existe una demostracién en K que termina en la
férmula ‘a>f’. Podemos entonces continuar la demostracién como sigue y llegar a la
férmula ‘Kjae=K;f3':

m. aef

m+1. a—f m, Tautologia

m+2. Kja—=Kjf3 m+1, RD1

m+3. B« m, Tautologia

m+4. Kjf—Kja m+3, RD1

m+5. Kja—K;BAKjB—Kja m+2, m+4 Conjuncion
m+6. KjaeKjf3 m+5, Def. <

Regla derivada 3 (RD3)

Si FK a—f, entonces FX —=Kj—a——Kj—[.

Supongamos que HX a—f. Entonces existe una demostraciéon en K que termina en la
férmula ‘a—f’. Podemos entonces continuar la demostracién como sigue y llegar a la
férmula ‘= Kj—ae-Kj—p":
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m+1. Kj(a—f3)

m, KG

m+2. Kj(a—)—=(=Kj-a—»=Kj=p) 76

m+3. =Kj—a—=Kj—f

Regla derivada 4 (RD4)

m+1, m+2 MP

Si FX a, entonces FX =Kj—f—=Kj—(aAp).

Supongamos que HKX . Entonces existe una demostraciéon en K que termina en la

férmula ‘a’. Podemos entonces continuar la demostraciéon como sigue y llegar a la

formula ‘= Kj=B—==Kj=(anp)”:

m.

m+1. Kja

m+2. Kjo—= (=Kj=pf—=>=Kj=(aAp))

m+3. =Kj=B—=>=Kj=(aAB)
A1.2. Teoremas en la teoria T

T16+T a—~>—Kjna
T17FT Kja—»—=Kj—a
T18FT (KjanK;jB)—>—(a——3)18°

Demostraciones:

T16+T a—»—Kj—a
1. Kjma——a

2. a—>=Kj—a

T17+T Kja——Kj—a
1. Kja—a
2. O(—>—|Kj—|(X

3. KjO(—)ﬂKjﬂO(

m, KG
T15
m+1, m+2 MP

T (a/-a)

1, Transposicion

T
T16
1, 2 Transitividad

185 Para la demostracién de estos teoremas, consultese el apéndice 1.
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T18+T (KjanK;jB)——=(a——p)

1. Kja—a T

2.Kip-B T (a/p)

3. (KjanK;B)—=(anB) 1, 2 Tautologia

4. (anB)—==(a—==B) Implicacion material
5. (KjanKjB)—==(a—=f) 3, 4 Transitividad

A1.3. Teoremas y reglas de inferencia en la teoria S4

Teorema de S4

T19: Kja<KjKja
Demostracion
T19: KjaeKiKja
1. Kja—KjKja A4
2. KiKja—Kja T (e/ Ka) 1 6 7
3. (Kja—=KiKjo) A(KjKja—=Kja) 1, 2 Conjuncion
4. Kja—=KjKja 3, Def. &

Regla de inferencia en S4
KK: Si ¢ Kja—f, entonces H* Kja—K;f.
Demostracion

Supongamos que 5* Kja—[3. Entonces existe una demostraciéon en S4 que termina en la
férmula ‘Kja—f’. Podemos entonces continuar la demostracion como sigue y llegar a la
férmula ‘Kja— Kjf3”:

m. Kja—f3
m+1. KjKja—=K;p m, RD1
m+2. Kja—=KjKja A4

m+3. Kja—=K;jf3 m+2, m+1 Transitividad



Al.4. Teoremas en la teoria S5

T20F55 2 Kj=Kja—Kja

T23F55 a—Kj—Kj—a [Propiedad brouweriana]

T21+55 Kjao—Kj—Kjat T24+55 Kjo—KiKja [Tesis KK]
T2255 mKjaeKj—Kja
Demostraciones
T20+55 —Kj=Kja—Kja
1. =Kja—Kj=Kja A5

2. =Kj=Kja—=Kja

T2155 Kjae>—=Kj=Kjo

1. =Kj=Kja—Kja

2. Kja—==Kj=Kja

3. (Kja—==Kj=Kjo) A(=Kj=Kja—Kja)
4. Kja>—=Kj=Kja

T2255 —KjaeKj—Kja

1. Kj=Kja——=Kja

2. =Kjo—=Kj=Kja

3. (=Kja—=Kj=Kjo) A( Kj=Kja—==Kja)
4. =KjaeKi—=Kja

T23F55 a—=Kj—Kj—a
1. —|Kj—|0(—> Kj—lKj—|O(
2. O(—>—|Kj—|a

3. a—=Kj=Kj—a

T24+55 Kja—KiKja
1. =Kj=Kja—=Kja
2. Ki=Kj=Kja—=KiKja

1, Transposicion

720
716 (a/ Kia) 168

1, 2 Conjuncion

3, Def <

T (a/-Ka)
A5
1, 2 Conjuncion

3, Def. «»

A5 (a/=a)
T16

1, 2 Transposicion

Teorema 20

1, RD1



3. Kja—=Kj=Kj=Kja Teorema 23 (a/ Kja)
4. Kja—=KjKja 2,3 SH

Apéndice I1

Probaremos ahora el metateorema de completez para cuatro de las teorias axiomaticas
que hemos estudiado, viz, las teorias K, T, S4 y S5. Para ello, construiremos un modelo
candnico para cada uno de estos sistemas, el cual consiste en una estructura o
interpretacion de la teoria axiomatica en cuestion, ya que hace verdaderos a todos los
teoremas de la teoria, y sélo a ellos. Sin embargo, introduciremos primero la nocién de
lo que es un conjunto maximal S-consistente de formulas, y demostraremos algunos

lemas referentes a éste.

A2.1. Conjuntos maximales S-consistentes

Sea S un sistema epistémico normal (i e, que incluye al sistema K)190 arbitrario, y sea

I un conjunto de fbf’s de L-{Kj, ..., Kn} cualesquiera.

Definicién de S-consistencia9:

[" es S-consistente sii no existen yi, ..., yn€I tales que FS—=(y1A ...Ayn).

[Por consiguiente, I es S-inconsistente sii existen y1, ..., yn€I tales que F5—=(y1A... Ayn)].

Definicién de conjunto maximal:

190 Entonces, un sistema epistémico normal contiene, por lo menos, a los axiomas A1-A3, el axioma K, las
reglas de inferencia MP y KG, asi como todos los resultados que obtuvimos en la teoria K a partir de éstos
(i e, las reglas derivadas de inferencia de RD1 a RD4, y los 15 teoremas del sistema K).

191 Desde luego, esta nocidn esta estrechamente ligada con la de consistencia, segin la cual, una teoria
axiomatica S en £4-{Kj, ..., K} es consistente sii existe una férmula o de £4-{Kj, ..., Ku} tal que a no se

demuestraen S (KSa).
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I' es maximal sii para toda formula a de L-{Kj, ..., Kn}, a€T 0 —a€T.

Supongamos ahora que I' es un conjunto maximal y S-consistente (i e, que es maximal

S-consistente). Veamos las propiedades que posee.

Lema 1:
la. Para toda férmula a, exactamente una (nada mas una) de entre a y -« pertenece a
I
Para cualesquiera a y 3 fbf’s:
b. avBEer sii a€l o BET;
1c. anBer sii ael’'y BeT

1d. si a€l’' y a—B€T’, entonces BEl192,
Demostremos cada una de estas afirmaciones.

1a.
Por definicion de maximal, por lo menos una de entre o y —a pertenece a I'. Para
demostrar que a los mas una de entre o y —« pertenece a I', supongamos que a, =€l

Pero, F5—(aA—a), porque es instancia de tautologial?3.

I" seria S-inconsistente! (Por hipétesis I' es S-consistente).

Para toda férmula o, exactamente una de entre oy —a pertenece aT.

Quod erat demonstrandum

1b.
Supongamos que avB€r, pero agl’ y B&Il. Por consiguiente, como I' es maximal, —q,

—B€T. Pero FS=((avB)A(=aA=p))!

192 1d nos dice que T esta cerrado bajo consecuencia légica, mientras que 1a-1d, tomados en conjunto,
nos dejan saber que I' se comporta como un mundo.
193 Recuérdese que el sistema K y, por consiguiente, cualquier sistema epistémico normal, al contener los

axiomas A1-A3, es suficientemente fuerte para rescatar cualquier instancia de tautologia.
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[) Si avBe€r, entonces a€l’ o B€T.
Supongamos ahora que o€l o BE€I. Supongamos (sin perder generalidad) que a€T’, pero
que avB€&I. Entonces = (avB)€r. jPero Fs—(aA=(avp))!

i) Si a€rl’, entonces avBer.
[Seguiriamos un procedimiento exactamente analogo al anterior si, en lugar de suponer
que a€rl’, supusiéramos B€T.]

ii) Si BeT, entonces avBer.

II) Si a€l’ o B€T, entonces avBel [deiy ii)].
De ) y II), se sigue que avBer sii a€T o BET.
Quod erat demonstrandum

1c.
Supongamos que a€l, B€El, pero aAB&l. Entonces, —(aAB)€El. Sin embargo,
FS=((anB)A=(aAB))!, pues es tautologia.

[) Si a€l'y B€r, entonces aABET.

Supongamos ahora que oABEl, pero a¢l' o B&I. Entonces —a€, o bien, —€r.

Supongamos que —a€l’. No obstante, FS—(—aA(aAf))!

i) Si anBeT, entonces a€r.

El caso para —f3 es analogo.

ii) Si anBET, entonces BeT.
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II) Si anBET, entonces a€l’'y B€T [de i) yii)].

DeI) y II), se sigue que aABET sii a€l’ y BeT.

Quod erat demonstrandum

1d.
Supongamos que a€l' y o—B€l, pero B&I. Entonces —fB€l. Sin embargo,
|—S—|(O(/\—|(O(—>B)/\—|B)!

Si a€l’ y a—BE€T, entonces BET.

Quod erat demonstrandum

Lema 2:
2a. Si FSa, entonces €T

2b. Si a€l’'y HSa—f3, entonces BET.
Demostracidn:

2a.
Supongamos que FSa y a&l. De 1a, se sigue que —a€l’; pero como S, 5 ——a también
[pues a>——a es una instancia de tautologia]! Pero esto ultimo se contradice con la

hipotesis de que I' es S-consistente.

Si FSa, entonces a€r'.

Quod erat demonstrandum

2b.
Supongamos que a€l’ y FSa—f. De esto dltimo y 2a, se tiene que a—B€T’; y de esto, de

que a€l'y 1d, se sigue que B€T.

Si a€l' y HSa—3, entonces BET.

Quod erat demonstrandum
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Lema 3194,

Sea ¥ un conjunto S-consistente de férmulas de L-{Ki, .., Kn}. Entonces existe un

conjunto maximal S-consistente I' tal que XCT..

Demostracion

Supongamos que tenemos a todas las formulas de L-{Kj, ..., Kn} ordenadas en una lista

numerable: a1, az, ..., an, ... [tenemos un orden ya fijo]1°.
Definimos por recursién un conjunto I'i para cada nimero natural i.

[o=X
I'nU{an+1} si este conjunto es S-consistente.
h+1= {

I'mU{=an+1} en caso contrario.

Asi, por ejemplo:
[o=%; '1=XU{a1}; 2=T1U{az}; etcéteral?®.
Afirmacion:
Para toda n, I'n es S-consistente.
Demostracion por induccion matemadtica
Base de la induccion: n=0
['o es S-consistente porque I'v=ZX y X es S-consistente por hipotesis.

Paso inductivo

194 Este lema es conocido como /ema de Lindenbaum.

195 Podemos ordenar a todos los simbolos de 4-{Kj, ..., Kn} y luego ordenar a todas sus férmulas como en

un diccionario

196 Podria suceder, por mencionar un ejemplo, que a1 ya estuviera en Z, o bien, que en vez de agregar aj,

debamos agregar su negacién (—a1)
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Hipoétesis de induccién (HI): n=m, con m un nimero natural arbitrario.
Supongamos que I'm es S-consistente.
P.D. 'm+1 también es S-consistente.

Supongamos que I'm+1 es S-inconsistente. Entonces tanto I'mU{am+1} como I'mU{—0m+1}
son S-inconsistente. Por definicion, esto quiere decir que existen formulas 1, ..., iy Y1,

.., Yj en I'm tales que:

FS= (B1A... ABiAam+1) y F5= (Y1A... AYjA—0m+1)

S (B1A... ABi)=0m+1 Y 5 (V1A ...AYj)>—10m+1

FS (B1A... ABiAY1A... AYj) = (0m+1A—10tm+1)

FS= (B1A... ABIAYIA... AYj)

I'm seria S-inconsistente! Pero esto es contradice con HI.
Por lo tanto, Para toda n, I'n es S-consistente.

Quod erat demonstrandum

Ahora bien, sea '=UTlx197.
neN

Afirmacion:

1) 2cT;
2) I' es S-consistente;

3) I' es maximal.

Demostracion

197 Es decir, =ToUT1UT2U... N6tese que T posee infinitas férmulas, y que para cada férmula vy, yeT sii

Y€EIl'n para alguna n.
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1) pasa porque £=Tl0~ZCT
Por otro lado, si I" fuera S-inconsistente, existirian y1, ... ym€I tales que 5= (y1A... Aym).
Como este conjunto de formulas es finito, existe n€N tal que y1, ... ymEl'n! Pero esto se
contradice con lo que recién establecimos, a saber: para toda n, I'n es S-consistente.

I" es S-consistente

Por ultimo, probemos que I' es maximal.

Sea a cualquier formula.

P.D. a€l’ 0 —ae€rl.

o es an+1 para alguna n, puesto que en la lista a1, a2, ..., an, ... 1as ordenamos a todas: por

definicion, an+1€n+1 0 0n+1En+1.

a€l’ o —a€rl (pues I'm+1C€I). 175
I' es maximal.
Quod erat demonstrandum
Lema 4:
Definicion: Kj-(I') & {B: KjBel'}, conj=1, ..., n.

Sea I' un conjunto maximal S-consistente y supongamos que a es una férmula tal que

—Kja€rl (i e, dado 1a, Kja¢l'). Entonces el conjunto Kj-(I')U{—a} es S-consistente.
Demostracion

Supongamos que Kj-(I")U{—a} es S-inconsistente. Entonces existen {1, ..., Bn€K;j-(T')

tales que:

FST(B1A... ABrA=Q)

S (B1A... ABn)—a Tautologia



FSKi(B1A... ABn)—Kja RD1
FS (KjB1A... A KjBn)—Kja Teorema 2 (de K)

FS=(KiB1A... AKjBnA=Kja)  Tautologia

Pero B4, ..., Bn€l' y =Kja€r.

[" seria S-inconsistente! (Sin embargo, esto se contradice con nuestra hipdtesis
inicial)

Kj-(T)U{—0a} es S-consistente!98,

Quod erat demonstrandum
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A2.2. Construccion del modelo canénico de S

El modelo canédnico de S es Es= <Ws, s, Ris, ..., Rns>, donde:

1) Ws={w: w es conjunto maximal S-consistente} [Ws es el conjunto de todos los

conjuntos maximales S-consistentes de férmulas].

2) <w, w'>€R;js sii Kj-(w)Sw’, con j=1, ..., n [<w, w>€ER;js sii para toda férmula

a, si Kja€Ew, entonces aew’].
3) Sea P una letra proposicional y sea weWs.

Tik(P)={w€Ws: PEw} [P es verdadera sii PEw].

19% Nétese en que podria no haber formulas de la forma K en T (Z e, K-(I')=@). Entonces tendriamos

que probar que {—a} es S-consistente. Veamos, si no lo fuera, FS——a." FSa."- FSKja (por regla KG). Pero

por lema 23, tendriamos que Kja€I'? (No obstante, esto se contradice con nuestra hipdtesis inicial) De

modo que {—a} serfa S-consistente.



TEOREMA FUNDAMENTAL DEL MODELO CANONICO:

Para toda férmula o y todo weWs, Es, wkea sii aew (i e, verdad y pertenencia

coinciden).
Demostraremos la afirmacién por induccién sobre la complejidad de o.
Base de la induccién: a es una letra proposicional p.
La afirmacion vale porque asi definimos a Es . Es,wE p sii pew.
Hipotesis de inducciéon (HI):

Supongamos la afirmacion valida para toda férmula con menos de m conectivos y

operadores (con m un nimero natural fijo).

Sea a con m conectivos y operadores en conjunto.
P.D. Es,wkEa sii aew.
Caso 1: a==3

Dada nuestra definicion de satisfacibilidad, Es,wk=— sii Es,w#[3. Pero por HI, Es,w#[3 sii

B&w. Como w es maximal, tenemos —por lema 1a— 3&w sii =SEw - Es,wk— sii =f€wW.
Caso 2: a=f-y

Por nuestra definicion de satisfacibilidad, tenemos que Es,w=[-v sii Es,wt[3 o Es,wEy.
Por HI, se tiene que Es,wk[3 o Es,wky sii B&w o yEw. De lema 1a, se sigue que B&w o
YEw sii =3€Ew o yEw. Ahora, de lema 1b, tenemos que —Ew o YEW sii =3vyEw. Pero,

por lema 2b, se tiene que =f3vyew sii f—=y€Ew --Es,wEB-y sii f>yEw.
Caso 3: a=K;p

P.D. 1) Si Es,wEK;B, entonces KjBew, y 2) Si K;B€w, entonces Es,wk=K;jf.
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Probemos el primero de estos condicionales (por transposicion).

Supongamos que KjB¢w. De esto y lema 1a, se sigue que —KjB€Ew. Por lema 4, Kj-
(w)U{—B} es S-consistente. Por lema 3, existe un conjunto maximal S-consistente, w’,
tal que Kj-(w)U{=B}Ew’ (este w’ estd en Ws de Es) - Kj-(w)&w’ y —-B€wW’ . Por
definicién de Rjsy lema 1a, respectivamente, <w, w'>€Rjsy f&w’. Por HI, Esw'i¥ -
Por nuestra definicién de satisfacibilidad, Es,w#K;f3.

1) Si Es,wEK;B, entonces KjBew.

Probemos ahora el segundo condicional (también por transposicion).

Supongamos que Es,wkK;jf. Por definicion de satisfacibilidad, existe w'€Ws tal que <w,
w'>€Rjs y Es,w’i#[3 -~ Por HI, ¢w’. Como <w, w'>€R;s, tenemos, por definicion de Rjs,
Kj-(w)ew’ . KjB&w.

2) Si KjBew, entonces Es,wEK;p.

De 1) y 2), Es,wkEK;p sii KjBew.
Con esto concluye la demostracién del Teorema Fundamental.

Quod erat demonstrandum

Veamos ahora un corolario de este tltimo lema.
Corolario:

Sea S un sistema epistémico normal en L-{Ki, .., Kn} y sea Es su modelo canénico.

Entonces, para toda formula ¢, F5¢ sii Es=.
Demostracion

Supongamos primero que +S¢. Por lema 2a, @Ew para todo weWs. Por teorema

fundamental, para todo weWs, Es, wE@ ~-EsE=.
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Supongamos ahora que i-S¢. Entonces {—} es S-consistente. Por tanto, existe un
conjunto maximal S-consistente que contiene a {—¢}. Como los elementos de Ws son
los conjuntos maximales S-consistentes, concluimos que —@€w, para algin weWs. Por

el teorema fundamental, Es, wi=—¢. Por tanto, Es, wk@ - Esi#@.

Para toda férmula ¢, F¢ sii Esk=.

Quod erat demonstrandum

Si empleamos el corolario anterior, es relativamente sencillo demostrar el

metateorema de completez para cada uno de nuestros sistemas axiomaticos. Veamos.
A2.3. Metateorema de completez para K, T, S4 y S5

Sea S un sistema epistémico normal arbitrario, Es su modelo canénico, y sea C cualquier

clase de interpretaciones o estructuras de Kripke que contiene a Es19°.

Afirmamos que si ¢ es cualquier formula verdadera en cualquier interpretacién de C,

EsE=@. Por el teorema fundamental, FS¢.

Ahora si estamos listos para enunciar y demostrar el metateorema de completez para

los sistemas K, T, S4 y S5.

Metateorema de completez para K:

Toda féormula valida es teorema de K. Es decir, si ¢, entonces FXe.

Esto se sigue por el evidente hecho de que el modelo canoénico de K pertenece a la clase
de todas las interpretaciones, y todo teorema de K es verdadero en todas las
interpretaciones.

Quod erat demonstrandum

Para probar los correspondientes metateoremas de completez para T, S4 y S5, basta

probar, respectivamente:

199 C puede ser, por ejemplo, la clase de todas las interpretaciones (i e, la clase de las estructuras asi sin

mas, en las que no existe restriccion alguna para las relaciones de accesibilidad R;).
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1) En Er (el modelo canénico del sistema T), para cada j=1, ..., n, Rjr es reflexiva
2) En Ess (el modelo candnico del sistema S4), para cada j=1, .., n, Rjs4 es

reflexiva y transitiva.

3) En Ess (el modelo candnico del sistema S5), para cada j=1, ..., n, Rjss es

reflexiva y euclidiana.
Teorema 1:

Sea Er= <Wr, 7, R11, ..., Rar> el modelo canénico de T. Entonces, para cada j=1, ..., n,

Rjr es reflexiva.

Demostracion
Sea weWr. P.D. <w,w>€Rjr [esto significa, por construccién del modelo canénico, Kj-
(w)Sw]. Supongamos Kjaew. P.D. aew. Si Kja€w, como FT Kja—a, tenemos —por lema

2b— aEw.

<w,w>€Rjr [Rjr es reflexiva]

Mmetateorema de completez para T:
Toda féormula T-valida es teorema de T. Esto es, si ET@, entonces FT.
Quod erat demonstrandum

Teorema 2:

Sea Ess= <Wsa, Trs4, R1ss, ..., Rnsa> el modelo candnico de S4. Entonces, para cada j=1,

.., , Rjs4 es reflexiva y transitiva.

Demostracion
Rjs4 es reflexiva porque TES4 (i e, todo teorema de T es teorema de S4, en particular,

34 Kja—a).

P. D. Si <w, w'>€Rjs4 y <w’, w”’>€ER;js4, entonces <w, w”’>€ERjs4. Supongamos que <w,

W' >€ERjss y <w’, W’>€ER;js4. P. D. <w, w”’>€Rjs4. Es decir, Kj-(w)Sw”. Tomemos a tal que
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Kjaew. P. D. aew”. Como F3*Kja—K;Kja, por lema 2b, KiKjaEw. De esto, como <w,
W’'>€ERjs4, se tiene, por construccion del modelo canénico de S4, Kjaew’. Como <w’,

W’ >€ERjs4, aEW”.

<wW,W>€Rjs4, y si <w, W>ERjs4 y <w’, w’>ER;js4, entonces <w, w”’>€ERjs4 [Rjss es

reflexiva y transitival.

Metateorema de completez para S4:
Toda férmula S4-valida es teorema de S4. Es decir, si E54@, entonces 4.
Quod erat demonstrandum

Teorema 3:

Sea Ess= <Wss, 1tss, Riss, ..., Rnss> el modelo candnico de S5. Entonces, para cada j=1,

... 1, Ryss es reflexiva y euclidiana.

Demostracion
Rjss es reflexiva porque TES5 (7 e, todo teorema de T es teorema de S5, en particular,

FS5 Kja—a).

P. D. Si <w, w>€Rjss y <w, w”’>ER;js5, entonces <w’, w”’>€ER;jss. Supongamos que <w,
W' >€ERjss y <w, w’>€ERjss. P. D. <w’, w”>€R;jss. Es decir, Kj-(w)Sw”. P. D. Si Kjaew’,
entonces aEw”. Por contraposicion, supongamos que ag¢w”. Como <w, w”’>€R;jss, a&
Kj-(w). Por consiguiente, Kja¢w. Entonces tenemos, por lema 1la, —Kja€w. Como
FS5—Kja—=Kj=Kja, por lema 2b, Kj—=Kja€w. De esto, como <w, w'>€ER;jss, se tiene, por

construccion del modelo canénico de S5, =Kja€w’. Pero, por lema 1a, Kja&w’.

<w,w>€Rjss, y si <w, W>€ERjss y <w, w”’>€ER;jss5, entonces <w’, w”>€R;jss [Rjss es

reflexiva y euclidiana].

Metateorema de completez para S5:
Toda férmula S5-valida es teorema de S5. Esto es, si =53¢, entonces F5°.

Quod erat demonstrandum
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Apéndice III

Lo que sigue a continuacion es la prueba del metateorema de correccién para tres de
los cuatro sistemas bimodales que se examinaron en el capitulo IV del presente trabajo,
a saber, los sistemas OK E RIB, KB-{D"} y KB". Ademas, con el apoyo de este
metateorema, se prueba, entre otras cosas, que no toda instancia de la paradoja del

creyente perfecto es teorema de las tres teorias mencionadas.

A3.1. Metateorema de correcccién para OK & RIB

Definicion de una OK & RIB-interpretacion para Zks
Una OK E RIB-interpretacidn (Eoksris) para Zks es un tuplo:
EoksriB = <S, T, Ry, ..., R, RBy, ..., RBy >,
Donde:
1) S#@ S es un conjunto no vacio (llamado el conjunto de estados s de Eox s riB).

2) m: =—>P(S) m es una funcion que va de L al conjunto potencia de S, donde L
es el conjunto de letras proposicionales de Zks (1t(pi) SS).

3) Para cada j=1, ..., n, Rj€S? y RB;cS2,

4) Para cada j=1, ..., n, Rj es una relacidn de equivalencia.

5) Para cada j=1, .., n, RBj es una relacién serial y euclidiana.

7) Para cualesquiera s, t, u€S, si <s, t>€R; y <t, u>€RB;, entonces <s, u>€RB;.

8) Para cualesquiera s, t, U€S, si <s, t>€RB; y <t, u>€R;, entonces <s, u>€RB;200,

200 Notese que una OK & RIB-interpretacién se obtiene a partir de una KB-interpretaciéon (de una
interpretacion para el sistema KB) al remover de ésta la condicién 6): R5,CR;, y agregar la condicion 8):
Para cualesquiera s, t, UES, si <s, t>ERE; y <t u>€ER,;, entonces <s, u>€R?;. Por ello, he decidido conservar

la numeracion que se tenia para las condiciones de una X&-interpretacion.
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Definicion de OK & RIB-verdad para ks

Sea £ una OK & RIB-interpretacién cualquiera.

Definimos para cada s€S y cada 44 o de Zks lo que significa:

E, sk=o (se lee: la féormula o es verdadera (realizada o satisfecha) en el estado s bajo la

interpretacién (estructura) £).

Definicion de OK E RIB-satisfacibilidad:
Clausula 1: o es una letra proposicional
Por lo tanto, 6€L (o es una letra proposicional pi)
E, skpi sii sem(pi).
Cladusula 2: €, sEe—0 sii €, sHo.
Clausula 3: £, sea—Bsii €, s#a o &, sEp.
Clausula 4: Para j=1, .., n, &, seKjo sii €, s’Eo para todo s’€S tal que <s,s’>€R;.

Clausula 5: Para j=1, .., n, & sEBjo sii &, s’=o para todo s’€S tal que <s,s’>€ERB;. 183
Sea o cualquier 44 de Zks.
Definicion de OK el RIB-verdad:

o es verdadera en una OK & RIB-interpretacién £ sii para todo estado s de £ se tiene

que &, sko.
Notacion: E=o

Definamos ahora lo que significa que o sea una féormula OK & RIB-valida de

nuestro lenguaje.
Definicion de OK el RIB-validez:
o es OK & RIB-valida sii para toda OK & RIB-interpretaciéon £ se tiene que EEo.

Notacion: 0K g



Con esta esta semdntica, obtendremos el metateorema de correccién para la
teoria OK E RIB. Formulemos el metateorema de correcciéon para OK E RIB de la

manera siguiente:

Metateorema (correccioén para OK & RIB)

Todo teorema de OK & RIB es OK & RIB-valido.

Probemos esta afirmacion estableciendo que todos los axiomas de OK & RIB son OK &
RIB-validos y que sus reglas de inferencia preservan OK & RIB-validez. Téngase en

cuenta que los axiomas y reglas de inferencia de OK & RIB son:

Axiomas de OK & RIB

Sean a, By y ¢4 ‘e cualesquiera de ks y sea j=1, ..., n.

Al: a—=(B-0a),

A2: (a=(B-7)) = ((a=B)—(a=y)),

A3: (ma—==B) = ((ma—-p)—aw),

K: Kj(a—) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],

T: Kja—« [Propiedad de conocimiento],

A5: =Kja—Kj—=Kja [Propiedad de introspeccion negatival],
KB: Bj(a—f3) —(Bja—BjB) [Axioma K para creencia],

DB: Bja——Bj—a [Axioma D para creencia],

KB2: Bja—KjBja,

KB3: Bja—BijKja.

Reglas de inferencia de OK & RIB

Sean ay 3 #4 ‘e cualesquiera de Zks.

MP: Si + Ky + OKq—f3, entonces +f3 [ Modus ponens|y

KG: Si + 9K, entonces + %K Kja [Generalizacion del conocimiento].

Dado que los axiomas A1l a K son féormulas validas, i e, verdaderas en cualquier
E estructura, también son férmulas OK & RIB-validas. Ademas, en el capitulo II se ha

probado que el axioma T es T-valido y que el axioma A5 es S5-valido. En consecuencia,
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ambos axiomas son también formulas OK & RIB-validas. Sélo resta, pues, mostrar la OK

& RIB -validez de los axiomas K8, D8, KB2 y KB3.

EOK Bj(a—B)—( (Bja—Bjp).

Prueba por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe una estructura OK & RIB-interpretacion £ y existe s de £ tal

que:

1) &, s¥ Bj(a—p)—(Bja—Bjp). De esta suposicion se sigue que:

2) €, sE Bj(a—=B)y 3) & s¥Bja—B;jB.

De 3), tenemos que 4) &, sk Bjay 5) &, s# Bjf.

De 5), se sigue que existe s’ de £tal que <s,s">€ERBj y 6) &, s'¥.
De 4), como < s, s’>€RBj, se sigue que 7) &, s’Ea.

De 6) y 7), tenemos que 8) &, s'¥ a—f.

De 8), como < s, s">€RBj, se sigue que 9) &, s ¥Bj(a—[3)!

Pero 9) se contradice con 2). Por lo tanto,

EOKBj(a—p)—( (Bja—BjB).

EOK Bja——Bj—a.

Prueba por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe una OK & RIB-interpretacion £y existe s de £ tal que:

1) &€, s¥Bja——Bj—a. De esta suposicion se sigue que:

2) € sE=Bjay 3) &, s¥EABj—a.

De 3), tenemos que 4) &, seBj—a.

Como RB; es serial se tiene que 5) existe s’ de £ tal que < s, s">€ERB;.
De 5) y 2), se sigue que 6) &, s’=a.

Ahora, de 5) y 4), tenemos que 7) &, s’E—a. De esto se sigue que:
8) &, s’#al Pero 8) se contradice con 6). Por lo tanto,

EOK Bja——Bj—a.
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EOKB;a—K;Bja

Prueba por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe una estructura OK & RIB-interpretacion £ y existe s de £ tal

que:

1) &, s¥ Bja—K;jBja. De esta suposicién se sigue que:

2) € sEBja y 3) &, s¥KjBja.

De 3), se sigue que existe s’ de Etal que <s, s">€Rj y 4) &, s'¥Bja.

De 4), se sigue que existe s” de Etal que <s’, s">€RB; y 5) &, s”"Ka.

Como < s, s">€Rj y < s, s">€RB;, tenemos, por condicion (7) de nuestra
definicion de una OK E RIB-interpretacion, que < s, s”">€RB;. De esto y 5), se
sigue que:

6) &, s#¥Bja! Pero 6) se contradice con 2). Por lo tanto,

=K Bja—K;B;ja.

EOK B;a—BjKja

Prueba por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe una OK & RIB-interpretacion y existe s de £ tal que:

1) &, s¥ Bja—BjKja. De esta suposicién se sigue que:

2) g sEBja y 3) &, s¥BjKja.

De 3), se sigue que existe s’ de £ tal que < s, s">€RB;j y 4) £, s'¥Kja.

De 4), se sigue que existe s” de Etal que < s’,s">€ERj y 5) &, s"H#a.

Como < s, s">€RBj y < §’, s”">€R;, tenemos, por condiciéon (8) de nuestra
definicion de una OK E RIB-interpretacion, que < s, s”>€RB;. De esto y 5), se
sigue que:

6) &, s#¥Bja! Pero 6) se contradice con 2). Por lo tanto,

FOKBja—BjKja
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Ya que se ha probado que los axiomas de OK & RIB son férmulas OK & RIB-
validas, probemos que sus reglas de inferencias preservan OK & RIB-validez20l. Las
reglas de inferencia de OK & RIB son MP (Modus ponens) y KG (Generalizacion del
conocimiento). Sabemos que el Modus ponens es una forma de razonamiento correcto,
I e, preserva verdad y, por tanto, preserva también OK & RIB-validez. Respecto a si la

regla KG preserva OK & RIB-validez, considérese la siguiente prueba.

Sea a una 4 de Zkst. q. F%%a y sean £ una OK & RIB-estructura cualquiera y s un

estado cualquiera de €.

Si aplicamos a a la regla KG, obtendremos la formula Kja, con j= 1, ..., n. Como % q,

tendremos que, &€, sEKja, pues &, s’Fa para cualquier s’ de £ tal que <s. s">€R;. Como s
es un estado cualquiera de &, tenemos, por definicién de OK E RIB-verdad, que EEKja.
Pero como £ es una OK & RIB-estructura cualquiera, tenemos, por definicién de OK &

RIB-validez, que E9XKja. Por lo tanto, la regla KG también preserva OK & RIB -validez.

Ahora que se ha establecido que todos los axiomas del sistema OK & RIB son
formulas OK & RIB-validas y que sus reglas de inferencia preservan OK & RIB-validez,

probemos el metateorema de correccién para este sistema.

Metateorema de correccién para OK & RIB

Sea ¢ una ¢4 cualquiera Zxs.
Si FOKp, entonces E%K (.
Demostracion
Demostracion por induccién matematica sobre el nimero m de pasos de la

demostracion de .

201 1,0 que viene a continuacién en este apartado es esencialmente una transcripcién, con las
modificaciones pertinentes, de la prueba del metateorema de correccién para el sistema K que presenté
en el capitulo IL. Pese a ello, resolvi incluir aqui dicha transcripcién para evitar que el lector se remita al

capitulo en cuestion.
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Base: m=1 (la demostracién de o tiene un renglén)
Entonces ¢ se demuestra en un paso. Por lo tanto, ¢ es un axioma de OK & RIB (A1-
KB3). Pero sabemos que todo axioma de OK & RIB es una formula OK & RIB-valida. Por

lo tanto, EOK .
m= n, para n>1 (la demostracién de ¢ consta de n renglones, con n>1)

HI: El metateorema vale para todas las formulas que aparecen en los renglones

anteriores a n.
P.D. El metateorema vale para ¢ (que aparece en el renglon n).

Hay tres casos para ¢: ¢ es axioma de OK & RIB, es consecuencia de anteriores

por MP, o bien, es consecuencia de anteriores por KG.
Caso 1: es axioma de OK & RIB. Se procede igual que en la base.

Caso 2: o es consecuencia de anteriores por MP. Entonces ¢ se obtuvo, por MP, de
las formulas a—@ y a, que aparecen en renglones anteriores de la demostracion.
Por consiguiente, a estas dos formulas les podemos aplicar HI, de modo que 9K
a—>@y E% a. Como laregla de inferencia MP preserva OK & RIB-validez, tenemos
que =% .

Caso 3: @ es consecuencia de anteriores por KG. Entonces ¢ es de la forma Kja y
se obtuvo, por KG, de la formula o, que aparece en un renglén anterior de la
demostracion. En consecuencia, a esta férmula se le puede aplicar HI, de forma
que tenemos que 9K a. Como la regla de inferencia KG preserva OK & RIB-

validez, tenemos que=9K .

De la base y los casos 1-3, se sigue, por principio de induccion matemdtica completa

(PIMC), que:
Si FOK ¢p, entonces E%K .

Ahora que hemos probado el metateorema de correccion para OK & RIB, i e,

que todos sus teoremas son OK & RIB-validos, estamos en condiciones de probar que
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no toda instancia del esquema Kja—Bja, asi como no toda instancia la paradoja del
creyente perfecto (BjKja—Kja), es teoremas de este sistema. Para ello bastara con
mostrar que alguna de sus instancias no es OK & RIB-valida. Probemos que las férmulas

Kip1—Bip1 (instancia de Kja—Bja) y BiKip1— Kip1 (instancia de BjKja—Kja) no son OK

& RIB-validas.

#OKKip1—Bip1

Considérese la siguiente OK & RIB-interpretacion para Zks.

5= <S, T, Rl, ey Rn, RBl, . RBn >,

S={r, s}
m: L—> P(S)

m(P)=0, para toda letra proposicional {, excepto la letra proposicional p1.

m(p1)={r}

Rj={<r, r>, <s,5s>},conj=1,..,n

RBj= {<r, s>, <s,s>},conj=1, .., n

Prueba:
Comoremn(p1) y s¢mn(p1), tenemos,

respectivamente, por clausula 1 de

nuestra definicion de
satisfacibilidad:

1) E rEp1y

2) &, sip1.

Dadas R1 y RB1, de 1) y 2) se sigue,
por clausula 4 y 5 de nuestra
definicion de  satisfacibilidad,
respectivamente, que:

3) E r=Kip1ry

4) €, r¥Bip1.

De 3) y 4) se tiene, por clausula 3
de  nuestra  definicion de
satisfacibilidad:

6) &, ri¥ Kip1—Bip1.

Por lo tanto, dada nuestra
definicion de OK & RIB-validez:
#OKKip1—Bip1.
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Tal prueba muestra que la formula BiKipi— Kipi, que es una instancia del
esquema Kja—Bja, no es OK & RIB-valida. En consecuencia, por el metateorema de
correccidn, #9KB;Kip1— Kip1. Por tanto, no toda instancia del esquema en cuestion es

teorema del sistema OK & RIB.

#OKB;Kip1— Kip1
Considérese la siguiente OK & RIB-interpretacion para Zks.
E=<S,m, Ry, ..., Ry, RBy, ..., RBy >.
S={r, s}
m: L—>P(S)
m(Y)=0, para toda letra proposicional {, excepto la letra proposicional p1.
m(p1)={s}
Rj={<r,r>, <s,s>},conj=1,..,n
RBj= {<r1, s>, <s,s>},conj=1,..n

Prueba:
Como rém(p1) y s€n(p1), tenemos,

respectivamente, por clausula 1 de

nuestra definicion de
satisfacibilidad:

D g ri#pry

2) &, sEp1.

Dada Ri, de 1) y 2) se sigue,
respectivamente, por clausula 4 de
nuestra definicion de
satisfacibilidad:

3) & r¥Kip1y

4) g, seKip1.

Dada RBi, de 4) se sigue, por
cldusula 5 de nuestra definicién de
satisfacibilidad:

5) € re=BiKipa.

De 5) y 3) se tiene, por clausula 3
de  nuestra  definicion de
satisfacibilidad:

6) & r#Bi1Kip1— Kip1.

Por lo tanto, dada nuestra
definicion de OK & RIB-validez:
#OKB1K1p1— Kip1.

Esta prueba muestra que la férmula B:Kip1— Kipi, que es una instancia de la

paradoja del creyente perfecto, no es OK & RIB-valida. En consecuencia, por el
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metateorema de correccién, #O9K B;Kipi—» Kipi. Por tanto, no toda instancia de la

paradoja del creyente perfecto es teorema del sistema OK & RIB.

A3.2. Metateorema de correccidon para KB-{D"}

Definicion de una KB-{DB}-interpretacion para ks

Una KB-{DB}-interpretacion (Eks-(pB}) para ks es un tuplo:
Exs-ipBy= <S§, 1, Ry, ..., Ry, RBy, ..., RBy >,

Donde:

1) S#@ S es un conjunto no vacio (Ilamado el conjunto de estados s de Exs-(pb}).

2) m: L—»P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de Zks (11(pi) €S).

3) Para cadaj=1, ..., n, RiE€S? y RB;CS2, 19 1
4) Para cada j=1, ..., n, Rj es una relacién de equivalencia.

6) RBCR,.

7) Para cualesquiera s, t, u€s, si <s, t>€R; y <t, u>€RBj, entonces <s, u>€RB5;202,
Definicion de KB-{DB}-verdad para .¢xs

Las clausulas para KB-{DB}-satisfacibilidad son, mutatis mutandis, 1las mismas que para

la semantica del sistema OK & RIB.
Sea o cualquier ¢ de Lks.

Definicion de KB-{D®}-verdad:

202 Una KB-{DB}-interpretacion se obtiene a partir de una KB-interpretacién (de una interpretacién para

el sistema KB) al remover de ésta la condicién 5): Para cada j=1, .., n, R5 es una relacion serial y

euclidiana.



o es verdadera en una KB-{DB}-interpretacidn £ sii para todo estado sde £ se tiene que

&, sko.
Notacion: EEo

Definamos ahora lo que significa que o sea una féormula KB-{DB}-valida de nuestro

lenguaje.

Definicion de KB-(D®}-validez:

o es KB-{DB}-valida sii para toda KB-{DB}-interpretacidon £se tiene que E=o
Notacion: ={Pblg

Con esta esta semantica, obtendremos el metateorema de correccién para la teoria KB-

{D".

Metateorema (correccién para KB-{D"})

Todo teorema de KB-{D"} es KB-{DB}-valido.

Una vez mas, probaremos esta afirmacion estableciendo que todos los axiomas de KB-
{D"} son KB-{DB}-validos y que sus reglas de inferencia preservan KB-{DB}-validez.

Téngase en cuenta que los axiomas y reglas de inferencia de KB-{D8} son:

Axiomas de KB-{D"}

Sean a, By y ¢4 ‘e cualesquiera de ks y sea j=1, ..., n.

Al: a—=(B-),

A2: (a=>(B~7)) = ((a=B)—(a—y)),

A3: (ma==p) = ((ma-p)—a),

K: Kj(a—) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],

T: Kja—« [Propiedad de conocimiento],

A5: =Kja—Kj—=Kja [Propiedad de introspeccién negatival],
KB: Bj(a—f) = (Bja—BjB) [Axioma K para creencia],

KB1: Kja—Bija,

KB2: Bja—K;jBja.
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Reglas de inferencia de KB-{D"}

Sean ay 3 #4 ‘e cualesquiera de Lks.

MP: Si +{Pb} o y + (Pb} a— 3, entonces +f [ Modus ponens| y

KG: Si + {Pb} o, entonces + PP} Kiat [Generalizacién del conocimiento].

A excepcion del axioma KB1, para la prueba de que los axiomas de la teoria KB-
{D"} son KB-{DB}-validos se procede de la misma manera que en el caso de los axiomas
del sistema OK & RIB. Por consiguiente, unicamente resta probar que el axioma KB1:

Kja—Bja es KB-{DB}-valido también.
(Db} Kia—Bja

Prueba por reduccién al absurdo.
Supongamos que existe una KB-{DB}-interpretacion £y existe s de £ tal que:
1) &€, s¥Kja—Bja. De esta suposicidn se sigue que:
2) € seKja y 3) &, s¥Bja.
De 3), se sigue que 4) existe s’ de Etal que <s,s’>€ERBj y 5) &, s'F#a.
Como RBjCR;, de 4) se tiene que:
6) <s,s’>€R;. De 6) y 5) se sigue que 7) &, s¥Kja!
Pero 7) se contradice con 2). Por lo tanto,

(Db} K;a— Bja.

Para establecer que las reglas de inferencia de KB-{DB} (MP y KG) preservan KB-
{DB}-validez, asi como para probar el metateorema de correcciéon para este sistema, se

procede de la misma forma que para la teoria OK & RIB.

De lo anterior se sigue que:

Si Db} p, entonces ={Pb} p.

Una vez mads, emplearemos el metateorema de correccién para probar que
ciertas formulas no son teoremas del sistema KB-{D"}; probaremos que no toda

instancia de los esquemas de féormulas Bja—=—Bj—a y =Bj(aA—a), asi como no toda
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instancia de la paradoja del perfecto creyente, es teorema de esta teoria. Para ello,
probemos que las férmulas Bipi—~-Bi—p1 (instancia de Bja—-Bj—a), =B1(p1A—p1)
(instancia de —=Bj(aA—a)) y B:Kipi— Kip: (instancia de la paradoja del creyente

perfecto) no son KB-{DB}-validas.

#(Db} Bip1—»—=B1-p1
Considérese la siguiente KB-{DB}-interpretacion para Zks.
E=<S,m, Ry, ..

S={r}
m: L—»P(S)

9 Rn, RBL ey RBn >.

m(Y)=0, para toda letra proposicional .
Rj={<r,r>},conj=1,..,n

RBj=@,conj=1,,.,n

Prueba:

Dada RBj, se tiene, por clausula 5
de nuestra  definicion de
satisfacibilidad:

1) & r=Bip1ry

2) E rEB1—p1

De 2) se tiene, por clausula 2 de
nuestra definicién de
satisfacibilidad:

3) Z, rt#—|Bl—|p1

De 1) y 2) se sigue, por clausula 3
de  nuestra  definicion de
satisfacibilidad:

5) € rE= Bipi—=Bi—p1
Por lo dada

definicién de KB-{DB}-validez:

tanto, nuestra

#{Pb} Bipi—»>—=B1—p1.

Esta prueba muestra que la formula Bip1i—-B1-p1, que es una instancia de la

férmula Bja—-Bj—a, no es KB-{DB}-valida. En consecuencia, por el metateorema de

correccion, #{Pb} Bip1——B1—p1. Por tanto, no toda instancia de la féormula en cuestiéon

es teorema del sistema KB-{D"}.

i %E 08 —|B1(p1/\—|p1)

Empleemos la interpretacion anterior para probar esta afirmacion.
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Prueba:
Dada RBj, se tiene, por clausula 5
de nuestra definicion de

satisfacibilidad:

1) € r=Bi(piA—p1).

De 1) se tiene, por clausula 2 de

nuestra definicién de
satisfacibilidad:

2) & r¥—=Bi(p1A—p1).

Por lo tanto, dada nuestra

definicién de KB-{DB}-validez:
#Db} —B1(p1A—p1).

Tal prueba establece que la formula —B1(pi1A—p1), que es una instancia de la

formula —Bj(an—a), no es KB-{DB}-vdlida. En consecuencia, por el metateorema de

correccidn, 1+{Pb} 4B1(p1A—p1). Por tanto, no toda instancia de la férmula en cuestién es

teorema del sistema KB-{D"}.

#{Db} B;K1p1— Kip1

Probemos esta afirmacién empleando una vez mas la interpretacion inicial.

Prueba:

Como rém(p1), tenemos, por
clausula 1 de nuestra definicién de
satisfacibilidad:

1) &, ripa.

Dada Ri, de 1) se sigue, por
clausula 4 de nuestra definicion de
satisfacibilidad:

3) & r#Kip1.

Dada RBi, de 3) se tiene, por
clausula 5 de nuestra definicion de
satisfacibilidad:

4) g, reB1Kip1

De 4) y 3) se sigue, por clausula 3

de nuestra definicion de

satisfacibilidad:
5) € r=BiKip1i— Kip1
Por lo tanto, dada nuestra

definicién de KB-{DB}-validez:
#(0b} B1Kip1— Kip1

La prueba anterior establece que la formula B;Kip1— Kip1, que es una instancia

de la paradoja del creyente perfecto, no es KB-{D"}-valida. En consecuencia, por el
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metateorema de correccién, KPP} B;Kip1— Kip:. Por tanto, no toda instancia de la

paradoja del creyente perfecto es teorema del sistema KB-{D"}.

A3.3. Metateorema de correccién para KB

Definicion de una KBFG-interpretacion para Zks

Una KBPG-interpretacion (EksP¢) para .Zxks es un tuplo:
ExsP6= <S§, m, Ry, ..., Ry, RBy, ..., RBy >.

Donde:

1) S#@ S es un conjunto no vacio (Ilamado el conjunto de estados s de ExsF%).

2) m: —» P(S) m es una funcién que va de L al conjunto potencia de S, donde L

es el conjunto de letras proposicionales de Zks (1(pi) €S).

3) Para cada j=1, ..., n, RjES? y RB;CS2, 19 6
4) Para cada j=1, ..., n, Rj es una relacidn reflexiva.

5) Para cada j=1, .., n, RBj es una relacién serial y euclidiana.

6) RBCR,.

7) Para cualesquiera s, t, u€s, si <s, t>€RB; y <t, u>€R;, entonces <s, u>€RB;.
Definicion de KBF6-verdad para Zks

Las clausulas para KBPG-satisfacibilidad son, mutatis mutandis, las mismas que para la

semantica del sistema OK & RIB.
Sea o cualquier 4 de Lks.
Definicion de KB*9-verdad:

o es verdadera en una KBPG-interpretacion £ sii para todo estado s de £ se tiene que &,

SFo.

Notacion: EEo



Definamos ahora lo que significa que o sea una féormula KBPG-vilida de nuestro

lenguaje.

Definicion de KB?9-validez:

o es KBPG-valida sii para toda KBPG-interpretacidon Ese tiene que Eko

Notacion: EPGo

Con esta semantica, obtendremos el metateorema de correccién para la teoria KBPG,

Metateorema (correccion para KBFG)

Todo teorema de KBPG es KBPG-valido.

Al igual que en los sistemas anteriores, probaremos esta afirmacion
estableciendo que todos los axiomas de KB" son KBPG-validos y que sus reglas de
inferencia preservan KBPG-validez. Recuérdese que los axiomas y reglas de inferencia

de KB© son:

Axiomas de KB"©

Sean a, By y ¢4 ‘e cualesquiera de ks y seaj=1, ..., n.

Al: a—=(B-0a),

A2: (a=(B~7)) = ((a=B)—(a=y)),

A3: (ma=>=B) = ((ma—=B)—a),

K: Kj(a—) = (Kja—K;jB) [Propiedad de distribucién],
T: Kja—a [Propiedad de conocimiento],

KB: Bj(a—f3) —(Bja—B;B) [Axioma K para creencia],
DB: Bja——Bj—a [Axioma D para creencia],

KB1: Kja—Bija,

KB3: Bja—BjKja.

Reglas de inferencia de KB™

Sean ay 3 44 ‘e cualesquiera de Zks.
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MP: Si +PG oy + PG a—f3, entonces + PG 3 [ Modus ponens] y

KG: Si + PG a, entonces + PG Kia [Generalizacidn del conocimiento].

La justificacion de que los axiomas Al a T son KBPG-validos es basicamente la
misma que para el sistema OK & RIB. Ahora bien, para la prueba de que el axioma KB1
es KBPG-valido, se procede de manera idéntica a como se hizo en el sistema KB-{D"},
mientras que para probar que los axiomas DB y KB3 son KBPG-validos, que las reglas de
inferencia de KB (MP y KG) preservan KBPG-validez, asi como para probar el
metateorema de correccion para este sistema, se procede exactamente igual que para

la teoria OK & RIB.
De lo anterior se sigue que:
Si PG, entonces E PG.

Aligual que con los sistemas OK & RIB y KB-{D"}, emplearemos el metateorema
de correccién para KB*“ con la finalidad de establecer que determinadas férmulas no
son teoremas de este sistema. Probaremos que no toda instancia de los esquemas de
férmulas —Kja—Kj—=Kja (introspeccion negativa), BjKja—Kjo (paradoja del creyente
perfecto) y Bja—a (paradoja de la infalibilidad) es teorema de KB"“. Con este proposito,
probaremos primero que sus instancias respectivas =Kip1—=Ki1—Kip1, BiKip1—»Kip1 y

Bip1—p1 no son KBPG-validas.

#PG—Ki1p1—=Ki1-Kip1
Considérese la siguiente KBPG-interpretacion para .Zxs.
E=<S,mRy, .., Ry, RBy, ..., RBy >.
S={r, s}
: L—>P(S)
m(Y)=0, para toda letra proposicional {, excepto la letra proposicional p1.
m(p1)={s}
Rj= {<r, r>, <s,s>, <r,s>},conj=1, .., n
RBj= {<r, s>, <s,s>},conj=1, .., n
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Prueba:

Como ré¢mn(p1) y s€mn(pi),
tenemos, respectivamente,
por cldusula 1 de nuestra
definicién de
satisfacibilidad:

D) g ri¥pry

2) &, sEp1.

Dada Rj, de 1) y 2) se sigue,
respectivamente, por
clausula 4 de nuestra
definicion de
satisfacibilidad:

3) & r¥Kip1y

4) g, seKip1.

De 3) y 4) tenemos,
respectivamente, por
clausula 4 de nuestra
definicién de satisfacibilidad:
4) g r==Kip1ry

5) &, s¥—Kip1.

Dada Ri1, de 5) se sigue, por
clausula 4 de nuestra
definicién de satisfacibilidad:
6) &, ¥ K1—Kip1

De 6) y 4) se tiene, por
clausula 3 de nuestra
definicion de satisfacibilidad:
6) &, r¥E—Kip1—=Ki—=Kip1.

Por lo tanto, dada nuestra
definicion de KBPG-validez:

#P6—K1p1—»Ki1—=Kip1.

Esta prueba muestra que la formula —Kip1—Ki1—=Kip1, que es una instancia del
esquema —Kja—Kj=Kja, no es KBPG-valida. En consecuencia, por el metateorema de

correccion, #P6—Kip1—Ki—=Kip1. Por tanto, no toda instancia del esquema en cuestion

es teorema del sistema KB"°.

#PGB;K1p1—Kip1

La interpretacion anterior nos permite probar también esta afirmacidn.
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Prueba:

Como r¢mn(p1) y s€n(p1), tenemos,
respectivamente, por clausula 1 de
nuestra definicién de
satisfacibilidad:

D) g ri¥pry

2) &, sEp1.

Dada Ri, de 1) y 2) se sigue,
respectivamente, por clausula 4 de
nuestra definicion de
satisfacibilidad:

3) & r¥Kip1y

4) &, seKip1.

Dada RBi, de 4) se sigue, por
clausula 5 de nuestra definicion de
satisfacibilidad:

5) €, r#BiKip:

De 5) y 3) se tiene, por clausula 3
de nuestra  definicion de
satisfacibilidad:

6) &, r#¥Bi1Kip1—=Kip1.

Por lo tanto, dada nuestra
definicion de KBPG-validez:

#PG B1K1p1—Kip1.

Esta prueba muestra que la férmula B;Kip1—Kip1, que es una instancia de la
paradoja del creyente perfecto, no es KBP6-valida. En consecuencia, por el metateorema
de correccion, PG B;Kip1—»Kipi. Por tanto, no toda instancia de esta paradoja es

teorema del sistema KB"°.

#PG B1p1—p1

Emplearemos la misma interpretacidon que para las dos afirmaciones anteriores.
Prueba: Dada RBi, de 2) se sigue, por
Como rém(p1) y s€n(p1), tenemos, clausula 5 de nuestra definicién de

respectivamente, por clausula 1 de satisfacibilidad:

nuestra definicion de 3) & rEBip:

satisfacibilidad: De 3) y 1) se tiene, por clausula 3
1) ErEpry de nuestra  definicién  de
2) &, sEp1. satisfacibilidad:

6) &, ¥ Bip1—p1.
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Por lo tanto, dada nuestra
definicién de KBPG-validez:

#PG Bip1—p1.

La prueba anterior muestra que la formula Bipi1—ps1, que es una instancia de la
paradoja de la infalibilidad, no es KBPG-valida. En consecuencia, por el metateorema de
correccion, PG Bip;—p1. Por tanto, no toda instancia de esta paradoja es teorema del

sistema KB"°.

201



Referencias bibliograficas

Alfred Jules Ayer, The Problem of Knowledge, Macmillan, London, 1956.

Aristételes, Metafisica, Trad. Valentin Garcia Yebra, Gredos (Ed.), Madrid, 1970.

--------------- , “Tépicos y Sobre las refutaciones sofisticas”, en 0rganon, Vol. 1, Ed. y Trad.

M. Candel Sanmartin, Gredos (Ed.), Madrid, 1988.

Feldman, Richard, “Skepticism (I)”, Epistemology, New Jersey, Prentice Hall, 2003.

Freund, Max, “Logica epistémica”, en Enciclopedia iberoamericana de filosofia
(Volumen 7), Trotta (Ed.), 1995.

Kant, Immanuel, Ldgica. Acompanada de Una Seleccion de Reflexiones del Legado de
Kant, Akal (Ed.), Madrid, 2001.

M. Gabbay y Wood J. (ed.), Handbook of the history of logic (vol 7), M. Gabbay y Wood
J. (Editores), 2006.

Platén, Mendn, Trad. J. Calonge, Gredos (Ed.), Madrid, 1983.

Radu J. Bogdan (ed.), Jaakko Hintikka, D. Reidel Publishing Company. 1987.

Rosenhouse, Jason, The Monty Hall Problem: The Remarkable Story of Math's Most
Contentious Brainteaser, Oxford University Press, New York, 2009.

Villoro, Luis, Creer, saber, conocer, Siglo XXI (Ed.), México, 1989.

Wolfgang, Lenzen, Recent work in epistemic logic, Acta Philosophica Fennica, 30:5-219,

1978.

202



AN\

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

ACTA DE EXAMEN DE GRADO

“No. 00408
Matricula: 2163800531

”

N

Consideraciones .en’torno a
la LogicarEplstémica.

ceee

<
«
%

ADAN'CONTRERASQUINTERO

ALUMNO

Con baserienila Legislacién 'de “la . Universidad Auténoma
Metropolitana; én-la Ciudad de México se.presentaron-a las
13:00 horas' .del .dia, 2 del mes de;marzo del ano 2021 POR
VIA REMOTA' ELECTRONTICA, 1los suscritos miembros.del’jurado
designado por la‘'Comisioéon del Posgrado: /

DR. 'JOSE ‘MARCOS NICOLAS :JAVILER.DE TERESA/OCHOA
DR. \JOSE .JORGE/ MAX ' FERNANDEZ DE/CASTRO TAPIA

DR. {VICTOR ,CANTIERO /FLORES' | / ;
DRA. YOLANDA. MAGDA TORRES FALCON

Bajo la Presidencia .idel primero Y. lacon caracter de

Secretaria . la tltima,
de Grado cuya
obtencién’ del "grado de:

MAESTRO . EN. HUMANIDADES

DE: ADAN. CONTRERAS QUINTERQ

yiide acuerdo con
Reglamento . de
Autiénoma Metropolitana,
resolwvieron:

APROBAR

denominacion

Estudios

Se /reunieron para proceder ‘al Examen
aparece . al / margen; para .la

(EILOSOFIA)

78, £fracedidn [ IIT. del
Superioreés de'. Ya,Universidad
los miembros; del’ ; jurado

el articulo!

Acto continuo, el
interesado el
aprobatorio,

presidente del
resultado . de /ila
Ie fue, tomada la’ protesta,

Jurado comunicédiial
evaluacién' .y, .en ‘‘caso

DIRECTOR DE LA DIVISION DE CSH

DR:JUANMANUEL

RRERA CABALLERO

PRESIDENTE &

VAN A MO

DR. JOSE MARCOS NIC!
TERESA@CHOA

JAVIER DE

CASTROQ TAPIA

VOCAL

{ b :
{ ER. .Wc é: EANTERO FLORES DRA. YOLAND DA

SECRETARIA

FALCON

203



