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Resumen

La concentracion de glucosa en el torrente sanguineo es un indice importante sobre el
buen funcionamiento del sistema fisiolégico. Normalmente, la glucosa se obtiene del pro-
cesamiento digestivo de comidas, y es absorbida a través de la pared intestinal hacia el
torrente sanguineo y transportada a través del sistema vascular a las células, donde, con
ayuda de la insulina, ingresa a éstas para ser utilizada como la principal fuente de energia.
Bajo condiciones saludables, la concentracion de glucosa en plasma aumenta después de
las comidas y disminuye a niveles basales en las horas posteriores a la ingesta. La diabetes
es una condicién metabdlica inducida por el mal desempeno de los islotes de Langerhans,
que se ve reflejado en la produccion deficiente de insulina, lo que conduce a la falla par-
cial o total de la regulacion de la glucosa en el torrente sanguineo. Se ha dedicado una
gran cantidad de trabajo experimental a obtener informacién valiosa sobre los origenes y
consecuencias de la diabetes, asi como para tratar de identificar cuando un individuo es
propenso a desarrollarla. Estos esfuerzos se han complementado con modelos matemati-
cos para describir las interacciones glucosa-insulina. Dichos modelos son propuestos y sus
parametros ajustados a los datos clinicos de los trabajos de laboratorio mediante técnicas

de optimizacion.

Contar con modelos adecuados capaces de presentar la dindmica de glucosa en sangre en
condiciones reales, y que permitan incorporar mediciones de glucosa e insulina tanto en
torrente sanguineo como en fluido intersticial, sera 1til en la implementacién de esquemas
de control simples orientados al estudio de la dosificacién exégena de insulina en pacientes

con diabetes. El presente trabajo consta del estudio de tres modelos sobre las dindmicas
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glucosa-insulina. El primer estudio, presentado en el Capitulo 3, trata sobre la blisqueda de
parametros del modelo de Bergman mediante un algoritmo genético de optimizacién que
ajusta el modelo a datos clinicos (tomados de la literatura) obtenidos mediante una prueba
de tolerancia a la glucosa. El segundo estudio presentado en el Capitulo 4 se hace sobre el
modelo de Hovorka, cuya estructura permite explorar la incorporacion de un esquema de
control en cascada y finalmente, en el Capitulo 5 se propone un modelo cuya estructura
permite incorporar informacion sobre mediciones de glucosa e insulina tanto en plasma
como en fluido intersticial, disponibles actualmente gracias al desarrollo de dispositivos

capaces de medir dichas concentraciones en relativamente poco tiempo.
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Capitulo 1

Introduccion

La concentracion de glucosa en el torrente sanguineo es un indice importante sobre el
buen funcionamiento del sistema fisiolégico. Normalmente, la glucosa se obtiene del pro-
cesamiento digestivo de comidas (principalmente carbohidratos), absorbidos a través de la
pared intestinal hacia el torrente sanguineo y transportado a través del sistema vascular a
las células para ser utilizado como la principal fuente de energia. Bajo condiciones saluda-
bles, la concentraciéon de glucosa en plasma aumenta después de las comidas y disminuye a

niveles basales de aproximadamente 800-1200 mgL~! en las horas posteriores a la ingesta
[1].

La accion de la insulina y el glucagon regulan el nivel de glucosa en el torrente sanguineo
dentro de los niveles normales. En particular, se libera glucagén para aumentar los niveles
de glucosa ante concentraciones bajas (es decir, hipoglucemia). Por otro lado, los niveles
altos de glucosa desencadenan liberacién de insulina de los islotes de Langerhans en el
pancreas, que actia como facilitadora en el proceso de transporte de glucosa desde el
liquido intersticial hacia el interior las células. La produccién deficiente de insulina y
glucagén pueden provocar condiciones peligrosas que amenazan la integridad de la salud
humana. La hiperglucemia (niveles de glucosa en plasma superior a unos 1800 mg L™1)

aumenta el riesgo de paro cardfaco, insuficiencia renal y accidente cerebrovascular [2]. Por
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otro lado, eventos de hipoglucemia severa (niveles de glucosa por debajo de 500 mg L™1)

estdn ligados a coma diabético e insuficiencia del funcionamiento cerebral [3].

La diabetes es una condiciéon metabdlica inducida por el mal desempeno de los islotes de
Langerhans, lo que conduce a la falla parcial o total de la regulacién de la glucosa en el
torrente sanguineo. La diabetes tipo 1 es una enfermedad originada cuando el pancreas es
incapaz de producir los requerimientos necesarios de insulina. Por otro lado, la diabetes
tipo 2 es una condicion compleja en la que la insulina no puede reducir los niveles de

glucosa (es decir, se presenta resistencia a la insulina)[4].

Se ha dedicado una gran cantidad de trabajo experimental a obtener informacién valiosa
sobre los origenes y consecuencias de la diabetes [5]. Asi como para tratar de identificar
cuando un individuo es propenso a desarrollarla [6]. Estos esfuerzos se han complementado
con modelos matematicos para describir las interacciones glucosa-insulina. Dichos modelos
son propuestos y sus pardmetros ajustados a los datos clinicos de los trabajos de laboratorio

mediante técnicas de optimizacion [7].

En particular, el modelado matematico es una herramienta valiosa para guiar el diseno de
estrategias de control retroalimentado para tratar la diabetes tipo 1 a través del suministro
exogeno de insulina. Algunos de los modelos planteados para describir las interacciones
glucosa-insulina en el plasma son el modelo de Bolie et al. [8], que es el modelo més
simple y consta de dos ecuaciones, una para describir la dinamica de glucosa promedio y
otra para la descripcién de la insulina. Bergman et al. [9], partieron de un esquema de dos
compartimentos para desarrollar un modelo de tres estados, conocido como modelo minimo
(MM), que involucra las concentraciones de glucosa e insulina en plasma. Como es descrito
por Parker et al. [10], el modelo de Sorensen involucra 19 ecuaciones diferenciales para
describir la dinamica de insulina, glucosa, y comidas. El modelo propuesto por Hovorka et
al. [11] parte de dos compartimentos para la glucosa y un compartimento para insulina. El
enfoque de Tolic et al. [12], considera una tnica concentraciéon de glucosa para plasma y
liquido intersticial, asi como concentraciones individuales de insulina para plasma y fluido

intersticial. El simulador UVA /Padova implica un gran conjunto de relaciones algebraicas
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y ecuaciones diferenciales para la dinamica de la insulina, la glucosa y los carbohidratos
[13], v ha sido aprobado por la administracién de alimentos y medicamentos de los Estados

Unidos de América (FDA) como sustituto de los ensayos con animales.

Los modelos matematicos de la dindamica de la insulina-glucosa se han utilizado como
punto de partida para desarrollar estrategias de control retroalimentado para tratar la
diabetes tipo 1. La representacién de las interacciones insulina-glucosa més bdsicas (por
ejemplo, la dindmica dominante) en general son suficientes para analizar la estabilidad y el
rendimiento de los sistemas controlados por retroalimentacién. En este sentido, el modelo
de Bergman es el modelo méas utilizado debido a su simplicidad y reducido ntimero de
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, Dua et al. [14] utilizaron algoritmos de programacién
paramétrica para obtener la dosis éptima de insulina para el manejo de la diabetes tipo
1. Herndndez et al. [15] propusieron una estrategia de control de modos deslizantes de
tercer orden para regular la concentracién de glucosa en plasma. Farahmand et al. [16]
analizaron en el modelo de Bergman y en el modelo de Tolic el desempeno de controladores
difusos que tienen en cuenta las no linealidades. Garcia-Tirado et al. [17] ampliaron el MM
con una descripcién de los requisitos de energia inducidos por el ejercicio para explorar
el rendimiento de controles de modelo predictivo. Khodakaramzadeh et al. [18] usaron
un controlador subdéptimo no lineal, lo que conduce a un fuerte compensacién entre la

agresividad de la accion de control y la dinamica de la glucosa postprandial.

El presente trabajo consta del estudio de tres modelos sobre las dindmicas glucosa-insulina.
El primer estudio, presentado en el Capitulo 3, trata sobre la biisqueda de parametros del
modelo de Bergman mediante un algoritmo genético de optimizacion que ajusta el modelo
a datos clinicos obtenidos mediante una prueba de tolerancia a la glucosa. El segundo
estudio presentado en el Capitulo 4 se hace sobre el modelo de Hovorka, cuya estructura
permite explorar la incorporaciéon de un esquema de control en cascada y finalmente, en
el Capitulo 5 se propone un modelo cuya estructura permite incorporar informacién sobre
mediciones de glucosa e insulina tanto en plasma como en fluido intersticial disponibles

actualmente gracias al desarrollo de dispositivos capaces de medir dichas concentraciones
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en relativamente poco tiempo.

1.1. Hipdtesis

Contar con modelos que permitan incorporar mediciones de glucosa e insulina, tanto en
torrente sanguineo como en fluido intersticial, mejorara el desempeno de esquemas de
control simples (como control en cascada) orientados al estudio de la dosificacién exégena
de insulina en pacientes con diabetes. Por otra parte, el uso de un algoritmo genético para
la optimizacién de parametros en el modelo de Bergman brindara ajustes mas exactos que

los métodos de gradiente.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Estudiar dos modelos establecidos para la descripcién de interacciones glucosa-insulina
y desarrollar un modelo de dos compartimentos con estructura simple y adecuada para
la implementacién de estrategias de control retroalimentado, que involucre mediciones de

glucosa e insulina tanto en plasma como en fluido intersticial.

1.2.2. Objetivos particulares

= Presentar un resumen de los modelos existentes para la descripcion de las interac-

ciones glucosa-insulina

= Presentar el modelo de Bergman y el estudio de tolerancia a la ingesta de glucosa a
través de cual se plantea la estimacién de parametros para el modelo de Bergman

mediante un algoritmo genético
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= Estudiar la implementacién de un esquema de control en cascada en el modelo de Ho-
vorka, cuya estructura es compartida con algunos modelos propuestos por diferentes

autores

= Desarrollo de un modelo simple de dos compartimentos cuya estructura permite el
uso de mediciones de concentracién de glucosa e insulina, posibles en anos recientes

gracias al desarrollo de tecnologia.

1.2.3. Estructura de la tesis

En el siguiente capitulo se presenta un resumen de algunos de los modelos planteados
para la descripcion de las interacciones glucosa-insulina que se han desarrollado a lo largo
de los anos, de manera breve se expondra su estructura. En los capitulos siguientes se
presenta un analisis sobre la busqueda de pardmetros mediante un algoritmo genético
para el modelo de Bergman, y dada la estructura del modelo de Hovorka, se propone el
uso de un esquema de control en cascada para la regulaciéon de glucosa en plasma. En el
capitulo 5 se desarrolla un modelo simple de dos compartimentos cuya estructura permite
incorporar las mediciones de glucosa e insulina en plasma y fluido intersticial en el diseno

de controladores retroalimentados.



Capitulo 2

Modelos para la interaccion

Glucosa-Insulina

Como se mencioné brevemente en la introduccion, el uso de modelos matematicos para el
estudio de la dinamica de glucosa tiene una larga historia con modelos propuestos desde al
menos 1960 [8]. A continuacién, se presentan algunos de los mds representativos en orden
de su aparicién en la literatura. Se omite la presentacion de los modelos de Bergman y

Hovorka cuyo desarrollo se presenta en los capitulos siguientes, dedicados a su estudio.

2.1. Modelo de Bolie

En 1961, Bolie et al. [8] utilizaron un modelo de un compartimento para describir las inter-
acciones glucosa-insulina, éste consta de dos ecuaciones diferenciales para representar las
concentraciones promedio en el organismo y no hace diferencias entre las concentraciones

intravasculares y extravasculares, dicho modelo presenta la siguiente estructura;

v% =1 — F(X)+ F(Y) (2.1)
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V% =G — F(X,Y) + Fy(X,Y) (2.2)

donde X e Y son las desviaciones de las concentraciones fisiolégicas medias de insulina
y glucosa, I y G representan dosificaciones intravenosas de insulina y glucosa respectiva-
mente (éstas fueron introducidas para poder someter a perturbaciones al modelo). F(X)
y F5(X) son las tasas de produccién y destruccién de insulina, F3(X,Y) y Fy(X,Y) son
las tasas de acumulacién/remocion de glucosa por parte del higado y la utilizacién de esta
por las células. En dicho sistema se observa la dependencia de la glucosa con la insulina y

que ¢ésta se comporta de manera independiente a la primera.

2.2. Modelo de Sorensen

El modelo de Sorensen [19] es un modelo més complejo y completo (fisiolégicamente) que
considera la acciéon de mas érganos en el uso, producciéon y distribucién de la glucosa e
insulina. El modelo, basado en trabajos anteriores de Guyton et al. [20], divide el cuerpo en
seis compartimentos fisiologicos: (1) el cerebro que representa el sistema nervioso central,
(2) el corazén y el pulmoén, que representan los volimenes que se mezclan rapidamente del
corazén, el pulmén y las arterias, (3) la periferia, que incluye el sistema muscular y tejido
adiposo, (4) el intestino, (5) el higado y (6) los rifiones (Fig. 2.1). En dichos 6rganos se
consideran los subsistemas de glucosa e insulina por separado, con acoplamiento a través
de efectos metabdlicos. El modelo fue originalmente desarrollado para representar a un
sujeto sano utilizando 22 ecuaciones diferenciales no lineales incluyendo 3 ecuaciones para
describir la secrecién enddgena de insulina. Para simular un sujeto con diabetes tipo 1,
se omite el término de secrecion de insulina, lo que da como resultado un modelo que

comprende 19 ecuaciones diferenciales y 44 parametros [21].
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Figura 2.1: Esquema de Sorensen [19]
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Figura 2.2: Subsistema de Glucosa planteado por Fabietti et al. [22]
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2.3. Modelo de Fabietti

El modelo de Fabietti et al. [22] se basa en el MM propuesto por Bergman et al. [28] al
cual agregan un compartimento para la descripcion de la dindmica de glucosa intersticial.
El modelo consta de 5 ecuaciones diferenciales, una para la insulina subcutdnea y una
para su aparicién al torrente sanguineo, una ecuacién para un compartimento remoto
y dos ecuaciones para las dindamicas de glucosa en sangre e intersticio. Las ecuaciones

corresponden a los compartimentos presentados en las figuras (2.2) y (2.3).

Insulina subcutdnea ) Compartimento Insulina en Compartimento

subcutaneo plasma Remoto
A

Insufina intravenosa

Figura 2.3: Subsistema de insulina planteado por Fabietti et al. [22]

2.4. Modelo de Dalla Man

En 2007 Dalla Man et al. [23] desarrollaron un modelo para describir la dindmica de glu-
cosa después de ingerir alimentos, para el desarrollo del modelo se basan en los trabajos
de Vicini et al. [24] y Ferrannini et al. [25]. Los subsistemas corresponden con los compar-
timentos presentados en la Figura 2.4 y consideran cuatro ecuaciones diferenciales, una
para describir la glucosa en plasma, otra para la glucosa en los tejidos de lento equilibrio
como tejido adiposo y muscular, una ecuacion para la insulina en higado y otra para la

insulina en torrente sanguineo.

En este capitulo se presentaron algunos de los modelos propuestos para describir la dinami-
ca de glucosa en sangre, en algunos de ellos, sus autores parten de modelos més simples
de los cuales desarrollan sus esquemas enfocandose en las caracteristicas de interés en el
estudio que realizan. Ademas de los modelos presentados, existen otros modelos con ca-

racteristicas diferentes como el modelo de Cobelli et al. [26] que ademds de considerar la
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Figura 2.4: Subsistemas de glucosa e insulina utilizados por Dalla Man et al. [23]

insulina, también considera la concentracion de glucagon en el sistema y modelos como el
de Toli¢ et al. [12] que consideran la accién directa de insulina en la produccién de glucosa
por parte del higado o el modelo de Hovorka et al. [11] que analiza la accién de la insulina
en la distribucion, produccion y uso de glucosa. Dicho modelo junto con el de Bergman

son estudiados a continuacion.

10



Capitulo 3

Modelo de Bergman

Nomenclatura

G Concentracion de glucosa

X Accidn de insulina

I Concentracion de insulina

Gy Concentracion de glucosa basal
I, Concentracion de insulina basal

P, Pardmetro ligado a la tasa de sumi-
nistro/remocion de glucosa por parte del

higado

P, Pardametro ligado al decremento de la

accion de insulina

P3 Pardametro ligado al incremento en la

accion de la insulina

n Pardmetro ligado a la tasa de degrada-

11

cion de insulina
v Produccion de insulina pancredtica
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msulina pancredtica
ra entrada de glucosa al plasma
rr entrada de insulina al plasma
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Z desviacion de la insulina basal

Goue funcion auziliar para la glucosa ob-

tenida a través de datos clinicos
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tenida a través de datos clinicos
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En 1979, Bergman et al. [27] para evaluar la sensibilidad a la insulina en animales, pro-
pusieron siete modelos para describir las interacciones glucosa-insulina. Dichos modelos
fueron comparados por Bergman et al. en 1981 [28] y siguiendo una serie de criterios se-
leccionaron el més adecuado para representar dichas interacciones, el modelo propuesto
mas adecuado consta de tres ecuaciones de estado, una para representar la dindmica de
la glucosa, una para la insulina y una ecuacién para representar la acciéon de la insulina

localizada en un compartimento remoto.

La estructura simple del modelo de Bergman o modelo minimo (MM) permite la descrip-
cién de las dindmicas glucosa-insulina de manera adecuada, lo que lo ha hecho funcionar
como modelo de partida para numerosos estudios orientados a pruebas clinicas o mode-
lado matematico sobre niveles de glucosa; uno de los estudios que ha utilizado al modelo
de Bergman como base para su andlisis es el test de tolerancia a la ingesta de glucosa
(TTIG); del cual Pacini et al. [29] hace uso para el estudio de la sensibilidad a la glucosa
de mamiferos y mediante el cual realiza el calculo de los parametros del MM; sin embar-
go, dichos parametros presentan poca exactitud con respecto a los datos clinicos. Dado
que la finalidad de la prueba es conocer la sensibilidad sobre la glucosa, la cuestién mas
relevante una vez obtenidos los datos clinicos es el ajuste de los parametros del MM ya
que a partir de ellos se efectiia el andlisis. Diversos trabajos han propuesto metodologias
para realizar estas estimaciones, algunos de los trabajos mas recientes son el que realizo
Munir et al. [30], cuya metodologia utiliza una funcién que evalda la sensibilidad del MM
a los parametros a estimar a partir de la cual crea una funcién a minimizar, finalmente
la minimizacion la realiza con un algoritmo de Montecarlo empleando 1000 iteraciones.
Gallardo et al. [7, 31] utilizan un algoritmo genético para el ajuste a datos clinicos y a
modelos virtuales de ratas, la aproximaciones que obtienen presentan en promedio un error
de 10 mg/dL respecto a los datos obtenidos in vivo e in silico para los tiempos medidos,

lo que representa un buen ajuste pero que puede ser mejorado.

En este capitulo, se presentan dos formas integro-diferenciales del modelo de Bergman

que pueden ser utilizadas para la estimacion de parametros de dicho modelo, asi como un
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algoritmo genético util para dicha optimizacién. Por ultimo, se presenta un andlisis sobre
el uso de glucosa dependiente e independiente de insulina, donde se evidencia la relevancia
de contar con modelos cuyos parametros presenten un buen ajuste a datos clinicos en aras

de poder contar con diagndsticos certeros.

3.1. Estructura del modelo de Bergman

Ps Compartimento P,
_— I
remoto de insulina | - =
Iy
: X
4 - ©
\e\'\% Glucosa 4=
— | .
(i3]
P, a

Figura 3.1: Esquema del modelo de Bergman et al. [28] para la glucosa y la accidn de la

msulina

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran el esquema de compartimentos correspondiente a la glucosa
y la insulina del MM, y una variable que representa la accién de esta ultima. Siguiendo
el esquema de la Figura 3.1, para la dindmica de la glucosa y la accién de la insulina

Bergman et al. propusieron las siguientes ecuaciones diferenciales:

%’f) — —P(G(t) - Gy) — X(1)G(1) (3.1a)
P~ pX(0)+ P10) - 1) (3.1b)

donde G(t) es la concentracion de la glucosa, X (¢) la accién de la insulina que promueve
el uso de glucosa, P, es un parametro ligado con el suministro y remocién de glucosa

por parte del higado, P y P5 corresponden a la degradaciéon y aumento de la accion de

13
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la insulina. G} es la glucosa basal, es decir, la glucosa presente en torrente sanguineo en
condiciones de ayuno. Para la descripciéon de la dindmica de insulina (en una persona

saludable) plantearon la siguiente ecuacion:

d;_i” — [G(t) — Bt — nI(t) (3.2)

en la cual I es la insulina, v es una constante de segregacion de insulina que actia cuando
la glucosa esta por encima de un limite h y n esta relacionado con la tasa de degradacion

de insulina.

YIG(©) — Gplt | Compartimento de n
1 Insulina

Figura 3.2: Esquema del modelo de Bergman et al. [28] para la insulina

3.2. Dinamica de glucosa e insulina

Constante Valor Constante Valor
P 3.082x1072 min~! h 89.5 mg/dL
P 2.093x1072 min~! Gy 287 mg/dL
Py 1.062x107° L/mU min > Iy 130 mU/L
0% 33.5x107* mU/L dL/mg min~> Gy 90 mg/dL
n 0.3 min~! I, 7.3 mU/L

Tabla 3.1: Valores para los parametros de las ecuaciones 3.1 y 3.2, reportados por Pacini

et al. [29]

La Figura 3.3 muestra la dindmica de glucosa, insulina y la accién de esta en el uso de
glucosa. Las dinamicas corresponden a los pardmetros reportados por Pacini et al. [29] que

se muestran en la Tabla 3.1. Dichos parametros fueron calculados ajustando el modelo 3.1
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a datos clinicos mediante un método de gradiente (modificado debido a la no linealidad
del modelo) que los optimizd, partiendo de estimaciones iniciales calculadas mediante una

regresion a los primeros cinco datos de la dinamica de glucosa.

3 a)
S 200
E
(U]
100 A
0 25 50 75 100 125 150 175
=
0.005 -
s b)
E
x
0.000 1 ; ; ; ; ; ; ;
0 25 50 75 100 125 150 175
5 1001 C)
)
§ 50 -
0 25 50 75 100 125 150 175
min

Figura 3.3: Dinamicas de glucosa (G), acion de insulina (X ), e insulina (1)

Los datos en la Figura 3.3 corresponden a un sujeto después de haber sido sometido a una
ingesta de glucosa. Se puede observar que los niveles altos de glucosa dispararon los niveles
de insulina, que es liberada para facilitar el uso de la glucosa por el organismo a través del
transporte facilitado (ver figuras 3.3.a'y 3.3.c), dicha accién se observa en el incremento de
X(t), que aumenta para contrarrestar los niveles altos de glucosa y comienza a decrecer
después de aproximadamente 50 minutos, cuando la glucosa e insulina estédn cerca de sus

niveles basales.
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3.3. Modelo de Bergman para personas con diabetes

tipo 1

El ejemplo mostrado en la Figura 3.3, corresponde a una persona cuyo organismo tiene la
capacidad de regular la glucosa liberando insulina y a través del almacenamiento de ésta
en su higado como glucégeno, pero en enfermos con diabetes tipo 1, donde el pancreas
es incapaz de segregar la insulina necesaria, la alternativa es regular la glucosa mediante
la infusién exdgena de insulina [10]. En una persona con condiciones de insuficiencia en
la produccién de insulina, el término v estd por debajo de los valores normales. Para

representar este tipo de situaciones, las ecuaciones 1-3 se pueden reescribir como

%Et) = —P(G(t) — Gb) = X(1)G(t) + ra(t) (3.32)

B — —pxo)+ Pt - 1 o)
dI(t)  ri(t)

o~ v, U L) (3.3¢)

el sistema 3.3, visto como un problema de control, consisten en regular la dindmica de la
concentracion de glucosa G(t) aproximadamente a la concentracién basal G, manipulando
la tasa de infusién exégena de insulina r(¢). El sistema estd sujeto a perturbaciones
representadas por la tasa de infusion de alimentos 7¢(t). El término X (¢)G(t) representa

las interacciones no lineales entre la insulina y la glucosa en plasma.

Debido a la simplicidad del modelo de Bergman, éste ha sido utilizado en numerosos estu-
dios posteriores tanto para explorar nuevos modelos mas complejos que incluyan nuevos
términos relacionados con perturbaciones como ingesta de alimentos y ejercicio, asi como
para evaluar y proponer esquemas de control [14, 15, 16, 17, 18]. Asi mismo, se ha utili-
zado para evaluar en pruebas de laboratorio con mamiferos, la sensibilidad de éstos a la
infusion de glucosa y evaluar mediante el andlisis de los parametros del modelo si existen

condiciones o propension a algin tipo de diabetes en los sujetos de prueba. Los datos
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obtenidos de dicha prueba fueron utilizados por Pacini et al. [29] para la estimacién de los

parametros del modelo 3.3. A continuacién, se describe dicha prueba.

3.4. Test de tolerancia a la ingesta de glucosa (TTIG);

prueba clinica y bisqueda de parametros

El TTIG es un protocolo clinico para evaluar la dindmica de la eliminaciéon de glucosa
del plasma por accion de la insulina. Se usa cominmente para cuantificar las condiciones
de la diabetes y clasificar la tolerancia a las infusiones de glucosa en plasma. Para la
prueba, normalmente se infunden directamente en el flujo sanguineo alrededor de 0,5 g
de glucosa/kg en un periodo corto de 2 a 4 minutos [32]. Luego, las variaciones de la
concentracién de glucosa e insulina en plasma se cuantifican mediante muestreo directo
en sangre. Los patrones dindmicos de las concentraciones de glucosa e insulina se evalian
para obtener informacion valiosa sobre la eficacia de la insulina para facilitar el transporte

de la glucosa desde el plasma hasta las células a través del liquido intersticial.

Mediante el andlisis de los datos clinicos obtenidos de las mediciones de glucosa e insulina
en sangre, Pacini et al. [29] utilizaron un método basado en gradiente para la busqueda de
los parametros del modelo dado por las ecuaciones 3.1 y 3.2, para posteriormente analizar
la sensibilidad de los sujetos de prueba a la glucosa. El método basado en gradiente fue
modificado debido a que el sistema es no lineal y al no conocer la forma explicita de las
variables de estado, no es posible conocer el vector gradiente con respecto a los parametros
de interés. Una alternativa para la optimizacion de sistemas no lineales lo conforman los

algoritmos basados en busquedas aleatorias como los algoritmos genéticos [33].

En la seccion siguiente se presenta la modificacién del modelo de Bergman para evaluar
los datos obtenidos del TTIG; se presentan dos formas del modelo a partir de la cual
pueden estimarse los parametros, una que puede utilizarse cuando se cuenta con los datos

clinicos de glucosa e insulina y otra para la estimacion de parametros cuando solo se cuenta
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con datos clinicos de los niveles de glucosa. Posteriormente se presenta la estimacion de
los pardmetros para la primer versiéon del modelo mediante un algoritmo genético y un
algoritmo de biisqueda aleatoria. Finalmente se hace un breve andlisis sobre la sensibilidad
de la glucosa considerando el conjunto de parametros presentados por Pacini et al. [29] y

el conjunto de parametros localizado con el algoritmo genético.

3.4.1. Modelo de Bergman para el TTIG

Pacini et al. ([29]) propusicron que un andlisis basado en modelos del TTIG es un en-
foque 1til para cuantificar el funcionamiento de la interaccién glucosa-insulina. La idea
subyacente es usar un modelo simple para ajustar los datos clinicos de TTIG y de esta
manera obtener pardmetros para sacar algunas conclusiones ttiles. Bergman propuso que
el modelo simple 3.1 es suficiente para describir el comportamiento dinamico de las con-
centraciones de glucosa e insulina. Por ejemplo, el valor del parametro p; representa la tasa
de desaparicién de glucosa independiente de la insulina. Una condicién no saludable (p.
ej., diabetes tipo 1) implicaria que el pardmetro es anormalmente bajo en relacién con un
valor estandar. De esta forma, el analisis del TTIG implica la estimacion de los parametros
del modelo (3.3) a partir de medidas de insulina plasmatica y concentraciones de glucosa.

En tal caso, el modelo debe modificarse para reflejar las condiciones del protocolo TTIG.

La insulina se libera de las células 8 del pancreas en respuesta al aumento de la glucosa
en el torrente sanguineo. Por ejemplo, después de una comida, los carbohidratos ingeri-
dos se descomponen en glucosa y pasan al torrente sanguineo. El pancreas detecta este
aumento de la concentracion de glucosa y comienza a secretar insulina. Bergmann et al.
[9] propusieron que la tasa de liberacién de insulina es proporcional a la desviacién de la
concentracion de glucosa de la concentracion de glucosa basal. Esta accion corresponde a

un controlador proporcional de la forma

ri(t) = k(G(t) — Gy)* (3.4)

donde k. > 0 es la sensibilidad de la accion pancreatica al aumento de la concentracion de
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glucosa. Este parametro puede verse como la ganancia de un control de retroalimentacion
proporcional. El signo positivo como superindice indica que la accién de control tiene lugar
solo para desviaciones positivas. Para desviaciones negativas, la liberacion de insulina del
péancreas es cero. El sistema (3.3) y el compensador de retroalimentacién (3.4) se combinan

para dar

= = —PiG0) — Gy) = X(OG() +ra(t) (3-5a)

d);—ft) = —PX(t) + P3y(I(t) — ) (3.5b)
dI(t)  k(G(t) —Gy)*

= 7 —n(I(t) — 1) (3.5¢)

Después de comer, la tasa de infusion de glucosa rg(t) es una funcién continua decreciente
que dura alrededor de 60-90 min. Sin embargo, la infusién de glucosa en un protocolo TTIG
tiene lugar en un periodo muy corto de unos 2 minutos. En este breve periodo, el torrente
sanguineo practicamente es saturado de glucosa, de tal forma que en condiciones normales
de salud se produce una fuerte liberacion de insulina pancreatica. Aunque se puede suponer
que las concentraciones iniciales de glucosa e insulina estdn en las condiciones basales,
las condiciones iniciales para el protocolo TTIG pueden considerarse como las primeras
mediciones después de concluir la rapida infusién intravenosa de glucosa. De esta forma,

el sistema (3.3) debe modificarse para reflejar el protocolo TTIG de la siguiente manera:

%ﬁt) — _PUG() = Gy) — X(OG() (3.6a)
d);—f) = =P X (t) + P3(I(t) — Iv) (3.6)
dI(t)  k(G(t) — Gy)*
o= v, —n(I(t) — 1) (3.6¢)

En el modelo anterior, el término r¢(t) no aparece debido a que después de la infusion

inicial de glucosa, no se consideraran infusiones posteriores de glucosa al sistema. Las con-
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diciones iniciales para realizar la dinamica de TTIG se pueden considerar en un momento

dado t, > 0 después de la infusién intravenosa réapida de glucosa. De este modo,

Git=t)=G,>G, (3.72)
X(t=t)=X,>0 (3.7b)
It=t)=1 > I, (3.7¢)

Dado que se miden las concentraciones de glucosa e insulina, se conocen las condiciones
de iniciales G, e I,. Sin embargo, el valor X, no se conoce y puede considerarse como un

parametro a determinar.

3.4.2. Estimaciéon de parametros del modelo mediante el TTIG
Estimacién de parametros con mediciones de glucosa e insulina disponibles

El TTIG proporciona mediciones de las variaciones de concentraciéon de insulina I(t) en
respuesta a las variaciones de concentracion de glucosa G(t). A partir de estas dos senales,
se deben estimar los pardametros del modelo de Bergman dados por las ecs. (3.6) y (3.7).
Dadas las condiciones basales, Gy e I, v el volumen V7, el conjunto de pardmetros a estimar
es P, P, P35, n, K., X,. El problema de estimacién de parametros consiste en ajustar la
dindmica de concentracién de glucosa G(t) impulsada por la dindmica de concentracién
de insulina I(¢). Como paso previo a la estimacién de pardametros, se debe determinar el
ntiimero maximo de parametros independientes. Para abordar esta cuestion, la Ec. (3.6.b)

se integra tal que,

t
X(t) = X, e P-4 py / el (1(s) — 1) ds (3.8)
t*

donde s es una variable de integracién. La expresién anterior implica que la dinamica

de la concentracion no medida X (t) puede reconstruirse a partir de la dindmica de la
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concentracién medida I(t). De esta forma, se puede utilizar la Ec. (3.8) para representar

el sistema (3.6) como un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales:

%@ = —P(G(t) - Gy) — X,G(t)e 2= — G(t) Py /t * e (I (s) — )ds  (3.92)

dI(t)  E(G(t) — Gy)*
- = v —n(I(t) = 1) (3.9b)

El sistema anterior se representa tinicamente en términos de las variables medidas G(t) e
I(t). La estructura de las ecs. (3.9.a) y (3.9.b) determina el nimero maximo de parametros
que se pueden determinar. La ecuacién (3.9.a) determina los parametros Pi, Py, Py y X,
ajustando la dindmica de concentracién de glucosa medida G(t) impulsada por la dindmica
de concentracién de insulina I(¢). Es decir, los términos de la Ec. (3.9.a) no se pueden
combinar para reducir el nimero de parametros que se pueden determinar. Por otra parte,
la Ec. (3.9.b) determina los pardmetros n y K, ajustando la concentracién de insulina
medida /(¢) impulsada por la dindmica de concentracién de glucosa G(t). De esta forma,
la disponibilidad de las mediciones de las concentraciones de glucosa e insulina permite
estimar todos los pardmetros involucrados en el modelo de Bergman dado por la Ec. (3.6).
Dicha estimacion debe realizarse resolviendo dos problemas de optimizacién vinculados a

las ecs. (3.9.a) y (3.9.b).

Estimacién de parametros con solo mediciones de glucosa disponibles

Una pregunta interesante es cuantos parametros se pueden estimar midiendo solo la con-
centracion de glucosa G(t). Para explorar tal pregunta, por simplicidad en la notacién,
sea

Z(t) = I(t) — I, (3.10)

Entonces, el sistema (3.6) se expresa de la siguiente manera:

dG(t)

S~ _R(G() - G) - X()G(1) (3.11a)
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= —RX(t) + BZ(1) (3.11b)

_ Re(G() = Gy)"
e v —nZ(t) (3.11c)

Para ver cuantos pardametros se pueden estimar midiendo solo la concentracion de glucosa,
el sistema anterior debe expresarse solo en términos de la concentracién de glucosa G(t).
La ecuacién (3.11.c) se puede integrar para dar

ke

I.

it

2(t) = Zuentt) 4 / M0 (G(s) — Gy)* ds (3.12)
t*

donde Z, = I. — I,. La ecuacién (3.12) se puede utilizar en la ecuacién. (3.11.b) para

expresar el modelo de Bergman (3.11) como una ecuacién integro-diferencial como sigue:

T~ R - a) - X060 (3.13a)

ot
%@ _ _PX(t) + PyZuentt) 4 % / D (G(s) — Gy)* ds (3.13D)
I Jt,

La dindmica de X () se puede integrar para obtener la siguiente expresion:
t
X(t) — X*esz(tft*) + P3Z*/ ePz(rft)efn(rft*)dr
t*

t r
+ Pg—kc/ ef2r=0 [/ "7 (G(s) — Gb) T ds| dr
VV] t* t*

(3.14)

Aqui, r y s son variables de integracién. La expresion anterior implica que la dindmica de
la concentracién de insulina intersticial no medida X (¢) puede reconstruirse a partir de
la dindmica de la concentracién de glucosa medida G(t). Este es un tema importante ya
que implica que la no medicién de X (¢) no interfiere con la estimacién del pardmetro. La

ecuacion (3.14) se puede utilizar en la ecuacién (3.11.a) para dar

t
dett) _ —P(G(t) = Gy) — G(t) X, P21 — G(t) Py Z, / el r=De=n(r=t) gy
tx

dt
Conmn ) (3.15)
_G)Ps c/ P2 (r=1) {/ " (G(s) — Gb) T ds] dr
ta 22

Vi
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Esta expresion depende tinicamente de la concentracion de glucosa medida. En principio,
se puede partir de la Ec. (3.15) para estimar los parametros del sistema. Los pardmetros
que se pueden determinar a partir de la Ec. (3.15) son Py, P, Ps,n, X, y k.. Sin embargo, la
determinacién del parametro fisico requiere el conocimiento de la condicién Z, = I, — I,,.
Es decir, la estimacion de todos los parametros del modelo de Bergman a partir de la
medicion inicamente de la concentracion de glucosa requiere tinicamente una medicion de
la concentracion de insulina, que corresponde a la concentracién en el tiempo t, posterior

a la finalizacién de la fase de infusién intravenosa de glucosa.

3.4.3. Algoritmo genético para el calculo de parametros

Los algoritmos genéticos (AG) son una amplia clase de algoritmos estocésticos, utilizados
para resolver problemas de optimizacion. La teoria de éstos, se basa en los mecanismos
de seleccién natural y genética seguida por especies biolégicas en evolucion [34]. Han sido
utilizados en varias ramas de la ingenieria para la optimizacion y buisqueda de parametros,
por ejemplo, Nougués et al. [35] emplean un algoritmo genético para la busqueda de los
parametros de control de un sistema de reactores continuos por lotes no isotérmico con
restricciones de temperatura. Lii et al. [36] utilizan un algoritmo genético para optimizar
parametros de control orientado al uso 6ptimo de diferentes baterias instaladas en au-
tomoviles hibridos. Ehyaei et al. [37] utilizan un algoritmo genético para determinar las
condiciones 6ptimas de operacion de una planta geotérmica orientadas a incrementar la

eficiencia energética y disminuir la generacion de entropia.

Una de las razones por las que los algoritmos genéticos son ampliamente utilizados es que
tienen ventajas con respecto de los modelos de gradiente, por ejemplo, no necesitan de
condiciones como suavidad en las funciones a optimizar ni que éstas sean continuas; por

otra parte, estos algoritmos pueden evitar quedar atrapados en optimos locales [38]

El algoritmo genético consiste en evaluar una poblacién de soluciones en una funcién de

ajuste y seleccionar las mas adecuadas, posteriormente, mediante reglas de combinacion
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Genes

o
125,, —— — ‘000001111101|
L ]' Ay
Cromc?somas

1337, > 010100111001

Figura 3.4: Codificacion de enteros base 10 a nimeros binarios de 12 bits

genética, las soluciones representadas mediante cromosomas, son combinadas para crear
nuevas soluciones, ademds de ser combinadas, en ellas se efectia un cambio en algin
gen, lo que corresponde con el fenémeno de mutacion. Estos cambios de cruzamiento y
mutacion se efectian sobre las soluciones codificadas en un cromosoma, para tal propoésito,
es necesario un algoritmo de codificacion y decodificacién que convierta nimeros reales a
alguna representacion de cromosoma y viceversa. La forma més comtn de representar los
nimeros reales como cromosomas es con notacion binaria, como se muestra en la Figura

3.4.

Una vez que se cuenta con el algoritmo de codificacion y decodificacion, el algoritmo

genético consta de los siguientes pasos:
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Estructura general del algoritmo genético para optimizacién [39]
1. Inicio: Se propone una poblacién inicial de soluciones
2. Ajuste a la funcién a optimizar: Se evalian las soluciones propuestas

3. Descendencia: Se crea la siguiente generacion de soluciones de acuerdo a algtn criterio

adecuado segun el problema siguiendo los siguientes pasos:

= Seleccion: Aleatoriamente se seleccionan dos soluciones que seran los “padres”

= Cruzamiento: Se propone una taza de cruzamiento que indica el porcentaje de

las soluciones padres que daran nuevas soluciones “hijo”

= Mutacion: Algunos elementos de la nueva generacion creada son sometidos a

mutacion cambiando un gen de su cromosoma

= Aceptacion: De acuerdo a ciertos criterios dependientes del problema se acepta
o se descarta la pertenencia de las soluciones “hijo” a la nueva generacion de

soluciones
4. Reemplazo: las soluciones “padre” son reemplazadas por las soluciones “hijo”

5. Lazo al paso 2: Se repite el proceso a partir del paso dos, de acuerdo a las iteraciones
que se consideren pertinentes segiin el error aceptado o un niimero de iteraciones

establecido

La implementacion para la buisqueda y optimizacién de los parametros del problema 3.9

se detalla a continuacion.

Implementacion del AG en el modelo de Bergman

La estimacion de los parametros del modelo de Bergman bajo el protocolo TTIG fue
ilustrada con datos clinicos reportados por Pacini et al. [29]. La Figura 3.5 exhibe el

comportamiento dindmico de las concentraciones de glucosa e insulina en plasma, corres-
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Figura 3.5: Aproximacion a los datos clinicos: Pardmetros reportados por Pacini vs

obtenidos con el AG
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pondientes a 24 observaciones. Las condiciones basales se tomaron como G, = 90mg/dL
e I, = 7.1mU/L, y el volumen V; = 12L. Para iniciar el AG se tomaron como referencia
los valores de Py, Py, P, y n reportados por Pacini et al. [29], k¢ se aproximé a partir
del parametro v, tal que kc = vV;. El valor X, no es reportado por Pacini, por lo que se
propuso un valor inicial de le-5 que fue optimizado, dicho valor se propuso suponiendo
que inmediatamente después de la infusion de glucosa, el sistema no ha segregado insulina
por encima de los niveles basales, por lo que la accién de ésta es casi nula (i. e. X, ~0).
Basandose en los valores de los parametros presentados por Pacini, se establecié como res-
triccion al AG que el conjunto de pardmetros Py, Py, Py, X, n, ke € [0, 1]. Posteriormente
se plante6 como funcion de ajuste la ecuacién integro-diferencial 3.9 y como objetivo la
minimizacién de la suma del error absoluto entre el sistema 3.9 y dos funciones auxiliares
Gauz v laue obtenidas de la interpolacion de las observaciones clinicas para la glucosa e

insulina, tal que el problema de minimizacién planteado es:

min X (|Gaua — G(8)] + [Laue — 1(2)]) (3.16)

Una vez planteada la funcién objetivo en el AG, se planteo como primera generaciéon de
soluciones (i.e. primeros valores para el conjunto de pardmetros a localizar) un conjunto
aleatorio de valores entre 0 y 1, codificado en ntimeros binarios de 20 bits, longitud de la
representaciéon cromosomica utilizada en el algoritmo, lo que garantiza una precision de

1/2?° ~ 1 x 107® en cada pardmetro.

En la Tabla 3.2 se presentan las estimaciones de los pardmetros obtenidas mediante el
algoritmo genético después de 10 iteraciones y a través de un algoritmo de buisqueda alea-
toria después de 100 iteraciones. La Figura 3.5 muestra que se obtuvo un mejor ajuste a las
dinamicas de glucosa e insulina utilizando el AG en comparacion con el ajuste presentado
con los pardmetros reportados por Pacini y Bergman [29]. La Figura 3.6 presenta el error
de glucosa e insulina respecto a Gy € luue, para el conjunto de parametros reportados
por Pacini, alrededor de los 10 min se predicen niveles de glucosa hasta 75 mg/dL por

encima de los datos clinicos, lo que ocasiona sobreprediccion de los niveles de insulina en
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Pardmetro Pacini A. Genético | B. Aleatoria
Py (min™Y) 3.082x1072 | 5.0802 x 1072 | 5.2436 x 102
Py (min™1) 2.093x1072 | 2.9357 x 107! | 2.6319 x10~2
Py (L/mU min=?) | 1.062x10~° |3.1028 x 10~° | 9.55 x10~
X, (min~Y) - 77755 x 1075 | 9.20 x10°7
n (min~t) 0.3 0.13574 0.16143
ke (mU/min dL/mg) | 4.0188 x1072 | 1.7756 x 1072 | 2.5434 x1072

Tabla 3.2: Pardmetros reportados por Pacini et al. [29] y optimizados mediante el

algoritmo genético en 10 iteraciones y busqueda aleatoria después de 100 iteraciones

plasma.

La Tabla 3.3 muestra los errores acumulados entre las funciones auxiliares Gz € Iz v 1as
dinamicas de glucosa ¢ insulina correspondientes a los parametros del algoritmo genético,
un algoritmo de bisqueda aleatoria y las dindmicas correspondientes a los parametros de

Pacini. Los términos RGRPP y RIRPP, dados por las siguientes expresiones;

S Gaux t) — Go t)|dt
RGRPP = | 1— 2 Cons () — Col0)] x 100 % (3.17a)
Jo! |G o (t) — G pacini(t)|dt
ty Iaux t - Io t dt
RIRPP = | 1— tfo | Laus () — Lo(t)] 100% sy
Jo! Haua(t) = Ipacini(t)]dt

donde G, e I, son la glucosa e insulina obtenidas con el conjunto de pardmetros optimizados
YV Gpacini © Ipacini 1las obtenidas con el conjunto de parametros reportados por Pacini,
representan la reduccién porcentual en el error acumulado obtenido con los parametros
optimizados mediante el AG y busqueda aleatoria, relativo al error acumulado para los
parametros de Pacini. Con solo 10 iteraciones del AG se logra reducir el mismo rango de

error reducido con el algoritmo de busqueda aleatoria después de 100 iteraciones.

La Figura 3.7 corresponde con el error acumulado de la Figura 3.6. El error acumulado de

la glucosa para los parametros del AG es el 48.97 % menor al error acumulado obtenido en
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Figura 3.6: Error entre Gy, Lo y G € I obtenidos mediante los parametros de Pacini y

el AG
Error A. Pacini | A. Genético | B. Aleatoria
Glucosa mg/dL | 2973.2435 | 1517.3278 1568.2284
RGRPP 0% 48.97 % 47.26 %
Insulina mU/L | 1077.1765 | 329.1312 365.7016
RIRPP 0% 69.45 % 66.05 %

Tabla 3.3: Error acumulado con respecto a los datos clinicos por los pardmetros

reportados por Pacini et al. [29] y optimizados mediante el algoritmo genético en 10

iteraciones y busqueda aleatoria después de 100 iteraciones
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la dindamica correspondiente a los parametros de Pacini. El error acumulado de la insulina
se reduce un 69.45%. En términos de optimizacién de pardmetros del modelo para su
uso en la implementacién de esquemas de control, la importancia de parametros éptimos
se hace evidente en esta ultima figura, donde considerando que la insulina estd siendo
suministrada de manera exdgena, una reduccién de aproximadamente el 70 % del error

implica economizar el uso de insulina y evitar sobredosis que puedan llevar a estados de

hipoglucemia.
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Figura 3.7: Error acumulado entre Gayuz, lowz y G e I obtenidos mediante los pardmetros

de Pacini y el AG

3.4.4. Analisis de uso de glucosa dependiente e independiente

de insulina

Contar con parametros éptimos para la simulacion de la dindmica glucosa-insulina per-
mite hacer andlisis mas certeros sobre como interactiian en el cuerpo. Como se mencion6
anteriormente, la insulina funciona como facilitadora del transporte de la glucosa desde el

fluido intersticial hacia el interior de las células, donde es utilizada por éstas para producir
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la energia necesaria para su funcionamiento, por otro lado, una cantidad de glucosa es
absorbida por las células gracias a mecanismos que no dependen de la insulina como los
Glutl, Glut2, Glut3, Glut5 y los mecanismos Sglt [42]. A continuacién, se presenta un
analisis del uso de glucosa dependiente e independiente de insulina predicho por el modelo

de Bergman.

le-3 le-3
8 — a) —_ )
8 -
6 _
< < 6
= =
2 2 4
0 L T T T T 0 ) T T T T
0 50 100 150 0 50 100 150
100 b) 100 + d)
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min min

Figura 3.8: Accion remota de insulina y uso de glucosa mediante los mecanismos
independientes de insulina: A) y b) correspondientes a los pardmetros AG y c¢) y d) para

los pardmetros reportados por Pacini

La Figura 3.8 muestra que la acciéon remota de la insulina X (¢) aumenté en los primeros
30 min cuando se liber6 la insulina del pancreas. Posteriormente, la accién remota de
la insulina disminuyé por efecto de la desactivacién de la insulina como se describe con
el término —P,X. A t > 100 min, la dindmica de X(¢) disminuyé a cero cuando la
concentracion de glucosa alcanzé el valor basal. Un aspecto importante es la remocién de
la glucosa por los mecanismos que no dependen de la insulina. Se ha informado que este

uso de glucosa independiente de insulina representa del 45 % al 65 % de la eliminacion neta
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total de glucosa después de una carga de glucosa intravenosa [43]. Ademéds, en pacientes
con accién interrumpida de la insulina (4. e. personas con diabetes), el efecto de la insulina
pancreatica sobre el transporte de glucosa es limitado. Sin embargo, la contribucién de
los mecanismos de transporte independientes de la insulina compensa en cierta medida los
desequilibrios de concentracion de glucosa en plasma [40]. El término —p; (G —G}) pretende
describir la dinamica del transporte de glucosa independiente de la insulina. Basicamente,
este término es un modelo simple de transporte de glucosa a través de gradientes de
concentracién entre el plasma y las regiones intersticiales [41]. La capacidad del modelo
de Bergman para describir la dindmica observada del transporte de glucosa independiente

de la insulina se puede evaluar calculando los siguientes términos:

UGII(t) = / tPl(G(s)—Gb)ds (3.18a)
UGDI(t) = / tX(s)G(s)ds (3.18b)

donde UGII(t) y UGDI(t) son, respectivamente, las disposiciones de glucosa indepen-
diente y dependiente de insulina en el tiempo t. El porcentaje de disposicion de glucosa
independiente de la insulina con respecto a la disposicion total de glucosa es

B UGII(t)
WUGII) = Gy &+ 0epim < 100 (3.19)

donde UGII(t) + UGDI(t) es la disposicién total de glucosa. La Figura 3.8.b presenta
la dindmica de %UGII(t) para los pardmetros localizados mediante el AG. Por periodos
breves, el mecanismo independiente de la insulina domina la dindmica de eliminacion de
glucosa. Para tiempos més prolongados, el gradiente de concentracién de glucosa G(t) — Gy
disminuy6 y la accién remota de insulina X (¢) aumenté (Figura 3.8.a), de manera que el
valor de %UGII(t) disminuyé. Durante tiempos muy largos, cuando la concentracién de
glucosa esta cerca de las condiciones basales, el valor de %UGII(t) convergi a valores
de alrededor del 85.5% lo que indica una buena remocién por parte de los mecanismos
independientes de insulina mientras que para los parametros de Pacini disminuy6 hasta

un 60 %, un 25 % menos con respecto al conjunto de parametros del AG, lo que estd en
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linea con los informes para condiciones con algin grado de intolerancia a la insulina [43],
de este andlisis podemos concluir que una mala aproximacién a los datos clinicos puede

conducir a diagndsticos erréneos.

—— Dependiente de insulina
—— Independiente de insulina

Uso de glucosa [mg/dL min~!]

0 25 50 75 100 125 150 175

Figura 3.9: Uso de glucosa mediante los mecanismos dependientes e independientes de

msulina

En la Figura 3.9 se muestra la tasa instantdnea de eliminacién de glucosa p;(G(t) — Gp)
independiente de insulina y X (¢)G(t) dependiente de insulina correspondientes al conjunto
de parametros localizado con el AG. La eliminacién de glucosa independiente de insulina
disminuyé con el tiempo, lo que refleja la disminucién del gradiente G(t) — Gy. Por otro
lado, la disposicién de glucosa insulinodependiente aument6 desde cero por tiempos cortos,
lo que esta reflejando el aumento de la concentracién de insulina. Para ambos conjuntos
de parametros, la climinaciéon alcanzo una tasa maxima a los 12 min, coincidiendo con la
mayor actividad de la insulina remota (ver Fig. 3.8b) y 3.8d)). Eventualmente, la dindmica
de X (t)G(t) disminuy6 a cero, indicando la convergencia de la concentracién de glucosa a

las condiciones basales.
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3.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo, se presentaron dos formas integro-diferenciales del modelo de Bergman
que pueden ser empleadas para el ajuste de parametros de dicho modelo mediante el uso
de datos clinicos obtenidos a través del TTIG, una de ellas 1til para la estimacién cuando
se cuentan con datos de mediciones de glucosa e insulina en plasma y una forma que
puede ser utilizada cuando se cuentan solo con datos de glucosa en plasma. Asi mismo, se
empled un algoritmo genético para el ajuste de los parametros del modelo, los parametros
localizados presentaron un mejor ajuste contra el conjunto de pardmetros reportados por
Pacini et al. [29]. El ajuste se hizo a datos clinicos obtenidos mediante una TTIG, prueba
utilizada en mamiferos para conocer la tolerancia a la glucosa en sangre, y a través de la
cual puede inferirse propension o indicios de diabetes. Finalmente se presenta un anadlisis
sobre el uso de glucosa dependiente e independiente de insulina predicho con el modelo
de Bergman para el conjunto de parametros presentados por Pacini contra el conjunto
de parametros localizado mediante el AG, donde se evidencia la relevancia de contar con
modelos cuyos parametros presenten un buen ajuste a datos clinicos en aras de poder

contar con diagnosticos certeros.
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Capitulo 4

Modelo de Hovorka

Nomenclatura

Subsistema glucosa

Q1 Masa de glucosa en el compartimento ac-

cesible fmg kg™!]

Q2 Masa de glucosa en el compartimento no

accesible fmg kg™']

G Concentracion de glucosa en plasma

[mg/dL]

Vo Volumen en que se distribuye la glucosa

en el compartimento accesible [L kg=']

k12 Constante de la tasa de transferencia

de glucosa del compartimento Q1 al Q2

fmin=1]

Fg§; Flujo total de glucosa utilizada que no

depende de la insulina fmg kg™' min~"']

35

Fr Remocion de glucosa efectuada por el

higado mg kg=* min=1]

Ug Tasa de glucosa que ingresa (via inges-

ta) al compartimento Q1 [mg kg~ min=1]

EGPy Produccion enddgena de glucosa en

ausencia de insulina fmg kg=! min=!]
D¢ Ingesta de glucosa [mg kg~!]

Ag Biodisponibilidad de la glucosa [adimen-

sional]

tmaz,c tiempo de mdxima aparicion de glu-

cosa en el compartimento accesible [min]
Gy Concentracion de glucosa basal [mg/dL]

Grr Concentracion de glucosa en el com-

partimento Q2 [mg/dL]
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Vi Volumen del fluido intersticial [L/kg]

Subsistema insulina

S1 Insulina administrada exégenamente en

el primer compartimento [mU /kg]

So Insulina en el seqgundo compartimento

antes de entrar al plasma [mU/kg]

U Insulina administrada exdgenamente

[mU/kg min=1]

tmaz,1 tiempo de la absorcion mdzima de in-

sulina exdgena [min]

Ur Tasa de aparicion en el plasma de insuli-

na absorbida exdgenamente [mU/kg min~']

I Concentracion de insulina en el plasma

[mU/L]

ke Constante relacionada con la tasa de de-

gradacion de insulina fmin=1]

Vi Volumen de distribucion de la insulina

[L/kg]

Iy Concentracion de insulina basal [mU/L]

Subsistema de accion remota de in-

sulina

X1 Efecto remoto de insulina en el transpor-
te de glucosa del compartimento accesible al

no accesible [min=]

Xy Efecto remoto de insulina en el uso de

glucosa en el compartimento Qo [min 1]

X3 Efecto remoto de insulina en la produc-

cion enddgena de glucosa [adimensional]

kq1 Constante de desactivacion de la accion

remota de insulina X1 [min~"']

kp1 Constante de activacion de la accion re-

mota de insulina X1 [min=2 (mU/L)~!]

koo Constante de desactivacion de la accion

remota de insulina Xo [min ']

ko Constante de activacion de la accion re-

mota de insulina Xo [min=2 (mU/L)™1]

ko3 Constante de desactivacion de la accion

remota de insulina X3 [min~"']

kps Constante de activacion de la accion re-

mota de insulina X3 [min~1 (mU/L)~!]

En 2002 Hovorka et al. [11] estudiaron el efecto de insulina en la distribucién/transporte,

uso de glucosa y producciéon endégena durante un TTIG mediante el uso de trazadores. El

estudio fue llevado a cabo en seis sujetos saludables, estos fueron sometidos a 4-h TTIG

(0,3 g/kg de glucosa enriquecida con 3-6 % de D-[U-13C|glucosa y 5-10 % 3-O-metil-D-

glucosa) precedido por una investigaciéon de 2 h en condiciones basales (5 mg/kg de D-
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[U-13C]glucosa y 8 mg/kg de 3-O-metil-D-glucosa). Para el estudio el MM es insuficiente,
por lo que plantearon un nuevo modelo para la representacion de la dindmica de los dos
trazadores de glucosa y la glucosa nativa, para ello se basaron en una estructura de dos
compartimentos para la glucosa y tres compartimentos de accién para los efectos de la
insulina. Posteriormente, Hovorka et al. [44] propusieron un esquema de control predictivo
basado en modelo para estudiar la regulacion de glucosa mediante el suministro de insulina
exdgena en pacientes con diabetes tipo 1, en el que agregaron un compartimento para la
descripcién de la dindmica de insulina. El modelo ha sido utilizado posteriormente por
Hovorka et al. [45] para la implementacién de un control por modelo predictivo al que se
refieren como mejorado, y comparan su desempeno en la regulacion de glucosa contra el
protocolo seguido para la dosificacién de insulina en pacientes después de operaciones de

corazon.

En este capitulo, una estrategia de control en cascada simple serd explorada dada la
estructura del modelo de Hovorka, que al igual que el modelo de Fabietti et al. [22] y
el modelo de Dalla Man et al. [23] cuenta con dos términos para describir la dindmica
de glucosa; un término que describe la dindmica de glucosa en plasma y un término que
describe la dinamica de glucosa en fluido intersticial. El modelo esta compuesto de tres
subsistemas, uno para la dindmica de la glucosa, uno para la descripcion de la insulina, y
otro que representa la accion de la insulina sobre la manera en que se usa y distribuye la

glucosa en el sistema.

4.1. Esquema del modelo

Subsistema glucosa

El subsistema para la glucosa, estd dado por las siguientes ecuaciones
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Figura 4.1: Esquema de seis compartimentos para la descripcion de las interacciones
dindmicas glucosa-insulina propuesto por Hovorka et al. [11] para una persona capaz de

producir insulina endogena
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dQl(t) _ |: F()CI + X1<t):| Q1<t) + kleQ(t) — Fr+ Ug(t)

dt VgG<t) (4.1&)
+ EGPR[1 — X3(1)]

) _ X, 0Qu(0) ~ e + (0] 2s(0) (4.10)

G(t) = Q;g) (4.1¢)

donde @1 y @ representan las masas de glucosa en los compartimentos accesible (donde se
hacen las mediciones, corresponde con el plasma en el MM de Bergman) y compartimento
no accesible, k15 representa tasa de transferencia constante entre los compartimentos no
accesible y accesible, Vi representa el volumen de distribucion del compartimento accesible,
y G es la concentracion de glucosa, EG Py representa la produccion endogena de glucosa
(EGP) extrapolada a condiciones de cero concentraciéon de insulina. F§; es el flujo total
de glucosa que no depende de la insulina corregido para las condiciones de la glucosa, tal

que

. For st G > 8mg dL™!
For = . (4.2)
FoyG/85 en cualquier otro caso

Fr representa la remocion de glucosa por el higado cuando esta se encuentra por encima

del umbral de 165mg dL~*

0.003(G — 9V si G > 165mg dL !
Fr = (4.3)
0 en cualquier otro caso
La absorcion de glucosa mediante la ingesta de alimentos, es un proceso fundamental que
afecta las concentraciones posprandiales de glucosa tanto en plasma como en el comparti-

mento no accesible. En el modelo, la tasa de absorcién intestinal Ug esta representada por

una cadena de dos compartimentos con idénticos tasas de transferencia 1/t,,q, ¢, tal que
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DGAGte_t/twLaz,G
= t2

max,G

Uc(t) (4.4)

donde ty,qq.¢ €s el tiempo en que aparece la mayor tasa de glucosa en el compartimento
accesible, D¢ es la cantidad de carbohidratos digeridos, y Ag es la biodisponibilidad de

dichos carbohidratos.

Subsistema de insulina

El modelo de Hovorka et al. [11], fue planteado con la finalidad de estudiar la distribucién,
uso y generacion/remociéon (por parte del higado) de glucosa en individuos capaces de pro-
ducir insulina endégena, los cuales fueron sometidos a un TTIG. Con los datos obtenidos
de las mediciones de glucosa e insulina, realizaron el calculo de los pardmetros presentes
en el modelo que proponen, basado en el esquema de la Figura 4.1, donde el suministro
de insulina es realizado por las células 8 pancreaticas del sujeto experimental, por lo tan-
to, no propusieron un esquema para describir la dosificacién de insulina. Posteriormente,
Hovorka et al. [44] propusieron un esquema de control predictivo basado en modelo para
estudiar la regulacion de glucosa mediante el suministro de insulina exégena en pacientes
con diabetes tipo 1. Para la descripcion de la infusién exégena propusieron un esquema
de dos compartimentos como el que se presenta en la Figura 4.2, tal que esté descrito por

las siguientes ecuaciones:

sy (t) Si(t)
- _U<t)—tmm7] (4.52)
dSy(t)  Si(t)  S(t)
At tmaes  tmard (4.5b)

donde S; y S5 son dos compartimentos en cadena que representan la absorcién subcutanea
de insulina de accién corta administrada (p. ej., Lispro), U(t) representa la administracion

(via bolus e infusién) de insulina, y ¢4, €s el tiempo de la absorcién méxima de insulina.
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La tasa de absorcién de insulina (aparicién de insulina en plasma) se obtiene como U; =

S9(t) /tmaz,1- La concentracién de insulina plasmatica I(t) se describe como:

dI(t) _ Ui(t)
o = vkl (4.6)

donde k. es la fraccion de eliminacién de insulina en el plasma y V; es el volumen de
distribucion de la insulina. Una vez que la insulina se encuentra presente en la sangre, ejerce

o promueve diferentes acciones en la glucosa, estas acciones son descritas a continuacion.

Subsistema accion de insulina

El modelo considera tres acciones de la insulina sobre la cinética de la glucosa, descritas

por el siguiente subsistema

dX,

W = —k:ale(t) + kfbl[(t) (47&)
dX.
d_t2 = —kaaXo(t) + kp2I (1) (4.7b)
dX
— =~k Xa(t) + ks (1) (4.7c)

donde z1, xo y 3 representan los efectos (remotos) de la insulina en la distribucién/trans-
porte y eliminacién/produccién de glucosa enddgena [11]; kai, i = 1,...,3, representan
constantes de tasa de desactivacion, y ky;, ¢ = 1, ..., 3, representan constantes de velocidad

de activacion.

4.2. Dinamica de glucosa e insulina a lazo abierto

El sistema de ecuaciones planteado por Hovorka et al. [44] estd orientado a la descripcién

de la dinamica glucosa-insulina en un individuo incapaz de producir insulina de manera
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I<I: 1/tmax,I

Figura 4.2: Esquema de ocho compartimentos para la descripcion de las interacciones
dindmicas glucosa-insulina propuesto por Hovorka et al. [{4] para una persona en

condiciones de diabetes tipo 1

enddgena, en dicho modelo, el término U(t) en la ecuacion 4.5 representa la tasa de infusion
exogena requerida para regular la glucosa en plasma y debe ser calculado mediante alguna
técnica de control retroalimentado. Con la finalidad de mostrar las interacciones glucosa-
insulina predichas por el esquema, consideremos el sistema para una persona en condiciones
no diabéticas, es decir, con la capacidad de producir su propia insulina, para tal caso, la
accion del pancreas en la producciéon de insulina puede considerarse similar a la propuesta

por Bergman et al. [28], tal que

—L — y(G(t) = h)t — nI(t) (4.8)

donde, v es una constante de produccién de insulina que actia cuando la glucosa se
encuentra por encima del limite A, el término n esta relacionado con la degradacion de la

insulina.

El sistema entonces, queda determinado por el siguiente conjunto de ecuaciones
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d@s(t) { Lo 1 X, (t)] Q1(t) + k12Q2(t) — Fr + EGPy[1 — X3(t)]

di VG (D)
DgAgte /tmar.c (4.98)

Baz, G
Tl X0 ~ o + Xa(0]Q0 (4.90)
G(t) = % (4.9¢)
%t) = (G(t) — h)t — nI(t) (4.9d)
L =k Xa(0) + b I (1) (4.9¢)
% = —kaaXo(t) + kil (1) (4.9f)
% = —kas Xs(t) + kpsl (t) (4.9g)

sujeto a las condiciones dadas por las ecuaciones 4.2 y 4.3, y a las siguientes condiciones

iniciales [11];
X,(0 ,
@2(0) = Q1 X, (0)( +> " (4.10b) X5(0) = Z—ﬂf(m (4.10¢)
1(0) = I, (4.10c) X;5(0) = %I(O) (4.10f)

donde G} e I, son las concentraciones basales en plasma de glucosa e insulina respectiva-

mente.

El modelo 4.9 tiene un lazo de retroalimentacion de la glucosa en plasma a la insulina,
cuando los niveles de glucosa en la sangre se elevan por encima del limite h, el pancreas
libera insulina para regular el uso, almacenamiento y produccién de glucosa, en el modelo,
dichos efectos son reflejados por las ecuaciones (4.9e-4.9g). Considerando los pardmetros
de la Tabla 4.1, y bajo una ingesta de glucosa de 180, 360, 720 y 1440 mg/kg la Figura

4.3 presenta la dinamica de G. Se observa que a mayor ingesta de glucosa D¢, la glucosa
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en plasma presenta picos mas altos, que posteriormente son amortiguados hasta que llega
a sus condiciones basales.

En el esquema 4.1, los compartimentos ()1 y )2 son referidos por los autores del mo-
delo como los compartimentos accesible y no accesible, correspondiendo el primero con
el compartimento plasmatico y tejidos de rapido equilibrio, y el segundo con los tejidos
de lento equilibrio como tejido muscular y adiposo. El segundo compartimento, donde se

distribuye la glucosa antes de ser utilizada corresponde con el fluido intersticial (FI) y asi
sera referido en la siguiente seccion del estudio.

Es interesante notar que, conociendo la cantidad de glucosa )2, podemos facilmente cono-

cer su concentracion en el compartimento ()5 al dividirla entre su volumen. Sea Vp; dicho

volumen, entonces, Grpr = Q2/Vrs es la concentracion de glucosa en FI. En los cédlculos
posteriores, Vpr = 9 L [46, 47].

- —=— Dg=180 mg/kg
300 - _ : === Dg=360 mg/kg

—— Dg=720 mglkg
250 4

===+ Dg=1440 mg/kg

Glucosa [mg/dL]
N
=)
o

150

100

150 200

250 300
min

Figura 4.3: Dindmica de glucosa para diferentes ingestas de glucosa Dg. Conforme la
glucosa entra en el sistema, dispara los niveles de su concentracion en sangre, hasta que
es requlada por la insulina

La Figura 4.4 presenta la relacion entre la concentracion de glucosa en fluido inters-
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Constante Valor Constante Valor
k1o 0.066 min—! Vo 0.16 L kg~*
ka1 0.006 min ! Vi 0.12 L kg !
Koo 0.06 min~! Aq 0.8 adimensional
ka3 0.03 min~* tmaz,G 5 min
ki 30.72x1076 min~! ty 33.49x10*
kpo 49.19x1075 min~* pU/mL dL/mg min=>
k3 15.60x10~* min~! th 90 mg/dL
EGPF, 2.9 mg/kg min™! n 0.3 min~*

Tabla 4.1: Constantes para el sistema 4.9, reportados por Hovorka et al. [{4] y () Pacini
et al. [29]

ticial Grr v la concentraciéon de glucosa plasmatica G para diferentes ingestas Dg y
Gy = 81 mg/dL, I, = 9mU/mL. En el momento que la glucosa aparece en el torrente
sanguineo, ésta incrementa su valor a una tasa mayor que la glucosa en FI, lo que ocasio-
na la caida de Gpy/G, posteriormente, gracias al transporte de G facilitado por la apariciéon
de insulina, el compartimento @y se satura de glucosa, hasta que Gg;/G > 1. Esto puede
explicarse ya que al liberarse insulina, después de haberse detectado el incremento en la
glucosa plasmatica, ésta promueve su transporte y acumulacion hacia el compartimento
()2 mediante la accién X; durante los picos altos de G' (aproximadamente 50 min; ver Fig.
4.3), posteriormente los mecanismos de remocién de glucosa en plasma, hacen que ésta
disminuya su concentracién méas rapidamente de lo que Gy es utilizada por las células (y
devuelta al compartimento plasmatico) dando lugar a Gr;/G > 1. Dicho comportamiento
es contradictorio con lo reportado en la literatura, que indica que Gr;/G < 1 [48], excepto

para eventos de hipoglucemia [49].

Para una persona saludable, los mecanismos de degradacion de insulina estan presentes
en el higado, el rinén y en los tejidos musculares, asi como en otros tejidos y en las

propias células, donde después de actuar como facilitador de transporte de glucosa, puede
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ser degradada o devuelta al fluido intersticial mediante los mecanismos de diacitosis y
retroendocitosis [50]. El modelo 4.9 no incluye un término que brinde informacién sobre
la concentracion de insulina en el fluido intersticial (por ejemplo, sobre la disminucién de
insulina en ese compartimento), lo que puede provocar resultados como Gg;/G > 1, ya
que no existe un lazo entre la concentracion de glucosa en FI y la insulina, por lo que el
modelo es incapaz de regular el transporte de glucosa de plasma hacia el FI y éste termina

saturandose. A mayor Dg, el fenémeno se hace mas evidente.

1.2
1.1
1.0
0.9
(G]
3 0.8 1
G
0.7 1
0.6 1 —— Dg=180mglkg
-V -==- Dg=360mg/kg
0571 —— D=720mglkg
N vuv D=1440mglkg
0'4- T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
min

Figura 4.4: Relacion entre la concentracion de glucosa en plasma y glucosa en fluido

intersticial a diferentes ingestas de glucosa D¢

4.3. Control glucosa-insulina a lazo cerrado

La seccién anterior presenta la dinamica glucosa-insulina en condiciones de retroalimenta-
cién ejercidas por el pancreas a través de la insulina. Para una persona en condiciones de
diabetes tipo 1, donde el lazo de control del pancreas no funciona, por ende, no se segrega

insulina, la idea es suplir de manera exégena los requerimientos de ésta, orientados a regu-
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lar los niveles de glucosa en sangre, tratando de evitar eventos de hiperglucemia por exceso
de glucosa e hipoglucemia por sobredosis de insulina. Para implementar un esquema de
control en el sistema 4.9, tomando como variable de control la insulina, reemplacemos la
ecuacion 4.9d por la ecuacion 4.6, en la cual U(t) (la dosis exdgena de insulina) serd la
variable retroalimentada con la informacion de los niveles de glucosa en sangre, el sistema

utilizado entonces para la implementacion del control es el siguiente

da(t) { By, (t)] Qu(t) + k12Qo(t) — Fr + EGPy[1 — X5(2)]

dt VeG(t)
DgAGte_t/tmaZ,G (4 1 1&)

t?na:z:,G
%ﬁf@) = Xy (D)@ (8) = [kra + Xa()]Qa(1) (4.11D)
GE) = % (4.11c)

dI(t)  U(t)

o~y Rl (4.11d)
% =~k Xa(t) + k1 (2) (4.11e)
% =~k Xo(t) + ha L (2) (4.11f)
% = —ka3 X3(t) + kp3l(t) (4.11g)

sujeto a las condiciones iniciales dadas por las ecuaciones 4.10, los pardmetros presentados

en la Tabla 4.1, y un valor de k, = 0.138 min ! [44].

4.3.1. Control tradicional P y PI

Sea U(t) la variable de control, que sustituird la accion del pancreas en la liberacion de

insulina, podemos escribirla entonces como

U(t) = Uy + Sat (4.[G(t) — Gy) (4.12)
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donde U, es el flujo de insulina basal, g. > 0 es la ganancia del lazo de control y Sat, es

una funcién de saturacion que se define como

Saty(ge[G(t) = Go]) = 0 si g[G(t) = G| <0 (4.13a)

Sat. (g.[G(t) — Go)) = g.[G(t) — Gy] si g.[G(t) — Gy] > 0 (4.13b)

la funcién Sat,; hace que el sistema se provea de insulina solo cuando los niveles de
glucosa en la sangre se encuentran por encima de los niveles basales. La accién de control
proporcional es conocida por llevar, en ocasiones, a estados estacionarios desplazados de
las condiciones requeridas [51], para evitar este problema, podemos modificar el esquema

de tal forma que

U(t) =U,+ Sat+(gc[G(t) — Gb] + Z/T]) (4.14&)
T _om-a (4.14D)

donde z es la integral del error de la glucosa plasmatica con respecto a la glucosa basal, y

77 es la constante integral.

Para condiciones basales e iniciales G, = 95 mg/dL e I, = 9 mU/L, en la Figura 4.5
se presenta la comparacién de desempeno del control proporcional frente a un control
proporcional-integral. Las lineas horizontales se graficaron como referencia, la linea con-
tinua corresponde a Gy y las lineas discontinuas corresponden a los limites de niveles de
glucosa en plasma que se consideran saludables. La linea superior corresponde a 120 mg/dL
y la inferior a 80mg/dL. Puede observarse en general, que en este caso, la implementa-
cion de la parte integral deteriora el rendimiento del esquema de control proporcional
con g. = 0.15, por un lado para 7 = 5 y 7 = 30, las dinamicas de G se sobreponen y
pueden llevar a condiciones de hipoglucemia (esto es, por debajo de la linea discontinua

inferior). Esta condicién dura aproximadamente 60 minutos, lo cual puede ser peligroso
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— P g.=0.15
300 A === Pl g.=0.15T,=5
. Pl gc=0.157,=15
—— Pl gc=0.011,=30
250 |
3
E
— 200 1
2
o
&)
=l
o
150 1
100
———
0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.5: Desempeno de un esquema proporcional y un proporcional integral

para los pacientes. El efecto anterior se debe a la saturacién de la accién de control por
la parte integral (el efecto conocido como efecto integral wind up) para evitar tal efecto
existen numerosas técnicas [51]; sin embargo, nos limitaremos a utilizar técnicas de control
sencillas para evaluar el comportamiento del sistema 4.9. Una forma sencilla de reducir
el efecto de la accion es disminuir la ganancia del control y aumentar el tiempo integral
77; no obstante, tal accién, aunque evita que la glucosa llegue a niveles de hipoglucemia,
incrementa el tiempo en que se llega al estado basal aproximadamente una hora (Fig. 4.5

linea azul). Por lo tanto, presenta un mejor desemperio el control proporcional.

La Figura 4.6 muestra la relaciéon Gp;/G para las condiciones iniciales correspondientes
a la Figura 4.5. Se observa que Gpr/G > 1 incluso resultando en valores més altos que
los correspondientes a la Figura 4.4, esto se debe a la accién del controlador que con la
finalidad de reducir los niveles de glucosa en sangre, incrementa el suministro de insulina
saturando de glucosa el fluido intersticial. Esto sugiere que, bajo este modelo, una rapida

accion en el control implica el decremento de G debido a su transporte hacia el FI.
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1.4 S — P g.=0.15
Pl g.=0.15T,=5
" Pl g.=0.15T,=15
1.2 4 Pl gc=0.01 T,=30
o 1.0 5\\
-
x XN
O ‘\s\\
0.8 1 *
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min

Figura 4.6: Gp;/G para los casos de la Figura 4.5
4.3.2. Control en sujetos con condiciones de Diabetes 1

En la seccién anterior se observo el efecto de la parte integral sobre el desempeno del
control retroalimentado. Se pudo concluir que la parte integral deteriora el rendimiento del
control proporcional y que este es suficiente para el control de la glucosa. A continuacion,
el andlisis se llevard a cabo considerando el esquema simple proporcional. Como puede
observarse en las ecuaciones 4.12, el esquema de control requiere del conocimiento del
estado de la variable a controlar para que el error pueda ser retroalimentado a la variable
de control U(t), en el ejemplo anterior (Fig. 4.5) con la finalidad de evaluar el rendimiento
del esquema de control, se consideré que se cuenta con los datos continuos para G; sin
embargo, en la practica para conocer esta concentracién se requiere de mediciones que
pueden tomar de 30-60 minutos debido a que se requiere de tomas de sangre para analizar

en laboratorio que ademés, son invasivas.

El tiempo de muestreo tiene un efecto negativo sobre el funcionamiento del control ya que
lo deteriora, lo anterior puede observarse en la Figura 4.7. A mayor tiempo transcurrido en

la retroalimentacion del estado de G, el desempeno del controlador se deteriora llevando la
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Figura 4.7: Efecto del tiempo de muestreo en el desempeno del control de glucosa para

sujetos en condiciones de Diabetes tipo 1

concentracién de glucosa a niveles de hipoglucemia por periodos prolongados, por ejemplo,

de 60 minutos para un tiempo de muestreo de 30 min. Incluso para tiempos de 15 min, se

obtienen valores de glucosa cercanos al limite inferior por un lapso de 60 minutos. Para

un tiempo de muestreo de 45 min las condiciones de hipoglucemia de 150 minutos pueden

llevar a colapsos en el sistema nervioso central y/o al sistema cardiovascular [52, 53, 54].

4.3.3.

Control en cascada

Una de las caracteristicas de los controladores retroalimentados es que dependen del co-

nocimiento del estado actual de la variable a controlar para ejercer la accién en la variable

de control; por lo que, cuando esta variable no puede conocerse mas que discretamente

con baja frecuencia, el desempeno del controlador se ve deteriorado. Una alternativa para

lidiar con esta situacion, es el uso de alguna otra variable relacionada con la variable a

controlar, que sirva de referencia para el conocimiento de la primera [55, 56], con esta

intencion, una estrategia que surge y se estudiara en el modelo 4.11 es la del control en
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cascada. Este tipo de controlador consta de dos lazos de control, un lazo interno y un lazo
externo; el primero es un lazo lento que brinda estabilidad al control y el segundo es un
lazo de accion rapida. Este tipo de esquema de control retroalimentado se ha utilizado en
el control procesos quimicos [57, 58, 59, 60], asi como se ha explorado su uso en procesos
biomédicos; por ejemplo, Ortiz-Vargas et al. [61] estudiaron su implementacién en tres
sistemas biomédicos; el enfoque se basa en el control de dichos sistemas mediante técnicas
de compensacion de error de modelado, a partir de las cuales, crean funciones de control
intermedias que aprovechan para la implementacién del control en cascada. Recientemente
Basha et al. [62] implementan un control en cascada relacionando los niveles de glucosa
con la presién sanguinea alta (hipertensiéon); orientado a encontrar la dosificacién exdgena
adecuada de insulina en individuos en condiciones de hiperglucemia post-operacion. En
este capitulo, aprovechando la estructura del sistema 4.11, que nos permite conocer la
concentracién de Gy, podemos implementar este tipo de control retroalimentado para el

control de glucosa en sangre.

El esquema de control en cascada se puede describir como sigue; para el lazo de control
interno, mas lento, tomemos la concentracién de glucosa intersticial Gp;(t) como variable
de control destinada a regular la concentracion de glucosa en el plasma G)(t), esto se hace

mediante una funcién de retroalimentacién proporcional de la forma
Gi = Griy+ geinlGm(t) = Gy (4.15)

donde G, es la concentracion de glucosa de la muestra en plasma, @ es una estimacién
de la concentracion intersticial basal y g, > 0 es la ganancia de el lazo de control interno.
Sin embargo, la concentracién de glucosa intersticial no puede manipularse directamente
con fines de control. En este sentido, la sefial G;(t) se toma sélo como trayectoria de
referencia para lograr la regulacién de la concentracién de glucosa plasmética. El lazo
externo, mas rapido, utiliza la senal obtenida de (4.15) como trayectoria de referencia y
manipula la tasa de infusién de insulina para seguir dicha trayectoria. En su forma mas
simple, el seguimiento de la trayectoria se persigue mediante un control proporcional, de

modo que el esquema de control en cascada se puede escribir de la siguiente manera:
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Lazo interno

Lazo externo

Figura 4.8: Representacion de los lazos de control del esquema en cascada en el modelo

de Hovorka
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Gis = Grrp + Gein|Gm(t) — Gb (4.16a)

Fr=Fry+ Sat (Geout[Grrm(t) — Gil) (4.16Db)

donde geout > 0 es la ganancia del lazo exterior y Gprm(t) es la concentracion de glucosa
muestreada en el liquido intersticial. La combinacién de las Ecs. (4.16a) y (4.16b) da la

siguiente expresion:

FI = F],b + Sat+(gc,out[GFI,m(t) - GFI,b - gc,zn[Gm(t) - Gb“) (417)

—— Control en cascada

300 - === Control proporcional
250 A

3

S

E 200

©

[

o

o

3

O 150
100 4

200 250 300

Figura 4.9: Desempeno del control proporcional vs el esquema en cascada para mediciones

en G cada 45 minutos

Esta expresion es una funcién de retroalimentacion para calcular el flujo de entrada de
insulina en términos de una concentracién plasmatica muestreada lentamente y una con-
centracion intersticial muestreada rapidamente. El lazo interno tiene como objetivo lograr
la regulacion de la concentracion plasmatica asignada, mientras que el lazo externo tiene

como objetivo agregar estabilidad y reducir los sobre impulsos excesivos mediante el uso
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de mediciones de alta frecuencia de la concentracion intersticial. La Fig. 4.8 muestra una

representacion del esquema de control en cascada aplicado.

La Figura 4.9 muestra la comparacion del desempeno del esquema de control en cascada
contra el control proporcional para G,, medida cada 45 min y Ggp,, retroalimentada cada
2 min. La dindmica de G para ambos casos alcanza valores por debajo de 120 mg/dL en
aproximadamente el mismo tiempo (110 min); sin embargo, el control proporcional después
30 man sigue disminuyendo la glucosa hasta llevarla a condiciones de hipoglucemia, por
otro lado, el control en cascada evita este fendmeno gracias a que utiliza como referencia
la medicion de glucosa en fluido intersticial en el lazo externo, medida cada 2 min, lo que
evita sobrecargas de insulina logrando que los niveles de glucosa se mantengan dentro de

la banda de niveles saludables.

30 == Control en cascada
—— Control proporcional
25 A
=
| -
I \_/‘_—
2 20
E® | |
2 I I I
2 I I I
£159 | | I
I I
| ' |
| ' |
101 | I |
6 5I0 160 1&I'>0 260 250 360

min
Figura 4.10: Demanda de insulina del esquema de control proporcional vs el esquema en

cascada

En la Figura 4.10 se observa la demanda de insulina requerida por el controlador pro-
porcional contra la demanda de insulina requerida por el control en cascada, la integral

de ambas curvas es similar, a saber, 2394 mU y 2387 mU para el control proporcional y
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cascada respectivamente, por lo que el uso de insulina es similar; sin embargo, la dosifica-
cién de ésta por el control en cascada es mas adecuada, con acciones menos bruscas y mas
eficiente en el sentido que evita llevar al paciente a estados de hipoglucemia. Por otro lado,
las acciones bruscas del control proporcional que actiian como un control “on/oftf” llevan
a condiciones de hipoglucemia, lo que puede desencadenar estados de coma diabético o

insuficiencia en el funcionamiento cerebral [3].

4.4. Conclusiones sobre el modelo de Hovorka

En este capitulo se estudio el modelo de Hovorka y aprovechando la estructura que es-
te presenta para la descripcion de los niveles de glucosa en plasma y fluido intersticial
(compartida con modelos como el de Fabietti y el modelo de Dalla Man) y la tecnologia
disponible actualmente, la alternativa de implementar un esquema de control en cascada
que involucra mediciones en el fluido intersticial no invasivas, para mejorar el rendimien-
to de un control simple proporcional orientado a la regulacién de la glucosa en sangre.
El desempeno de control en cascada mostré capacidad para regular la glucosa en plasma
evitando episodios de hipoglucemia. En este capitulo, también se observaron que algu-
nas caracteristicas poco favorables en el modelo de Hovorka, son la falta de informacion
sobre la concentracién y degradacién de insulina en el compartimento ()2 que ocasiona
saturacion de glucosa en dicho compartimento, otro inconveniente es el elevado niimero de
parametros presentes en el modelo. En la siguiente seccion se presenta un modelo simple
de dos compartimentos capaz de reproducir las interacciones glucosa-insulina de manera
adecuada bajo diferentes condiciones. Dicho modelo cuenta con informacién de glucosa e

insulina tanto en plasma como en fluido intersticial.
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Modelo de cuatro estados

Nomenclatura

G, Concentracion de glucosa en plasma

[mg/dL]

I,, Concentracion de insulina en plasma

[mU/L]
Vp Volumen de plasma [L]

ra,. lasa de remocion de glucosa efec-

tuada por el higado [mg/min L]

r1,, Tasa de degradacion de insulina en

el plasma [mU/min L™!]
A, Area de la pared vascular [m?]

Im.c Fluzx de glucosa a través de la pared

vascular [mg/min m=2]

Im.1 Fluz de insulina a través de la pared

o7

vascular [mU /min m™2]
F¢ Flujo exdgeno de glucosa mg/min]
Fy Flujo exdgeno de insulina [mU/min]

G; Concentracion de glucosa en fluido in-

tersticial (FI) [mg/dL]

I, Concentracion de insulina en FI

[mU/L]
Vi Volumen de fluido intersticial [L]
A Area extra-celular en el FI fm?]

ramwe lasa de consumo celular de glucosa

intersticial fmg/min m™2]

ry,, Tasa de degradacion de insulina en

FI [mU/min L™']
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ka,. Constante relacionada a la tasa de

remocion de glucosa a través del higado

k.1 Coeficiente de transporte de insulina

a través de la pared vascular fmin=']

-1
min

! / Vmaz Mdzima tasa de utilizacion de glu-
ki,, Constante relacionada a la tasa cosa por las células fmg/min]

de degradacion de insulina en plasma

[min~1]

Ky Constante de Michaelis para la ab-
sorcion de glucosa [mg]

kr,, Constante relacionada a la tasa de .,
’ Gp» Concentracion de glucosa basal en

degradacion de insulina en FI [min~1] plasma fmg/dL]

km.c Coeficiente de transporte de glucosa L, , ,
I, Concentracion de insulina basal en

a través de la pared vascular [min~1] plasma [mU/L]

La implementacién de controladores retroalimentados para tratar los trastornos de la dia-
betes tipo 1 requiere mediciones continuas en linea de los niveles de glucosa en el torrente
sanguineo. Sin embargo, tales mediciones se ven obstaculizados por varios problemas, in-
cluidos grandes retrasos y periodos de muestreo. Por otro lado, las mediciones en el fluido
intersticial se pueden obtener facilmente con las tecnologias disponibles en relativamente
pequenos retrasos (alrededor de 2 min) y muestreo de alta frecuencia (alrededor de 2 min)
[63]. Ha sido propuesto que la glucosa del liquido intersticial se puede usar en lugar de
la glucosa plasmadtica para monitorear la dindmica de diabetes [65] y guiar el disefio de
controladores de retroalimentacién basados en modelos [49]. También ha sido sefialé que la
glucosa del fluido intersticial no solo esta desfasada en el tiempo, sino que es un mal reflejo
de la glucosa en el plasma, por lo que esta tltima no puede tomarse directamente como
referencia con fines de regulacion de la diabetes [66]. Las mediciones de liquido intersticial

difieren en tiempo y magnitud de los valores de glucosa correspondientes en plasma [18].

El MM bicompartimental considera solo una variable de concentracion de glucosa, que
supuestamente representa la dindmica promedio de los compartimentos de plasma y liqui-

do intersticial. De esta manera, el MM requiere algunas extensiones para incorporar la
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dinamica de la insulina y la glucosa en el liquido intersticial. Por otro lado, el modelo de
Hovorka estudiado en el capitulo anterior, hace evidente la necesidad de la incorporacion
de la informacién sobre la insulina en fluido intersticial para mejorar la descripcion de las
interacciones glucosa-insulina. Este capitulo tiene como objetivo desarrollar un modelo de
dos compartimentos de la interaccion glucosa-insulina para la descripcion de su dinamica
en plasma y fluidos intersticiales. El enfoque se basa en balances de masa de insulina y
glucosa en el plasma y en los compartimentos del fluido intersticial, que estan unidos por
mecanismos de transferencia de masa. El modelo propuesto consta de cuatro ecuaciones
diferenciales que describen la dindmica de la insulina y la glucosa en plasma y fluido
intersticial. Se utilizan simulaciones numéricas para mostrar que el modelo propuesto pue-
de mostrar las principales caracteristicas de la dindmica de interaccion insulina-glucosa.
Ademas, se incorpora un andalisis de control retroalimentado incorporando mediciones de

liquido intersticial en un esquema de control en cascada.

5.1. Planteamiento del modelo

El simulador UVA /Padova implica un gran conjunto de relaciones algebraicas y ecuaciones
diferenciales para la descripcién detallada de la dindmica de insulina, glucosa y carbohi-
dratos [13]; sin embargo, la complejidad del modelo subyacente no es adecuada para el
diseno y andlisis de esquemas de control retroalimentado. Por otro lado, el MM de tres
estados de las interacciones glucosa-insulina [9] es lo suficientemente simple para el andlisis
y ha sido ampliamente utilizado para propositos de diseno de control. Este modelo utili-
za una concentracion unica para describir la dindmica de la concentracién de glucosa en
fluido intersticial y plasma. Sin embargo, desarrollos recientes en sensores para la moni-
torizacién continua de la glucosa en el fluido intersticial [14-17] sugieren que modelos con

concentracién de glucosa en fluido intersticial y plasma pueden ser considerados.

A continuacion, siguiendo la idea del MM, se desarrolla un modelo considerando los com-

partimentos de liquido intersticial y plasma. El modelo se basa en balances de masa para
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Pared vascular

Plasma Fluido intersticial
| ‘ A

Célula

Figura 5.1: Esquema de dos compartimentos para la descripcion de la interaccion

glucosa-insulina

el esquema de dos compartimentos descrito en la Figura 5.1. El primer compartimento
representa la region del plasma y el segundo compartimento representa el fluido intersti-
cial (FI), la insulina y glucosa estan representados por las respectivas concentraciones en
plasma y FI. El flujo de insulina y glucosa va del plasma al liquido intersticial a través de
la pared vascular. La dindmica del sistema es impulsada por los flujos exdgenos de insulina

y glucosa. El modelo es desarrollado bajo los siguientes supuestos:

» a) Los flujos de entrada de glucosa (F) e insulina (F7) tienen lugar en el compar-
timento del plasma. Normalmente, el flujo de entrada de glucosa se debe principal-
mente a la absorcién de ésta por parte del intestino delgado, aunque parte del flujo
de entrada también se debe a la produccion endégena a partir del glucégeno hepati-
co y muscular. Por otro lado, bajo condiciones normales, el pancreas es la fuente
de insulina, cuya produccién se desencadena por los incrementos de la glucosa en
el plasma [67]. Las comidas son fuentes importantes de aparicién de glucosa en el
torrente sanguineo. Bajo condiciones de ayuno, se estimula la produccion de glu-

cagdn pancreatico, que a su vez desencadena la formacién de glucosa hepética que
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es transportada al torrente sanguineo [68].

» b) La actividad de la insulina en plasma y FI se degrada continuamente con el tiempo.
Una vez que una molécula de insulina se ha acoplado al receptor y ha efectuado su
accion, puede ser liberada de nuevo al medio extracelular, o puede ser degradada por
la célula. Una molécula de insulina producida endégenamente por las células beta
pancreaticas se estima que es degradada dentro de unos 30 a 60 minutos después de

su liberacion inicial a la circulacién [69].

» ¢) La glucosa y la insulina se transportan desde el plasma al FI a través de la pared
vascular mediante mecanismos de difusién debido a los gradientes de concentracion

70, 71].

» d) La glucosa se es removida del plasma en el higado para efectuar la glucogénesis. La
glucogénesis tiene lugar cuando los niveles de glucosa en sangre son lo suficientemente

altos, por encima del nivel de glucosa basal [68].
» ¢) La insulina y la glucosa no interactiian en el plasma [72].

» f) La glucosa en FI se transporta a la célula, y una fraccién lo hace gracias a la
interaccién con la insulina, a través de un mecanismo de transporte facilitado (Glut4)

que promueve el paso de las moléculas de glucosa hacia el interior de las células [42].

Con base en las suposiciones anteriores, los balances de masa de glucosa e insulina en

plasma y el fluido intersticial estan dados por

%dd_C?, =Vire,. — Andmc + Fa (5.1a)
Vp% — Vyrr = Amdms + F (5.1b)
VL% = A Jmc — Ac1rGiu (5.1c)
v;% = At — Virs,, (5.1d)
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donde, G, e I, son concentraciones de glucosa e insulina en plasma, mientras que Gj; e I;
son las concentraciones correspondientes en FI, V,, y V; representan volimenes de plasma
y FI, Ag s es el drea celular en la region del fluido intersticial, Fi; y F son las tasas
de entrada de glucosa e insulina al compartimento plasmatico, r; , v rr,, son tasas de
degradacion de insulina en plasma y FI, y rg,  es la tasa de remocion de glucosa que
efecttia el higado para la glucogénesis. Los términos J, ¢ v Jm, 1 representan el flujo de
masa de glucosa e insulina a través de la pared vascular, y A,, es el area de transferencia de
masa. Finalmente, el término r¢y,,: representa el transporte de glucosa (es decir, captacion)
desde el FI hasta la masa celular a través de la interaccién insulina-glucosa (mecanismo
Glut4) y mecanismos independientes de la insulina (Glut1-Glut3). Cabe senalar que los
volimenes de plasma y FI fueron considerados como constantes o que su tasa de cambio

es muy baja, y puede considerarse nula.

La tasa de eliminacion de glucosa periférica se describe siguiendo una cinética de primer

orden sobre el exceso de la concentracion de glucosa por encima del nivel basal:
TGp.e = ka,c(Gp — Gpp) (5.2)

en la cual kg, . es una constante de velocidad y G es la concentracion de glucosa basal.
Por otro lado, la tasa de degradacion de la insulina se describe con una cinética de primer

orden, tal que:

T1yq = K1, 41p (5.3a)
1, = ki, 1 (5.3b)

donde ky,, y kr,, son constantes de velocidad de degradacion de insulina en plasma y
FI, respectivamente. Asi mismo, el transporte de masa a través de la membrana vascular

puede ser modelado siguiendo un gradiente global de la siguiente manera:
ng == k/‘mg(Gp - Gz) (5.4&)
I, 1 = km,](Ip - [’L) (54b)

5
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En este caso, k¢ y km, son coeficientes de transferencia de masa para la glucosa e
insulina. En cuanto al transporte de glucosa desde el FI a la célula, se toman las siguientes
consideraciones; es improbable que el transporte por difusion sea suficiente para cubrir
los requerimientos de glucosa para las funciones metabdlicas de las células. La insulina
tiene como objetivo facilitar el transporte de glucosa al interior de la célula a través de
mecanismos bioquimicos. Gottesman et al. [73] propusieron que la tasa del transporte
facilitado por la glucosa puede ser descrito mediante una cinética de Michaelis-Menten de

la forma:
G
KM,G + G;

Aqui, Ve es la tasa méxima de consumo de glucosa y Ky es la constante de Michaelis

(5.5)

TGlut = Vmax(Ii)

para la glucosa. La funcion v,.,(1;) debe satisfacer 14, (0) = Vimaz 0 > 0, que representa
el consumo maximo de glucosa debido a mecanismos independientes de la insulina (Glutl-
Glut3). Las expresiones 5.2 a 5.5 se pueden usar en las ecuaciones de balance de masa

(5.1) para obtener:

dG
vy = = VokG,.(Gp = Gpp) = Ambima(Gy = Gi) + Fo (5.6a)
I
V;,% = —Vpkr,  Ip — Ak (I, — L) + Fy (5.6b)
dGi Gz
V;' dt = Amk},m(;(Gp — Gl) — AG,IVmax(Ii)m (56(1)
I;
fol—t = Apnkmi(l, — I;) — Vikr, 1 (5.6d)

En condiciones iniciales adecuadas, el conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales 5.6 pro-
porciona una descripcién minima de la dinamica de la glucosa y la insulina basado en
balances de masa, tasas cinéticas y expresiones de transporte de masa. Cabe senalar que
el modelo 5.6 no incluye una conexién de retroalimentacién entre el flujo de entrada de
insulina y la concentracion de glucosa en plasma, por lo tanto, refleja la dindmica insulina-
glucosa bajo condiciones de lazo abierto (es decir, incontroladas). La seccion 5.5 esta des-

tinada al andlisis de control retroalimentado basado en el modelo 5.6.
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5.2. Correspondencia con el MM

El MM comprende solo tres ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de
la concentracion de glucosa e insulina y la accién de la insulina en un compartimiento
remoto. El modelo de los cuatro estados (5.6) puede reducirse a un modelo de tres estados
con una estructura similar al MM. Para ello, se puede reescribir el sistema (5.6) sumando

las Ecs. (5.6a) y (5.6b)

aaG, dG; G
v, W + Vd— = —Vyka, (Gp — Gpy) — AG,IVmax(Ii)m + Ig (5.7a)

dl

V;Dd_tp = _‘/pkfpyd‘[p - Amkm,I(Ip - Iz) + FI (57b>
dG; Gi

Vi Ao (G — Gi) = AgVman (1) 5.7
p” c(Gp = Gi) = A 1Vmaa( )KMG el (5.7¢)
dl;

‘/l% — Amka(Ip - —[l) - ‘/ikliyd‘[i (57d>

Para obtener una reduccion del modelo de cuatro estados (5.7) a un modelo de tres estados,
se impuso que la tasa de transferencia de glucosa del plasma al FI es muy rapido en
comparacion con la tasa de absorciéon de glucosa. Esto significa que &, ¢ > 1, tal que el

sistema dado por las Ecs. (5.7) se puede escribir de la siguiente manera:

dG dG G
dt dt = —V;DI{IGP,JGP — prb) — AG,IVmax(Ii)m + FG (58&)
dl
Vy ol = Vi, Ty = Awbima (I = 1) + Fi (5.8b)
dG; G
m‘/;_lemG_G mA max[—l 5.8
emcVi—y (Gp — Gi) — emcAcv, <)KMG+G (5.8¢)
dl;
Vl% = Apkmi(I, — I;) — Vz‘k/’li,d[z‘ (5.8d)

donde €,,, ¢ = k’;G. Este es un sistema singularmente perturbado, que en el limite cuando
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em.c — 0 se obtiene el subsistema rapido

Es decir, el gradiente de concentracion del plasma al FI puede considerarse nulo. Sea G la
concentracién representativa de glucosa en plasma y FI (es decir, G = Gp ~ G1). Entonces,
después de tomar la aproximacion (5.9) en el sistema (5.8) se puede reducir al subsistema

dado por el siguiente conjunto de tres ecuaciones diferenciales:

dG G
VT% = _%ka,c (G — an) — AG,IVmax(Ii)m + FG (510&)
dl
V;,d—tp = —Vpkr,  Ip — Apkm (I, — L) + Fy (5.10Db)
dl;
Vi% = Apkm (L, — I;) — Vikr, 1 (5.10¢)
donde
V=V, +V, (5.11)

Ademas, suponga que la expresion de Michaelis-Menten para la interaccién insulina-

glucosa se puede aproximar como una funcién lineal, tal que:

G

max Iz - 5 =~
g ( )KM7G+G

bmaw,OIiG (512)

donde by44,0 €s una constante positiva. Esto implica que la constante de Michaelis K/ ¢
es lo suficientemente pequena en relacién con el rango operativo de concentraciéon de la
glucosa (es decir, K¢ < G). Tomando la consideracién anterior, el sistema (5.10) se

puede aproximar de la siguiente manera:

dG

VT% = _%ka,c(G — prb) — AGmeax,O]iG + g (5.13&)
dl

V) ok = Vi, Iy = Ak (I, = 1) + Fi (5.13b)
dl;

‘/;E = Aml{?mJ(Ip — Iz) — ‘/;'k‘]i,dli (513(3)
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Introduciendo la siguiente variable

X = al; (5.14)
donde
AGlbmaxO
— & mard 5.15
o (515)

después de simples arreglos algebraicos, el sistema 5.13 puede escribirse como sigue:

dG F
E == _ﬁvaka,c(G — Gp,b) - XG + VG (516&)
T
dl, Ak 1 Fr
— =—k; I,— : 0, — 1) + — .16b
i = bl (52 (ol 1)+ 7 (5.161)
dX Ak,
=k, X+ ( 5 J) (al, — X) (5.16¢)
donde
v
Bor = 7; (5.17)
el sistema anterior se puede reordenar, para dar:
dG F
— = ~Borkic, (G = Gyy) = XG + VG (5.18a)
T
d]p Amkm I Amkm I FI
—=—|k — | I ~ )1 X+ —= 5.18b
it <+ v, )”*(%a Y, (5-18b)
% = — (kfi,d + TJ> X + (TJQ> [p (518C)

mkm,]
o'
estructura del MM para las interacciones glucosa-insulina. En este caso, la concentraciéon

Excepto por el término < ) X en la ecuacién (5.18b), el sistema anterior tiene la

de glucosa G se corresponde con las concentraciones de glucosa en plasma y FI del modelo
(5.7) bajo el supuesto de transferencia de masa rapida Ec. (5.2). Algunas suposiciones

estrictas (por ejemplo, no existencia de restricciones de transferencia de masa para glucosa

66



UAM-I CAPITULO 5. MODELO DE CUATRO ESTADOS

a través de la pared vascular) se consideraron para la obtencion del sistema (5.18), y estos
supuestos no podrian cumplirse en condiciones reales. Curiosamente, la variable X que
suele interpretarse como de la accién de la insulina en el compartimento remoto no es otra
que la concentracion de insulina en la region de FI escalada por una constante que relaciona
la tasa de uso de glucosa con la cantidad de insulina en FI (Ec. (5.2)). En términos de la

nomenclatura cominmente utilizada para el MM, los pardmetros estan dados por:

P1 = /prTka,c (519&)
Ak

Py=ky, + Tf (5.19D)

Ak, 1o

Ps = T] (5.19¢)
Ak

n=kp ,+ ! (5.19d)

‘ Vo

De esta forma, el modelo de dos compartimentos (5.6) puede ser visto como un gene-
ralizacion del MM tradicional. Cabe sefialar que el MM considerada desviaciones de la
concentracién de insulina con respecto a la concentracién basal de insulina. En particular,
el ultimo término en la Ec. (5.18¢) es dado por ps(I, — 1) en el MM, en cambio, el modelo
de orden reducido (5.18) consideré la dindmica en términos de concentracién de insulina.
La principal ventaja del modelo propuesto (5.6) sobre el MM es que el primero permite
una facil interpretacion de los parametros del modelo en términos de la fisica de la dinami-
ca glucosa-insulina. Ademds, el modelo (5.6) aclara el vinculo entre las concentraciones
en dos compartimentos diferentes que son cada vez mas considerados para monitorear la
dinamica de la glucosa y la insulina y para diseniar controladores retroalimentados ttiles

en el estudio de la diabetes [49, 71, 74, 75].
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5.3. Dinamica de glucosa-insulina a lazo abierto

Algunas simulaciones numéricas se utilizaran para ilustrar la capacidad del modelo de
dos compartimentos (5.6) para exhibir comportamientos dindmicos tipicos de la dindmica
glucosa-insulina en condiciones de lazo abierto (es decir, no controladas). Reescribamos el

sistema (5.6) de la siguiente manera:

G,

= kG, (G = Gpp) = Kap(Gyp = Gi) + v (5.20a)
% = ki ulp = Kip(ly = Ii) + % (5.20D)
dgi = Kau(Gp — Gi) — AVG;J Voo () KM,S; z (5.20c)
% = Krilly = 1) = bl (5.20d)
donde
Kep = Am‘Zm’G (5.21a)
Kryp = Amém’] (5.21b)
Ke,i = Am‘]j;@’G (5.21c)
Kri= Am‘lzm’l (5.21d)

La estimacién de la pardmetros involucrados en las ecuaciones (5.20) requiere mediciones
de la glucosa y dinamica de la concentracién de insulina en plasma y liquido intersticial.
Sin embargo, estas mediciones apenas estan disponibles para tal fin. A continuacién, con
fines ilustrativos, se proporcionan valores estimados de algunos parametros, estos estan

basados en informes de la literatura.

w a) Volumenes de plasma y FI. Por lo general, el plasma representa aproximadamente

el 60 % del volumen de la sangre, que es de unos 5 L. Se tomard un valor de unos
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3 L para volumen plasmatico. El volumen de FI es ~ 75 % del liquido extracelular,
que es de unos 10-11 L. Por lo tanto, se tomard un valor de 7,5 L. para el volumen

del FI [46, 47].

» b) Pardmetros de transferencia de masa. La transferencia de masa a través de la
pared vascular induce retardos entre las concentraciones en plasma y liquido inters-
ticial de la glucosa e insulina. Se ha informado que el tiempo de retraso es como
méaximo 10 min [71]. Otros resultados han demostrado que las diferencias de tiem-
po entre la sangre y las concentraciones de glucosa intersticial variaron de 4 a 10
min, con la glucosa intersticial retrasada con respecto de la glucosa en sangre en la
mayoria de los casos [70]. Los pardmetros inversos (por ejemplo, 1/K¢ ) pueden ser
considerados como escalas de tiempo caracteristicas para la transferencia de masa a
través de la pared vascular. Siguiendo los informes en la literatura, los valores de los
parametros de transferencia de masa seran considerados del orden de 0,05 a 0,2 min

70, 71].

» ¢) Remocion de glucosa del plasma mediante el higado. El parametro de remocién de
glucosa 1/kg, . tiene unidades de tiempo, reflejando el tiempo caracteristico constan-
te en que la glucosa se transporta del plasma al higado durante glucogénesis. Hemos
asumido una constante de tiempo de alrededor de 5 — 10min, que es del orden de la

constante de tiempo de transporte de la glucosa en la pared vascular [71].

» d) Degradacion de la insulina. La insulina es depurada (eliminada y degradada)
por los rinones, efecto que modula los niveles de insulina en plasma. Basado en
el simulador UVA /Padova T1D, Khodakaramzadeh et al. [18] utilizaron tasas de
degradacién del orden de 0.02 a 0.05 min~' (es decir, alrededor de 20 a 50 minutos

de tiempo de vida media).

» ¢) Pardmetros de interaccion insulina-glucosa. Gottesman et al. [76] reportaron que
la constante de Michaelis es independiente de la concentracion de insulina, los valores

reportados de la constante varian en el rango de 5.9 a 8.7 mM, o equivalentemente
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1062.9 — 1567.4 mgL~"'. En contraste, la méxima tasa de captacién de glucosa de-
pende de la concentracién de insulina, con V.. ([7) cumpliendo una funcién lineal

de la forma:

V(L) & Vmazo + b1, (5.22)

donde Vpar o = 3,252+1, 331 mg de glucosa kg ' min~t,y b, = 0,212+0, 013 mg de glucosa
L kg min~' mU~!. Las mediciones de Gottesman et al. [76] se llevaron a cabo en el
compartimento de plasma, por lo que la funcién (5.22) corresponde a la concentracién de
insulina en plasma. Como una aproximacion para obtener una expresion referida al com-
partimento del liquido intersticial, supongamos que la relacién (5.22) también se cumple
en tales condiciones; a saber,

V(1) & Vmazo + bul, (5.23)

que se puede utilizar eficazmente en el modelo (5.20). Por otro lado, los pardmetros esti-
mados se refieren al peso corporal de los sujetos. Sin embargo, el modelo (5.20) considera
capacidades volumétricas en plasma y compartimentos de liquido intersticial. Dado que
Gottesman et al. [73] no informan el valor medio del peso de los participantes (15 volunta-
rios, 4 hombres, 11 mujer, 20-28 anos), consideraremos un peso medio de 65-75 kg. Por lo
que considerando un volumen de liquido intersticial de alrededor de 7,5 L, la estimacion
de pardmetros para la Ec. (5.23) son Va0 = 28.152 &+ 15.516 mg glucosa L™ min™!', y
b, = 2.243 £ 0.512 mg glucosa min~' mU L. Cabe destacar que estos valores son solo es-
timaciones a grosso modo de los parametros cinéticos para la interaccién insulina-glucosa
en el liquido intersticial y sélo se utilizaran para ilustrar la capacidad del modelo (5.20)

para exhibir un comportamiento dinamico dentro de los patrones esperados.

» f) Velocidades de entrada de glucosa e insulina basales. En condiciones basales (es
decir, sin comidas) la tasa de entrada de glucosa se tomé en el rango de 250 —
350mg min~'. La tasa de entrada de insulina basal se tomé en el rango de 10 a

12mU min~" [64].
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Para las simulaciones del caso base, se utilizaron el siguiente conjunto de pardametros:
V,=45L,V;=105 L, Kg, = 0.21 min~*, K;, = 0.19min ™, ki,, = kr,, = 0,05 min1,
ke,. = 0.025min™", Fg = 275.0mg min~', y FI = 12.0mU min~''. Para estos pardme-
tros, las concentraciones de glucosa basal e insulina en plasma son de 906.37 mg L™! y
21.94 mU L™, que estan dentro del rango de los valores estandar para condiciones saluda-
bles. Las concentraciones en FI son de 616.37mg L' y 13.45mU L~! respectivamente. Por
supuesto, hay una gran combinacién de parametros que pueden producir las mismas con-
diciones basales. Este conjunto de parametros se utilizo para ilustrar el comportamiento
dindamico de los dos compartimentos del modelo en condiciones de lazo abierto (es decir, no
controlado). En otras palabras, no estd presente un lazo de control retroalimentado entre
la concentracién de la glucosa y la tasa de entrada de insulina, por lo que las simulaciones

a continuacion, deben ilustrar el comportamiento en torno a las condiciones basales.
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Figura 5.2: (a) Respuesta de la concentracion de glucosa en plasma para perturbaciones
de entrada de glucosa de distinta amplitud; (b) relacion de concentraciones de glucosa en

FI y plasma para las perturbaciones (a)
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La perturbacién de la glucosa debido a comidas fue simulada por la funcién

AFgexp <—t ; ! ) (5.24)
d

donde t* es el tiempo en que actda la perturbacion, t; es el tiempo caracteristico de
la perturbacién, y AFg es la magnitud de la perturbacion. La funciéon anterior es una
funcién decreciente con amplitud maxima AFg al tiempo t*, que pretende simular la tasa
de entrada de glucosa al torrente sanguineo durante las comidas. La Figura 5.2 presenta
simulaciones numéricas para tres valores diferentes de AFg con ty; = 15.0 min. Dichas
simulaciones fueron realizadas en FORTRAN con un algoritmo de Runge Kutta de cuarto
orden. En este caso, la tasa de entrada de insulina F} esta en su nivel basal, de modo que la
perturbacién del flujo de entrada de glucosa no se contrarresta con ninguna otra infusion
de insulina. La perturbacion condujo a grandes valores de concentracion de glucosa en
plasma, con valores pico del orden de 2350.0 mg L~! para Fg = 2000.0 mg min~!. Estos
valores transitorios son, en general, inaceptables para condiciones fisiolégicas normales. La
relacién de las concentraciones de glucosa satisface que Gi/G, < 1 para todos los tiempos
(Fig. 5.2b), que es un resultado razonable dado el retraso inducido por los mecanismos
de transferencia de masa en la pared vascular. Se observa que la magnitud y el retraso de
la relacién G4/Gp muestran grandes variaciones, lo que impone algunas limitaciones en
la estimacién de concentracién de glucosa en plasma a partir de mediciones en el fluido

intersticial [65, 71].

Para la perturbacion del flujo de entrada de glucosa AFg = 1500.0 mg min~!, la Figura 5.3
ilustra el efecto en la reduccion de la transferencia de masa de glucosa e insulina a través de
la membrana vascular. Este efecto se simula al disminuir los parametros de transferencia
de masa ky,; y kma, lo que conduce a un aumento en la concentracién de la glucosa
en plasma (Fig. 5.3 a). La reduccién de los coeficientes de transporte de masa conduce
a un desplazamiento vertical del perfil de concentracion de la glucosa. Por otro lado, la
relacién de concentracion de glucosa Gi/Gp disminuyé con la reduccion de los coeficientes
de transferencia de masa, lo que significa que el transporte desde la pared vascular es menos

eficiente, lo que se traduce en la acumulacién de glucosa en el plasma (Fig. 5.3b). Este tipo
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de problemas de transferencia de masa es probable que aparezcan en el proceso inflamatorio
vascular, relacionado con enfermedades cardiovasculares y efectos de la hipertensién [77].
La inflamacién podria aumentar la resistencia de la membrana vascular a la transferencia
de insulina y glucosa al FI. Por ejemplo, Hartge et al. [78] senalan que el desarrollo de la
diabetes implica una seriec de cambios bioquimicos y factores mecanicos en el endotelio,
reflejados como disfuncién endotelial e inflamacién vascular. Ademés, Sjostrand et al. [79]
encontraron que el transporte transcapilar retardado del plasma al liquido intersticial es

parte de la resistencia periférica a la insulina en sujetos obesos, efecto que podria estar

relacionado con la constriccion de la regién vascular.
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Figura 5.3: (a) Respuesta de la concentracion de glucosa en plasma para una
perturbacion de glucosa y reduccion de la transferencia de masa en la pared vascular; (b)

relacion de las concentraciones de glucosa en FI y plasma de las condiciones (a)

La hipovolemia es una caracteristica frecuente de los pacientes diabéticos, independien-
temente de sexo, edad y niveles de actividad fisica [80]. La Figura 5.4 ilustra cémo la

reduccion de el volumen plasmatico afecta la respuesta de la concentracién de glucosa en
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el compartimiento de plasma para valores de -10 % y -20 % de V,, nominal (es decir, 4,5 L).
El flujo de entrada de glucosa dispone de un reducido volumen para su distribucion, de
forma que la concentracion de glucosa mostré un aumento significativo. Curiosamente, la
concentracién de la glucosa basal se desvié solo ligeramente del valor nominal (Fig. 5.4a),
lo que sugiere que el volumen de plasma tiene un efecto adverso primordialmente en el
comportamiento transitorio en lugar de en los niveles basales. Por otro lado, la relacion
de concentracién de glucosa G;/G, disminuyé con la reduccién del volumen plasmatico
(Fig. 5.4b). Este efecto podria estar reflejando la acumulacién de moléculas de glucosa

en plasma por una reduccién de la capacidad volumétrica. Las simulaciones descritas an-
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Figura 5.4: (a) Respuesta de la concentracion de glucosa en plasma para un volumen de
plasma reducido; (b) relacion de las concentraciones de glucosa en FI y plasma para las

condiciones (a)

teriormente proporcionan algunas ideas sobre los efectos de los diferentes parametros y
mecanismos en la dindmica de la concentracion de glucosa. Grandes sobreimpulsos de las

concentraciones de glucosa podrian estar relacionados con condiciones adversas vinculadas
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a los trastornos de la diabetes. Por otro lado, los resultados en las figuras 5.2b-5.4b mues-
tra que la relacién G;/G, no es constante y exhibe importantes variaciones temporales.
Esto implica que la concentracion de glucosa en el liquido intersticial no es un espejo de
la concentracién de glucosa en plasma, y por lo tanto el seguimiento de la primera no esta
directamente ligado a la dindmica de esta tltima [66]. La relacién G;/G), puede ser tan
pequena como alrededor del 45 % para el transitorio justo después de la perturbacién de
la glucosa. Estas diferencias se deben a efectos de transferencia de masa que retrasan la

respuesta de la glucosa en la regién del liquido intersticial.

5.4. Respuesta en frecuencia a lazo abierto

La respuesta en frecuencia del sistema proporciona un marco para evaluar la respuesta
de entrada-salida del sistema insulina-glucosa dada por la ecuacién (5.20). Dado que este
sistema es no lineal, se utilizé un enfoque de primeros arménicos para obtener la respuesta
de frecuencia [81]. Para tal fin, la tasa de entrada de insulina se varié arménicamente desde

la condicién basal; es decir.,

Fi(t) = Frp + Arsin(wt) (5.25)

donde F7j es la tasa de flujo de insulina basal (aprox. 12 mU min~'), A; es el amplitud
de la oscilacién arménica y w es la frecuencia. Como consecuencia, la concentraciéon de
glucosa en plasma también es una senal oscilatoria con frecuencia dominante w y con un
retraso con respecto a F(t). La respuesta en frecuencia del par entrada-salida F;(t) —G,(t)
se obtiene entonces mediante el calculo de los primeros componentes armonicos de la senal
de respuesta G, (t) mediante los célculos de los coeficiente de Fourier. Esto es, la respuesta

oscilatoria se aproxima por

Gp(t) = Gpac(w) + ArRe(Gp, w)sin(wt) + ALy, (Gp, w)cos(wt) (5.26)
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Figura 5.5: (a) Diagramas de Bode y (b) Nyquist de la respuesta en frecuencia de la
entrada-salida del sistema de dos compartimentos para el flujo de entrada de insulina
como senal de entrada y la concentracion de glucosa en plasma como la senal de salida,
los circulos rojos representan el ajuste de minimos cuadrados a un sistema de sequndo

orden
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donde, el componente dc esta dado por

1

Gp7dc = F '

/'HP G, (t)dt (5.27)

y los coeficientes de los primeros armdnicos son

9 t+P
Re(Gp,w) = A, ), Gp(t)sin(wt)dt (5.28a)
t+P
Im(Gp,w) = PLAI Gp(t)cos(wt)dt (5.28Db)
¢

En las ecuaciones anteriores, P = 27 /w es el periodo de la oscilacion. La respuesta en
frecuencia de la entrada-salida estd dada por el par (Re(Gp,w), Im(G,,w)), que refleja la
sensibilidad de la senal de salida G(t) a variaciones de la senal de entrada Fj(t). Para
el computo de los coeficiente de Fourier (5.28), el sistema fue sometido a 500 ciclos (i.e.
la simulacién se realiz6 para un tiempo t=500P) y desechados para reducir los efectos
transitorios. Posteriormente, los calculos fueron llevados a cabo para el siguiente ciclo 501,
con la finalidad de obtener los cocficientes 5.28 para cl estado estacionario de G,. Las
figuras 5.5 a) y 5.5 b) presentan la respuesta en frecuencia mediante diagramas de Bode
y Nyquist, respectivamente. La forma de el diagrama de Nyquist sugiere que la respuesta
de entrada-salida del sistema se puede aproximar mediante un sistema de segundo orden

de la forma:

EY,(t) | dY,(t)

ao a2 ay di + an(t) = k}GIU(t) (529)

donde
Y, =G, — Gy (5.30a)
u = FI - FI,b (530b>
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son variables de desviacion relativas a las condiciones basales. Los parametros del mo-
delo de segundo orden (5.29) se estimaron mediante el ajuste de minimos cuadrados de
su respuesta en frecuencia a la respuesta en frecuencia que se muestra en la Figura 5.5.
Esto procedimiento se llevé a cabo mediante un algoritmo de btsqueda aleatoria que
procede modificando los parametros as, a; v kgr aleatériamente hasta lograr que la Ecua-
cién (5.29) presente un ajuste aceptable a la respuesta en frecuencia obtenida por el par
5.30. La Figura 5.5 también presenta el ajuste por minimos cuadrados de la respuesta
en frecuencia del sistema de segundo orden (5.29), mostrando buena concordancia en las
representaciones de Bode (Fig. 5.5a) y Nyquist (Fig. 5.5b). Los pardmetros estimados son
kg =51,12+2,32mg mU !, ay = 1181,62+15,84min"2, y a; = 64,16+ 2,63, 84min .
La estabilidad del sistema (5.29) viene dada por las raices del polinomio caracteristico
Py(s) = ass® + ais + 1, que en el caso de los pardmetros estimados correspondiente a va-
lores complejos —2.71x1072 £ 1.04x10725. Es decir, la respuesta de frecuencia del modelo
de dos compartimentos en condiciones basales es estable con una tendencia a presentar

patrones oscilatorios amortiguados.

Cabe recalcar que esta forma de la respuesta en frecuencia se obtuvo no solo para el caso
base, si no también se muestra para una amplia gama de parametros del sistema. Los
resultados en la Figura 5.4 muestran que un modelo simple de segundo orden es suficiente
para ajustar la dinamica del sistema y por lo tanto, se pueden utilizar esquemas de control
retroalimentado lineal tradicional para la compensacion del sistema. Las figuras 5.5a y 5.5b
muestran respectivamente los diagramas de Bode y Nyquist de la respuesta en frecuencia
de la entrada-salida para el caso en que la transferencia de masa se reduce en un 20 % y
un 40 % (ver Fig. 5.2). Curiosamente, las variaciones de los parametros de transferencia de
masa tuvieron un fuerte efecto en el régimen de alta frecuencia. Aunque la magnitud de las
componentes real e imaginario se redujeron por el efecto del detrimento de la transferencia
de masa, la forma de la respuesta en frecuencia es similar a la del caso base, lo que a su
vez significa que la respuesta también puede ser descrita por un sistema de segundo orden

dado por la ecuacion (5.29).
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Figura 5.6: (a) Grdficos de Bode y (b) Nyquist del efecto de la reduccion de los

coeficientes de transferencia de masa

79



UAM-I CAPITULO 5. MODELO DE CUATRO ESTADOS

5.5. Control a lazo cerrado

Las simulaciones numeéricas discutidas en la secciéon anterior correspondieron a las condi-
ciones de lazo abierto sobre las condiciones basales. En semejante caso, la tasa de entrada
de insulina es constante en los niveles de sus condiciones basales. Para condiciones de salud,
las perturbaciones de glucosa sobre las condiciones basales son detectadas e informadas al
pancreas, el cual libera insulina en el torrente sanguineo para regular la concentracién de

glucosa en condiciones cercanas a los niveles basales.

5.5.1. Control tradicional PI

La estructura del modelo (5.6) permite el anélisis de estrategias de control retroalimentado,
como control predictivo por modelo y control de modos deslizantes [16, 18]. A continuacién,
el andlisis se limitard a estrategias de control simples (esto es, control proporcional) para
mostrar que la estructura del modelo (5.6) se puede utilizar para explorar la incorporacién
de mediciones de multiples variables. Bergman et al. [9] propusieron que la accién del

pancreas puede ser descrita por un control retroalimentado proporcional de la forma
Fi(t) = Frp+ Sati(g.(Gpp — Gp(t))) (5.31)

donde g. < 0 es la ganancia del lazo de control y Sat (g.(Gpp—Gp(t))) esta definida como

sigue

Saty (g:(Gyp — Go(£))) =0 si go(Gypy — G,(t)) < 0 (5.32a)

Saty (ge(Gyp — Go(1)) = ge(Gop — Gp(t)) i Ge(Gpp — Go(t)) > 0 (5.32b)

Basicamente, la funcién anterior es una funcion de saturacién unilateral que implica que
las acciones de control tienen lugar sélo cuando la concentracion de glucosa es superior a

la concentracién basal. Es decir, el flujo de insulina no puede ser negativo. La ganancia de
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control g. debe ser negativa a medida que aumenta la concentracion de glucosa (es decir,
Gpp — Gp(t) < 0) y debe desencadenar la liberacién de insulina en el pancreas. Bajo la

funcién de retroalimentacién (5.31), el sistema a lazo cerrado (es decir, controlado) es el

siguiente

dG F
= — kg, (Gy— Gpp) — Kap(Gy— Gy) + =2 (5.33a)
dt Vi

I F —

& = —ky I, — K1 ,(I, — I,) + 1y + Sati(ge(Gpp — Gp(1))) (5.33b)
dt P ’ Vp

dG; A1 G;

a Ke,i(Gp — Gy) V. Vinaz(1i) Kae + G (5.33¢)

I;

Cflt = Kr(I, — I;) — kg, ,1; (5.33d)

Por otro lado, en términos de la respuesta en frecuencia empirica dada por el modelo de

segundo orden (5.29), la dindmica nominal se rige por

CYy(t) | dYy(t)

1+ kgrg.)Y,(t) =0 5.34

Iy—p T 01—y + (L4 kcr9e)Yp(t) (5.34)
con polinomio caracteristico Po(s) = ass® + a1s + (1 + kgrg.). Dado que a; > 0, ay > 0
v kar < 0, el sistema a lazo cerrado es estable en las condiciones basales para todas las

ganancias de control g. < 0. Las raices del polinomio caracteristico estan dadas por

—ay £ \/a? — das(1 + kerge)
2&2

(5.35)

Aunque estas raices tienen una parte real negativa, la parte imaginaria aumenta con la
magnitud de la ganancia de control, que a su vez puede conducir a oscilaciones en la
concentracién de glucosa. La funcién de control retroalimentado (5.31) puede predecir
requerimientos de infusién de insulina muy elevados y dificiles de suplir, que pueden
evitarse mediante la restriccion a la funcién Saty(ge(Gpp — G,(t))), de tal forma que

Sat (gc(Gpp — Gp(t))) < 30mU min~t.
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Figura 5.7: Respuesta de la concentracion de glucosa en plasma (a) y tasa de infusion de

insulina (b) para diferentes valores de la ganancia de control proporcional
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La respuesta de la concentracién de glucosa en plasma y la tasa de entrada de insulina
para diferentes valores de la ganancia de control g. se ilustran en la Figura 5.7a y 5.7b,
respectivamente. Se observa que cuanto mayor sea la magnitud de g., més rapido sera el
descenso de la concentracién de glucosa frente a la perturbacion de la tasa de entrada
de glucosa Fg. Curiosamente, la accion de control por infusién de insulina para valores
altos de la la ganancia de control se asemeja a la de un patrén de control on/off (6ptimo),
donde el valor maximo de entrada actué cuando la glucosa es la més alta y el valor minimo
cuando la glucosa converge al valor de referencia. Es decir, valores altos de la ganancia de
control indujeron una respuesta mas rapida de la concentracion de glucosa en plasma. Sin
embargo, una respuesta tan rapida se obtiene a expensas de acciones de control (es decir,

tasas de flujo de insulina) agresivas y potencialmente poco realistas.

2000 @)
1800
= 1600 ——P-Control
'_! 1400 — — PI-Control, ;=50 min
g sl X 00 e PI-Contral, 7, = 75 min
¢y 1000
800 B e
600 \‘1--;‘;"; .
400
0 100 200 300 400

..... —
T o o e — ]

0 100 200 300 400
Tiempo (min)

Figura 5.8: Desempeno de una estrategia de compensacion PI con diferentes valores de la
constante integral T;; dindmica de la glucosa en plasma (a) y taza de infusion exdgena de
insulina (b)

La funcién de retroalimentacion (5.31) requiere del conocimiento del flujo de entrada de
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insulina basal F7; para regular la concentraciéon de glucosa a condiciones basales; sin
embargo, es posible que este valor no se conozca de antemano, principalmente para infusion
de insulina exdégena destinada al control de la diabetes. El efecto es que la concentracién de
glucosa en estado estacionario exhibe una desviacién del valor objetivo deseado. La solucion
tradicional para abordar el problema anterior se basa en la accién de retroalimentacion

integral, tal que la funcién modificada para el control es:

Fi(t) = Frp + Sat(g:[(Gpp — Gp(t)) + 2/71]) (5.36a)
dz
= = Gy = Gylt) (5.36b)

donde 77 es la constante integral. Si el sistema de lazo cerrado es estable, Ec. (5.36b) garan-
tiza que G,(t) — G, asintéticamente. La Figura 5.8 ilustra el desempefio de la funcién de
control proporcional-integral (PI) para g. = 0.04 y dos valores diferentes de la constante
77. El efecto obtenido de la accién de control integral es la eliminacién de la desviacion
en el estado estacionario de la concentracién de glucosa regulada (Fig. 5.8a), aunque la
accién de control dada por el caudal de insulina (Fig. 5.8b) podria alcanzar los limites
de saturacién y acciones de control poco realistas. Una estrategia posible es deteriorar el
esquema de control aumentando la constante integral de tiempo de reinicio, lo que daria
lugar a una respuesta lenta a acciones correctivas lentas del compensador integral. El uso
de controladores més involucrados que incluyan multiples mediciones deberia proporcionar

una mejor respuesta a lazo cerrado relativa a la mostrada por el compensador PI clasico.

5.5.2. Control en cascada

La diabetes tipo 1 se caracteriza por la reduccion o incluso la falta de produccion de insu-
lina por parte de las células 8 pancreaticas. En consecuencia, la retroalimentacién del lazo
de control (5.31) es incapaz de regular la concentracién de glucosa en plasma, lo que puede

conducir a excesos de concentracion inaceptables (es decir, hiperglucemia). Una alternativa
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que ha sido explorada en los 1ltimos tres décadas es usar un circuito de control de retro-
alimentacién externo donde el flujo de entrada de insulina es proporcionado externamente
[82, 83]. La idea es utilizar mediciones en linea de glucosa en plasma para regular sus ni-
veles frente a las alteraciones de glucosa por comida a través de la dosificacién de insulina
exdgena; sin embargo, la implementacion del circuito de control de retroalimentacion se
basa en mediciones de concentracién de glucosa plasmatica, que hoy en dia se obtiene sélo
para condiciones muestreadas. La concentracién de glucosa plasmaética se ve obstaculizada
por la toma de muestras de una pequena cantidad de sangre, un procedimiento que puede
llevarse a cabo a intervalos de unos 30-60 min. La Figura 5.9 ilustra el efecto del periodo
de muestreo sobre el desempeno del control PI (5.36). El desempenio del compensador PI,
reflejado por el sobreimpulso de la concentracién de glucosa (Fig. 5.9a), se deteriord por
el uso de las mediciones de concentracion muestreadas. Ademds, la amortiguacion de la
alteracion de la glucosa para alcanzar las condiciones basales duré mas tiempo a medida
que el periodo entre cada muestreo fue aumentado. Por otro lado, el caudal de insulina
requerido para lograr la regulacién de la concentracién de glucosa (Fig.5.9b) alcanzo los

limites de saturacién y mostré cambios rapidos que podrian ser poco realistas.

Se han explorado algunos intentos para abordar las situaciones adversas inducidas por las
mediciones de concentracion de glucosa muestreada en plasma. Ademads, se han desarrolla-
do dispositivos fiables y precisos para efectuar mediciones de la concentracion de glucosa
en FI [63]. Dado el reciente desarrollos en sensores para mediciones continuas de glucosa
en liquido intersticial (ver, por ejemplo, waveformdiabetes.com), se ha sugerido que las
mediciones de glucosa intersticial pueden reemplazar las mediciones de glucosa plasmatica
para la monitorizaciéon y dosificacion externa de insulina en personas con trastornos de
diabetes [49]. Sin embargo, dicho reemplazo no es una cuestiéon tan sencilla, ya que la glu-
cosa intersticial esta desplazada en el tiempo y tiene una relacién no lineal con la glucosa
plasmatica [66]. Estas caracteristicas se ilustran claramente en las figuras 5.2b-5.4b donde
la relacién G;(t)/G,(t) no es constante y depende de la dindmica de la dosis de insulina.
Una pregunta interesante es como utilizar mediciones de glucosa intersticial para mejorar

el rendimiento de el lazo de control retroalimentado, destinado a regular la concentracion
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Figura 5.9: Efecto del periodo de muestreo de las mediciones de glucosa plasmdtica en el
rendimiento de un compensador PI; (a) concentracion de glucosa, y (b) accion de control

dada por el caudal de insulina
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de glucosa en plasma. El circuito de control de retroalimentacién debe usar mediciones
de la glucosa plasmética muestreada, con periodos de muestreo relativamente grandes (al
menos 30 min), y mediciones continuas de glucosa intersticial con relativamente pequenos
periodos de muestreo (alrededor de 2 a 4 min, Baghelani et al. [63]). Un esquema de control
en cascada de dos lazos en serie se puede utilizar para hacer frente a la situacion descrito
anteriormente, donde se utiliza un lazo interior lento para regular la concentracion de glu-
cosa en plasma y un lazo externo rapido para estabilizar la concentracion de glucosa en
fluido intersticial. La idea de utilizar esquemas en cascada para el control de sistemas con
las variables muestreadas réapidas y lentas ha sido ampliamente utilizada en el control de
procesos quimicos [59]. Tenga en cuenta que el modelo de dos compartimentos (Ec. 5.20)
permite el andlisis de esta estructura de control dado que la dinamica del sistema depende
explicitamente de las concentraciones intersticial y plasmatica; sin embargo, dicho analisis
no es posible con el MM ya que la concentraciéon de glucosa fue agrupada en una tnica

variable.

El esquema de control en cascada se puede describir como sigue. Para el lazo de control
interno, més lento, tomemos la concentracién de glucosa intersticial G;(t) como variable
de control destinada a regular la concentracién de glucosa plasmatica G,(t) esto se hace

mediante una funcién de retroalimentacién proporcional de la forma
Gi= G_i,b + Gein(Gpp — Gpm(t)) (5.37)

donde G, es la concentracién de glucosa de la muestra en plasma, G, es una estimacién
de la concentracion intersticial basal y g, < 0 es la ganancia de el lazo de control interno.
Sin embargo, la concentracién de glucosa intersticial no puede manipularse directamente
con fines de control. En este sentido, la sefial G;(t) se toma sélo como trayectoria de
referencia para lograr la regulacién de la concentracién de glucosa plasmética. El lazo
externo, mas rapido, utiliza la senal obtenida de (5.37) como trayectoria de referencia y
manipula la tasa de infusién de insulina para seguir dicha trayectoria. En su forma mas
simple, el seguimiento de la trayectoria se persigue mediante un control proporcional, de

modo que el esquema de control en cascada se puede escribir de la siguiente manera:
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Gi)* = G’i,b + gc,m<Gp,b - Gp,m<t)) (538&)

Fr = Frp+ Sat(ge,out(Gie — Gim(t)) (5.38b)

donde g. o < 0 es la ganancia del lazo exterior y G ,,(t) es la concentraciéon de glucosa
muestreada en el liquido intersticial. La combinacién de las Ecs. (5.38a) y (5.38b) da la

siguiente expresion:

FI = FI,b + Sat+ (gc,out(Gi,b + gc,in<Gp,b - Gp,m<t)) - Gl,m@)) (539)

Esta expresion es una funcién de retroalimentacién para calcular el flujo de entrada de
insulina en términos de una concentracion plasmética muestreada lentamente y una con-
centracion intersticial muestreada rapidamente. El lazo interno tiene como objetivo lograr
la regulacion de la concentracién plasmatica asignada, mientras que el lazo externo tiene
como objetivo agregar estabilidad y reducir los sobreimpulsos excesivos mediante el uso de
mediciones de alta frecuencia de la concentracién intersticial. Finalmente, el esquema en
cascada 5.39 puede estar dotado de una accioén de retroalimentaciéon integral para reducir
el sesgo en el estado estacionario por incertidumbres de G ;. De esta manera, el control

en cascada PI se puede escribir de la siguiente manera:

FI = Flyb—|—Sa,t+

(gc,out |:Gi,b + gc,in(Gp,b - Gp,m(t)) - Gz,m(t) + 7__] / Gp,b - Gp,m(t/)dt/]>
0

La Figura 5.10 presenta un diagrama del esquema de control en cascada, donde se exhibe la
estructura de los lazos de control interno y externo. Como fue discutido anteriormente, el
esquema de control en cascada tiene como objetivo combinar una accién de control rapida
estabilizadora en el lazo externo y un control regulador de accién lenta en el lazo exterior.

La Figura 5.11 compara el rendimiento del control de un solo lazo y el esquema de control
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Figura 5.10: Diagrama representativo del esquema de control en cascada; el esquema de
control en cascada tiene como objetivo combinar una accion de control rdapida y
estabilizadora en el lazo externo y una accion de control reguladora lenta en el lazo

exterior
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en cascada de dos lazos 5.40. Las simulaciones numeéricas se realizaron por periodos de
muestreo de 4 y 30 min para compartimentos intersticial y plasmético, respectivamente,
Ge,in = 0.02, geout = 0.05 y 71 = 60 min. Los valores medidos son discretos y, como es ha-
bitual en implementaciones practicas de controladores de retroalimentacién, se mantienen
constantes entre muestras. La concentracion de glucosa exhibié una rapida respuesta bajo
la accién del control en cascada (Fig. 5.11a), gracias a la rapida accién del lazo de control
interno que actud contra las perturbaciones exégenas. Ademads, el esquema de control en
cascada redujo el efecto de la alteracion de la glucosa con un uso menor de los flujos de

entrada de insulina (Fig. 5.11b).

1! 16004 Ay eeeas Lazo simple
E’ Lazos cascada
o 1200 4
]
800 - =
400 T T
0 100 200 300
30  meees L (b)

T T
0 100 200 300
Tiempo (min)

Figura 5.11: Comparacion del rendimiento de un control PI muestreado y un esquema de
control en cascada que incorpora mediciones de glucosa en fluido intersticial; (a) la

concentracion de glucosa exhibio una respuesta mds rapida bajo el accion de control en

cascada, mientras que (b) el caudal de insulina requerido fue menos exigente

Estas simulaciones numéricas ilustran céomo las mediciones de glucosa intersticial de alta

frecuencia se pueden combinar con mediciones de glucosa en plasma (que son obtenidas
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con baja frecuencia ya que éstas son invasivas y no pueden obtenerse en peridods cortos),
para lograr la regulacién de los niveles de glucosa con un rendimiento relativamente rapi-
do. Esquemas de control en cascada méas complicados pueden ser explorados mediante la
incorporacion de mediciones de insulina intersticial. Dado que, por ejemplo, en los tulti-
mos anos se han realizado esfuerzos orientados a desarrollar sensores para monitorear la

dindmica de la insulina en el liquido intersticial de manera no invasiva y continua [84].

5.6. Conclusiones del capitulo

En este trabajo se propuso un modelo de dos compartimentos que corresponden al plasma
y liquido intersticial para describir la dindmica de la insulina y la glucosa. El modelo se
basa en balances de masa de insulina y glucosa en ambos compartimentos conectados por
transporte difusivo de masa a través de la pared vascular. El modelo resultante contiene
cuatro estados, dos que describen la dindamica de la glucosa y dos que representan la
dinamica de la insulina tanto en plasma como en fluido intersticial. El modelo puede verse
como una generalizacion del modelo de tres estados de Bergman, donde las concentraciones
de glucosa en el plasma y el liquido intersticial se describen explicitamente. La estructura
del modelo permite un analisis mas sistematico de la dinamica de la glucosa y el diseno de
controles retroalimentados, particularmente dados los desarrollos recientes en la deteccion
de mediciones de glucosa en liquido intersticial (esto es, mediciones subcutdneas). Gracias
a la estructura que tiene el modelo desarrollado, uno puede explorar nuevas estrategias
de control retroalimentado que incluyen mediciones tanto en plasma como en regiones del
liquido intersticial, tales como esquemas de control en cascada donde se acoplen mediciones
obtenidas con baja frecuencia en plasma y mediciones obtenidas rapidamente en el liquido
intersticial que permitan obtener una amortiguacién mejorada de las alteraciones de la
glucosa. En general, los resultados de este trabajo mostraron que el modelado simple,
aunque sistematico, es necesario para lograr mejores desarrollos de estrategias tecnologicas

orientadas para hacer frente a los efectos adversos de los trastornos de la diabetes.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1. Conclusiones generales

En el presente trabajo se realizaron estudios sobre dos modelos propuestos para descri-
bir las interacciones glucosa-insulina, el MM y el modelo de Hovorka. Posteriormente se
desarrollé sistematicamente un modelo simple de dos compartimentos capaz de represen-
tar las interacciones para diferentes condiciones. Las conclusiones sobre cada estudio se

encuentran al final de cada capitulo.

El Capitulo 3 trata sobre el modelo de Bergman o MM cuya estructura simple permite
la descripcion de las dindmicas glucosa-insulina de manera adecuada, lo que lo ha hecho
funcionar como modelo de partida para numerosos estudios orientados a pruebas clinicas
o modelado matematico sobre niveles de glucosa, uno de los estudios en que se ha utili-
zado el modelo de Bergman como base para su andlisis, es el TTIG, del cual Pacini et al.
[29] hacen uso para el estudio de la sensibilidad a la glucosa en mamiferos y mediante el
cual realizan el calculo de parametros para dicho modelo; sin embargo, dichos parametros
presentan poca exactitud con respecto a los datos clinicos. En este capitulo, se presentan
dos formas integro-diferenciales del modelo de Bergman que pueden ser utilizadas para

la estimacion de parametros de dicho modelo, asi como un algoritmo genético ttil para
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dicha optimizacion. Por tltimo, se presenta un analisis sobre el uso de glucosa dependien-
te e independiente de insulina, donde se evidencia la relevancia de contar con modelos
cuyos parametros presenten un buen ajuste a datos clinicos en aras a poder contar con

diagnosticos certeros.

En el Capitulo 4 se estudié el modelo de Hovorka y aprovechando la estructura que este
presenta y la tecnologia disponible actualmente, la alternativa de implementar un esquema
de control en cascada que involucra mediciones de glucosa en el fluido intersticial, para
mejorar el rendimiento de un control simple proporcional orientado a la regulacién de la
glucosa en sangre. El desempeno de control en cascada mostré capacidad para regular
la glucosa en plasma evitando episodios de hipoglucemia. En este capitulo, también se
observaron que algunas caracteristicas poco favorables en el modelo de Hovorka, son la
falta de informacién sobre la concentracion y degradacion de insulina en el compartimento
()2 que ocasiona saturacion de glucosa en dicho compartimento, otro inconveniente es el

elevado nimero de parametros presentes en el modelo.

En el Capitulo 5 se propuso un modelo de dos compartimentos que corresponden al plasma
y liquido intersticial para describir la dindmica de la insulina y la glucosa. El modelo se
basa en balances de masa de insulina y glucosa en ambos compartimentos conectados por
transporte difusivo de masa a través de la pared vascular. El modelo resultante contiene
cuatro estados, dos que describen la dinamica de la glucosa y dos que representan la
dinamica de la insulina tanto en plasma como en fluido intersticial. El modelo puede verse
como una generalizacion del modelo de tres estados de Bergman, donde las concentraciones
de glucosa en el plasma y el liquido intersticial se describen explicitamente. La estructura
del modelo permite un analisis més sistematico de la dinamica de la glucosa y el diseno de
controles retroalimentados, particularmente dados los desarrollos recientes en la deteccion
de mediciones de glucosa en liquido intersticial (esto es, mediciones subcuténeas). Gracias
a la estructura que tiene el modelo desarrollado, uno puede explorar nuevas estrategias
de control retroalimentado que incluyen mediciones tanto en plasma como en regiones del

liquido intersticial, tales como esquemas de control en cascada donde se acoplen mediciones
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obtenidas con baja frecuencia en plasma al ser éstas invasivas y mediciones obtenidas
rapidamente en el liquido intersticial de manera no invasiva y continua que permitan
obtener una amortiguacion mejorada de las alteraciones de la glucosa. En general, los
resultados de este capitulo mostraron que el modelado simple, aunque sistematico, es
necesario para lograr mejores desarrollos de estrategias tecnolégicas orientadas para hacer

frente a los efectos adversos de los trastornos de la diabetes.

6.2. Perspectivas

El trabajo de investigacion futuro, debe centrarse en la calibracién del modelo de cuatro
estados propuesto, con datos experimentales y clinicos. Los datos obtenidos de un simula-
dor estricto (por ejemplo, UVA-Padova) se pueden utilizar para evaluar el rango de valores
para los parametros. Por otro lado, el disenio de estrategias de control retroalimentado mas
involucradas que los simples compensadores PI también deben ser explorados, con especial
énfasis en el rendimiento a lazo cerrado. El trabajo de investigacion futuro debe implicar
la evaluacién de la capacidad del modelo para capturar los principales patrones dinami-
cos de entrada/salida exhibidos en situaciones reales; sin embargo, este problema requiere
mediciones de glucosa e insulina tanto en plasma como en liquido intersticial. De esta ma-
nera, un interesante problema es caracterizar la observabilidad del estado de la glucosa en
plasma no medida, basandose en mediciones del liquido intersticial. Los resultados en esta
linea, deben proporcionar informacién valiosa sobre la viabilidad del uso de mediciones en

el liquido intersticial para mejorar la regulacion de glucosa en plasma.
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