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Resumen

n este trabajo presentamos un estudio sobre la disipacion cudntica para el mo-
E vimiento bidimensional de una particula cargada inmersa en un campo elec-
tromagnético dependiente del tiempo. El problema es abordado a través de un Ha-
miltoniano de masa variable. En particular para la masa utilizamos un modelo que
depende linealmente en el tiempo. Resolvemos este problema a partir de tres trans-
formaciones unitarias aplicadas al Hamiltoniano. Estas transformaciones unitarias
estdn compuestas por rotaciones, traslaciones, cizalladuras y dilataciones. Con este
procedimiento reducimos el Hamiltoniano cudntico a cero y como consecuencia
encontramos el operador de evolucion temporal que contiene la informacién sobre
la amortiguacion y del campo electromagnético variable. A partir de este operador
construimos la funcién de Green y como ejemplo estudiamos el movimiento de
un paquete de onda Gaussiano. El resultado mas relevante en este trabajo es que
verificamos que el movimiento del centroide del paquete de onda Gaussiano y de
la particula cargada clésica siguen la misma trayectoria, comprobando con esto el
teorema de Ehrenfest.
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Introduccion

1 movimiento de particulas en el vacio y en diversos medios con disipacion

ha sido estudiado en fisica clédsica y cuédntica desde hace tiempo. Una clase
importante de estos problemas, son aquellos sistemas donde particulas cargadas
estan inmersas en campos electromagnéticos externos. De gran interés es el estu-
dio de sistemas cudnticos donde la disipacion y el campo electromagnético externo
juegan un rol crucial en el comportamiento fisico de estas particulas. Ejemplos de
estos problemas abarcan varios campos en mecdnica cudntica tales como: el efecto
Hall cuantico [[1], la superconductividad de alta temperatura [2], el diamagnetismo
[3]], fisica atémica [4] y sistemas electronicos en dos dimensiones [S].

Dentro de estos problemas cudnticos, nuestro interés y motivacion son los sis-
temas de fisica del estado del solido como metales y semiconductores. En estos
sistemas la disipacion de energia tiene diferentes contribuciones, tales como la in-
teraccion de los portadores de carga con la red de iones del material, la interaccion
de electron-electron a través del potencial Colombiano y eventualmente a través
de radiacion proveniente del exterior. Por lo que es muy importante el estudio de
la disipacion en estos sistemas del estado solido. El amortiguamiento en sistemas
clasicos es a menudo estudiado incluyendo un término de friccion proporcional a
la velocidad en la segunda ley de Newton. Sin embargo, el tratamiento de la di-
sipacion en mecdnica cudntica requiere un tratamiento mas cuidadoso, ya que los
Hamiltonianos independientes del tiempo conservan la energia. Para remediar es-
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te problema, existen varios modelos que abordan el caso cudntico. Mostramos los
principales modelos en la seccién (1.1 con la finalidad de comprender como se
estudia este fendmeno.

1.1. Modelos de la disipacion cuantica

En esta seccion revisamos brevemente los principales modelos en la literatura
para estudiar el fendmeno de disipacion en mecdnica cudntica. Los objetivos de
mostrar estos modelos son: Primero, mostrar que el tema de disipacién en mecéni-
ca cudntica es sumamente mas elaborado respecto al caso cldsico. Segundo, ver las
dificultades y limitaciones que posee cada uno de estos modelos en el estudio de
sistemas con amortiguamiento.

En la seccién (1.2) mostramos que se ha tratado de estudiar la disipacion de
particulas cargadas a trdves de uno de estos modelos sin poder reproducir correcta-
mente su dindmica.

Hamiltoniano de Legget-Caldeira

El modelo de Legget-Caldeira fue propuesto inicialmente para estudiar la in-
fluencia de la disipacion en el efecto del tinel cudntico [6) [7] y para analizar el
efecto del amortiguamiento en la interferencia cuédntica de dos paquetes de onda
Gaussianos sujetos a un potencial armonico [8].

En este modelo se introduce la disipacion de la siguiente forma. Consideramos
que un sistema (S) de interés, por ejemplo una particula con uno o pocos grados
de libertad, esta inmerso en un sistema mds grande formado por un conjunto de N
grados de libertad, que se denomina bafio térmico o reservorio (R). Este reservorio
se modela por medio de un conjunto de /N osciladores armonicos que interactian
(I) con el sistema de estudio. La interaccion es tal que la dindmica del sistema de
interés se ve afectada por cada grado de libertad del reservorio amortiguando su
movimiento. Asi, el sistema (S) puede transferir su energia al reservorio (R). El
Hamiltoniano del sistema global descrito por las caracteristicas anteriores es

H=Hs+ Hg + Hy, (1.1)
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donde
Hs =L 1 V() (1.2)
2M ’

es el Hamiltoniano del sistema (S) con p y ¢ los operadores de momento y posicién
generalizados respectivamente, M es la masa de la particula,

2 D; 1 A2
H —E + —mw; s |, 1.
R 1(2 i 2mwxl> (1.3)

modela el reservorio con p; y Z; los operadores de momento y posicion respectiva-
mente, y m; es la masa de cada oscilador que forman el reservorio. El Hamiltoniano
de interaccion estd dado por

N N2
Hy=—=¢) ety s——, (1.4)
i=1 = 2ma;

donde el sistema y el bafio estdn acoplados bilinealmente. El dltimo término en
no depende de las coordenadas del bafio y tiene que ser incluido para que
V' (¢) sea un potencial sin interaccion con el reservorio [9, [10]. Notamos que el
Hamiltoniano (I.T]) es independiente del tiempo, por lo tanto el sistema global con-
serva la energia.

Una de las primeras dificultades de este formalismo es tratar con los miiltiples
grados de libertad del reservorio. Si utilizamos la ecuacion de movimiento de Hei-
senberg [[11] en el Hamiltoniano (I.I), obtenemos las ecuaciones de movimiento
del sistema y de cada grado de libertad del bafio. Al resolver estas ecuaciones [9]
se eliminan los grados de libertad del bafio obteniendo

M+ M / dsy (t— 5) 4 (s) + V(@) = € (1) (1.5)

La relacion anterior es la version cuantica de la ecuacion de Langevin generaliza-
da para el operador ¢, con 7 (t) el kernel del amortiguamiento y ¢ (¢) una fuerza
fluctuante que depende de las condiciones iniciales tanto del sistema como del re-
servorio. Al segundo término de esta ecuacion se le denomina memoria de fuerza
de friccion.
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Otra dificultad de este modelo es el cdlculo del kernel de amortiguamiento.
Para esto, se considera que el numero de osciladores que forman al bafio tiende al
infinito (N — 00) y con esto se puede emplear una distribucién continua de modos.
De esta manera utilizando una densidad espectral de modos del bafio se calcula el
kernel de amortiguamiento. Este kernel es generalmente usado en la disipacion, sin
embargo no estrictamente realista ya que la densidad espectral de modos diverge
para frecuencias grandes.

Un trabajo reciente que se relaciona con la disipacién de particulas cargadas
y que emplea este modelo de Legget-Caldeira, es el estudio de la termodindmica
cudantica para un magneto-oscilador cargado en un bafio térmico [12]], donde se em-
plea diferentes kernel de amortiguamiento. En general en este trabajo, se concluye
que la disipacion y el efecto del campo magnético externos a bajas y a altas tempe-
raturas es de gran importancia en sistemas cudnticos de fisica del estado solido.

Sistema cuantico abierto

Otro método utilizado para estudiar la disipacion en mecdnica cudntica es a
través de un sistema cudntico abierto. En general, un sistema cudntico abierto es un
sistema S que esta acoplado a otro sistema ¢ llamado entorno. En realidad S repre-
senta un subsistema del sistema total S + ¢ que generalmente se considera cerrado.
El comportamiento de S estd sujeto a su dindmica interna y a la interaccién con su
entorno.

Su descripcion esta dada por el Hamiltoniano del sistema total y su comporta-
miento fisico es generalmente conocido como dindmica del sistema reducido y por
este motivo a S se le conoce como sistema reducido. E1 Hamiltoniano total de este
sistema se puede escribir como

A

H(t)= Hy® I. + Is ® H. 4+ H;(t), (1.6)

donde H s es el Hamiltoniano del sistema reducido, HE es Hamiltoniano del entorno
y H 7(t) describe la interaccion del sistema reducido y su entorno. Los operadores
identidad /. y I dan las dimensiones correctas en el espacio de Hilbert al Hamilto-
niano H (t) del sistema total S + €. Un diagrama ilustrativo de un sistema cudntico
abierto se muestra en la figura (1.1).
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S+e H(t), p
Hs, ps -
SiStema ImeracIcign )
H.. p.
Entorno

Figura 1.1: Esquema ilustrativo de un sistema cudntico abierto.

Una diferencia importante de un sistema cudntico abierto en contraste con un
sistema cudntico cerrado es que su dindmica no pude ser descrita en términos de
un operador unitario de evolucion tempora[13]. Por este motivo, resulta mas ttil
plantear la ecuacién de movimiento del sistema cudntico abierto en términos de su
matriz de densidad.

La disipacion, en este formalismo, se entiende que es el resultado de interac-
ciones microscdpicas entre el sistema en estudio y su entorno. Ya que los procesos
disipativos implican irreversibilidad, y por lo tanto, una direccién en el tiempo,
esto crea la necesidad de una nueva categoria en el estudio de sistemas cudnticos
denominados dindmica de semigrupos cudnticos.

La forma de estudiar estos semigrupos es a través de la teoria de Lindbland
[14]. En esta teoria la ecuacién de von Neumann-Liouville que gobierna la evo-
lucién de un sistema cudntico cerrado se sustituye por una ecuacién maestra [13]]
para el operador de densidad p en la imagen de Schrodinger. Las propiedades de
este operador, Hermiticidad y una traza unitaria positiva son preservadas.

Esta ecuacion maestra tiene la forma

d 7T A R

25 t:——[H,A t] D (ps) 1.7

dtpS() 3 ps ()| +D(ps) (1.7)
donde pg es el operador de densidad del sistema reducido, H en este caso es el

Hamiltoniano del sistema reducido mds términos adicionales que son debidos al
acoplamiento con su entorno y D (pg) es el disipador dado por

'En sistema cudntico cerrado una condicién necesaria es que el operador de evolucién temporal
sea unitario, lo que implica conservacion de probabilidad del sistema.



1. INTRODUCCION

>
—
>

»n

N~—

Il
DO | =
—
1

~>

<
>

0

—~
~

N~—
~>

|+ [LaasLl] } (1.8)

En la ecuacion anterior el operador de Lindbland ﬁj describe el efecto del entorno
con el sistema. En ciertas aplicaciones de , el operador ﬁj representa procesos
de emisién y absorcion. La gran dificultad que posee este formalismo es modelar
estos operadores de Lindbland para el problema de interes.

Dentro de los trabajos estudiados con la teoria de Lindbland se encuentran, la
disipacion del efecto tunel a través de una barrera de potencial parabdlico [13],
donde se muestra que la probabilidad del efecto tinel aumenta con la disipacion y
con la temperatura del bafio térmico. Otro sistema es el oscilador arménico amorti-
guando [16]], donde se analiza la incertidumbre, la entropia y decoherencia de este
sistema. La disipacion cudntica de una particula Browniana [17]] también han sido
estudiada via esta teoria.

Hamiltoniano de Kanai-Caldirola

En algunos casos es deseable estudiar la disipacion a través de un solo Ha-
miltoniano. Con el fin de que el sistema pueda perder energia, tal Hamiltoniano
debe depender explicitamente del tiempo. Histéricamente el primer y quizd mds
utilizado Hamiltoniano dependiente del tiempo para estudiar la disipacién en una
dimension, fue propuesto por Kanai [18]] y Caldirola [19]] (KC). Este es de la forma

2

Hye (t) = - +e/"U(x), (1.9)

_r
2m,et/
con m, la masa constante de la particula, U(x) el potencial y 7 es el tiempo libre
medio entre colisioneﬂ Notamos que la masa en (1.9) es dependiente del tiempo
m (t) = mye!/™ y también el potencial U (z,t) = e"/7U ().

Si aplicamos las ecuaciones candnicas de Hamilton obtenemos facilmente la
ecuacion de movimiento clédsica de una particula con amortiguamiento y sujeta al
potencial U

myi + Tei+ Y _ g, (1.10)
T ox

2 A este tiempo también se le conoce como tiempo de relajacién.
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donde hemos cancelado el factor comiin ¢'/7. Esta ecuacién de movimiento se ob-
tiene de la misma manera por medio de la segunda ley de movimiento de Newton
incluyendo una fuerza de friccidon que es proporcional a la velocidad.

En el caso cudntico, empleando y utilizando la regla convencional de cuan-
tizacién p — —ih0, y * — Z, la ecuacién de Schrodinger en una dimension toma
la forma

2 2
z’h%—f = _Qmizet/f% + Ul(z)e'/ 4. (1.11)

Algunos ejemplos fisicos unidimensionales para esta ecuacion son conocidos.
Por ejemplo, la evolucion temporal de la funcién de onda para una particula Brow-
niana ha sido estudiado en [20], donde su movimiento estd dado por la ecuacién
clasica de Langevin

moi + ni = F(t). (1.12)

Aqui F'(t) es una fuerza aleatoria Gaussiana 'y U(x) = 0. El autor resuelve analiti-
camente la ecuacion de Schrodinger, donde concluye que los efectos de estudiar
una particula Browniana en el caso cudntico con el Hamiltoniano de KC arroja los
mismos resultados que utilizando los métodos de ecuacién maestra (1.7)).

Otro sistema muy estudiado a partir del Hamiltoniano KC, es el oscilador armoni-
co amortiguado unidimensional [21-25] con U(z) = m,w?z?/2. Las soluciones a
este problema se han podido dividir en dos tipos. La primera de estas son del ti-
po pseudo-estacionarias, estudiadas por primera vez por Kener [21] y Stevens [22]]
donde, a través de cambios de variable resuelven la ecuacion de Schrodinger. Alter-
nativamente el segundo tipo de solucion es a través de un paquete de onda [24, 26]

Tw? 2h

blat) = (m (““%)em)iexp [ (25 - 0

+ % {moé(t)et/T (x — £()) + %hwot +/ c (g,é,t’) dt’H (1.13)

Aqui &(t) representa la solucion clasica del oscilador arménico amortiguado y

L <§ N3 t) representa el Lagrangiano cldsico

L (5,5,75) - (2; 2 _ %mow§§2) el/7. (1.14)
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Un aspecto importante de la solucién anterior es que el Hamiltoniano en el os-
cilador amortiguado es cuadrético en sus coordenadas canodnicas, por este motivo,
la solucién del paquete de onda posee a lo mas términos cuadréticos en los eigen-
valores de posicion. Nosotros estamos interesados en este tipo de soluciones en
célculos posteriores.

Las dificultades de utilizar el Hamiltoniano de KC radica en que son muy pocos
los ejemplos fisicos en los que se puede modelar fdacilmente. Uno de estos casos es
el que se trata en este trabajo.

Como mencionamos al inicio de esta seccidn, la finalidad de hacer referencia
estos tres modelos es mostrar que poseen limitaciones y dificultades. Sin embar-
g0, nosotros estamos interesados en estudiar la disipacion de particulas cargadas
utilizando como referencia el modelo de KC, esto es, pretendemos utilizar un Ha-
miltoniano dependiente del tiempo. Asi pues, en la siguiente seccidn mostramos
la base fundamental de este trabajo y damos la propuesta de este Hamiltoniano
dependiente del tiempo para el estudio cudntico en los siguientes capitulos.

1.2. Disipacion de las particulas cargadas en el mo-
delo Newtoniano

Nuestro objetivo es estudiar el movimiento de una particula de masa m,, y carga
g, inmersa en un campo electromagnéticd’| dependiente del tiempo (E(t), B(t)) y
al mismo tiempo experimentando una fuerza lineal de amortiguamiento (m,/7) .
Para analizar su dindmica en general se emplea la segunda ley de movimiento de
Newton dada por

mof = q(E+1 x B) — mTr (1.15)

A este modelo, en el que la fuerza de amortiguamiento es linealmente dependiente
de la velocidad, lo denominamos Newtoniano, y no puede ser obtenido de un prin-
cipio Hamiltoniano como veremos mas adelante.

Un importante aspecto del estudio del movimiento de particulas cargadas en
campos magnéticos y eléctricos es su importancia en experimentos y analisis tedri-
co de dispositivos en fisica del estado sélido.

3Este campo electromagnético no es funcién de la posicion.
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Consideramos que el movimiento de la particula cargada ocurre tinicamente en
el plano zy (2D) y que el campo magnético es perpendicular a su movimiento, esto
es

B = Bk, (1.16)

cuyo potencial vectorial estd dado por

B -
A=——yi+ —2xj. 1.17
2y1+2xj ( )

El campo eléctrico en el plano de movimiento esta dado por

B . (B .
E:<5y+EJi—(§x—@>L (1.18)

con un potencial escalar

¢ = —E.x — Eyy. (1.19)
AQUIE=-V¢—-0AyB =V xA,con B=B(t),E, =E,(t)y E, = E,(t)

son funciones solo del tiempo.

Separando las componentes de la ecuacién (1.15) utilizando (1.16) y (1.18]),
obtenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

0. . ¢B
Mo -+ me — 4By — %y 4B, = 0, (1.20)
S m, . . ¢B
mel + Ty +qB1t + %az -qb, = 0. (1.21)

Si deseamos desarrollar una teoria cudntica de la disipacion para particulas car-
gadas, necesitamos encontrar el Hamiltoniano que genere las ecuaciones de mo-
vimiento y (I.21). Sin embargo, la obtencién de un Hamiltoniano para la
particula cargada bajo un campo electromagnético dependiente del tiempo y que
incluya disipacion no es tan directo como el uso del Hamiltoniano de KC.

Por ejemplo, Schuch y Moshinsky (SM) proponen un Hamiltoniano [27] en el
problema 2D de una particula con disipacién en un campo magnético constante
(B = B,) de la forma

1

Henr = 2m,et/T

pr — qA- ) + g0, (1.22)
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donde A, =e/"A, ¢, =e/Tpy p. = €/"p.

Aplicando las ecuaciones canénicas de Hamilton en la forma & = 0,_, Hg,
Y = Oy, Hsr, Pra = —0,Hsn y pry = —0yHgyy y utilizando las definiciones de
los potenciales (1.17) y (1.19) obtenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

Moi + %% — By + LA, — qE, = 0, (1.23)
T T
me . .

moelj + Ty + qB,t + gAy -qb, = 0. (1.24)

Notamos claramente que estas ecuaciones no conducen al mismo caso de cam-
po magnético constante en el modelo Newtoniano (B =0) —, existe un
termino adicional en cada ecuacion, es decir %AI y %Ay. Por lo tanto este Hamilto-
niano es incorrecto para reproducir la dindmica del modelo Newtoniano. Parecido
es el caso del Hamiltoniano propuesto por Pimpale y Razaby (PR) [28) [29] que
también posee términos inconsistentes con el modelo Newtoniano.

Como mencionamos anteriormente, no existe un enfoque Hamiltoniano que
pueda reproducir exactamente el modelo Newtoniano de la disipacion de una particu-
la cargada (I.15). Dada esta limitacién de correspondencia entre los enfoques
Newtoniano y Hamiltoniano, es de vital importancia proponer un Hamiltoniano
que cumpla con dicha correspondencia. En este trabajo presentamos un modelo
alternativo para modelar la disipacion de la particula cargada a través de un Ha-
miltoniano con masa dependiente del tiempo. Dicho Hamiltoniano nos permite es-
tudiar el caso cuantico de este problema. El Hamiltoniano que propenemos es el
siguiente

1

- - . 2

Al Hamiltoniano anterior el pedimos que reproduzca el estado estacionario en
velocidad del modelo Newtoniano. Esto es, en el caso para m,z = m,y = 0 en
(1.20)-(1.20), debido al amortiguamiento y con campo electromagnético constante,
las componentes de la velocidad la particula deben estar dadas por

. qT Epo +woTEy,
= - - 1.26
v me 14+w2r? ( )
E,, — w,7TE,,
g = L Dye T BoT e (1.27)

me 14 wir?
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1.3 Contenido

aqui w, = ¢B,/m,. Esta condicién nos permite, como veremos mas adelante, pro-
poner una dependencia temporal en la masa para este problema.

La propuesta de este Hamiltoniano abre la posibilidad de la cuantizacién del
modelo de Drude y encontrar los tensores de conductividad y resistividad que
usualmente son encontrados desde un punto de vista puramente clsico.

Por tltimo, como mencionamos al inicio de este capitulo, estamos interesados
en el movimiento de particulas cargadas en metales o semiconductores, en este
sentido, el efecto de las contribuciones de la disipacion se introduce en el tiempo
libre medio de colisiones 7. Esto es, en nuestro modelo no vamos a considerar
el efecto microscopicos de la disipacion, mds bien vamos a considerar que es un
efecto promedio de todas las contribuciones que intervienen. En este sentido el
problema cudntico que vamos a tratar en el siguiente capitulo, lo podemos entender
Ccomo una aproximacion semicldsica.

1.3. Contenido

En este trabajo nos organizamos de la manera siguiente. En el capitulo |2} estu-
diamos la propuesta del Hamiltoniano con masa variable y analizamos la dependen-
cia temporal de la masa. Posteriormente resolvemos el caso cudntico de la particula
cargada por medio de transformaciones unitarias, encontramos el operador de evo-
lucién temporal y con ayuda de éste construimos la funciéon de Green. Por dltimo
estudiamos la evolucion de un paquete de onda Gaussiano. En el capitulo (3| mos-
tramos la solucién numérica del comportamiento de las ecuaciones de movimiento
obtenidas a partir de la segunda ley de Newton, del Hamiltoniano de masa variable
clasico y el centroide del paquete de onda Gaussiano. En el capitulo {| presentamos
las conclusiones y perspectivas para este trabajo. En el apéndice |A| desarrollamos
las reglas de transformacion debidas a las trasformaciones unitarias. En el apéndi-
ce [Blmostramos el célculo de los elementos de matriz de la funcién de Green. Por
tltimo, en el apéndice[C]presentamos el articulo que sustenta esta tesis de Maestria.
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Modelo teodrico

n este capitulo desarrollamos la teoria de la disipacion cudntica de una particu-
la cargada a través de un Hamiltoniano de masa variable (HMV).

Inicialmente estudiamos el caso clasico del HMV y analizamos sus principales
diferencias fisicas con el modelo Newtoniano visto en la seccion anterior. Adicio-
nalmente se estudia la dependencia temporal de la masa. Una vez teniendo el Ha-
miltoniano (con coeficientes dependientes del tiempo) correcto, estudiamos el caso
cuantico resolviéndolo por medio de transformaciones unitarias. Por tltimo cons-
truimos la funcion de Green a partir de la transformacion unitaria total y utilizamos
esta funcion para estudiar el movimiento de un paquete de onda Gaussiano.

2.1. Hamiltoniano de masa variable

En esta seccion nuestro interés es enunciar un Hamiltoniano para la particu-
la cargada y encontrar las ecuaciones de movimiento cldsicas. Empezamos por el
Hamiltoniano clésico para una particula cargada [30]

a2
H=5—(p—qA)" +q9, (2.1)

13



2. MODELO TEORICO

donde A = A(z,y,t) es el potencial vectorial, ¢ = ¢(z,y,t) es el potencial esca-
lar eléctrico y m = m/(t) es la masa de la particula cargada, todas dependientes del
tiempo de forma explicita.

Del Hamiltoniano anterior resaltamos la dependencia temporal de la masa y de
hecho esta propuesta nos permite, como vamos a ver a continuacioén, encontrar las

ecuaciones de movimiento de este problema.

Utilizando las ecuaciones de Hamilton de movimiento para (2.1)), obtenemos

oH Di qA;

fi=nm = oI
Op; m m
o¢
a5, (2.2)

Para ver un poco més en detalle la importancia de las ecuaciones de movimiento
anteriores, las escribimos como segunda ley de Newton de la siguiente forma

d
E(mf) = q(E+71 xB), (2.3)
con B=V xAyE = —-V¢ — 0,A. De esta ultima ecuacién podemos apreciar

del lado izquierdo que la fuerza de Lorentz va como la derivada del momento, con
la masa dependiente del tiempo. Esta es una de las primeras diferencias respecto al
modelo Newtoniano (1.15)). Alternativamente la ecuacion (2.3)) la podemos escribir
como

mi = q(E + 1 x B) — 1. (2.4)

Con el fin ilustrar el modelo de disipacion a travéz de la dependencia temporal
de la masa, vamos a considerar (de la misma manera que en el caso Newtoniano)
una particula moviéndose en el plano zy en un campo magnético perpendicular y
un campo eléctrico dependiente del tiempo en el plano. Ambos campos, definidos
a partir de los potenciales vectorial y escalar usados en la seccién (1.2)

¢ = —FE,x— Eyy,
B ;. B ;
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2.2 Modelo de la masa dependiente del tiempo

Asi, los campos magnéticos y eléctrico toman la forma

A~

B = Bk (2.6)
B . (B .
= (Zy+E |i-|(Z2-E, )] 2.7)
2 2
aqui B = B(t), E, = E,(t) y £, = E,(t) son s6lo funciones del tiempo.

Separando las componentes de la ecuacion (2.3)), obtenemos las siguientes ecua-
ciones de movimiento para la particula

B
M + i — mwy — %y —4E, = 0, (2.8)
N . 4B
my + my + mwz + 730 -qbk, = 0, (2.9)
donde
B
w="2 (2.10)
m
es, en general, dependiente del tiempo. En el caso de un electron (¢ = —e) en cam-

po magnético y masa constante |w| = w. = eB,/m, es la frecuencia del ciclotrén.

Notamos que las ecuaciones y a pesar de que son muy similares al
modelo Newtoniano y (L.21)), tienen estados transitorios diferentes, es de-
cir, el término en el caso Newtoniano - m,i y el correspondiente en (2.3) - mi
tienden a cero (debido al amortiguamiento) de forma diferente para un tiempo su-
ficientemente grande. Sin embargo, ambos modelos poseen un estado estacionario
en velocidad similar. Esto es debido precisamente a la dependencia temporal de la
masa y se analiza su importancia en la siguiente seccion.

2.2. Modelo de la masa dependiente del tiempo

Una de las interrogantes de nuestro problema es la forma temporal de la masa,
o alternativamente ;que funcionalidad debe tener la masa que se apegue lo maés
posible al modelo Newtoniano?.

15



2. MODELO TEORICO

Para responder a esta pregunta, consideremos el caso en que la particula esta
inmersa en campos magnético y eléctricos constantes. En este caso las ecuaciones

de movimiento (2.8)) y (2.9) se reducen a

ma +mx —qB,y — qF.,, = 0, (2.11)
my +my + qB,x — qby, = 0. (2.12)

En estado estacionario (mi = my = 0), la solucidén para las componentes de
velocidad son

_a B0+ (qBo/m.)Eyo’ (2.13)
o 1+ (¢*B2/m?)

iEyo — (¢B,/m)Ey,

m 1+ (¢2B2/1h?)

y = (2.14)
En este modelo de la masa dependiente del tiempo utilizamos estas ecuaciones
como una herramienta necesaria para encontrar la forma temporal de la masa. Ex-
ploramos su utilidad en los siguientes casos.

Primero, regresando al enfoque del Hamiltoniano de KC [26} 27], en este mo-
delo la forma temporal de la masa es

m = mye'’", (2.15)

aqui por ejemplo, m, y 7 estan relacionados con la masa efectiva y el tiempo libre
medio entre colisiones de la particula cargada con un dispersor en un semiconduc-
tor y con una movilidad p. = |q|7/m,. A diferencia del modelo Newtoniano, en
este caso, la forma temporal de la masa en (2.15)) desvanece las componentes de
velocidad (2.13)) y (2.14) para un tiempo suficientemente grande, e incluso en pre-
sencia de campo eléctrico.

Resultados bien conocidos, como el tensor de magneto-conductividad de semi-
conductores [31]] en dos dimensiones

Oo 1 WoT E,
.:’]’LI‘:— 5 2.16
o= (e ) (g ) o

con 0, = ng*r/m, y n densidad de portadores de carga, contradicen la forma
temporal de esta masa. Esta es otra razon por la que descartamos en este desarrollo
tedrico el principio Hamiltoniano de KC.
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2.2 Modelo de la masa dependiente del tiempo

Como segundo ejemplo, tomamos la siguiente eleccion conveniente de la de-
pendencia temporal de masa

t
m=m, (— + 1) , 2.17)
T
la cual llamamos modelo lineal de la masa dependiente del tiempo (MLMDT).

De la ecuacion (2.4)), los dos primeros términos de lado derecho de esta ecua-
cién corresponden a la fuerza de Lorentz, mientras que el ultimo término modela
la fuerza de disipacion, de hecho para el MLMDT

i = %, 2.18)
T
En este caso del MLMDT, la solucion del estado estacionario para las compo-

nentes de las velocidades son

. qT Epo +woTEy,
R W 19
.qT Eyo — woTEy,
¥y = my 1+w?r? (2.20)

donde w, = w(t = 0) = ¢B,/m,.

Este enfoque produce el mismo estado estacionario, no cero, que el mode-
lo Newtoniano (1.26) y (1.27), aunque su estado transitorio pueda ser diferente.
Ademds estas componentes de velocidad (2.19) - (2.20)) reproducen perfectamente
el tensor de magneto-conductividad de semiconductores.

Ya que el MLMDT y el modelo Newtoniano alcanzan el mismo estado esta-
cionario, lo utilizamos durante todo el resto del trabajo y para ejemplos numéricos
posteriores.

Finalizamos esta seccion resaltando nuevamente esta condicién en el estado
estacionario de la velocidad, cuya contribucién al desarrollo presentado aqui es
permitir una regla para descartar algunas propuestas de principios Hamiltonianos
con masa dependiente del tiempo en la particula cargada. Adicionalmente nos pro-
porciona una manera de proponer la dependencia temporal de la masa.
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2. MODELO TEORICO

2.3. Caso cuantico: trasformaciones unitarias

En esta seccion desarrollamos el caso cudntico de la particula cargada 2D con
disipacion. Proponemos una cuantizacioén candnica al Hamiltoniano (2.1J), es decir,
ahora posiciones y momentos son operadores Hermiticos.

En este mismo contexto, un posible procedimiento para solucionar analitica-
mente el problema cudéntico es realizar un conjunto de trasformaciones unitarias de
un cierto subgrupo del grupo afin, rotaciones, traslaciones, cizalladura{] y dilata-
ciones en el espacio de Hilbert H(Z;, p;).

De forma general el procedimiento es el siguiente. Partimos de la ecuacién de
Schrodinger

1o (1)) = b [o(1). @a1)

donde utilizando (2.1)), el Hamiltoniano mecénico-cuéntico viene dado por

= % (p . qA)2 + 0. 2.22)

Aqui Z, y, p, Y Dy son los operadores de espacio y de momento, tal que

Tlry) = zlzy),
Jle,y) = ylz,y),
Do [Py Dy) = Da P2 Dy)
Dy [Pespy) = DulPaspy) (2.23)

donde |z,y) y |ps, p,) son los eigenestados de posicién y momento respectivamen-
te. Los operadores de espacio y momento siguen las relaciones usuales de conmu-
tacion

[2i, ;] = ihd; . (2.24)

La solucién de la ecuacion de Schrodinger (2.2 1)) por medio de trasformaciones
unitarias U; [32H35], se puede resumir en cada paso de la solucion de la siguiente
forma

! Aqui cizalladuras lo entendemos como la transformacién unitaria que al aplicarla al operador
de posicién da como resultado la superposicién de los operadores de posiciéon y momento. Una
superposicién similar ocurre cuando se aplica la transformacién al operador momento.
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2.3 Caso cuantico: trasformaciones unitarias

UHUU; |y (t)) = U; (z‘h%) ULU: [ (1)) (2.25)
entonces
- 0
Hi i (8)) = iho i (1)) (2.26)

con U,US =1, /I, = U,HUI — U, (z’h@tUiT), y [ (£)) = Us |0 (1))

Es conveniente en este punto definir el Operador de Floquet [36] dado por

PR 0
H = H —ih— 2.27
thar (2.27)
asi, la ecuacioén de Schrodinger toma la forma
. .
H —ihe ) 16 (1)) = [ () = 0, (228)
aplicando las trasformaciones unitarias U; la ecuacidn anterior se reescribe como
A i (1)) =0, (2.29)
donde
> St a0
y
[vi (8)) = Uil (t)) - (2.31)

En general, buscamos un conjunto de trasformaciones unitarias aplicadas suce-
sivamente que reduzcan al operador de Floquet en
2 ]L . 3
UFU = —zha. (2.32)
donde % = ...UyU;. Esto implica que la ecuacion de Schrodinger (2.28)) toma la
forma

0 i,
— i (U [ (1)) = —iho [..UUn |4 (1))] = 0. (2.33)
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2. MODELO TEORICO

Esta tltima ecuacion indica que el ket aplicado de lado derecho del operador de
energia debe ser constante en el tiempo, asi

U (1) = [y (0)). (2.34)
Como una consecuencia, el estado del sistema en cualquier instante [ (¢)) es
conectado con el estado en ¢t = 0, [ (0)), de la siguiente manera

6 (0) = %" 6 (0)) = (UfUS...) [ (0). (235)

es decir,

w(t,0) = Ul(t,0)Ul(t,0)... (2.36)

es el operador de evolucion temporal. De hecho, nuestro objetivo en la siguiente
seccion es construir, utilizando el procedimiento descrito aqui, este operador para
la particula cargada en 2D.

Vamos a considerar, como en la seccién (2.1]), una particula en un campo magnéti-
co perpendicular al movimiento y un campo eléctrico en las direcciones x y y, am-
bos dependientes del tiempo. Los potenciales vectorial magnético y eléctrico estdn
dados por

¢ = —E,2—E, (2.37)
o B - B -
A = —Tiit i (2.38)

donde como en el caso clasico, B = B(t), E, = E,(t) y E, = E,(t) son funcio-
nes solo del tiempo.

En esta norma y con el Hamiltoniano mecénico-cudntico (2.22)), el operador de
Floquet (2.27] toma la siguiente forma

2 Lo o 1 2 (22 | 2 Wz . N 0
Jf:%(px—i-py)—i—gmw (:c +y)—§LZ—q(Exx+Eyy)—zh&, (2.39)

donde L, = zp, — Up, es el operador de momento angular en la direccion z.

Para finalizar, notamos que todos los coeficientes que forman este operador de
Floquet son funciones del tiempo. Por este motivo, el procedimiento dado en esta
seccidn nos evitard utilizar teoria de perturbaciones dependiente del tiempo por
complicado que estos coeficientes dependan de .
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2.4 Operador de evolucion temporal

2.4. Operador de evolucion temporal

Nuestro objetivo en esta seccion es obtener el operador de evolucién temporal
correspondiente al operador de Floquet (2.39)), utilizando el método descrito en la
seccion (2.3) por medio de transformaciones unitarias de un subgrupo del grupo
afin.

El procedimiento se puede resumir como sigue: 1) El tercer termino en H
correspondiente a la componente del acoplamiento del momento angular en z, pue-
de ser eliminado por una rotacion dejando los dos primeros términos invariantes.
El resultado es un operador de Floquet por dos osciladores armoénicos forzados
desacoplados, con masas y frecuencias variables en el tiempo; 2) una traslacién
dependiente del tiempo en cada direccion (x y y) se realiza para eliminar las con-
tribuciones lineales, reduciendo a 2 en dos osciladores aménicos unidimensio-
nales desacoplados con coeficientes dependientes del tiempo; 3) y, finalmente una
cizalladura y una dilatacion en cada direccion son aplicados reduciendo a A en
—iho;.

Primera transformacion unitaria

Para empezar requerimos un operador unitario U; que genere una rotacion finita
en un angulo 6 alrededor de la componente z

L
U, = exp (29—{> , (2.40)

con § = 6(t) un pardmetro dependiente del tiempo. Necesitamos ver el efecto
que tiene U; sobre los operadores de posicion, momento y para ¢/70;. Dicho efecto
genera las siguientes trasformaciones (ver apéndice

UaUl = Zcos — sin,
UgUl = #sinf+ jcosd,
Ulﬁfo = pgcost —p,sinb,
Urip,Ul = posiné + p, cosb,
) - )
h— | Ul = 6L, +ih— 2.41
U, (z 875) U] +1 2% ( )

que, como dijimos anteriormente, genera rotaciones en los operadores de posicion
y momento.
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2. MODELO TEORICO

Notamos que U; deja invariante las formas cuadraticas 2° + §° y p; + p;. Asi,
esta primera trasformacién al operador de Floquet empleando (2.41) se escribe
como

) 1 1
UL #U] = o (0 + ;) + gme® (2 + 37)
. . CWY - 0
~q(Efe+ Blg) — (0+5) Lo—ihsr. @42)

Aqui EEy Ef son las componentes rotadas del campo eléctrico, definidas como

Ef = FE,cos0+ E,sin,
Ell = —E,sinf+ E,cosf. (2.43)

En este punto, como parte de nuestro objetivo, vamos a imponer en (2.42) la
siguiente condicion

0+ ; —0, (2.44)
a fin de eliminar el termino proporcional a L, en li El operador de Floquet
ahora estd completamente separado en las componentes x y y.

De la ecuacién (2.30), el Hamiltoniano trasformado toma la forma

i, = % (02 +92) + émoﬂ (2> +9°) — q (EX2 + EF9) (2.45)
que corresponde a dos osciladores forzados desacoplados. Aqui es importante esta-
blecer 6 (t = 0) = 0 como condicién inicial a fin de que U; se reduzca al operador
identidad cuando ¢ — 0. Establecemos esta misma condicidn inicial en todos los
pardmetros de las siguientes transformaciones a fin de garantizar que el operador
de evolucién temporal final cumpla

U(t=0)=1 (2.46)

Un caso particular de la ecuacién (2.44) es que si m y B son independientes del
tiempo, entonces 6 = —w,t/2, con w, = ¢B,/m,. En este caso, el movimiento de
la particula cargada es llevado a un sistema de referencia que gira a la mitad de la
frecuencia angular.
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2.4 Operador de evolucion temporal

Segunda transformacion unitaria

La siguiente trasformacion corresponde a traslaciones en espacio de posicion y
momento. Esta es de la forma

Uz = UnUzyUsy, (2.47)

donde

donde nuevamente los pardmetros de esta trasformacion son dependientes del tiem-
po, es decir, S = S (t), \; = A\ (t) y m; = m; (t). Este operador unitario (2.47)
produce las siguientes reglas de transformacion (apéndice [A])

UiU] = &4 Ay,
UspoU = Po— T,
UsUs = 54\,
UspUs =y —my,
U, ( ;) Ul = S =Mty — ATy + Ta + Aaa

: )
g+ Ay il (2.48)

Aplicando U, a la transformacion anterior del operador de Floquet (2.42]) obte-
nemos

U,U,2UIUS = 21 (92 +p2) + ;mw (#2+97) - [% + Ax] Pz
_ [ ) } HmwQ)\x — qER — 7’%} T

+{ WX, — BN 7@}@—1—3—5—@%%, (2.49)
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donde
1 1 . .

L = . (w2 + W;) + gmw2 (A2 + )\3) —qEEN, —qu)\y—l—)\xm—i-)\yﬂy, (2.50)
es el lagrangiano cldsico de los pardmetros 7,,m,, A\, ¥y A, que forman el operador
unitario Us. Si calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange de los pardmetros del
lagrangiano .Z, obtenemos

102 0% e

dior, om  m +h] =0 2D

i0¢ oY  tm 1

Ty " et o (22

0% 0% 1 .

ot S [ TR B B
Y Yy L

De estas tultimas relaciones notamos que las ecuaciones diferenciales dentro de los
paréntesis cuadrados corresponden exactamente a las mismas de los términos linea-
les de los operadores de posicion y momento en (2.49). Al imponer las ecuaciones
de Euler-Lagrange a (2.51)-(2.54) se reducen los términos lineales del operador de
Floquet. Adicionalmente para remover el término del lagrangiano .Z requerimos
imponer

£ -85 =0. (2.55)

Asi, el operador de Floquet es simplificado en

. | . 1 . . .0
Us Uy s#ULUS = o (024 5y) + gme? (37 +97) — iho, (2.56)
y el Hamiltoniano transformado debido a U es
A | . 1 . "
Hy = — (p+p,) + -mw” (2% +9%) . (2.57)

2m 8
Ahora la ecuacion de Schrodinger toma la forma de dos osciladores armoénicos des-

acoplados con coeficientes dependientes del tiempo.

Como en el caso de la primera transformacion, resolviendo las ecuaciones dife-
renciales de primer grado (2.51))-(2.55) se pueden encontrar los parametros del ope-
rador unitario U, sujetos a las condiciones iniciales 7; (t =0) =0, \; (t =0) =0
yS(t=0)=0.
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Tercera transformacion unitaria

Finalmente, la dltima trasformacion unitaria se puede dividir en las partes = y
Y como se muestra a continuacion

Us = Us,Us,. (2.58)

De esta definicién describimos el operador Us,, formado por una dilatacion y
una cizalladura

. o 0 . 1.
Us, = exp [_Z%i (TP —i—pxx)} exp {22_71 (A:c2 + Zpi)} (2.59)

cond =0(t), A = A(t) y v = 7(t) funciones del tiempo, y sus reglas de transfor-
macién (apéndice [A) son

y
ol €2
2

Ugmzf:ng = e i‘cosd—i—xﬁx sin 4,

ngﬁxU;rx = e2p,cosd — e 2 A#sin 0, (2.60)

O (A LAY

Us, <zﬁ§> Uy, = ﬂsm 0 — Z) (TPy + P2T)
e’ ' A . ~92
+ﬂ ((5— ﬂSlDQé) o

Ae‘” : A . ~92 . a
+ 5 <5+ﬂsm25> T —|—zh§. (2.61)

Las primeras dos ecuaciones son conocidas como transformaciones de Arnold
[37,38] y se puede mostrar que estas cumplen con la condicion necesaria de pre-
servar el valor del Wronskiano

_1 e%“’ :
det e ?”’ cos Yy sind | _ 1, (2.62)
—e 2YAsind e2? cosd

y para que la matriz de transformacion completa, como veremos a continuacion,
sea simpléctica.
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Con el fin de calcular (2.61)) es necesario obtener la derivada del tiempo de Us,
sin embargo no se puede calcular por derivacion directa ya que el argumento del
operador (2 no necesariamente conmuta con su derlvada a todo tiempo. A pesar
de esto puede ser calculada mediante la separacion de (2.59)) en la forma siguiente

iy i
Us, = exp {—— (ZPy + Du )} exp { TPy + DuT )}

4h 2h (4

70 . 1 i
X exp {271 (onZ + A_piﬂ exp {—% (TPy + Dot )1 . (2.63)

donde p = u(t), A = Aye* y A, es una constante, esto es, hemos expandido la
definicion de Us, en dos dilataciones y una cizalladura.

Aplicando este operador Us, a las trasformaciones sucesivas del operador de
Floquet (2.56) podemos obtener facilmente

Us Us Uy #UTUSUS, =

A w? A e,
(ECOS 5—|— A sin? 4§ — 5+Ksm5cosé) ﬂpw

A 2 . A Ae™
+ (—sin25+7zz 00526—5——Sin50085) © 72

m A 2
A mw?\ . A YL, . .
+ <_E+ 4A)Sln50085—zsm 5+§ 5( v+ Dal)
1 1 0
— b 2.64
+ 2mpy—l—gmwy zhat (2.64)

Con el fin de remover los términos proporcionales a &p, +p, 2, 2% y p2, hacemos
cero las ecuaciones diferenciales para los parametros d, A y ~, esto es

2

A A
ECOS (5+ A sin®d — 5+KSIH5COS(S_O

w2
éSln (5+ cos?§ — 5—éSiH5COS(5:O

m 4A A

A mw? A, 0l
— i — — i — = 2.
( m—i— 4A>sm(5c055 Asm (5+2 0, (2.65)

reduciendo al operador de Floquet (2.64) en
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2.4 Operador de evolucion temporal

X 1 1 o
Us, Uy Uy 2°UTUL U = 2—py + Smw - iho (2.66)

La parte y del Hamiltoniano puede ser eliminada por un operador similar a

239
) 1
Us, = exp [ Zh (upy +pyy)] exp [ o (A A 2)} ) (2.67)

En este operador unitarioE] los pardmetros 9, A y - son los mismos que en (2.59)
dada la simetrd entre la parte x y y del Hamiltoniano (2.57)), y al aplicar este ope-
rador en (2.66) producen el mismo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

Finamente después de aplicar Us, e imponer (2.65), obtenemos

. 0
UsUx Uy U UL U = —ih, (2.68)

esto es, el Hamiltoniano fue reducido a
H; =0, (2.69)
y por lo tanto encontramos el operador de evolucion temporal (2.36)) para la particu-
la cargada-2D en el caso cuantico
w1(t,0) = U{(t,0)UJ(t, 0)UJ(t, 0). (2.70)

Notamos que la dependencia del tiempo entra en el operador de evolucién tem-
poral %' via los pardmetros 0, \,, 7, Ays Ty, 0, Ay 7y (todos ellos funciones del
tiempo) en cada una de los operadores unitarios que hemos empleado.

A partir del operador de evolucién temporal podemos extraer los operadores de
posicién y momento en la representacion de Heisenberg

in(t) = wiw't = UsU,UhaUTULUL,
gu(t) = wgw't = UsUUUIUSUL,
ﬁxH(t) = %px%T UBUZUlpxU1U U3a
() = Up, " = UsUUyp, UTUIUL. (2.71)

%Este produce las mismas reglas de trasformacién que en (2.60) y (2.61)) pero ahora en la com-
ponente y.
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2. MODELO TEORICO

Para la expresion explicita de estos operadores, empleamos las reglas de trans-

formacion (2.41), (2.48) y (2.60)), el resultado final es escrito en la forma simplécti-
ca

Fu(t) 3
- .
1O IV I 2.72)
pl’H(t) Pz
ﬁyH (t) ]ay
donde M es una matriz simpléctica dada por
a b
M [
'l 'l z X
e~ 2 cosfcosd —e~2sinfcosd S cosfsing —<5-sinfsind
ol ol
e~ 3 sinf cosd €3 cosf cosd %sin@siné KQ cos fsin (2.73)
—e"3Acosfsind e 2Asinfsind e? cosfcosd —e? sinfcosd
—e 3 Asinfsind —e 2Acosfsind e2sinfcosd e? cosfcosd
cosf —sinf 0 0 Az
| sinf® cosf 0 0 Ay
X = 0 0 cos —sind —7me | (2.74)
0 0 sinf  cos6 —Ty

Con esto encontramos una regla de transformacién general de los operadores
de posicion y momento, donde dicha trasformacion general sobre estos operadores
se encuentra en la representacion de Heisenberg y simplifica nuestro operador de

Floquet de la particula cuantica cargada 2D en —ih0; imponiendo la ecuacion di-
ferencial respectiva.

Para finalizar esta seccion, vamos a simplificar la estructura de las ecuaciones

diferenciales acopladas con el fin de encontrar facilmente sus soluciones en
calculos numéricos posteriores. Si proponemos

1 1
A= §de" = §mwe” (2.75)
donde ) = n(t) es una funcion dependiente del tiempo, si la dependencia temporal
del campo magnético se escribe como B = B, f(t) podemos regresar a (2.63)) y

encontrar A, = m,w,/2y e** = f(t)e". La condicion inicial para este pardmetro
es A(t=0) =A,.
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2.4 Operador de evolucion temporal

Con ayuda de A se genera la siguiente simplificacion en el sistema de ecuacio-
nes diferenciales acopladas

. 1
) = o coshn (2.76)
B
= 5~ w senh 7 cot 20 (2.77)
4 = wsenhntany, (2.78)
las condiciones iniciales de este sistema son 6(t = 0) = 0, n(t = 0) = 0y

v(t=0)=0.

En el caso més general, las soluciones de estas ecuaciones pueden obtenerse por
métodos numéricos. No obstante, es posible extraer informacion de (2.76)-(2.78)
mediante la agrupacion de las tres dltimas ecuaciones en una forma hiperbdlica

, 2
#  (y-0-8B/B) ; )

— - 7 = cosh®n —senh’n = 1, (2.79)
a

donde a = w/2y b= w/sen?2d.

Esta dltima relacion nos dice que cada rama de la hipérbola estd asociada a
una direccion de rotacion de la particula cargada. En particular, los vértices de la
hipérbola corresponden al caso de campo magnético constante (B = 0). Asi, si nos
fijamos en uno de los vértices b=a=uw /2y comparando con , obtenemos
n = 0y consecuentemente 7 = 0. Este es en efecto, el caso en el que el campo
magnético es constante, es decir, B = B, y 7 = 0. De esta manera con MLMDT
de la seccion y con la condicién inicial para § podemos integrar § = a = w /2
y encontrar este pardmetro.

Es bien sabido que la simetria de inversion temporal se rompe en presencia de
un campo magnético constante. A pesar de que tenemos un problema de friccion,
este rompimiento de la simetria es la causa de que existan dos vértices. De forma
mads general, en un problema donde el campo magnético es una funcién del tiempo,
la solucion es dada en otra region en la rama de la hipérbola. En otras palabras, el
comportamiento hiperbélico de las ecuaciones (2.76)-(2.78) es una consecuencia
de la asimetria de la inversion del tiempo debido al campo magnético.
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2. MODELO TEORICO

2.5. Funcion de Green y paquete de onda Gaussiano

En esta seccidn utilizamos los resultados de la seccion anterior a fin de obtener
la funcion de Green y estudiar, como ejemplo, la evolucién de un paquete de onda
Gaussiano.

2.5.1. Funcion de Green

Para construir la funcién de Green partimos de la ecuacion (2.35)

[ (1)) = %" 1 (0)) .

La funcién de onda se encuentra multiplicando por un bra de posicién

Y(,y,t) = (z,yle (1) = o,y %" [ (0)) . (2.80)

, la funcion

Si insertamos correctamente una base continua [ da'dy’|2’,y') (2, '
de onda toma la forma

Blz,yt) = / da'dy {z, y| 2|2 ') o o) (0))
_ / da'dy Gy, tla’ o OY(a, o, 0). 2.81)

La ecuacion anterior nos dice que la funcion de Green se define a partir del
operador de evolucion temporal como

G(z,y,tlz',y,0) = (v, y|Z |2, ), (2.82)

y basicamente es el propagador cudntico de una particula cargada en 2D en presen-
cia de amortiguamiento.

Para obtener la forma explicita de G podemos nuevamente introducir correcta-

mente bases continuas de posicion y calcular elementos de matriz en cada una de
las transformaciones unitarias Uy, Us y Us, esto es

G(%yaﬂ x/ay/ao) = //d$1dy1d$2dy2 <m,y ‘Uir‘ I17y1>

Uj

% (onn |Vl 22,02) (22012 |Ud] 2,0 ). 283)
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2.5 Funcion de Green y paquete de onda Gaussiano

El cdlculo de estos elementos de matriz pueden verse en el apéndice[B] de donde
obtenemos la forma explicita de la funcion de Green

G t|2'y,0) = ———
(x7y7 |x7y7> 271'}1811166

A
;—hcoté [(zcosf + ysinf — Ao)® + (ycosf — xsinf — )\y)ﬂ}

i A e :
xexp{ h(ﬂx+sin5xe (xcost + ysinh — \;)

7 A
- ! —/2 _ . .
X exp 5 (Wy + sinéy e ) (ycosf — xsind )\y)}
< exp { e cot o (@) + )] (2.84)
P 2n DN .

La ecuacién anterior esta formada por términos lineales y cuadréticos de los
eigenestados de posicion. Esta es la forma correcta predicha por Schwinger y otros
[39-41]].

2.5.2. Paquete de onda Gaussiano

Ahora queremos estudiar la evolucion de un paquete de onda Gaussiano para
la particula cargada bajo la accion de los campos magnético y eléctrico. Nuestro
objetivo es estudiar su movimiento y probar que la trayectoria que sigue es la mis-
ma que la descrita por las ecuaciones de movimiento cldsicas, es decir, probar el
teorema de Ehrenfest.

Comenzamos en ¢ = 0 con un paquete de onda Gaussiano de la forma

1 %+ y? Dzo® + Pyol
0= o () ey ()

donde p,,, pyo Y 0, son los valores iniciales de momento y ancho de paquete. Nota-
mos que inicialmente el centro del paquete de onda estd localizado en el origen, y
ya que el campo magnético apunta en la direccion z, el potencial magnético defini-
do en (2.377)) se anula. De esta manera, el momento inicial y velocidad se relacionan
a través de mr(t = 0) = Dol + pyoj.
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2. MODELO TEORICO

Empleando la funcién de Green la funcién de onda a cualquier tiempo es explici-
tamente calculada por medio de la relacion (2.81)

o (ray.t) = / da'dy' G (z,y,¢ | 'y, 0) ¥ (', 4/, 0)
e 15 (heg sin

+ iaoe_% cos 5)
o,

1 2 2

XeXP{—T‘z [(ﬂf—Cf) +(y—¢) ”
o2e™ 2 2

xexp{—z 53 coté[(x—cg) +(y—¢) }}
X exp Z_Acoté [(:c—)\ff)Q—l—(y )\R)Q:|

2h v
X exp {—% (7 (2 = AF) + ) (y = A))] } L (286)

donde la desviacion estandar (0 = o(t)) del paquete de onda esta dada por
h2eY sin® §

o= \/age—“f cos? ) + W. (2.87)

Es facil notar que correctamente cumple con o(t = 0) = o,. Los parametros
rotados A2, 7t y ¢ son dador por

M= M cosf — )\, sinb,

AE = Ajcosf + Ay sind,

8 = m,cos60 — 7, sind,
7T5 = mycosf + m,sind,
(f = (.cosf— Cysind,
= (ycos0+ (ysinb. (2.88)

Los pardmetros (, y ¢, se componen de dos partes, la parte homogénea, indica-
da por el subindice h y la solucién particular

C:z: = )\xh+)\w;
Cy = )\yh+>\ya (289)
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2.5 Funcion de Green y paquete de onda Gaussiano

donde, la parte homogénea carga con las condiciones iniciales y estd dada por

e2 send
= — 2.
)\xh A Pzo, ( 90)
e2 send
Ay, = A Pyo- (2.91)

La densidad de probabilidad se puede obtener facilmente a partir de la expresion
de la funcién de onda (2.86))

o (z,y,t)|° = % exp {—% [(x — Cf’)Q + (y— 45)2] } . (2.92)

A partir de la expresion anterior es claro que la trayectoria del paquete de onda
Gaussiano es descrita por el vector

¢t =i+ (2.93)

Si usamos las ecuaciones diferenciales de los parametros de % (2.44)), (2.51)-
(]2.54[) y (]2.76[)—(]2.78[) es fécil demostrar que A\ y )\f cumplen las mismas ecuacio-
nes de movimiento que la particula clasica (2.8)) y (2.9)

) . uB

mAE — mwAf 4 A - %)\f —4E, =0, (2.94)
) . uB

mAP 4+ mwd + A 4+ %Af —qE, =0, (2.95)

. R R sz z
y de igual forma, A\;} y A;j, cumplen con la ecuacién homogénea

) . . B
mAL — mwAR A — %/\fh =0, (2.96)

De esto tdltimo podemos inferir que ¢ = A%, + Ay ¢J' = Al + AJf son las
soluciones completas de las ecuaciones de movimiento clédsicas, donde A% y )\f
son las soluciones particulares del sistema de las ecuaciones inhomogéneas, y A%,
y )\fh son las soluciones de las ecuaciones diferenciales homogéneas que contienen
las condiciones iniciales del paquete de onda Gaussiano.
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2. MODELO TEORICO

De lo anterior, el centroide del paquete de onda describe la misma trayecto-
ria que la particula clasica, esto es, hemos probado que se cumple el teorema de
Ehrenfest. En el siguiente capitulo veremos célculos numéricos que reafirman este
resultado.
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Resultados numéricos

n este capitulo tomamos los resultados més importantes de los capitulos ante-
E riores y estudiamos numéricamente las ecuaciones de movimiento en el caso
del modelo Newtoniano (I.15)), en el caso clasico del HMV y para el centroi-
de del paquete de onda Gaussiano (2.93)).

En un primer caso, estudiamos el movimiento de un electron sujeto a un campo
magnético constante, campo eléctrico nulo y la disipacién del medio. En un se-
gundo estudio mostramos el efecto que tienen los campos magnético y eléctrico
constantes en el electron e incluyendo amortiguacion. Por ultimo, analizamos el
compartimiento del movimiento bajo un campo magnético dependiente del tiempo
y disipacion. En estos tres casos utilizamos el modelo MLMDT desarrollado en
la secci6n (2.2). Y empleamos un semiconductor de GaAs como medio, donde se
mueve el electron. Este semiconductor esta caracterizado por su valor de movilidad
y por la masa efectiva que posee el electron.

3.1. Campo magnético constante y campo eléctrico
nulo

En esta seccion analizamos el comportamiento de un electron en una muestra
de GaAs inmerso en un campo magnético uniforme de valor B = (45 x 10737T") k
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3. RESULTADOS NUMERICOS

y campo eléctrico nulo. En este semiconductor el electron posee una carga ¢ =
—e = —1,6 x 107'°C'y una masa efectivd!| [42]] m, = 0.067m...

El efecto de la disipacion y la naturaleza del medio se introduce en la solucién
numériczﬂ por medio del tiempo libre medio entre colisiones 7 en las ecuaciones
(1.15) y (2.17), que se conecta con la movilidad [42] a través de la relacién

€T

e = —-. 3.1)
me

Elegimos un valor [42]] de 1, = 23m?/V s que corresponde a un tiempo 7 = 8.8ps.

En primer lugar imponemos las condiciones iniciales de la solucién numérica
del caso cudntico. En ¢t = 0 localizamos el centro del paquete de onda en el origen
, es decir, r(0) = z(0)i + y(0)j = 0, el valor de la velocidad inicial es de
£(0) = &(0)i + 9(0)j = (95km/s)i. El ancho inicial del paquete de onda tiene
un valor de o, = 5um. En la figura pueden verse los resultados de la solu-
cién numérica para los pardmetros de las trasformaciones unitarias en el dominio

t € [0, 2ns] con campo magnético B = (45 x 1073T") k y campo eléctrico nulo.

Como estamos en el caso de campo magnético constante, nos encontramos en
uno de los vértices de la hipérbola de la ecuacién (2.79), por esta razon los pardme-
tros 77 y v son cero en todo valor del tiempo. Ademas A se simplifica en la
constante A, = m,w,/2 = —myw./2y 0 = —4 . El comportamiento de estos dos
ultimos parametros es del tipo logaritmico, esto se debe a que el campo magnéti-
co es constante y al MLMDT. Para encontrar la solucién de los parametros ; y
A; de la segunda trasformacion, primero desacoplamos las ecuaciones diferencia-
les (2.51)-(2.54) y con esto, resolvemos dos ecuaciones diferenciales de segundo
grado para \;. Estas ecuaciones son

.. . 1
mA, + m\, + ZmWQAI = qER, (3.2)

. . 1
mAy + mA, + me2Ay =qE]. (3.3)

'En teorfa de semiconductores, el efecto del medio provoca que el electrén posea este valor
masa. Su valor depende del tipo de semiconductor y de la orientacién cristalina.

ZPara obtener la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales acopladas en este capitulo,
utilizamos el programa de computo cientifico Mathematica®.
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3.1 Campo magnético constante y campo eléctrico nulo

4 T T T 0 T T T _3 T T T
3 | 1 4 1 £
=
?*‘_:/2 - - %—2 - e é
X
1 1 3¢t 1=
<
0 1 1 1 _4 1 1 1 _4 1 1 1
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
t[ns] t[ns] t[ns]
2 T T T ]- T T T T T T
| [ B
= S 3
x 1 1x0 =
= = T2 1
= =
) >
< <
0 1 1 1 _1 1 1 1 0 1 1 1
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t[ns] t[ns] t[ns]

Figura 3.1: Solucién numérica de las ecuaciones diferenciales en el caso cudntico.
Con B = (45 x 1073T') k, campo eléctrico nulo y 7 = 8.8ps.

Como el campo eléctrico es nulo, inicamente tenemos la solucion de la parte

homogénea. La solucién de estas ecuaciones estdn dadas por (2.90)-(2.91), en este
caso tenemos v = 0, A = A,y p, = m,r(0). El comportamiento de estas so-

luciones homogéneas se muestra en la figura (3.1)), donde por la condicién inicial
en velocidad en la componente z, la solucién de A, es cero (p,, = m,y(0) = 0)
para todo valor del tiempo. En este caso, el centroide del paquete se reduce
ac B — (cos 0i + sen 65), donde )., contiene la posicién inicial y la ampli-
tud del movimiento del centroide a cada instante. La solucidon de los parametros
; (—m}\i) de la segunda transformacion provienen de la solucion particular de las

ecuaciones (3.2)-(3.3)) y por lo tanto son cero.

Por ultimo analizamos el comportamiento del ancho del paquete o (t). Este parte
de la condicion inicial, es decir 5um. Antes de ¢ = 0.5ps, su valor decrece hasta
que en un instante posee un ancho igual a cero, es decir, el paquete de onda se
convierte en una funcion delta de Dirac (esta funcion conserva la probabilidad de
nuestro sistema) y posteriormente crece hasta tener un ancho igual al inicial.
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Figura 3.2: Trayectoria 2D para un electrén en un semiconductor de GaAs. Con
B = (45 X 10_3T) k, campo eléctrico nulo y 7 = 8.8ps. En los casos del modelo
Newtoniano y del HMV se tiene: (z(t)) — z(t) y (y(t)) — y(t).

Con los resultados anteriores encontramos el centroide del paquete de onda del
caso cuantico. También resolvemos numéricamente las ecuaciones diferenciales
clasicas del modelo Newtoniano ((1.20)-(1.21)) y las ecuaciones clasicas del HMV

(2.8)-(2.9) en el intervalo de tiempo [0, 2ps].

Con estas soluciones numéricas mostramos en la figura (3.2) la trayectoria 2D
del electron para el modelo Newtoniano (linea roja), HMV (linea azul) y centroide
del paquete de onda (puntos de color negro).

En esta figura (3.2), el electrén en el modelo del HMV cldsico y para el cen-
troide del paquete describen una misma trayectoria en todo momento. Esta es una
prueba numérica del teorema de Ehrenfest. S6lo en un lapso corto de tiempo todos
poseen la misma trayectoria, posteriormente el modelo Newtoniano decae rapida-
mente a un punto. Esto es, en el modelo Newtoniano la forma de la fuerza amorti-
guamiento provoca una trayectoria fuera de la orbita circular, mientras que en los
otros modelos la fuerza de amortiguamiento (2.18)) se realiza sobre la misma orbita
circular, frenando su movimiento antes de completar una vuelta.
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3.1 Campo magnético constante y campo eléctrico nulo
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Figura 3.3: Grafica paramétrica de la velocidad para un electrén en un semiconductor
de GaAs.Con B = (45 X 10_3T) k, campo eléctrico nulo y 7 = 8.8ps. En los casos
del modelo Newtoniano y del HMV se tiene: (i(t)) — @(t) y (y(t)) — y(t).

Un electron sin fuerza de amortiguamiento, en presencia de un campo magnéti-
co perpendicular (en la direccién z), describe una trayectoria alrededor de una or-
bita circular en el plano (zy) con un radio dado por

VP TPy A4 (3.4)

Y
mOwO wO

en la figura (3.2) observamos que el electrén se mueve en sentido antihorario en los
tres casos de estudio.

En el HMV y el centroide del paquete de onda, el radio de la trayectoria en todo
instante es 7 = 0.805m, mientras que en caso Newtoniano el radio parte del valor
anterior y posteriormente tiende a cero rdpidamente.

Ahora estudiamos el comportamiento de la velocidad del electrén. En la figura
(3.3) mostramos la solucién en forma paramétrica de la velocidad en el modelo
Newtoniano (linea roja), en la solucion clasica del HMV (punto azul) y para centro
del paquete (punto negro).

39



3. RESULTADOS NUMERICOS

El comportamiento fisico de la velocidad del electrén en la figura anterior sor-
prendentemente sigue una misma curva para los tres casos. Sin embargo no pode-
mos decir que estos modelos tienen el mismo comportamiento, ya que el modelo
Newtoniano alcanza el estado estacionario mas rapido que los otros dos.

El valor del estado estacionario de las componentes de velocidad -
es cero, ya que estamos en el caso de campo eléctrico nulo. Esto es, el electrén en
un tiempo suficientemente grande es frenando completamente. En nuestra propues-
ta de disipacion del HMV no alcanzamos el estado estacionario como en el caso
Newtoniano, esto se debe al modelo lineal de la masa que empleamos. Sin embargo
en un tiempo suficientemente mayor en la solucion, se puede alcanzar este valor en
velocidad terminal.

3.2. Campos magnético y eléctrico constantes

En esta seccion estudiamos a un electrén sometido en campos magnético y
eléctrico constantes de valores B = (90 x 107*T)k y E = (100V/m) j respecti-
vamente. El electrén se mueve en un medio de GaAs, en este caso empleamos un
valor de movilidad [42] de 55.4m?/V s que corresponde a 7 = 21.1ps. Las con-
diciones iniciales son para la posicién r(0) = z(0)i + y(0)j = 0, y en velocidad
(0) = #(0)i 4+ ¢(0)j = (10km/s)j. El ancho inicial del paquete de onda nueva-
mente es dHum.

Comenzamos con la solucién de los pardmetros de las transformaciones unita-

rias del caso cudntico. Mostramos las soluciones numérica de estos parametros en
la figura (3.4) en el dominio ¢ € [0, 5ns].

Nuevamente estamos en el caso de campo magnético constante, asi n = v = 0,
A = —m,w./2y 0 = —J. Los dos ultimos pardmetros el comportamiento es lo-
garitmico como consecuencia del MLMDT y el campo magnético constante.

En la solucién de \; utilizamos las ecuaciones diferenciales (3.2))-(3.3). Como
el campo eléctrico es constante y por la definicién de las componentes del campo
eléctrico rotado en funcion de 6, las soluciones particulares \; son oscilato-
rias cuya amplitud aumenta con el tiempo. La solucién del parametro T, (—m\;)
tiene un comportamiento oscilatorio suave, cuya amplitud crece lentamente en el
tiempo.
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Figura 3.4: Solucién numérica de las ecuaciones diferenciales en el caso cuantico.
ConB = (90 x 1073T) k, E = (100V/m)jy T = 21.1ps.
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Figura 3.5: (a) Trayectoria 2D y (b) gréfica paramétrica de la velocidad para un
electrén en un semiconductor de GaAs. Con B = (90 x 1073T) k, E = (100V/m) j
y 7 = 21.1ps. En los casos del modelo Newtoniano y del HMV se tiene: (x(t)) —

2(t), (y(8)) = y(t), (&) — (1) y (9(t)) — (1)
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3. RESULTADOS NUMERICOS

Respecto a las soluciones homogéneas A, como el momento inicial es p,, =
m,y(0) la componente ), es cero. Para A\, su comportamiento es oscilatorio de-
bido principalmente a su definicion sobre el parametro J. El centroide del
paquete es CR = )\fi + ()\f + )\fh)j en este caso la componente y posee
mads influencia en la trayectoria.

El ancho del paquete de onda oscila entre cero y el valor inicial. Con este valor
de movilidad, el paquete de onda posee mads instantes en el tiempo en el que se
convierte en un delta de Dirac.

Con las soluciones anteriores encontramos el centroide del paquete, también re-
solvemos numéricamente las ecuaciones en el caso Newtoniano y en el caso cldsico
HMV. En la figura (3.5), mostramos en (a) las soluciones de la trayectoria 2D y en
(b) la solucién en forma paramétrica de la velocidad; del modelo Newtoniano (li-
nea roja), para HMV (linea/punto azul) y del centroide del paquete (punto negro).

El comportamiento de la trayectoria del electrén en los modelos del HMV
y centroide del paquete es muy aproximada al modelo Newtoniano. En este ca-
so, el electron es arrastrado debido a la fuerza que provoca el campo eléctrico
(F = —eE), adicionalmente el campo magnético provoca un movimiento circular
que es rapidamente desvanecido debido al amortiguamiento.

Para el comportamiento de la velocidad, los tres modelos siguen una misma
trayectoria en forma de espiral, sin embargo el modelo Newtoniano converge mas
rapido al estado estacionario que el modelo del HMV vy el centroide del paquete.
Podemos encontrar el valor del estado estacionario usando las ecuaciones (2.19)-
(2.20), el valor de campo magnético y el valor del campo eléctrico de esta seccion.
Asi, I = (1.07km/s)i— (0.21km/s)j es la velocidad terminal con la que se mueve
el electron en el semiconductor.

3.3. Campo magnético dependiente del tiempo.

Por ultimo estudiamos el caso de un electron sometido a un campo magnéti-
co dependiente del tiempo y con E,, E), iguales a cero en el potencial escalar ¢
(I.19). Elegimos la forma del campo magnético como una constante B, mds una
perturbacion temporal sinusoidal, dicho campo es

~ 1 We ~
B = B,f(t)k = B, [1 + o sen (Etﬂ k, (3.5)
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3.3 Campo magnético dependiente del tiempo.

donde B, = 90 x 10737 y w, = eB,/m, = 2.36 x 10" 724

De la seccion tomamos los mismos valores de movilidad, tiempo de co-
lisién y condiciones iniciales para la solucién numérica. Asi p, = 55.4m?/Vs,
T = 21.1ps, r(0) = 2(0)i+ y(0)j = 0y #(0) = &(0)i + H(0)j = (10km/s)j. El
electrén nuevamente se mueve en un medio de GaAs.

Debido a la forma temporal del campo magnético (3.5)) y a que las ecuaciones
diferenciales de los pardmetros (2.76)-(2.78)) son no lineales, la solucion numérica
de los pardmetros es muy complicada. Para evitar este problema empleamos las
ecuaciones diferenciales para la trayectoria del centroide del paquete (2.94)-(2.95))
que corresponden a las mismas ecuaciones de movimiento (2.8)-(2.9) obtenidas del
HMV.

Asi en la figura mostramos la solucién numérica de la trayectoria 2D del
electrén en el intervalo ¢ € [0, 5ns]. En (a) mostramos la solucién del modelo New-
toniano (linea roja) y en (b) mostramos la solucién para el HMV (linea azul) y del
centroide del paquete (punto negro).

Como E,, E, son cero, la solucion en los tres modelos se debe a la parte ho-
mogénea de la ecuacion de movimiento, en este caso el centroide del paquete esta
dado por ¢ = \E i+ )\Z’fhj. En el caso del modelo Newtoniano la trayectoria del
electron decae en forma de una espiral, posteriormente el electron abandona este
movimiento y comienza a moverse sobre una hélice cuyo radio crece lentamente.
En el modelo del HMV vy centroide del paquete, el electron se mueve en una orbi-
ta circular y debido a la perturbacion sinusoidal en el campo magnético existe una
fluctuacion en el radio de giro , éste tltimo varia entre los valores 3.41x107%m
y 4.34 x 10~8m. Aqui el amortiguamiento se realiza sobre la misma orbita circular.

Respecto al comportamiento en la velocidad, en la figura mostramos la
solucién en forma paramétrica del modelo Newtoniano (linea roja), para el HMV
(punto azul) y del centroide del paquete (punto negro). La solucién de la veloci-
dad en los tres modelos es muy parecida, sin embargo el modelo Newtoniano no
sigue estrictamente la misma trayectoria respecto al HMV y el centroide. En estos
ultimos dos, la trayectoria de la velocidad es la misma en todo momento.

3Esta frecuencia (v = w. /27 = 3.75 x 10'° H z) se encuentra en el rango de microondas en el
espectro electromagnético.
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3. RESULTADOS NUMERICOS
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Figura 3.6: Trayectoria 2D para un electrén en un semiconductor de GaAs. Con un
campo magnético dependiente del tiempo dado por (3.5)), potencial eléctrico ¢ nulo y
7 = 21.1ps. En los casos del modelo Newtoniano y del HMV se tiene: (z(t)) — x(t)

y (y(t) — y(t).
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Figura 3.7: Grafica paramétrica de la velocidad para un electrén en un semiconductor
de GaAs. Con un campo magnético dependiente del tiempo dado por (3.3)), potencial
eléctrico ¢ nulo y 7 = 21.1ps. En los casos del modelo Newtoniano y del HMV se

tiene: (i(1)) — &(t) y (§(1)) — 3(2).
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3.3 Campo magnético dependiente del tiempo.

En este caso las ecuaciones del estado estacionario (2.19)-(2.20) no son validas
debido a la dependencia temporal del campo magnético. En este caso particular,
para un tiempo suficientemente grande donde m,r = m¥ = 0 en las ecuaciones
del movimiento (I.15) y (2.4), las componentes de la velocidad dependen de las
posiciones en los tres modelos, esto es

qTB [y — wpTa
— 3.6
2m, {ler%T?}’ (3.6)
. QTB T+ wpTY
= — 3.7
Y 2m, {1—1—@0%7’2}’ 7

donde wp = —eB/m, = —w,f(t). En la figura (3.7) podemos ver que el valor de
las componentes se aproximan al origen en los tres modelos, pero su valor no es
estrictamente cero.
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Conclusiones y perspectivas

4.1. Conclusiones

n este trabajo estudiamos la disipacion cudntica de una particula cargada in-

mersa en campos magnético y eléctrico dependientes del tiempo a través de
un Hamiltoniano de masa variable. A partir de un andlisis clasico del problema,
proponemos una dependencia temporal lineal en la masa. Esto nos permite obte-
ner un estado estacionario en velocidad similar al modelo Newtoniano. El modelo
Newtoniano se obtiene de la segunda ley de movimiento de Newton. En general
este modelo no puede ser estudiado a partir de un principio Hamiltoniano y de
aqui la relevancia de este trabajo

Para resolver el problema cudntico correspondiente, tres trasformaciones uni-
tarias son construidas explicitamente y aplicadas con el fin de reducir a cero el
Hamiltoniano cudntico. En general dichas trasformaciones son rotaciones, trasla-
ciones, cizalladuras y dilataciones en el espacio de Hilbert. El problema se sim-
plifica en ocho ecuaciones diferenciales de primer grado para los parametros que
empleamos en estas trasformaciones. Este procedimiento nos permite el cilculo del
operador de evolucién temporal en condiciones bastantes generales, es decir, masa
dependiente del tiempo y campo electromagnético variable. La funciéon de Green
se construye a través del operador de evolucion temporal, la expresion obtenida es
consistente con la forma obtenida por Schwinger y otros [39-41].
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4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Adicionalmente se encuentran los operadores de posicién y momentos en la re-
presentacion de Heisenberg que se expresan en términos de una combinacion lineal
simpléctica de su version en la representacion de Schrodinger.

Como ejemplo, se estudia la dindmica de un paquete de onda Gaussiano bajo
campo magnético, campo eléctrico y amortiguacién. Mostramos que la trayectoria
de este paquete esta dado en general, por la solucién en dos ecuaciones diferen-
ciales de segundo grado correspondientes a las componentes x y y de su movi-
miento. Estas ecuaciones se obtienen al combinar las ecuaciones diferenciales de
los pardmetros de las transformaciones unitarias y corresponden exactamente a las
obtenidas clasicamente del HMV. De esta manera el paquete de onda y la particula
clasica siguen la misma trayectoria, es decir, comprobamos el teorema de Ehren-
fest.

Por ultimo resolvemos numéricamente las ecuaciones de movimiento del mo-
delo Newtoniano, para el HMV y del centroide del paquete para un electrén en
un medio de GaAs, sujeto a las mismas condiciones (campo magnético, eléctri-
co, tiempo libre medio entre colisiones y condiciones iniciales). Estos resultados
muestran que la trayectoria del electron en el HMV vy el centroide es la misma
en todos los casos estudiados, lo que es una comprobaciéon numérica del teorema
de Ehrenfest. En el caso Newtoniano la trayectoria del electron es diferente a los
demads modelos. Sin embargo el comportamiento en su velocidad es muy parecido
y se aproxima al mismo estado estacionario para estos tres modelos.

4.2. Perspectivas

Dentro de las perspectivas de este trabajo se deriva lo siguiente:

= Explorar nuevas formas en la dependencia de la masa con el fin de poder ob-
tener exactamente el estado estacionario en velocidad que el modelo Newto-
niano.

= Emplear otro modelo de disipacién cudntica para particula cargada, por ejem-
plo el modelo de Legget-Caldeira, con el fin de comparar los resultados ob-

tenidos en este trabajo.

» Adicionalmente dentro del estudio en la teoria de fisica del estado sélido,
en la configuracién de Hall los tensores de conductividad y resistividad son
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4.2 Perspectivas

usualmente obtenidos a partir de las ecuaciones clasicas de movimiento 2D
de un electrén en un campo magnético perpendicular y un campo eléctrico en
el plano. Pretendemos utilizar el operador de evolucion temporal y el
operador de matriz de densidad en el calculo los tensores de conductividad y
resistividad para la configuracion de Hall desde un punto de vista puramente
cudntico.
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Apéndices
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Transformaciones unitarias

En este apéndice desarrollamos las reglas de trasformacion debidas a los ope-
radores unitarios Uy, Us y Us usadas en la seccion (2.4).

Reglas de trasformacion de U,
Comenzamos con la trasformacion para el operador de posicion, si definimos

#(0) = U,2U], (A.1)

recordando que el operador U; en (2.40) es funcién del pardmetro 6. Derivando
respecto a este parametro 6 se tiene

U, [L x} Ut

S .

SIS

)
) Uy (ihg) U}
(9), (A.2)

—1(0) = 2(0). (A.3)
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A. TRANSFORMACIONES UNITARIAS

Para desacoplar estas ecuaciones diferenciales para las trasformaciones anterio-
res, derivamos una vez mds respecto al pardmetro 6 obteniendo asi las ecuaciones
diferenciales de segundo grado

d2
ﬁaﬁ(e) +z(0) =0,
d2
229(0) +4(0) =0, (A.4)
cuyas soluciones son
z(0#) = ¢ cosl+ cosend,
y(#) = ¢3cosl+ ¢ysend. (A.5)

Si aplicamos las siguientes condiciones iniciales en este pardmetro cuando
0(t=0)=0

(0 =0) = z,
g =0 = g,
d .
@fﬁw)’e:o = —g(0=0),
d -~ - —
Ol = #(0=0), (A6)
encontramos el valor de los operadores ¢; = ¢4 = &, ¢3 = —Cy = 1), asi

#(0) = Uy 2U] = & cos§ — jjsen),
y(0) = Ulng{r = Tsenf 4+ ycosh. (A7)

Con un procedimiento completamente igual, se pueden deducir las reglas de
transformacion para los operadores de momento

pe(0) = Urp,Uf = p, cosf — Py send,
py(0) = Uyp, Ul = p,sen b + p, cos 6. (A.8)
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Para la trasformacion de ¢hd;, partimos del lado derecho de la ecuacién (2.26)
y desarrollamos la parcial respecto al tiempo en la forma

T
w(m%)@ﬂmw@nzw(m%%wmwumﬂ#ﬂmwwm,mm

asi esta transformacion se escribe como

O 4 e D
Uy (@ha) U =0L,+ zha. (A.10)

Reglas de trasformacion de U,

Para encontrar las reglas de trasformacion debidas a U; mostramos tinicamente
como se trasforma al operador de posicidn z, el mismo procedimiento se realiza pa-
ra los demds operadores de posiciéon y momento. Asi esta transformacién se puede
escribir de la siguiente manera

UyiUl = & + Ul Ud]. (A.11)
Para encontrar el conmutador [z, U2T | utilizamos la siguiente relacion de operadores

(43]

S . .1 0F(B)
PLFG%}:[AJﬂ o5

, (A.12)

con

A

L&B]:c,

4.¢|=[B.¢] =0

aqui F'(B) una funci6n arbitraria del operador B. Asi (A.11) se reescribe como

Ul
UpiUl = & + Ul p ]y% (A.13)
y de (2.47)
U} Ul D
T Ugéy?Lﬂ Ug(_pﬁ). (A.14)
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A. TRANSFORMACIONES UNITARIAS

De esta manera la regla de trasformacion del operador de posicién  es

UpiUl = & + A, (A.15)

De manera similar para los operadores p,, § y p, se tiene

Uﬂang - ﬁm"" |:A:E7U2T} :ﬁz — Ty
Uil = 5+ 3.0 =5+ X
Usp,US = p,+ [ﬁy,UJ} =Dy — Ty (A.16)

La transformacion para ih0; se obtiene de manera similar que en (A.10)

T
U, (z’h2> ul = U, (ih%) il

ot ot ot
= S — e — Ty,
: . 0
+AoPo + AyDy + Tl + 7Ty + ih— (A.17)

ot

Reglas de trasformacion de U;

Para encontrar las reglas de transformacion de Us es necesario proceder sepa-
rando en cada componente x y y usando la definicion (2.58)).

Comenzamos con la parte en x, recordando que el operador Us, esta formado

de una cizalladura y una dilatacién. Escribimos este operador usando (2.59) de la
siguiente manera

U3a: = UBx,dUL’)x,ca (Alg)

donde Us, 4 = exp [—iﬁ (Zpy +ﬁm£)] y Usyc = exp [22% (AfQ + %ﬁi)}

Encontramos los efectos del operador de posicion y momento debido al termino
de dilatacion Us,, 4, siguiendo un desarrollo similar a U,

—&(y) = —52(7) (A.19)
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Pz (7)- (A.20)

donde &(v) = UspadUL, 4 ¥ D2(7) = Usw,abaUd, 4.

Al resolver las ecuaciones diferenciales anteriores e imponer las condiciones
iniciales Z(y = 0) = 2 y p.(y = 0) = p, se tiene

A~ 'i- o ~
U317d$U3$7d = e 2,

R

¥

Us.abelUpq = Puc?. (A21)

Para hallar la regla de transformacion para 20, usamos el desarrollo de (A.10)

0 Yoo 0
Use,d (zi;ﬁ) U?L,d == (ZPr + D) + zha. (A.22)

Analogamente en el término debido a la cizalladura Us, ., tenemos

d 1.
5200) = 55.(0) (A4.23)
y
2 5.(8) = —A(9) (A24)
dépl’ - X 9 .

aqui #(8) = Uy, 2UY, . ¥ Pu(0) = Usy o Ul -

Derivando una vez més respecto al parametro J se pueden desacoplar el sistema
anterior de ecuaciones diferenciales

d . .
a? .
d_(SZp””((S) + Pa(0) = 0. (A.25)
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A. TRANSFORMACIONES UNITARIAS

Adicionalmente imponemos las condiciones iniciales respecto a este paraimetro
(t=0)=0

#6=0) = 2,
ZA)SU<5 = = ]5127

d 1.

%$(5)|5:0 = pr(é = 0),

d . A

%px(fs)b:o = —AZ(0=0). (A.26)

Asi, las reglas de transformacion para Us, . son

1
Uguzi’USTx?C = Zcosd+ Zﬁx sen o,
UsechoUty. = Pucosd — AZsend. (A.27)

En la regla de transformacion para ¢h0;, nuevamente tenemos

Uch <Zha) U3w,c = Ug%c (ZFLT + Zha (A28)

Para calcular la derivada c‘?U;L:,C /Ot usamos la definicién completa de Us, . 1|
(con v = 0), obteniendo

SO\ o+ A
Usg.c (zhg) Usee = A sen® 0 (TP, + Pet) (A.29)
1 (. A o A A 0
+ ﬁ((5—Esen25>px+§<5+ﬂsen25)az +zh§.

Las reglas totales de la transformacion para Us, se obtiene al aplicar consecu-

tivamente Us, 4Us, - a cada uno de los operadores y se muestran en (2.60)-(2.61).
Un desarrollo idéntico se tiene en la componente Us,, y las reglas de transformacion
son exactamente las mismas que las anteriores.
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Calculo de 1la funcion de Green

En este apéndice mostramos el cdlculo de los elementos de matriz de la funcién
de Green. Empleamos varias de las reglas de transformacion de los operadores
unitarios Uy, Us y Us. Partimos de la definicion (2.83))

G(Jf,y,ﬂl’/,y/,O) ://dﬂﬁldyldxzdyz@aZ/|U1T|CU173/1>

X <:L‘17y1|U2T|J:2,y2><x27yQ‘U§|x/,y/>. (B.1)

ler. Elemento de Matriz

A fin de calcular el elemento de matriz (z,y|U]|x1, y1), exploramos el efecto
que tiene en el espacio de eigenket de la siguiente manera

iUlle,y) = UlUUf|e,y)
= (zcost —ysend)Ul |z, y)
= Z|zrcosh —ysend,y), (B.2)

y de forma equivalente

gU! |z, y) = gz, 2 sen 6 + y cos 6). (B.3)
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B. CALCULO DE LA FUNCION DE GREEN

De y (B.3) es facil ver que el efecto de U; sobre el espacio de eingenket
es

Ullz,y) = |z cos — ysend, zsen § + y cos ), (B.4)

y es facil demostrar el efecto sobre el bra

(z,y|Uf = (xcos O + ysen b, —zsen d + y cos b). (B.5)

Asi el elemento de matriz toma la forma de un producto de deltas de Dirac

(z,y|Uf|z1,91) = (zcosf+ ysend, —zsend + ycos by, y)
= §(xcosh+ysenl — xy)
X 0 (ycosh —xsent —y). (B.6)

2do. Elemento de Matriz

Para el segundo elemento de matriz (1, y1|Us |2, y2) dividimos la definicién
(2.4°7) en dos elementos correspondientes a cada componente x y y

(@1, y1|US |22, y2) = (21| U3, 22) (y1 |US, |y2) Ud,. (B.7)

Usando la definicién de Uy, analizamos el elemento de matriz (x1|US |25) y
nuevamente vemos el efecto sobre los eigenket de posicion

Tx

US |zs) = e’i%ﬁze’i%ﬂ@} = e”'T”e’i%ﬁﬂxﬁ. (B.8)
Para calcular e~ 7 |z,) realizamos
i‘e_i%ﬁ’t |I'2> — —i 5 Pa ez%ﬁw ie_i%ﬁx |.ZU2>

= s+ M) (B.9)
De las relaciones (B.8)) y se obtiene

(21|US |2o) = e7¥0%26 (2 — 25 — Ny) - (B.10)
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Siguiendo un procedimiento equivalente en el elemento (y; |U2Ty\y2>, obtenemos
el segundo elemento de matriz (B.7))

(@1, 91 |US|wa, ) = e w2 dmm2lg (g — 4y — \,)

8 (yr —y2 — ) Ud,. (B.11)

X

3er. Elemento de Matriz

Por iltimo encontramos el elemento (5, y2|Ud |2/, /). De igual manera que el
elemento anterior este se puede dividir en

(22, 2| US|, o) = (3| U3, |y/) (o] UL, | 7). (B.12)

Encontramos (25U, |2) empleando (A.18) e introduciendo una base completa
de posicién

(walUL ') = [ deafoal, )l UL, oo B.13)

Para hallar (x3|U. ;x 4|7’) es facil demostrar que

i'lej)-a:,d|m/> = ng,dU3$=dj:UZ;rx,d|wl>
= G, |
=3 (€le ")) (B.14)

el coeficiente % se debe al cambio de escala del espacio y la consecuente renorma-
lizacion del eigenket, este tiene un valor ¢ = e~7/%, Por lo tanto de (B.14)

(x3|U§x7d\:r;’> = e 145 (25 — e 2). (B.15)

Ahora pasamos al célculo de (x5 U3Tx7c|x3>. Usando las reglas de transformacion
(A.27) debidas a Us, ., realizamos el siguiente desarrollo

(e

o (B8] o)
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B. CALCULO DE LA FUNCION DE GREEN

Con lo anterior generamos la siguiente ecuacion diferencial

0 iA
a—%(IQ|U§z,C|x3> S (hsen5> (29 — w3 c0s ) (22|UY, | 73), (B.16)

cuya solucion

1A
2h sen &

<$2|U3T1,70|x3> = C(xy) exp { (23 cos & — 2xo13) | (B.17)

donde C'(z3) es una funcién y se determina a continuacion.

Procediendo de manera similar para la segunda regla de transformacién del
operador momento obtenemos una segunda ecuacién diferencial

8—1.2<1’2’U3x7c‘$3> = 7 [COt (51’2 — @] <$2‘U3x7c’$3>, (Blg)

si utilizamos la solucién (B.17) en la anterior ecuacion podemos obtener una ecua-
cién diferencial para C'(z2)
d Acotd

d—@C(xg) =1 h

120 (22), (B.19)

cuya solucion es

A cot o
C(x9) = Aexp (z ;(;L :lrg) (B.20)
con A una constante.
Introduciendo (B.20) en (B.17) obtenemos
1
<x2|U§$’S\x3) = Aexp {m [(23 + 23) cos § — 23] } : (B.21)

la constante A se obtiene normalizando el elemento anterior y tiene un valor A =
A/ (2rhsin §). Notamos que elemento de matriz para la cizalladura es de hecho
el propagador para un oscilador arménico cuantico [11]].

Utilizando estos elementos (B.15)-(B.21) es facil resolver la integral (B.13) y

encontrar
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UT n_ ./ = 2 N2 —vy I —~/2
(22| Usala”) V 27he?/2 sin § P {2h sen & [(% (z)e ) cosd = 2zpre ] }

(B.22)
Con un desarrollo completamente andlogo se consigue el elemento <y2\U§y 1y').

Asi el ultimo elemento de matriz involucrado es

Ae™/?
Ulle! o) = ——

1A Y N
X exp {2hsen5 [(1:3 + (x )Qe W) cos 0 — 2x92'e 7/2} }

iA _ _
X exp { S L(U3 + (1)%e™) cos b — 2ysy/e ] } . (B23)
Empleando (B.6)), (B.11) y (B.23)) en la definicién de la funcién de Green (B.1)
se puede calcular muy facilmente las integrales, ya que los dos primeros elementos
de matriz contienen funciones Deltas de Dirac y unicamente se debe aplicar las
propiedades de esta funcién. El resultado final es el mostrado en (2.84).
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Articulo: Quantum and classical
dissipation of charged particles

C.1. Resumen

Se presenta un enfoque Hamiltoniano para estudiar en dos dimensiones el movi-
miento de amortiguacion para particulas cargadas en campos electromagnéticos ex-
ternos dependientes del tiempo. El problema clésico y el correspondiente cuantico,
se resuelven para determinados casos mediante transformaciones canonicas aplica-
das a un Hamiltoniano de una particula con masa variable. La funcién de Green se
construye y, partir de estd, se estudia el movimiento en detalle de un paquete de
onda Gaussiano.

C.2. Abstrac

A Hamiltonian approach is presented to study the two dimensional motion of
damped electric charges in time dependent electromagnetic fields. The classical and
the corresponding quantum mechanical problems are solved for particular cases
using canonical transformations applied to Hamiltonians for a particle with variable
mass. Green’s function is constructed and, from it, the motion of a Gaussian wave
packet is studied in detail
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interest is the dissipation of energy through the interaction of charged carriers with the lattice ions
(phonons) of the material, the carrier to carrier interaction through a Coulombian potential and,
eventually, through radiation.

In classical systems damping is often described by including a velocity dependent drag term in
Newton’s second law. However, the inclusion of dissipation phenomena in quantum mechanics re-
quires special care since its building blocks, time independent Hamiltonians, lead to energy conser-
vation. This shortcoming is remedied in the heat bath approach [1,2] by coupling the single particle
Hamiltonian with an infinite degrees of freedom system, e.g., an infinite collection of harmonic oscil-
lators, to which the energy of the single particle is transferred. Even though the energy is conserved
given that the single particle, heat bath and coupling Hamiltonians are time-independent, it is diffi-
cult to handle calculations with the many degrees of freedom of the heat bath [3]. The dynamics of
an open quantum system [4] is often formulated in terms of a master equation for the density matrix,
that allows us to work only with the single particle degrees of freedom by adding extra terms to the
Von Neumann equation. Notwithstanding, the quantum system’s change over time, in general, can-
not be presented in terms of a unitary time evolution [3]. Other approaches to quantum dissipation
include the use of effective Schrodinger equations [5,6] and functional integration [7,8].

In this work, we treat the problem of energy dissipation by means of a single charged particle time
dependent Hamiltonian [9-11]. In contrast to time independent Hamiltonians, in the time dependent
ones the energy is no longer a conserved quantity and therefore they allow for the possibility of energy
loss. In particular, we study the Hamiltonian of a charged particle with minimal coupling under a
time dependent electromagnetic field with a variable mass term that accounts for energy loss. Even
though it has been shown that the use of minimal coupling procedure to switch on electromagnetic
interactions in phenomenological quantum equations of damped motion leads to incorrect equations
in the classical limit [6] we show that the standard Schrodinger equation with minimal coupling and
a variable mass produce correct results for the stationary state of the particles motion and allow for
the modeling of the transient state by means of the mass’ time dependence.

In classical mechanics friction is usually analyzed introducing an opposing velocity-proportional
force. The equation of motion of the particle can be usually built without difficulties from Newton’s
second law of motion. For a one dimensional particle with mass m subject to a potential U one has

L, o om, U
mx+4+ —x+ — =0, (1
T ox
where x is the position of the particle and 7 is the collision time.

A deeper dynamical analysis is reached when the Hamiltonian formalism is applied. In the special
case of one dimensional movement described by Eq. (1) the dynamics of a particle may be expressed
by the Kanai-Caldirola (KC) Hamiltonian [9-11]

2
H=L2 et fyper. 2)
2m
This Hamiltonian even allows for analytical treatment in some simple quantum mechanical systems
as a free particle [12] (U = 0) and the harmonic oscillator [13-18].

A great deal of effort has been focused on the modeling of dissipation phenomena for a charged
particle through time dependent Hamiltonians [19,20]. However, obtaining a Hamiltonian for a
dissipative charged particle under electric and magnetic fields is not as straightforward as for the
KC Hamiltonian (2). The assumption of a damping force proportional to the velocity does not lead to
a Hamiltonian formulation, i.e., Newton’s equations of motion

m
mx + —x — qBy — qEx = 0, 3)
T
.. m., .
my + ?y + qBx — qE, = 0, (4)

of a particle in perpendicular electric and magnetic fields E, + E,j and Bk respectively cannot be
obtained from a Hamiltonian approach. From here on we call this the Newtonian model.
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Nevertheless, as we shall demonstrate below, it is possible to model dissipation by introducing a
time-dependent mass in the Hamiltonian for a charged particle

2
H= 2m(0) P—qA) +qp+V. (5)

The aim of this work is to study the dynamics of a damped charged particle in the presence of time
dependent perpendicular electric and magnetic fields by means of a time dependent Hamiltonian.
We obtain the general solutions for the equations of motion for the classical, as well as for the
quantum problem, via the reduction of the Hamiltonian to zero by means of a series of linear canonical
transformations in the classical case and corresponding unitary transformations in the quantum
mechanical one. Here it is important to stress that, in general, in a large kind of dynamical systems the
number of constants of motions is not enough to reduce the Hamiltonian to zero [21]. In this work, it
is assumed that the Hamiltonian is at most quadratic in the canonical coordinates so that A is at most
linear in the generalized positions, but the scalar potentials can be quadratic.

The well known classical and quantum dynamics for a constant or a variable mass charged-particle
in constant perpendicular electric and magnetic fields are recovered from our analysis.

This paper is organized as follows. In Section 2 we review the role of time dependent masses in the
Hamiltonian of charged particles interacting with electromagnetic fields. In Section 3 we address the
solution of the classical Hamiltonian via canonical transformations. The quantum mechanical problem
is introduced in Section 4. Unitary transformations are applied to reduce the quantum mechanical
Hamiltonian in Section 4.1. With the resulting time evolution unitary operator, Green’s function is
derived in Section 4.2. As an example we study the dynamics of a Gaussian wave packet under the
action of the Hamiltonian solved in this paper in Section 4.3. We conclude in Section 4.3 with a
summary of the results.

2. Hamiltonian with a variable mass

To study the above physical problems a geometric setting is adopted. Let the kinetic energy T be
given by a smoothly varying family of Riemannian metrics (i, gr) = Zu gij(x, t)x;x; parametrized by
time t on an n-dimensional manifold. The Lagrangian is then

L=T—-qp+qA-F, (6)

in terms of the vector potential A and the scalar potential ¢». The Hamiltonian is given by the Legendre
transformation of the generalized velocities,

H=) p&—L=T+qp—qAF, (7)
i
JL .

pj=r = Zgjkxk + g4, (8)
Xj X

and leads to a kinetic energy given in terms of the momenta as
1 _ 1 _
T=sp-dAg'@-ad)=> Zj:(g i (0 — aA) (p — aA)) - (9)

In this approach it is assumed then that the media act on the particle by means of an alteration of
the metric corresponding to replace the constant mass of the particle by a time dependent effective
mass. Only the flat diagonal case g; = §;m(t), with a time dependent mass, shall be studied here.
However, more general metrics could be introduced in this manner, for example to include space
inhomogeneities [22], but they shall not be considered in this work.

Let us here start with the classical Hamiltonian for a charged particle

1
H:Z—(p—qA)2+q¢>, (10)
m
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with a time dependent mass m. The equations of motion obtained from (10) are

oH i Ai
gi= o = 0 (11)
api m m
) oH q 0A; ¢
= AN Ay — 22, 12
b 0X; m ]Z 0X; (p] ¢ J) qax,- (12)

written as Newton's second law they take the following form:

%(mi’) =q(E +T x B) (13)

withB =V x Aand E = —V¢ — 0,A. It must be emphasized that this equation is obtained from a
Hamiltonian variational principle.

In order to illustrate how to model dissipation through a time dependent mass let us consider a
charged particle in uniform perpendicular magnetic and electric fields

B = Bk, (14)
E=Ei+Ej. (15)
Separating the two components of Eq. (13) we obtain the following equations of motion for the particle
mx + mx — mwy — qEx = 0, (16)
mj + my + mwx — g€, = 0, (17)
where
w1 (18)
m
is, in general, time dependent. Notice that for an electron (¢ = —e) for a constant magnetic field and

mass |w| = w. = eB/m is the cyclotron frequency. In stationary state (mx = mj = 0), the solution
for these equations is
- 2 Ex + (qB/Th)Ey
i1+ (¢2B?/i)’
. _ 4 E, — (gB/i)E,
m14 (qg?B2/m?)’
In order to test the time dependent mass model equations, especially the ones that describe the

stationary state, let us try two different time dependent mass models. First we consider a KC-like
mass [19,20]

(19)

(20)

m = mge'/", (21)

where, for example, my and t may be related to the effective mass and collision time in a semiconduc-
tor with mobility . = ng?t/my and charge carrier density n. Unlike the Newtonian model, in this
case, the time dependent mass model yields vanishing velocity components even in the presence of
an electric field. Well known results, as the magneto conductivity tensor in semiconductors [23], are
contradicted by this calculation.

As a second example let us consider the following convenient choice of the mass’ time dependence:

m = mg (E n k) , (22)
T

where k is a dimensionless positive parameter. We shall call this the linear time dependent mass
model (LTDMM, for “short”). Eq. (13) can be conveniently recast as

mr = q(E +  x B) — mr-. (23)
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The two first terms on the right hand side of this equation correspond to the Lorentz force, whereas
the last term accounts for damping. Indeed, for the LTDMM

.. mp .

i = — . (24)

T

Here itis important to keep in mind that, despite the resemblance between Eq. (23) and the Newtonian
model in Egs. (3) and (4), in the former the mass is time dependent. Despite this difference, the
stationary state for both models is the same. For the LTDMM the stationary state solution for the
velocity components is in fact

. qr Ex+ wotEy
X -_——

= s 25
My 1+a)§‘52 (25)

. qr E, — woTEy

26
mo 1+ wjt? (26)

where wy = w (t = 0). Thus, our LTDMM approach and the Newtonian model given by Egs. (3) and
(4)yield the same non-vanishing stationary state solution even though their transient states might be
slightly different.

However similar to the Newtonian approach, the LTDMM is only physically meaningful for t > —k
given that for t < —k the mass becomes zero or even negative. One can overcome this limitation by
proposing more complex models as

m(t) = molIn (1+€"7), (27)

that yield positive non-vanishing masses for all finite times and, regardless of its complexity, the same
stationary state as the Newtonian and LTDMM models. Notice that this model interpolates between
the KC model for t — —oo and the LTDMM for t — oo.

To provide with a numerical example we have chosen a charged particle, e.g., an electron, in a
GaAs sample with mobility i, = nq?t/my = 148 m?/V s, that yields a collision time T = 56 ps.
The effective mass and charge will be set to my = 0.067m, and q = —e, respectively, with e
being the electric charge of the electron. The magnetic and electric fields are B = 40 mT and
E = 100 V/myj, respectively. The initial position and velocity of the particle are set to the origin and
to + = x(0)1 + y(0)] = 3.7 km/s], respectively.

Fig. 1 shows a comparison between the parametric plots of r(t) = x(t)1 + y(t)j for the Newtonian
model (red) and the LTDMM (blue). We observe that even though both models present different
trajectories for the transient state in t — oo they have the same overall behavior.

In Fig. 2 we can see a parametric plot of the velocity vector #(t) = x(t)i + y(t)], for the LTDMM
(blue dots) given by (22) and the Newtonian model (red solid line). Surprisingly both models plots are
clearly over the same curve. Nevertheless we cannot say that both examples behave exactly the same
since the Newtonian model reaches the terminal velocity faster than the LTDMM. This is shown in
Figs. 3 and 4 where we can observe x and y plots for both models. We appreciate that the Newtonian
model saturates after t = 1 ns meanwhile the LTDMM saturates after t = 2.5 ns.

Since the LTDMM yields similar results as the Newtonian one, and both reach the same stationary
state, we shall use it throughout the rest of the work for the numerical examples. Notwithstanding,
all the calculations in next sections do not rely on a specific mass model.

3. The classical problem: canonical transformations

A possible procedure to solve analytically the previously depicted problem is to perform a set
of canonical transformations [24]. Equivalently, also the proposal of a function of the canonical
coordinates at most quadratic in the momenta has been successful in similar problems [25]. We chose
this approach for the classical problem in order to establish a connection between the canonical and
the unitary quantum transformations.
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Fig. 1. (Color online) Trajectory of a charged particle for the Newtonian model (red solid line) given by Egs. (3) and (4), the
linear time dependent mass model (LTDMM) defined in Eq. (22) (blue solid line) and governed by Eqgs. (16) and (17) and the
center of the quantum mechanical Gaussian wave packet given by Egs. (169)-(172) (black dots).

g (t) (km/s)

Fig. 2. (Color online) Parametric plot of the velocity components for a charged particle for the Newtonian model (red solid
line) and the LTDMM for the classical case (blue dots) and the center of a quantum mechanical Gaussian wave packet (black
points) as calculated in Section 4.3.

The reduction of the Hamiltonian (5) is accomplished by applying canonical transformations of a
certain sub-group of the affine group, namely, translations, dilatations, shears, and rotations in phase

space & = (x, p)f,
§ —> M§ + p, (28)
with time dependent vector i, and time dependent non-singular symplectic matrix M.

The study of a charged particle’s motion under homogeneous electric and magnetic time depen-
dent fields is of utmost importance in the experimental and theoretical analyses of solid state devices.
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Fig. 3. (Color online) Velocity components, X (blue solid line) and y (red solid line), as functions of time for the Newtonian

model.

(21

v (t) (km/s)

t(ns)

Fig. 4. (Color online) Velocity components, x and y, as functions of time for the LTDMM and for the center of the quantum

mechanical Gaussian wave packet {f and g“yR (points) as well.

The building block of any theory explaining the integer and fractional quantum Hall effects [26,27],
Shubnikov-de Haas oscillations [28], microwave induced resistance oscillations [29], Hall induced re-
sistance oscillations, amongst others is the 2D electron in crossed electromagnetic fields. Therefore,
we shall consider a 2D charge particle under a perpendicular magnetic field

B = Bk,
with a vector potential given by
B

A A+BA
= ——yi+ =xJ.
2y 2'l
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The in-plane electric field is

B . (B .
E = §y+Ex 1— EX—Ey 1, (3])

with a scalar potential

¢ =—Ex—Ey. (32)

Here B, E, and E, are functions only of time.

For the sake of simplicity and without any loss of generality, we have considered the simplest gauge
transformation to write down the scalar and the vector potentials.

The resulting quadratic time dependent Hamiltonian for the mentioned fields is

1 1
H= o (0} +p;) + 3 (me? + &) (X +y%) — ;(xpy — ¥Px) — GExx — qEyy, (33)

where w is in general a time dependent parameter given by (18). In order to generalize the problem
we have added a confining potential V = « (t) (x> 4+y?)/8. Since z is cyclic, the momentum associated
with it has been dropped but not forgotten. Here all coefficients are given smooth functions of time.

Our aim now is to reduce the Hamiltonian (33) to zero using canonical transformations (see for
example [30]) of a certain sub-group of the affine group. The procedure can be summarized as follows.
(1) The third term in H, corresponding to the coupling z component of the angular momentum,
can be eliminated by a rotation leaving the first two terms invariant. The result is a Hamiltonian
for two uncoupled one dimensional harmonic oscillators with variable masses and frequencies, as
those considered in the literature; (2) a time dependent translation is performed to eliminate the
linear contributions leading to an harmonic oscillator Hamiltonian with time dependent coefficients;
(3) and, finally a dilatation and two shears are applied to reduce the Hamiltonian to zero. Hence, the
final generalized momenta and positions are simultaneously constants of the motion and the original
initial conditions, (pg, qo), of our problem.

For the first step in our program we require the generating function of a rotation R for a finite angle
6(t) given by

Fi =q'R'p; = XDx, €0S O =+ ypy, sinf — xpy, sinf + yp,, cos O, (34)

with the column vectors ¢ = (x, y)t and p; = (9 pyl)f, being p; = Rp and q; = Rq the rotated
coordinates. By means of this generating function we obtain the following transformation rules:

oF

X1 = o =Xxcosf +ysinb, (35)
X1
oF; .
V1= op = —xsin6 + ycosf, (36)
1
and
dF; .
Dx = i Px, C0s6 — py, sind, (37)
oF; )
py = By = Px, Sin® + py, cos 0. (38)

Notice that we directly obtain the canonical transformations for py, and p,,, given by the previous
expressions, (37) and (38), but we need to solve Egs. (35) and (36) to obtain the corresponding ones
forxandy

X =X,C0860 — y;siné, (39)
y = X1 sin6 + y; cos H. (40)
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Hence, the first transformed Hamiltonian is

oF 1 o .
Hy = H" + a—tl =om (b3, +py,) — (5 + 9) (V1px, = X1py,)
1
+3 (mo® + k) (5 +y7) — aESx1 — gEjy1. (41)

Here H® is the original function, but now expressed in terms of the transformed coordinates and the
rotated electric field

Ef = Eycos6 + E, sin#, (42)
Ef = —Eysin6 + E, cos 6. (43)
In order to reduce the angular momentum term in Eq. (41), we set
. 1)
0=——, 44
5 (44)
and we obtain the direct sum of two one dimensional harmonic oscillator-like Hamiltonians
1 1
H, = o (p}, +12)+ 3 (me?® + ) (x5 +¥7) — gE{x1 — qEjys. (45)
All linear terms can now be reduced via space and momentum translations with the generating
function
Fr= (1 = &) (P, — 70) + (1 = &) (py, —7y) =S, (46)
that yields the following transformation rules:
oF
Xp = — =X — Ays (47)
9P,
0F A (48)
Y2 = =Y1— Ay,
Py, g
oF,
pX] = a_X] = px2 — Tlx, (49)
oF,
= — = — TT. , 50
by, v by, — 7y (50)

where x,, 2, px, and py, are the new variables and S is the action. Here, A, and A, are time dependent
parameters for the translation in coordinates, meanwhile 7, and 7, are the corresponding ones for
the momentum space. In order to obtain the canonical transformations for x; and y;, we solve (47)
and (48)

X1 = X2 + Ay, (51)
Yi=y2+ 2. (52)

After transforming via F, the resulting Hamiltonian is

1 1 b2 .
Hy = (b}, +pj,) + g (Mo’ +x) (5 +3) - <E + Ax) Px,
. 1
_ (% +)\,y) pJ’Z —+ |:Z (r)’la)2 —|—K) )\X — qu — ﬂx:| X2
1 1 1
+ [Z (mo® +«) Ay — gE} — fry]yz +o (e + 7)) + 3 (me? + ) (Af + A7)

— QEf Ay — GEf Ay + Aty + Ay, — S. (53)
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In Hamiltonian H, the coefficients of x,, y,, px» and p,, correspond to the Euler equations of the
classical Lagrangian

1 1 . .
L= (s + 7)) + 3 (me? + k) (Af +A)) — GES A — GES Ay + harry + Ay, (54)

for the translation parameters A, Ay, 7x and 7. In order for all the linear coefficients to vanish we
require that this Lagrangian be the solution of the Euler equations for the translation parameters:

d 8L1 BLl TTx .

R :-(—+,\x)=o, (55)

dt 7, 07y m

d oL aL .

dt 9my omy m

d dL oL mo? + k .

dt a/i1 “m [T'\x k- nx} =0 o)
X X

d oL oL me? + « .

aa_il—ale—[T)\y—qE;f—ny}:O. (58)
y y

Additionally, to remove the Lagrangian part, L; — S = 0 must be fulfilled and consequently S can be
associated with the time derivative of the corresponding action.
The transformed Hamiltonian H,, is thus simplified into

T, 2 1 2 2 2
H, = m (pX2 +py2) + 3 (ma) + /c) (xz —|—y2) . (59)
The harmonic oscillator coefficient mw? + k can be expressed in terms of new parameters as

mw* + k = mowéezﬂ_“, (60)
where e = f2(t) + /coe"‘g(t)/moa)(z) contains the explicit time dependence of the given magnetic
field B = Bof (t), the confining potential k = kpg(t) and

m(t) = moe*®. (61)

In terms of these variables, the Hamiltonian is rewritten as [31]

_ e 2 2 1 2 2B—a (2 2
H, = 2_mo (pxz +py2) + gmoa)oe o (X2 +y2) . (62)

As a next step we consider a dilatation and two shears. The generating function for such a trans-
formation is

[N

ez2V e’ tan$ Atan$
oy (X2Pxy +V2Dys) — A (p, +1y,) — — (X +3) (63)

with time dependent functions y, § and A. F; produces the following transformation rules:

F; =

0F; e%” e’ tané$ (64)
X2 = = Xy — )
> Op,  coss A P
_OF3 37 e’ tané (65)
y3 = apy3 - COS(SyZ A Dys»
1
dF3 e2”
= — = —p,. — Atand xy, 66
sz 8X2 Cos (pr?, 2 ( )
oF _ et Atans (67)
=—=——p,, — Atan .
by, dy,  cos 5P Y2
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We can obtain the corresponding canonical transformations by solving X;, y», px, and p,, from the
previous equations

1 e%” .

X, = e 2Vx3c088 + Tp,g sin (68)

Py, = e%yp,(3 C0s5 —e 27 A X3siné (69)
1 ez’ .

y» = e 2Vy3cosé + Tp” siné (70)
1 _1 .

py, =e2”p,, cosd —e 2" Ayssiné. (71)

Notice that even though the generating function F5 in Eqgs. (63)-(67) has multiple divergences when
§ = (2n—1)m /2, its corresponding canonical transformation rules (68)-(71) have none. These are the
well known Arnold transformations [32,33]. It is possible to show that they comply with the condition
necessary to preserve the value of the Wronskian
1
7V
e 27 cos 8 1sir1<3
A

det =1 (72)

—e 3" Asins  e2” cos
and for the transformation matrix to be symplectic.
Under F3, the new transformed Hamiltonian is
A mow2e?? . AT e
Hy = |e | —cos®’8 + —2—sin®8 | — § +sindcos§— | — (p2. + p?
’ [ (mo 4A 2 | 22 P+ 7
A mowze?? . A AeY
e =sin?8 + —2—cos?’5 ) — 6 —sindcoss= | —— (x2 + y?

mo
o A mewje Voo A
el ——+ ————)sindcosé + = —sin“— | (x . 73
+ |: ( mo + 4A + 2 A ( 3Dx3 +Y3py3) ( )

In order to obtain a null Hamiltonian we set the coefficients of (pZ, + p,), (x3 +¥3) and (x3ps; +

y3py3) to zero. We, thus, obtain the following system of coupled differential equations for the
transformation parameters:

A mow?e? . A
0=e® (m_ cos%—i—%sin%) —8+sin8cos$z, (74)
0
(D ., mowie* . A
O=e — sin 8+Tcos 1) —8—sm8coséz, (75)
Mo
A mowie*f y A
0=e"“ <_m_+%> sinécosé—{—%—sinzSZ. (76)
0

The solutions to these differential equations cancel the whole Hamiltonian Hs. In such a case X3, y3, px,
and p,, are constant in time and, therefore, they are constants of the motion. To simplify the structure
of the differential equations and their solutions we propose

1
A= Zmowoeﬂ“’, (77)

where 7 is a time dependent function, yielding a simplification of the previous coupled equations

. 1
§ = Ewoeﬂ_“ cosh 7, (78)
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P S
n+p= Ewoe sinhn (tané — cotd), (79)
¥ = wee? ¥ sinhn tan 8. (80)

For practical purposes the solutions of these equations, in the most general case, can be obtained
by numerical methods. Nevertheless, it is possible to extract information from (78)-(80) by grouping
the last three equations in a single hyperbolic one

: )

82 (y—-B-n) _1 81

a_2 - T — L ( )
here a = wpe?~%/2 and b = wyef %/ sin 2. If we use the 7 function as a parameter, we can rewrite
the hyperbola with the parametric functions (78) and

... weef@

yoFB= sin 268
For a given problem with no parabolic potential, ko = 0, only one of the branches contains the physical
solution. Each branch is associated with a given rotating direction of the charged particle.

In particular, the vertices of the hyperbola correspond to the constant magnetic field case. If we
set ourselves in one of the vertices § = weeP /2 and by comparing with (78) we obtain that = 0
and, consequently, 8 = 0 and y = 0. This is indeed the case when the magnetic field is a constant,
ie. B = 0and y = 0.In this manner we find that with an appropriate time dependent mass model
and the initial condition §(0) = 0 we can integrate § = wpe~*/2 and obtain §, the only relevant
parameter under the conditions described above.

It is well-known that the time reversal symmetry is broken by a constant magnetic field, even
though we have a frictionless problem, this symmetry breaking is the cause of the existence of two
vertices. More generally, for a problem where the magnetic field is a function of time, the solution
is given by another region at the hyperbola branch. In other words, the hyperbolic behavior of
Eqgs. (78)-(80) is a consequence of the magnetic field’s time reversal asymmetry.

The last transformation gives the solution to the initial problem describing the motion of a charged
particle under the influence of the potentials (32) and (30) where the electric and magnetic fields are
only time-dependent functions. Under the previous three transformations, we find that x3, y3, px, and
py, are constants along the classical orbit followed by the particle. In other words, X3, 3, px, and py,
are the initial conditions and we shall rename them as X3 = Xg, ¥3 = Yo, Px; = Dx, and py, = py,.

It is also possible to figure out a single canonical transformation after adequately collecting all the
above contributions into the following form:

sinh 7. (82)

& =Mé + u, (83)
where M is a symplectic matrix given by
[a b
M = C d:|
_ v v _
_Y _r . ez . ez | .
e 2 cosfcosd —e 2 sinf cosé Zcos@smé —ZSIHOSIHS
4 v
_r . _r ez . . ez .
= e 2 sinf cosé e 2 cosfcosé 7y sin@ siné 2 cos @ sin (84)
e 7A cosf sin§ e I A sinf siné es cos 6 cos S —e? sin @ cos §
_—e’%A sin@ sin 6 —e’%A cos 6 sin § e% sin 6 cos § e% cos 6 cosd

and
cosf® —sind 0 0 Ay
_ | sinf  cos@ 0 0 Ay
- 0 0 cosf —sin6 — Ty (85)
0 0 sinf  cosf -1y
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As an example, we consider the simplest case when the magnetic field and the mass are constants,
meanwhile both the confining potential and the electric field are absent. In such a case § = —6 =
(wo/2)t, A = mpwo/2 and there is no dilatation; hence y = 0 and n = 0. By using Eq. (83) all the
position and the momentum variables can be expressed as a function of time and the initial conditions

X
y
Dx
Py _|
1 1 . sin wot 1 — coswpt
— (1 + coswyt) — sin wot —_— _
2 2 Mowo Moo
1 . 1 coswot — 1 sin wot
—— sinwopt — (1 4 cos wot) _ _—
— 1 2 1 2 1 Mopwo Mopwo
——=Mpwq sin wot Zmowo (COS wolt — 1) 5 (] -+ cos a)ot) —sin wot
1
—Mowg (1 — cos wpt ——Mowg Sin wot —— sinwopt — (1 + cos wpt
LMo o ( ot) 2 Moo 0 5 0 5 ( ot) |
Xo
Yo
X . 86
pXO ( )

vo
This last result is consistent with the solution obtained directly from the Hamilton equations of
motion. The motion described in the previous equations is periodic, with period T = 27 /wg and
wy is the Larmor frequency. The periodicity can be deduced from the behavior of the block matrices
a and d in (84) since they become unit matrices for t = T, meanwhile b and ¢ become zero. The
Pz, + Pj,/mowo.
Physically, the trajectories of the particles are curved due to the Lorentz force; nevertheless, when the
magnetic field By is small, the motion of the particles is almost linear (r grows). For the larger values
of By, the particle’s motion is highly curved (r decreases). The last feature is given by the off-diagonal
block matrices b and c.

It is important to notice that in the Hamiltonian H; we can set the two first coefficients to wg/2
instead of zero as in Eqgs. (74) and (75), meanwhile we keep the null equation (76). In this case we
obtain a KC-like Hamiltonian, but the equations that must be satisfied in order to obtain a solution are
much more complex.

charged particle is moving around a circular orbit in the plane xy with radius r =

4. The quantum problem: unitary transformations

The classical calculations presented in the previous section allow us to set a framework for a
quantum mechanical analog of (33) through the Schrodinger equation

HIv (D) = bl (D), (87)
where the quantum mechanical Hamiltonian is given by
ﬁ:i(ﬁ—qﬁ)2+q¢+f(&2+92). (88)
2m 8

Here, p; is the energy operator, i.e, py — ifid; and X, J, py and p, are the space and momentum
operators such that

X|x, y) = x|x,y), (89)
VIx, y) = ylx, y), (90)
DPxlPx, By) = DxlPxs Py)s (91)
Dylpx. Py) = PxlPx> By), (92)
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where |x, y) and |py, p,) are the space and momentum eigenstates respectively. The space and mo-
mentum operators follow the usual commutation relations
[%. Bj] = insi;. (93)

as well as the energy operator and time

[Be, t] = ih. (94)

The physical electric and magnetic fields E and B, respectively, are obtained as usual from the scalar
and vector potentials ¢ and A by the relations (29) and (31) as we discussed in Section 2.

The integration of the quantum mechanical problem follows the same path as the classical problem.
The reduction of the Hamiltonian is now easily achieved by unitary transformations [34-37], each
one associated with one of the three classical canonical transformations applied in Section 3. Each
reduction step has the following structure:

UHUU|Y (6)) = Up UTUIY (1) = H'[Y/'(t)) = bel¥/ () (95)

with H' = UHUT — U [p, U], and |y (D)) = U|y (1))
The Floquet operator is thus given by

A

# =H - p. (96)
and the Schrodinger equation takes the compact form

R ©) = (=) 1w ©) =0. (97)

Our aim now is to study the Hamiltonian in Eq. (88) for the particular case analyzed in Section 3 of

magnetic and perpendicular electric fields of Egs. (29) and (31). Such fields can be obtained from the
potentials in (30) and (32). The quantum mechanical potentials are thus given by

B, .. ..
A= 5 (—3i+5), (98)
¢ = _Ex(t)5z - Ey(t).9~ (99)

In this gauge, the Floquet operator takes the following form:

A 1 R qB. 2 R qB . 2 R N K . N n
Jf:ﬁ“pﬁ?y) +(py_?x) —q[Ex(t)X+Ey(r)y]+§(x2+y2)—pf- (100)

4.1. Evolution operator

To obtain the evolution operator for the Hamiltonian in (88) in the presence of the magnetic and
electric fields given by Eqgs. (29) and (31), respectively, we proceed in a similar fashion to the classical
case in Section 3. We apply a series of unitary transformations, each corresponding to a canonical
transformation of the classical case.

The first unitary transformation, a rotation around the z axis [34], corresponds to the canonical
transformation in Eq. (34) and is given by

oL
U; = exp (z?z) , (101)
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where I, = Xpy — JDx is the angular momentum along the z axis. It has the following effect on the
position, momentum and energy operators

U15<U1T =Xcosf — ysind, (102)
UpUl = &sin6 + J cosb, (103)
U1ﬁxuf = pPycosf — pysinéd, (104)
Uipy U] = pysiné + p, cosé, (105)
UpeU] = pr + 6L, (106)

Note that Uy leaves invariant the quadratic forms * -+3* and p; +p3, yielding the transformed Floquet
operator

1 oy, 1 2 o
U1HU1T:%(pf+p§)+§(mw2+/<)(x2+y2)

A N . gB \ » .
—q (EX + EjJ) — (9 + %) L, — b, (107)

where ER and E)'f are the rotated components of the electric field given in Eqs. (42) and (43),
respectively. If the time dependent parameter 6 of the U; transformation follows Eq. (44) it is possible
to reduce the term proportional to the angular momentum iz. The Floquet operator is thus completely
separated into the x and y parts. Now the Schrodinger equation takes the shape of two uncoupled one
dimensional harmonic oscillators. Here it is important to set #(0) = 0 as the initial condition for
the parameter in order that U; goes to unity as t — 0. We will set this initial condition for all the
transformations’ parameters. Once the Floquet operator is separated we can proceed to reduce each
part with the unitary transformations. We note that if m is time independent then § = —wgt/2 with
wo = qBo/my. In this case, the charged particle motion is taken to a reference system that turns at
half the cyclotron angular frequency.

The next unitary transformation corresponds to displacements in space, momentum and energy
and is associated with the canonical transformation (46). It is given by

Uy = Uy UpUyy, (108)
where
Us = exp %S(t)] , (109)
i . i n
Uy = exp En’x(t)xj| exp [Ekx(t)px} , (110)
i . i .
Usy = exp Eny(t)y] exp [Eky(t)py] , (111)

with time dependent transformation parameters S(t), Ax(t), mx(t), Ay(t) and 7, (t). This unitary
operator (108) yields the following transformation rules:

UpRUJ = R + (D), (112)
UsPrUj = Py — mx(t), (113)
UodUS =5 4 A,(0), (114)
UspyUj = by — (1), (115)
UspeUJ = e + S — Aty — Aty + 70X 4 Aaby + 71,9 + iy (116)
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Now we apply successively transformations U; and U, to the Floquet operator (96) obtaining

A

1 . 1 .
36010} = L[5 = )+ (5, = )] L (m0? ) Gt 2.
1 A . A
+ g (ma® 1) 7+ 2)" — a[Ef R+ 2) +E] (7 + )]
— Pe — S(O) + e + Aymry — 7k — 71§ — Ay — AyBy- (117)

In the previous transformed Floquet operator, as in the classical Hamiltonian, we identify the
Lagrangian L; of the transformation parameters and the corresponding Euler equations (55)-(58).
Eq. (117) can be recast in the following form:

1 ,. R 1 N ~
Uy #UTUS = T (B + ;) + 3 (mo® + k) (3 +7°)
d oL, oLy | . d 0L, dLy | .
| 55 a7 T X+ | —- = Dx
dt 0A, O dt o7, Oy
d oL, dL4 5 d dL, oLy | . 4L § (118)
dt i,  omy Y ldtom, om, BT POTRIT

In order to reduce the linear terms and simplify the Floquet operator, we assume that the Euler
equations (55)-(58) are met for the parameters Ay, A, 7y, 7, and S. The transformed Floquet operator
(117) is thus simplified into

1 1
U,Up U U = 5 (B2 +B)) + 5 (mo® +x) (% +37) = br. (119)

Corresponding to the F3 canonical transformation in Eq. (63), the last unitary transformation can
be split into the x and y parts as shown below:

Us = UsUsy. (120)

The first unitary transformations on the right hand side are devoted to reducing the quadratic terms
in the x part of the Floquet operator and correspondingly the second term reduces the y part of the
Hamiltonian.

The first transformation corresponds to a shear and is given by

Usy = exp —iX (Xbx + Pxk) | exp ii AR+ lﬁz (121)
* gp YT 2h A
and yields the following transformation rules:
)4
arpt _Y A ez, |
UsxxUs, =€~ 2Xxcosd + pr sin §, (122)
ngﬁxugx = e%ﬁx c0s8 — e~ 7 AXsiné, (123)
. R A A WP
UseUl, = B+ (ﬁ sin® § — Z) (RDx + D)
(5 A ) 2 (54 A inos) R (124)
— (8 — —sin — sin X
2A 2A Px 2 2A

The first two equations are in fact the quantum version of the Arnold transformation [32,33] as pointed
outin Section 3. In order to compute Eq. (124) it is necessary to obtain the time derivative of the unitary
transformation. One way to perform this derivative would be to use the Magnus formula [38,39]
since it cannot be computed by direct derivation because the generator of (121) does not necessarily
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commute with its time derivative. Nevertheless we follow an alternative method by separating the
transformation (121) into a shear and a dilatation

W o oaa i fnn  a s

Usx = exp [_E (kbx + pXX)} exp [ﬁ (kbx + pXX)}
is 1 i

e — (A2 + —p2 ) |e —— (Xpx + DxX) |, 125

X xp[Zh( 0 +A0px)} xp[ Zh(px+px )] (125)

where A = Age** and Ay is a constant. Here it is convenient to set the time dependence of the mass,
magnetic field and confining potential by means of (60) and (61). Applying this transformation to the
Floquet operator we readily obtain

Us, Uy Uy #eUT U UL
A mow2e? A e”
=|e | —cos’§ + —2—sin’8 ) —§ + —sindcos§ | —p2
[ (mo 4A A 2P

A mow?2e?? R\ Ae™
T le (S sin?s + TO%% T 625) — 5 — Z sins cos %
mo 4A A 2

B A mowie? | A, 11 ... ..

e Y| ——+ ———)sindcoséd — —sin“§ + = | = (X b%

+[ <m0+ 4A A *3 2(p“+px)

iyl (mo® +«) 5 — pr (126)
2m Y 8 '

In order to vanish the terms proportional to Xp, + py%, p2 and X, the differential equations for the
y, A and § parameters between parentheses should vanish. Notice that these equations are the same
as Egs. (74)-(76) and consequently to Egs. (78)-(80). Lastly the Floquet operator reduces to

1. 1 .
Us U Uy #UTUS UL = ﬁpﬁ +3 (me* + k) 3% — br. (127)

The y part of the Hamiltonian can be eliminated by a transformation similar to Eq. (121) given by

Usy = exp | —i- (3B, + ByJ) | exp i2 (a2 152 (128)
4h 2h AY

In this transformation the parameters y, A and § are the same as those from Eq. (121) since the x and
y parts of the Hamiltonian are symmetrical. By applying this transformation we finally obtain

# = UsUUy Ul U Ul = —p,. (129)

In Eq. (129), the Floquet operator was reduced to the energy operator p; implying that any ket applied
to the right of ¢ as

HUUUr Y (1) = —peUsUaUn |y (1)) = 0, (130)
should be a constant one, according with Schrédinger equation (97), e.g.,

UsUaUn |y (1)) = |9 (0)). (131)

As a consequence, the state of the system at any time |y (t)) is connected to the stateint = 0, |y (0)),
by

[y () = Ufujud v (0)). (132)

The time evolution operator is thus easily obtained as

U (t1, to) = U] (t1, to) U] (t1, to) UJ (t1, to) (133)
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and the state of the system at any given time t; evolves from ty according with

1Y (t) = U (1, to) [V (to)). (134)

Notice that time enters the evolution operator U through the parameters 6, A, 7y, Ay, 7y, ¥, 6 and
A in each of the unitary transformations.

It is easy to verify that the obtained unitary transformation U corresponds to the Magnus expan-
sion [38,39] of the Dyson series at first order

-
UEl—%/ dtH(t). (135)

fo
We can calculate the position and momentum operators in the Heisenberg representation by

performing the three transformations on Schrédinger representation of the space and momentum
operators

R (t) = UTRU = UsU,URUTUS UL, (136)
u(t) = uthu = UsU, U U U3 U], (137)
Pun (1) = U'PU = UsUpUspUJ U UL, (138)
Py (t) = UTH,U = UsU,UpUTUT UL (139)

By working out the explicit form of the previous transformations and using the transformation rules
(102)-(106), (112)-(116) and (122)-(124) we obtain

N _r N _r . N
Xy(t) = e 2 cosfcoséx —e 2 sinf cosdy

)4

N

ez R e 3 . N .
+ o cos 6 sindp, — 7 sinf sinép, + Ay cos 6 — A, sin0, (140)
Ju(t) = e 7 sinf cosdX + e 7 cosd cos &)
Y
ez n ez A .
+ 7 sin 6 sin 8py + o cos 0 sin8py + A, sin6 + Ay cos 6, (141)
P (t) = —e 7 AcosfsinsX + e Z Asinf sin 5y
+e% cosf cos 8Py — e’ sinf cos 8py — mycos O + m, sinf, (142)
pyu(t) = —e 7 Asin@sind% — e~ 2 Acosf sin 5y
+e” siné cos 8px + e’ cosf cos 3py — 7y sin® — my cosb. (143)

Here, it is worthwhile noticing that, as in the classical case, the previous equations can also be ex-
pressed in the symplectic form as

Xy X

Vu y

X =M]| x 144
BXH Bx + K ( )
DPyH Dy

where M and u are given by Egs. (84) and (85), respectively.

4.2. Green'’s function

Green'’s function is calculated as usual in terms of the evolution operator as

G(x,y.tIX,y,0) = (x,y[u®lx,y). (145)
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To obtain the explicit form of G we first calculate the matrix elements of each of the unitary
transformations U, U, and Us in order to join them by the integral

G(x.y.tlx,y,0) = // dxidx; <x,y‘Uf‘X1,y1>

UZT‘Xz,Y2><X2,Y2 ‘UJ’X’,y’>- (146)

X <X1,Y1

For Uy and U, it is convenient to explore their effect on a space eigenstate. The rotation U; has the
expected effect on any space eigenket

Uﬂx,y)=|xcos€—ysin9,ycos€ + xsin@), (147)
and its matrix element is hence given by
(x’,y’

The transformation U, is a translation in space and momentum; therefore its effect on a space
eigenstate is

Uy

x,y> =68 (X —xcosf +ysin6) 8 (y — ycosf — xsind). (148)

- TTxX

L TTyy
UfIx,y) = e 7% e [x 4 A,y + Ay), (149)
and its matrix element is thus given by

yy

ud ><,3/>=e_"7%xe_iT x3(X —x=2)8 (Y —y—Ay). (150)

(X/, y

The transformation Us is the product of a dilatation and a shear. The dilatation has the following
effect on a space eigenstate:

e_iZT,(’A‘IA’x"rIA’x;‘) |X> — e*%

xe’%>, (151)

where the coefficient e 7 is due to the rescaling of space and the consequent renormalization of the
space eigenket. The matrix element of the dilatation is then given by

(¥

The shear matrix element is in fact the propagator for a harmonic oscillator [40]

% x) = Le_izhifina [2xx’—(x2+x’2)c056] (153)
V 27hisiné ’

After reducing all the integrals in (146) the explicit form for Green’s function is obtained as

e—i%ﬁ (’A‘I?’x +13x;<)

x):e’%S (x/—xe’%>. (152)

o9 (474 557

_r

2
2mhsiné
« eiﬁ cota[(xcos 04y sin6—2x)?+(y cos —xsin G—Ay)z]

i ine”V 12,02
G(xy, tlx,y,0) = e 150 g cotd (X2 4y%)

% 67% (ner Si%x’e_y/z)(x cos 04y sin—Aix)

« e—%(ﬂy.q.ﬁy/e*)//?)(ycos@—xsiné—ky)' (154)

This Green’s function has indeed the correct shape predicted by Schwinger and others [41-43]; it
should be composed only of linear and quadratic terms of the space and momentum operators.
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4.3. Gaussian wave packet

As an example, we now wish to study the evolution of a charged particle Gaussian wave packet
under the action of constant and uniform crossed electric and magnetic fields. For the mass we select
the LTDMM from Eq. (22), and we set the same parameters from Section 2 in order to prove the
Ehrenfest theorem.

We start (in t = 0) with a Gaussian wave packet of the form

1 x*+ y2 DxoX + DyoY
,y,0) = — — ], 155
0 = = exp( s )exp (z : ) (155)

where pyo, pyo and a are the initial momentum and wave packet width values. Note that initially the
wave packet’s center is located at the origin, and since the constant magnetic field is directed along
the z axis, the vector potential is given by (30); therefore, its average vanishes. In this manner, the
initial momentum and velocity are related by pyo1 + pyoj = mi(0).

The wave function at any time is explicitly calculated in terms of the transformation parameters as

VX, y,t) = /dx’dy’G (x,y.tIx,y,0) ¢ (x,y,0)

e 150 (he% sins +ige-¥ coss

= iae™ 2 cos
Jro? aA

1

X expy—o— [(x - {f)z + (- Kf)z]}

a’e”v

. 2 2
X exp g —io—; cot(S[(x—g“f) +(y—§yR) ]}

CAcoté 2 2
x exp fi— [(x—kf) + (v —25) ]}
 exp |~ [t (x = 28) + k= 4] (156

where the standard deviation of the wave packet is given by

o(t) = \/aze—y cos?§ + %, (157)
and correctly complies with o (0) = a. The rotated A, 7 and ¢ parameters are given by

AR = )ycos6 — A, sind, (158)

Ay = Ay cos6 + Ay sing, (159)

7 = mycos@ — 7, sin6, (160)

) = 7,086 + Ty sin 6, (161)

¢ = ¢y cosh — ¢, sind, (162)

¢ =ty cos6 + gy sin6. (163)
The ¢ parameters are composed of two parts

&x = Ax + Axos (164)

&y = Ay + Ayo, (165)
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where
v
e (166)
Axo = 05
* Acscé Px
12
A ¢ (167)
0 = 0-
4 Acscé Py

The probability density can easily be worked out from Eq. (156) giving

1 1 1
W .y, DI = — exp [—; (x— ;,5)2] exp [—0—2 (v - ;f)z} : (168)

From the previous expression it is clear that the Gaussian wave packet follows the trajectory given
by the vector &* = ¢fi+ ¢j. Moreover, using the differential equations (44), (77)-(80) and (55)(58)

it is easily demonstrated that Af and AJ’f fulfill the same equations of motion as the classical particle

mAy — mwhif + mif — qE, = 0, (169)

mij + mwif + mif — gk, = 0, (170)
and A5, and A% fulfill the homogeneous equations

Mm%, — mwily + mify =0, (171)

miyy + mwily + mify, = 0. (172)

We can thus infer that £ = A% 4 A%, and ¢ = A% + A%, are the complete solutions for the classical
equations of motion where Af and A§ are the particular solutions of the inhomogeneous equations

and AR and A;fo are the homogeneous solutions baring the initial conditions.

In this manner, the center of the wave packet follows the same trajectory as the classical particle.
This is a proof of Ehrenfest theorem. The trajectories obtained for ¢R indeed are the same as the
classical ones as was proved by direct numerical calculations of the wave packet center motion shown
in Fig. 2 with black points.

Conclusions

To summarize, we have studied the classical and quantum dissipations of a charged particle in vari-
able magnetic and electric fields through a time dependent mass Hamiltonian. To integrate the classi-
cal Hamiltonian, a series of three canonical transformations are explicitly constructed and applied in
order to reduce it to zero. The final transformed variables are at the same time constants of the motion
and initial conditions for the generalized momenta and positions. The final solution to the equations
of motion is rendered in its symplectic form. Correspondingly, the quantum Hamiltonian is reduced
to zero by three unitary transformations. This procedure allows for the calculation of the evolution
operator in rather general conditions, i.e. time dependent mass, variable electric and magnetic fields.
The generalized momentum and space variables in the Heisenberg picture are expressed in terms of a
symplectic linear combination of their Schrédinger picture versions. In times, Green’s function is con-
structed from the evolution operator and the calculated expression is consistent with the structure
obtained by Schwinger and others [41-43]. As an example, the dynamics of a Gaussian wave packet
under damping and constant crossed electric and magnetic fields is studied. Its motion is proved to fol-
low the same trajectory as the classical particle under the exact same conditions. The results presented
in this paper might be useful in solid state calculations where dissipation plays an important role.
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