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Resumen

En el presente trabajo se intruduce al lector a la teoria de series de tiempo univariadas y multivariadas haciendo
un repaso de los modelos ARIMA, de la metodologia de Box & Jenkins y de los modelos VARIMA. También se
implementa un modelo multivariado de series de tiempo para el estudio de los precios de acciones incluidas en
un portafolio de inversiones que es una combinacion de los modelos de mezclas y de los modelos AR para series
multivariadas. Este modelo, llamado MVAR (Mixture Vector Autoregressive Model), consiste en una mezcla de
componentes gaussianos vectoriales autoregresivos. Para estimar los pardmetros se utiliz6 el método de méxima
verosimilitud y el cdlculo se realiz6 mediante la funcién nlm del software estadistico R que usa un algoritmo
de tipo Newton. Los datos analizados corresponden a los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 y de

Microsoft Corporation.
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Introduccion

Una gran cantidad de informacidn acerca de las caracteristicas econdmicas y financieras, tanto de individuos
como de empresas o paises, se recopila con fines de andlisis para poder planear y tomar decisiones. Ejemplos de
ésto son los precios de las acciones de una compaiiia tomados diariamente, el total mensual de exportaciones, el
promedio mensual de ingresos, las ganancias anuales de una compaiiia, etc. Al registro metédico de mediciones
u observaciones a lo largo del tiempo, efectuado en periodos fijos, se le conoce como serie de tiempo. No s6lo
en el ambito econémico es de gran utilidad el andlisis de las series de tiempo ya que también existen en una
gran variedad de campos como las ciencias fisicas, particularmente en meteorologia, ciencia marina o geofi-
sica. Algunos ejemplos son las mediciones diarias de la lluvia o la temperatura del aire medida en horas, dias
o meses. El andlisis de las series de tiempo también es aplicable a la mercadotecnia. Las variables observadas
podrian incluir la cantidad semanal, mensual o anual de ventas de algiin producto, los montos facturados, los
costos de publicidad, etc. Con el estudio de las series de tiempo es posible pronosticar la cantidad de ventas para
elaborar un plan de produccién o examinar la relacién existente entre las ventas y otras series de tiempo tales
como gastos en publicidad. En demografia son de mucha ayuda las series de tiempo. Por ejemplo en el estudio
del crecimiento de las poblaciones surgen series de tiempo formadas por conteos de personas que viven en ellas
o por conteos de nacimientos ocurridos en ellas y en estos casos es posible predecir la cantidad de pobladores o

la cantidad de nacimientos en la poblacién dentro de 10 o 20 afios.

Ademds, en los campos antes mencionados surge la necesidad de incluir en los andlisis no una sino varias series
de tiempo. Por ejemplo, en el dmbito financiero, la globalizacién econémica y la comunicacién mediante Inter-
net han acelerado la integracién de los mercados financieros mundiales en afios recientes. Los movimientos en
los precios de un mercado pueden extenderse facilmente a otro mercado. Por ésta razén los mercados financie-
ros son mds dependientes entre ellos y los analistas deben considerarlos conjuntamente para entender mejor la
estructura dindmica del mercado global. Asi, bajo ciertas circunstancias, un mercado puede liderear otro mer-

cado, mientras que en otras circunstancias puede ser al revés. En consecuencia, el conocimiento de cémo los
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mercados estdn interrelacionados es de gran importancia en finanzas. De la misma forma, para un inversionista
0 una institucién financiera con multiples bienes, las relaciones dindmicas entre el rendimiento de los activos
juegan un rol importante en la toma de decisiones. Un ejemplo del uso de series multivariadas en Finanzas se
tiene en Broda y Paolella (2009), donde se optimiza un portafolio de inversiones compuesto por 30 series de

tiempo.

Lo anterior pone de manifiesto que la teoria de las series de tiempo es de gran relevancia ya que mediante ella
es posible describir y pronosticar los valores de variables unidimensionales o multidimensionales a lo largo del
tiempo, y por lo tanto constituye un drea importante de la estadistica. Los modelos ARIMA de Box & Jenkins y
la metodologia que dichos autores desarrollaron para la construccién de este tipo de modelos han sido utilizados
ampliamente para pronosticar el comportamiento de series de tiempo ya que mediante ellos se obtienen buenas
aproximaciones. Incluso el modelo ARIMA se ha generalizado para describir y pronosticar series de tiempo
multivariadas dando paso al modelo VARIMA. Sin embargo, a pesar del respaldo teérico de los modelos ya
mencionados, los analistas continian buscando nuevos modelos que mejoren los prondsticos. Ejemplo de ello
es el modelo multipredictor autorregresivo para series de tiempo (MATS) de Martin (1992) para describir los
saltos multimodales en series de tiempo, el modelo de mezclas Gaussiano (GMTD) de Le, Martin, y Raftery
(1996) para modelar estiramientos, estallidos y valores atipicos en series de tiempo, el modelo MAR de Wong
y Li (2000) que es una generalizacién del modelo GMTD cuya distribucién predictiva puede ser también mul-
timodal, el modelo MVAR (Mixture Vector Autoregressive Model) de P. W. Fong, Li, Yau, y Wong (2007) que

consiste en una mezcla de componentes vectoriales Gaussianos autorregresivos, entre otros.

El primer objetivo de ésta tesis es introducir al lector a la teoria de series de tiempo univariadas y multivariadas
haciendo un repaso de los modelos ARIMA, de la metodologia de Box & Jenkins y de los modelos VARIMA.
El segundo objetivo es implementar un modelo multivariado de series de tiempo para el estudio de los precios
de acciones incluidas en un portafolio de inversiones que corresponden a los precios de las acciones del Indice

Nasdaq 100 y de Microsoft Corporation.

Para cumplir con los objetivos establecidos, la tesis estd estructurada de la siguiente forma. El Capitulo 1 pre-
senta conceptos basicos y ejemplos de series de tiempo univariadas. El Capitulo 2 presenta conceptos basicos y
ejemplos de algunos procesos estocdsticos intimamente relacionados con las series de tiempo. El Capitulo 3 estda
dedicado al estudio de los modelos ARIMA. En el Capitulo 4 se expone la metodologia de Box & Jenkins, que

se refiere a la metodologia estadistica para la modelizacién de una serie de tiempo univariada mediante un mo-
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delo ARIMA. El Capitulo 5 contiene la aplicacién de la metodologia de Box & Jenkins a las series univariadas
de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 y de Microsoft Corporation. El Capitulo 6 estd dedicado
al estudio de los modelos VARIMA que son el equivalente de los modelos ARIMA para series de tiempo mul-
tivariadas. En el Capitulo 7 se define el modelo MVAR vy se establecen las condiciones de estacionaridad, la
estimacién de sus pardmetros y la eleccién del modelo. El Capitulo 8 contiene el ajuste del modelo MVAR a
la serie bivariada compuesta por las series de tiempo de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 y de

Microsoft Corporation. El dltimo capitulo presenta las conclusiones de los resultados obtenidos en la tesis.
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Capitulo 1

Series de tiempo univariadas

Intuitivamente una serie de tiempo es un conjunto de datos respuestas que son el resultado de observar o
medir algiin fenomeno durante cierto periodo de tiempo, en donde las observaciones contiguas pueden ser de-
pendientes. Al igual que en una muestra aleatoria, su estudio puede llevarse a cabo con herramientas estadisticas
descriptivas e inferenciales. El enfoque descriptivo es fundamental en el anélisis de las series de tiempo uni-
variadas, siendo de gran importancia las grificas que contienen en el eje = al tiempo y en el eje y a los datos,
ya que dandoles un vistazo se tiene idea de su comportamiento en ese periodo. Por otro lado, la forma clasica
en que se lleva a cabo el andlisis inferencial es la de descomposicién de series que consiste en identificar tres
componentes: la fendencia, que representa su comportamiento a largo del tiempo, la estacionalidad, que repre-
senta los comportamientos que se repiten en ciertos periodos de tiempo, y la irregularidad, que representa los

movimientos aleatorios.

Las series de tiempo se pueden clasificar segin nuestra capacidad de observacién del tiempo. Si el fendmeno
en estudio sdlo se puede observar en ciertos instantes se dice que la serie es discreta. Por el contrario, cuando
es posible observar el fendmeno en cualquier momento se dice que la serie es continua. Cabe destacar que la
naturaleza discreta o continua de una serie de tiempo depende, como ya se dijo, de la capacidad de observacién
del tiempo y no de la naturaleza discreta o continua de la respuesta. Usualmente las respuestas (discretas o
continuas) son observadas en intervalos iguales como horas, dias, meses, afios, etc. Un ejemplo de una serie
de tiempo discreta generada por una variable continua es aquella que contiene mediciones de temperatura, hu-
medad o contaminantes en el ambiente tomadas por ejemplo cada dia, mientras que un ejemplo de una serie
de tiempo discreta generada por una variable discreta es la que estd formada por conteos de cierto suceso en

intervalos de tiempo determinados como el nimero de muertes ocurridas en un hospital, nimero de accidentes



ocurridos en cierta carretera o niimero de piezas defectuosas de un determinado articulo en una tienda tomados

por ejemplo cada mes.

El objetivo fundamental del estudio de las series de tiempo es hacer pronésticos sobre los valores que tomard su
variable generadora. Para lograr la estimacién de sus valores futuros primero es necesario describirlas a través
de un andlisis inicial; es decir, sintetizar la informacidn contenida en ellas a través de su gréfica y usando herra-
mientas de la estadistica descriptiva. También se requiere explicarlas, es decir, contar con un modelo matemético
del que éstas puedan ser una muestra. El pronéstico de una serie se realiza extrayendo toda la informacién con-
tenida y, basdndose en el comportamiento de sus datos histéricos, se puede conjeturar su futuro resultado. Sin
embargo, existen series deferministas, es decir series que se pueden predecir con exactitud tales como las gene-
radas por las leyes de la Fisica cldsica newtoniana. Se dice que una serie es aleatoria o estocdstica cuando su
futuro estd parcialmente determinado por su pasado. Al contrario de las series deterministas, las series aleatorias
no se pueden pronosticar con exactitud y lo que queda es obtener la distribucién de probabilidad de los valores
futuros pero condicionada por los valores pasados. También existen series de tiempo con los dos componentes,

el determinista y el aleatorio, de manera que su prediccidon también implica algin grado de incertidumbre.

Como ya se explicO antes, en las series de tiempo existen dos tipos principales de variaciones: la tendencia y
la periodicidad. La primera se refiere al cambio del nivel a lo largo del tiempo tomando en cuenta el nimero
de observaciones disponibles y la segunda se refiere a comportamientos repetitivos, por ejemplo las graficas
de series compuestas por mediciones de temperatura muestran variaciones que se repiten anualmente debido a
que la temperatura baja en invierno y sube en verano haciendo que éste patrén se repita cada afio. Cuando una
serie de tiempo muestra alguno de los comportamientos anteriores y el interés del estudio es mas bien ajustar un
modelo entonces es recomendable transformarla para obtener una serie nueva sin tendencia ni periodicidad apli-
cando por ejemplo logaritmo o raiz cuadrada a los datos. Si existe alguna tendencia y la varianza se incrementa
a la par del nivel, por ejemplo si la desviacion estdndar es directamente proporcional a la media, se recomienda
una transformacién logaritmica la cual eliminara dicha tendencia. Si la varianza cambia a lo largo del tiempo
sin que exista alguna tendencia entonces no es necesaria una transformacién. Otro caso en el que se requiere
aplicar una transformacién es cuando existe alguna tendencia y periodicidad pero el tamafio del efecto de ésta
ultima aumenta junto con el nivel medio. En contraste con lo anterior, existen series llamadas estacionarias
tales que su gréfica varia alrededor de un valor constante y no muestra cambios sistemdticos en la varianza ni
comportamientos periddicos. Por lo tanto las transformaciones se utilizan para convertir en estacionarias a las

series que no lo son.
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Todo lo anterior resalta la importancia que tiene la grafica de la serie en el andlisis estadistico descriptivo. Por lo
tanto el primer paso en el estudio de las series de tiempo es dibujar su gréfica para observar caracteristicas como
la tendencia, la periodicidad, la existencia de discontinuidades o de observaciones atipicas. A continuacién se

muestran algunos ejemplos de series de tiempo.

1.1. Ejemplos

Ejemplo 1.1. La Figura 1.1 muestra los precios de las Letras del Tesoro en el mercado de Chicago durante 100
dias hébiles consecutivos en 1981. Es posible notar una marcada tendencia decreciente de los precios con el

tiempo y no parece haber periodicidad.

Precios
B5 87 B9 91

| | | | | |
0 20 40 60 80 100

Dias

Figura 1.1: Precios de las Letras del Tesoro en el mercado de Chicago tomados diariamente durante cien dias habiles consecutivos en 1981
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Ejemplo 1.2. La Figura 1.2 muestra la serie de tiempo de la produccién de cerveza mensual en Australia desde
enero de 1991 hasta agosto de 1995. La serie no exhibe tendencia pero si estacionalidad ya que en los tltimos

dos o tres meses del afio siempre aumenta la produccién de cerveza.

Megalitros
160
|

120
I

I [ I [ [
1991 1992 1993 1994 1995

Afios

Figura 1.2: Produccién de cerveza mensual en Australia medida en megalitros de enero de 1991 a agosto de 1995

Ejemplo 1.3. La Figura 1.3 muestra las ventas mensuales del “producto C” de una gran compafifa petrolera

durante cuatro meses. Aunque no se aprecia alguna tendencia en la grafica, si cierta estacionalidad.

< T I T T /\{W|
1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Unidades vendidas

Meses

Figura 1.3: Unidades vendidas mensualmente del “producto C” durante cuatro meses
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Ejemplo 1.4. La Figura 1.4 muestra la produccion de electricidad mensual en Australia desde marzo de 1956
hasta agosto de 1995. Notoriamente la tendencia se incrementa cada afio junto con la variacién de los datos y

existe un patrdén estacional muy marcado.

10000
I

2000
I

Millones de kilowatts

I I I I
1960 1970 1980 1990

Afos

Figura 1.4: Produccién mensual de electricidad en Australia desde marzo de 1956 hasta agosto de 1995

Ejemplo 1.5. La Figura 1.5 muestra la produccién mensual de ladrillos de arcilla en Australia desde marzo de
1956 hasta septiembre de 1994. Es muy notoria la tendencia creciente. Ademds se aprecia un comportamiento

estacional y mucha variabilidad en los datos.

600
l

200
I

Millones de unidades
400
|

[ [ I [
1960 1970 1980 1990

Afios

Figura 1.5: Produccion mensual de ladrillos de arcilla en Australia de marzo de 1956 a septiembre de 1994
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Capitulo 2

Procesos estocasticos

El contexto matemadtico sobre el cual se definirdn las series de tiempo es el de proceso estocdstico. En esté
trabajo se supondrd que una observacion de una serie de tiempo en el instante ¢ es un valor elegido al azar de
entre los posibles valores que puede tomar una variable aleatoria en ese mismo instante. En consecuencia, una
serie de tiempo con n observaciones es una muestra de un conjunto de n variables aleatorias ordenadas en el

tiempo.

Definicion 2.1. Un proceso estocastico {X;:} = {X; : t € T'} es una coleccion de variables aleatorias que
estdn definidas sobre el mismo espacio muestral, estdn indexadas por el conjunto Ty asumen valores en un
mismo conjunto S C R. El conjunto T es llamado conjunto de indices de X y representa al tiempo. El conjunto
S es llamado espacio de estados de X. Si T es un subconjunto de 7 entonces X es llamado proceso estocastico
en tiempo discreto o simplemente proceso estocastico discreto y si T' es un subintervalo de R entonces X se

llama proceso estocastico en tiempo continuo, o simplemente proceso estocastico continuo.

Dada la definicién anterior resulta natural pensar en una serie de tiempo = {z;} como una parte de una
realizacion del proceso estocdstico {X;} = {X; : t € T}. De aqui que si {X;} es un proceso estocdstico
discreto o continuo entonces x es una serie de tiempo también discreta o continua. En este trabajo se tratardn
series de tiempo discretas cuyas observaciones se tomaron en intervalos de tiempos iguales y para referirse a
ellas se utilizardn letras maytsculas con la letra ¢ como subindice. Para indicar que se tienen n observaciones
sucesivas de una serie de tiempo se escribird { X7, Xs,..., X4, ..., X, } entendiendo que son datos tomados de
forma equidistante en los momentos tg + 1h,tg + 2h, ..., tq + th,...,ty + nh donde ¢, es algin punto en el
tiempo y h es la longitud del intervalo de tiempo en el que se tomo la siguiente observacion. Sin embargo, ya que
no interesa definir ¢o ni h, en este trabajo se utilizard la notacién corta { X, } para referirse a las n observaciones

sucesivas de la serie.
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Al igual que una variable aleatoria, un proceso estocdstico con n variables aleatorias estd caracterizado por su
funcién de densidad conjunta f(X7,...,X,,). Tratdindose de una serie de tiempo, el proceso estocdstico que
estd asociado a ella estd constituido de variables aleatorias que de alguna manera estan correlacionadas entre si,
por lo que no se puede hablar de independencia, y como consecuencia no existe una manera directa de encon-
trar la funcién de densidad conjunta a partir de las funciones de densidad individuales usando el hecho de que
f(Xq,. ..., X)) = f(X1)--- f(X,) si X3, ..., X, son variables aleatorias independientes. Por lo tanto, con el
fin de lograr caracterizar a las series de tiempo, en lugar de encontrar la funcién de densidad conjunta se buscan
expresiones para sus medias, varianzas y covarianzas ya que éstas medidas logran resumir las caracteristicas de
la distribucién de las series. En particular las funciones de autocovarianzas y autocorrelacién miden la depen-

dencia lineal que existe entre las variables aleatorias que forman el proceso.

Definicién 2.2. Sea {X;} un proceso estocdstico con E(X}?) finita para todo t.

La funcion de media de { X} es

pe = E(Xy).

La funcion de varianza de { X} es

o2 =Var(Xy) = E[(X; — me)?].

La funcion de autocovarianza de { X, } es

Vtr,t2 = COU(Xt17Xt2) = E[(th - :u’tl)(th - :U’tz)]'

La funcion de autocorrelacion de { X}, también llamada funcién de autocorrelacion simple denotada

por FAS, es

Pty to

2.1. Procesos estocasticos estacionarios

Como ya se dijo antes no se puede encontrar directamente la funcién de distribucién de un proceso estocéstico
por lo que para estimarla es necesario estudiar una gran cantidad de sus realizaciones. Sin embargo, existen
fendmenos que no son estables y que no se pueden repetir a lo largo del tiempo. Un ejemplo es la venta de
cierto articulo en un centro comercial donde la serie de tiempo obtenida a partir de los conteos de esas ventas

es la unica realizacién del proceso. En estos casos, para calcular la media y varianza de las variables aleatorias
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que conforman el proceso estocdstico a partir de su evolucién a lo largo del tiempo se requiere suponer que
algunas de sus caracteristicas, como la distribucién en cada instante, son invariantes en el tiempo. El concepto
de estacionaridad surge de las restricciones que deben imponerse a un proceso estocdstico para determinar sus

caracteristicas a partir de una realizacion.

Definicion 2.3. Sea { X} un proceso estocdstico con E[X?] finita para todo t. { X} es estrictamente estacio-

nario o estacionario en sentido estricto si

f(Xt1?"'?th) = f(Xt1+ka"'ath+k)
paratodak >0,n>1,t;,t; +ken{0,£1,£2 ...} ei=1,...,n.

Un proceso estocastico estrictamente estacionario se comporta de manera muy parecida en cualquier periodo
de tiempo, es decir, la grafica de n observaciones contiguas es casi igual a la grafica de otras n observaciones
contiguas pero ahora tomadas k periodos hacia atras o hacia adelante. Existen otros conceptos de estacionaridad

basados en las funciones de media y autocovarianza.

Definicién 2.4. Sea { X} un proceso estocdstico con E[X}? finita para todo t. { X;} es estacionario de primer

orden o estacionario en media si
Mt = Ht+k

para todo ty k > 0, es decir si ji; es independiente de t.

Definicién 2.5. Sea { X} un proceso estocdstico con E[X?) finita para todo t. { X} es estacionario de segun-

do orden o débilmente estacionario si
i) es estacionario de primer orden y

ii) Yrt = Yrtkt+k para todor,t,r+ k. t+ken {0,£1,£2,...}, es decir si y; 111 es independiente de t para
toda k.

Corolario 2.1. Sea {X,} un proceso estocdstico con E[X?] finita para toda t. Si {X,} es estrictamente esta-

cionario entonces es débilmente estacionario.

La demostracion del corolario anterior se puede encontrar en (Guerrero Guzman, 2003, pdg. 18). Los proce-
sos estocdsticos estacionarios de primer y segundo orden no exhiben tendencia, es decir, sus observaciones
suben y bajan alrededor de un nivel fijo. El reciproco del corolario no siempre es cierto ya que si un proceso
es débilmente estacionario no necesariamente es estrictamente estacionario. Sin embargo, en el caso de que la
distribucién conjunta del proceso estocdstico sea la Normal entonces la estacionaridad débil si implica la esta-

cionaridad fuerte haciendo equivalentes los dos conceptos. Debido a esto, es comun suponer que la distribucién
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de las variables aleatorias asociadas al proceso estocéstico es la Normal (Shumway y Stoffer, 2010, pag. 23).
En este caso, basta con conocer la media y la funcién de autocovarianza para tener la estacionaridad estricta y

asf obtener la funcién de distribucién conjunta de { Xy, . . ., X¢,+n } para cualquier ¢o.

Se llama incremento al proceso estocdstico que resulta de la resta de dos de sus variables aleatorias consecuti-
vas, es decir, {W;} = {X; — X;_1}. Si {X}} es un proceso estocéstico estacionario entonces el proceso {W; }
también es estacionario. Se llama retraso a la distancia entre un par de variables aleatorias de un proceso es-
tocdstico. Ya que la covarianza entre dos variables de un proceso estacionario s6lo depende de la distancia entre
ellas, es posible reducir la notacién v ¢+ a i ya que sélo hace referencia al retraso k. Lo mismo ocurre con
la funcién de autocorrelacién la cual se denotard por p, = i /0. Como resultado se tiene que las funciones de
covarianza y autocorrelacién de los procesos estacionarios son simétricas respecto al cero ya que si X; y X;1x
son dos de sus variables la covarianza entre ellas es igual a la covarianza entre X; y X;_, por lo que v = 7_x
y por lo tanto pr, = p_j; ademds, se cumple que v = Var(X:) > 0, pg = 1y |px| < 1. La demostracion de

la dltima desigualdad puede encontrarse en (Gonzalez Velasco y del Puerto Garcia, 2009, pag. 57).

Definicion 2.6. Sea {X;} un proceso estocdstico estacionario tal que E[X;| = 0. La funcién de autocorrela-

cion parcial de { X} en el retraso k denotada por FAP es

01 st k=1
oy = < <
Tt SV A
donde
X = BiXepho1 + BoXegn—2+ -+ Bro1 Xep1,
Xisk = 01 Xe4h1 + 02 Xpph2 4 oo+ 01 Xpp1
y las constantes {3;} y {0;}, i = 1,2,...,k — 1 se obtienen minimizando las expresiones E[(X, — X;)?] y

E[(Xesr — Xi4r)?] respectivamente.

El coeficiente de autocorrelacion parcial de orden k mide la relacién lineal existente entre observaciones se-
paradas k periodos sin considerar el efecto de las variables intermedias. Esta funcién, al tratarse de procesos
estacionarios, solo depende de la distancia entre las variables, no de su posicion en el tiempo, y es simétrica

respecto al cero. Es posible dar un algoritmo iterativo para encontrar la FAP.

Sean ¢y, j =a;,j=1,...,kyk=1,2,...los coeficientes que minimizan
k k
E[(Xpr1 — a1 Xy — ... —axX1)?] = 70 _QZai7i+Za3'VO+2 Z aia;yj—i- (2.1
i=1 i=1 j=1,0k—1,i<j
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Derivando respecto a a; e igualando a cero se obtiene el sistema de ecuaciones

7 Y0 Mo Vel Ok,1
72 | T Yo oooe. Ve—2 bk.2
Vi Th=1 Vhk=2 -+ 0 Dk

Multiplicdndolo por 7y, ! se obtiene la ecuacién equivalente
¢: =R 'pi (22)

donde ¢, = (k1 P2, - - Pi)'s R = (pi_j)f’jzl ypr = (p1,- .., pr)t. El valor ay, de la FAP en el retraso
k se obtiene resolviendo el sistema (2.2) mediante la regla de Cramer (Gonzalez Velasco y del Puerto Garcia,

2009, pag. 95). La solucién es

~t —
Pk — Pk—le_lefl
1—p R oy

con p = (pk, Pr_1,---,p1)’. Desarrollando la expresion anterior se obtiene el siguiente algoritmo iterativo que

a = Pp =

calcula la FAP sin necesidad de encontrar la matriz R,;_ll:
e Sea d)0,0 =0.

e Paran > 1,
n—1
Pn — k=1 (bn—l,kpn—k
1 =301 dne1kPk

e Paran > 2, ¢)n,k = ¢n71,k - (bn,nqsnfl,nfk conk = 1,2,...,n—1

Gnn = (2.3)

Generalmente al inicio del andlisis de una serie de tiempo no se cuenta con un modelo matematico que la
describa. Para encontrarlo es necesario determinar el grado de dependencia entre los datos mediante la funcién

de autocorrelacién muestral.

2

Definicion 2.7. Sea {X:} un proceso estocdstico estacionario con media p, varianza o = -y y covarianzas

{v, k =1,2,...}. Sea {X,,} la serie de tiempo relativa al proceso anterior.

o La media muestral de {X,,} es

= > (Kiw = X0)(X — X) 24)

donde 0 < k < n.
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e La funcion de autocorrelacion muestral de {X,,} es

donde 0 < k < n.

e Supongamos que 1 = 0. La funcion de autocorrelacion parcial muestral de { X, } es

A = P

conl <k <mnylos akk se determinan mediante la Ecuacion (2.2) donde los p; se reemplazan por sus

estimaciones siempre que X; # X;.

Es importante notar que si k > n las estimaciones anteriores de las autocovarianzas y autocorrelaciones carecen
de sentido. Una sugerencia para obtener una buena estimacién de py es que el tamafio de la serie n sea mayor a

50 y que k tome valores menores a n/4 (Box, Jenkins, y Reinsel, 1994, pag. 32).

En general las series de tiempo con las que se trabaja en la practica no son estacionarias ya que presentan ciertas
caracteristicas de irregularidad como la tendencia que se puede observar en la grafica de la serie cuando ésta no
se mantiene fluctuando alrededor de cierta linea paralela al eje = llamada nivel medio. Otra caracteristica que
aparece comunmente es la periodicidad que se refiere a comportamientos repetitivos en intervalos de tiempo
observados en la grifica de la serie. Sin embargo es posible convertir estas series en estacionarias, es decir, en
series sin tendencia ni periodicidad y que su grafica siempre suba y baje alrededor de un nivel medio fijo sin
comportamientos repetidos en ciertos periodos. Se llama correlograma a la gréifica que en el eje x contiene
los retrasos k y en el eje y los valores de la funcién |5 |. Esta grafica es utilizada como un indicador de la
no estacionaridad: el correlograma de una serie con alguna tendencia decae lentamente a medida que k crece
mientras que el de una serie con periodicidad imita este comportamiento. A continuacién se presentan ejemplos

de la FAS y FAP de una serie de tiempo.

Ejemplo 2.1. La Figura 2.1 representa la funcién de autocorrelacidon simple de la serie del Ejemplo 1.2 de
megalitros de cerveza mensual producida en Australia. La estacionalidad de la serie se refleja en el marcado
comportamiento senosoidal de los valores de la FAS. La Figura 2.2 representa la funcién de autocorrelacion
parcial de la misma serie. En ella se observa que la mayoria de las autocorrelaciones parciales son negativas y

que cuatro de ellas son significativas.
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FAS de la serie 1.2
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Figura 2.1: Gréfica de la FAS muestral de la produccién de cerveza mensual en Australia medida en megalitros de enero de 1991 a agosto

de 1995

FAP de la serie 1.2

04

-02

Correlaciones parciales

Retardos
Figura 2.2: Gréfica de la FAP muestral de la produccién de cerveza mensual en Australia medida en megalitros desde enero de 1991 hasta

agosto de 1995

2.2. Proceso de ruido blanco

Aunque los valores sucesivos de una serie de tiempo son dependientes se hace la suposicion de que estd generada

por una serie de choques aleatorios independientes, es decir, por una realizacién de un proceso estocdstico
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especial llamado proceso de ruido blanco.

Definicion 2.8. Sea {X;} un proceso estocdstico. { X} es un proceso de ruido blanco si las variables aleato-

rias que lo conforman tienen media cero, tienen la misma varianza y son incorreladas.

De ahora en adelante se denotard a un proceso de ruido blanco por {Z;}. Una caracteristica de estos procesos
es que el conocimiento de su pasado no aporta alguna informacién sobre su futuro. Algunos autores imponen
la condicién extra de que las variables aleatorias que los conforman deben tener distribucién Normal y como

resultado las variables no sélo estdn incorreladas sino que son independientes.

Para un proceso de ruido blanco estacionario v, = 0 para k # 0, pg = o2 donde o2 es la varianza de las
variables aleatorias que lo conforman. Por lo tanto p;, = 0 para £ > 0. Entonces se espera que la funcién p,, de
una realizacion de un proceso Z; también se aproxime a cero. De hecho, para n grande, las funciones py, ..., o,
con k > 0 son variables aleatorias independientes con distribucién N (u = 0,02 = 1/n). A continuacién se dé

un ejemplo de una serie generada por un ruido blanco.

Ejemplo 2.2. La gréfica siguiente representa una realizacién de tamafio 100 de un proceso de ruido blanco ge-
nerado por una distribucién uniforme con pardmetros (-1,1). A los procesos de este tipo se les llama procesos
puramente aleatorios ya que estin formados por variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das. Ademads son procesos estacionarios. En la Figura 2.3 se observa que no existe tendencia o periodicidad en el
comportamiento de los datos, comprobando asi que el proceso es estacionario. Las Figuras 2.4 y 2.5 contienen
el correlograma y la FAP del proceso, donde en ambas se observa que las correlaciones simples y parciales son

no significativas desde los primeros retrasos.

5 o _
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L |
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© 0 20 40 60 80 100
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Figura 2.3: Grifica de una realizacién de un proceso de ruido blanco generado por una distribucién U(-1,1)
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FAS de un proceso puramente aleatorio
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Figura 2.4: Gréfica de la FAS muestral de una realizacién de un proceso de ruido blanco generado por una distribucién U(-1,1)

FAP de un proceso puramente aleatorio
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Figura 2.5: Grifica de la FAP muestral de una realizacién de un proceso de ruido blanco generado por una distribucion U(-1,1)

2.3. Procesos lineales

La clase de los procesos lineales, la cual incluye a los procesos autorregresivos (procesos AR), a los de medias
moviles (procesos MA) y a los mixtos (procesos ARMA), provee un marco general para el estudio de los

procesos estacionarios. Asi, los procesos lineales son ampliamente usados en el andlisis de las series de tiempo
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(Brockwell y Davis, 2006, pag. 83), (Chatfield, 2016, pag. 41, 45 y 47).

Definicion 2.9. Sea {X;} un proceso estocdstico. { X} es un proceso lineal si puede representarse como

oo
X = Z Vi Zs 4 (2.6)
1=—00
paratodat =0,%1, ..., donde V; es una sucesion de niimeros reales tal que >~ |U;| converge y {Z,} es

un proceso de ruido blanco.
Existe una manera mds compacta de expresar la Ecuacion 2.6 mediante el operador de retraso.

Definicién 2.10. Sea { X;} un proceso estocdstico. El operador de retraso B¥ transforma el proceso original
{X1,...,X,} en el proceso {X1_k, ..., Xn_r}, es decir, transforma un proceso con n variables aleatorias

en uno con n — k variables. B* funciona de la siguiente manera:

e BY = [ donde I es la transformacion identidad, es decir, B%X, = X, parat=1,...,n,
e BX, =X, yparat=1,...,ny

e B¥X, = B(B*'X}) = Xy _pparat=1,...,n.

o0

Usando el operador de retraso y haciendo ¥(B) = >

1=—0Q

U, B tenemos que la Férmula (2.6) se puede

reescribir como X; = ¥(B)Z;.

Proposicion 2.1. Sea { X} un proceso estacionario con media 0 y funcién de covarianza yx. Si {U;} es una

o0

sucesion de valores reales tal que )~

| ;| converge entonces el proceso

- 3w

1=—00

es estacionario con media cero y funcion de covarianza

wk) =Y > Bl (k—i+))

1=—00 j=—00

para toda k > 0.

Proposicion 2.2. Si en la proposicion anterior el proceso { X} es ruido blanco entonces el proceso

Y, = i U Xy

i=—00

es un proceso lineal con funcion de covarianza

vy (k) = o” Z VWi g

1=—00

para toda k > 0 donde o2 es la varianza de X;.

Las demostraciones de las dos proposiciones anteriores se pueden consultar en (Brockwell y Davis, 2006, pag.

52).



Capitulo 3

Modelos ARIMA

3.1. Introduccion

La clase mas popular de modelos lineales para series de tiempo consiste en los modelos autorregresivos de
medias méviles (ARMA) que incluyen los modelos autorregresivos (AR) y los de medias méviles (MA). Los
modelos ARMA se utilizan para describir estructuras lineales dindmicas, para representar relaciones lineales
entre los retrasos de las variables y para pronosticar las series en estudio. Una clase de modelos particularmente
util contiene a los modelos autorregresivos integrados de medias méviles (ARIMA) que incluye a los modelos

ARIMA estacionarios.

3.2. Modelos de medias moviles

Existen sucesos que influyen en ciertos fendmenos produciendo efectos inmediatos que no duran mucho pero
que pueden seguir afectando en varios periodos posteriores. Resultan muy apropiados los procesos de medias
moviles para describir los fendmenos mencionados, por ejemplo para describir los indices econémicos los cuales
son altamente influenciados por las decisiones gubernamentales desde que se ponen en practica e incluso hasta

en periodos posteriores.

Definicion 3.1. Sea {X:} un proceso estocdstico. { X1} es un proceso de medias maviles de orden q, detonado

por MA(q), si puede representarse mediante la ecuacion
Xe=Zr—0Zeq—...— 0,24 3.1

para todat =0,%1,... donde {Z,} es un proceso de ruido blanco y {6;}}_, son niimeros reales.

17
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La Férmula (3.1) se puede reescribir en forma mas compacta mediante el operador de retraso B como

Xt = Qq(B)Zt
donde ,(B) =1—60,B—0,B? —...—0,BY. Por tanto el proceso M A(g) es un proceso lineal donde ¢y = 1,
Y; =—0;,7=1,...,9yv; = 0en otro caso, y en consecuencia este proceso es estacionario para cualquier

valor de 0;.

Sea {X;} un proceso M A(q). La funcién de autocovarianza de {X;} es

o (1+67+...+62) si k=0
Te=19 020+ X5 0:0,11) si k=1,2,....q
0 St k>q

donde o2 es la varianza del proceso de ruido blanco. La funcién de autocorrelacién de {X;} es

1 S0 k=0
=k g .
Pk = (_9k+2qi:192191+k) si k= 1’ 2. .. .q.
=1 "1
0 S k>q

Observe que la funcién de autocorrelacion de los procesos MA(q) es nula para todos los retrasos mayores a q.

Como se verd mas adelante la funcién de autocorrelacion juega un papel importante en la identificacién de un
modelo que explique una serie de observaciones dada. Es deseable que exista una biyeccion entre una funcién
de autocorrelacién y el modelo MA(q) del que proviene, sin embargo esto no siempre ocurre. Por ejemplo la

funcién

oz si k=1

0 si k>1

pr =

podria pertenecer a cualquiera de los siguientes procesos M A(1):

-~ ~ 1~
Xt = Zt — HZt—l (6] Xt = Zt — th_l.

Ademads, como sélo se pueden observar las series X; y X; y no los procesos de ruido blanco Z; y Z;, es im-
posible distinguir los procesos MA(1) anteriores por lo menos a primera vista. Reescribiendo el primer modelo

como
00

Xt = Zt - 9Xt,1 — 02Xt,2 — = Zt - Zertfj (32)
j=1



3. MODELOS ARIMA 19

se observa que cuando |0 < 1 el efecto de los retrasos X;_; en X; tiende a cero cuando k aumenta, mientras
que si |8 > 1 el efecto de los retrasos también aumenta cuando k aumenta, es decir, un suceso ocurrido en el
pasado tendria mds influencia en el presente que uno ocurrido recientemente. Ademds si |#] < 1 la Expresi6n

(3.2) se puede escribir como una suma infinita que converge:
(o)
Zi =X +0Xe 1 + 0P Xp o+ = ZH]Xt—j-
j=0

De aqui surge el concepto de invertibilidad.

Definicion 3.2. Sea {X;} un proceso estocdstico. { X} es invertible si se puede representar como
o0
Zy=m(B)X; =Y mX;_,
3=0

paratodat =0,%1,... donde 7(B) = > 72 m; B, mo = 1y 372 |mj| < oc.

Observe que 7(B) es el operador inverso de 6,(B) por lo que es comun usar la notacién 6,(B) ! en lugar de

7(B). Entonces los coeficientes 7; en la expresién anterior se pueden obtener a partir de que
w(B)8,(B) = 1.
Proposicion 3.1. Sea { X} un proceso MA(q). X; = 0,(B)Z; es invertible si y solo si las raices de la ecuacion
04(2) :1—912—92227...—&12’1:0

son en médulo mayores que la unidad, es decir que el valor absoluto de las raices de la ecuacion anterior son

mayores a uno.

La demostracion de la proposicion anterior puede encontrarse en (Brockwell y Davis, 2013, pag. 85). Por otro
lado la funcién de autocorrelacién parcial nunca se corta y tiende a cero cuando k tiende a infinito. Un ejemplo
de esto es el siguiente. Considere el proceso M A(1) descrito por X; = Z; — 0Z;_1 con |6] < 1. Mediante la
Ecuacién (2.3) se deduce que

0% (1 — 6?)

ap = Qbk,k = —m

con k > 1. Observe que la FAP tiende a cero geométricamente cuando k tiende a infinito.
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Ejemplo 3.1. A continuacién se muestran la gréfica, la FAS y la FAP de una realizacién del proceso M A(1)

Xy =2, —-0.72,_4

donde {Z;} es un proceso de ruido blanco con o2 = 1.

ma

| | | | |
0 20 100 150 200

Time

Figura 3.1: Gréfica de una realizacion del proceso MA(1) X: = Zy — 0.7Z:_1

FAS de un proceso MA(1)

1.0

Correlaciones
02 08
|

-0.2

Retardos

Figura 3.2: Grifica de la FAS muestral de una realizacién del proceso MA(1) Xt = Z; — 0.7Z:—1

(3.3)
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FAP de un proceso MA(1)

[13]
o
o ]
r o
a8 O
i o | | L I | : L ! I : L
s 4 |\l
L]
a oy
=T
S ' I I I I
5 10 15 20
Retardos

Figura 3.3: Grifica de la FAP muestral de una realizacién del proceso MA(1) Xt = Z¢ — 0.7Z: 1

La Figura 3.1 representa 200 observaciones simuladas del proceso con el Modelo (3.3). No se observa tendencia
o periodicidad alguna. La Figura 3.2 representa su correlograma. En ella se observa que p; sobresale de las
bandas de confianza al 95 % para los coeficientes de autocorrelacién de un ruido blanco, lo cual conduce a
rechazar la hipétesis de que los datos provienen de un proceso de ruido blanco. Ademads el hecho de que sea
el valor de p, el que sobresalga de las bandas estd relacionado con el orden del proceso M A. La Figura 3.3

representa la FAP de la serie, la cual tampoco muestra comportamientos peridédicos.
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Ejemplo 3.2. A continuacién se muestran la gréfica, la FAS y la FAP de una realizacién del proceso M A(2)

X, =2, —01Z_1 —0.7Z;_o

donde {Z;} es un proceso de ruido blanco con o2 = 1.

N o
i
m o —
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{'}l 1
i | T | | I
0 50 100 150 200
Time

Figura 3.4: Grifica de una realizacion del proceso MA(2) Xy = Zy — 0.1Z:—1 — 0.7Z¢_2

FAS de un proceso MA(2)
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Figura 3.5: Grifica de la FAS de una realizacion del proceso MA(2) X = Z¢ — 0.1Z¢—1 — 0.7Z:_2

34
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FAP de un proceso MA(2)
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-0.2
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Retardos

Figura 3.6: Grifica de la FAP de una realizacion del proceso MA(2) X = Zy — 0.1Z;_1 — 0.7Z:_2

La Figura 3.4 representa 200 observaciones simuladas del proceso (3.4). Igual que en el ejemplo anterior no
se observa tendencia o periodicidad alguna. La Figura 3.5 representa su correlograma. En este caso es p, la
correlacion que sobresale de las bandas de confianza, lo cual indica que la serie no proviene de un ruido blanco
y que el posible orden del modelo M A del que proviene es dos. Observe que la Figura 3.6, que representa la

FAP de la serie, tampoco exhibe tendencia ni periodicidad.

3.3. Modelos autorregresivos

Un proceso estocdstico que presenta dependencia lineal entre sus variables se llama proceso autorregresivo.
Este modelo se utiliza cuando se supone que el valor actual de la serie depende de los valores pasados junto con

un error aleatorio.

Definicion 3.3. Sea {X;} un proceso estocdstico. {X:} es un proceso autorregresivo de orden p, denotado

por AR(p), si puede caracterizarse mediante la ecuacion
Xi=01 Xo 1+ ...+ 0pXip + 74
paratodat =0,=%1,...donde {Z;} es un proceso de ruido blanco y {¢;}-_, son niimeros reales.

Al igual que en los modelos MA, la expresion anterior se puede escribir de forma mds compacta mediante el
operador de retraso como

Zt = d)p(B)Xt
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Observe que en virtud de la definicién (3.2) con ¢, (B) = 1—¢1B—...— ¢, BP. Los procesos AR son procesos

invertibles.

Definicion 3.4. Sea {X;} un proceso estocdstico. { X} es un proceso causal si puede expresarse como un

proceso MA (00), es decir si
Xe=9(B)Zi =Y $iZi;
7=0
donde (B) = 3272 i BY, o = 1y 3272 1| < oo

Observe que los procesos autorregresivos causales son procesos lineales para los que ¥; # O con¢ > 0,y en

consecuencia son procesos estacionarios.

Proposicion 3.2. Sea {X;} un proceso AR(p) definido por Z; = ¢,(B)X;. {X,} es un proceso estacionario

(causal) si 'y solo si las soluciones de la ecuacion

Gp(2) =1 — 12— poz® — ... — ¢p2P =0
son en modulo mayores que la unidad.

Definicion 3.5. Sea {X;} un proceso estocdstico. { X} es un proceso AR (00) si se puede representar como

Zy = i T Xt—s
i=0

paratodot =0,+1,...donde > " |m;| < o0, mg = 1y {Z;} es un proceso de ruido blanco.

Un proceso AR(p) estacionario puede representarse como un proceso M A(co) y un proceso M A(q) invertible
puede representarse como un AR(cc) con coeficientes que decrecen geométricamente. Por lo tanto la FAP de
un proceso M A(q) nunca se corta y tiende a cero cuando &k aumenta. Ademds su forma depende de una mezcla

de funciones exponenciales y senosoidales dependiendo de las raices de la ecuacién §,(z) = 0.

3.3.1. Proceso AR(1)

Sea {X;} un proceso AR(1) descrito por Z; = X; — ¢X;_1 donde {Z,} es un proceso de ruido blanco con
varianza 0. Observe que el proceso anterior puede ser expresado como un M A(oco) siempre que |¢| < 1, es
decir puede expresarse como Xy = >~ ®'Z;_;. Aplicando la proposicion 2.2 a esta expresién se tiene que su

funcién de autocovarianza es

) > . 02¢k
T =0 Z¢z¢z+ :1—¢2
=0

con k > 0. Por lo tanto su varianza es

0=
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y su funcién de autocorrelacién es
k
Pr ="

Observe que a diferencia de los procesos M A, la funcién de autocorrelacién del AR(1) no se corta en ningtin

retraso sino que siempre es no nula y decrece en forma geométrica debido a que |¢| < 1.

Ejemplo 3.3. A continuacién se muestran la grifica, la FAS y la FAP de una realizaci6n del proceso AR(1)
Zt == Xt - 0.2Xt,1 (35)

donde {Z;} es un proceso de ruido blanco con 0% = 1.

ar
|

-1

| | | | |
0 20 100 150 200

Time

Figura 3.7: Grifica de una realizacion del proceso AR(1) Zy = Xt — 0.2X¢_1

FAS de un proceso AR(1)

Correlaciones
o0 04 0B
|

Retardos

Figura 3.8: Grifica de la FAS muestral de una realizacién del proceso AR(1) Zy = X — 0.2X¢_1
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FAP de un proceso AR(1)

[13]
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. N RS,
Scl,' | I T |

5 10 15 20

Retardos

Figura 3.9: Gréifica de la FAP muestral de una realizacién del proceso AR(1) Zy = X — 0.2X: 1

La Figura 3.7 representa 200 observaciones simuladas del proceso (3.5). La Figura 3.8 representa su correlo-
grama. Observe que a diferencia de los modelos M A, ningtin valor de la FAS de los modelos AR(1) sobresale
de las bandas de confianza y decrecen en forma geométrica. Observe que la Figura 3.9, que representa la FAP

de la serie, tampoco exhibe tendencia ni periodicidad.

3.3.2. Proceso AR(2)

Sea {X;} un proceso estacionario AR(2) descrito por
Xe =01 X1+ P2 Xy 2+ 24 (3.6)

con {Z;} un proceso de ruido blanco de varianza o2. Multiplicando por X; ; y aplicando esperanza a la

igualdad (3.6) se obtiene que

Ve = O1Vk—1+ P2Yk—2, k=1 (3.7)

Yo = é1m+ b2+ (3.3)
Dividiendo entre 7, las expresiones (3.7) y (3.8) resulta que

P = Q1pp—1+ 2pr_2, k=1 (3.9)

2
ag
1 = ¢1p1+ dap2 + o (3.10)
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Es posible encontrar expresiones para g, 7% ¥ pr que no dependan de sus valores anteriores. Haciendo k = 1, 2

en la Expresion (3.9) y recordando que pr = p—_1 ¥ po = 1 se tienen las siguientes igualdades:

p1 = @1po + P2p1
p2 = ¢1p1+ P2p0
y despejando p; y p2 de cada una se obtiene que
P $1
1— ¢
p2 = 1?%@ + ¢o.

Sustituyendo los valores anteriores en la igualdad (3.10) se obtiene la varianza del proceso AR(2):

p _ 0'2(1—(]52)
07 U+ o) (1 — 1 — 62) (1 + 61 — )

donde las ¢’s satisfacen que

—1< g2 <1, ¢p1+ 02 <1, ¢p2—¢1 <1,

condiciones que aseguran la estacionaridad.

Para obtener la funcién de autocorrelacién explicita del proceso AR(2) habrd que considerar la expresién (3.9).

La solucidn general de ésta es (Gonzalez Velasco y del Puerto Garcia, 2009, pag.120)
pk:Alsz—&—Agz{k, k>0
donde z; y 29 son las raices de la ecuacion caracteristica
G222+ 1z —1=0

y las A’s son constantes que se determinan mediante las condiciones iniciales

®1
1— ¢y

Respecto a las raices 27 y 22 de la ecuacién caracteristica pueden ocurrir los siguientes casos (ver (Brockwell y

po=11y p1=

Davis, 2006, pag. 91)):
e Que las dos sean reales y diferentes. En este caso
pr = A1z " + Agzy ",

por lo que py, tiende a cero cuando k aumenta y la forma de la funcién depende de la igualdad o diferencia

de los signos de z1 y 25.
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e Que las dos sean reales e iguales. Entonces

Pk = Z_k(Al + kAg)

donde z = z; = z5. En este caso también ocurre que pj, tiende a cero cuando k tiende a infinito.

e Que las dos sean complejos conjugados, es decir zo = Z1. Aqui

pr = Alz1| Fcos(kb + B)

donde 0 es el argumento de z; y las constantes A y B se determinan mediante las condiciones iniciales.

Entonces p;, decrece en forma senosoidal.

Ejemplo 3.4. A continuacién se muestran la gréfica, la FAS y la FAP de una realizacién del proceso AR(2)

Zy = X; —0.3X;_1 + 0.8X;_» (3.11)

donde {Z,;} es un proceso de ruido blanco con o2 = 1.

=T —
N —
L]
I
Wy | | | | |
0 50 100 150 200
Time

Figura 3.10: Grifica de una realizacion del proceso AR(2) Zy = X¢ — 0.3X;—1 + 0.8X¢_2



3. MODELOS ARIMA 29

FAS de un proceso AR(2)

Correlaciones

-0.5

Retardos

Figura 3.11: Gréfica de la FAS de una realizacion del proceso AR(2) Z; = Xt — 0.3X¢—1 + 0.8X¢_2

FAP de un proceso AR(2)

-0.8

| | | |
2 10 15 20

Correlaciones parciales
04 00

Retardos

Figura 3.12: Grifica de la FAP de una realizacién del proceso AR(2) Zy = X — 0.3X¢—1 + 0.8X;_2

La Figura 3.10 representa 200 observaciones simuladas del proceso (3.11) y las Figuras 3.11 y 3.12 representan
su funcién de correlaciéon simple y parcial. Se observa que en la FAP el valor de la segunda correlacion parcial
es el que sobresale mds de las bandas de confianza, lo que se relaciona con el orden del proceso AR que en este

caso es dos.
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3.3.3. Proceso AR(p)

Sea {X;} un proceso estacionario AR(p) descrito por
Xe =01 X1+ P2 Xy o+ +Gp Xy p + Z4 (3.12)

con {Z;} un proceso de ruido blanco con varianza o2. Con el mismo procedimiento que para el proceso AR(2)

se puede obtener una expresion para vy a partir de sus valores en retrasos anteriores. Asi

Ve = P1Vk—1 + P2Vk—2 + -+ PpYe—p + 0, k=1 (3.13)

Dividiendo entre 7, la expresion (3.13) se tiene

Pr = P1Pk—1 + P2pk—2 + ...+ Pppr—p, k=1 (3.14)

La solucion de la Ecuacion (3.14) es

P
pe=2 A", k=0
i=1

donde z;, i = 1,...,p, son las soluciones de la ecuacién caracteristica y las constantes A;, 7 = 1,...,p se
encuentran a partir de las condiciones iniciales. La estructura de ésta funcién de autocorrelacién podria ser
complicada debido a los términos con raices reales que aportan funciones exponenciales y funciones senosoi-

dales que provienen de las raices complejas conjugadas.

Como se vio en la seccién anterior la funcién de autocorrelacién de un proceso M A(q) se anula a partir del
retraso g, por lo que ésta se usa generalmente para identificar su orden. No ocurre lo mismo con los procesos
AR puesto que dicha funcidn no se anula en ningtlin retraso ni presenta alguna otra caracteristica relacionada
con el orden del proceso, sin embargo la funcién de autocorrelacioén parcial si aporta informacién acerca del

orden del proceso AR.

Considere un proceso estocdstico AR(p) descrito por la Ecuacién (3.12). Los primeros p valores de su funcién
de autocorrelacién determinan de manera dnica los pardmetros del modelo mediante las llamadas ecuaciones

de Yule-Walker:

p1 = Pr+ap1+ .+ Dpppa

P2 G1p1+ P2+ ...+ Pppp—2

Pp = P1Pp-1+ P2pp2+ ...+ Pp.
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Tomando en cuenta el sistema anterior y que k = p, la solucién del sistema (2.2) es

Ppj = 5
donde j = 1,...,p, porlo que

oy = Gp.
Si k > p, de la Ecuacioén (3.14) se deduce que

br,j = ¢j
donde j =1,...,py

¢r,; =0
conj=p+1,...,k es solucion del sistema (2.2) por lo que

Q. — 0.

Por lo tanto la funcién de autocorrelacién parcial de un proceso AR(p) es nula a partir del retraso p siendo ésta

la que generalmente se utiliza para identificar el orden de un proceso AR.

3.4. Modelos autorregresivos de medias méviles

Los modelos autoregresivos de medias moviles, mejor conocidos como modelos ARM A, son una combinacion
de los modelos anteriores. Debido a que los modelos M A requieren un nimero finito de pardmetros sin imponer
restricciones sobre sus valores y a que los modelos AR pueden representarse como modelos M A(c0), lo que
impone condiciones sobre el decrecimiento de los coeficientes v;, los modelos ARM A pueden representar
procesos mediante un nimero no muy grande de pardmetros, donde los primeros g coeficientes son cualesquiera

y los siguientes decrecen de acuerdo a alguna ley.

Definicion 3.6. Sea {X;} un proceso estocdstico. { X} es un proceso mixto autorregresivo de media movil de

orden (p,q) denotado por ARMA(p,q), si

Xt - (letfl — ... ¢pXt7p = Zt - 01Zt,1 — ... qutfq (315)
para todo t = 0,%£1, ... donde {Z,} es un proceso de ruido blanco, {¢;}"_,, {0;}1_, son constantes reales y
los polinomios ¢p(2) =1 — 12— ... — ¢pp2P ¥y 0y(2) =1 — 012 — ... — 0,27 no tienen factores comunes.

El modelo ARM A(p, q) se puede escribir de manera compacta con el operador de retraso B como
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Observe que la Definicién 3.6 prohibe que los polinomios ¢,(z) y 64(z) tengan raices comines para evitar la

sobreparametrizacién. Suponga que Ap, ..., A, son las raices reales del polinomio ¢,(z) = 0 donde \; # A,
i,j = 1,...,p. También suponga que d1,...,J, son las raices reales del polinomio 6,(z) = 0 con d; # J;,
1,7 = 1,...,q. Entonces la Ecuacién (3.15) seria equivalente a la ecuacién

(1=MB)--(1-\B)X; =(1—6B)-(1-06,B)Z

y si los polinomios tuvieran una raiz en comtin se cancelarian dos factores en la férmula anterior quedando un

modelo ARMA(p—1,q — 1).

Observe que haciendo 0,(B) = 1 en la Ecuacién (3.15) se tiene un modelo autorregresivo de orden p mientras
que si ¢,(B) = 1 se tiene un modelo M A(g). Las definiciones de invertibilidad y estacionaridad se extienden

para procesos ARM A.

Definicién 3.7. Sea {X,} un modelo ARM A(p, q) descrito por ¢,,(B) X, = 04(B)Z;. {X:} es invertible si se

puede expresar como
o0
Zt = Z 71'th_]‘
=0
paratodot =0,%1,...dondemo =1y > 7 |m;| < oo

Definicién 3.8. Sea {X,} un modelo ARM A(p,q) descrito por ¢,(B) X, = 0,(B)Z;. {X,} es causal o

estacionario si se puede expresar como
o0
X = Z'l/)th—j
j=0
paratodot =0,=%1,...donde g =1y Z;io [1] < o0.

Proposicion 3.3. Sea {X;} un proceso ARM A(p, q) descrito por ¢,,(B) Xy = 04(B)Z;. {X:} es invertible si

y s6lo si las raices del polinomio 6,(z) son en médulo mayores que la unidad.

Proposicion 3.4. Sea {X,} un proceso ARM A(p, q) descrito por ¢,(B)X; = 0,(B)Zs. {X,} es causal siy

s6lo si las raices del polinomio ¢,(z) son en médulo mayores que la unidad.

La demostracion de las proposiciones anteriores puede consultarse en (Brockwell y Davis, 2013, pag. 85 y 87).
La funcién de autocovarianza de un proceso ARM A(p, q) es
o0
=07 iiin
§=0
donde o es la varianza de {Z;} y su funcién de autocorrelacién simple es

o 2 jm0 Yititn
Sioti
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Si g — p < 0 la funcién de autocovarianza consiste en una mezcla de funciones exponenciales y ondas se-
nosoidales que tienden a cero segun las raices del polinomio ¢,(z). Ni la funcién de autocovarianza ni la de
autocorrelacion simple se cortan en algin retraso. La funcién de autocorrelacién parcial de un ARM A(p, q)
nunca se anula y decrece de acuerdo a una mezcla de funciones exponenciales y senosoidales segtin las raices de
los polinomios autorregresivo y de media mévil. Por lo tanto la FAS y la FAP tienen estructuras complejas con
un nimero infinito de elementos distintos de cero, por lo que es dificil determinar el orden del proceso mediante

ellas.

3.5. Modelos autorregresivos integrados de medias moviles

Las secciones anteriores se han referido a procesos estacionarios, sin embargo muchas series temporales no lo
son. En este caso la no estacionaridad se puede manifestar de formas distintas, por ejemplo cuando la serie no
es estable en media, es decir cuando existe cierta tendencia y el nivel de la serie no es el mismo a lo largo del
tiempo. También puede ocurrir que la serie no sea estable en varianza, es decir cuando la variabilidad de los
datos crece o disminuye junto con el nivel de la serie. Otra manifestacion de la no estacionaridad podria ocurrir
en las autocorrelaciones cuando éstas se modifican con el tiempo. Es posible convertir una serie no estacionaria

en estacionaria mediante ciertas transformaciones.

Por ejemplo considere un proceso { X;} correspondiente a un AR(1) donde ¢; = 1. Asi
Xi=Xi1+ 24 (3.16)

paratodat = 0,=£1,... con {Z;} un proceso de ruido blanco con varianza o2. Suponiendo que el proceso se

inicia en un pasado infinitamente lejano es posible reescribirlo como

Xt == Z thj
7=0

de donde la varianza de {X;} serfa infinita por lo que el proceso no seria estacionario. Incluso si el proceso

iniciara en ¢t = 0 seguiria siendo no estacionario ya que

Xt:Zt—‘thf]—f—...-’—Zl

por lo que Var[X;] = to? = Cov[Xy, Xesk)s prask = \/ﬁ y en consecuencia si ¢ tendiera a infinito

también lo harian la varianza y la covarianza. No asi la FAS que tenderia a uno. De este modo la covarianza y
las correlaciones no sélo dependen de la distancia entre las variables sino también de su posicion. Es posible

convertir el proceso (3.16) en estacionario mediante el operador diferencia.
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Definicion 3.9. Sea {X;} un proceso estocdstico. El operador diferencia de orden 1, denotado por V, trans-

forma el proceso original en un nuevo proceso Yy resultado de la resta entre X; y X;_1, es decir
Y; =VX; =Xy — Xi-1.
El operador diferencia de orden d denotado por V? funciona de la siguiente forma:
o V2X, =V(VXy) =Xy —2X; 1+ X; o
o VI =y (Vi1
Existe una relacion entre el operador de retraso B* y el operador V. Observe que

VX:=X;"X; 1 =B°X;, - BX; = (I - B)X;

parat = 1,...,n. Aplicando el operador diferencia nuevamente se tiene
Vth = V(VXt)
- V(Xf uXt_l)

= (Xy— X4 1) — (X417 X¢ 0)
= X;—2X; 1+ X9

= B°X,—2BX, + B%X,

= (I-2B+B%X,

= (I-B)%*Xx,
parat =1,...,n. Por lo tanto aplicando d veces el operador V se tiene la expresion general
ViX, = (I - B)4X, (3.17)

parat =1,...,n.

Regresando al ejemplo, si se aplica el operador diferencia de orden uno al proceso (3.16) se obtiene el proceso

Entonces el nuevo proceso obtenido mediante la primera diferencia del proceso original es un proceso de ruido
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blanco y por lo tanto es estacionario. Es posible regresar al proceso { X, } a partir de {Y;} como sigue:

Xy

Y+ X

Yi+Yi1+ X0

Yi+YVia+Yi o+ Yis+---

Ya que el proceso original {X;} se obtiene sumando el proceso {Y;} se dice que éste pertenece a la clase de
procesos integrados conformada por todos los procesos que se pueden transformar en estacionarios mediante el

operador diferencia.

Definiciéon 3.10. Sea {X,} un proceso estocdstico. {X;} es un proceso autorregresivo integrado de media

movil de orden (p,d,q) llamado también ARIMA(p,d,q) si
l1-¢1B—...—¢,B° )Y, =(1-6B—...—6,B")Z,
donde Y; = VX, y {Z:} es un proceso de ruido blanco.

Asfun proceso { X;} esun ARIM A(p, d, q) si el proceso Y; = VX, es un proceso ARM A(p, q) estacionario

e invertible. Como en los modelos anteriores la expresion anterior se escribe en forma compacta mediante
é,(B)(1 — B)*X, = 0,(B)Z; (3.19)

donde ¢,(B) =1—¢1B—... —¢,BPy0,(B)=1—-6,B — ... —6,B%. Observe que el proceso (3.18) es
un ARIMA(0,1,0).

La funcién de autocorrelacion simple de un proceso ARIM A decrece lentamente al aumentar el retraso k para
t suficientemente grande. Por otro lado, aunque el operador diferencia podria transformar un proceso no estacio-
nario en estacionario existen muchos otros procesos no estacionarios que requieren alguna otra transformacion.
Generalmente la varianza de un proceso no estacionario cambia junto con su nivel, es decir que su varianza
es una funcién de su media que depende del tiempo. Teniendo una serie con tal comportamiento es necesario
aplicar otras transformaciones, como las de Box-Cox, para estabilizar la varianza y luego aplicar el operador

diferencia. El proceso obtenido al aplicar esas transformaciones con pardmetro A es

(xX}-1 .
t si A#0
X,E’\) _ X

logX; si A=0

paratodat = 0, %1, ... Una de sus ventajas es que permiten obtener distribuciones aproximadas a la Normal.
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3.6. Otros modelos

Como ya se habfa mencionado existen series temporales con comportamientos estacionales, es decir, compor-
tamientos que se repiten después de un periodo regular de tiempo. El periodo de tiempo mas pequefio en que se
observan las repeticiones se llama periodo estacional y se denotard por s. Asi, en un proceso estacionario puro
hay dependencia lineal sélo entre las observaciones separadas por multiplos de s. Los modelos correspondientes
a éstos procesos son los llamados modelos autorregresivos de media movil estacionales puros denotados por

ARMA (P, Q)s. Si {X;} es un proceso ARM A(P, @), entonces
X~ Xy = —OpXyp =2y — 017y —...— OqZi_q.

para toda t = 0,1, ... con {Z;} un proceso de ruido blanco, {®;}7 | y {©;}%, constantes reales. Las fun-
ciones de autocorrelacién simple y parcial de procesos estacionarios puros tienen las mismas caracteristicas en
los multiplos del periodo estacional que las de los procesos no estacionales. Ambas funciones son no nulas en

cualquier retraso y decrecen de acuerdo a una mezcla de funciones exponenciales y senosoidales.

Ademds de las series puramente estacionales existen otras que ademds de presentar dependencia lineal entre
observaciones separadas en multiplos del periodo estacional s también presentan dependencia lineal con ob-
servaciones adyacentes. En estos casos convienen los modelos multiplicativos que son una combinacién de
modelos estacionales y no estacionales. {X;} es un proceso estacional multiplicativo mixto autorregresivo

de media mévil denotado por ARMA (p,q) x ARMA(P, Q)s si

(1—¢1B—...—¢,BP)(1—® B —... - ®pB)X, =

(1-6,B—...—0,B9)(1—-©,B°—...—0oB%)Z,

paratodat = 0,=+1,...con {Z;} un proceso de ruido blanco, {¢; }!_,, {®;}1,, {0:}%, y {@i}?:l constantes
reales. En este modelo la dependencia regular asociada a los intervalos de medida de la serie se describe me-
diante ¢,(B) y 6,(B) mientras que la dependencia estacional asociada a observaciones separadas s unidades
de tiempo se describe mediante ®,(B*) y ©¢(B?®). Las funciones de autocorrelacién simple y parcial de estos

procesos son una mezcla de sus componentes ordinarios y estacionales.

Observe que la estacionalidad en una serie puede provocar que ésta no sea estacionaria. Un ejemplo es la serie
conformada por medidas de temperatura tomadas mensualmente duarante diez afos, en donde podria ser que

las temperaturas de los mismos meses sean muy parecidas, es decir, las observaciones de los eneros sean casi
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las mismas, y asi para los otros meses. En este caso X; = temperatura media mensual y
X, =5% + N, (3.20)
donde NV; es un proceso estacionario y Slfs) toma un valor distinto en cada periodo de la estacion de forma que
S = g (3.21)

para k = +1,£2, ... Note que {X;} no es estacionario en media. También podria ocurrir que la estacionalidad
no fuera constante, es decir que

S =5 4+ v (3.22)

conk ==£1,+2, ...y Vt(s) un proceso estacionario. Para series con estos comportamientos son adecuados los
modelos SARIMA. {X;} es un proceso estacional multiplicativo autorregresivo integrado de medias mé-
viles llamado ARIMA(p,d,q) x ARIMA(P,D,Q)s o SARIMA(p,d, q) x (P,D, Q)s si el proceso
diferenciado

Y, = (1-B)¢1 - B*)PX,
es un modelo estacional multiplicativo ARM A(p, q) x ARM A(P, Q)5 causal e invertible en la forma
(1—¢1B—...—¢,B?)(1—® B —... - ®pB)Y, =

(1-6,B—...—0,B9)(1—-©,B°—...-0oB9)Z,

paratodat = 0,=+1,...con {Z;} un proceso de ruido blanco, {¢; }¥_,, {®;} ., {0:}7, y {61-}?:1 constantes

reales.
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3.6. OTROS MODELOS




Capitulo 4

Metodologia de Box & Jenkins

Una metodologia estadistica para llevar a cabo el ajuste y prondstico de un modelo ARIMA es la metodologia de
Box & Jenkins, la cual consiste en cuatro etapas en las que se busca un modelo parsimonioso, es decir, un modelo
que tiene el menor nimero posible de pardmetros. La primera etapa de la metodologia es la identificacion del
modelo, es decir la identificacion de la estructura no estacionaria, si es que existe, y luego la identificacién de la
estructura ARM A estacionaria, mediante la observacion de las funciones de autocorrelacién simple y parcial
muestrales. La segunda etapa es la estimacion de los pardmetros del modelo elegido. Sin embargo, debido a la
gran capacidad computacional que existe en la actualidad es posible estimar los pardmetros de no sélo uno sino
de varios modelos. La tercera etapa consiste en la validacion del o los modelos, en la que se revisa que éstos

cumplan los requisitos tedricos. La dltima etapa es la prediccion de valores futuros de la serie.

4.1. Identificacion

El primer paso de la identificacién del modelo es el andlisis de la estacionaridad. Como ya se menciond en
la seccién anterior, si la serie de tiempo no es estacionaria es posible convertirla en estacionaria mediante una

transformacion.

4.1.1. Identificacion de la estructura no estacionaria

El primer paso en el andlisis de una serie de tiempo es dibujar su grafica ya que en ella se puede observar si
existe tendencia, estacionalidad, observaciones atipicas, varianza no constante o algtin otro comportamiento que
indique que la serie no es estacionaria. Si se observa alguna caracteristica anterior, generalmente se aplica una

transformacion, pero si no se observa con claridad alguna conducta o si los puntos se alinean alrededor de una
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linea paralela al eje x entonces no es necesario aplicar alguna transformacion a los datos.

Las transformaciones mds usadas son para estabilizar la varianza o la media. Una serie con varianza no cons-
tante usualmente requiere una transformacion de Box Cox, en particular una transformacién logaritmica (ver
final de la Seccion 3.5 del Capitulo 1). En las gréficas de estas series, la dispersion de los datos no se mantiene

alrededor del nivel de cada momento y es comtn que la dispersién aumente cuando el nivel aumenta.

Otra grafica que refleja el grado de variabilidad es la representacion de la desviacion tipica contra la media
de subconjuntos de los elementos de la serie. Es deseable que dichos subconjuntos sean lo mds homogéneos
posible, asi que si la serie no es estacional se forman grupos de cinco o seis datos, mientras que para series
estacionales se incluye un ciclo completo en cada grupo. En el caso de que se tuvieran m grupos, si las m pare-
jas de medias - desviaciones tipicas siguieran la relacién f(x) = kx®, una transformacién de Box Cox donde
A = 1 —«/llevaria a una serie con variabilidad independiente al nivel. En este caso « se puede estimar mediante
larecta de regresion log s; = log k+alog 7; donde s; es la desviacidn tipica y 7; es la media muestral del grupo
1. Es posible que la serie no sea sensible al valor de A, de forma que la gréfica de las parejas dispersion-media
de la serie transformada sea muy parecida a la de la serie original. En este caso tampoco es necesario aplicar

alguna transformacion.

Por otro lado, para estabilizar una serie respecto a su media generalmente se aplican diferenciaciones ordinarias
o estacionales. La grafica de la serie y los correlogramas reflejan la existencia de la tendencia. Se requiere una
diferenciacién ordinaria cuando en la gréfica de la serie se observa una tendencia muy marcada. En ese caso los
valores de la FAS muestral decrecerdn lenta y linealmente, mientras que el primer valor de la FAP muestral serd
muy cercano a uno. Aplicando una diferencia se eliminaran tendencias de tipo lineal y aplicando una diferencia

de orden 2 se eliminaran las de tipo cuadratico. Usualmente sélo se aplican una o dos diferenciaciones.

Si la serie es estacional es comun que la FAS muestral tenga valores grandes que decrecen lentamente en los
retrasos que son multiplos del periodo estacional. En este caso es comun que aplicando una sola diferenciacion
estacional desaparezca dicho comportamiento. También puede ocurrir que sean necesarias ambas diferencia-
ciones, la ordinaria y la estacional, donde no importa el orden en que se apliquen ya que se obtiene la misma
serie. Por lo tanto es recomendable, cuando se tienen series estacionales, considerar las graficas y correlogra-
mas de las series VX;, VX y VV X, para verificar la estacionaridad de cada una. Observe que al aplicar

alguna diferenciacion a la serie ésta reduce su tamafio. Asf, si se aplicé una diferenciacién ordinaria de orden d
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y una diferenciacion estacional de orden D con periodo s a una serie con n datos entonces la nueva serie tendra

n — d — sD observaciones.

4.1.2. Identificacion del modelo ARMA

Una vez que la serie en estudio es estacionaria, es decir que es factible que sea generada por un proceso esta-
cionario, se puede realizar la identificacion del modelo ARM A, la cual consiste en la seleccién del orden de
las partes de medias méviles ordinaria y estacional y de las partes autorregresivas ordinaria y estacional. Asi, se
deben encontrar los 6rdenes ¢, @, py P del modelo basandose en los correlogramas. Conviene tomar en cuenta
que no se pretende identificar de inmediato el mejor modelo, sino mds bien reducir el conjunto de todos los

posibles modelos ARM A que puedan representar las principales caracteristicas de la serie.

Para identificar la parte ordinaria del modelo es necesario observar los primeros valores de las funciones de
autocorrelacion simple y parcial, y para la parte estacional observar los valores miultiplos de la estacionalidad.
Conviene buscar modelos simples que reflejen los rasgos mas obvios de los correlogramas como los valores
claramente significativos, es decir, los que caen fuera de los limites de referencia, o como el decrecimiento geo-
métrico o sinusoidal. También es recomendable iniciar la identificacién con modelos AR o M A de orden bajo y
no con modelos mixtos. Finalmente se requiere que exista concordancia entre la parte ordinaria y la estacional.
Esto puede verificarse a través de las interacciones alrededor de los retrasos estacionales, principalmente en la
FAS. Es comun que en la practica las series puedan ajustarse a modelos ARM A con érdenes p y ¢ menores 0

iguales a tres y P y () menores o iguales a dos.

4.2. Estimacion de los parametros

Dada la serie de tiempo {X;} suponga que en la etapa de identificacién se encontré que ésta es una muestra
de el modelo ARM A(p, q) estacionario e invertible con p'y g conocidos. Entonces la serie puede ser descrita

mediante la féormula
Zt = 91Zt_1 + ...+ qut—q + (Xt — ,u) — d)l(Xt—l — ,u) — ... ¢p(Xt—p — ,u)

parat = 0,=£1,... La estimacién de los pardmetros consiste en calcular los valores de {¢;}¥_,, {6;}7_,, p
y la varianza del proceso de ruido blanco o2. Algunos métodos para calcular los pardmetros son el método de
momentos, el método de mdxima verosimilitud, estimacion por minimos cuadrados no condicionales, estimacion

por minimos cuadrados condicionales y estimacion no lineal.
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4.2.1. Método de momentos

Consiste en igualar los momentos tedricos con los momentos muestrales y resolver la ecuacién o el sistema de
ecuaciones obtenido. El estimador de la media del proceso que se obtiene por este método es la media muestral.
En el caso de los modelos M Ay ARM A los estimadores obtenidos asi no se comportan tan bien como los de
los modelos AR, sin embargo pueden utilizarse como valores iniciales en un procedimiento de estimacion mas

elaborado. Respecto a los modelos AR(p) se tiene que

N D1~ ~2 =~ ~R-14

¢[) :Rp Pp Yy O :70(1_ppRp pl))
donde $p = ($1, . .,qASp)t, 52 son los estimadores de ¢, y de la varianza, ﬁp = (ﬁi,j)f_jzl y Pp =
(P1,---,pp)t. Para una serie grande los estimadores anteriores se distribuyen aproximadamente Normal y 52

estd muy cercano al verdadero valor del pardmetro (ver (Brockwell y Davis, 2013, pag. 241)).

4.2.2. Método de maxima verosimilitud

Sea {X:} un proceso ARM A(p, q) tal que el ruido blanco que lo conforma tiene variables aleatorias inde-
pendientes, todas distribuidas Normal(0,0?). El método de maxima verosimilitud consiste en maximizar la
funcién de verosimilitud, es decir la funcién de densidad conjunta de X = (X1, ..., X,,) vista como fucién de
los pardmetros que en este caso son (¢, 04,0%) = (¢1,...,¢Pp, 01, .., 0,4, 02). La funcion de verosimilitud de

un proceso ARM A(p, q) es de la forma

L6000 2)%) = 01(6. 6,2 xp | - 21520 @

donde g; es una funcién que sélo depende de los pardmetros (¢, 8,,02) y

n Zt Sit:].,...,n
S(pp.0) = > E’[U|X, p,04,0% con U =
t=1-p—q 92(Z*7X*) sit S 0
donde g5 es una funcién lineal de los valores iniciales no observables Z, = (Z1_g,...,Z-1,Z) y X& =
(X1-p,.-.,X_1,X0) que son necesarios para los cdlculos de los valores Z1, ..., Z, en la ecuacién que de-

fine el modelo ARM A. Las funciones g; y g2 dependen del modelo que se considere. La principal com-
plicacién al maximizar la funcién (4.1) es la presencia de la funcién ¢y y el cdlculo de E[U,|X] donde

U, = (Ul—p—qa ) U—17 UO)

4.2.3. Estimacion por minimos cuadrados no condicionales

Ignorando la parte correspondiente a g; de la Funcién (4.1), observe que maximizar exp {—%} es equi-

valente a minimizar S(¢,,0,). A este procedimiento se le conoce como estimacién por minimos cuadrados
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no condicionales. Atin asi este método presenta dificultades ya que se requiere calcular los valores esperados

iniciales, ademas de que la expresion que se debe minimizar puede ser complicada.

4.2.4. Estimacion por minimos cuadrados condicionales

Si en lugar de minimizar la funcién S(¢,, 0,) se minimiza la expresién

Sc(¢p70q): Z Zt2 4.2)

t=p+1
es mds sencillo calcular los estimadores. Este método se llama estimacién por minimos cuadrados condicionales
y la funcién (4.2) se llama suma de cuadrados condicionales, la cual se obtiene de la suma de cuadrados no
condicionales donde los valores iniciales Z,, Z,_1, ..., Zpt+1—4 en los cédlculos de los correspondientes Z; se

igualan a cero.

4.2.5. Estimacion no lineal

Si el modelo sobre el que se quiere hacer la estimacidn contiene términos de medias méviles entonces la suma
de cuadrados condicional y también la no condicional son funciones no cuadréiticas de los pardmetros. Por este
motivo son ttiles los algoritmos de estimacién no lineal, ya sea para minimizar S(¢,, 0,) y Sc(¢p,04) 0 para

maximizar L((¢y, 8,4, 02). Uno de los algoritmos no lineales més usados es el algoritmo de Gauss-Newton.

4.3. Validacion del modelo

La validacién del modelo consta de varios pasos: el andlisis de los residuales, la reformulacion del modelo y la

aplicacién de un método de seleccion de modelos.

4.3.1. Analisis de los residuales

Ya que se estimaron los pardmetros es necesario evaluar si se cumplen las hipétesis teéricas del modelo. La
hip6tesis primaria es que {Z;} sea un proceso de ruido blanco gaussiano. Suponga que se ajusté un modelo

ARM A(p, q) alos datos. Se llaman residuales a los valores obtenidos de la férmula

Iy =X — 1 Xpo1— oo —0p X p + O 2+ 0,7
parat =1,...,ndonde ¢1,...,¢p,01,...,0, son las estimaciones de los pardmetros. Para calcularlos existen
dos métodos: el método condicional que toma los valores iniciales Z1_g,..., Z_1,Z0y X1—p,..., X_1,Xq

igualados a su valor esperado o el método exacto que calcula los residuales mediante el método backcasting.
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4.3.2. Método backcasting o backforecasting

Suponga que la serie { X, } = {X1, ..., X,,} proviene del modelo
60(B) X, = 0,(B)Z,. (4.3)

La estructura probabilistica de la serie no solo puede ser explicada por el Modelo (4.3), sino también mediante

el modelo

donde F es el operador de adelanto tal que F7X; = X;.;, j > 1y {W;} es un proceso de ruido blanco
con la misma varianza que {Z;}. De hecho la funcién de autocorrelacién simple del Modelo (4.4) es la misma
que la del Modelo (4.3). Se llama backcasting al célculo de E[Z;|Xy,...,X,]cont = 1—¢q,...,—1,0y
E[X:|X1,...,Xp]cont =1—p,...,—1,0 mediante el Modelo (4.4).

Regresando a los residuales, note que éstos son aproximaciones de los verdaderos valores de Z; no observables
del ruido blanco. Por lo tanto en la validacién del modelo se verifica que los residuales tengan un comporta-
miento muy parecido al de un ruido blanco, es decir, que tengan media cero, varianza constante y que no exista
correlacion en ningun retraso. Ademads se revisa que su distribucion sea aproximadamente Normal ya que en ese
caso se tendria la independencia con lo que se garantizaria que toda la informacién de los datos esté reflejada

en ellos.

Usualmente lo primero que se revisa es si existe correlacidn entre los residuales. Su funcién de autocorrelacién

simple muestral se define como

//)\A(k) _ :L:_lk(ét — 7)(2t+k - 7)
Z - n - 2
2= = 2)

donde n es el nimero de residuales disponibles y Z es su media muestral. Si todos los valores pz (k) se encuen-
tran dentro de las bandas 4-1.96n /2 en la FAS y la FAP entonces se considera que no existe correlacién. Pero
si uno de cada 20 valores estimados de p; (k) estd fuera de las bandas o cercano a sus limites es indicativo de

que si existe correlacion entre los residuales y por lo tanto de que el modelo es inadecuado.

Ademads de observar el comportamiento de cada autocorrelacion estimada mediante el correlograma se puede
aplicar un test Portmanteau el cual considera todos los valores de p; (k) como un grupo. El contraste de Box -

Ljung - Pierce es un contraste global para la hipétesis de que los primeros h valores son cero. El estadistico de



4. METODOLOGIA DE BOX & JENKINS 45

Box - Ljung - Pierce es

h 52 k
Q(h) = n(n +2) ZZ_(IE.
k=1

Bajo la hipétesis nula de que los residuales son un ruido blanco, éste se distribuye asintéticamente como una
X3 _,. donde r es el nimero de pardmetros estimados del modelo. Si los modelos no son estacionales entonces
r = p + q. Si los modelos son estacionales entonces r = p + ¢ + P + @. Se concluye que la hipétesis se
rechaza al nivel « si el valor Q(h) es mayor al cuantil 1 — « de la distribucién x7 . El estadistico de Box
-Ljung - Pierce no es el dnico test Portmanteau utilizado en el andlisis de series de tiempo. Arranz (2005) hace
una revision de otros test de éste tipo. Ademds McLeod y Li (1983) encontraron que las autocorrelaciones del
cuadrado de los residuos son ttiles para detectar dependencia no lineal en los residuos de un modelo ARMA

ajustado.

Para verificar que los residuales tienen media cero se calcula la media muestral

n A
— 7

n
t=1

donde n es el nimero de residuales y la varianza muestral

a2 _i (25—7)2.

272 )

t=1
Finalmente si
Z]
Sz/Vn

es significatimavente grande respecto a la distribucién N (0, 1) se concluye que E[Z;] es diferente de cero. Esta

4.5)

prueba debe aplicarse después de haber comprobado que los residuales son incorrelados para asegurar que S 22

es un buen estimador de la varianza.

La estabilidad de la varianza se puede comprobar estudiando la grafica de los residuales respecto al tiempo y la
normalidad de los residuales puede verificarse mediante un histograma o un Q — @ plot o aplicando algtn test
como por ejemplo el de Shapiro - Wilk, el de Kolmogorov - Smirnov - Lillieford o el de Jarque - Bera. Note

que el contraste de normalidad solo tiene sentido si ya se ha verificado que los residuales no son correlados.

4.3.3. Reformulacion del modelo

Si se encuentra evidencia de que existe correlacion en los residuales del modelo serd necesario reajustarlo de la

siguiente manera. Suponga que se identificé y estimd el siguiente modelo ARM A(p, q):
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pero que al observar la FAS y FAP de los residuales Z se concluye que no son un ruido blanco y que més bien
siguen el modelo ARM A(r, s):
Ur(B)Z: = 7:(B) A

donde {4;} es un proceso de ruido blanco. Sustituyendo el segundo modelo en el primero, ya que los operadores

son conmutativos, resulta el nuevo modelo
wT(B)@)(B)Zt = eq(B)'Vs (B)A;.

Asi que para la serie original se estimard un modelo ARM A(p + r,q + s) de donde se obtendrdn nuevos re-
siduales en los que se repetiran las etapas de reformulacién, estimacion y verificacién hasta que se obtenga un

modelo adecuado.

Una manera de verificar que un modelo podria ser el adecuado es ajustar uno o varios modelos con érdenes
mayores al elegido y revisar que los pardmetros aumentados no sean significativos. Por ejemplo, suponga que el
modelo ARIM A(p, d, q) ha parecido el més adecuado y ya se ha ajustado. Ahora conviene estimar los modelos
ARIMA(p+1,d,q) y ARIM A(p,d, g+1) y observar si los pardmetros adicionales son significativos. Observe

que conviene ampliar el orden de las partes AR y M A por separado para evitar que sus efectos se compensen.

Criterios de seleccion de modelos

Existen criterios de seleccién que se aplican para elegir de entre varios modelos el que mejor representa a los
datos. Estos criterios se basan en resimenes estadisticos de los residuales del modelo ajustado. Los criterios
mads usados son el llamado Akaike Information Criterion (AIC) y el Bayesian Information Criterion (BIC). El

estadistico AIC es N
—2In L(B,02) + 2r
n

AIC =

y el estadistico BIC es

_ Qa2
BIC — 21nL(ﬁ,a)—|—rlnn’
n

donde en ambos L es la funcién de verosimilitud, n es el tamafio de la muestra con el que se estimé el modelo,
r es el nimero de pardmetros estimados y B 7?2 son los pardmetros estimados. En estos criterios el primer
término mide la presicién del modelo y el segundo penaliza el aumento de sus pardmetros. Entonces se elige el
modelo con el menor AIC o BIC segtn la eleccién del criterio, aunque generalmente los dos criterios conduciran
al mismo modelo. Cuando se comparan los modelos es importante asegurarse de que n sea el mismo para
todos ellos, por ejemplo no es posible comparar el BIC de un modelo ARM A(p,q) con el de un modelo

ARIMA(p,2,q).



Capitulo 5

Ejemplos de la metodologia de Box &

Jenkins

5.1. Introduccion

El Nasdaq 100 es un indice bursatil de Estados Unidos que refleja la evolucion de las 100 empresas con ma-
yor capitalizacién bursatil que cotizan en el mercado electrénico del Nasdaq. Se incluyen dentro de este sector
empresas de telecomunicaciones, de ventas al por mayor y al por menor, empresas de hardware y software y
de biotecnologia, siempre y cuando formen parte del Nasdaq Stock Market. Pueden formar parte de este indice

empresas americanas e internacionales.

La principal caracteristica del Nasdaq 100, a diferencia de otros indices bursdtiles, es que no incluye valores
financieros como las compaiifas de inversién. La ponderacion o peso que tiene cada valor en este indice es
realizada segun su capitalizacién en el mercado. Todos los valores que forman parte del indice tienen una capi-
talizacion minima de mercado de 500 millones de ddlares. Entre las empresas que lo conforman se encuentran
Microsoft Corporation, Cisco, Amazon, Apple Computer, Biomet, Dell, Ebay, Patterson Companies, Starbucks

y Yahoo.

QQQ es el simbolo del indice Nasdaq 100, el cual se compra y vende como acciones llamadas ETF (Exchange
Traded Funds) y es uno de los que tienen el mayor volumen de compra y venta. Como se puede comprar y
vender igual que cualquier accién comun y corriente, el inversionista que quiera ganar dinero con una subida o

bajada de éste indice de la bolsa de valores, puede comprar o vender el ETF correspondiente. Esto ocurriria sin

47
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que el inversionista tuviera que invertir en las acciones de alguna compaiiia especifica. Cuando se hace daytra-
ding, es decir comprar y vender el mismo dfa, el inversionista quiere asegurarse que una accién tiene suficiente
volumen o liquidez durante el dia para poder comprar y vender esa accién facilmente. No hay muchos indices
negociables que tengan bastante volumen, pero el indice Nasdaq 100 sf lo tiene, lo cual hace posible su compra

y venta como si fueran acciones normales de alto volumen.

Por otro lado, Microsoft Corporation es una empresa multinacional de origen estadounidense, fundada el 4 de
abril de 1975 por Bill Gates y Paul Allen. Dedicada al sector del software y el hardware, desarrolla, fabrica,
licencia y produce software y equipos electronicos, siendo sus productos mds usados el sistema operativo Mi-
crosoft Windows y la suite Microsoft Office, los cuales tienen una importante posicion entre las computadoras
personales. Tiene 93 000 empleados en 102 paises diferentes e ingresos de 72,360 millones de délares durante

el afio 2012.

Microsoft afianz6 su posicion en otros mercados como el de sistemas operativos y suites de oficina con recursos
como la red de television por cable MSNBC, el portal de Internet MSN vy la enciclopedia multimedia Microsoft
Encarta, producto y servicio cancelado por la empresa a principios de 2009 debido a la competencia de Wiki-
pedia. La compafiia también comercializa hardware como el ratén de Microsoft y productos de entretenimiento
casero como Xbox, Xbox 360, Xbox One, Zune y MSN TV. Microsoft ha dado soporte a sus usuarios a través

de Usenet en grupos de noticias y en Internet.

Cuando la compaiiia lanz6 el 13 de marzo de 1986 su Oferta Pablica de Venta, el precio de las acciones fue de
21 délares por accion. Al cierre del primer dia, las acciones valian 28 ddlares. El cierre inicial y subsiguiente
aumento en los afios siguientes convirtié en millonarios a varios de sus empleados que poseian acciones de la
empresa. El precio de las acciones llegd a su maximo en 1999, con un valor aproximado de 119 délares por
accién. La empresa sin embargo dejé de ofrecer dividendos hasta el afio 2003. A partir de ese afio, el valor de

las acciones ha estado disminuyendo hasta situarse en 25.90 délares (noviembre de 2010).

El indice Nasdaq 100 estd fuertemente influenciado por los gigantes de la tecnologia Intel, Cisco Systems,
Microsoft Corporation, Google, Apple Inc. y Research in Motion. Ya que dichas compaiifas corresponden a
un gran porcentaje del total de acciones que maneja el indice, cualquier suceso o actividad ocurrida con sus
acciones ejerce gran influencia en el indice y por lo tanto en sus propias acciones. Debido a esto es comin que

los inversionistas deseen observar el comportamiento individual de las acciones de éstas grandes compaiiias, a
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pesar de la tendencia general del indice o del mercado. Las subidas y bajadas de las grandes empresas ocurren
a pesar de la tendencia del mercado debido a sus ciclos de produccién, a sus ingresos o a los movimientos

realizados por otros inversionistas.

5.2. Serie QQQ

Considere la serie compuesta por los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100, a la que llamaremos serie
QQQ. Esta serie contiene 2,520 datos tomados diariamente del 13 de diciembre del 2004 al 15 de diciembre del

2014.

5.2.1. Identificacion de la estructura no estacionaria

La Figura 5.1 representa la variacién del precio de las acciones respecto al tiempo. Es posible notar una tenden-
cia creciente a partir del afio 2009 y que no hay un comportamiento periddico marcado. Ademas la variacion
permanece constante respecto a la tendencia. Este comportamiento se corrobora en la gréifica de la dispersion

contra la media.
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Figura 5.1: Gréfica de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 tomados diariamente del 13/12/2004 al 15/12/2014

La Figura 5.2 es la grafica de dispersién contra la media de la serie QQQ. Para dibujarla se dividié la serie
en grupos con diez elementos cada uno y a cada grupo se le calculd su media y su desviacion estdndar. En la
grifica el eje x representa la media de cada grupo y el eje y su desviacion. Es posible observar que no existe una

dependencia lineal entre la desviacién y la media, es decir la variacién de la serie no aumenta cuando el nivel si
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lo hace. Por lo tanto se considera que no es necesario aplicar alguna transformacién logaritmica. Para analizar

la tendencia se observan las graficas de la FAS y la FAP muestrales.
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Figura 5.2: Gréfica de la dispersion contra la media de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 tomados diariamente del 13/12/2004

al 15/12/2014

La Figura 5.3 corresponde al correlograma de la serie QQQ, la cual exhibe un decrecimiento lineal lento. La
Figura 5.4 corresponde a la FAP muestral, en la que la autocorrelacién parcial del primer retraso aparece fuera
de las bandas de confianza. Dichos comportamientos son propios de una serie no estacionaria, por lo que es

necesario aplicar una diferenciacién ordinaria para volverla estacionaria.
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Figura 5.3: Gréfica de la FAS muestral de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 tomados diariamente del 13/12/2004 al

15/12/2014
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Figura 5.4: Gréfica de la FAP muestral de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 tomados diariamente del 13/12/2004 al
15/12/2014

La Figura 5.5 muestra la gréfica de la primera diferencia ordinaria de la serie QQQ respecto al tiempo. En
consecuencia ésta serie tiene 2,519 datos. En ella desaparecid la tendencia creciente observada a partir del afio
2009 en la Figura 5.1. En las Figuras 5.6 y 5.7 se observan la FAS y la FAP muestrales de la serie diferenciada,
a la que a partir de ahora se llamard ¥; = VX, donde X, es la serie original. Estas graficas exhiben un
decrecimiento rdpido y sus primeras autocorrelaciones son no significativas por lo que parecen corresponder
a una estructura estacionaria. Por lo tanto ya se puede suponer que Y; procede de un proceso estacionario. El

siguiente paso es seleccionar el orden de las partes autorregresivas y de medias moviles.
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Figura 5.5: Gréfica de la primera diferencia de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100



52

5.2. SERIE QQQ

Autocorrelacion QQQst
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Figura 5.6: Gréfica de la FAS muestral de la primera diferencia de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100
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Figura 5.7: Gréfica de la FAP muestral de la primera diferencia de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100
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5.2.2. Identificacion del modelo ARMA

Tanto en la FAS como en la FAP muestrales de las Figuras 5.6 y 5.7 correspondientes a la serie Y;, de los
primeros cinco retrasos s6lo el primero estd en el limite de las bandas de confianza, lo cudl es indicativo de
que los 6rdenes de las partes autorregresivas y de medias méviles podrian ser uno. Esto se corrobora aplicando
la funcién auto.arima del paquete forecast del software estadistico R (Hyndman y Khandakar (2008)), la cual
indica que el modelo mds apropiado es el ARM A(0, 1) e incluso indica que el nivel de la serie no es cero, por
lo que el modelo tiene un intercepto distinto de cero. La funcién auto.arima proporciona estimaciones maximo
verosimiles exactas utilizando el filtro de Kalman para calcular la funcién de verosimilitud exacta por medio
de la representacién del modelo en el espacio de estados (Maindonald y Braun, 2010, pag. 288). La Tabla 5.1
contiene las estimaciones para el modelo ARM A(0, 1) en la serie Y;. Las columnas ES MA1 y ES IN se refieren

a los errores estandar de las estimaciones del pardmetro MA1 y del intercepto IN respectivamente.

Modelo estimado ES MA1 | ESIN o2

Y: = (14 0.0344B)Z; + 0.0243 | 0.0202 | 0.0122 | 0.4008

Tabla 5.1: Modelo estimado ARMA(0,1) para la serie Y; = V X donde X; = QQQ. La primera columna contiene el modelo estimado, la
segunda y tercera columnas contienen los errores estandar de la estimacion del parametro MA1 y del intercepto respectivamente. La cuarta

columna contiene la estimacion de la varianza del modelo.

Se aplico la prueba de Wald para verificar que los dos pardmetros son significativos. En el caso de MAL1 se tiene
que (M A1/ESM A1)? = 2.9001 y que el valor-p es 0.0886. Dado que la hipétesis nula es que el pardmetro es
igual a cero, si & = 0.1 entonces p < a. Por lo tanto existe evidencia de que el pardmetro MA1 es distinto de
cero. En el caso del intercepto se tiene que (IN/ESIN)? = 3.9673 y que el valor-p es 0.0464. Ya que p < «
se concluye que el intercepto es significativo. Con « = 0.1 se tiene un riesgo del 10 % de concluir erréneamente

que los parametros son significativos cuando en realidad no lo son.

5.2.3. Validacion del modelo

A continuacién se muestran las FAS y FAP de los residuales del modelo. Las graficas se realizaron con las
funciones acf y pacf del software estadistico R mediante las Férmulas (2.4) y (2.5), ver Venables y Ripley

(2002).
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Figura 5.8: Gréfica de la FAS muestral de los residuales del modelo ARMA(0,1) para Y;
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Figura 5.9: Grifica de la FAP muestral de los residuales del modelo ARMA(O,1)

En las Figuras 5.8 y 5.9 no se observa evidencia clara de que exista dependencia (serial) entre los residuales.
El hecho de que algunos retrasos tengan valores fuera de las bandas (10, 20 en la FAS y 10, 16 y 18 en la
FAP) se debe a la aleatoriedad de las estimaciones. Aplicando el test de Box - Ljung - Pierce se tiene que
Q(30) = 36.4363 donde Q es la estadistica de la prueba distribuida x? con 29 grados de libertad en este caso.
El valor-p del contraste es 0.1612 y la hip6tesis nula es que los residuales son (serialmente) independientes, es

decir que sus correlaciones son cero y si existe alguna correlacién cuyo valor es distinto de cero es debida a
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la aleatoriedad. Con av = 0.05 se tiene que p > « y en consecuencia se concluye que no existe evidencia de

dependencia entre los residuales.

Para verificar que los residuales tienen media cero se calculd el valor de la estadistica (4.5) donde o se reempla-
z6 por S ya que sélo se conoce la desviacion muestral. El valor obtenido fue 0.0011. Sean Hy : 4 = 0 donde
w es la media de los residuales, Hy : u # 0y a = 0.05. El valor critico en la tabla de la distribucién N (1,0)
es £1.96. Ya que el valor de la estadistica (4.5) no estd dentro del intervalo (—1.96,1.96), no se rechaza la

hipétesis nula por lo que no existe evidencia de que la media de los datos es distinta de cero.

La Figura 5.10 es la grafica de los residuales respecto al tiempo. En ella se percibe que la variabilidad es
aproximadamente constante excepto por los saltos que aparecen a finales del 2008 y a mediados del 2011. El
primero es consecuencia de la baja que sufri6 el precio de las acciones en dicho afio y que también se observa

en la Figura 5.1.
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Figura 5.10: Gréfica de los residuales del modelo ARMA(O,1)

Para verificar la normalidad de los residuales se aplicé el test de Jarque Bera obteniendo J B = 794.5296. Como
el valor-p del contraste resulta menor a 2.2e-16 y la hipdtesis nula es que los residuales son una muestra de una
poblacién que se distribuye Normal, con o« = 0.05 se tiene que p < « por lo que hay evidencia de la falsedad
de la hipétesis nula y por lo tanto de que los residuales no tienen una distribuciéon normal estdndar. La Figura
5.11 muestra el histograma de los residuales el cual tiene forma de campana, aunque el sesgo vale —0.2934.
Por ser ésta medida negativa la cola izquierda es ligeramente mds larga que la derecha. Ademas su curtosis vale

5.6880, la cual indica que la cima de la distribucién es mds afilada que la de la distribucién normal estandar.
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Figura 5.11: Histograma de los residuales del modelo ARMA(O,1)

En resumen se puede considerar que los residuales del modelo ARMA(0,1) son incorrelados (serialmente inde-
pendientes), tienen media cero y tienen varianza constante. Entonces se cumple la hipdtesis de que Z; proviene
de un proceso de ruido blanco y por lo tanto el modelo elegido es adecuado. Por dltimo, una vez que ya se tiene
un modelo que describa una serie de tiempo dada es posible hacer predicciones. Sin embargo ese tema no se

tratara en esta tesis.

5.3. Serie MSFT

Se llamard MSFT a la serie compuesta por 2,520 precios de las acciones de Microsoft Corporation tomados

diariamente del 13 de diciembre del 2004 al 15 de diciembre del 2014.

5.3.1. Identificacion de la estructura no estacionaria

La Figura 5.12 representa la variacién del precio de las acciones respecto al tiempo. Es evidente la tendencia
creciente a partir del afio 2013 pero no parece existir algiin comportamiento peridédico. Su variacién no aumenta
con la tendencia. Esto se verifica en la grafica de dispersion de la desviacion estandar contra la media en la Figura
5.13, la cual se obtuvo de la misma forma que la Figura 5.2 en el Ejemplo 5.2. No se aprecia la existencia de

dependencia lineal entre la media y la desviacion estdndar por lo que no se requiere aplicar alguna
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transformacién logaritmica a la serie MSFT. El andlisis de la tendencia se realizard mediante las FAP y FAS

muestrales en las Figuras 5.14 y 5.15 respectivamente.

MSFTst
35 45

25

15

| | | | | |
2004 2006 2008 2010 2012 2014

Time

Figura 5.12: Gréfica de los precios de las acciones de Microsoft Corporation tomados diariamente del 13/12/2004 al 15/12/2014
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Figura 5.13: Gréfica de dispersion contra la media de los precios de las acciones de Microsoft Corporation tomados diariamente del

13/12/2004 al 15/12/2014
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Figura 5.14: Gréfica de la FAS muestral de los precios de las acciones de Microsoft Corporation tomados diariamente del 13/12/2004 al

15/12/2014
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Figura 5.15: Gréfica de la FAP muestral de los precios de las acciones de Microsoft Corporation tomados diariamente del 13/12/2004 al

15/12/2014

La Figura 5.14 exhibe un decrecimiento lineal lento y en la Figura 5.15 se aprecia que la autocorrelacién parcial
del primer retraso es significativa, de donde se concluye que la serie MSFT no es estacionaria y que es necesario
aplicarle una diferenciacién ordinaria. La Figura 5.16 muestra la grafica de la primera diferencia ordinaria de
la serie MSFT respecto al tiempo, en la que ya no se percibe la tendencia creciente observada a partir del afio
2013 en la Figura 5.12. En las Figuras 5.17 y 5.18 se ubican las FAS y FAP muestrales de la serie diferenciada.
En ambas gréficas la mayoria de las autocorrelaciones simples y parciales de los retrasos estdn dentro de las

bandas de confianza por lo que parecen corresponder a una estructura estacionaria.
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Figura 5.16: Gréfica de la primera diferencia de los precios de las acciones de Microsoft Corporation
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Figura 5.17: Gréfica de la FAS muestral de la primera diferencia de los precios de las acciones de Microsoft Corporation
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Figura 5.18: Gréfica de la FAP muestral de la primera diferencia de los precios de las acciones de Microsoft Corporation

5.3.2. Identificacion del modelo ARMA

El hecho de que el primer retraso en la FAS y en la FAP muestrales sea significativo es indicativo de que un

modelo ARMAC(1,1) podria ser adecuado. Por otro lado la funcién auto.arima indica que el modelo ARMA(2,2)

ajusta bien a la serie diferenciada. La Tabla 5.2 contiene las estimaciones de los pardmetros de los modelos

ARMA(1,1) y ARMA(2,2) en la serie Y; = VX, donde X; es la serie MSFT.

Modelo Modelo estimado o2
ARMA(1,1) (140.78326B)Y; = (1 — 0.7424B) Z; 0.2083
(0.0928) (0.1002)
ARMA(2.2) | (1 + 1.0421B + 0.7646B2)Y; = (1 — 1.0086B — 0.7147B2)Z, | 0.2078
(0.1720)  (0.1909) (0.1877)  (0.2068)

Tabla 5.2: Modelos estimados ARMA(1,1) y ARMA(2,2) para la serie Y; = VX donde X; = MSFT. La segunda columna contiene

los modelos estimados donde las cantidades entre paréntesis que aparecen debajo de las estimaciones de los pardmetros son sus errores

estandar y la tercera columna contiene la estimacion de la varianza de cada modelo.

Para ver si algtin pardmetro del modelo ARMA(2,2) es no significativo se utilizé la prueba de Wald. La hip6tesis

nula de cada prueba es que el valor del pardmetro es cero contra la hipétesis alternativa de que es distinto de

cero. En este caso todos los valores p son muy pequefios e incluso menores por mucho a a = 0.001, por lo que

existe evidencia muy fuerte de que todos los pardmetros son significativos. Esto conduce a rechazar el modelo

ARMAC(1,1) ya que en él no aparecen (o son nulos) los términos de segundo orden del modelo ARMA(2,2).



5. EJEMPLOS DE LA METODOLOGIA DE BOX & JENKINS 61

5.3.3. Validacion del modelo

A continuacién se presenta el analisis de los residuales del modelo ARMA(2,2). En las Figuras 5.19 y 5.20
se encuentran las graficas de la FAS y la FAP muestrales. En ninguna se aprecia evidencia clara de que exista
dependencia (serial) entre los residuales. El hecho de que aparezcan algunos retrasos con valores relativamente

altos, es decir sobre o fuera de las bandas, se debe a la aleatoriedad de las observaciones.
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Figura 5.19: Grifica de la FAS muestral de los residuales del modelo ARMA(2,2) para Y;
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Figura 5.20: Grifica de la FAP muestral de los residuales del modelo ARMA(2,2) para Y;
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Aplicando el test de Box - Ljung - Pierce se tiene que Q(30) = 60.2798 donde @ se distribuye x? con 26
grados de libertad en este caso. El valor-p del contraste es 0.1830 y la hipétesis nula es que los residuales son
(serialmente) independientes. Con @ = 0.05 se tiene que p > « y en consecuencia se concluye que no existe

evidencia de dependencia entre los residuales.

Para verificar que los residuales del modelo ARMA(2,2) tienen media cero también se calcul6 el valor de la esta-
distica (4.5) pero con S obteniendo 0.8776. Sean Hy : 1 = 0 donde p es la media de los residuales, Hy : p # 0
y a = 0.05. El valor critico en la tabla de la distribucién N (0, 1) en este caso es +1.96. Ya que el valor de la
estadistica (4.5) no esta dentro del intervalo (—1.96, 1.96), no se rechaza la hipétesis nula por lo que no existe

evidencia de que la media de los datos es distinta de cero.

La variabilidad de los residuales se analizé6 mediante su grafica respecto al tiempo. En la Figura 5.21 se aprecia
que la variabilidad es aproximadamente constante excepto por los cuatro saltos que aparecen a principios del
2006, a finales del 2007, a finales del 2008 y a principios del 2013. Estos saltos son consecuencia de las altas y

bajas que sufri6 el precio de las acciones en esos afios y que también se observan en la Figura 5.12.

= -

resMSFT2
0
|

K.
|

I I I I I
2006 2008 2010 2012 2014

Time

Figura 5.21: Gréfica de los residuales del modelo ARMA(2,2)

Para verificar que los residuales se distribuyen como una normal estdndar se aplic el test de Jarque Bera
obteniendo JB = 7153.651. Como el valor-p del contraste resulta menor a 2.2e-16, con a = 0.05 se tiene
que p < « por lo que hay evidencia de la falsedad de la hipétesis nula y por lo tanto de que los residuales no
tienen distribucién normal estdndar. La Figura 5.22 es el histograma de los residuales. El sesgo es —0.1138, es
decir la distribucion de los datos no es simétrica, y tiene la cola izquierda ligeramente mas larga que la derecha.
La curtosis es 11.2509, por lo que la cima de la distribucién es més afilada que la de la distribucién normal

estandar.
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Figura 5.22: Histograma de los residuales del modelo ARMA(2,2)

De lo anterior se deduce que los residuales del modelo ARMA(2,2) provienen de un proceso de ruido blanco
y por lo tanto el modelo elegido es adecuado. Por tdltimo, una vez que ya se tiene un modelo que describa una

serie de tiempo dada es posible hacer predicciones. Sin embargo ese tema no se tratard en esta tesis.
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Capitulo 6

Series de tiempo multivariadas

6.1. Introduccion

Una serie de tiempo multivariada consiste en dos o mds series univariadas concatenadas de tal manera que
cada elemento de la serie es un vector con dos o mds entradas. Es decir, X; = (X1, Xot, . .. ,th)T es una
serie multivariada donde Xy, Xoy, ..., Xy son las k series univariadas que la conforman y a las que se les
llama componentes. En las series multivariadas no solo hay dependencia serial dentro de cada componente sino
también interdependencia entre sus distintos componentes, es decir entre X;; y X, ¢ # j. Un ejemplo de una
serie multivariada de tres componentes es aquella conformada por los precios de las acciones de las compaiiias
IBM, Microsoft Corporation y Wal Mart. En este caso X7, es el precio de las acciones de IBM en el tiempo ¢,

Xy, es el precio de las acciones de Microsoft Corporation y X3, es el precio de las acciones de Wal Mart.

Muchos de los modelos discutidos en el Capitulo 4 se pueden generalizar directamente al caso multivariado.
Sin embargo, hay situaciones en las que la generalizacion requiere modelos y métodos nuevos para manejar las

relaciones entre los componentes de una serie multivariada.

6.1.1. Series de tiempo multivariadas estacionarias

Sea X; = (X1, Xot, - - ,th)T una serie de tiempo k-dimensional.

e FEl vector de medias de X; es

p=E(X)
donde la esperanza se toma elemento por elemento en la distribucién conjunta de X;. Asi la media p es

65
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un vector de dimension k£ donde sus entradas son las esperanzas no condicionales de los componentes de

X;. Si se quiere hacer referencia a sus elementos entonces se escribird g = (1, fto, - - -, fir,) -
e La matriz de covarianzas de X; es
T
Lo =E[(X: — p)( Xy — p)" .

donde Ty es de dimensién k X k, el i-ésimo elemento de la diagonal es la varianza de X;; y el (4, j)-
ésimo elemento es la covarianza entre X;; y X ;. Se escribe I'y = [I';;(0)] cuando se hace referencia a

sus elementos.

Definicion 6.1. Sea X; una serie de tiempo k-dimensional. X, es estacionaria de primer orden o estacionaria

en media si el vector de medias p es constante respecto al tiempo.

Definicion 6.2. Sea X; una serie de tiempo k-dimensional. X, es estacionaria de segundo orden o débilmente

estacionaria si
i) es estacionaria de primer orden y

ii) la matriz de covarianzas T' es constante respecto al tiempo.

6.2. Matrices de correlaciones y covarianzas cruzadas

Definicion 6.3. Sean X; = (X14, Xot, . . ., Xgt) una serie de tiempo k-dimensional y
D = diag{\/T'11(0), ..., \/Tx(0)} una matriz diagonal de dimension k x k que consiste en las desviaciones
estandar de X;; coni = 1,..., k. La matriz de correlaciones cruzadas de X; se define como

p = [pij(0)] = D™'ToD ™. (6.1)

De la Ecuacién (6.1) se deduce que
_ Fij (0) _ COV(l‘z‘u xjt)
pij(0) = = :
VT (0)Ty5(0)  /Var(zir)y/Var(w;;)

es decir, la entrada (4, j) de la matriz p es el coeficiente de correlacién entre X;; y X ;. Se puede verificar que

pi; (0) = p;i(0), =1 < p;;(0) < 1y p;;(0) =1coni,j=1,..., k. Porlo tanto p es una matriz simétrica con

1’s en la diagonal.

Las matrices de correlaciones cruzadas miden qué tan fuerte es la dependencia lineal entre los componentes de

una serie multivariada. La matriz de covarianzas cruzadas en el retraso ¢ de X, se define como

Ty = [0y(0)] = E[(X: — p)(Xe—e — )7
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Por lo tanto, el (4, j)-ésimo elemento de T'; es la covarianza entre X;; y X j,t—¢- Para series débilmente estacio-

narias, la matriz de covarianzas cruzadas I'y es una funcién de ¢ y no del tiempo .

Definicion 6.4. Sea X; una serie de tiempo k-dimensional. X; es un ruido blanco si es una serie estacionaria

de segundo orden cuyo vector de medias es el vector 0 y la matriz de covarianzas es

Fij (E) St 4 7é 0
I'y=
0 e.o.c.

La matriz de correlaciones cruzadas en el retraso ¢ de X; se define como
pe = [pij(0)] = D™'T,D™". (6.2)

De la Ecuacién (6.2) se deduce que

_ Fij(g) _ COV(Iit,Ij,t—e)
V/Ti:(0)T;;(0) \/Var(xit)\/\/ar(mjt)’

es decir, la entrada (i, j) de la matriz p, es el coeficiente de correlacién entre X;; y Xjt—p). Si € > 0, este

coeficiente mide la dependencia lineal de X;; sobre X;;_y), la cual ocurre antes del tiempo ¢. Entonces si
pij(€) # 0 con £ > 0 se dice que la serie X, guia a la serie X;; en el retraso £. De la misma forma, p;;(¢)
mide la dependencia lineal entre X; y X;;_s) y se dice que la serie X;; gufa a la serie X;; en el retraso £ si
p;i(€) # 0 con ¢ > 0. Ademds de la Ecuacién (6.3) se deduce que los elementos de la diagonal p;;(¢) son los

coeficientes de autocorrelaciéon de X;; en el retraso £.

De lo anterior se obtienen algunas propiedades importantes de las correlaciones cruzadas cuando ¢ > 0. La
primera es que, en general, p;;(¢) # p;;(¢) para i # j ya que los coeficientes de correlacién miden diferentes
relaciones lineales entre X;; y X ;. Por lo tanto, generalmente I'y y p, son no simétricas. La segunda es que,

de acuerdo con la propiedad Cov(X,Y’) = Cov(Y, X) y suponiendo estacionaridad débil,

Cov(Xit, Xjie—n) = Cov(Xjt—r), Xit)

COV(Ath7 Xi(tJrg))

Cov(Xjt, Xi(t—(—e)))

por lo que I';;(¢) = I'j;(—¢) de donde T'y = (' )T y por lo tanto p; = (p_s)*.

6.2.1. Dependencia lineal

Las matrices de correlaciones cruzadas {p;|¢ = 0,1,...} de una serie de tiempo multivariada débilmente

estacionaria contienen la siguiente informacioén:
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. Los elementos de la diagonal {p;;(¢)|¢ = 0,1, ...} son los valores que toma la funcién de autocorrelacién

de X“

. Los elementos fuera de la diagonal p;; (0) miden la relacién lineal actual entre X;; y X ;.

. Para ¢ > 0, los elementos fuera de la diagonal p;;(¢) miden la dependencia lineal de X, respecto de los

valores pasados X (;_g).

. Si p;;(£) = 0 para toda £ > 0 entonces X;; no depende linealmente de algtin valor pasado X ;) de la

serie X ;.

En general, la relacién lineal entre dos series de tiempo univariadas {X;;} y {X,;} se puede resumir de la

siguiente manera:

Si p;;(€) = p;i(€) = 0 para todo ¢ > 0 entonces no existe relacién lineal entre X;; y X;;. Si p;;(¢) =
p;i(€) = 0 se cumple solo para ¢ > 0 entonces no existe relacién guia en algun retraso ¢ y se dice que las

dos series estan desacopladas.
Si pi;(£) # 0 para £ = 0 entonces X;; y X, estdn correlacionados.

Sip;j(¢) = 0 paratodo £ > 0y p;;(¢) # 0 para algiin ¢ > 0 entonces X;; no depende de algtin valor
anterior de X;; pero X;; si depende de algin valor anterior de X;;. En este caso se dice que hay una

relacion unidireccional.

Sipij(€) # 0y pij(¢) # 0 para los valores £ > 0y ¢ > 0 entonces se dice que existe una relacion de

retroalimentacion entre X;; y X ;.

Es posible obtener mas informacién sobre la relacion entre dos o mas series de tiempo construyendo un modelo

multivariado ya que éste considera simultdneamente las correlaciones cruzadas y seriales entre las series en

estudio, ver (Makridakis, Wheelwright, y Hyndman, 1998, pag. 423).

6.2.2. Matriz de correlaciones cruzadas muestrales

Sea X; = { X1, Xo,..., X} una serie de tiempo multivariada observada.

e El vector de medias muestrales de X; es

1 T
X = th.
t=1

N



6. SERIES DE TIEMPO MULTIVARIADAS 69

e La matriz de covarianzas cruzadas muestrales en el retraso ¢ de X, es

T
~ 1 _ _
L= t—§é+:1(Xt - X) (X - X)*, £>0.

e La matriz de correlaciones cruzadas muestrales en el retraso £ de X; es

pr=D'T,D!
donde D es la matriz diagonal de dimensién k& x k de las desviaciones estindar muestrales de los com-

ponentes de la serie X;.

6.3. Modelos vectoriales autorregresivos

6.3.1. Proceso VAR(1)

Definicién 6.5. Sea { X} un proceso estocdstico multivariado con variables aleatorias de dimension k. { X}
es un proceso vectorial autorregresivo de orden 1, denotado por VAR(1), si se puede representar mediante la
ecuacion

Xi=¢o+PXi 1+ Z, (6.4)

donde ¢ es un vector de dimension k, ® es una matriz de dimension k x ky {Z;} es una sucesion de vectores

aleatorios de dimension k no correlacionados serialmente con media cero 'y matriz de covarianzas X.

En las aplicaciones se requiere que la matriz de covarianzas 3 sea definida positiva, (Lutkepohl, 2005, pag. 30).
De no ser asi la dimensién de X; podria reducirse. Otra suposicién que se hace con frecuencia es que el proceso

{Z,} se distribuye como una Normal multivariada.

Ejemplo 6.1. Considere la serie bivariada X; = { X714, X2:}. El modelo VAR(1) consiste en las siguientes dos

ecuaciones:

X1y = 10+ PuiXip1+Pr2Xop 1+ 21

Xot = oo+ Po1Xoy 1+ PooXo 1 + 2oy

donde ®;; es el (i, j)-ésimo elemento de ® y ¢;g es el i-ésimo elemento de ¢g. En la primera ecuacién, 1o
denota la dependencia lineal de X, sobre X5 ; en la presencia de X ;. Por lo tanto ®5 es el efecto
condicional de X7 ;1 sobre X;; dado X5 ;1. Si $12 = O entonces Xy, no depende de X ;_; y el modelo
indica que X;; sélo depende de su valor anterior. De manera andloga pasa cuando ®22 = 0 en la segunda

ecuacion. Considerando las dos ecuaciones simultineamente, si $15 = 0y ®o; # 0, existe una relacion
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unidireccional de X; sobre Xo;. Si ®15 = $o; = 0, entonces X1, y Xo; estan desacopladas. Si &1 # Oy

do; # 0, entonces las dos series se retroalimentan. En resumen,

e Si @15 = 0y Py; # 0, existe una relacion unidireccional de X7, sobre Xo;. La relacion unidireccional

opuesta se tiene si Po; = 0 pero ®15 # 0.
o Sids = Py = 0, entonces X714 y Xo; estan desacopladas.
e Si®y5 #£ 0y Py # 0, entonces las dos series se retroalimentan.

Como ya se menciond, los coeficientes de la matriz ® de la Ecuacién 6.4 miden la dindmica de dependencia de
X;. Ademas la relacién actual entre X, y Xo; se refleja en los elementos fuera de la diagonal de la matriz de
covarianzas 3 de Z;. Si 012 = 0 entonces no existe alguna relacion lineal actual entre los dos componentes de
la serie. En Econometria al modelo VAR(1) de la Ecuacién 6.4 se le llama modelo en forma reducida debido a
que no se muestran explicitamente los elementos de la matriz 33, pero es posible pasar a una expresion explicita
a través de una transformacion lineal, ver (Tsay, 2005, pag. 400).

En general, para una serie multivariada X; = { X1, Xot, ..., Xy}, ésta forma explicita se llama la ecuacion

estructural de X}, 1a cual es

k—1 k
Xt + > weiXie = dho + ¥ ShiXie—1) + bee,
i=1 1=1
donde ¢}, es el k-ésimo elemento de ¢, D}, es el (k,i)-ésimo elemento de ®* y by = (b, ..., by)T =
L~'Z, donde L es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal. Lo que asegura que la matriz L exista

es el hecho de que la matriz X es definida positiva y mediante la descomposicién de Cholesky se puede encon-

trar la matriz L y una matriz diagonal G tal que ¥ = LGL” .

Suponga que el modelo VAR(1) en la Ecuacién 6.4 es débilmente estacionario. Aplicando la esperanza al

modelo y tomando en cuenta que E(Z;) = 0 se obtiene

E(X:) = ¢o + PE(X;_1).
Como E(X}) es invariante en el tiempo,

p=E(X) = (I-%) "¢

siempre que la matriz I — ® sea no singular, donde I es la matriz identidad de k X k. Si ¢pg = (I — ®)p, el

modelo VAR(1) en la Ecuacion 6.4 se puede escribir como

(X —p) =2(X—1 —p) + Z;.
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Sea )?t = X — p la serie de tiempo con media corregida. Entonces el modelo VAR(1) es
X, =®X,_ 1+ Z. (6.5)
Después de varias sustituciones la Ecuacién (6.5) puede reescribirse como
X, =Z,+®Z, |+ B°Z, o+ B3Z, 5. (6.6)
A partir de la Ecuacién (6.6) pueden deducirse las siguientes propiedades del modelo VAR(1).

e Ya que Z; no es correlacionada serialmente, se sigue que Cov(Z;, X;_1) = 0. De hecho, Z; no estd

correlacionada con X;_, para ningtn ¢ > 0.

e Multiplicando por Z[ el lado derecho de la Ecuaci6n (6.6), tomando la esperanza y usando el hecho de

que el proceso Z; no es correlacionado serialmente se obtiene que Cov (X, Z;) = X.

e Para un modelo VAR(1), X depende de Z;_;. Para que tal dependencia sea significativa, ®7 debe con-
verger a cero cuando j — oo. Esto significa que el médulo del eigenvalor de ® debe ser menor que 1. De
otro modo ®7 divergird o convergerd a una matriz distinta de cero cuando j — oo. De hecho, el requisito
de que el médulo de todos los eigenvalores de ® sean menores a 1 es una condicion necesaria y suficiente

para la estacionaridad débil de X siempre que la matriz de covarianzas de Z; exista.

e Es posible verificar que

ry=®Ir_, >0,

donde T'; es el j-ésimo retraso de la matriz de covarianzas cruzadas de X.

6.3.2. Proceso VAR(p)

Definicion 6.6. Sea { X} un proceso estocdstico multivariado donde cada una de sus variables son de dimen-
sion k. { X} es un proceso vectorial autorregresivo de orden p, denotado por VAR(p), si puede representarse
mediante la ecuacion

Xt = ¢0+¢’1Xt_1 ++‘I)pr_p+Zf (67)

donde p > 0, ¢ es un vector de dimension k, ®; son matrices de dimension k x k'y {Z;} es una sucesion de

vectores aleatorios de dimension k no correlacionados serialmente con media cero y matriz de covarianza 3.

Usando el operador de retraso B la Ecuacion (6.7) se puede escribir como

I-&,B—...— ®,BP)X; = o + Z¢ (6.8)
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donde I es la matriz identidad de tamaifio k x k.

De la ecuacién

X, =& X1+ + X1, + Z

que es similar a la Ecuacidn (6.5) del modelo VAR(1) y con las mismas técnicas se pueden obtener las siguientes

propiedades:
o Cov(X,,Z;) =3,
e Cov(X;_y,Z;) = 0paral >0,

o I'y=®T 1 +...+®,I'y_,paral > 0.

La condicién necesaria y suficiente para la estacionaridad débil de un VAR(p) es que los eigenvalores de ®*

sean menores a uno en modulo, donde

0o I
0 0
o =
0 0
®, @,

(]

0 ... 0
1 0
0 N |
p—2 - 4’1

es una matriz de dimensién kp x kp, donde O e I son las matrices nula e identidad de dimensiones k x k.

Por otro lado observando las entradas de la matriz ®, del modelo VAR(p), si el (i, j) -ésimo elemento de ésta

matriz es cero para toda ¢ entonces X;; no depende de los valores pasados de X ;. La estructura de las entradas

de la matriz ®, brinda informacidén de la relacién retraso - guia entre los componentes de X;.

6.3.3. Ajuste de un modelo VAR

La metodologia estadistica para llevar a cabo el ajuste de un modelo VAR es muy parecida a la metodologia

de Box & Jenkins. Esta consiste en la especificacion del orden del modelo VAR con ayuda de la FAP generali-

zada al caso multivariado, la estimacién de los pardmetros y la validacién. Para un modelo VAR especifico, la

estimacién de los parametros se puede llevar a cabo mediante minimos cuadrados o maxima verosimilitud. Los

dos métodos son asintéticamente equivalentes. Una vez ajustado un modelo se debe verificar cuidadosamente.

El estadistico Q(m) puede aplicarse a los residuales de las series para verificar la suposicién de que no hay

correlaciones seriales o cruzadas en los residuales. Para un modelo VAR(p) ya ajustado el estadistico Q(m)
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de los residuales se distribuye asintéticamente x? con k?m — g grados de libertad donde g es el niimero de

pardmetros estimados en las matrices que son los coeficientes AR en el modelo.

Una forma de especificar el orden p del modelo VAR es contrastando Hy : ®, = 0 contra H, : ®;, # 0
secuencialmente para ¢ = 1,2,.... Por ejemplo, para saber si el modelo VAR(i) es mejor que el modelo

VAR(i — 1) se contrasta Hy : ®; = 0 con H, : ®; # 0 con la estadistica

w0~ (1-i-2)m( 1)

donde 3; estd definida como en la Ecuacién (6.9) y | A es el determinante de la matriz A. El estadistico M (7)

se distribuye asintéticamente x? con k2 grados de libertad, ver (Reinsel, 1993, pag. 79).

Otra forma de seleccionar el orden p es mediante el Akaike Information Criterion (AIC) o el Bayesian Informa-
tion Criterion (BIC). Suponga que Z; se distribuye Normal multivariada y que la estimacion de los pardmetros
se realizé con el método de maxima verosimilitud. Los estimadores de ¢¢ y ®; son los mismos tanto para el
método de minimos cuadrados como para maxima verosimilitud. El estimador maximo verosimil para 3 es
5oL zuzyr
[ T et t t .
El AIC para un VAR(?) bajo la suposicién de normalidad es

< 2k%i
AIC(i) = In(|S;]) + TZ
Para una serie multivariada dada se puede seleccionar el orden VAR(p) tal que
AIC(p) = min AIC(:
#)= 08, AT

donde pg es un entero positivo preespecificado. Otro criterio de informacién disponible es el BIC para el modelo

VAR():
© & k2iIn(T)

Suponga que la estimacién de los pardmetros se puede llevar a cabo mediante el método de minimos cuadrados.
Sean &\’j y <$0 los estimadores por minimos cuadrados de ®; y ¢ respectivamente. La matriz de covarianzas
de los residuales

Zi=X, o 01 Xi1— .. — b Xy

€S

~

T
1 PN
Si=—— Y Zi(Z)" :
T—%—Hﬂﬂt(o (6.9)
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donde 7 > 0.

Es posible generalizar el estadistico Q(m) mencionado en la Seccién 4.3.2 del Capitulo 4 al caso multivariado.
En este caso el estadistico es un test conjunto para verificar que las primeras m matrices de correlaciones cru-

zadas de X son nulas.

Dada una serie multivariada X, la hipdtesis nula del test estadistico es Hy = p; = -+ = p,, = 0y la
hipétesis alternativa es H; = p; # 0 para algin ¢ = 1,...,m. Por lo tanto el estadistico verifica que no hay
autocorrelaciones o correlaciones cruzadas en la serie de tiempo multivariada. El estadistico se calcula mediante

la féormula

m 1 PSSO
Qr(m) = T? ; - tr(T{ Ty 'T, Tyt (6.10)
donde T es el tamafio de la muestra, k es la dimensién de X y tr(A) es la traza de la matriz A. Bajo la hipétesis

nula Qy(m) sigue una distribucién x? con k%m grados de libertad.

Si se rechaza la hipdtesis nula en el test anterior conviene ajustar un modelo multivariado a la serie para analizar
las relaciones retraso - guia entre los componentes de la serie multivariada en estudio. En las secciones siguientes

se introducen los modelos VARIMA que corresponden a los modelos ARIMA para series multivariadas.

6.4. Modelos vectoriales de medias moviles

6.4.1. Proceso VMA(q)

Definicion 6.7. Sea {X;} un proceso estocdstico multivariado con variables aleatorias de dimension k. { X}
es un proceso vectorial de medias moviles de orden q, denotado por VMA(q), si se puede representar mediante
la ecuacion

Xt :0()+Zt—@1Zt,1 —...—qutfq (611)

donde 0y es un vector k dimensional, ©; son matrices de tamaiio k X k 'y {Z;} es una sucesion de vectores

aleatorios de dimension k no correlacionados serialmente con media cero y matriz de covarianzas 3.
Con el operador de retraso B el modelo anterior es
X, =0y+06(B)Z (6.12)

donde ®(B) = I — OB — ... — ©,B9. Similar al caso univariado, los procesos VMA(q) son débilmente

estacionarios siempre que exista la matriz de covarianzas 3 de Z;. Tomando la esperanza en la Ecuacién (6.11)
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se obtiene que pu = FE(X;) = 0.

Algunas propiedades de los modelos VMA(q) son las siguientes:

o Cov(Xy,Zy) =3

eI(=2+0,%0{ +...+ 6,307

e I'y=0sil>q

o I', = Z?:e 0,X0,_,sil < /¢ < gdonde ®) = —1I.
Ejemplo 6.2. Considere el modelo bivariado MA(1)

Xi=00+2Z; —01Zy 1 =p+2Z;—017Z;_, (6.13)

que, visto en forma vectorial es

X1 | m N Z1 B ©11 O Z1,0-1 . 6.14)
Xoy 2 Loy O21 O Zat—1
El modelo indica que los valores actuales de las series X;; solo dependen de los valores actuales y pasados del
ruido aleatorio Z;;. En la Ecuacion (6.14) el pardmetro ©15 indica la dependencia lineal de X, sobre Z3 ;_;
en la presencia de Z; ;1. Si ©12 = 0 entonces X, no depende de los valores pasados de Z5;. Igualmente, si
O21 = 0, entonces X5, no depende de los valores pasados de Z1;. Los elementos fuera de la diagonal de ®;

muestran la dependencia dindmica entre los componentes de la serie. En este ejemplo VMA(1) la clasificacién

de las relaciones entre X1; y X9, es la siguiente:

e Si O, = Oy = 0 entonces los componentes X1; y Xo; estdn desacoplados.

e Si ©15 = 0 pero O©2; # 0 entonces existe una relaciéon dindmica unidireccional de X1; sobre Xo;. La

relacién unidireccional opuesta se tiene si ©2; = 0 pero ©15 # 0.
e Si Oy, # 0y Oy # 0 entonces hay una relacion de retroalimentacion entre X1, y Xo; .

La correlacién actual entre X;; es la misma que la que hay entre Z;;. La clasificacion anterior también puede

generalizarse al modelo VMA(q).

6.4.2. Ajuste de un modelo VMA

A diferencia de los modelos VAR, la estimacion de los modelos VMA es mds complicada (Fuller, 1995, pag.
421). Se puede obtener una aproximacién de la funcién de verosimilitud mediante dos métodos. Uno es el mé-

todo de la verosimilitud condicional que asume que Z; = 0 para ¢ < 0. El otro es el método de la verosimilitud
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exacta que considera a Z;, con ¢t < 0, como parametro adicional al modelo. La verosimilitud exacta requie-
re célculos mas complicados, pero ofrece estimadores de los pardmetros mds exactos, especialmente cuando
algunos eigenvalores de ® se acercan a 1 en médulo.

El ajuste de un modelo VMA requiere tres pasos: la especificacién del orden ¢ mediante las matrices de co-
rrelaciones cruzadas, de tal forma que py = 0 para £ > g, la estimacién del modelo especificado usando el
método de la verosimilitud condicional o exacta, aunque es preferible el segundo cuando el tamafio de la serie
no es grande, y finalmente la verificacién del ajuste, por ejemplo aplicando el estadistico Q(m) a la serie de

los residuales.

6.5. Modelos vectoriales autorregresivos y de medias méviles

6.5.1. Proceso VARMA(p,q)

Definicion 6.8. Sea { X} un proceso estocdstico multivariado con variables aleatorias de dimension k. { X}
es un proceso vectorial autorregresivo y de medias moviles de orden (p,q), denotado por VARMA(p,q), si se

puede representar mediante la ecuacion
Xt - §1Xt71 — ... q’pthp == Zt - @121571 — .. ngtfq (615)

donde ®; y ©; son matrices de tamario k x k 'y {Z:} es una sucesion de vectores aleatorios de dimension k no

correlacionados serialmente con media cero 'y matriz de covarianzas 3.

Los modelos VARMA son una generalizacién al caso multivariado de los modelos ARMA. Un aspecto desfa-
vorable de éstos que no se tiene en los modelos univariados es el problema de identificabilidad. A diferencia de

los ARMA, los modelos VARMA no estdn definidos de forma tnica. Por ejemplo el modelo VMA(1)

Xu | | Zu| [0 2] Ziuy 616
Xot Zay 00 Za(t-1)
es idéntico al modelo VAR(1)
th o Xlt B 0 *2 Xl(t—l) (6 17)
Zot Xoy 0 0 Xo(t-1)

Analizando los modelos univariados que conforman los modelos anteriores se observa que para el VMA(1)

X1 = Zu—2Zy4-)

Xot = Zo.
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Para el VAR(1) las ecuaciones de los modelos univariados son

Xit+2Xo4-1) = Zu

Xoy = Zo.

Sustituyendo X9 en X, del modelo VMA(1) se tiene que X7, es el mismo que en el modelo VAR(1) y por lo

tanto los modelos de las Ecuaciones (6.16) y (6.17) son idénticos.

Otro problema de identificabilidad que es mds peligroso es el siguiente. Considere el modelo VARMA(1,1)

X 0.8 -2 Xy 7 -05 0 24—
1t . l(t 1) _ 1t . l(t 1) ) (618)
Xo 0 0 Xog-1y Zo 0 0 Za(t-1)
Este modelo es idéntico al VARMA(1,1) siguiente
Xlt 7 0.8 —2+ Ui Xl(t—l) _ th B —0.5 n Zl(t—l) (619)
Xot 0 ® Xot-1) Zot 0 ¢ Za(t—1)

para cualquier 7 y ¢ distintos de cero. En este caso la equivalencia se dd ya que X9 = Zo; en ambos modelos.
Los efectos de los pardmetros 1 y ¢ en el sistema se contrarrestan entre las partes AR y MA del segundo modelo.
Esta situacion es seria ya que con ciertos valores de n y ¢ la funcién de verosimilitud del modelo vectorial AR-
MAC(1,1) anterior no estd definida de manera tinica, resultando en una situacion similar a la muticolinealidad en
un andlisis de regresion. Los dos ejemplos anteriores muestran los posibles problemas de identificabilidad que

pueden ocurrir en los modelos VARMA. Por lo tanto la construccién de éstos modelos requiere ciertos cuidados.

Los modelos VARMA(p,q) pueden escribirse en forma compacta con el operador B:

donde ®B)=1-®B—-... - $¢,BPyO(B) =1-0:B — ... — ©4B9 son polinomios matriciales de
dimensién k x k. Aqui se asume que los dos polinomios matriciales no tienen factores en comun, de otra forma
el modelo podria simplificarse. La condicién necesaria y suficiente de estacionaridad débil para X es la misma
que para el modelo VAR(p) con polinomio matricial ®(B). Para v > 0, los elementos (4, j) de las matrices
®, y ©, indican la dependencia lineal de X;; sobre X;;_,) y Z;(—,) respectivamente. Si el elemento (i, j)
es cero para todos los coeficientes matriciales en las partes AR y MA entonces X;; no depende de los valores
retrasados de X ;. La proposicion contraria no se cumple en un modelo VARMA. En otras palabras, los coe-

ficientes distintos de cero en la posicién (4, j) de las matrices AR y MA pueden existir incluso cuando X;; no
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dependa de algiin retraso de X ;.

Para ilustrar lo anterior considere el modelo

®11(B) ®12(B) Xy B ©11(B) ©12(B) Zy 6.20)
$91(B) P92(B) Xoy ©21(B) ©O22(B) Loy

En este caso las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de la relacién dindmica unidireccional
entre X1; y Xo; son

@QQ(B)elg(B) - @12(B)®22(B) - O (621)

y ademds

®11(B)0O21(B) — 021 (B)O11(B) # 0. (6.22)

La condicién en la Ecuacién (6.21) muestra que X7, no depende de valores pasados de Zo; ni de Xo; y la con-
dicién en la Ecuacién (6.22) muestra que X, si depende de valores pasados de Z1;. De las Ecuaciones (6.21)
y (6.22), ©15(B) = ®15(B) = 0 es una condicién suficiente pero no necesaria para que exista una relacién

unidireccional entre X1; y Xo;, ver (Tsay, 2005, pag. 423).

La estimacién de un modelo VARMA puede llevarse a cabo por el método condicional o exacto de verosimilitud.
La estadistica Q;,(m) también se puede aplicar a la serie de los residuales de un modelo ajustado, donde su
distribucién asintética es 2 con k?m — g grados de libertad donde g es el nimero de pardmetros estimados en

los coeficientes matriciales AR y MA.

6.5.2. Modelos marginales de los componentes

Dado un modelo vectorial para X}, los modelos univariados implicados respectivos a los componentes X;;
son los modelos marginales. Para un modelo k-dimensional VARMA(p,q) los modelos marginales son modelos
ARMA[kp,(k-1)p + q]. Este resultado se puede obtener en dos pasos. Primero, los modelos marginales de un
modelo VMA(q) son modelos MA(q) ya que si X; es un VMA(q) su matriz de correlacion cruzada se anula
después del retraso g y el ACF de X;; también se anula después del retraso ¢q. Entonces X;; es un proceso MA
y su modelo univariado es de la forma
q
Xit =00 + Z Oijbii—;
j=1
donde b;; es una sucesion de variables no correladas con media cero y varianza afb. Los pardmetros 0;; y o

son funciones de los parametros del modelo VMA de X;.
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El segundo paso para obtener el resultado es diagonalizar el polinomio matricial AR del modelo VARMA(p,q).

Por ejemplo considere el modelo bivariado AR(1)

1-%11B -8 X1t _ Z1 . 6.23)
—P21B  1— 3228 Xoy Zat
Multiplicando la Ecuacién (6.23) por la matriz
1— P98 [ 2PY>]
®51 B 1-®1B
se obtiene
X1 1—¢2B —¢12B Z1
(1 — ¢11B)(1 — ¢p22B) — p12¢20B?] = . (6.24)
Xoy —¢n1B  1—-¢11B Zay

Del lado derecho de la Ecuacién (6.24) se observa que los polinomios univariados AR de X;; son de orden 2.
En contraste, el lado izquierdo de la ecuacion estd en la forma VMA(1). Usando el resultado de los modelos
VMA del paso uno se tiene que el modelo univariado para X;; es un modelo ARMA(2,1). La técnica se puede
generalizar al caso k-dimensional VAR(1), obteniendo como resultado que los modelos marginales son modelos
ARMA(k,k-1). Para un modelo k dimensional VAR(p), los modelos marginales son ARMA[kp,(k-1)p]. Para los
modelos VARMA, el orden [kp,(k-1)p+q] es el midximo orden posible respecto a los modelos marginales. Sin

embargo, en la practica el orden marginal de X;; puede ser mucho mas bajo.

6.6. Ajuste de la serie bivariada (QQQ,MSFT)

Como ya se menciond en la Seccién 5.1, Microsoft Corporation es una empresa multinacional de origen es-
tadounidense fundada en 1975 por Bill Gates y Paul Allen. Dedicada al sector del software y el hardware,
desarrolla, fabrica, licencia y produce software y equipos electrénicos, siendo sus productos mds usados el sis-
tema operativo Microsoft Windows y la suite Microsoft Office, los cuales tienen una importante posicién entre
las computadoras personales. Cuenta con 93 000 empleados en 102 paises diferentes y con ingresos de 72 360

millones de ddlares durante el afio 2012.

Por otro lado el Nasdaq 100 es un indice bursétil de Estados Unidos que refleja la evolucién de las 100 em-
presas con mayor capitalizacién bursatil que cotizan en el mercado electrénico del Nasdaq. Dichas empresas se
dedican a las telecomunicaciones, a ventas al mayoreo y menudeo, al hardware y software o biotecnologia y
forman parte del Nasdaq Stock Market. QQQ es el simbolo del indice Nasdaq 100, el cual se compra y vende

como acciones, y es uno de los que tienen el mayor volumen de compra y venta. Como se puede comprar y
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vender igual que cualquier accién comtn y corriente, el inversionista que quiera ganar dinero con las subidas o
bajadas de éste indice puede comprar o vender sus acciones. Esto puede pasar sin que el inversionista invierta
en las acciones de alguna compafiia especifica. Cuando se hace daytrading, es decir comprar y vender el mismo
dia, el inversionista quiere asegurarse que una accidn tiene suficiente liquidez durante el dia para poder com-
prar y vender esa accion facilmente. No hay muchos indices negociables que tengan bastante volumen, pero el
indice Nasdaq 100 si lo tiene, lo cual hace posible su compra y venta como si fueran acciones normales de alto

volumen.

El indice Nasdaq 100 esta fuertemente influenciado por Intel, Cisco Systems, Microsoft Corporation, Google,
Apple Inc., Oracle y Research in Motion (ver Lerman (2001), Israel (2007) y Turner (2005)). Ya que dichas
compaiifas corresponden a un gran porcentaje del total de acciones que maneja el indice, cualquier suceso o
actividad ocurrida con sus acciones ejerce gran influencia en el indice y por lo tanto en sus propias acciones.
Debido a esto es comtn que los inversionistas deseen observar el comportamiento individual y conjunto de
las acciones de éstas grandes compaiiias con las del indice. Las subidas y bajadas de dichas empresas ocurren
segun sus ciclos de produccién, sus ingresos o los movimientos realizados por otros inversionistas, a pesar de

la tendencia general del mercado.

En el Capitulo 5 se analizaron las series QQQ y MSFT referentes a los precios de las acciones del indice Nasdaq
100 y de Microsoft Corporation respectivamente, ambos tomados diariamente desde el 13 de diciembre del 2004
al 15 de diciembre del 2014. Se encontrd que las series no son estacionarias pero que las series compuestas por
sus primeras diferencias si lo son y que los modelos ARMA mds adecuados para explicarlas son el ARMA(O,1)
para la serie X; donde X; = VQQQ y ARMA(2,2) para la serie Y; donde Y; = VMSFT. Considere la
serie de tiempo bivariada (X, Y;). Como andlisis inicial se realiz6 la Figura 6.1 que contiene las gréficas de
dispersion entre a) las series X; y Y;, b) las series Y; y el primer retraso de X4, c) las series X; y el primer
retraso de Y; y finalmente d) los primeros retrasos de X; y Y;. En las cuatro gréficas se aprecia que los puntos
forman una linea inclinada a la derecha, lo cudl indica que existe una dependencia lineal fuerte entre las series,
asi como entre las series y sus respectivos retrasos, e incluso entre sus retrasos. Esto se confirma observando la

matriz de autocorrelaciones de la serie bivariada:

1 0.667

0.667 1



6. SERIES DE TIEMPO MULTIVARIADAS 81

Ya que las entradas (2,1) y (1,2) de la matriz son cercanas a uno la correlacién entre las series X; y Y; es

relativamente alta como se puede observar en la grafica a) de la Figura 6.1.
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Figura 6.1: Gréficas de dispersion entre a) las series X¢ y Yz, b) Y; y el primer retraso de Xy, ¢c) X¢ y el primer retraso de Yz, d) los

primeros retrasos de X y Yz, donde X = VQQQyY: = VMSFT.

La parte superior de la Tabla 6.1 contiene las matrices de correlaciones cruzadas de la serie (X;,Y;) hasta
el retraso 5. Por tratarse de una serie bivariada dichas matrices son de dimensién 2 x 2. Ya que la experiencia
empirica indica que es dificil absorber simultdneamente muchas matrices de correlacién cruzada, especialmente
cuando la dimensién de la serie multivariada es mayor a 3, la parte inferior de la tabla contiene las mismas
matrices pero en la notacién simplificada de donde cada matriz de correlacién cruzada se conforma por tres

simbolos (+, — y .) con el siguiente significado:
e El simbolo + significa que el correspondiente coeficiente de correlacién es mayor o igual a 1/ VT.
e El simbolo — significa que el correspondiente coeficiente de correlacién es menor o igual a 1/v/T.
e El simbolo . significa que el correspondiente coeficiente de correlacién estd entre —1/v/Ty 1/v/T.

donde 1/ V/T es el valor critico asintético del 5 % de la correlacién muestral sobre la suposicién de que X; y Y;

son ruidos blancos.
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En la Tabla 6.1 se observa lo siguiente. Ya que s6lo la autocorrelacién en la entrada (1,1) de la matriz corres-
pondiente al retraso 1 es significativa se concluye que la serie X; no depende de sus valores pasados, pero que
Y; si depende de sus valores pasados ya que todas las entradas (2,2) de las matrices son significativas. Ademads
la serie X; depende de valores pasados de la serie Y;. Esto se deduce de que las entradas (1,2) de las matrices
en los retrasos 1, 3 y 4 son significativas. Finalmente, ya que las entradas (2,1) de las matrices en los retrasos 1,

2 y 3 son significativas se deduce que Y; también depende de los valores pasados de la serie X;.

a) Matrices de correlacion cruzada

Retraso 1 Retraso 2 Retraso 3 Retraso 4 Retraso 5
difQQQ  difMSFT difQQQ  difMSFT difQQQ  difMSFT difQQQ  difMSFT difQQQ  difMSFT
difQQQ  -0.0333 -0.0277 -0.0147 -0.0126 -0.00555 0.0199 0.00511 -0.0432 -0.01446  -0.0197
difMSFT  -0.0664  -0.0456 -0.0279  -0.0262 0.02031 0.0364 -0.0144  -0.0517 -0.00213 -0.0289

b) Notacién simplificada
difQQQ - - . . . + . -
difMSFT - - - - + + . - . -

Tabla 6.1: a) Matrices de correlaciones cruzadas hasta el retraso 5 de la serie bivariada (X¢, Yz). b) Matrices de correlaciones cruzadas

hasta el retraso 5 de la serie bivariada (X¢, Y3) en notacién simplificada.

La Figura 6.2 contiene las autocorrelaciones y las correlaciones cruzadas de las dos series. La grafica en el a)
contiene el ACF de la serie X; y la del b) muestra la dependencia de X; respecto al retraso de la serie Y;. La
gréfica en el c) contiene el ACF de la serie Y; y la del d) muestra la dependencia de Y; respecto al retraso de
la serie X;. De las graficas b) y c) se deduce que las correlaciones cruzadas entre X, y Y; son estadisticamente

significativas.



6. SERIES DE TIEMPO MULTIVARIADAS 83

0 2 4 6 8 10 12
| | | | | | | | | | | | | |
@ (b)
— - 1.0
— - 0.5
::-::::::::::::'::':::::::::'::':::‘::::::.:: ::-::'::::::.::;::':::::::::-::;:::‘::::::.:: OO
— - -0.5
(%]
()
.5 _ - -1.0
(5]
s (© (d)
(&)
= 1.0 o -
(o]
O
0.5 -
OO ::-::q::::::.::'::::::::::::'::.:::‘::::::t:: ::-:::::::::f::;::'::::::.:::'::'::::::':::'.‘::
-0.5 o
-1.0 - -
T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
Retardos

Figura 6.2: Funciones de autocorrelacién y de correlaciones cruzadas de las series X y Yz. a) ACF de la serie X¢, b) correlaciones cruzadas

entre X; y la serie Y; retrasada, ¢) correlaciones cruzadas entre Y; y la serie X retrasada y d) ACF de la serie Y.

Aplicando a la serie bivariada (X;, Y;) la estadistica Qj(m) descrita en la Férmula (6.10) del test Portmanteau
se obtiene la Tabla 6.2. Observe que en este caso k = 2 ya que es una serie bivariada y m es el retraso hasta el
que se toma en cuenta para calcular (). La hipétesis nula del testes Hy : p1 = ... = p;n = 0y la alternativa es

H, :p; #O0paraalgini € {1,...,m}.

m Q2(m) | Grados de libertad valor p

5 34.43226 20 2.3345e-02
10 | 66.95955 40 4.7808e-03
15 | 93.72282 60 3.4961e-03
20 | 136.86800 80 7.8541e-05
25 | 157.95994 100 1.9691e-04
30 | 180.50912 120 2.9653e-04

Tabla 6.2: Valores de la estadistica Q2 (m), grados de libertad y valores p del test Portmanteau aplicado a la serie bivariada (X¢, Y%) con

m tomando valores de 5,10,15,20,25 y 30.
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Por lo tanto, ya que los valores p son menores al nivel de confianza o = 0.05 se rechaza la hipétesis nula
por lo que se confirma la existencia de dependencia serial en la serie bivariada. Ya que existe una relacién de
dependencia y retroalimentacion entre las series X; y Y;, es necesario construir un modelo multivariado para
capturar las relaciones existentes entre dichas series.

La eleccion del modelo VAR se realizara con la funcién VARselect del software estadistico R, la cudl enlista
los valores de los test AIC, HQ y SC obtenidos de 10 modelos, ver Pfaff (2008). En la Tabla 6.3 se encuentran

estos valores.

VAR(1) | VAR(2) | VAR(3) | VAR(4) | VAR(5) | VAR(6) | VAR(7) | VAR(8) | VAR(9) | VAR(10)
AIC | -3.06 | -3.058 | -3.057 | -3.057 | -3.056 | -3.054 | -3.056 | -3.054 | -3.053 | -3.054
HQ | -3.057 | -3.051 | -3.047 | -3.044 | -3.039 | -3.034 | -3.032 | -3.027 | -3.023 | -3.02
SC | -3.051 | -3.039 | -3.029 | -3.02 | -3.01 | -2.998 | -2.991 | -298 | -297 | -2.961

Tabla 6.3: Valores de AIC, HQ y SC aplicados a los modelos VAR(1) hasta VAR(10).

Ya que los tres valores de los estadisticos del modelo VAR(1) son los menores de entre los estadisticos de los
diez modelos, ese se elige. Con la funcién VAR se estiman los pardmetros del modelo, ver Pfaff (2008). El

modelo ajustado se encuentra en la Ecuacién 6.25.

X, —0.0247 —0.0146 X1 Zu
0.0267)  (0.037
| ) (0037) + (6.25)
Y, —0.0462 —0.0026 Y1 Zoy
(0.0192) (0.0267)

La validacién del ajuste se realizd aplicando el test Portmanteau de la Férmula (6.10) a los residuales para
revisar si existe dependencia serial entre ellos. El valor-p del contraste es 0.1483. Con o = 0.05 se tiene que
p > « por lo que se puede concluir que no existe evidencia de dependencia entre los residuales. Para verificar
la normalidad se aplicé el test de Jarque Bera. En este caso el valor-p del contraste es menor a 2.2e 16, Si
a = 0.05 p es menor que « por lo que existe evidencia de que los residuales no se distribuyen como una
Normal estdndar. Por dltimo, una vez que ya se tiene un modelo que describa una serie de tiempo dada es

posible hacer predicciones. Sin embargo ese tema no se tratard en esta tesis.



Capitulo 7

Modelo MVAR

7.1. Introduccion

Es de gran interés para el 4mbito financiero y cientifico modelar el comportamiento variante en el tiempo de
los mercados financieros ya que las ganancias y pérdidas de los inversionistas dependen de las alzas y bajas de
los precios de las acciones de las compaiias. El modelo ARIMA de Box & Jenkins ha sido utilizado amplia-
mente para pronosticar el comportamiento de una serie de tiempo y en particular de una accién porque ofrece
una buena aproximacién. Sin embargo, a pesar del respaldo teérico del modelo ARIMA, los analistas contindan
buscando nuevas maneras de obtener mejores prondsticos, y es que un supuesto comun al modelar series es el de
que las distribuciones marginales o condicionales son unimodales pero en la realidad muchas de ellas exhiben
multimodalidad. Es por esta razén que se han construido modelos resultado de combinar los modelos ARIMA
con los modelos de mezclas que caracterizan la multimodalidad. Ejemplos de ésto son el modelo de mezclas
con componentes gausianos (GMTD) Le y cols. (1996), el modelo de mezclas con componentes autorregresi-
vos (MAR) Wong y Li (2000) y el modelo de mezclas con componentes vectoriales gausianos y autorregresivos

(GMVAR) Kalliovirta, Meitz, y Saikkonen (2014).

El objetivo de este capitulo es implementar un modelo multivariado de series de tiempo para el estudio de las ac-
ciones incluidas por ejemplo en un portafolio de inversiones. El modelo MVAR (Mixture Vector Autoregressive
Model) propuesto por P. W. Fong y cols. (2007) consiste en una mezcla de componentes gaussianos vectoriales
autorregresivos. Un ejemplo de su aplicacion se encuentra en T. P. Fong y Wong (2008) donde es utilizado
para modelar variables macroecondémicas en diferentes situaciones de mercado ya que es capaz de capturar la

dindmica de su evolucién en el tiempo.

85
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El siguiente capitulo estd estructurado de la siguiente manera. La primera seccién contiene definiciones y as-
pectos basicos de los modelos de mezclas. La segunda seccidn se refiere al modelo MAR que es la versién del

modelo MVAR para series de tiempo univariadas. Finalmente la tercera seccién se refiere al modelo MVAR.

7.2. Modelos de mezclas

Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria donde X es un vector aleatorio de dimension p con funcién de densidad

f(z;). Se dice que f(x;) es una mezcla finita si es de la forma

f(wg) = arfi(x) + ...+ o fr(zs) (7.1

donde a; coni = 1,...,k, son valores positivos que suman uno y f;(z;) son funciones de densidad. A los pa-
rametros «’s se les llama pesos de la mezcla y a las funciones f;(+) se les llama densidades de los componentes
de la mezcla. No se requiere que las densidades de los componentes pertenezcan a la misma familia paramétrica

pero en la mayorfia de las aplicaciones asi se hace, ver Titterington, Smith, y Makov (1985).

La interpretacién del modelo de mezclas es la siguiente. Sea Z; una variable aleatoria categdrica que toma

valores de 1 hasta k con probabilidades «; hasta «, respectivamente, es decir
P [Zj = Z] = Q5

dondei=1,...,kyque
P[X;|Z; = 1] = fi(z;)

coni = 1,..., k. Entonces la funcién de densidad marginal de X; estd dada por f(x;), es decir, la variable Z;
es la etiqueta del componente del vector X ;. Observe que es mds conveniente trabajar con una variable Z; de
dimensién k en lugar de trabajar con una variable categérica. Sea Z;; el i - ésimo elemento de Z;. Entonces Z;;;
vale uno si el componente 7 es el componente de origen de X ; en la mezcla, y vale cero en el caso contrario. Por

lo tanto Z; se distribuye Multinomial con k categorias y probabilidades o, . . ., az, (McLachlan y Peel, 2004,

pag. 7).

7.2.1. Aplicaciones de los modelos de mezclas

Se ha observado que los modelos de mezclas se usan de dos maneras. Una de ellas es cuando existe conocimiento

o se tiene una creencia de que la unidad experimental de dénde se obtuvo la muestra X pertenece a una de entre
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k categorias existentes. En este caso el investigador no observa directamente la fuente de X. La funcién f;(-)
en la Ecuacién (7.1) resume la funcién de densidad de X dado que la observacién realmente proviene de la
categorfa j y «; es la probabilidad de que la observacién provenga de dicha fuente. La otra forma en la que
se aplica un modelo de mezclas es cuando se utiliza como una herramienta matemadtica para poder realizar un
andlisis mds flexible. Por ejemplo, una mezcla de dos componentes con distribucién Normal donde uno de ellos

tiene una varianza grande puede usarse para aproximar una distribucion con colas pesadas.

7.2.2. Numero de componentes

En varios contextos existe incertidumbre respecto al nimero de componentes y esto genera problemas estadis-
ticos relacionados con el analisis de clusters, donde es necesario hacer suposiciones sobre la estructura para-
métrica del modelo, como por ejemplo la suposicién de que las densidades son normales, ya sean univariadas
o multivariadas. Dadas las suposiciones paramétricas acerca de los componentes el problema se convierte en
uno de ajuste de curvas. En algunas aplicaciones es conveniente encontrar la mezcla con menos componentes
que proporcione un ajuste satisfactorio. En particular, en principio deseamos saber si es adecuado considerar
dos componentes o solo uno. Dado un modelo de mezclas en concreto, es decir, con suposiciones acerca de
las formas paramétricas de las funciones de densidad de los componentes, una mezcla con pocos componentes

puede considerarse como la hipétesis nula en el marco del modelo original.

7.2.3. Estimacion de los parametros

Suponiendo que se conoce el niimero de componentes en la mezcla, incluso s6lo como paso provisional, se ten-
drdn que hacer inferencias referentes a los pardmetros desconocidos del modelo de mezclas. En algunos casos
es posible consultar estudios de las distribuciones individuales de los componentes. Por ejemplo, las distribu-
ciones del tamafo de los cristales de varios minerales pueden establecerse individualmente en el laboratorio
como parte de un andlisis preliminar al estudio de un depdsito de ceniza compuesto de una mezcla de minerales
(Titterington y cols., 1985, pag. 8). Con ésto ya se conocerian las densidades de los componentes y sé6lo faltaria
estimar los pesos de la mezcla. En otras aplicaciones podrian desconocerse los parametros de las densidades
de los componentes y conocerse los pesos de la mezcla. Por ejemplo, en estudios de poblaciones de peces es
posible conocer la distribucion del sexo en el banco de peces pero no es prictico revisar el sexo de cada pez,
asi que no se tiene un conocimiento detallado de las densidades de los componentes. Haciendo una suposicién
respecto a la distribucion de cada componente el ejemplo es una situacién en la que se conocen los pesos de
la mezcla pero se desconocen los pardmetros de los componentes. Ademds puede ocurrir que se desconozcan

ambos, los pardmetros de los componentes y los pesos. Probablemente se da ésta situacién en la mayoria de las
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aplicaciones. En cualquiera de los casos, ya que se han definido las distribuciones de los componentes, se puede
utilizar alguno de los métodos de estimacion de parametros: método de momentos, de maxima verosimilitud,

minimos cuadrados o métodos Bayesianos.

7.3. Modelo MAR

Sea Y; una serie de tiempo univariada. El modelo M AR(K;p;,...,px) propuesto en Wong y Li (2000) se

define como

K

— ko — Okate—1 — Oxatii—z — - .. — Ok
Flyilyr, o, yio1) = > (LR b fj’t 2 ko)) (7
k=1

donde py, es el orden AR para el k-ésimo componente, ®(-) es la funcién de distribucién acumulada gaussiana
estandar, 00, 0x1, Ok2, . . ., Op, son los coeficientes AR del k-ésimo componente y las o’s son los pesos de los

componentes de la mezclaendonde 0 < a; <1y > ay = 1.

Como se puede observar el modelo MAR es una mezcla donde sus componentes son modelos AR gaussianos. Ya
que la esperanza condicional de los componentes depende de los valores pasados, la forma de las distribuciones
condicionales de la serie cambia con el tiempo. Por ejemplo, las distribuciones condicionales podrian cambiar de
unimodales a multimodales. Ya que la distribucién condicional podria ser multimodal, la esperanza condicional

de la serie

=

K
By 2, y-1) = Y ar(bko + 0191 + -+ OkppY—pi) = Y Qeflie
k=1 k=1

no podria ser el mejor predictor de los valores futuros. El mérito del modelo MAR radica en su habilidad para
describir la distribucién condicional de la serie. Otra caracteristica importante del modelo es que logra describir
la varianza condicional que también cambia con el tiempo, ya que depende de las esperanzas condicionales de

los componentes. Dicha varianza condicional es

K K K
Var(ylys, vo, - 1) = Y owop + Y awpipy — (O anprre)-
k=1 k=1 k=1

Laresta en el lado derecho de la expresidn anterior es positivo y es cero solo cuando las medias p;; de todos los
componentes son iguales. La varianza condicional es grande cuando estas medias difieren mucho. En este caso
la distribucién condicional podria ser multimodal. La varianza condicional es mas pequefia cuando las j;; son

todas iguales.
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La validacién del modelo se pude llevar a cabo con los residuales normalizados

_ Yt — E[yt|y1,y2, e 7yt71]
\/VCLT(yt|y17 Y2,... ayt—l)

. (7.3)

€t

Las autocorrelaciones de éstos y de sus cuadrados se pueden utilizar para comprobar si los modelos ajustados
son adecuados, y su grafico de normalidad podria usarse para verificar que su distribucién condicional es la
Normal. Sin embargo, hay un inconveniente para este enfoque. Como ya se menciond, la esperanza condicional
de la serie puede no ser el mejor predictor cuando las distribuciones condicionales son multimodales. Por lo
tanto, los residuos definidos en el sentido usual, es decir como en la Férmula (7.3), pueden no ser apropiados

para los modelos MAR. Sin embargo éstos podrian dar una indicacién aproximada de la adecuacién del modelo.

7.4. Modelo MVAR

7.4.1. Supuestos del modelo

El modelo més general para estudiar una serie de tiempo {Y7, ..., Y7} es la funcién de distribucién conjunta
F(Yy,...,Yr;0) (7.4)

donde 6 es el vector de pardmetros que determinan de manera tnica a la funcién de distribucién F(-). La
distribucién de probabilidad F(-) modela el comportamiento estocdstico de la serie. El anélisis empirico de la
serie consiste en estimar los pardmetros en 6 y realizar inferencias estadisticas acerca del comportamiento de Y;
dado su pasado. El Modelo (7.4) es muy general pero provee un esbozo general con respecto a lo que deberia
considerar un modelo para series de tiempo. Una manera de facilitar el estudio o el cdlculo de la funcién de

distribucién conjunta de la serie es escribirla mediante la forma
F(Yi,....Yr) = FY1)F(Y2|Y1) - F(Yr[Yr—1,..., Y1) (71.5)

donde 0 se omiti6 por simplicidad. La Expresion (7.5) resalta la necesidad de conocer las distribuciones con-
dicionales F'(Y;|Y;—1,Y:—2,...,Y7) paratigualal,2,...,T . Por ejemplo, en finanzas, diferentes especifica-
ciones distribucionales dan lugar a teorias distintas. Asi, una version de la hipétesis de caminata aleatoria es que
la distribucion condicional es igual a la distribucién marginal. En este caso las variables de la serie son tempo-
ralmente independientes y por lo tanto no predecibles. En finanzas generalmente se considera que las variables
aleatorias que conforman las series de tiempo en estudio son continuas, especialmente para los rendimientos de

las acciones.
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Por otro lado, una serie de tiempo es lineal si es una realizacién de un proceso lineal (ver Definicién 2.9 en la

Seccidn 2.3), es decir si se puede representar mediante la forma

Xe=) ViZi (7.6)
i=0
paratoda t = 0,=£1,..., donde ¥; es una sucesién de nimeros reales tal que Y .- |¥;| convergey {Z;} es

un proceso de ruido blanco. Al proceso {Z;} se le conoce como inovacién o shock. En el anélisis de series de
tiempo lineales es comin la suposicién de que el proceso inovacidn tiene distribucién gaussiana y por lo tanto su
distribucién es unimodal. Bajo dicha suposicién ambas distribuciones, la marginal y la condicional, también son
gaussianas. Si solo se tiene la suposicién de que la distribucién del proceso inovacién es unimodal entonces la
distribucién marginal de la serie y/o la condicional también es unimodal. En el caso de que la distribucién con-
dicional sea gaussiana entonces la estacionaridad débil implica la estacionaridad fuerte haciendo equivalentes
los dos conceptos. Sin embargo en la vida real muchas series muestran caracteristicas que violan la suposicién
de normalidad y por lo tanto la de unimodalidad. Por ejemplo, se ha demostrado que la serie conformada por
el nimero de linces canadienses atrapados en el rio Mackenzie en el periodo de 1821 a 1934 tiene distribucién
marginal bimodal, ver Tong (1990). En el dmbito financiero, cuando el mercado de acciones llega a ser volatil
en ciertos periodos se espera que sus precios aumenten o disminuyan briscamente, por lo que en este caso una
distribucién condicional bimodal para los precios de las acciones parace conveniente. Por lo tanto un modelo

no lineal es un candidato natural para describir el comportamiento de la serie.

Algunos modelos no lineales para series de tiempo univariadas capaces de modelar la multimodalidad de la
distribucién marginal o condicional son los siguientes. El modelo SETAR (zeroth-order self-exciting threshold
autorregresive) tiene distribuciones marginales que son una mezcla de distribuciones gaussianas y por lo tanto
puede exhibir multimodalidad, aunque esto es dificil de probar matematicamente, ver Tong (1990). Otro mode-
lo no lineal de interés es el MATS (modelo multipredictor autorregresivo para series de tiempo) que identifica
explicitamente las modas y antimodas en la distribucién condicional. En este caso el modelo ajustado a los
datos de los linces canadiences resulté con muchos pardmetros no significativos, de manera que las distribu-
ciones condicionales resultaron unimodales, ver Martin (1992). El modelo GMTD (gaussian mixture transition
distribution model) captura caracteristicas tales como periodos en los que la serie permanece constante, o pe-
riodos con mucha volatilidad o outliers (valores que sobresalen de los demds). Aunque dicho modelo es capaz

de capturar algunas caracteristicas no lineales falla en modelar series de tiempo con ciclos, ver Le y cols. (1996).

Wong y Li (2000) generalizan el modelo GMTD con el modelo MAR (modelo de mezclas con componentes

autorregresivos) para series univariadas y P. W. Fong y cols. (2007) generalizan este tltimo modelo para series
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multivariadas proponiendo el modelo MVAR. Ambos modelos consisten en una mezcla de K componentes

gaussianos con las siguientes propiedades:

e No es necesario que todos los componentes de la mezcla sean estacionarios para que la mezcla sea esta-

cionaria.

e Las distribuciones condicionales F'(Y;|Y;—1,...,Y1) cambian a lo largo del tiempo bajo este modelo y

podrian ser multimodales, al igual que las distribuciones marginales.

e Como consecuencia de la forma cambiante de las distribuciones condicionales, estos modelos pueden

capturar la heteroscedasticidad condicional, la cual es comtin en series de tiempo financieras.

A continuacién se enlistan los supuestos de los modelos MAR y MVAR.

e Las series de tiempo que describen los modelos son series univariadas y multivariadas en tiempo discreto
conformadas por variables aleatorias continuas. Ademads son series débilmente estacionarias (Definicién

2.5 en la Seccién 2.1), o que ya han sido transformadas para lograr su estacionaridad.

e Los comportamientos de las series de tiempo que pueden explicarse mediante estos modelos son los
estallidos, outliers, periodos constantes o con alta volatilidad y ciclos. También se incluyen las series con

distribuciones marginales o condicionales multimodales.

e En el caso de series de tiempo multivariadas se requiere que exista alguna relacién de dependencia o

retroalimentacién entre los componentes de las series.

e Ningin pardmetro del modelo cambia con el tiempo.

7.4.2. Definicion

Sea Y; una serie de tiempo vectorial n-dimensional. E1 MV AR(n, K;p1, ..., pk) se define como
K 1
Flydyn, vz, - yi—1) = > on®(Q 2 (Vi — Opo — O Yoy — OpaYip — ... — O, Yip,)) (1)
k=1

donde py, es el orden VAR para el k-ésimo componente, ®(-) es la funcién de distribucién multivariada acumu-
lada gaussiana estandar, © es un vector de coeficientes n-dimensional, ©y1, Opa, ..., Oy, son matrices de
coeficientes de tamafio n X n para el k-componente, {2, es la matriz de varianzas y covarianzas para el k-ésimo

componente y las a’s son los pesos de los componentes de la mezclaendonde 0 < o; <1y > «; = 1.
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Entonces el modelo MVAR de la Ecuacién (7.7) es una mezcla con K componentes, donde las a’s, que son
sus pesos, son parametros desconocidos. Las distribuciones de los componentes de la mezcla son Normales

estandar multivariadas aplicadas al modelo VAR

1
Q.2 (Y —Opo — 051Yi1 —OpaYio — ... — Opp, Yip, ).

Dada una serie de tiempo vectorial Y; n-dimensional no se conocen el niimero K de componentes de la mezcla
ni tampoco los érdenes de los modelos VAR en cada componente. En la Seccién 7.4.5 se explica como se
eligen éstos nimeros y en la Seccién 7.4.4 se explica el método de maxima verosimilitud mediante el cual se

calcularon los pesos de la mezcla y los pardmetros de los modelos VAR.

7.4.3. Condiciones de estacionaridad

La estacionaridad de primer orden se establece en el Teorema 7.2 y el Teorema 7.1 es un caso especial del
Teorema 7.2 para p igual a uno. Los Teoremas 7.3 y 7.4 establecen las condiciones de estacionaridad de segundo
orden para los modelos MV AR(n,K;1,...,1) y MVAR(n, K;2,...,2) respectivamente. Estos resultados
implican que no es necesario que todos los componentes de la mezcla sean estacionarios para que el modelo
sea estacionario. Para 6rdenes VAR mayores a dos la condicién requiere retrasos mayores en la autocovarianza,
lo cual es complicado atin en el caso univariado. El Teorema 7.5 establece la condicién de estacionaridad de
segundo orden para el MV AR(n, K;p,...,p). Las demostraciones de éstos teoremas se pueden revisar en

P. W. Fong y cols. (2007).

Teorema 7.1. El modelo MV AR(n, K;1,...,1) es estacionario en media si y sélo si todos los eigenvalores

. K . p
de la matriz Zk:l O tienen modulo menor a uno.

Teorema 7.2. El modelo MV AR(n, K;p,...,p) es estacionario respecto a su media si y sélo si todas las
raices de la ecuacion |I, — N\OF — \?0% — ... — NPOJ| = 0 tienen médulo menor a uno, donde OF =

(al@li + ... —l—ozK@Ki)parai =0,1,...,p.

Teorema 7.3. Supongamos que el proceso Y; se ajusta al modelo MV AR(n, K;1,...,1) y que ademds sa-
tisface la condicion de estacionaridad de primer orden. El proceso es estacionario de segundo orden si 'y solo
si todos los eigenvalores de la matriz Z,If:l a,(Ok1 ® Op1) tienen mddulo menor a uno donde ® denota el

producto de Kronecker.

Teorema 7.4. Supongamos que el proceso Yy se ajusta al modelo MV AR(n, K;2,...,2)y que ademds satis-
face la condicion de estacionaridad de primer orden. El proceso es estacionario de segundo orden si 'y solo si

|I,, — A\B1 — A2 Ba| = 0 tiene raices menores a uno en médulo donde 3, = Z,{;l ap My, B = Zszl (O ®
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Okz), My = (Ok1 @Op1) +(Or2®@Op1) N1+ (041 ®Op2) No, Ny = (I-0500%) " H(I®67)+(0§®063))
yNo=(I-09®0%) (0 xI)+ (05 2 6Y)).

Teorema 7.5. Supongamos que el proceso Yy se ajusta al modelo MV AR(n, K;p,...,p) y que ademds satis-

face la condicion de estacionaridad de primer orden. El proceso es estacionario de segundo orden si 'y solo si

(1—Ciz' — ... = CpzP) = 0 tiene raices menores a uno en médulo donde
K p—1
Z 2 Z
Cu = Oék(eku — ekiakjbvuﬁu,O)
k=1 v=1 |i—j=v|

K
Bio = Zakekh
k=1
K
Blu = Zak Z Ori,
K
By = (Zak Z Ori) — 1

parau,l =1,...,p—1y B, B~ sonmatrices de (p—1)x (p—1) tales que B = (Bi,j)f,j_'; yB~! = (bi,j)f;iy

7.4.4. Estimacion de los parametros

La estimacién de los pardmetros en esta tesis se llevé a cabo mediante el método de maxima verosimilitud que

consiste en encontrar el maximo de la funcién de log verosimilitud

In(L) = Zln(f(yz 16))
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donde f es la funcién de densidad que se obtiene derivando la funcién de distribucién (7.7). Siy; = (x1,...,2,)
entonces
Flon )= Py )
Yt | Y1, Y2,y Yt—1 _5xn-~~8xn71 Yt | Y1,Y2, - Yt—1
=ay(2m) Q|72
L o o T -1
exp| 5 (Y =010 —011Y1 — ... — 01, Y, )"

(Y =010 —011Yi1 — ... — 01, Vi, )|+

ag(m) | Qg |72

1 _
GXP[*§(Yt —OK0—Ok1Yi1 — . — Okp Yipr ) O
(s —Oko—Ok1Yi1 — ... — Orp Yipi )]

La maximizacion de la funcion In(L£) se realiz6 mediante la funcién nlm del software estadistico R que usa un

algoritmo de tipo Newton.

7.4.5. Eleccion del modelo

El BIC (Bayesian Information Criterion) se define como
BIC = —-2In L+ rln(s)

donde In(L) es la funcién de log verosimilitud, 7 es el nimero de pardmetros que se estiman en el modelo y s

es el tamafio de la muestra. Para el modelo MV AR(n, k; p1, ..., px) tenemos que
K
1
BIC = —2In £ + 1In(T — prmas) {n2 Y i+ K (”( ;”) fn+ 1) - 1} (1.8)
i=1

donde Py, €s el maximo permitible entre los ordenes AR de los componentes de la mezcla, n es el nimero
de entradas de los vectores que conforman la serie de tiempo en estudio, 7" es el tamafo de la serie de tiempo
Y, y K es el nimero de componentes en la mezcla. Observe que s = T' — py,q, Ya que las series de tiempo
Y, Yi_1,...,Y;_,, utilizadas en el modelo son el resultado de retrasar una serie de tiempo p,q, Momentos.

Ademas

K
1+
r:n2§ :pi—l—K(n(2n)+ﬂ+1>—1
i=1

2

ya que n? Zfil p; es el total de entradas que tienen las matrices ©;;,, en toda la mezcla puesto que n° es el

- . K .
nimero de entradas en cada una de estas matrices y » .;_, p; es el total de matrices ©;,,, en cada componente.
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Ademas K (M +n+ 1) es el total de parametros contenidos en los vectores n-dimensionales O, en las

n(l+n)
2

matrices €2; y los escalares «; en toda la mezcla, esto es, las n entradas de un vector O,y mas las entradas
en el triangulo inferior de la matriz {2; mas uno del escalar « y ésta suma multiplicada por K que es el total de
componentes en la mezcla ya que en cada uno hay un vector ©,y, una matriz €2; y un escalar «. Para finalizar, a

este dltimo total se le resta uno ya que aunque aparecen K «’s en el modelo, como su suma es uno, en realidad

s6lo se estiman K — 1y la dltima se obtiene a partir de las demas.

Al principio del proceso de eleccion del modelo no se conocen ni el nimero de componentes ni el orden AR
de cada uno de ellos, por lo que primero se fijé un orden AR alto para cada componente variando el nimero
de componentes y luego se eligié el modelo con el BIC mds pequefio. Ya teniendo el nimero de componentes
adecuado se encontr6 el orden AR para cada uno de ellos combinando los 6rdenes de 1 hasta el orden AR mads
alto elegido en el primer paso. Finalmente se calculé el BIC a cada uno de estos modelos y se eligi6 el que fuera

menor.

7.4.6. Validacion del modelo

Como se menciono en la Seccion 7.3, no es conveniente realizar la validacion de los modelos MAR, ni de los
modelos MVAR, mediante los residuales normalizados calculados con la Férmula (7.3). Esto se debe a que la
esperanza condicional no es un buen predictor cuando las distribuciones condicionales son multimodales. Por
ejemplo, en el caso de tratarse de una distribucién bimodal el modelo MVAR tendria dos componentes pero
la variable observada y; pertenece en realidad a sélo uno de los componentes, y la media condicional, que es
un promedio ponderado de las medias de los dos componentes distintos, podria ubicarse en una regién de baja
probabilidad. Por lo tanto, la media condicional podria ser engafiosa en la prediccion.

Por lo tanto, para analizar el rendimiento del modelo MVAR mds claramente, se sugiere que el cdlculo de los

residuos del modelo MVAR tenga en cuenta los valores esperados condicionales finales de las variables Z; ;:

oo | | =% exp(€)
S ok | Q|72 exp(€)

1 _
donde{ = 75(}@ — @10 — @111/;_1 — .. ekpkn—pk)TQk 1(th - 610 - 611}/;—1 el @kpk}/t—pk)’ k=

Ttk (7.9)

1,...,K,ysiYy,..., Yy sonT vectores de dimension n generados a partir del modelo MV AR(n, K;p1, ..., PK),

1 siY; viene del componente 7, 1 <1¢ < K,
A= (7.10)

)

0 en otro caso.

Se considera que la variable observada en el tiempo ¢ va al componente k si 7; ;, s el mayordeentre 7¢ 1, . .., T¢ K.

En el caso de dos componentes se considera que el vector observado Y; va al primer componente si 7 ; €s mayor
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que 7 2. Después de agrupar las observaciones en componentes, el valor esperado de la variable en el tiempo ¢

se obtiene mediante

Elydyi,v2, . yi—1,max(re,i=1,...,K) =T 1] = Oro + Or1Ys—1 + ...+ Opp, Yy, . (7.11)

El residual de dimensién n &, = (€14, . . ., €ne) dado las variables Z, ; se calcula de la siguiente manera:

e =Y, — E[Yiv1,v2, - s yr—1, max(r i =1,..., K) = 7 k). (7.12)
Parat =1,...,T, los residuales e; = (eys, ..., e,¢) para cada componente se estandarizan por

e = cit (7.13)

. 1
(Varlyitlyr,y2, - - - s Ye—1, max(r,i = 1,..., K) = T ]) 2
y luego se agrupan para formar un conjunto final de residuales.
Finalmente, la verificacién del modelo se realiza mediante los Test Portmanteau univariados Q' y Q2 aplicados

a los residuales estandarizados y a sus cuadrados respectivamente. Dichas estadisticas son:

(T — i) p?(es), (7.14)

NE

Q'(m) =T(T +2)
i=1

(T — i)' p}(e,) (7.15)

NgE

Q*(m) = T(T +2)
=1

1
donde T es el tamafio de la serie de residuales y p;(e;;) son las primeras ¢ autocorrelaciones de la serie de los
residuales e;;. Se usa la distribucién X2 (m) como referencia, donde m es el nimero de autocorrelaciones usadas
en Q' y Q2, ver Box y cols. (1994).

Para evaluar el modelo mediante las correlaciones cruzadas se utilizan los siguientes Test Portmanteau. Para

n =2,
Q*(m) =T(T +2)> (T —i) ' p(i)?, (7.16)
=1
Q*(m)=T(T +2) Z(T — i) p(—i)? (7.17)

donde p(7) es la correlacion entre €1 ¢ y €244, ¥ p(—1) es la correlacion entre eq ; y €2 ;. En este caso también

se usa la distribucién x2(m).



Capitulo 8

Ajuste del MVAR a una serie bivariada

8.1. Introduccion

En la actualidad muchas compaiifas dividen el conjunto de sus bienes, es decir su capital social, en partes iguales
para venderlos total o parcialmente y asi conseguir financiamiento, recaudar dinero para reinvertirlo o iniciar
nuevos proyectos. Una accion es un titulo emitido por una empresa que representa el valor de una de esas partes

iguales en las que fue dividido su capital social.

Las acciones otorgan a sus propietarios, llamados accionistas, derechos econémicos ya que los hace beneficia-
rios de una parte de las ganancias de la compaifiia llamada dividendo, y derechos politicos ya que cumpliendo
ciertos requisitos pueden tener voz y voto en las juntas que establecen sus politicas. La compra-venta de las ac-
ciones se lleva a cabo en un mercado financiero llamado Bolsa de Valores donde su precio varia continuamente
de acuerdo a la oferta y la demanda. Asi, ademads de los dividendos, el accionista también puede ganar dinero si
consigue vender una accién, por ejemplo un viernes en cien pesos pero que compré el lunes en cincuenta pesos.
Sin embargo, asi como puede ganar si el precio de las acciones sube, puede perder si baja o si la empresa tiene
pérdidas. Es por esta razon que para adquirir una accidn se requiere tener confianza en el futuro de la compafiia
y si muchas personas creen que seguird teniendo ganancias y se interesan por comprar sus acciones entonces su

precio subira.

Tomando en cuenta lo anterior se puede afirmar que modelar el comportamiento variante en el tiempo de los
mercados financieros es de gran interés, tanto en el dmbito cientifico como en el financiero. El modelo ARI-

MA de Box & Jenkins ha sido utilizado ampliamente para pronosticar el comportamiento de una accién ya

97
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que ofrece una buena aproximacion. Sin embargo, a pesar del respaldo teérico del modelo ARIMA, los ana-
listas contindan buscando nuevas maneras de obtener mejores prondsticos. Ejemplos de ellas son el modelo
multipredictor autorregresivo para series de tiempo (MATS) de Martin Martin (1992) que describe los saltos
multimodales en series de tiempo, el modelo de mezclas Gaussiano (GMTD) de Le et. al Le y cols. (1996) para
modelar estiramientos, estallidos y valores atipicos en series de tiempo, el modelo MAR de Wong & Le Wong
y Li (2000) que es una generalizacién del modelo GMTD cuya distribucién predictiva puede ser también multi-
modal, el modelo MVAR de Fong et. al P. W. Fong y cols. (2007) que consiste en una mezcla de componentes

vectoriales Gaussianos autorregresivos, entre otros.

Como ya se menciond en la Seccioén 5.1, Microsoft Corporation es una empresa multinacional de origen esta-
dounidense fundada en 1975 dedicada al sector del software y el hardware. Ademads desarrolla, fabrica, licencia
y produce software y equipos electrénicos, siendo sus productos mas usados el sistema operativo Microsoft

Windows y la suite Microsoft Office.

Por otro lado el Nasdaq 100 es un indice bursatil de Estados Unidos que refleja la evolucién de las 100 empresas
dedicadas a las telecomunicaciones, a las ventas por mayoreo y menudeo, al hardware y software o a la biotec-
nologifa. Dichas empresas cuentan con la mayor capitalizacion bursétil y cotizan en el mercado electrénico del

Nasdagq.

No hay muchos indices negociables que tengan bastante volumen, pero el indice Nasdaq 100 si lo tiene, lo cual
hace posible su compra y venta como si fueran acciones normales de alto volumen. Asi, el simbolo QQQ se

compra y vende como acciones, siendo uno de los que tienen el mayor volumen de compra y venta.

Un gran porcentaje del indice Nasdaq 100 corresponde a empresas como Intel, Cisco Systems, Microsoft Cor-
poration, Google, Apple Inc., Oracle y Research in Motion (ver Lerman (2001), Israel (2007) y Turner (2005)),
por lo que cualquier suceso o actividad ocurrida con sus acciones ejerce gran influencia en €l y por lo tanto en
sus propias acciones. Debido a esto es comun que los inversionistas deseen observar el comportamiento indivi-

dual y conjunto de las acciones de éstas grandes compaiifas con las del indice.

La cartera analizada se compone de los precios de las acciones del Indice Nasdaq 100 (serie QQQ) y de Micro-
soft Corporation (serie MSFT). Cada serie se compone de 2,520 datos tomados diariamente del 13 de diciembre

del 2004 al 15 de diciembre del 2014. Las Figuras 5.1 y 5.12 del Capitulo 5 muestran las gréficas de las
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series de tiempo correspondientes a los precios de ambas acciones. En ellas no se aprecia periodicidad pero si
cierta tendencia a la alza a medida que el tiempo aumenta, lo cual indica que es necesario aplicar a ambas una

diferenciacidn y asf lograr que el nivel medio se estabilice.

8.2. Eleccion del modelo MVAR

El primer paso encaminado al ajuste del modelo MVAR consiste en el ajuste de un modelo ARMA a cada una
de las series ya que esto proporciona alguna idea del minimo orden AR adecuado para el MVAR. En el Capitulo
5 se afirma que el modelo mas adecuado para describir la serie QQQ es el ARIMA(0,1,1) y para la serie MSFT
es el ARIMA(2,1,2). El segundo paso es concatenar las series QQQ y MSFT para formar una serie bivariada
Y: = (QQQ, MSFT) y graficar su distribucién de frecuencias. De esta grafica se deducird el nimero de com-
ponentes en la mezcla del MVAR. La Figura 8.1 contiene el histograma de la serie Y;. En él sobresalen tres

barras, por lo que se consideraron a lo mds tres componentes en la mezcla.

Por lo tanto, de acuerdo con los ajustes ARIMA, se tomard al 1 como el orden minimo y al 3 como el orden
maximo de los posibles 6rdenes AR del modelo MVAR. Ademds la distribucidn de frecuencias sugiere a lo mds
3 componentes en la mezcla. Finalmente, para elegir el nimero de componentes adecuado se fijé el 3 como
maximo orden AR en cada componente y se ajustaron tres modelos: el primero con un solo componente y los
dos subsecuentes con un componente adicional a la vez. Se les calcul6 el BIC y se observé que el mas pequefio
es 5773.165 correspondiente a la mezcla con tres componentes. Para encontrar el orden AR adecuado en cada
componente fue necesario ajustar cada una de las 27 combinaciones posibles de 6rdenes del 1 al 3 en los tres
componentes. En este caso el BIC mas pequefio es 5691.451 correspondiente al modelo con orden AR 1 en
todos los componentes. Por lo tanto la evidencia sugiere que el mejor modelo es el MVAR(2,3;1,1,1). En la
Tabla 8.1 se encuentran los valores obtenidos al calcular el BIC a cada modelo. La parte de arriba de esta Tabla
se refiere a la eleccién del nimero de componentes y la segunda a los 6rdenes AR. En la dltima columna aparece
el nimero de pardmetros a estimar en cada modelo. En este conteo se incluyen las entradas de los pardmetros

que son vectores y matrices.



100 8.3. ELIMINACION DE PARAMETROS NO SIGNIFICATIVOS

150

100

Frecuencia

(89.2,106])
(76.2,89.3]

(152225]  (55,6,35]

Figura 8.1: Histograma en 3D de la serie bivariada (QQQ,MSFT). En la gréfica los ejes x y y representan los valores de los precios de
las acciones de las series QQQ y MSFT respectivamente, mientras que el eje z es la frecuencia en la que aparecen las parejas de la serie

bivariada (QQQ,MSFT).

8.3. Eliminacion de parametros no significativos

El modelo elegido es el MVAR(2,3;1,1,1):

_ 1
Fye | y1,92, o yp—1) = a1 ®[Qq 2 (Y — ©10 — O11 Y1) |+
_1
as®[Qy % (Y; — Og0 — O91Yi_1)]+ 8.1

az®[Q; % (Y — O30 — O31Y;_1)].
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No. de componentes | log verosimilitud BIC Orden AR | No. de pardmetros por estimar
1 -3271.255 6675.614 3 17
2 -2797.293 5868.624 33 35
3 -2679.097 5773.165 333 53
3 -2732.173 5691.451 1,1,1 29
3 -2730.419 5719.242 1,1,2 33
3 -2711.671 5713.039 1,1,3 37
3 -2729.507 5717.418 1,2,1 33
3 -2728.483 5746.692 1,2,2 37
3 -2708.801 5738.616 1,23 41
3 -2727.542 5744.781 1,3,1 37
3 -2726.646 5774.307 1,32 41
3 -2694.8 5741.934 1,33 45
3 -2725.454 5709.313 2,1,1 33
3 -2722.557 5734.839 2,1,2 37
3 -2703.179 5727.372 2,1,3 41
3 -2715.05 5719.826 22,1 37
3 -2704.652 5730.351 222 41
3 -2702.86 5758.053 22,3 45
3 -2714.632 5750.279 2,3,1 41
3 -2703.636 5759.605 232 45
3 -2684.839 5753.33 233 49
3 -2722.714 5735.124 3,1,1 37
3 -2719.611 5760.237 3,1,2 41
3 -2700.267 5752.867 3,13 45
3 -2711.043 5743.1 32,1 41
3 -2700.993 5754.319 322 45
3 -2697.849 5779.35 323 49
3 -2707.401 5767.136 33,1 45
3 -2697.658 5778.968 332 49
3 -2679.097 5773.165 333 53

Tabla 8.1: Eleccion del nimero de componentes y 6rdenes AR del modelo MVAR para la serie bivariada (QQQ,MSFT). La primera parte de
la tabla contiene los datos de los tres primeros modelos de los cuales se eligi6 el nimero de componentes de la mezcla del modelo MVAR.
La segunda parte de la tabla contiene los 27 modelos que se ajustaron de entre los cuales se eligieron los érdenes AR de cada componente
de la mezcla. La dltima columna de la tabla indica el nimero de pardmetros que se estimaron contando las entradas de los vectores ©; o y

de las matrices ©; 1, ©; 2, ©; 3,; donde ¢ = {1, 2, 3}.
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Observe que en €l hay 12 pardmetros: los tres valores univariados de las «’s, los tres vectores bivariados
O10, 020 y O30, las tres matrices de tamafio 2 x 2 ©11,021 y O3 y las tres matrices simétricas de tamafio
2 x 281,05 y Q3. Ya que las a’s suman uno, estimando sélo dos la otra se puede obtener a partir de ellas.
Ademas como las matrices {2 son matrices de varianzas y covarianzas entonces son simétricas por lo que en
lugar de estimar sus cuatro entradas solo se estiman tres. De acuerdo a lo anterior se puede decir que el modelo
MVAR(2,3;1,1,1) tiene 29 parametros desconocidos, en donde ya se incluyen las entradas de los vectores y de

las matrices. En la Tabla 8.2 se encuentran las estimaciones de sus pardmetros.

Primer componente Segundo componente Tercer componente
oy = 0.4422 ag = 0.5133 a3 = 0.0443
0.1338 0.0884 —0.0095
B (0.0812) B (0.1040) B (0.7267)
10= 20= 30=
0.1210 0.1069 0.0428
(0.0803) (0.1023) (0.7191)
1.0037  —0.0006 1.0045 0.0055 0.9898 0.0076
B (0.0019) (0.0011) (0.0028) (0.0019) (0.0167) (0.0154)
11_ —0.0087  0.9966 o —0.0121  0.9867 " 0.0128 0.9857
(0.0051) (0.0040) (0.0070) (0.0056) (0.0477)  (0.0461)
B 0.1070 0.0413 B 0.5545 0.2649 B 1.3572  0.8010
. 0.0413 0.0422 . 0.2649 0.2286 . 0.8010 1.5300

Tabla 8.2: Estimaciones de los pardmetros del modelo MVAR(2,3;1,1,1). La primera columna de la tabla contiene las estimaciones de los
pardmetros del primer componente o sumando en la mezcla de la Ecuacion (8.1): el escalar a1, el vector bivariado ©1 ¢ y las matrices de
tamafio 2 X 2 ©1,1 y £21. Los nimeros entre paréntesis debajo de las estimaciones son sus correspondientes errores estdndar. La segunda

y tercera columnas contienen las estimaciones de los pardmetros del segundo y tercer componente respectivamente.

El primer paso para obtener un modelo con todos sus pardmetros significativos fue aplicarles la prueba de Wald.
Con o = 0.05 se encontraron cinco pardmetros no significativos: las entradas (2,1) y (1,2) de la matriz © 3,
la entrada (2,1) de la matriz O9 ; y las entradas (2,1) y (1,2) de la matriz ©3 1, con valores p 0.0911, 0.5306,
0.0857, 0.7872 y 0.6192 respectivamente. Por lo tanto no se rechaza la hip6tesis nula que esos pardmetros son
cero. El segundo paso fue elegir el mejor modelo de entre cinco modelos nuevos en los que en cada uno se hizo
cero un pardmetro de los cinco pardmetros antes mencionados. Se encontré que el menor BIC vale 5683.732 y
corresponde al modelo que tiene la entrada (2,1) del pardmetro ©3 ; igual a cero, por lo que se considera que

éste es hasta ahora el mejor modelo. A continuacidn se repitié el primer paso ahora con éste nuevo modelo. Se
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encontraron cuatro pardmetros no significativos: las entradas (2,1) y (1,2) de la matriz ©, i, la entrada (2,1) de
la matriz ©5 ; y la entrada (1,2) de la matriz ©3 ;. El resultado del segundo paso fue que el mejor modelo de los
cuatro nuevos modelos fue el modelo con entradas (2,1) del pardmetro O3 1 y (2,1) del pardmetro ©5 ; iguales a
cero. Después de llevar a cabo este procedimiento dos veces mds se obtuvo un modelo lo més reducido posible.
La Tabla 8.3 contiene los cdlculos del BIC de todos los modelos descritos anteriormente y la Tabla 8.4 muestra
los parametros estimados del modelo restringido final. Un procedimiento similar para reducir un modelo MVAR

se puede encontrar en Wong (2011).

En resumen, el modelo elegido de entre todos los modelos considerados en la Tabla 8.1 es el MVAR(2,3;1,1,1)

con la siguiente funcién de densidad:

F(yt | Y1,Y2, "'7yt71) -

0.1070 0.0413 \ 0.1338 1.0037  —0.0006
0.4422 P Y; — - Yio1 || +
0.0413 0.0422 0.1210 —0.0087  0.9966
r -3 1 (8.2)
0.5545 0.2649 0.0884 1.0045  0.0055
0.5133 D Y, — - Yo || +
0.2649 0.2286 0.1069 —0.0121 0.9867
- o -
1.3572  0.8010 —0.0095 0.9898 0.0076
0.0443 O Y, — - Y, 4
0.8010 1.5300 0.0428 0.0128 0.9857
y el modelo MVAR(2,3;1,1,1) restringido tiene la funcién de densidad siguiente:
F(yt | Y1,Y2, "'ayt—l) -
r -3
0.1091 0.0420 0.1807 1.0055 0
0.4485 O Y, — - Yioi || +
0.0420 0.0432 0.1664 —0.0133  0.9937
r -3 (8.3)
0.5610 0.2707 —0.0213 1 0.0034
0.5067 D Y; — - Vi1 ||+
0.2707 0.2307 —0.0002 0 0.9943
1.3780 0.8060 \ 0.0201 0.9966 0
0.0447 P Y, — - \ A
0.8060 1.5460 0.0533 0 0.9996

Observe que en este modelo el primer componente contiene varianzas 0.1091 y 0.0432, ademds de que su peso

en la mezcla es de 0.4485. El hecho de que el valor de la entrada (1,2) de la matriz © ; es cero indica que
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Pardmetros no significativos | Componentes | Logvero BIC No. pardmetros | No. componentes

por estimar

Ninguno — -2732.173 | 5691.451 29 3
Entrada (2,1) de ©4; 2 -2733.828 | 5686.93 28 :
Entrada (2,1) de ©4 1 1 -2733.072 | 5685.419 28 3
Entrada (1,2) de © 1 -2732.418 | 5684.11 28 3
Entrada (1,2) de ©3; 3 -2732.386 | 5684.046 28 3
Entrada (2,1) de ©3 1 3 -2732.229 | 5683.732 28 3

Entradas (2,1) de ©31 y
(2,1)de ©1 1 3yl -2733.746 | 5678.934 27 3

Entradas (2,1) de ©3 1 y
(1,2)de ©1 1 3yl -2733.126 | 5677.695 27 3

Entradas (2,1) de ©3 1 y
(2,1)de ©2 1 3y2 -2732.461 | 5676.364 27 3

Entradas (2,1) y (1,2) de
O3 3 -2732.475 | 5676.393 27 3

Entradas (2,1) de ©3 1,
(2,1)de ©21 y 3,2y1 -2733.79 | 5671.191 26 3
(1,2) de @111

Entradas (2,1) de O3 1,
(2,1)de ©2,1 y 3y2 -2732.454 | 5668.521 26 3
(1,2) de @311

Entradas (2,1) de ©3 1,
(1,2) de ©4,1, 3,1y2 -2734.296 | 5664.372 25 3
(1,2)de ©3,1 y
(2,1)de ©3 1

Tabla 8.3: Valores del BIC de los modelos MVAR(2,3;1,1,1). El primer modelo al que se hace referencia en la tabla es el modelo que se
eligié de entre los modelos de la Tabla 8.1. En seguida se muestran los valores del BIC de los cinco modelos que resultan de anular los
parametros no significativos indicados en la primer columna. La segunda columna se refiere al nimero de componente en la mezcla donde
se anularon los pardmetros no significativos. La quinta columna de la tabla indica el nimero de pardmetros que se estimaron contando las

entradas de los vectores ©; ¢ y de las matrices ©; 1, ©; 2, ©; 3,; donde i = {1, 2, 3}.
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Primer componente Segundo componente Tercer componente
o1 = 0.4485 ag = 0.5067 a3 = 0.0447
0.1807 —0.0213 0.0201
(0.0669) (0.0770) (0.4324)
10= O20= 30=
0.1664 —0.0002 0.0533
(0.0663) (0.0758) (0.4260)
1.0055 0 1 0.0034 0.9966 0
B (0.0015) (——-) B (0.0012) (0.0015) B (0.0072) (——-)
" —0.0133  0.9937 o 0 0.9943 " 0 0.9996
(0.0038) (0.0023) (——=-) (0.0030) (——=-) (0.0135)
0.1091 0.0420 B 0.5610 0.2707 B 1.3780 0.8060
. 0.0420 0.0432 . 0.2707 0.2307 . 0.8060 1.5460

Tabla 8.4: Estimaciones de los pardmetros del modelo MVAR(2,3;1,1,1) sin pardmetros no significativos. La primera columna de la tabla
contiene las estimaciones de los parametros del primer componente o sumando en la mezcla de la Ecuacion (8.1): el escalar aq, el vector
bivariado ©1, y las matrices de tamafio 2 X 2 ©1 1 y €21. Los nimeros entre paréntesis debajo de las estimaciones son sus correspon-
dientes errores estandar. La segunda y tercera columnas contienen las estimaciones de los pardmetros del segundo y tercer componente

respectivamente.

los precios de las acciones de Microsoft dependen de los precios anteriores de las acciones del Indice Nasdag
pero no al revés. Es decir, los cambios de los precios en las acciones del Indice Nasdaq influyen en los precios
de las acciones de Microsoft. El segundo componente tiene un peso de mezcla de 0.5067 y varianzas 0.5610
y 0.2307. La entrada (2,1) de la matriz O3 ; vale cero de donde se infiere que los precios de las acciones del
Indice Nasdaq dependen de los precios pasados de las acciones de Microsoft. En el tercer componente se tiene
un peso de mezcla 0.0447 y varianzas 1.3780 y 1.5460. Las entradas (1,2) y (2,1) de la matriz ©3 ; valen cero,

lo cual indica que estan desacopladas.

8.4. Validacion del modelo

Observe que la serie bivariada compuesta por las series de tiempo QQQ y MSFT cumple con los supuestos del

modelo MVAR:

e Ya que las series QQQ y MSFT se componen de precios de acciones se cumple que las variables alea-
torias que las conforman son continuas, observadas en tiempo discreto. Ademads son series que fueron

transformadas para lograr su estacionaridad (Subsecciones 5.2.1 y 5.3.1 del Capitulo 5).

e Para verificar que el modelo MVAR(2,3;1,1,1) es estacionario de primer orden se calcularon los eigen-
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valores de la matriz Zi=1 a Oy de acuerdo al Teorema 7.1. Los valores obtenidos para el modelo
completo son 0.943 y 0.9336. Para el modelo restringido son 0.9265 y 0.9576. Ya que ambos pares de

eigenvalores son menores a uno ambos modelos son estacionarios en media.

e De acuerdo al Teorema 7.3, si el modelo MVAR(2,3;1,1,1) es estacionario en media, para que sea estacio-
nario de segundo orden los eigenvalores de la matriz Zi:l a(O1 @Oy ) deben ser menores a uno. Los
eigenvalores de esta matriz calculada con los pardmetros del modelo completo son 1.001, 0.9943, 0.9928
y 0.9876, y calculada con los pardmetros del modelo restringido son 1.0013, 0.9964, 0.9946 y 0.9916. Ya
que no todos los eigenvalores son menores a uno existe evidencia de que ningtin modelo es estacionario

de segundo orden.

e EnlaFigura 8.1 se encuentra la grafica de la distribucion de frecuencias de la serie bivariada (QQQ,MSFT),
donde se aprecia un comportamiento multimodal, por lo que es probable que las distribuciones marginales

o condicionales de la serie bivariada también sean multimodales.

e Un gran porcentaje del indice Nasdaq 100 corresponde a Microsoft, por lo que cualquier suceso o acti-
vidad ocurrida con sus acciones ejerce gran influencia en €l y por lo tanto en sus propias acciones. Esto
se refreja en el andlisis de las matrices de autocorrelaciones cruzadas de la serie (QQQ,MSFT) en la

Subseccidn 6.6 del Capitulo 6.

e [os pardmetros del modelo se calcularon de tal manera que no cambian respecto al tiempo.

Por otro lado, para realizar la validacién del modelo completo y del restringido se calcularon los residuales
estandarizados mediante la Férmula (7.13). Se calcularon las estadisticas Q' y Q2 con cada una de las dos
series que componen la serie de residuales y con las primeras 5, 10, 15, 20 y 25 autocorrelaciones. Esto se hizo
utilizando las Férmulas (7.14) y (7.15) de la Seccién 7.4.6. Ademds se calcularon las estadisticas Q% y Q* con

las primeras 5, 10, 15, 20 y 25 correlaciones cruzadas como en las Férmulas (7.16) y (7.17).

En la Tabla 8.5 se aprecian los valores de las estadisticas Q' y Q% con sus respectivos valores p y la Tabla 8.6
contiene los valores de las estadisticas Q3 y Q4 a los residuales del modelo MVAR(2,3;1,1,1) completo. Con un
nivel de significacién del 0.05 se concluye que no existe evidencia de dependencia entre los residuales ya que

todos los valores p son mayores a 0.05.

Por otro lado, en la Tabla 8.7 se encuentran los valores de las estadisticas Q' y Q2 con sus respectivos valores p
referentes a los residuales del modelo restringido. Sea o = 0.05. Ya que los valores p de Q' calculados con las

primeras 15, 20 y 25 autocorrelaciones son menores que « existe evidencia de dependencia entre los residuales.
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Estadistica QQQ valor p QQQ | MSFT | valor p MSFT
Q(5) 4.6456 0.4606 4.7057 0.4528
Q'(10) 6.6059 0.7620 11.7251 0.3038
Q(15) 15.1137 0.4432 21.294 0.1276
Q1(20) 27.9554 0.1104 31.8338 0.3451
Q'(25) 33.203 0.126 35.4137 0.0809
Q?*(5) 6.1001 0.2965 6.3083 0.2773
Q?(10) 7.6299 0.6649 10.7402 0.3781
Q?(15) 19.1978 0.2049 20.9991 0.1368
Q?(20) 27.7275 0.116 29.2084 0.08373
Q?(25) 29.5854 0.2401 31.0951 0.1858

Tabla 8.5: Valores de las estadisticas Q' y Q2 con cada una de las dos series que componen la serie de residuales del modelo
MVAR(2,3;1,1,1) completo con las primeras 5, 10, 15, 20 y 25 autocorrelaciones. La columna QQQ corresponde a la primera entrada
de los residuales y la columna MSFT a la segunda entrada. Los valores p se calcularon en base a la distribucién x2(m) donde m es el

nimero de autocorrelaciones usadas en el calculo de Q' y Q2.

Estadistica | (QQQ,MSFT) | valor p
Q3(5) 6.7668 0.2385
Q3(10) 10.8186 0.3718
Q3(15) 21.3824 0.125
Q3(20) 32.4272 0.1389
Q3(25) 37.0376 0.0572
Q*(5) 3.1755 0.6729
Q*(10) 7.4846 0.679
Q*(15) 15.1256 0.4424
Q*(20) 28.0673 0.1078
Q*(25) 31.7772 0.1645

Tabla 8.6: Valores de las estadisticas Q3 y Q4 a la serie bivariada de residuales del modelo MVAR(2,3;1,1,1) completo con las primeras 5,
10, 15, 20 y 25 correlaciones cruzadas. Los valores p se calcularon en base a la distribucién x2(m) donde m es el nimero de correlaciones

cruzadas usadas en el cilculo de Q3 y Q4.
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Sin embargo, analizando la estadistica ) no se obtiene la misma conclusién ya que en este caso todos los valo-
res p resultan mayores que «.. La Tabla 8.8 contiene los valores de las estadisticas Q% y Q* a los residuales del
modelo MVAR(2,3;1,1,1) restringido. Los p valores referentes a las dos estadisticas calculados con las primeras
15,20y 25 correlaciones cruzadas son menores que alpha por lo que hay nueva evidencia de dependencia entro

los residuales.

Estadistica QQQ valor p QQQ | MSFT | valor p MSFT
Q(5) 2.2334 0.8159 3.2468 0.6619

Q(10) 8.5189 0.5782 11.8294 0.2966
Q(15) 25.4416 0.0443 27.9537 0.0218
Q1(20) 41.6598 0.003 39.2365 0.0062
Q(25) 46.676 0.0053 44.9878 0.0083
Q%(5) 1.6483 0.8953 2.5277 0.7723
Q?(10 8.7007 0.5607 12.2535 0.2684

(10)

(15) | 18.7324 | 02261 | 22.8344 0.0877
Q%(20) | 30.8693 | 0.0569 | 31.0509 0.0545

(25) | 34.6662 |  0.0944 | 33.4525 0.1201

Tabla 8.7: Valores de las estadisticas Q' y Q2 con cada una de las dos series que componen la serie de residuales del modelo
MVAR(2,3;1,1,1) restringido con las primeras 5, 10, 15, 20 y 25 autocorrelaciones. La columna QQQ corresponde a la primera entra-
da de los residuales y la columna MSFT a la segunda entrada. Los valores p se calcularon en base a la distribucién x2(m) donde m es el

ndmero de autocorrelaciones usadas en el cilculo de Q' y Q2.

Ya que no se encontrd evidencia de dependencia entre los residuales del modelo MVAR(2,3;1,1,1) completo se
concluye que éste es el modelo que describe mejor a la serie en estudio. Por tdltimo, una vez que ya se tiene un
modelo que describa una serie de tiempo dada es posible hacer predicciones. La discusion respecto a este tema

se encuentra en el Capitulo 9.
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Estadistica | (QQQ,MSFT) | valor p

Q3(5) 2.1198 0.8323
Q°(10) 8.9124 0.5404
Q3(15) 24.768 0.0531
Q3(20) 36.97 0.0117
Q°(25) 43.6286 0.0119
Q*(5) 3.3459 0.6468
Q*(10) 11.6868 0.3065
Q*(15) 29.345 0.0145
Q*(20) 44.8316 0.0011
Q*(25) 49.105 0.0027

Tabla 8.8: Valores de las estadisticas Q2 y Q% a la serie bivariada de residuales del modelo MVAR(2,3;1,1,1) restringido con las primeras 5,
10, 15,20 y 25 correlaciones cruzadas. Los valores p se calcularon en base a la distribucién x2 (m) donde m es el niimero de correlaciones

cruzadas usadas en el cdlculo de Q3 y Q*.
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Capitulo 9

Conclusiones

Se puede concluir que los objetivos de ésta tesis se cumplieron ya que en los primeros cuatro capitulos se hizo
una revision de la teorfa de series de tiempo incluyendo algunos conceptos basicos y ejemplos de la estructura
matematica sobre la cual descansa el concepto de serie de tiempo, es decir de los procesos estocdsticos. En el
Capitulo 5 se desarrollaron dos ejemplos de ajustes de los modelos ARIMA a series de tiempo univariadas y en
el Capitulo 6 se revisaron conceptos bdsicos sobre las series de tiempo multivariadas. El segundo objetivo, la
implementacién del modelo MVAR, se llevé a cabo en los dos ultimos capitulos. En el Capitulo 7 se desarro-
llaron detalles del modelo relacionados con las condiciones de estacionaridad, la estimacién de sus pardmetros
y la eleccién de el nimero de componentes y de los érdenes AR. En el Capitulo 8 se realizé el ajuste a la serie
bivariada formada por las series de los ejemplos del Capitulo 5, utilizando la informacién que ya se tenia de los

ordenes AR de cada serie.

Los modelos ARIMA propuestos para modelar las series de tiempo QQQ y MSFT univariadas fueron satisfac-
torios y se considera que describen adecuacamente su comportamiento general. Ademas las estimaciones de los
pardmetros fueron estadisticamente significativas. Lo mismo puede decirse del modelo MVAR para modelar la

serie bivariada (QQQ,MSFT).

Por otro lado se deduce que el modelo MVAR es de gran utilidad para describir el comportamiento de series de
tiempo multivariadas que exhiben caracteristicas no lineales como ciclos, outliers, periodos de valores constan-
tes o de alta volatilidad. En particular para las series que forman parte de una cartera de inversiones, atin cuando
sus distribuciones marginales o condicionales sean multimodales. Ademds, aunque sus parimetros son escala-

res, vectores y matrices es posible calcularlos mediante el método de maxima verosimilitud y la maximizacién
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se puede llevar a cabo de forma numérica con la funcién nlm del software estadistico R.

Por ser una mezcla de K componentes AR gaussianos, y ya que la esperanza condicional de los componentes
depende de los valores pasados de la serie, la forma de las distribuciones condicionales cambia respecto al tiem-
po, por ejemplo de unimodal a multimodal. Ya que la distribucidn condicional de la serie puede ser multimodal,
la esperanza condicional de la serie podria no ser el mejor predictor. EI mérito de los modelos MVAR radica en
su habilidad para describir la distribucién condicional de la serie, y por lo tanto, de las distribuciones predictivas

de m pasos

F(yt+m|ytayt71; e ay1)~

Wong y Li (2000) calculan la distribucién predictiva de dos pasos para el modelo MAR mediante el método

naive, de forma exacta y por el método de Monte Carlo.

En la aproximacion naive se utiliza el prondstico de un paso yr+1 = F(ye+1|Yt, Yt—1, - - -, y1) como si fuera el

verdadero valor de y;1, de manera que la distribucién condicional es

F(yt+2‘yt7yt717' .. 7y1) = F(yt+2|ytaytfla e Y1, Yyl = @\t+l)-

Con este método se ignora cualquier informacién que la forma de la distribucion predictiva de un paso pueda
aportar. Para el modelo MAR, la pérdida de informacion puede conducir a errores sobretodo cuando
F(ys+1|Yt, Yt—1,- - -, y1) es multimodal. Una mejor aproximacion es calcular la distribucién predictiva exacta

de dos pasos mediante

F(ytr2|Ye, Ye—1,- -, y1) = /F(yt+2|yt:yt—1a o Y Yer)AF (Yo |ye, Ye—1s -, Y1)

La integral podria ser intratable analiticamente. En ese caso la aproximacién Monte Carlo podria ser la més

adecuada. Este método aplicado a la evaluacién de la distribucion predictiva de dos pasos es
1 & -
F(yiv2lye, ye—1,- -, y1) = N ZlF(yt+2|yt’yt_l’ e 7y1,1/§+1)
J:

donde {ygﬂ} se muestrea a partir de F (Y1 |Ut, Yt—1,- -+, Y1)-

En trabajos posteriores a ésta tesis podria analizarse el prondstico de series multivariadas mediante el modelo
MVAR. Respecto al nimero de componentes del modelo puede llevarse a cabo una investigacion ya que existen
métodos para estimar el nimero de componentes en un modelo de mezclas para datos independientes. Por

ejemplo la aproximacién bayesiana en Richardson y Green (1997) podria extenderse a datos dependientes y
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por lo tanto a series de tiempo. Por otro lado, la distribucién condicional gaussiana en los modelos MVAR
podria sustituirse por otras distribuciones. Por ejemplo, si se reemplaza por la exponencial, gama o Weibull,
estos modelos podrian representar series de tiempo positivas. Finalmente, modelos de co-integracion también
pueden ser investigados en modelos de mezclas para ver si dos 0 mds series de tiempo son co-integradas en

ciertos periodos pero independientes en otros periodos.
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Apéndice A

Funcion de log verosimilitud del modelo

MVAR(2,3;1,1,1) en R

logmvar <— function (theta, datos){

hl <— theta[1]

h2 <— theta[2]

h3 <— theta[3]

h4 <— theta[4]

h5 <— theta[5]

h6 <— theta[6]
tao7 <— theta[7]
tao8 <— theta[8]
h7 <— exp(tao7)

h8 <— exp(tao8)
delta9 <— theta[9]
h9 <— tanh(delta9)

gamma.0) <— theta[l4]

h10 <— theta[10]
h1l <— theta[11]
h16 <— theta[16]
h17 <— theta[17]
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h18 <— theta[18]

h19 <— theta[19]
tao20 <— theta[20]
tao21 <— theta[21]
h20 <— exp(tao20)
h21 <— exp(tao2l)
delta22 <— theta[22]
h22 <— tanh(delta22)

gamma.l <— theta[15]

h12 <— theta[12]

h13 <— theta[13]
tao23 <— theta[23]
tao24 <— theta[24]
h23 <— exp(tao23)
h24 <— exp(tao24)
delta25 <— theta[25]
h25 <— tanh(delta25)
h26 <— theta[26]

h27 <— theta[27]

h28 <— theta[28]

h29 <— theta[29]

gammas <— c¢(gamma.(0 ,gamma.1 ,0)

alphas <— exp(gammas)/sum(exp (gammas))
alpha.0 <— alphas[1]

alpha.l <— alphas[2]

alpha.2 <— alphas[3]

Theta.ll <— matrix(c(hl,h2,h3,h4), nrow=2, ncol=2, byrow=FALSE)
Theta.10 <— c¢(h5,h6)
Omega.l <— matrix(c(h7,h9,h9,h8), nrow=2, ncol=2, byrow=FALSE)
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Theta.20 <— c¢(hl10,hl1l)
Theta.21 <— matrix(c(hl6,h18,h19,h17), nrow=2, ncol=2, byrow=FALSE)
Omega.2 <— matrix(c(h20,h22,h22,h21), nrow=2, ncol=2, byrow=FALSE)

Theta.30 <— c¢(hl12,h13)
Theta.31 <— matrix(c(h26,h28,h29,h27), nrow=2, ncol=2, byrow=FALSE)
Omega.3 <— matrix(c(h23,h25,h25,h24), nrow=2, ncol=2, byrow=FALSE)

y.t0 <— window (PARQMmst, start=c(2004,244),end=c(2004,2762))
y.tl <— window (PARQMmst, start=c(2004,243) ,end=c(2004,2761))

det.Ome.l <— det(Omega.1){—1/2}
inv.Ome.l <— solve(Omega.l)

elt <— y.t0 — Theta.10 — y.tl % 9 heta.11

det.Ome.2 <— det(Omega.2)"{ —1/2}
inv.Ome.2 <— solve (Omega.2)

e2t <— y.t0 — Theta.20 — y.tl % 9dheta.21

det.Ome.3 <— det(Omega.3)N{—1/2}
inv.Ome.3 <— solve (Omega.3)

e3t <— y.t0 — Theta.30 — y.tl % 9% heta.31

f.y <— matrix(1:dim(y.t0)[1], ncol = 1)
for (i in 1l:dim(y.t0)[1]){
f.y[i] <— (alpha.0O=%det.Ome.l=(2%pi)"{—1})=

exp( ( (elt[i,] % %nv.Ome.l) % %t(t(elt[i,])) ) = —0.5) +
(alpha.l=det.Ome.2%(2xpi)N{ —1})=
exp( ( (e2t[i,] % %nv.Ome.2) % %t(t(e2t[i,])) ) = —0.5) +
(alpha.2%det.Ome.3%(2xpi)*{—1})=
exp( ( (e3t[i,] % %nv.Ome.3) % %t(t(e3t[i,])) ) = —0.5)
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loglik <— sum(log(f.y))
—Ixloglik

min <— nlm(logmvar , paropred , hessian=TRUE, datos=PARQMmst)
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