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CAPITULO |

INTRODUCCION

1. Conceptos basicos
Estudiaremos problemas de bifurcaciéon local con una variable
de estado. Tales problemas pueden formularse con una ecuacién de la

forma
g(x,A) =0, (1.1)

donde x € R, la variable de estado y A € R es un parametro

auxiliar, el parametro de bifurcacién. Llamaremos al conjunto
{(x,2) : g(x,A) = 0}

el diagrama de bifurcacién o el conjunto solucién de g. Las
cuestiones centrales relacionadas con (1.1) se deben a las
soluciones multiples que pueda exhibir. Para cada A, sea n(A) el
nimero de x's tales que (x,A) es solucién de (1.1). En el sentido
clasico (xo,Ao) es un punto de bifurcacidén si n(A) cambia cuando A
varia en una vecindad de Ao. Por simplicidad supondremos que g es
una funcién infinitamente diferenciable.

Hay una gran variedad de problemas en matemdtlcas aplicadas
que exhiben ecuaciones de estado con multiples soluciones de
equilibrio, y sistemas con un nimero infinito de grados de libertad

que pueden reducirse a la forma (1.1) mediante la reduccién de

Liapunov-Schmidt ([CH}, [GS]).



El teorema de la funcién implicita ([CH],[GS]) da una
condicién necesarlia para que (xo,Ao) sea un punto de bifurcacién de
(1.1): gx(xo,ho) = 0. Porque si gx(xo,Ao) # 0, entonces (1.1) puede
resolverse para x, en forma tlnica, como una funcién de A; con (x,A)

en una vecindad de (xo,Ao). Al punto (xo,Ao) para el cual
g(xo,Ao) ?,f&(xe.ko)-= 0 (1.2)

lo llamaremos una singularidad.
Una singularidad no necesariamente es un punto de bifurcacién
en el sentido clasico. Por ejemplo, (0,0) es un singularidad para

glx.a) = x> + A% = o, pero no un punto de bifurcacién.




2. La bifurcacién trinche

Quizas la bifurcacién trinche sea el ejemplo mas importante
en la literatura clasica([GS],[GH], por ejemplo). Discuitiremos la
informacién que proporciona la teoria de singularidades sobre este
ejemplo. Este tipo de bifurcaciéon Liene la propiedad de que cuando
A cruza algun valor Ao’ n(A) cambia de uno a tres . La ecuacién mas
simple con este comportamiento es

%> - Ax = o, (2.1)

donde Ao = 0. El diagrama de bifurcacién se muestra en la

Figura 2.1, la cual explica el cambio de n(A) en A = O.

Figura 2.1, Diagrama de bifurcacién trinche.

2.1 Un ejemplo de bifurcacién trinche

En la Figura 2.2 se ilustra un sistema fisico que exhibe una

bifurcacién trinche.
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Figura 2.2. Sistema de Euler.

El sistema de Euler consiste de dos barras rigidas de longitud
unitaria conectadas mediante rétulas que permiten el movimiento
sobre un plano; el sistema se somete a una fuerza de compresiétn A a
la cual se opone un resorte de esfuerzo unitario. El estado se
describe por el angulo x que mide la desviacién de las barras
respecto a la horlzontal. La energia potencial del sistema es

)
X

Vix,A) = - + 2A(cosx - 1),

donde  x°/2 representa la energia almacenada por el resorte y
2A(cosx - 1) es el trabajo debido a la fuerza externa A. Los
estados de equilibrio se describen mediante una ecuacién de la

forma (1.1), ésta es
av '
glx,A) = 3% (x,A) = x - 2Asenx (2.2)

Esta funcién tlene una singularidad en (xo,ho) = (0,1/2) y 1la

siguiente expansién en serie de Taylor alrededor de (0,1/2)

3
glx,A) = g - 2(x ~ % Jx + t.o.m.a., (2.3)




donde t.o.m.a. son términos de orden mas alto (del orden xs,
(A - % )zx, o mayor). La ecuacidén (2.3) tiene una fuerte similitud
con (2.1), s6lo difiere en tres aspectos:
| 1. La singularidad de (2.3) no es el origen.
2. Los coeficientes de (2.3) no son la unidad.
3. La existencia de t.o.m.a. en {2.3).
Los primeros aspectos pueden absorverse por un cambio de

coordenadas lineal, especificamente, T definido por

3
T(x,A) = { /E X,

DN -

(A + 1)].

Lo cual quiere decir que estas diferencias no tienen efecto
cualitafivo sobre el diagrama de bifurcacién. El1 tercer aspecto
tampoco tiene efecto sobre el ccmportamiento cualitativo local.
Posteriormente describiremos como es que 1los t.o.m.a. pueden

absorverse con un cambio de coordenadas no lineal.

2.2 Determinacién finita y el problema de reconocimiento

¢ Hasta qué términos de orden bajo en la expresién en serie de
Taylor de un problema de bifurcacién se determina su comportamiento
cualitativo?. Usaremos el término determinacién finita de la teoria
de singularidades para describir este tipo de problema. Para el
caso de la bifurcacién trinche nusstra respuesta, en parte, es la

siguiente. Sea g(x,A) un problema de bifurcacién tal que
g=g =8, <8, =0, g 8,<0, | (2.4)

cuando (x,A) = (xO,AO). Entonces n(A), cambia de uno a tres cuando

> 0, n{A) cambia de tres a uno;

A,creciendo, cruza Ao (si Bxx Sxa



si g g , = 0, se requiere mas informacién).
XXX XA
Mas precisamente, si g(x,A) satisface (2.4) en (xO,AO)

entonces existen:

(i) Un difeomorfismo local de R de la forma

(x,2) — (X(x,A),A(A))

con X(0,0) = X, ¥ A(0) = Ay

{ii) Una funcién S(x,A), no nula, tal que

3

S(x,A)g(X(x,A),A(A)) = X - Ax

cerca del origen, donde mas aun, Xx(x,A) >0 y A{x) >0.

Ya que el factor S(x,A) no es cero, las soluciones de g(x,A) = 0
difiere de las de x° - Ax = 0 sélo por el difeomorfismo (X,A).
Este es el sentido estricto en el cual los t.o.m.a. en (2.3) no
pueden tener efecto localmente sobre el comportamiento cualitativo
del modelo.

Diremos que dos problemas de bifurcacién g y h son

equivalentes si pueden relacionarse mediante una ecuacién
S(x,A)g(X(x,A), A(A)) = hix,A), (2.5)

donde S > 0 y (X,A) es un difeomorfismo que preserva orientacién.

Si g y h son equivalentes entonces 1las funciones de

multiplicidad estan relacionadas por -
n (A(A)) = n (A); (2.6)
g h

una consecuencia importante de (2.5). La ecuacién (2.6) esta

estrechamente relacionada con la restriccién de que A no dependa de

X. Generalmente A estd asociada a fuerzas externas del sistema,

PO

[T



mientras que x esta asociada con el estado interno que resulta de
la eleccién de A.

El estudio que hacemos de la bifurcacién trinche representa la
aplicacién generallde la teoria de singularidades a problemas de
determinacién. Resumamos lo anterior a manera de introducir la
notacién del Cap.II. LLamamos a X° - Ax = 0 una forma normal
para la bifurcacién trinche. Cualquier problema de bifurcaqién

g(x,A), el cual en un punto especifico (xo,ho) satisface

E=8 =8 =8A=0, 24 > 0, gkx<0 (2.7)

XXX
es equivalente a esta forma normal. Diremos que (2.7) resuelve el
problema de reconocimiento para esta forma normal, es decir, (2.7)
caracteriza los problemas de bifurcacién equivalentes a xa-Ax = 0.
Problemas de bifurcaciéon equivalentes tienen las mismas propledades

cualitativas y el objetivo es estudiar propiedades cualitativas.

2.3 Desdoblamiento universal y bifurcacién perturbada

El segundo de los temas centrales de este trabajo, en la
teoria de bifurcacién, es el estudio de la dependencia de
parametros que puede tener un problema de bifurcacién . En un
problema de Dbifurcaciéon g(x,A), pequehas variaciones de un
pardmetro auxiliar usualmente conducen a cambios en el diagrama de
bifurcacién, en una singularidad de g. Consideremos la bifurcacién

trinche perturbada
G(x,A,e) = x3 -AX + £ =0 (2.8)

Los diagramas de bifurcacién de (2.8) se muestran en la Figura 2.3.



>0 € <0

Figura 2.3. Perturbaciones de la bifurcacién trinche

x> - Ax - £ = 0.

En la ecuacién no perturbada, G(x,A,0) = 0, G es no singular
fuera del origen, es decir, Gx(x,A,O) = 3x2 - A # 0 en ambas ramas
de soluciones, x = 0 vy x2 - A = 0, excepto en el origen. De esta
manera, por el teorema de la funcién implicita, la solucién x de
(2.8) depende suavemente de & (asi como de A) fuera del origen. En
otras palabras, fuera del origen los diagramas de la Figura 2.3 se
asemejan al trinche (Figura 2.1) para el cual € = 0. De otra
manera, cerca del origen , el término AX es mas importante que xa;
por lo que las graficas de la Figura 2.3 deben parecerse a Ax = g.

Las ecuaciones matematicas que resultan de modelar un cierto
fenémeno fisico son, invariablemente, una idealizacién; una
descripcién mads completa llevaria, cési seguramente, a un conjunto
de ecuacliones perturbadas. Estas desviaciones de la idealizacién,
imperfecciones, pueden describirse considerando parametros
auxiliares en las ecuaciones.

Veamos comc una bifurcacién imperfecta puede  introducir



parametros en el modelo de la seccién 2.1. Una perturbacién natural
que podemos considerar es una fuerza vertical pequefia & aplicada
a la rétula central(Figura 2.4), esta fuerza modela el peso de la
estrucgura. Otra perturbacién que podemos considerar viene de
suponer que el resorte es ligeramente asimétrico, y ejerce un

torque cero cuando x = 8 (Figura 2.4).

-

o O IE=—--2S

Flgura 2.4. Dos posibles imperfecciones en el sistema de Euler.

La funcién de potencial con estas dos perturbaciones es
(x-8)2
2

Vix,A,e,8) = + 2X(cosx -~ 1) + € senx,

Y la ecuacién de equilibrio es
X - 8 - 2Asenx + €cosx = 0O (2.9)

Observe que (2.9) es una perturbacién de (2.2) que depende de dos

paradmetros auxiliares. Cerca de la singularidad del problema no

perturbado, en x = 0, A = % , (2.8) tiene la expansién

3

X 2
6

- 2(a - % Ix + (¢ - 8) - % X+ t.o.m. a. (2.10)

En el contexto de teoria de singularidades, la ocurrencia de

et eedah a e ma




parametros auxiliares es una parte importante del problema de
bifurcacién, y uno intenta clasificar todos los posibles
comportamientos ocasionados por su presencia. Esle problema se
resuelve en dos pasos. Dado un problema de bifurcacién g, el primer
paso es construir una familia distinguida de perturbaciones de g.
Supongamos que G(x,A,al,...,ak) es una familia k-paramétrica de

problemas de bifurcacién; llamaremos a G una perturbacién de g si
G({x,A,0,...,0) = g(x,A).

Por supuesto, G{x,A,a) sbélo necesita definirse para o € R cerca
del origen. En el primer paso para resolver el problema de
clasificacién’ buscamos una familia k-paramétrica, G, de
perturbaciones de g, para la cual cualquier perturbacién de g siga
siendo equivalente a G(-,-,a) para algin a cerca dgl origen. En
otras palabras, dada cualquier perturbacién ep(x,A,e}, existe al(c)
tal que, para £ pequefio, g + ep es equivalente a G(-,-,a(e)) en el
sentido de (2.5). Llamaremos a G un desdoblamiento universal de g.
No todo problema de bifurcacién admite un desdoblamiento universal,
pero, en clerto sentido aclararemos en el Cap.Il1I, que la mayoria
lo tiene. El numero k de parametros requeridos para un
desdoblamiento universal depende de la funcién especifica g en

consideracién. Por ejemplo mostraremos, en el Cap.IlI, que
3 4 2
G{x,A,a) = X - Ax + @ + X (2.11)

es un desdoblamiento universal del trinche (observe la similitud
con (2.10) moédulo t.o.m.a., tomando a =€ - S y @ = -£).
El segundo paso para resolver el problema de clasificacién es

explorar el espacio de pardmetros, del desdoblamiento universal,

10




con la idea de enumerar los diferentes diagramas de bifurcacién
{{x,A : G(x,A,a) = 0} que pueden ocurrir cuando « varia. En la
Figura 2.5 se exhiben los distintos diagramas de bifurcacién de

(2.11).

"™~

7

(4») (5) (6)<
D
S - -

(8
Figura 2.5. Desdoblamiento Unlversal del trinche.

(9)

Con la exploracién de la Figura 2.5 podriamos especular sobre




lo que puecde suceder al introducir tres o mas parametros en el
modelo. De hecho,si afiadimos mAs parametros, no ocurre ningan
comportamiento distinto a éstos . Este hecho es una consecuencia
de la asercion d=2 que (2.11) es un desdoblamiento universal del
trinche([GS:]). La teoria de singularidades da métodos para decir
exactamente cual es el numero de parametros que se necesitan para
describir la perturbacién mas general de un problema de
bifurcacién.

Hagamos algunas observaciones sobre la Figura 2.5. En las
regiones (4),(S) y (6) el origen es un punto de bifurcaci6én. En las
regiénes (2) y (8) los puntos con tangente vertical los llamamos
éuntos de histéresis.

El trinche es la singularidad mé&s simple que exhibe
bifurcacién e histéresis. Hay una singularidad que no exhibe
ninguna de éstas, el punto limite. estudiaremos esta singularidad

en el Cap.II, la cual estd definida por las ecuaciones

g=g =0, g =#0, g * 0 en (0,0]),

x xx
Y es equivalente a la forma normal r x £ A para alguna
eleccién de signos. En las regiones (1), (3), (7) y (9) las
singularidades son puntos limites; como veremos méas tarde, este es

un caso de un fendmeno més general.

2.4 Estabilidad
En las aplicaciones, los equilibrios de algunos sistemas
fisicos se describen por ecuaciones de la forma g(x,A) = 0. La

nocién de estabilidad de tales equilibrios es el proposito de




estudio de una teoria de estados-estacionarios; y la estabilidad de
un sistema s6lo puede definirse en una teoriarque siga su evolucién
en el tiempo. Discutamos brevemente la estabilidad en el contexto
del sistema mecanico de la Figura 2.2.

Para este modelo, las ecuaciones de movimiento de Newton son
My =- Y xa) - ox (2.12)
ax

donde M y C son constantes positivas. Observe que la funcién
constante x(t) = X, satisface (2.12) si y s6lo si —gi(xo,ho) = Q;
- en otras palabras, debido a (2.2), las soluciones de equilibrio de
(2.12) estan caracterizadas por x - 2Asenx = 0.

Llamamos a una solucién de equilibrio X, de (2.12)
asint6ticamente estable si para todo € | y €, suficientemente

1

pequefios, la solucién de (2.12) con valores iniciales perturbados

x(0) = X, * €, x(0) = €,

tiende a X, cuando t — o . De otra manera decimos dque xo es
inestable.

Hay una condicién suficiente para la estabilidad, la cual
involucra el signo de Vxx {ver por ejemplo [HS]). Definamos y = X

y escribamos (2.12) como
=0

av _
{?; (x,A) + Cy} =0

El jacobiano de la funcién en esta ecuacién diferencial ordinaria

x -y
. 1
Yy + v

es

13
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XX

X O
X0 =

Los valores propios del jacoblano son

Ahora, R, ¥V H_ tienen parte real positiva si y so6lo si Vxx»> 0;
mientras que p_ tiene parte real negativa si y s6lo si Vxx < 0. De
acuerdo a estos resultados, X, es asintéticamente estable si Vxx>0,
o asintéticamente inestable si Vxx < 0.

Observe que Vxx >0 es precisamentella condicién para que el
potencial V(-.Ao) tenga un minimo local no degenerado en X Por
consiguiente, X, es asintoticamente estable si V(-,AO) tiene un
minimo local no degenerado en xo. Similarmente, x0 es
asintéticamente inestable si V(-.Ao) tiene un méximo local no
degenerado en X:

Relaclonemos esta discusién con la subseccién 2.1. Los puntos
de equilibrio de (2.12) estan caracterizados por la ecuacién
g{x,A) = 0, donde g(x,A) = Vx(x,A). De modo que, un punto de
equilibrio X, es asintoéticamente estable si gx(xo,Ao) > 0y
asintéticamente inestable si gx(xo,Ao) < 0. El caso extremo donde
8, = Vxx = 0 ocurre precisamente cuando g tiene una singularidad,
como lo definimos en la subseccién 2.1. (Una relacién mas general
entre estabilidad y singularidad se puede ver en [GH]).

Apliquemos este criterio de estabilidad al modelo de la

seccién 2.1. Tenemos

14
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gx(x,A) = 1 - 2AcosxX. (2.13)

Hemos visto que g(x,A) = x - 2Asenx tiene dos ramas de soluclones,

Xx=0 vy
A= 1 + + t.o.m.a (2.14)
5 5 .o.m.a., .
las cuales se deducen de (2.3). Para x = 0, tenemos

g (x,A) = 1 - 2
X

De modo que, x = 0 es asintéticamente estable para A < %- y
asintoticamente inestable para A > % . Para (2.14), substituimos
ésta en (2.13) y obtenemos
%2
gx =3 + t.o.m.a.

De donde (2.14) es asintéticamente estable para x # 0. Hay, por
supuesto, una relacién estrecha entre la establilidad y el diagrama
de bifurcacién, llamamos a este fenémeno cambio de estabilidad.

El diagrama de bifurcacién (Figura 2.6) divide al plano xA en
cuatro reglones; en cada una de las cuales el signo de g, como se

indica, es constante.

Kt

—— estable ---~jnestable

Figura 2.6. Asignacién de estabilidad para el trinche.




Mostremos como usar los signos de g para determinar la estabilidad
en algunos diagramas perturbados. Para ésto, sigamos la siguiente
regla: g, > 0 (hay estabilidad) en la parte del diagrama de
bifurcacién comprendida entre regiones donde g > 0O por arriba, y
g < 0 por abajo; g, < 0 (hay inestabilidad) cuando la situacién es
al contrario. La Figura 2.7(a),(b) muestra esta asignacién para los
diagramas de las regiones (1) y (7) de 1la Figura 2.5,

respectivamente.

. P

(a) (b)

Figufa 2.7. Asignacién de estabilidad para perturbaciones

del trinche.

En la practica, una solucién inestable no es observable
realmente. Esto es porque en un experimento hay, aunque pequefias,
perturbaciones incontrolables o no consideradas en la situacién
idealizada. Las cuales causan que el sistema deje cualquier

vecindad de un punto de equilibrio en cuestién.
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3. Un reactor con tanque agitado de flujo continuo (CSTR)
Discutiremos 1la aplicacién de 1los métodos de teoria de

singularidades al CSTR; un modelo de ingenieria quimica que exhibe

soluciones mialtiples. Sélo se da una explicacién y en los Cap II1. y

Cap. III se dan las pruebas debidas a Golubitsky y Schaeffer [GS].

3.1 Formulacién del modelo del CSTR

La Figura 3.1 da un esquema del CSTR. En este problema log
reactivos fluyen a una vasija de volumen unitario a razén r y
experimentan una reaccién exotérmica para formar productos inertes.
Si el reactor esta bien agitado, significa que la concentracién c¢
& la temperatura T son uniformes en el tanque. Los reactivos no
utilizados y los productos fluyen del tanque a la misma razén de
entrada; la concentracién y la temperatura de salida son iguales a
los del tanque. El calor del reactor se remueve por un fluido de

enfriamiento a temperatura T;

élimentacibn producto

f f

Figura 3.1. Esquema del CSTR.

17




La concentracién y la temperatura en el reactor se modelan por

el siguente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(@ X, -0 - zeam,
(3.1)
) L= (r -T) + k(T =~ T) + hZcA(T).
dt f c
dondeA
cr - concentracién de entrada.
Tr — temperatura de entrada.
r - razdédn de flujo.
Tc — temperatura de enfriamiento.
k - 1involucra transferencia de calor,

calores especificos, etc.
Z - razoén de reaccién a la temperatura T,'
A(T) -~ modela la dependencia de T respecto

de la razén de reaccién; normalmente
tiene la forma de Arrhenius

A(T) = exp [Ta / Tf - Ta / T].

T — energia de activaci6én (normalmente Ta
es mucho mas grande que Tf, digamos
y=T 7/ T_ > 10).

a f

h - parametro de proporcionalidad del
calor liberado por la reaccién.

De (3.1) nos interesan sus soluciones de equilibrio; asi que
igunlando (3.1) a cero; de las ecuaciones que resulten, despejamos
c de la primera y substitulmos esta expresién para c en la segunda.

De esta manera, obtenemos

rhe
£

N, -+ KT -T+ 55— =0 (3.2)

ZA(T)

18




Con el fin de =adimensionalizar (3.2) , definamos una

temperatura normalizada

T-T
X = f
T
f
r K Tc— 'I'r hcf
Entonces, tomando A = K S = 5, M= Tf , B= _T: , Yy
= _ X
A(x) = exp [ T+ = ],
podemos escribir
glx,A) = (1 + A)x - - ——oa =0 (3.3)
' ! 1 + dad(x) )

Qbserve que A y 3 representan comparaciones de la razéon de flujo
y la razén de reaccién, con la razén de pérdida de calor,
respectivamente; n y ¥ comparan parametros de temperatura con la
temperatura de entrada; y B es una medida adimensional del calor de

reacclén.

Observacién. La ecuacién (3.1) es de la forma x = f(x), y nosotros
hemos hecho un pequefio cambio al pasar de (3.2) a (3.3);
consideramos x - f(x) = 0, s6lo por las cuestlones de estabilidad

vistas en la seccién 2.4.

3.2 Ocurrencia de soluciones maltiples

La ecuacién (3.3) determina, medliante X, los posibles
equlilibrios de la temperatura del CSTR. Estos equilibrios dependen
de los parametros auxiliares; dentro de los cuales A es un
parametro distinguido, ya que es la cantidad de mejor manejo en el

practica.
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Es facil ver que (3.3} puede tener soluciones multiples

(Aris [AR]) . En la Figura 3.2 aparecen las graficas de las curvas
_ BA
Y = T+ 8ad(x)
Y

y = (1 +A)x - .

Las soluciones de (3.3) corresponden a la intersecciones de estas
curvas, las cuales pueden ser una o tres. Las soluciones multiples
resultan de los diferentes balances que pueden realizarse entre un

término no lineal y uno lineal.

-

-1 X

Figura 3.2. Ocurrencia de soluciones multiples.

En los casos limite, cuando A — 0 0 A — o, la solucién
de (3.3) es unica. Si A — 0, entonces la temperatura kdel
reactivo es insuficiente para continuar la reaccién, de modo que el
sistema llegara al equilibrio aproximadamente a la temperatura de
enfriamiento Tc. Si A —> o, entonces la temperatura del reactivo
no cambia significativamente por el calor producido por la reaccién
o0 absorvido por la temperatura de enfriamiento, ya que el reactivo

en el reactor permanece un tiempo muy corto; de modo que la
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temperatura de equilibrio sera Tf. aproximadamente. Por lo tanto
las soluciones miltiples s6lo pueden ocurrir para valores
intermedios de A.

Uppal et al[UR] descubrieron que habia dos rangos distintos de
A donde (3.3) tiene soluciones multiples y que algunas de estas
soluciones puede estar en una rama aislada no conectada a la
solucién UGnica de (3.3) que ocurre cuando A — 0 o0 A — o,
Uppal et al[UR] hicieron un exténsivo estudio numérico del
problema. Presentamos algunos de sus resultados en la Figura 3.3.
En el primer planoc de esta figura el primer cuadrante del plano

57'B se divide por las curvas 231382 y 3{1}(2 en cinco regiones.

(3)
(4)

B (2) P
P

(s) P

c

-1 (1)
3 P,

F1d

| =
A
(1) (2)
\g E

Figura 3.3. Diagramas de bifurcacién debidos a Uppal et all 1.
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Las graficas restantes corresponden a los diagramas de bifurcacién
en cada una de las regiones. (Uppal et al[UR] utilizan el tiempo

de residencia T = como parametro de bifurcacién). El parametro

D) -

n se mantiene f1ijo.

3.3 Aplicacién de la teoria de singularidades

Los resultados expuestos en la Figura 3.3 tienen una
explicaciéon natural. La informacion vertida por la teoria muestra
que las dos curvas ﬂlﬂz y Hlﬂz deben ser tangentes en su punto
de interseccién, Pp , un hecho que no es aparentemente claro de la
evidencia numérica (Figura 3.3), ésta es una ventaja de los métodos

de la teoria de singularidades.

Para entender como aplicar los métodos de 1la teoria de
singularidades a problemas como éste, es importante considerar la
dependencia de x respecto a A, cuando 8§ y B estéan en alguna de las
fronteras de las regiones de la Figura 3.3. En este sentido, hay

siete porclones de frontera distintas:

BP, PP, PP, PB, P, PP, PH,
1t 1e’” "ep p2 1 1 p p2

las cuales dan los diagramas de bifurcacién 1ilustrados en la

Figura 3.4.
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32 (3)
ﬂ \
1
) P
P (4)
(5)
P A P
i

(2
B
3! (1) N
H
1
x 3lpi RIPI
A
. o
P
Pch Pi P
P3
Pch PP?{2 p 2

Figura 3.4. Diagramas de bifurcacién a lo largo de las fronteras

entre las distintas regiones.




Etiquetamos con 3132 una de las curvas frontera porque
tradicionalmente el fenétmeno de bifurcacién, como puede verse en la
Figura 3.4, ocurre a lo largo de esta curva. De 1igual manera,
R1R2’ es la curva donde ocurre el fendémeno de histéresis (tangente
vertical). Los puntos Pp, Pc y Pl, representan el trinche, la

cuspide y la interseccién, respectivamente (Figura 3.5).

P P . P
c p i

Figura 3.5. Diagramas de bifurcacién.

La teoria de singularidades se enfoca principalmente sobre
casos degenerados. LLevemos este enfoque al extremo.
Especificamente, se muestra en [GK] que es posible variar 7 de
manera que, los puntos Pc, P, vy Pl coinciden en un sdlo punto

p
superdegenerado (Figura 3.6).

L

Figura 3.6. Diagrama de bifurcacién del centro organizador.
de la Figura 3.3.
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Por supuesto, puede haber otras variaciones de m que nos lleven
al diagrama de bifurcacién de la Figura 3.7(a) y perturbaciones de

éste Figura 3.7(b), (c).

(a) (b) (c)

Figura 3.7. Diagramas de bifurcacién debidos a la teoria de

singularidades.

Resumamos esta aplicacién. La forma normal apropiada que describe
el diagrama de bifurcacién de la Figura 3.6 es

h(x,A) = X+ Az. (3.4)

cerca de la singularidad. En Cap.Il se muestra que el problema de

reconocimiento estd resuelto por las siguientes condiciones:

g=2g =gh=gxx=ghx=0' g > 0 \Y gAA>O. (3.6)

x x%X
En otras palabras, una funcién g(x,A) tiene una singularidad
equivalente a (3.4) en algun punto (xo,Ao) si y s6lo si en ese
punto (3.6) se satisface. También prueban que hay un unico
conjunto de valores para 8, B, 7m tales que g tiene una singularidad
equivalente a (3.4). Posteriormente dan el desdoblamiento
universal de (3.5) a manera de entender el conjunto de soluciones
de (2.4) para 8, B, n cerca de 60, B, Ny donde se satisface

o
(3.8).
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Aunque los métodos anteriores son locales, Balakotaiah y Luss

[BL] han verificado numéricamente que las conclusiones son, de

hecho, vAlidas globalmente. En particular los siete diagramas
predichos teéricamente han sido encontrados numéricamente. Esta
verificacion procede de un calculo numérico de las curvas de
transicién en el espacio global de parametros . Balakotaiah y Luss

[BL, BLz, BL3] han aplicado estas ideas a un buen numero de
sistemas de reactores quimicos.
El término centro organizador es la forma en que René Thom

designa al diagrama de bifurcacidén de la Figura 3.6.
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CAPITULO H

EL PROBLEMA DE RECONOCIMIENTO

1. Introduccién

Consideremos la siguiente relacién de equivalencia: Dos
funciones suaves, g,h: RxR — R definidas en una vecindad del
origen son fuertemente equivalentes si existen funciones suaves

X(x,A) y S(x,A) tales que la relacién

» 4

g(x,A) = S(x,A)h(X(x,A),A) (1.1)

se satisface cerca del origen. Esta definicién difiere de (I1.2.5)

en que aqui no se permite que A camble. También se requiere que
X(0,0) = o0, Xx(x.h) > 0, S(x,a) > 0. (1.2)

Sin pérdida de generalidad trabajaremos en una vecindad del
origen.

Por resolver el problema de reconocimiento entendemos Ilo
siguiente: Dada una funcién suave h:RxR — R definida en una
vecindad del origen, caracterizar explicitamente 1las funciones
suaves que sean fuertemente equivalentes a h. Por ejemplo,
mostraremos que una funcién g es fuertemente equivalente a x° - Ax

si
g(0,0) = gx(0,0) = gxx(0,0) = gA(O.O) =0

Yy (1.3)
g*xx(0,0) > 0, ghx(0,0) < 0.
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En otras palabras, (1.3) resuelve el problema de reconocimiento.

En este capitulo presentaremos algoritmos que nos resuelvan el
problema de reconocimiento para una funcién en general. Esta
informacién es util en las aplicaciones, en el sentido que se
pueda probar que una ecuacién g(x,A) = 0 sea equivalente a otra
ecuacién h(x,A) = 0, presumiblemente mids simple. No obstante, esta
informacién es incompleta, pues no nos dice como encontrar esa h
apropiada. - Nos referimos a tal h como un forma normal para el
problema de bifurcacién; h es un representante de toda una clase de
equivalencia de funciones.

Encontrar una forma normal apropiada para un problema de
bifurcacién es uno de los aspectos mas sutiles de esta teoria. En

primera instancia nos limitaremos a las siguientes observaciones:

(1) Dada una funcién g(x,A), es posible calcular cuales de sus
derivadas se anulan en el punto de bifurcacién. Supongamos
que tenemos esa lista

k 1

1 i
8 a .
[ 5% ] [ EYY ] g(x,A), i=1,...,n (1.4)

Una seleccién natural para h es una combinacidén lineal de los
monomios xkhl de orden menor que no aparezcan en (1.4). No
obstante, aun en ejemplos relativamente sencillos este
procedimiento requiere de mucho cuidado en su implementacién.
(i1) Frecuentemente, en las aplicaciones, uno tiene alguna idea de
la clase de bifurcacién que se espera. En [GS,Cap.IV,Secc.4]

se exhiben los diagramas de bifurcacién asociados a distintas
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formas normales. Examinar cuidadosamente estas formas
normales y el comportamiento esperado del problema es otra

manera de tener candidatos para la forma normal.

Consideremos las formas normales h{(x,A) = e(x2 + 6A2), donde g=t%1,
d=%x1. Si 8=-1, el conjunto de ceros de h forman dos rectas
cruzadas; si J8=1, consiste de un punto. Por consiguiente, los

diagramas de bifurcacién de estos dos casos son completamente
diferentes, aunque algebraicamente sean_similares. En la seccién 10
Justificaremos la siguiente solucién del problema de reconocimiento
para e(x® + aA%):

Si una funcién g satisface

g{x,2) = g (0,0) = g,(0,0) = 0O
Y (1.5)
g, (0,0) # 0, detld’g(x,A)] = 0,

entonces g es fuertemente equivalente a e(x2 + 6A2), donde £ = sgn
gxx(0,0) y 8 = sgn det[dzg(0,0)]. Aqui dag representa la matriz

hessiana

g, &

XX X

dg =
€a 8

La parte notable de (1.3) y (1.5) es que sbélo involucran un
nimero pequefio de derivadas de g. Decimos que h es finitamente
determinada si s6lo necesitamos calcular un numero finito de
términos, en la expansién de Taylor de g, para decir que g es

fuertemente equivalente a h.
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Mencionemos a grandes rasgos la finalidad de cada una de las
secciones restantes del capitulo. De la 2 a la 8 se desarrolla el
material necesario para una presentacion eficiente de los
resultados principales. En la 2 presentamos el formalismo de los
gérmenes. En la 3 se define el espacio tangente restringido RT(g),
que es el resultado teérico fundamental dél capitulo. De la 4 a la
8 se refieren al calculo de RT(g). Ejemplos del calculo de RT(g) se
dan en 4 y 7. En'5, 6 y 8 se da la formulacién algebraica natural
de los principios generales del calculo de las primeras secciones.
La 9 contiene 1los resultados principales del capitulo, donde
describimos los algoritmos que resuelven el problema de
reconocimiento para una funcién h. En la 10 aplicamos los
resultados de la 9 para determinar formas normales de los problemas

de bifurcacién que presentamos en este trabajo.
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2. Gérmenes

La teoria es local; es decir, los resultados son validos sé6lo
en una vecindad suficientemente pequefia de algin punto fijo. La
terminologia de gérmenes ([BR],[MI]) proporciona una manera
conveniente de formalizar resultados en una teoria local evitando
la repeticiéon incesante de la frase en una vecindad suficientemente ~
pequefia del origen.

Para entender mejor que significa que esta te;ria sea local,
consideremos la funcién g(x,A) = x> - Ax + ax‘; g satisface (1.3),

de modo que g es fuertemente equivalente a x° - Ax. Sin embargo,

el conjunto de ceros de g mostrados en la Figura 2.1 cuando a > O,

a

consisté de las curvas x =0y A = x2 + axa.

(-2/3a ,74/27a2)

Figura 2.1. Conjunto solucién de X - AX + ax4 =0, a > O.

Intuitivamente, es claro que x> - Ax + ax' es equivalente a x> - ax
s6lo en una vecindad del origen que no sea tan grande.
Especiflcamente, la equivalencia s6lo puede verificarse en una
vecindad que excluya el punto limite de A = x> + ax" en (x,A) =

127892
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(-2/3a, 4/27a2);' observe que, el disco donde se obtiene la
equivalencia se hace pequefio conforme a — w, y ésto hace imposible
escoger una vecindad del origen en la cual (1.3) implique un
comportamiento similar a X - Ax = 0, de trinche. Sin embargo,
dadas cotas adecuadas sobre las derivadas de g, es posible estimar

el tamafio adecuado de la vecindad que haga posible la equivalencia.

Definicién 2.1. 'Decimos que dos funciones definidas alrededor del
origen, posiblemente para conjuntos diferentes, son iguales como

gérmenes sl hay alguna vecindad del-origen en la cual coinciden.

A al espacio de todas las funciones g:RxR—R

que esten deflnidas y sean €” en alguna vecindad del origen.

Denotemos por 8x

Llamamos gérmenes a los elementos de 8; Un germen es una clase

A

de equivalencia con respecto a la Definicién 2.1.

El concepto de germen nos permite disminuir el dominio de una
funcién tanto como sea necesario. En vista de ésto, en (1.2) es
suficiente requerir Xx(0,0) > 0, S(0,0) > 0; por continuidad estas
desigualdades siguen cumpliéndose en alguna vecindad del origen.

Al tratar con gérmenes debemos tener en cuenta los siguientes
puntos:

(i) La evaluacién de un germen en un punto fijo distinto del
origen no esta blen definida. La derivada de cualqulier germen
en el origen estid bilen definida.

(11) Los procesos de limite con gérmenes pueden conducir a errores
pues los dominios pueden convertirse en un punto en el limite.

Por supuesto, los procesos finitos no poseen tal problema.
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3. El espacio tangente restringido

Dado un germen,  Para qué perturbaciones p es g + tp
fuertemente equivalente a g para toda t pequefia?. Suponga que para
alguna perturbacién p la respuesta es afirmativa; entonces para

todo t pequefio existen funciones S(x,A,t) y X{x,A,t) tales que
glx,A) + tp(x,A) = S(x,A,t) g(X(x,A,t),A), (3.1)
donde
X(o,0,t) = 0. (3.2)

Suponga ademds que S y X varian suavemente en x, A y t, y que en

t =0, Sy X definen la transformacién identidad sobre g; esto es
S(x,A,0) =1, X(x,A,0) = x (3.3)

Derivando (3.1) respecto a t, poniendo t = 0, y usando (3.3) para
simplificar obtenemos p(x,A) = S(x,2,0) g(x,A) + gx(x,A)Xt(x,A,O).

Esto motiva a definir el espacio tangente restringido.

Definicién 3.1. El espacio tangente restringido de un germen g,
denotado RT(g), es el conjunto de todos los gérmenes p que pueden

escribirse en la forma
p(x,A) = a(x,A)glx,A) + b(x,h)gx(x,h), (3.4)

donde a,b € G; A Y b(0,0) = 0.

Se usa la palabra restringido para indicar una construccién
asoclada con la equivalencia fuerte.
De la discusién anterior se sigue que p € RT(g) es una

condicién necesaria para que g + tp sea fuertemente equivalente a g
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para t pequefio. No es una condicién suficiente pero se puede

probar el siguiente teorema.

Teorema 32 Sean g y p gérmenes en 8x z Si

RT(g + tp) = RT(g) para todo t € [0,1], (3.5)

--entonces g + tp es fuertemente equivetente a g para todo t € (0,1].
‘Demostracién. Para una demostracién ver [GS, pag.98].

Mostremos que si la condicién (3.5) se satisface entonces
p € RT(g). En efecto, supongamos que (3.5) se satisface para algin
t = 0. Claramente g + tp € RT(g + tp), como se puede ver
escoglendo a = 1 y b = 0 en (3.4). Por consigulente, de la
suposiqlén y (3.4), vemos que g + tp = ag + ng para algunos

a,b € €x donde b(0,0) = 0. Despejando p obtenemos

WA

o

a—-1
P'-"-*{—g* g »

X

lo cual muestra que p € RT(g).
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4, Calculo de RT(g)

4.1 Principios Basicos.

Denotemos por & al espacio de gérmenes de funciones suaves
n .

g : R" — R.
Lema 4.1. Sea f € & con f(0) = O. Entonces existen gérmenes
" n
a,...,a € & tales que f(x) = x.a (x)+...+x a (x), x=(x_,...,x ).
1 n n 11 nn 1 n

Demostracién. Supongamos que f estd definida en alguna bola Bec R™.

Para cualquler x fijo en B€ definimos la funcién h(s) = f(sx),

s € [O,f]. Observe que h(0) = f(0) = 0. Luego

1

£(x) = h(1) - h(0) = Io gg (s)ds.

Por la regla de la cadena

n

dh ar

a5 (s) z X, 7% (sx),
i=1

d a
i
1 oar
definiendo ai(x) = 5;-(sx) se obtiene lo deseado. -
o 1

Lema 4.2. Sea g € 8x Un germen f pertenece a RT(g) si y soélo

A

si existen gérmenes a,b,c € 8x tales que

A

f = ag + (xb + ?\c)gx. (a.1)

Demostracion. Si f = ag + (xb + Ac)gx, entonces (3.4) implica que

f e RT(g). Reciprocamente, supongamos que f € RT(g), entonces f

35



tiene la forma (3.4). Como b(0,0) = 0, del Lema 4.1, existen

gérmenes a.l,a2 € gn tales que b = xa1 + Aaz; substituyendo esta

expresién para b en (3.4) se obtiene (4.1). -

Definicién 4.3. Si f € €, el k-jet de f en el origen, jkf, es el
n

polinomio de Taylor de orden k de f en el origen. Escribimos

k 1 ad « o
Jrex =) o [5;] £(o) x%,
|(x| < k
donde o = (ai,...,an) es un indice multiple y
ja| = « + +a, al =l .t
1 n 1 n
<& = x % xan a_ « = a_ % a_ %
I n ' ax 3x1 8x_

Lema 4.4. (Teorema de Taylor). Sea f € 8n. Para cualquier entero
no negativo k, existen gérmenes aa € 8n, o un indice miltiple con

|| = k + 1, tales que
_ .k o
£(x) = J*f(x) + [ a (x) x™. (4.2)

P

4.2 Ejemplos

Ejemplo 1. Para g = x* + A probaremos que

RT(xZ + A) = {% € 8x ¢ £(0,0) = fx(0,0) = 0}. (4.3)
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Prueba. Del Lema 4.2, RT(x2 + A) consiste de todos los gérmenes de

la forma
a(x® + A) + (xb + Ac)(2x) = (a + 2b)x° + (a + 2xc)A.  (4.4)

donde a,b,c € 8x A" Af irmamos que RT(x2 + A) consiste de todos los

gérmenes de la forma

2

ax” + BA, (4.5)
donde a,B € & Az En efecto, todo germen de la forma (4.4) tiene
X,
la forma (4.5). Reciprocamente, dados ao,B € & Y tenemos

(sz + BA = [B + 2((1“[3)/2])(2 + (B)Av

tomando a = B, b = (a-B)/2 y ¢ = 0 se obtiene la forma (4.4) para
axz + BA. Esto prueba la afirmacién.

Por otro lado, si f € RT(x2 + A), entonces f tiene la forma
(4.5) y de ésta, £(0,0) = fx(0,0) = 0. Reciprocamente, supongamos
£(0,0) = fx(0,0) = 0, entonces del Lema 4.4 con k = 1, vemos que

existen a2, € SX’A tales que
- 2 2
f(x,A) = fA(O,O)A +ta, X+ aliAx + abzh (4.8)

poniendo o = 20 B = fA(O,O) ta X+ abak en (4.6), f adquiere la

forma (4.5). Esto completa la prueba.

Ejemplo 2. Sea g = x> - AX, entonces.

RT(x°-Ax) =if e &€ . £f=f =f_=f =0, en (0,0) (4.7)
%x,A x A XX

Prueba. Aplicando el Lema 4.2, RT(x° - Ax) consiste de gérmenes de

la forma

(a + 3b)x° - (a + 2b -~ 3xC)AX - cAz, (4.8)
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donde a,b,c € & Claramente todo germen de la forma (4.8) puede
X

WA

escribirse como

ax® + BAx + yA%, (4.9)

donde «,B,y € & menos trivialmente, todo germen de la forma

XA’

{(4.9) puede escribirse de la forma (4.8), siempre que el sistema

lineal
a+ 3 =a«a
-a-2b+3xc =8
-c=7.

sea invertible. Finalmente aplicando el Lema 4.4 se muestra que un

germen f puede ser expresado como (4.8) si y sélo si
f£(0,0) = £ (0,0) = f£.(0,0) = f (0,0) = O.
x v A xx

Esto prueba lo deseado.

Observaciones. Considere una combinacién lineal tal como
2 2
a(x® + A) + b(2x") + c(2ax), (4.10)

a,b,c, € 8x'A. Nos referimos a los términos x2 + A, 2x2, 2AX como
generadores de R.T(x2 + A), Los siguientes tres pasos son
importantes en el calculo de RT(g):

(a) Desechar generadores redundantes.

(b) Formar combinaciones lineales de generadores para simplifi

carlos.

(c) Pasar de los generadores de RT(g) a una caracterizacién de
éste.

En las siguientes seccliones formalizaremos estos pasos.

38




5. Algebra béasica

5.1 Terminologia

El conjunto & es un espacio vectorial, ésto significa que
n

dados f,g € 8n, y ¢.¢, € R; entonces, C1f t cg € 8n. Por
consiguiente, & es un anillo pues es posible multiplicar gérmenes.

n
Un ideal ¥ en & es un subespacio lineal con la siguiente

n

propiedad:
si ¢ € 8n y f el entonces ¢f € 3.

En relacién con nuestra aplicacién es muy facil probar que si

2\’ entonces RT(g) es un ideal en QXA. En efecto, de la

caracterizaclén en el Lema 4.2 de RT(g)

g € gx’

ag + bxgx + cAgx. (5.1)

donde a,b,c € 8x Ahora, si f1 Y fz tienen la forma (5.1),

A
también la tiene f‘1 + fz‘ Ademas, si f tiene la forma (5.1) para

algunos a,b,c, € 8x entonces para cualquier ¢ € & ¢ tiene la

A’
forma (S5.1) para ¢a, ¢b, ¢c € 8x

x,A’

La caracterizacién (5.1) de

2\

RT(g) es una construccién tipica de la teoria de anillos. Mas

generalmente, si P,»---»P, € § , entonces el conjunto de todas las
n

combinaclones lineales a1p1+...+akpk, a, € €, es un ideal en §.
n n
Representamos a este ideal por <p1,...,pk>; a p.,....p_ se les

llama generadores del ideal. Con esta notacién, podemos resumir el
»
Lema 4.2 como

RT(g) = (g, Xg Agx>. (5.2)

A un ideal generado por un numero finito de generadores se le llama

finitamente generado.
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5.2 Principios para calcular RT(g)
Los -siguientes lemas formalizan los pasos (a) y (b) de la

seccién 4 usando el lenguaje algebraico 1ntr'\oducido.

Lema 5.1. Sea ¥ = <p1"' . ,pk> un ideal en €n. si
P, = 211;:01 +...+ a Py para algunos gérmenes a, € E‘n, entonces
¥ =<p, Py
Demostracién. Obviamente (pl,...,pk_l) ¢ ¥ Sea f € ¥, entonces
f = b1p1+...+bkpk para algunos bl € gn. Si P, = a1p1+...+ab4pk_v
para algunos gérmenes al' € 8n, entonces
f = (b1 + a.ibk)p1 ...+ (bk_1 + ak_lb'k)pk_1 € <p1,...,pk_1>,
esto es, ¥ ¢ (pl,. .. ,pk_1>. ‘Por lo tanto & = <p1,. . ,pk_1>. -
Lema 5.2. Sea ¢ = (pl, ce .pk> un ideal en En y sean
k
q = a, Py 1= 1,...,k, (5.3)
3=1
donde a, € 8n. Si la matriz k x k, [a”(O)], 1, = 1,...,k, es
invertible, entonces & = (ql, - ,qk) ;
Demostracién. Debemos mostrar que <q1, RN qk> = <p1’ RN pk>.
Primero afirmamos que (ql,....qk> < (pl,...,pk>, ya que de (5.3) q,
- es una combinaclién lineal de Po--sPy- Pero cualquier f en
(ql,....qk> es una combinacién lineal de ql....‘.qk. Como todo
ideal es cerrado bajo estas operaciones, f € <p1,...,pk), lo cual

prueba la afirmacién.
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Para obtener la contencién inversa, invirtamos (5.3). Sea

A(x) la matriz k x k con entradas alj(x). De la regla de Cramer:

-1 _ 1 . ,
A = a—a—A adJ(A). (5.4)

Por hipétesis detA(0) # 0, y por la continuidad de detA(x) es
diferente de cero en alguna vecindad del origen. Por consiguiente,
de (4.8) se sigue que las entradas de A'(x), son gérmenes suaves,

dado que las de A(x) lo son. Invirtiendo (5.3) obtenemos

K
P = z *%jqj !
j=1
donde bij € 8n es la (i,j)-ésima entrada de A_l(x). Luego, cada
generador p, es una combinacién lineal de Qs 9, En forma

analoga a la prueba de la contencién inversa se deduce que

{p ,...,pk> c (ql,....qk). lo cual termina la prueba del lema. -

1

En vista de estos dos lemas, ocupémoslos para reescribir el
argumento que nos lleva a (4.5) en . forma mas compacta, esto es:

De la definicién (5.2) de RT(g),
RT(x + A) = <x° + A, 2x°, 2a%).
Observemos que 2Ax = 2x(x2 +A) - x(2x2), entonces del Lema 5.1
RT(x® + A) = <x° + A, 2xD.

- Ahora, expresemos ese conjunto de generadores en términos de otros

de la siguiente manera:

127892
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X2+ A 1 1 X2
2 = . (5.5)

2x 2 o0 A
1

Debido a que la matriz [ ; o

] es invertible para x = A = 0 (en

realidad lo es para todo (x,A)), cada par de gérmenes en (5.5)
genera RT(x° + A).

Similarmente obtengamos (4.9)}:
RIGS - Ax) = & - ax, 3x° - Ax, 3x°A-A%)

debido a (5.2). Ahora, observemos que

X3 - Ax 1 -1 o0 x>
P -Aax | =3 -t ax |,
3x2A - a2 0 3x -1 A2

en donde la matriz 3x3 es no singular en x = 0, A = 0. Luego, del

Lema 5.2, podemos escribir

RT(x° - Ax) = ¢&C, A%, AD. (5.6)
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6. Determinacién Finita

El paso (c) en la seccién 4 consiste en pasar de los

generadores de RT(g) a una caracterizacién de RT(g) mediante
condiciones sobre una f“uncién y sus derivadas en el origen. En
esta secién exploraremos este tercer paso y ésto nos llevara a las
ideas fundamentales de la teoria de singularidades aplicadas a

bifurcacion.

6.1 Terminologia Algebraica Adicional.

Sea
M= {f e 8n: £(0) = 0). (6.1)
Si ¢ e 8n y f‘,f‘l,f‘2 € M, entonces

(1) ¢f € M, ya que ¢f(0) = ¢(0) = O.

(i1) f‘1 + f‘2 € M, ya que (f‘1 + fz)(O) = f1(0) + f‘z(O) = 0.

Por lo tanto M es un ideal. Afirmamos que M es generado por
X,...,X; esto es,
1 n

M=Cx,...,x D

1 n

Obviamente (x1,...,xn> ¢ M, pues cada generador x1 esta en M.
Recipr‘ocamente, si £ € M entonces del Lema 4.1 f = x1a1+...+xnan
para algunos A, aa € 8n; luego f € (xi,...,xn>, y por lo tanto
M c <x1,...,xn). Mas aun M es un ideal maximal en el sentido

siguiente: para cualquier ideal ¢ c¢ 8n, se tiene $ ¢ X o ¢ = 8n.
Para ver ésto supongamos que ¥ es un ideal de 8n y que g € § es tal

que g(0) # 0, entonces 1/g € E?n y (g)(i/g) = 1 € §. Por lo tanto,

3 =8€.
n
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Dados dos ideales & y } en €n, hay construcciones estéandares
en la teoria de anillos que nos llevan a nuevos ideales, el ideal
suma 3 + J, que consiste de todos los gérmenes de la forma f + g
dqnde fe%ygel yel ideal producto ¥:§F, que consiste de todos

las sumas finitas de la forma f1g1+...+fmgm, donde fleg y gie}.

Ademas s1 $ y $ son finitamente generados, digamos % = <p1,...,pk>
y 3= (ql....,ql>, entonces ¥ + $ e %% son finitamente generados
como
I+ 3=4p,,.--»P 9 ,,---,9,> Y
1 m’ 1 1 (6.2)
F 3= (plqj>, i=1,...,m j=1,...,1

Demos dos ejemplos de la construccién del ideal producto.

Ejemplo 1. Si g € 8x entonces M = <x,A> y RT(g) = <g, xgx,kgx).

A’

Por consiguiente, de (6.2)

2 2
MRT(g) = {xg, Ag, X g Ag A 8x>-

Observe que los generadores x(Agx) y A(xgx) son redundantes.

Ejemplo 2. En gn, procediendo inductivamente definamos la sucesién

de ideales

Moo=, M= B, M= e,

Se sigue de (6.2) que M es generado por todos los monomios de
grado k,

M= (% |a] = k)

Luego del Teorema de Taylor tenemos una caracterizacién alternativa

para M

a
k []
M = {f € 8n: EEJ f(0) =0 para |a| = k—l}. (6.3)
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Sea ¥ un ideal de & . Decimos que dos gérmenes f y g en 8n
n
son iguales médulo ¥, y escribimos f = g (mod ¥), si f - g € .

Por ejemplo, usando esta terminologia podemos reescribir el Teorema

de Taylor (Lema 4.4) como sigue

£ = 3% (mod #**1). (5.4)

Las operaciones algebraicas en €n preservan esta nocién de -
igualdad. Por consiguiente, si f‘1 = f‘2 {mod $) y g =8, (mod %),

entonces f‘1 g = (f‘2 + gz) (mod §) y f‘lg1 = f2g2 (mod $).

6.2 Condiciones de pertenencia en RT(g)

Sea g € & Por ahora la finalidad es probar que si para

XA
algan k entero no negativo, K c RT(g), entonces decidir si un
germen dado f € 8x A\ pertenece a RT(g) se reduce a un problema de

dlgebra lineal en dimensién finita. Esta conclusién se sigue del

lema sigulente. Consideremos la notacién de indice multiple

o o
o _ |8 1(8 2 _
D" = [&] [B—X] , a = (al,az).

Lema 6.1. Sea g € S’X Y supongamos que para un k entero no

A,
negativo, Mk < RT(g). Un germen f € Sx N pertenece a RT(g) si y

s6lo si existen polinomios a(x,A), b(x,A) y c(x,A) de grado menor o

igual k que satisfagan el siguiente sistema de ecuaciones:
D¥[f - (ag + bxg + cAg )1(0,0) =0 (6.5)

para |«| = k.
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Demostraci6én. Si f e RT(g), existen gérmenes a, b, c, € Ex A tales
que

f - (ag + 't;xgx + Ehgx) =0 (6.6)
para toda (x,A). Sean a, b, ¢ los polinomios de Taylor de orden k

~

de 5, b, 8 respectivamente. Entonces
o A
D"a(0,0) = D" a(0,0y para ‘I""' = k,

y férmulas similares satisfacen b y ¢. La ecuacién (6.5) resulta de
combinar esta observacién con las derivadas apropiadas de (6.6).

Reciprocamente, suponga que f € 8x satisface (6.5) para ciertos

WA
polinomios. Sea r = f - (ag + bxgx + cAgx), vemos de (6.3) que
red*?! ¢ RT(g). Ahora, la férmula f = (ag + bxgx + clgx) + r

expresa a f como la suma de dos términos en RT(g); por consiguiente

f € RT(g). ]

El Lema 6.1 reduce la condicién de pertenencia a RT(g) a la
solubilidad de (6.5). Interpretamos a (6.5) como un sistema de

(k+1)(k+2)/2 ecuaciones lineales con coeficientes polinomiales

variables
4 %
a(x,A) = Z a x Az ... (6.7)
o
| |=k
Hay 3k(k+1)/2 de tales coeficientes variables. Debido a los
términos Daf‘(0,0) en (6.5), este sistema es no homogéneo. Esto

hace que (6.5) no pueda resolverse al menos que la homogeneidad
Daf‘(0,0) satisfaga condiciones auxiliares; esto es, por supuesto,

algo familiar en algebra lineal.
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Ilustremos estas ideas relacionandolas con los calculos de

RT(x°-Ax). Primero afirmamos que
M RT(x>-Ax). (6.8)

Por (4.9), RT(x>-Ax) = (xa, AxX, AZ). Para cada generador de A2
tenemos la representacién

3

X =1 (x%), Ax = 1 (Ax),

]
il

2

AX A (A%,

x (Aax), A

Esto muestra que todos los generadores de e pertenecen a
RT(xa-Ax), lo cual prueba la afirmacién.
Ahora desarrollemos (6.5) para g = X - AX, tomando k = 2.

Observe que si |a| = 2

. 3 -a(0,0) si a = (1,1),
D fa(x,A) (x"-ax)](0,0) =
0 de otra manera.
En otras palabras, s6lo el primer coeficiente a, de a(x,A)
contribuye realmente en (6.5), porque x° - Ax siempre se anula para
érdenes mas altos (|a|>2). Similarmente para los otros polinomios
desconocidos, b y ¢, séblo bo y <, contribuyen en (6.5).

Desarrollando (6.5) obtenemos el siguiente sistema no homogéneo de

seis ecuaciones con tres incégnitas, a, b, c:

o' o
0 = £(0,0)
0=1f (0,0)
b 4
0 = fA(O,O)
0=f (0,0)
XX
-ao - bo = fo(0,0)
-c, = fAA(O’O)’
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claramente este sistema es soluble si y sélo si
f(0,0) = f (0,0) = £, (0,0) = f (0,0) = O.
x A xX

lo cual es el resultado que queriamos.

Es de gran importancia el hecho siguiente: La condicién de
solubilidad de (6.5) s6lo involucra un numero finito de derivadas
de £ en el origen: En otras paimbras, si-:las derivadas de f de
orden menor o igual que k son tales que (6.5) es soluble, - entonces
f e RT(g) no importa que tan altas puedan ser las derivadas de f.
De modo que el Lema 6.1 nos lleva al tema fundamental de la

determinacién finita.

6.3 E1 Lema de Nakayama

El Lema 6.1 indica la importancia de poder averiguar si alguna
potencia de M estd contenida en RT(g). Relacionado con esto, es de
gran utilidad el llamado Lema de Nakayama; dado un entero k, este
resultado nos proporciona una prueba sencilla para ver si M esta o

no contenido en RT(g).

Lema 6.2. (Lema de Nakayama). Sean ¢ y } ideales en 8n, supongamos
que ¢ es finitamente generado, ¥ = (pf...,pm>. Entonces ¥ ¢ } si

y s6lo si $ ¢ } + M- 5.
Demostracién. Ya que 3 ¢ ¢+ M3, 3 ¢ % implica que 3 ¢ § + M-S

Reciprocamente, supongamos que % ¢ $ + M+F, esto significa que cada

generado P, de f puede escribirse como

48



donde f‘1 e }y a € 8n con a”(O) = 0 para i, J = 1,...,m. La

i)
forma del segundo término en (6.9) se sigue del hecho de que H-% es
generado por productos de los pj con gérmenes que se anulan en el

origen. Sea A'la matriz mxm con -entradas aU; sea 1 la matriz

identidad mxm. Reescribamos (B6.9) en notacién matricial

Py fx
(1-A)] ! = : . (6.10)
pm fm
Ahora (I-A) = I, de modo que I-A es invertible en alguna

x=0

vecindad del origen. Invirtiendo (I-A). de (6.10) encontramos que

i=1,...,m Esto muestra que cada P, es una combinacién lineal de

los fj y por tanto pertenece a }. Consecuentemente, $ ¢ §. -
Veamos algunas consecuencias utiles del Lema de Nakayama.

Corolario 6.3. (a) Sea ¥ = <p1,...,pm) un ideal de gn y suponga. que
909 € M+$. Entonces ¥ también es generado por p1+q1,...,pm+qm.
(b) Si g es un germen tal que M c RT(g), entonces g es fuertemente

equlvalente a Jkg.

Demostracion. (a) Ya que qJ € M3 c ¥ se sigue que pj + qJ € ¥ lo

mual  implica que (p1+q1,...,pm+qm) < J. Reciprocamente, cada.
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= + -
P, (pJ qj) q,

} c <p1+ qi,....pm+ qm) + M-%, se sigue del Lema de Nakayama que

€ <p1+q1,...,pm+qm> + M-#, esto implica que

¥ c <p1+q1,...,pm+qm>.

(b) Escribamos g = jkg - r, donde r € Hr Dé acuerdo al Teoreha
3.2, para probar que g es fuertemente equivalente a jkg, es
suficiente probar que RT(g) = RT(g + tr) para todo t e [0,1].
Ahora, RT(g + tr) es generado por g + tr, x(gx+ trx) y R(gx+ trx).
Cada uno de estos generadores difiere de los correspondientes

generadores de RT(g) en un elemento de M M-RT(g). De la parte

(a) se sigue que RT(g) = RT(g + tr). (]

El caso especial mas relevante del Lema de Nakayama es el

siguiente.

Lema 6.4. Sean g € & y k un entero positivo. Si M c RT(g) +

x,A’

k+1

M 7, entonces M RT(g).

Demostracién. La conclusién se sigue del Lema de Nakayama tomando

$=uYy g=RT(g). -
Apliquemos este caso especial a dos ejemplos especificos.

Como primera aplicacién, obtengamos (6.8). Por definicién
RT(x°-ax) = <X°-A, 3x°-Ax, 3Ax°-A. (6.11)

Podemos expresar cada uno de los generadores de M en términos de

los tres generadores de (6.11) médulo M
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2 3
AxT = - x(x” - Ax) + ri(x,A),

2 5 (6.12)
A%x = - AMxT - Ax) + rz(x,A).

A% = - aEax? - A%) + r (x,2),

donde r, rz,'rﬁ e M. Vemos de (B.12) que
e RIGE - ax) + 4

de modo que (6.8) se sigue del lLema 6.4.

En general el Lema 6.3 simplifica el manejo de los términos de
orden alto en un problema de bifurcacién. Para ilustrar esto,
éonsideremos la siguiente perturbacién del trinche:

gi{x,A) = x> - Ax + ax®
donde a € R (ver 11.A1). Especificamente probéremos que

M < RT(g) (6.13)

En realidad, s6lo repetiremos (6.12) para este ejemplo. Ya que,
ax4 € Af, cada ecuacién de (6.12) es perturbada por algin elemento

de M4; esto es,

3 1 1 ~
X" = - 58¢% 5 X8 + ro(x,A),
Ax® = - xXg + ;1(x,h).
A%x = = Ag + T,(x,2)
3_- ~
AT = A(Agx) + r (x,2),
donde ;o’ ;1, Fz’ ;3 e #'. Con esto (6.13) se sigue de Lema 6.4.
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Observaciones. (i) Es posible obtener (6.13) directamente,
obteniendo explicitamente los generadores como combinaciones
lineales de g, Xg Y Agx.

{(ii) La prueba del Lema de Nakayama tiene mucho en comin con la
prueba del Lema 5.2. La ventaja del Lema de Nakayama es que no es
necesario ser tan explicito en especificar la relacién entre dos

conjuntos de generadores.

6.4 Codimension finita para ideales
El concepto de <codimensién finita estd estrechamente
relacionado con el hecho de si un ideal contiene una potencia del

ideal maximal M.

Definiciéon 6.5. Sea ¥ c 8n un subespacio vectorial. Decimos que ¢
tiene codimensién finita si existe un subespacio vectorial V ¢ 8n

de dimensién finita tal que

F+V=2§8. (6.14)

n

Si no existe tal espacio decimos que ¢ tiene codimensién infinita.

Usualmente aplicaremos este concepto a un subespacio vectorial
$ que en realidad es un ideal, por lo menos en este trabajo.
Consideremos algunos ejemplos para aclarar esta definicién.
Afirmamos que #* tiene codimensién finita para cualquier entero

positivo k. Por supuesto, si f € & , podemos escribir
n

£ =[f - Jk~1f] . Jk-lf'

Por (6.3) el primer término pertenece a Mk, y el segundo término es
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un polinomio de grado a lo mas k-1. Por consiguiente
3 a
€ =M + R{x : |a] =k-1}, (6.15)
n

donde el segundo término indica todas las combinaciones lineales de
monomios de grado menor o igual que k-1. Se sigue de (6.15) que M

tiene codimensién finita para cualquier k como afirmamos.

Como segundo ejemplo, afirmamos que fﬂ(xs—kx) tiene codimen-
sién finita en gx 2" Recordemos la caracterizacién (4.7) de

RT(xs—AxL Para cualquier f e Sx hay un tunico polinomio de la

A
forma

2
n{x) =c +cx+cA+cx,
1 2 3 4

tal que f - m € RT(xa—Ax). Luego

8 = RT(x>-2x) + R{1, x, A, x°), (6.16)

lo cual prueba la afirmacion.

En (6.14) es natural requerir que V tenga dimensién pequefia
tanto como sea posible. Esto ocurre si y s6lo si § nV = {0}, en
cuyo caso decimos que gn es la suma directa de ¢ y V, y escribimos
8n = ¢ o V Las descomposiciones (6.15) y (6.18) son en suma
directa. Veamos esto para (6.16). Si f e RT(x-Ax) n R(l,x,A,x},
se deben satisfacer simultaneamente las condiciones en (4.7) y
f = a+bx+c7\+dx2 para algunos a,b,c,d € R. Luegoa =b=c=d-=20

y por tanto f = 0, lo cual prueba que (6.16) es una suma directa.

Estas ideas nos llevan a un refinamiento de la Definicién (6.5).
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Definicién 6.6. Sea ¥ ¢ & un subespacio vectorial de codimensién
n
finita.  La codimensién es - la dimensitn de- cualquier subespacio

vectorial V ¢ €n. tal que Sn = ¢ ® V. Escribimos

codim? = dimV.

Proposicién B6.7. Sea ¢ c 8n un ideal. Hay un entero k tal que

M c ¢ st y sb6lo si ¥ tiene codimensién finita.

Demostracioén. Si Aﬁ c ¥, entonces codimd = codimﬁ# < oo,
Reciprocamente, supongamos que § tiene codimensién finita. Digamos

qodim9 =m - 1. Obviamente, tenemos las incluslones

$c 3+ M cF+ M Ve...cs+ M

Por lo tanto
1 = codim(J+M)s=s codim(3+ﬁﬁ)$ ... = codim($+H")= codim(¥) = m - 1.

La igualdad debe verificarse por lo menos para un caso, porque
disponemos de menos enteros que desigualdades. Entonces, existe un
entero 1 = k < m tal que

k+1

codim(3 + #y = codim($ + M ).

Sin embargo, % + Mg+ Mt Luego estos ideales pueden tener

igual codimensién s6élo si son iguales; ¢ + Mmoo i-.M& En

particular, Mo g o+ M Se sigue del Lema de Nakayama que
k

M c & -

Corolario 6.8. Sea ¢ ¢ Qn. n 2 2, un ideal generado s6lo por un

germen p tal que p(0) = O, entonces ¥ tiene codimensién infinita.
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Demostracién. Supongamos que codimf < w. Por la Proposicién 6.7
hay un entero k tal que Hecg= <p>. Puesto que p = Jkp + r donde

k+1
reM

c M<p> se sigue del Corolario 6.3 que <p> = <Jkp>. De
modo que podemos sﬁponer sin pérdida de generalidad que p es un
polinomio de grado a lo mads k. Ya que p es un polinomio podemos
extenderlo a una funcién sobre C'. Mas aun, p(0)=0. Ahora, en C",
n =2 2; el conjunto de ceros de un polinomio nunca es un punto
-.aislado, necesariamente en cualquier vecindad del origen hay una
infinidad de puntos donde p se anula.

Por otra parte, ya que M c <p>, cualquier monomio g de grado
k puede ser factorizado como q = ap, para algin a € 8n. En
reallidad, a debe ser un polinomio de grado menor o igual que k. La
factorizacién también se satisface sobre €, por consiguiente,
cualesquiera de tales monomios q se anula donde p se anula, y esto
se logra en una infinidad de puntos. Esto contradice el hecho de

que los monomios de grado k s6lo se anulan simultidneamente en

el origen, un punto aislado. ]

Apliquemos este corolario para construir dos ejemplos de

gérmenes g tales que RT(g) tenga codimensién infinita.

Ejemplo 3. Consideremos un germen de la forma g(x,A) = Aq(x,A),
donde q € €n. Ahora, RT(g) = (g, g Agx>; se ve facilmente que A
es factor de los tres generadores. De modo que, RT(g) c <A> y por
lo tanto del Corolario 6.8 RT(g) tiene codimensién infinita.

Los gérmenes de la forma Aq(x,A) no tienen la propiedad de la

determinacién finita, dada en el lLema 6.1. De hecho los gérmenes

55




g{x,A) = A

2
fix,A) = A + e 1*

tienen derivadas de todos los érdenes iguales en el origen, a pesar
de que g .y f no sean equivalentes. Para verificar.esto, vemos que
los conjuntos de ceros de f y g son diferentes, como se muestra en

la Figura 6.1(a).

Ejemplo 4. Consideremos cualquier germen de la forma xzq(x,A). En
este caso, x es un factor de los tres generadores de RT(g) de modo
que RT(g) ¢ <x>. Por consiguiente RT(g) tiene codimensién infinita.

Observe también que los gérmenes

g{x,A) = X2

2
£(x,A) = x2 + e % gen(1/2%)

tienen la misma expansién como serie de Taylor en el origen, pero

los conjuntos de ceros de g y f son muy diferentes. Figura 6.1(b).
Los Ejemplos 3 y 4 muestran las dificultades con las que uno

se puede encontrar cuando RT(g) tiene codimensién infinita. E1 com

portamiento patolégico es la regla en vez de la excepcidn.
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no perturbado

glx,A) = A =

0 gxA) =x*=0

f(x,A) = A + e

(a)

Figura 6.1.

perturbado -e-ewiﬂ-e—e-

2 2 -~
1/x £(x,A) = x° + e V* sen(1/2%)

(b)

Perturbaciones de problemas de bifurcacién de

Codimensién infinita.
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7. Un ejemplo no trivial

Calcularemos RT(g) para
g(x,2) = x> + AX® + A2, (7.1)
Como en la seccién 4 caracterizaremos RT(x5 + Axa + Az) mediante:

(a) Generadores.
{b) Condiciones de pertenencia sobre uma funcidn.

2

(a) Especificamente, la caracterizacién de R.T(xs + Ax~ o+ Aa) por

generadores es
RTGS+AX24A2) = 40+t aa> + M + ROCAXTHAZ, Bx+aax).  (7.2)

Comparemos (7.2) con (4.9), la férmula correspondiente para X-AX.
Para facilitar esta comparacién reescribimos (4.9) como (7.2),

af irmamos que

RT(x-Ax) = M5 + M. (7.3)
En efecto vemos de (4.9) que RI(xs-Ax) es generado por xa, AX, Az.

2 3 2

Ahora bien, M+ M<A>  tiene generadores x3, AxX, Azx. AT, AX, AL
Usemos el Lema 5.1 para descartar los generadores redundantes sz,
A%x y 2% de la lista anterior, con esto se prueba (7.3). Parte de

la dificultad de (7.1) reside en que (7.2) no es generado por

monomios.

1. Como primer paso para derivar (7.2) usemos el Lema 6.4 para

probar que

#8 ¢ RT(g) (7.4)

Ahora
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RT(g)

= {g,%8_,Ag >
(7.5)
= CaCaa®, sx+aad®, Baxt+3ax®y
5 8 S &
Debemos probar que cada generador de M (digamos, X, AX ,...,A )
pertenece a RT(g) + M. Observemos que
s _ x°
Ax" = z— (xg ) + T,
2.4 _ 4
AX X g+ rz,
A3x3 = Axsg + T,
AP = Azng +r,
ASx = Asxg + Ty
8 It
A =Ag+ re
y
6 _ 9 2 1 _ 3.2 _ 3
X' =5=xg* Eg X = 5 X ](ng) 55 (Agx) + T (7.8)
donde Tyre- o Tg € A(. De modo que (7.4) se sigue del Lema 6.4.
El Lema 6.1 nos lleva también a (7.4), pero de una manera muy
tedliosa.

2. Como siguiente paso probemos que

M<x> < RT(g) (7.7)

2,3 4 )

ahora, Hrar> es generado por x4A, xahz, x“A7, xA°, A7. Cada uno de

estos generadores tiene una representacién
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1
X A= 3 X Lxgx) =T,

xskz = x3g +r,

2
x2% = ng *ro, (7.8)
xAB = Azxg + r4,

_ 43
AT = ATg + rs,

donde r ,...,r_ € #°. Pero #° ¢ RT(g), de modo que ambos términos

del lado derecho en (7.8) pertenecen a RT(g). Esto prueba (7.7).

3. Procedamos andlogamente para probar que
M<A®> ¢ RT(g). (7.9)
Especificamente tenemos que, para los generadores de M<aZs

xAz

Xg +r
g 1!

);3

Ag + T,
donde r.r, € A+ 4t c RT(g). Por lo tanto se sigue (7.9).
Se sigue de (7.4), (7.7) y (7.9) que

Mo+ oo + HAD (7.10)

esta contenido en RT(g).

4. Para completar la caracterizaciéon (7.2) debemos especificar los
elementos que no estan contenidos en (7.10). Ahora bien, RT(g)

consiste de todos los gérmenes de la forma
ag + b(xgx) + c(Agx), (7.11)

donde a,b,c € Qx Observe que Agx ya pertenece a (7.10), de modo

A

que este elemento no contribuye con nuevos elementos en RT(g). Atn
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cuando g y xg no pertenecen a (7.10}, tenemos lo siguiente

xg, Ag, X(xg), A(xg) e Mo+ s + ma>. (7.12)
Por otro lado, para cualquier a € Ex A podemos escribir
a = a(0,0) + a,

donde a € M; con esto

a(0,0)g + ag

ag

y por (7.12) el término ag pertenece a (7.10). Una situacién
similar se tieme para t(xgx) En conclusién, todo germen de la

forma (7.11) puede ser escrito como

a(0,0)g + b(O.O)xgx +r

donde r € 4% + M<x> + m<A2>, lo cual completa la prueba.

{(b) Ahora obtengamos condiciones sobre una funcién que caractericen

la pertenencia a RT(g).

Primero afirmamos que f € RT(g) si y sélo si J°f e RT(g).
Para ver esto, observemos que f = j4f + (f - jsf); por (6.3)
f - Jsf e # ¢ RT(g) y de esto se sigue la afirmacién.

Escribamos

3°r = ) = x ' a? (7.13)

|e|=5
utilizando la notacién de indice multiple. Se sigue de (7.7) y
(7.9) que muchos de los coeficientes en (7.13) no influyen para
decir que jsf € RT(g). Considere por ejemplo, a el coeficiente

de_xkz. Observe que

127892
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Sn _ 5, _ 2 2
Jf =Tt 2., XAT) + a, XA".

Dado que % e M ¢ RT(g), Jsf € RT(g) si y so6lo si

jsf - a_ xA% e RT(g). Hagamos esto con todos los monomios en

12
(7.13) que pertenezcan a MHrans> + M<12>, entonces Jsf € RT(g) si y

sb6lo si

5 3
[ Z a xl] + [ Z a xi] A+ a x5 (7.14)
10 i 05
=0 i=0

pertenece a RT(g). Los tres generadores g, xg Ag de RT(g)

X

satisfacen

3
[g—x] £(0,0) = 0 para J =0,1,2,3,4

6_ ’ 8_ f(0,0)=0 ara j = 0,1,2
X aA » p \J » » .

y también cualquier combinacidén de esos generadores, como (7.11),

satisfacen estas condiciones. Por consiguiente, f pertenece a

RT(g) sélo si

a, =0 parai=0,1,234 J=01,2

En tal caso, (7.14) se reduce a
a xs + 3 xal + a 2A2

S0 31 [o}

Este polinomio pertenece a RT(g) si y sé6lo si puede escribirse como
una combinacién lineal de los vectores de la base x5 + Ax3 + Az y

5x° + 3Ax° en (7.2); es decir, si y sélo si

3a - Ba - 2a = 0.
50 31 02
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8. Ideales intrinsecos
Los conceptos descritos en esta seccién sdlo se aplican a
Ex 2z’ mas que a & para n arbitrario, ya que se trabaja con
’ n

transformaciones de equivalencia.

Conceptos basicos
LLamamos a un ideal ¥ ¢ 8x 2z intrinseco si la siguiente.

implicacién es valida:
ged y h fuertemente equivalente a g, entonces h e 4.

Alternativamente, un ideal es intrinseco si como conjunto, es
invariante bajo toda transformacién de equivalencia.

Por ejemplo, es facil verificar de (1.1) y (1.2) que H y )
son ldeales Intrinsecos. Mas atn, si § y ¢ son ideales intrinsecos,
también lo son § + $ y % Vemos esto para % + }, supongamos que
ge ¥+ % yh=Sg(X,A). Podemos escribir g = g * 8, donde g, € 3
y g, € J. Luego

h = S(g1 + gz)(X,A) = Sgl(X.A) + ng(X,A).

Pero Sgl(X,A) e fy ng(X,A) € } ya que ¥ y ¢ son intrinsecos. Por
consiguiente h e ¥ + 4.

Necesitamos el siguiente lema para probar otros resultados.

Lema 8.1. Sea ¢ ¢ 8x 5 un ideal intrinseco de codimensién finita.

Si f € ¥, entonces xfx y Afx pertenecen a §. En particular RT(f)c¥.

Demostracién. Ya que ¢ tiene codimensiéon finita, hay un k tal que

k

b < #. Por el teorema de Taylor
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£(x,A) = JF(x,A) + r(x,A),

donde r € M*'. Dado que xr_, Arx pertenecen a Mt e ¥, podemos
reemplazar f por jkf(x,A) en el lema.- De modo que, es suficiente

probarlo para f un polinomio de grado menor o igual que k, es

k+1 k+1

1 L
decir, cuando f € (U0 ) n J. Observe que f(tx,A) € (M4 ") n %,

ya que-¥-es intrinseco. Por consiguiente,

Fltx,A) - f(x,A)

p(t) = o

1L L
estd en (Mk”) n $. Mas aun, (Mk”) n 3 es cerrado, pues es un
1
subespacio lineal del espacio (Mku) de dimensién finita. Por lo

tanto,

L
1im p(t) = xf_(x,2) € YD a g
t—m w

Similarmente, f(x + tA, A) € $ para todo t pues % es intrinseco.
Entonces
ft(x + tA, A) oo = Afx(x,A) e ¥. =

Observacién. El Lema 8.1 se vale si f es un polinomlo y codim($)<w.

Corolario 8.2. Sea ¥ un ideal de codimensién finita, si un monomio

xlhm pertenece a ¢, entonces Ml(hm> c ¥

Demostracién. Probaremos que los generadores de Aﬂ(Am> pertenecen
a J; esto es,

1 1-1 +1 1+m
x AT x ™, L., A ™Me s,

Esto se sique aplicando repetidamente A a x'A" como en el

Lema 8.1.
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Proposicién 8.3. Sea ¥ un ideal intrinseco de codimensién finita.
Un polinomio
o

o
p{x,A) = Z a, X a2,

pertenece a § si y s6lo si para toda a tal que a, # 0, el monomio

o «
1 2
X A pertenece a §.

Demostracioén. El s6lo si es trivial. Para probar la reciproca,
consideraremos un indice mualtiple arbitrario a = (1,m) tal que
a., # 0, y probaremos que x'A" € §. .S1 1 + m > k la conclusién se
sigue trivialmente; supongamos pues que 1 + m = k. Como en la
demostracién del Lema 8.1 podemos restringirnos, sin pérdidad de
generalida, al caso en que p es un polinomio de grado menor o igual

que k. Expresemos a p como -

POX,A) = p (A) + p (A)x + ... + pk(A)xk. (8.1)

Afirmamos que pJ(A) € $ para J = 1,...,k. Para probar esto,

observemos, como en la prueba del Lema 8.1, que
p{tx,a) = pb(h) + tpl(h)x + ...+ tkpk(A)xk

pertenece a ¢ para toda t > 0. Derivando repetidamente, p(tx,A),
respecto a t, se obtienen gémenes en §. Haclendo esto k veces esto,
vemos que pk(A)xk esta en §. La afirmacién se sigue inductivamente
partiendo de pk(h)xk.

Ahora, f1ijémonos en pl()\), el coeficiente de x' en (8.1).

Escribamos
pl(A) = bo + b1A + ... +b A (8.2)

El polinomio no puede anularse idénticamente pues bm =a, # 0. Sea

65



b el primer coeficiente distinto de cero en (8.2); entonces p = m.

Por consiguiente, pl(A) = A“q(A) donde q(0) # 0; esto significa que

1/q € é‘x X de modo que AH = pl(A)/q(A). Por consiguiente
lm_u-m[lm_u—ml m
xA = A7 T(A"x) = A o pl(h)x.

Pero p1(7\)xm estd en el ideal ¥, por lo tanto xl)\m € 3. -

La siguiente proposicién muestra que los ideales intrinsecos
pueden obtenerse de los ejemplos basicos, M y {A), mediante sumas y

productos.

un ideal de codimensién finita.

Proposicién 8.4. Sea ¢ ¢ gx 2’

Entonces ¢ es intrinseco si y sélo si
Kk ko1 kK 1
F=M + M QD ...+ 2D (8.3)

para algin conjunto finito de enteros no negativos kl. 11‘
Demostracién. Claramente todo ideal de 1la forma (8.3) es
intrinseco, ya que sumas y productos de ideales Iintrinsecos son
intrinsecos y 4 y {(A> lo son. Reciprocamente, supongamos que ¢ es
un ideal intrinseco de codimensién finita. Escojamos el entero k
mas pequefio tal que M c 3 Y, supongamos que hay elementos
diferentes de cero en ¢ \Mk; podemos considerar que son pelinomios.
Por la Proposicién 8.3, hay monomios x'A™ en § \ 4. Luego del
Corolario 8.2, M'QA™ c $. Aplicando estas ideas a cada uno de los
monomios en & \Mk, los cuales son un numero finito, concluimos que

k1
¥ es suma de ideales de la forma M l(7\ ’). =
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Para eliminar redundancias en (8.3) podemos requerir

(a) 0<11<...<1
(8.4)
(b) k>k +1 > ... >k +1

1 1 s s

Discutamos ahora las razones por las cuales para cualquier

ideal, ¥ ¢ gx de codimensién finita; hay un ideal intrinseco,

A ’
el m&s grande, contenido en %.-° Por 1la Proposicién 6.7 hay un
entero k tal que M c 3. se sigue de la Proposicién 8.4 que hay un

numero finito de ideales intrinsecos } tales que
k
MNMecFcd (8.5)

La suma de todos éstos, es un ideal intrinseco el cual también
éatisface (8.5); de esta manera, debe ser el ideal intrinseco mas
grande contenido en #. Denotémoslo por Itr¥, Debido a (8.5) Itr$
tiene codimensién finita.

La férmula (7.2) muestra en general que RT(g) no
necesariamente es un ideal intrinseco. Sin embargo, podemos
interpretar los calculos de la seccién 7 en términos de este
concepto como sigue: Primero se encontr6 Itr(g), a saber,

6

Itr(g) = M + M‘(A) + M<A2> y luego se caracterizé. Exploremos

cuidadosamente este método.

L
Sea ¢ ¢ 8x 5 un ideal de codimensién finita. Denotamos por ¢
al subespacio nectorial de dimensién finita de Ex z generado por
los monomlos que no pertenecen a ¥. Afirmamos que
4
$F+3% =8 (8.6)

%, A
En efecto, ya que ¢ tiene codimensién finita, de la Proposicién 6.7

hay un entero k tal que M < 3. Por otro lado, para cualquier
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f e Ex \ podemos escribir f = ka‘ + (f - ,jkf), donde f - Jk

pertenece a e g Por consiguiente, para determinar si f

f

L
pertenece a § + $# s6lo necesitamos considerar si ka pertenece a
I
¥ + 3 . Ahora, dividamos al conjunto de monomios de grado menor que
k + 1 en dos conjuntos: el de monomios que estdn en § y el de los

que no estan en Z. Usando esta divisién podemos escribir

1
§5f = £, +f, donde f €%y f, e, locual prueba la afirmacién.

2

1
En general, no tenemos ¥ n § = {0} (p.ej. 3 = "+ A?xA)L

Sin embargo para ideales intrinsecos la situacién es diferente,

l'ma 8.5. .S1 % es un ideal intrinseco de codimensién finita,

L
entonces § =%ed.
X, A

Demostracién. En visté de (8.6), sb6lo necesltamos probar que

L 1 a &«

$ng¥ ={0}. Sea f € ¥, entonces f= ¥ a, X A para un
o o

numero finito de aa's; donde x 1 A 2 ¢ } para cada a, # 0. Por

lo tanto, de la Proposicién 8.3, f ¢ #. Consecuentemente, es claro

L
que, $ + ¢ = {0}. .
Corolario 8.6. Sea & ¢ gx 2\ un ideal de codimensién finita.
Entonces
= (Itr¥) o V, (8.7)

1
donde V=% n (Itr¥) 4

L
Demostracién. Ya que V c (Itrf) , se sigue del Lema 8.5 aplicado a
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Itr que (Itrd) 6 V = {0}. Por otra parte, para cualquier f € §.A
podemos escribir f = f + f donde f, e itrd vy T, e (Itr&)L. Si
f € ¥, entonces f2 = f - f1 € ¥, ya que fl € Itr? ¢ 3. De este
modo, fz €e ¢ n (Itr?)l = V. Esto muestra que ¢ = (Itr#) + V, 19

cual completa la prueba. -
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9. Formulacién de los resultados principales
El algoritmo para resolver el problema de reconocimiento
descompone a los monomios en tres clases de acuerdo al orden: bajo,

intermedio y alto.

9.1 Términos de orden bajo
- Para describir los términos de orden bajo, conslderemos al
ideal intrinseco mas pequefio que contiene a un germen h, como la

interseccién de todos los ideales intrinsecos que contienen a h.

denotamos por £(h) al ideal

Definicion 9.1. Si h € €x 2\’

1ntr1nséco mas pequeno que contiene a h.

Teorema 9.2. Sea h € 8x tal que RT(h) tiene codimensién finita.

A
(a) 2(h) es de codimensién finita.

(b) 2h) = T  (#*Qa*» : p"n(0,0) = 0}.

=01, az)

(b) Si g es equivalente a h, entonces £(g) = £(h).
Demostracién Para una demostracién ver [GS].

Teorema 89.3. Sea h € 8x A Y RT(h) de codimensién finita. Si g es
' 1
equivalente a h, entonces para todo monomio x*A%2 ¢ ¢(h) , tenemos
p%g(0,0) = 0.
o1, o2

' L
Demostracién. Suponga x A e€f(h) y p%g(0,0)#0. Por el Teorema

9.2(b), x*a*% e 2(g) = £(h), lo cual es una contradiccién. .
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#2(h) también da informacién acerca de los términos de orden

intermedio.

Teorema 8.4. Sea h € gx 4 RT(h) de codimensién finita. Si g es
equivalente a h, entonces para todo generador intrinseco x* A% de

£(h), tenemos Dag(0,0) # 0.

Demostracién. Considere un generador intrinseco x¥A%2 de 2(n).

Por el Teorema 9.2(b)

#g) = T H*r* . p%g(0,0) = 0} (9.2)
o=(o1, 0c2)

Por el Teorema 9.3, Dag(0,0) = 0 para todos los multiindices «

al, a2
X

: 1
tales que A £(h) ; de modo que, estos términos no

contribuyen. De los términos'que quedan, s6lo los de Jﬁ(hl) pueden
o1, o2

contribuir. Por el Teorema 9.2(c), x A~ € £(g), de manera que

este término debe contribuir en (9.2); esto es,

k 1
E%J [gi] g(0,0) = 0.

9.2 Términos de orden alto

Definicién 9.5. Si h e &; definimos P(h) por: p € P(h) si

A ’
para g fuertemente equivalenté ahytodot eR

RT(g + tp) = RT(g).

P{(h}) es el conjunto de los términos de orden alto en el problema de

reconocimiento para h.
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Proposicién 9.8. (a) si p € P(h) y g es fuertemente equivalente a
h, entonces g + p es fuertemente equivalente a g.
{b) Si RT(h) es de codimensién finita, entonces P(h) es un ideal

intrinseco de codimensién finita.
Demostracion. (a) se sigue del Teorema 3.2. (b) ver [GS,11.12].

Teorema 9.7. Si RT(h) es de codimensién finita, entonces

P(h) = Itrg(h) donde
#(h) = <xh, Ah, xzhx, ah . (9.3)

Demostracién. Ver [GS,II.13].

Otra férmula para J(h) es:
J(h) = M-RT(h) + R{ah} (8.4)

Este resultado 1identifica los términos de orden alto que

pueden no entrar en la solucién del problema de reconocimiento.

Describimos un problema de bifurcacién h como k-determinado si

k+1

h + p es equivalente a h para toda p € M Para que h sea

k-determinado, es necesario y suficiente que A ¢ P(n).

9.3 Términos de orden intermedio

Tratar térmionos de orden intermedio no es tan facil como con
términos de orden bajo o alto; por la siguiente razén: Una
descripcién concisa de 1o que pasa en este nivel requlere

fuertemente de concebtos matematicos sofisticados de la teoria de

72



grupos de Lie. Nuestro manejo de términos de orden intermedio, en
el problema de reconocimiento, es un calculo explicito que
involucra un numero finito de parametros indeterminados. Estos
cadlculos deben hacerse caso por caso. El Teorema 9.4 es de g;an
utilidad para empezar estos calculos.

En ejemplos elementales los términos de orden intermedio, que
contribuyen en el problema de reconocimiento, se manejan con

desigualdades.
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10. Solucién de problema de reconocimiento

Resolveremos el problema de reconocimiento para las siguientes

formas normales:

(a) e(x® + 6A2),

(b) cx3 + BAZ,

(10.1) ~
{(c) cxk +8Aax, - k.= 3,

(d) ex* + a8rn, k= 2.

donde e =1 y &8 =4%1.

Proposicién 10.1. Un germen g € 8x 5\ €S fuertemente equivalente a

(10.1a), h(x,A) = e(x® + 8A%), si y sélo si en (x,A) = (0,0)

g=8 =8, =0 (10.2a)

€=sgng_ ., 3 = sgn det(dzg) (10.2b)

donde sgn es la funcién signo y dag es la matriz hessiana de g.

Demostracién. Del Teorema 9.2(b), tenemos que £(h) = M. Los
Teoremas 9.3 y 9.4 implican que
glx,A) = ax® + p(x,2) (10.3)

donde a#0 y pe w o+ MDD,  En particular, (10.2a) se cumple.

Ahora, del Teorema 9.7, P(h) M?; de modo que, no todos los
posibles residuos en (10.3) pueden descartarse. Sin embargo,

podemos escribir
g(x,A) = ax® + bax + ca? + p(x,A),

127892

donde p € #3. Debemos averigiiar cuando
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8(x,A) = ax® + bax + cA®

es equivalente a h. Ahora, debido a la restricciéon de signos en
(1.2), una transformacién de equivalencia no puede cambiar sgn 8,
o sgn det(dsz de modo que (10.2b) es una condicidén necesaria.
Usando el hecho de que la composiciétn de transformaciones de
equivalencia es una transformacién de equivalencia, podemos reducir
g€ a h en pasos; Si (10.2b) se satisface, considerando

|aac - b2|“2 b
X(x,A) = X - A
2|a] 2a

y el reescalamiento

4fa]

|4ac—b2|
obtenemos

e(x® + 3% = S 5X(x,A),2). : -

Proposicién 10.2. Un germen g € SX 5 ©S fuertemente equivalente a

(10.1b), h(x,A) = ex> + &A%, si y s6lo si en (x,A) = (0,0)

= 0, (10. 4a)
€=sgng . d = sgn 8" (10.4b)

Demostracién. Del Teorema 9.2(b) tenemos que
2(h) = £ + Q5.

Si1 g es fuertemente equivalente a h, se sigue de los Teoremas 9.3 y

9.4 que
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gix,A) = ax® + baZ + p(x,A) (10.5)

donde a#0, b#0 y pe€ o+ M<A2>. En particular g satisface
(10.4a).

Ahora podemos ver que
#(h) = M+ HQ)
y por lo tanto, del Teorema 8.7,
P(h) = M+ M.
Pero p € P(h), de modo que p no contribuye en (10.5) a que g sea, o
no, fuertemente equivalente a h. Entonces preguntémonos si
g8(x,2) = ax’ + t®

es fuertemente equivalente a h. En efecto lo es; (10.4b) se

satisface sl y s6lo si tomando

|b|1/3
X(x,a) =.[—-——-—— X, A }

lall/a
y el reescalamiento S = |b|'1, obtenemos

ex + A% = s-g(X(x,A), A).

Proposicién 10.3. Un germen g € gx es fuertemente equivalente a

A
(10.1c), hix,A) = ex® + SAx, sl y sélo si en (x,A) = (0,0)

k-1
=9 4= = |2 =9 5=
g_.g;g-—,,.—[—a—-] g=3x8=0, (10.6a)
y
5 1" a 8
€ = sgn EEJ g, 8 = sgn 3 3% & (10.6b)

76



Demostracién. Tenemos
2(h) = M + HOD

de modo que si g es fuertemente equivalente a h, se sigue de los

Teoremas 8.3 y 8.7 que
g(x,A) = ax® + bax + p(x,A)

donde a = 0, b# 0 y

k+1

pe #+ MOy + QD). (10.7)

En particular (10.6a) se satisface.
Ahora, del Teorema 9.7, P(h) es precisamente el 1ldeal en
(10.7), .de modo que p(x,A) no contribuye en la equivalencla fuerte

de g y h. Finalmente veamos que
~ Kk
g(x,A) = ax + bax

es fuertemente equivalente a h. En efecto, (10.6b) se satisface

si y s6lo si tomando

1/(k-1)

_|b
y un reescalamiento
1/(k=-1)
S = 1 EI
IERE

obtenemos

ex® + 8ax = S-g(X(x, 1), A).

Proposicién 10.4. Un germen g € 8x es fuertemente equivalente a

» A
(10.1d), h(x,A) = ex® + SA, si y s6lo si en (x,A) = (0,0)

k-1
9, - = |2_ =
g-a—xg—...—[a] g =0, {10.82a)
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a 1 )
€ = sgn[gi] g 3 =sgnz 8 (10.8b)

Demostracién, Primero aplicamos el Teorema 9.2(b) para dedﬁcir

que
2(h) = #* + Q.

Se sigue de los Teoremas 9.3 y 9.4 que sl un germen g es

fuertemente equivalente a h, entonces
g(x,1) = ax® + ba + p(x,A) : (10.9)

donde a # 0 y b # 0, vy p € Aﬁ+1 + M{A). En particular , se

satisface (10.8a).

Ahora, calculamos

RT(h)

&K, kL D = M+ Q.

(s}

Se sigue del teorema 9.7 que P(h) = K M. En otras
palabras, el término p en (10.9) no contribuye a que g sea
equivalente o no a h.

Finalmente, nos preguntamos si g(x,A) = ax* + bA es

fuertemente equivalente a h. Si (10.8b) se satisface, entonces

tomamos un simple reescalamiento

X 1 ~ bl/k
£eXx +5A=mg[|~a~ X,A]

St (10.8b) no se satisface tal transformacién no es posible, debido

a las condiciones (1.2).
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Hemos resuelto cuatro problemas de reconocimlento para formas
normales, 1los dos primeros  corresponden a los problemas de
aplicacién del Cap.1V. El tercero es una generalizacién de la
forma normal del trinche (k = 3). El cuarto, en particular, es
util para encontrar 1los diagramas persistentes de bifurcacién

perturbada eﬁ el desdoblamiento universal de la cuspide.
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CAPITULO NI

TEORIA DE DESDOBLAMIENTO

1. Introduqcién

Estudiaremos el problema de bifurcacién imperfecta utilizando
el concepto de desdoblamiento universal de la teoria de
singularidades.

Rigurosamente hablando, un desdoblamientc universal de g es
una faﬁilia parametrizada de funciones G(x,A,«), donde a« es un

parametro en Rk que satisface las siguientes condiciones:

a) G(x,A,0) = g(x,A).
b) Cualquier perturbacién suficientemente pequefia de g es

equivalente a G(-,-,a) para algun « cerca de O.

El objetivo es presentar un algoritmo que permita enumerar,
bajo equivalencias, todas 1las posibles perturbaciones de un
problema de bifurcacién dado g(x,A) = 0. Este algofitmo se divide
en dos partes, una analitica y otra geométrica. Las primeras
cinco secciones corresponden a la parte analitica y las restantes a

la geométrica.
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2. Desdoblamiento y desdoblamiento universal.

El objetivo de esta seccidén es aclarar como una teoria local
puede dar informacién del comportamiento global. El concepto de
desdoblamiento es la nocién de perturbacién con 1la cual
traba jaremos.

Definicién. Sea g € &’x Un desdoblamiento k-paramétrico de g es

x
k

un germen G en 8x,7\,¢x , donde o = (al,...,ak) e R, tal que
para o = 0

G(x,2,0) = g(x,A). (2.1)
Aqui G es un germen en las variables x, A, Qyeney @ De modo que
G esta definida y es €” en una vecindad de cero en R**2. La
restriccién a = 0 en (2.1) es compatible con los conceptos de

germen.

Sea G(x,A,a), @ € R y H(x,A,B), B € R® dos desdoblamientos
de un germen g, donde k y m no necesarlamente son iguales. Suponga
que para cada S € R", H(-,-,B) es equivalente a algin miembro del

desdoblamiento G; en simbolos
H(-,-,B) ~ G(-, -,A(B)), (2.2)

donde A:R"—> R*. En tal caso diremos que todas las perturbaciones

en H estan contenidas en G. Formalicemos esto.
Definicién 2.1. Sean G(x,A,a) y H(x,A,B) desdoblamientos de un

germen g. Decimos que H se factoriza mediante G si existen

funciones suaves S, X, Ay A tales que
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H(x,A,B) = S(x,A,B) G(X(x,A,B), A(A,B), A(RB)) (2.3)

donde, S(x,A,0) =1, X(x,A,0) =0, A4(A,0) =A y A(0) =0.

Definicién 2.2. Un desdoblamiento G de g es versal si cualquier
otro desdoblamiento de g se factoriza mediante G. Si un
desdoblamiento -versal de g depende.del. minimo numero de paréametros
posible se 1lama universal. El minimo nUmero se llama la
codimensién de g. Si g no posee un desdoblamiento versal decimos

que tiene codimensién infinita.

Discutamos como podemos obtener informacién global de

consideraciones locales. Una singularidad degenerada simple puede

- descomponerse, después de la perturbacién, en varias singularidades

menos degeneradas. Para un diagrama de bifurcacién perturbada
especifico, la manera exacta en la cual estas singularidades menos
degeneradas estdn conectadas proporciona informacién global del
diagrama de bifurcacién. Por ejemplo, 1la perturbaciétn de la
cuspide, x> + 2% =0 (Figura 2.1(a)), puede llevar al diagrama de

bifurcacién mostrado en la Figura 2.1(b).

L.

(a) {(b)

Figura 2.1. La cuspide y una perturbacién.
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Observe que esta perturbacién contiene cuatro puntos limite,
dos en cada rama de soluciones aisladas. En realidad es imposible
entender este comportamiento con un estudio local en un punto del
diagrama perturbado; sin embargo, se sigue naturalmente de un
analisis local del diagrama degenerado y sus perturbaciones. La
cuestién es que cuando el tamafio de la perturbacién tiende a cero,
los cuatro puntos limite de la Figura 2.1(b) se colapsan en una
.sola singularidad degenerada. En otras palabras, para
perturbaciones suficientemente pequefias, la porcién de interés del
diagrama de bifurcacién estard completamente dentro de cualquier

vécindad de la singularidad degenerada.

:

A

Un aspecto Iimportante .de los gérmenes es que tlene puntos
base; es decir, un germen esta definido localmente en algin punto
dado. En el diagrama de bifurcacién no perturbado de la Figura
2.1(a) hay en realidad un punto distinguido, el cual puede servir
como el punto base del germen. Sin embargo, en el diagrama de
bifurcaci6én perturbada (Figura 2.1(b)) hay varios, y la informacién
vital podria perderse si nos enfocamos en uno, excluyendo los
otros. En otras palabras, para a« # 0 en un desdoblamiento, es de
gran importancia no tener un punto base. Para que haya
compatibilidad con el concepto de germen debemos dar una cuidadosa
definicién de desdoblamiento. Definimos un desdoblamiento como un
germen en Rk*z; de modo que el punto x = A = a = ... =« = 0 es

distinguldo, y ningun otro. En conclusién, deberia parecer que las

nociones
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(1) Gegx,)\,,a y

(ii) para toda «, G(-,-,a) € E-ix X
son virtualmente indistinguibles, pero ésto esta lejos de serlo;
porque para problemas con puntos base, la segunda nocién seria

~
completamente insatisfactoria para nuesiros propédésitos.
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3. Una caracterizacién de desdoblamientos universales
Formularemos una condicién necesaria y suficiente que

caracterice precisamente cuando un desdoblamiento es universal.

3.1. Motivacién
Supongamos que G(x,A,a), « € Rk, es un desdoblamiento -

universal de un germen g € & Esto significa, en particular,

A"

que todo desdoblamiento uni-paramétrico de g puede factorizarse
mediante G. Veamos las implicaciones de esta factorizacion.
Para cualquier q € 8x A’ considere el desdoblamiento

uniparamétrico de g
H(x,A,e) = glx,A) + eq(x,A)

Ya que G es universal, H se factoriza mediante G. Luego podemos

escribir
H(x,A,€) = S(x,A,€)-G(X(x,A,€),A(A,€e),A(€)), (3.1)
donde
S(x,A,0) = 1, X(x,2,0) = x, A(A,0) = A, A(Q) = 0. (3.2)

Diferenciando (3.1) respecto a £ y evaluando en £ = 0, encontramos

q(x,A) = gle- [S(x,2,€) g(X(x,A,€), AA,€)]
e=0

(3.3)
" .
. aG
+ Y A (0) 32 (x,2,0),
1=1 i
donde A(eg) = (Al(e)....,Ak(s)) y el punf.o indica la derivada
respecto a €. El primer término del lado derecho de (3.3) es

similar al de la derivacién de RT(g) en secclén 3 del Cap:II. Sin
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embargo, hay dos diferencias importantes:
(1) Antes teniamos. A(A,e) = A; aqui A puede ser cualquier
germen suave.
(ii) Antes teniamos X(0,0,¢) = 0O para todo €; aqui no se requiere

esto.

-Apliquemos la regla de la cadena al primer término en (3.3)

y usemos (3.2) para obtener
S$(x,2,0) g(x,A) + g (x,A) X(x,2,0) + g (x,2) A(2,0). (3.4)

En wvista de esto definamos el espacie Ltangente para g.

Definicién 3.1. El espacio tangente para un germen g en SL A

denotado por T(g), consiste de todos los gérmenes de la forma
ag + bg + cg,,

donde a,b e 8;’A y ce€ QA.

Observacién. A diferencia del espacio tangente restringido, T(g)
no es un ideal. La razén reside en el término c(A)gA(x,A) (la
multiplicacién de este término por un germen arbitrario en g;,h no
preserva esta forma). Este hecho es consecuencia de la suposicién
que camblos de coordenadas en A son independientes de x.

Ahora derivemos una condicién necesaria para que G sea un
desdoblamiento universal de g. Para eso, mostremos que cualquier

q € 8x admite la representacién (3.3). El primer término de

A

(3.3) es Justamente un elemento de T(g). El segundo término es un

elemento del subespacio vectorial €x generado por los k gérmenes

A
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oG aG
EEI(X.A’O)' ey \a.(_l-k(x’h’O)'

ya que los coeficlentes 1.\1(0) son escalares. Luego si G es un

desdoblamiento universal de g, entonces

_ ac aG
8x,)\ = T(g) + R{éal(x,h,o), ﬁk(x.h,O)}. (3.5)

3.2 Teorema del desdoblamiento universal
El principal resultado de este tema es que la condicién

necesaria (3.5) también es suficiente.

Teorema 3.2. (Teorema del desdoblamiento universal). Sea g un
germen en Sx A Y sea G un desdoblamiento k-paramétrico de g.

Entonces G es un desdoblamiento versal si y sélo si

- aG aG
Ex \ = T(g) + R{EEI(X'A'O)' cee, g&k(x,h,o)}. (3.8)

Demostracion. En [GS, Vol.Il] se prueba la suficiencia.

De acuerdo a la Definicién 2.2, un desdoblamiento versal G de
un germen g es universal si G contiene el minimo ndamero de
parametros. El Teorema 3.2 nos lleva a una caracterizaclién
conveniente de este numero. Especificamente, el minimo numero de
paradmetros en un desdoblamiento versal de g es el minimo numero
para el cual la ecuacién (3.6) se verifica. Pero dicho nuimero es

precisamente la codimensién de T(g), por la Definicién II,6.6.
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Corolario 3.3. Un desdoblamiento versal G de un germen g es
universal si y sélo si el numero de parametros en G es igual a la

codimensién de T(g).

Corolario 3.4. Sea g un germen en 8x A de codimensién k.
Supongamos que existen k gérmenes P,y --+» P, en 8x A tales que
8;,1 = T{g) @ R{pl,...,pk}. . (3.7)
Entonces
k
G(x,A,A) = g(x,A) + Z @ pJ(x.R) (3.8)
J=1

es un desdoblamiento unlversal de g.

De lo anterior observamos que codim g, como fue dada en la
Definicién 2.2, es igual a codim T(g), como fue dada en la
Definicién 11,6.8. En el Corplario 3;5 veremos que estas nocliones
de codimensién son iguales a una tercera.

Sea g € gx,A un germen de codimensién finlta. Llamamos la
6rbita de g al conjunto de todos los gérmenes f € é;,A que son

equivalentes a g; denotamos
0 ={f et : £~ g
g X, A

Pensamos a Og como una subvariedad de €& Supongamos que

X, A
aplicamos los métodos de la seccion 8, Cap.ll, para caracterizar
gérmenes equivalentes a g por un conjunto de condiciones de

definicién

P (f, Df, ..., D) =0 enx=A=0, 1 =1,...,K, (3.9)
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y un conjunto de condiciones de no-degeneracién (desigualdades).

La tercera nocién de codimensién es K-2, donde K es el numero
de ecuaciones en (3.93. Esta definicién es andloga a la definiclién
de codimensién de subvariedades de dimensién infinita. En un
espacio de dimensi6én N, un sistema de K ecuaciones, normalmente,
define una variedad de dimensién N-K, o codimensién K. Aqui
consideramos a Og como el conjunto soluqién en el espacio de

dimensién infinita 8x de las K ecuaciones en (3.9).

» A

Corolario 3.5. Si g es un germen de codimensién finita en 8;,A )
entonces los sigulentes enteros son iguales:
| (i; codim g. (Definicién 2.2).

(11) codim T(g). (Definicién 11,6.8).

(iii) (numero de condiciones de definicién para g) - 2.
Demostracién. En [GS, seccién 2, Cap.III].

3.3 Célculo de desdoblamientos universales con algebra lineal

Hemos observado que T(g) generalmente no es un ideal, en
contraste a RT{(g). Esto significa que la mayoria de lés técnicas
algebraicas del Cap.II no son aplicables a T(g). Sin embargo,
mostraremos que estas técnicas pueden adaptarse al presente
contexto. Mas especificamente, suponga que deseamos encontrar un
desdoblamiento universal de un germen g € 'gx,h ,» ¥ que hemos
determinado RT(g). Dividamos 1los calculos para poder aplicar el

teorema del desdoblamiento universal en tres pasos:
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(1) Determinar un entero positivo m tal que
m
T(g) = RT(g) o R{gx, g, Agh, e A gA}. (3.10)
(11) Descomponer T(g) en la forma
T(g) = [Itr T(g)] @ Vg , (3.11)

donde Vg = T(g) n [Itr T(g)]l.

(iii) Encontrar una base para el complemento de V; en el espacio de

dimensién finita [Itr T(g)]l ; en simbolos, encontrar
gérmenes linealmente P,»--+,P, €N [Itr 'I'(g)]'L tales que
[Itr T(g)' = Vo R(p,..-.p). (3.12)

Entonces (3.8) proporciona un desdoblamiento universal para g.

Veamos que las construcciones anteriores son posibles.

Lema 3.6. RT(g) tiene codimensién finita si y s6lo si T(g) tiene

codimensién finita.

Demostracién. En [GS, Secc.2,Cap.111].

un germen con codimensién finita. Mostraremos

Sea g € é&,h

que hay un entero m tal que (3.10) se satisface. Recordemos que un

germen en T(g) tiene la forma
a(x,A)g + b(x,A) + c(A)gA.
Tal germen esta en RT(g) si b(0,0) = 0 y c(A) = 0. Luego
T(g) = RT(g) + R(gx} + 8A(gA}. (3.13)

Por el Lema 3.8, RT(g) tiene codimensién finita, lo cual implica
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que A® e RT(g) para toda s suficientemente grande. Por lo tanto
AsgA e RT(g). Ya que RT(g) es un ideal, hay un unico m que
satisface

A"g, ¢ RT(g) v A"'g, e RT(g). (3.14)

La ecuacién (3.10) se sigue de (3.13) y (3.14).

En lo que refiere a (3.11), .repitamos la construccién de la
seccién 8 del Cap.Il para mostrar que T(g) tiene una parte
intrinseca bien definida. Por el Lema 3.6, RT(g) tiene codimensién
finita; de modo que, por la Proposicién I11,6.7, RT(g) contiene a Mk
para algin k. T(g) contiene a RT(g), entonces también contiene a

k

M. Se sigue de la Proposicién 11,8.4 que hay un numero finito de

ideales intrinsecos ¥ tales que
k
M c ¥ c T(g).

La suma de todos éstos es el ideal intrinseco mas grande contenldo
en T(g), denotado Itr T(g).

En el Corolario 11,8.6 se muestra que es posible descomponer
un ldeal de codimensién finita en la forma (3.11); de hecho vale
para subespacios que contengan a # para algun k. Por
consiguiente, muestra la validez de (3.11).

Sean p1,...,‘pk € [Itr T(g)]'L escogidos como en (3.12), donde k
= codim T(g). Se sigue de (3.11) que la condicién (3.7) se
verifica; de esta manera, por el Corolario 3.3, (3.8) es un
desdoblamiento versal de g. Ya que P,»...,P, _ SON linealmente

“independientes, (3.8) es un desdoblamiento universal.
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4. Ejemplos de desdoblamientos universales
Calcularemos algunos desdoblamientos universales usando los
pasos descritos en la subseccién 3.3 y estudiaremos singularidades

de codimensién uno.

4.1 El1 punto limite, la bifurcacién simple, el trinche y la cuispide

El punto limite

Consideremos la singularidad mas simple, h(x,A) = x>+ A

Recordemos de la expresiéon 1I,(4.3) que
RT(x® + A) = M2 + QO
usando (3.10) llegamos a
2 2
T(x™ + A) = (M +(7«>)0R(1,x)=8xa.

Por lo tanto la codimensién del punto limite es cero, y el punto

limite es su proplo desdoblamiento.

La bifurcacién simple
Probaremos que

2

G(x.A.a) = x" & A%+ o (4.1)

es un desdoblamiento universal para la bifurcacién simple,

2 2

h(x,A) = x° % A%, Primero calculemos T(h), para eso calculemos

RT(h)

RT(x° + A% = #?
y observemos que
Ah, =t 222 ¢ RI(x° + A% = 42

Por consiguiente, de (3.10),

g2

i - e v

e
P S 7 9

ey
3

5.
¥ s
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T £ 2% = #% @ R(2x, 21}
tiene la forma (3.11), Itr [T(x2 4 AZ] ) Vg . Ahora, dado que
[tr [T(x* £ 2% o vg]l = (" = R(L, x, A),
entonces una base para el subespacio complementario a
Vg = R{2x, 2a}

en R{1, x, A}, es {1}). Aplicando el Corolario 3.3 tenemos la
codimensién de la bifurcacién simple es de codimensién uno y su

desdoblamiento universal es (4.1).

El trinche

Mostraremos que

3 2
X = AX + a + Bx

(a) Gx.A, @ B8)
(4.2)

(b) H(x,A,a,B8) = X° - Ax + a + BA

son desdoblamientos universales del trinche, h(x,a) = X - Ax.
Primeroc calculemos T(x° - Ax). Recordemos de II,(7.3) que
RT(x> - Ax) = £ + M
y observemos lo siguiente
" Ah = xA € MQA> ¢ RT(X° - Ax).
Por lo tanto, de (3.10), se sigue que
T(x® - Ax) = (A0 + HQD) @ R{3X" - A, x},
tiene la forma (3.11), [Itr T(x> - ax)] @ Vg. Ahora, dado que
[Itr T(x° - Aax)]* = (U° + #D) = R(1, x, A, %7,

s6lo necesitamos encontrar una base para el subespacio
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complementario a

v = R(3x° - A, X}

en R{1, x, A, xz}. Es facil ver que (1, x2} o {1, A} forman

tal base. Aplicando el Corolario 3.3, 1llegamos a que ambos

desdoblamientos en (4.2) son universales, y que la codimensién del
~N

trinche es dos.

La cuspide

Mostraremos que
GIX,A,0,B,7) = X0 + A2 + o + Bx + ¥xA (4.3)

es un desdoblamiento universal para la cuspide, h(x,A) = x + A",

Calculemos T(h); para eso recordemos que
RT(x> + 2% = #2 + QAD.

Ahora observemos que AhA = 2A2 c R.T(x3 + Az), por conslguiente;

de (3.10),
TS + A% = (U + D) e R(3x%, 22)
tiene la forma (3.11), ([Itr T(x3 + AZH @ Vg . Luego, dado que
Itr 76 + a9 = 4 + %) = R(1, x, A, Ax, %%,
entonces una base para el subespacio complementario a
2
Vg = R{3x", 2A)

en R{l, x, A, AX, X} es {1, x, Ax}. Aplicando el Corolario 3.3
tenemos que la cuUspide es de codimensién tres y (4.3) es el

desdoblamiento universal.
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4.2 Singularidades de codimensitn uno

2

Llamamos a la forma normal XX - A bifurcacién simple,

porque es la forma normal del problema de bifurcacién mas simple
(en el sentido de codimensién baja) en el cual ocurre la
bifurcacién en el sentido cléasico. Los diagramas de bifurcacién
contenidos en el desdoblamiento universal x> - A% + « se ilustran

en la Figura 4.1.

a <0 a =0 x>0

Figura 4.1. Desdoblamieto universal de la bifurcacién simple.
‘ 2

X - Aa + a = 0.

El problema de bifurcacién x2 + A% se llama centro aislado.
Este problema se encuentra observa frecuentemente en la literatura
de Ingenieria quimica. En el CSTR (seccién.3,Cap.l) podemos ver

este tipo de problema. Los diagramas de bifurcacién contenidos en

el desdoblamiento universal x° + A% + « aparecen en la Fligura 4.2.

O :

a <0 a =0 a >0

Figura 4.2. Desdoblamiento universal del centro aislado,

2 2
X"+ A7+ a=0.
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Al problema de bifurcacién x> - A le llamamos punto de

histéresis. Los diagramas de bifurcacién contenidos en su

desdoblamiento universal x3 - A + ax = 0 se presentan en la

Figura 4.3. Los puntos de histéresis se observan frecuentemente en

la teoria de combustién.

a<O0 a=20 x>0
L
Figura 4.3. Desdoblamiento universal del punto de histéresis,

xs-h+ax=0.
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5. El problema ée reconocimiento para desdoblamientos universales
Sea G(x,A,a) un desdoblamiento de un germen g, donde g es
equivalente a una forma normal h. ¢ Bajo qué condiciones G es un
desdoblamiento universal de g ?. El Teorema 3.2 da una manera de
responder a esta pregunta, pero aplicar directamente este teorema,
frecuentemente, lleva calculos complicados. Trataremos de reducir
estas complicaciones, ayudandonos con la simplicidad de la forma
‘normal h, a wuna tarea muy especifica. Mas preclsamente,
mostraremos que G es un desdoblamiento universal de g si y sé6lo si
un cierto determinante mxm es distinto de cero, donde m es 1la

codimensién de Itr T(h). Las entradas de este determinante son las

son derlvadas de G.

5.1 Base tedrica del método

Sea G un desdoblamiento k-paramétrico de g, donde g es
equivalente a2 una forma normal h. Combinando el Teorema 3.2 y la

férmula (3.11) vemos que g es un desdoblamiento universal de g

siempre que

_ 86 G
g.a=ltrT(@loV o {ﬁl(x,x,m,...,—Ek(x,a,c))} (5.1)

Lema 5.1. Si g y h son gérmenes equivalentes en 8x A entonces

Itr T(g) = Itr T(h)

Demostracién. En [GS,Cap.I1],seccién 4].

Mostraremos que (5.1) puede ser verificada medliante calculos
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realizados en el espacio de dimensién finita [Itr T(g)]l. Ahora
por el Lema 5.1, V‘J ya estad contenido en [Itr T(g)]i. Sin embargo,
el tercer sumando de (5.1) no esta contenido en [Itr T(g)]"'. Para

tratar este inconveniente construyamos la proyecciéon

J: €& . — [Itr T(&)}* (5.2)
X, A

asociada a la descomposicién

g , = [Itr T(g)] o [1tr T(g)]". (5.3)
Afirmamos que para cualquier f e gx 2z
1 (i 4 o‘1 az
Jf =% = Df(0,0) x A °, (5.4)
ol
«
' % %
donde o = (al,az) es tal que x ‘A ¢ Itr T(g). Ciertamente

Jf e [Itr T(g)]‘L y (f - Jf) € Itr T(g) , de modo que tenemos el
sigulente resultado (observe que, si Itr T(g) = Mkﬂ, entomces

Jr = j%).

Lema 5.2. Sea G un desdoblamiento k-paramétrico de un germen g de

codimensién k. La férmula (5.1) es valida si y sé6lo si

L aG aG
[Itr T(g)]" = vg + R{Jgal(x,A,O),...,Jgak(x,h,o)}. (5.5)

Demostracién. En [GS,Cap.1ll,seccién 4].
Observacién. Se sigue, contando dimensiones, que si (5.5) se

verifica, la suma (5.5) es, en efecto, una suma directa.

El lLema 5.2 proporciona los fundamentos, con céalculos de

Algebra lineal, .para la solucién del problema de reconocimiento del
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desdoblamiento universal; es decir, para probar que G es un
desdoblamiento universal de g es suficiente verificar (5.5), y esto
se puede lograr calculando clerto determinante. Sin embargo, para
mostrar ésto es necesario escoger una base para Vg , lo cual puede
hacerse s6élo sobre cada caso. Veamos, Vg puede caracterizarse como
la imagen de T(g) en [Itr T(g)]l bajo J. Se sigue de la definicién

de T(g), que Vg es generado por los gérmenes

I(x"2%), J(x"2%g), J(x"A%g,), (5.6)
donde r,s = 0. Por supuesto, por la determinacién finita sélo un
numero finito de términos en {(5.6) son distintos de cero. Ahora
queda el problema de cuAles seleccionar para obtener una base de
Vg. Para atacar este problema usemos informacién del problema de

reconocimiento para formas normales, para hacer que la seleccién

requiera de menos calculos.
5.2 Ejemplos

Proposicién 5.3. Supongamos que g es equivalente a h(x,A) =

+ x3 + A, y sea G un desdoblamiento uniparamétrico de g. Entonces

G es un desdoblamiento universal de g si y sélo si

g 8
, det[ x ""] % 0. (5.7)
X

Observacion. Ya que G(x,A,0) = g(x,A), reemplazamos en el primer

renglén de (5.7) G por g.
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Demostracién. Consideremos h(x,A) = x3 + A; la conslderaciéon de

otra posible combinacién de signos no cambia la prueba. Siguiendo

los pasos de la seccién 5.1, observemos que

3 3

T(x™ + A) = (M + QO) @ R{1).
Por consiguiente, del Lema 5.1,
L i, 1 ,
[Itr T(g)] = [ItF Tth)]” = ®{1, x)}.

.La proyeccién J en (5.4) se reduce a

Jf = £(0,0) + fx(0,0) X, (5.8a)
o en componentes

Jf = (£(0,0) , fx(0,0)). (5.8b)

De acuerdo al Lema 5.2, G es un desdoblamiento universal de g si y
sb6lo si

_ aG '
R{1, x} = v(j + R{J e }. (5.9)

Ahora escoJjamos una basé para el espacio (unidimensional) Vq
de la lista (5.6). En este paso utilizamos la informacién del
problema de reconocimiento para gérmenes. Especificamente, ya que

g es equivalente a x3 + A, sabemos que
8 =8 = g, ~ 0, enx=2a=0.
Substituyendo en (5.8) vemos que

Jg = 0, ng = 0, J(Agl) = 0.

En otras palabras, en la lista (5.6) sélo el término JgA es
distinto de cero. De modo que, JgA forma la base para V; Y

podemos reescribir (5.1) como
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R{1, x} = R{ng, JGu}. (5.10)

Para concluir, G es un desdoblamiento universal de g si y sb6lo si
(5.10) se verifica. Escribiendo estos dos vectores en- términos de

componentes como en (5.8b) llegamos a (5.7). »

Observaciones. (1) (4.11) contieme ila -derivada 8y la cual no
entra en la solucién del problema de reconocimiento para la forma
normal x° + A. Esto es clasico, losttérminos de orden alto en el
problema de reconocimiento para formas normales puede no ser
término de orden alto en el problema de reconocimiento para
desdoblamientos universales.

(2) Ya que x3 + A + ax es un desdoblamiento universal de x3 + A,
se podria pensar que G es un desdoblamiento universal de g si Gax
es distinto de cero. Sin embargo, vemos de (5.5) que esta
proposicién es valida sé6lo si.gAx = 0. Pero, aunque &, = 0, para

la forma normal x3 + A, &, no es cero para toda g equivalente a

3
X+ A

Proposicién 5.4. Sea G(x,A,«,B) un desdoblamiento biparamétrico de

un germen g equivalente a h(x,A) = % x° + Ax. Entonces G es un

desdoblamiento universal de g si y s6lo si

[0 0 gxh gxxx ]
O 2, & B
det #0 (5.11)
Ga Gax GaA Gaxx
G, G, G G

B Bx Bx Bxx g
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Demostracién. Consideremos el caso h(x,A) = x3 - Ax. Hemos visto

que

T(x® - ax) = (U2 + HQD) © R{3x° - A, x)

Por consiguiente

JF = £(0,0) + £ (0,0)x + £.(0,0)A + + £ (0,0)x%  (5.12)
x A 2  xx

Por el Lema 5.2, G es un desdoblamiento universal de g si y s6lo si

R{1, x, A, X) = V. + R{JG, , JG

B). (5.13)

Para escoger una base para Vg de la lista (5.6), recordemos que si

g es equivalente al trinche, entonces
g=g =g =8 =0 (5.14)
en x = A = 0. De modo que
Jg =0, J(xgx) =0, J(Agx) =0, J(AgA)*= 0.

En otras palabras, sélo ng y JgA en (5.6), son distintos de

cero. Reescribamos (5.13) como

2 —-—
R{1, x, A, X} = R{ng , JgA ) JGa , JG

B). (5.15)

Escribiendo (5.15) en componentes y utilizando (5.14) para

eliminar algunos términos iguales a cero, obtenemos (5.11). =

Proposicién 5.5. Sea G{(x,A,a,B,7) un desdoblamiento triparamétrico
de un germen g equivalente a h(x,A) = #* x> + A%, Entonces G es un

desdoblamiento universal de g si y sélo si
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(0 0 0 g . 8]
0 0 &) & &xa
det| Ca Cux  Ca Canx Cawar | # 0. (5.16)
6 S % T "B
G7 wa G7A GWxx nyA
. J

n
w
i
]
il
(=]

en X =A = &

2

Demostracién. Consideremos el caso h(x,A) = x> + A%,  Sabemos que

T + 2%) = (M€ + QY) © R{X>, A).
Por consiguiente
1

Jf = £(0,0) + £ (0,0)x + £.(0,0)A + = £ (0,0)x° + £. (0,0)Ax.
x A 2 “xx Ax

Luego, G es un desdoblamiento universal de g si y sélo si
2
R{1, x, A, x°, Ax} = Vg + R(JGa ) JGB , va) (5.17)

Para escoger una base para Vg de la lista (5.6), recordemos que si

g es equivalente a la cuspide, entonces
g=gx=gh=gxx=ghx=0
en Xx = A = 0. Por consiguiente
Jg =0, J(xg)=0, J@g) =0, J(Ag)) = 0.
Reescribamos (5.17) como

2 —
R{1, %, A, x°, Ax} = R{ng ,JgA , JGa , JGB . JGW)’

de lo cual se sigue (5.16). -
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Proposicién 5.6. Sea G(x,A,a) un desdoblamiento uniparamétrico de

un germen g equivalente a h{(x,A) = * iz * Az. Entonces G es un
desdoblamiento universal de g si y sé6lo si Ga #0enx=2A=0.

Demostracion. Consideremos el caso x2 - Aa. Sabemos que

T(x® - 2%) = #° @ M = M, asi que JFf = £(0,0). Por el Lema 5.2, G es

un desdoblamiento universal de g si y sélo si R (1)} = Vg + R(JGa}.
Pero Jg = O, entonces podemos escribir R{1} = R(JGa) Se sigue

inmediatamente que Ga # Den x =A =a = 0. B

5.3 Resumen

Seé g un desdoblamiento de un germen g, donde g es equivalente
a una forma normal h. Supongamos que h tiene codimensién k. El
problema de reconocimiento para h debe resolverse antes de aplicar
este método; en particular, consideremos Itr T(h) come conocido.
El método nos lleva a un determinante mxm que caracteriza la
universalidad de G, donde m es la codimensiéon de Itr T(g).

Resumamos la aplicacién del método en los sigulentes tres

pasos conceptuales:

(1) Dado Itr T(h), construir la proyeccién J como en (5.4).

(2) Usar el problema de reconocimiento de h para eliminar gérmenes
linealmente dependientes de la lista (5.6); esto nos lleva a
una base para Vg , digamos Jp1 boeo s Jp} donde r = m - k.

(3) Expander los m vectores in veeer Jdp, JG ..., JG ., en la
1 k

base de monomios de [Itr T(h)Tl para obtener el determinante

mxm.
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6. Diagramas de bifurcacién no persistentes

El resto del capitulo consiste en como enumerar los distintos
diagramas de bifurcaci6n de un desdoblamiento universal dado.

Para llevar a cabo esta enumeracién nos centraremos sobre la
siguiente cuestién:  Cuidles de los diagramas de bifurcacién
perturbada en el desdoblamiento de g no cambian (en el sentido
cualitativo de equivalencia) si se someten a  pequefias
perturbaciones ?. Llamaremos a tales diagramas persistentes.
Realmente nos enfocaremos sobre diagramas no persistentes.
Mostraremos que sélo hay tres fuentes de no persistencia; a saber,
bifurcacién, histéresis y puntos limites dobles. En la Figura 6.1
bosquejambs estos tres fenémenos; Junto con pequefias

perturbaciones, los cuales muestran su no persistencia.

—— )/ DC

bifurcacién histéresis punto limite doble

Figura 6.1. Fenomeno de no persistencla.
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Mas formalmente, sea G:RxRxR*— R un desdoblamiento universal
de un germen g:RxR — R. Resumamos los fenémenos anteriores de no

persistencia en la siguiente definlcién.

Definicion 6.1

{a) B ={x e R* : J(x,A) € RxR tal que G = Gx = GA = 0 en (%x,A,a)}.
(b) # = {x € R* : 3(x,1) € RxR tal que G = G =G =0 en (x,2,a)
= k . ' = =
(c) D={x e R : 3(x1,x2,A) € RxRxR, X, # X, tal que G Gx 0

en (xl,A,a), i=1,2).
(d) T=8BuRuD, el conjunto de transicién.

Respecto a los problemas de bifurcacién de codimensioéon uno

(seccién 4.3) hagamos las sigulentes observaciones.

Observacién. (i) Hemos agrupado la bifurcacién simple y el centro
aislado en el conjunto B, ya que el problema de reconocimiento para
cada una involucra exactamente las mismas ecuaclones. S6lo las
condiciones de no degeneracién son diferentes, 1los cuales se
ignoran en la Definicién 6.1.

(i1) Los puntos limites dobles no aparecen en la seccién 4.1 porque
son casi-globales en el siguiente sentido: dos puntos distintos se
incluyen en la definicién de 2. Sin embargo puntos limites dobles
pueden ocurrir con pequefias perturbaciones de una singularidad
degenerada; en este sentido el fenémeno se considera local. La
nocién global de puntos limites dobles es necesaria en cualquier
teoria local la cual maneje perturbaciones pequefias.

Ahora argliimos, al menos hueristicamente, que cada uno de los
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tres conjuntos de la Definicién 6.1 estd descrito por una ecuacién
escalar w‘(ai,...,ak) =0, 1+ = B,K,D. Considere, por ejemplo, las

ecuaciones que definen a 3B:
Gix,A, o) = Gx(x,A,a) = Gh(x,h,a) =0 (6.1)

Si resolvemos dos de las ecuaciones en (6.1) para x y A, como
funcién de «, y substituimos el resettado en la tercera ecuaclén,
obtenemos una ecuacién simple para a. Procedemos similarmente para
Hy D

Este andlislis estd sujeto a tres inconveniencias. Primera,i
parece concebible que las tres ecuaclones escalares en (6.1) no son
independientes, lo cual, por supuest&, estropearia el argumento.
Sin embargo, la hipbétesis que G es un desdoblamiento universal
evita esta posibilidad, al menos en una vecindad adecuada de 1la
singularidad. No probamos esta asercién en generai; pero la
derivamos explicitamente para cada uno de los eJemplos
considerados.

La segunda inconveniencia es que el proceso de eliminacién
puede introducir singularidades en las ecuaciones wl que las
~definen . Por eJjemplo, el conjunto de bifurcacién de la

singularidad desdoblada
x%= A3+ a+ aA
1 2
es la cusplde
o 52 «®_ +3
_1.=..E'
ESEY

La tercera inconveniencia proviene del hecho de que trabajamos

sobre los reales; y puede suceder que al eliminar x y A clertas
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desigualdades mezclen las «'s. Por ejemplo, considere el sistema

con k = 2:

una semi-recta en el plano.
Estas ideas tienen una sencilla, pero notable, consecuencia:

para casi toda a € R* el diagrama de bifurcacién
{(x,A) : G{x,A,a) = 0) (6.2)

consiste de curvas regulares que no se intersectan, cuyas unicas
singularidades son puntos limites. Esto puede verse combinando los

slguientes hechos:

(1) Los diagramas de bifurcacién en (6.2) consisten de curvas
regulares que no se intersectan si « ¢ 3.
(2) Las unicas singularidades que aparecen en (6.2) son puntos
limites si a ¢ B v H.
(3) B y ¥ son (posiblemente singulares) superficies en R* de

dimensién k - 1.

Resumamos la discusidén anterior en el siguiente teorema.
Cambiemos las coordenadas, de modo que G sea un polinomio en todos
sus argumentos; esto es posible porque g tiene codimensién finita.
En el teorema hacemos referencia a los siguientes conceptos de
geometria algebraica. Una variedad algebraica S en R es un
conjunto que puede expresarse como los ceros simultédneos de un

nimero finito de ecuaciones polinbémicas:

108




— k . = =
S={axaeR : Pi(al,...(ak) 0, i 1,...,m}.

La codimension de S es el numero de ecuaciones mas pequefio que
puede ser usado para representar a S. En particular, una variedad
de codimension uno es una hipersuperficie; sin embargo, esta

hipersuperficie puede tener cierto tipo de singularidades tales

- como autointersecciomes o cuspides. Una weriedad semi-algebraica

es un subconjunto de una variedad algebraica la cual satisface

clertas desigualdades polindmicas, digamos

S ={ae€sS: Qj(a) 20, j=1,...,m).

Teorema 6.2. Sea g:RxR — R una funcién polinémica de codimensién
finita, y sea G(x,A,a) un desdoblamiento universal, también
polinémico, de g. El1 conjunto £ de la Definicién 6.1 es una

variedad semialgebraica en R* de codimensién uno.

Observacién. La ecuaclén que describe la unién £ = Bu H u D viene

del producto

wa(oc) w;‘(a) ¢D(a) = 0,

donde wg' wk y wp describen las superficies B3, H y D,
respectivamente. Puede ser que se necesiten varias desigualdades

para caracterizar a X.
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7. Exposicién del teorema geométrico principal

En la mayof parte del trabajo se han formulado los resultados
en términos de gérmenes. Con este formalismo uno, frecuentemente,
evita especificar explicitamente vecindades sobre las cuales un
teorema es valido; esto puede simplificar la exposicién de
resultados. Con el formalismo se trabaja mejor en los casos donde
todos los calculos se realizan en una vecindad de algun punto fijo
(XO,AO); por ejemplo, en el caso de P(g), los términos de orden
alto asociados con un germen g dado. En tales casos hemos
considerado en nuestras equivalencias s6lo difeomorfismos (X,A) los
cuales fljan (xo,Ao). Sin embargo,. en casos donde debemos
considerar difeomorfismos que no fijen puntos, el formalismo de
gérmenes es menos satisfactorio. Tales transformaciones ocurren en
la Definicién 2.1, la definicién de un desdoblamiento a través de
otro; no obstante, el concepto de germen es adecuado para estos
tépicos. En esta secclén olvidaremos temporalmente el formalismo de
gérmenes.

Suponga que g(x,A) es un germen de codimensién finita con
desdoblamiento universal G(x,A,a), « € R*. Definimos a £ como en la
Definicién 6.1, y sea W una vecindad apropiada de cero en R*. En
términos generales, el resultado principal de esta seccién
establece que si a1,a2 pertenecen a la misma componente conexa de
W ~ %, entonces G(-,-,ai) y G(-,-,az) son equivalentes a otro. En
otras palabras, para cada par o, @, en una componente dada de
W ~ I, hay una transformacién de equivalencia que liga G(*,',ai) y
G(-,,a). Ya que ninguno de estos difeomorfismos necesita dejar

2

los puntos fiJjos, parece imposible manejar la situacién
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adecuadamente con el concepto de germen.

No obstante, el resultado que buscamos se sigue del analisis
local. Escogeremos culdadosamente una vecindad V del origen en RxR,
y entonces se prueba la equivalencia de Gf(-, -,a;) y G(-, -.az)
sobre V (para @, a, € W adecuadas). Debido a que consideramos
difeomorfismos (X,A) donde A no depende de x, es conveniente tomar
a V como una vecindad rectangular de (0,0); esto es, V = UxL donde
U y L son intervalos cerrados. Diremos que una funcién g:UxL —— R
es 8”, si g admite una extensién € en una vecindad de UxL.

Formulemos el resultado principal. Supongamos que g(x,A) tiene
una singularidad de ‘codimensibn finita en el origen. Primero
escojamos una vecindad apropiada UxL del origen. Especificamente,

escojamos UxL tal que

(a) g ¥y g, po se anulen simultéaneamente en 3(UxL)
(7.1)
(b) g no se anula en (8U)xL.

Esto siempre es posible por lo siguiente. Ya que el ideal <g,gx)
tiene codimensién finita podemos concluir que el origen .es una

solucién aislada (ver [2S, pag. 293]) al par de ecuaciones
glx,A) = gx(x,h) = 0.

De modo que para cualquier rectéangulo suficientemente pequefio que
contenga al origen se satisface (7.1.a). Para verificar (7.1.b)
observemos que por la codimensién finita

g(x,0) = ax™ + O(x™")

para alguin entero m y algin a # 0. En otras palabras, el origen es

un cero ailslado de g(x,0) que pertenece a U. Sea U un intervalo
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(cerrado) pequefio que contiene al cero, tal que ningin otro cero de
g(x,0) pertenece a U. Entonces g es diferente de cero en 8Ux{0};
por continuidad podemos escoger un intervalo L, también pequefio,
para el cual g es diferente de‘ cero en (8U)xL. Con esto se
satisface (7.1.b).

Sea G(x,A,a), o € t* un desdoblamiento universal de g. Ahora

G(-,-,0)

g, la cual satisface (7.1). Por continuidad podemos

escoger una vecindad de cero, W c~Rk, tal que para cualquier « € W

(a) Gy Gx no se anulan simultaneamente en 3(UxL)
(7.2)
(b) G no se anula en (8U)xL.

Para construir 1los conjuntos B8, # y D asociados a G,
modificamos 1la Definicién 6.1 restringiendo (x,A) a UxL; por

eJjemplo tomamos

B=({xeW: 3(x,A) € UXL tal que G = Gx= G.,= 0 en (x,A,a))}. (7.3)

A

Similarmente para X y D y entonces Z.

Teorema 7.1. Sean g,G,U,L,W y ¥ como antes. Si al y a2 pertenecen
a la misma componente conexa de W ~ Z, entonces existe un
difeomorfismo (X{(x,A),A(A)) que mapea UxL sobre si mismo y una

funcién positiva S(x,A) tales que

G(x.A,az) = S(x,A) G(X(x,A),A(A).al).

Ademas S(3(UxL)) = 8(UxL).

Demostracién. [GS, Cap. 11I,seccién 9).
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En otras palabras, los diagramas de bifurcacién persistentes
en el desdoblamiento G son enumerados por los componentes de W ~ Z.
A priori es posible que diagramas equivalentes pudieran ocurrir en
componentes diferentes de W ~ Z, pero no encontramos ejemplos donde

esto ocurra.
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8. El trinche.

Apliquemos el Teorema 7.1 para derivar 1la informacién
contenida en la figura 2.5, Cap. I, Secc. 1 acerca de las
perturbaciones del! trinche.

Sea G(x,A,a,B) = x- Ax + « + Bx° el desdoblamiento
-universal del trinche, y sean UL c R y WCc Rz vecindades que
verifiquen las condiciones del Teorema 7.1. (Por ejemplo,
U=[-1,1], L = [-1,1] y W = {(«,B) € R® : a®+ B° < 1)). Observe
que la unica singularidad del problema perturbado (solucién de

g =8~ 0) ocurre en el origen, y por supuesto la seleccién de U,
L y W garantiza que para («,8) € W la singularidad no escapa.
(cruzando 8(UxL)). Por consiguiente la modificacién (7.1) de la

Definicién 6.1 no tiene efecto aqui. Afirmamos que este problema no

tiene puntos limites dobles.

Lema 8.1, Si h(x) es un polinomio de grado 3 o menor tal que

h = hx= 0 en dos puntos distintos, entonces h = 0.

Demostracién. Efectuando una traslacién de ejes, x — (x - xi),
podemos suponer X = 0. Entonces h(Q) = hx(O) = 0, lo cual implica
que h(x) tiene la forma h(x) = ax® + bx° para algunos coeficientes

a,b € R. Ahora, las ecuaciones h(xa) = hx(xz) = 0 pueden escribirse

3 2
X, X, a
2 = 0.
3x 2% b
2 2

Pero el determinante de esta matriz es - x; # 0, lo cual implica

en forma matricial

que a=b=0. -
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Se sigue del Lema 8.1 que no es posible que G = Gx = 0 en dos
puntos X, ¥ X, diferentes, par a , B y A fijJos, ya que G tlene
grado 3 en x. Esto prueba que D = ¢.

Para calcular B y # calculemos

G=x3+Bx2—?\x+a

Gx = 3x° +.28X — A
GA T =X
G =6x+ 2B

Para determinar B, observe que GA = Gx = 0 implica x = A = 0. De
G = 0, obtenemos la ecuacién a = 0. Por lo tanto
B = {(«,B) € W: a = 0).

Para determinar H, observe que G = Gx = Gxx = 0 implica

2 3

De modo que 3

) CcW:oac- B
H—((Q:B)Ew.a—-ﬁ-).

De acuerdo al Teorema 7.1, cualquier seleccién de parametros

en la misma componente de W ~ T (Figura 8.1) da digramas de

bifurcacién equivalentes (Figura 8.2).

o

(1) (3) B

D ()

Figura 8.1. Conjunto Z del trinche, X - Ax.
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(3)

(9)

Figura 8.2. Perturbaciones persistentes del trinche.
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9. La cuspide.

Estudiaremos con detalle el desdoblamiento universal
3 2
GOX,A,a,B,7) = X+ A%+ 9Ax + Bx + « (8.1)

de la cuspide. Usaremos el Teorema 7.1 para enlistar los diferentes
diagramas de bifurcacién persistentes que pueden encontrarse en el
desdoblamiento universal G.

Para facilitar la exposicién trabajaremos globalmente en
RxRst, bajo la observacién de que los resultados son técnicamente
validos en vecindades U,L y W como en el Teorema 7.1.

Empecemos observando que la variedad D para G es el vacio.
Este hecho se sigue directamente del Lema 8.1, ya que G es un

polinomio cubico en x. Para encontrar las variedades B y # notemos

que
2
Gx = 3x + A + B,
GA = 2\ + ¥x, (8.2)
G = BxX.

Primero calculamos B3 y H por separado y después construimos
Z =38 u#H, luego enlistamos las componentes de R° ~ % y finalmente
determinamos los diagramas de bifurcacién asociados.

Recordemos que la variedad de histéresis H esta definida por

G=G=G =0. Se sigue de (9.1) y (39.2) que

X XX

= {(7.8.0) : ag’= - g% a s 0). (9.3)

A H, de esta forma, se llama cominmente la sombrilla de Whitney.
(Ver Figura 8.1(a)). En la Figura 8.1(b) se grafican cortes con ¥

constante.
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(a) H, la sombrilla de Whitney.

¥y=0 r =0
(b) Cortes de # con ¥ constante.

Figura 9.1. La variedad de histéresis de la cuspide.

La variedad de bifurcaciéon B estd determinada por las

ecuaciones G = G*= GA= 0. Para determinar B es mas facil hacerlo

en forma paramétrica (en x y 7) como:

B = -3x°+ 72(3)

N (9.4)
= 2x°- 72(§ )

R
|

Ahora podemos graficar cortes de 3 con ¥y constante. Cuando 7 = 0,

obtenemos la cuspide (g)3+ (%)2 = 0. Cuando y # 0, obtenemos una

cispide deformada (Figura 9.2). Observe que el vértice de 1la
2
. pop 9% 4B =X
cuspide estd definido v = - ax - 0 y ocurre en X 1z Para
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ver que la cuspide se dirije haclia abajo, calculamos g% = -x la
cual es negativa en el vértice. Es facil ver que la cuspide no

tiene autointersecciones. Esto completa el dibujo.

L.

¥y=0 y= 0

Figura 9.2. Cortes de B con y constante.

Ahora discutamos £ = B v #. De la discusién anterior pérece
muy natural graficar cortes de Z con ¥y constante. Aunque los cortes
de £ con ¥ y -y son idénticos, los damos en la Figura 9.3, porque
ambas copias son necesarlias para determinar el numero de
componentes conexas en el complemento de Z. Estas componentes se

enumeran en la misma figura.

(1)
(3)

(2)

¥y <0 ¥y=0 ¥y >0

Figura 9.3. Cortes de Z con ¥ constante.
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La grafica de X para ¥ = 0 se logra facilmente de las
caracteristicas de B y . Para y = 0, el dibujo de ¥ es plausible,
dado que ¥ es un parabola que se abre hacia abajo y B es una
cuspide dirigida hacia abajo. A manera de réafirmar este dibujo
checamos dos puntos. Primero, mostremos que para cada 7 # 0, B n ¥
consiste de dos puntos, uno en cada parte de B; y segundo,
mostremos que en la interseccién de la segunda parte de B con X,
estas dos superficies se cruzan tangencialmente.

El primer punto es para calcular B n H. Hagamos esto
substituyendo la parametrizacioéon (9.4) para B, en la ecuacién (9.3)

para M, de modo que obtenemos la ecuacién para x
x3(9x - ¥°) = o. (9.5)

Las dos soluciones de (8.5) son las intersecciones. Una

interseccién ocurre en cada parte de B, ya que el vértice ocurre en

2
X = %5 y este punto est&4 entre las dos soluciones de (9.5). Para
verificar lo segundo, consideremos la solucién x = 0 en (9.5);

esta yace sobre la segunda parte de B. Por (9.4), a = B = 0 en este
punto. Afirmamos que en este punto el desdoblamiento

G(X.A.O,O,'I) = X3+ A2+ VAX

tiene una singularidad de trinche en (0.0), lo cual se checa
facilmente usando la solucién del problema de reconocimiento para
el trinche (Proposicién 1I,10.3). Mas aun, ‘el desdoblamiento
biparamétrico G(x,A,«,8,7) de G{(x,A,0,0,7) es un desdoblamiento
universal; esto se se sigue de la Proposicién 5.4. Recordemos del
estudio del trinche en la seccién 8, especialmente la Figura 8.1,

que B y # son tangentes y se cortan en a = 8 = 0.
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Dadas las graficas de la Figura 9.3, es facil enumerar las
siete componentes conexas de R® ~ £ como se indica en la figura.
Observe que las regiones (4) y (6), y las regiones (5) y (7) no son
conexas en R° ~ .

Para completar nuestro estudio de la cuspide, encontremos los
" siete diagramas persistentes de bifurcacién perturbada predichos
por el anallsis anterlor de ¥. Estos siete diagramas se dan en la
Figura 9.4 (los numeros corresponden a la Figura 9.3). Usaremos
fuertemente la existencia del trinche en «a = 8 = 0, ¥y # 0, en la

derivacién de estos diagramas.

(2) (3)
N
{

N o

(5)

(6) (7)

Figura 9.4. Perturbaciones persistentes de la cuspide.
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Empecemos analizando la regién (1). Sea B = 7 =0, a > O.

La ecuacién

G(x,4,&,0,0) = x> + A2 a =0

puede resolverse facilmente, encontrando

173

x(A) = - A% + ) (9.6)

Observe que x(A) es §°, ya que « > 0. Entonces podemos ver que el
diagrama de la regién (1) es el mostrado en la Figura 9.4(1).

Ahora mostremos que si B = y = 0, a > 0, entonces el diagrama
de bifurcacién es el mostrado en la Figura 9.5; éste tiene dos

puntos de hilstéresis.

Figura 9.5. x> + A%+ a =0, « > 0.

Note que (9.6) sigue siendo valida, de modo que hay una solucién x

para cada A. Sin embargo, G = G = G =0 en (x,A) = (0,t|a|1/2)

mientras que GmmG # 0 en estos puntos. Usando la Proposicién

A

11,10.4, vemos que (O,i]a|1/2) son puntos de  histéresis
G(x%,A,,0,0) {estos puntos se consideran sobre las
autointersecciones de H). Por la Proposicién 5.3, el

desdoblamiento uniparamétrico G(x,A,«,8,0) de G(x,A,«,0,0), es un

desdoblamiento universal para cada uno de estos puntos de
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histéresis. Por consiguiente, par B # 0, habrad cero o dos puntos
limite cerca de cada punto de histéresis, depemdiendo del signo de
B. Ya que los diagramas de bifurcacién que corresponden a la
region (1) no tienen puntos limite, se sigue que los de la regién
(2) deben tener cuatro puntos limite y que los diagramas
correspondientes deben ser como los de la Figura 9.4(2).

Ahora recordemos que G(x,A,0,0,7) tiene ungj bifurcacién
-trinche en (0,0) para 7y # O. Los diagramas de bifurcacién para
G(x,A,0,0,7) = 0 se dan en la Figura 9.6. Fijemos y < O para una
discusién adicional. Como hemos visto, G(x,A,a,B,7) es un

desdoblamiento del trinche G(x,A,0,0,7).

7<0 >0
Figura 9.6. x3 + Az + yAx = 0.

La perturbacién del trinche con ¥ < 0, en la Figura 9.6, noé
conduce a los cuatro diagramas de bifurcacién mostrados en la
Figura 9.7; esto puede derivarse de la discusién del desdoblamiento
universal del trinche en la secci6tn 8, especialmente de la Figura
8.2. Afirmamos que los cuatro diagramas en las Figuras
g9.7(a), (b), (c), (d), se identifican con las regiones (3), (6),

(7), (2) de la Figura 9.3, respectivamente.
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SR o]

(c) ’ (d)
Figura 9.7. G = 0 para «, B pequefios comparados con |7|, 7 < O.

Hemos hecho ya la identificacién de (d) con (2). Ya‘que se
cruza B cuando uno se mueve de la regién (2) a la regién (3) en la
Figura 9.3, se sigue que (a) se identifica con (3). Por otro lado,
los diagramas (a) y (b) corresponden a las regiones gordas en la
Figura 8.1, mientras que los diagramas (c) y (d) corresponden a las
regiones flacas en esa figura. Esto nos lleva las ldentificaciones
restantes, (b) con (6) y (c) con (7). Un analisis similar nos

permite completar la Figura 8.4.
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CAPITULO IV
DOS SISTEMAS CON BIFURCACION
1. E1 CSTR

En el capitulo I, seccién 3 delineamos un programa de analisis
para el CSTR; éste eé estudiado por Golubitsky y Schaeffer [GS] con
detalle. En la presente seccién consideraremos un modelo méas
general. En realidad el paradmetro B (medida adimensional del calor
de reacciétn), en (1.3.3), depende de la temperatura; en otras
palabras, B depende de x. Normalmente B es de la forma B = B e X

donde B > 0O (ya que la reacciétn es exotérmica) y € > 0 es un

parametro fljo que depende del proceso. Entonces la ecuacién de

equilibrios para el CSIR es

BA
G(x,A,8,3,m) = (14A)a = 7, - Tvaalx 0 (1.1)
donde
B=2g8 e X y 4A(x) = exp ~ox
1+x

(Observemos que no se incluyen € y 7 como argumentos en (1.1)
puesto que no varian). Nuestro propésito es analizar (1.1) en

términos de la singularidad cuispide, es decir
h(x,A) = x> + A% (1.2)

Especificamente, probaremos un teorema, el que corresponde al

problema de reconocimiento para una forma normal.
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Sea Q ¢ IRS el conjunto fisicamente aceptable; a saber

Q= {(X,A,B,a,n): B,A,8 >0 y x,m> —1} (1.3)
Teorema 1.1. Sean ry > 0 y 0 = ¢ < 1 parametros f1ijos,
entonces existe un Unico punto z, = (xo, ho, [30, 60. no) € 0 tal

que G(x,A,Bo.ao..no) es equivalente @ la cospide (1.2) en wuna

vecindad de (x ,A ).
oo

Demostracién. De acuerdo a la Proposicién 10.2 del capitulo II,

debemos probar que para cada ¥ y € fijos existe una solucién

unica (xo, Ay By 3, 'no)

z, en Q! para el sistema de ecuaclones
G=G =G =G, =G, =0 (1.4a)
en los variables x,A,B,8,n y ademés

G >0 vy G >0 en z,. (1.4b)

AXX
Empecemos calculando las derlivadas de (1.4a). Por simplicidad

escribamos
A =1+ A 4(x).

Entonces tenemos

(a) G = (1+A)x - n - BA/A,
G

- _ 2
(b) \ = X B/A°,
(c) G _= (1#a) + BA(eA + &) a4)/8%, (1.5)
(d) G, =1+B(sh+ 25 Ad’ /A3,
(e) G = BA[-£2A2 + (&' - 2e £')8AA - 2(3Ad")21/A°,

XX

- donde las derivadas de #(x)
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- —IX
(a) 4 = exP{TTi_] > 0,
(b) & = —L _ 4(x) <0, (1.8)
(1+x)
2
(c) ' = ¥ +2y(1+4x) A(x) > 0

(1+x)*

satisfacen 155 desigualdades para x > - 1.

La principal dificultad para resolver (1.4a) reside en el
hecho de que la dependencia de X, en las derivadas en (1.5), es
terriblemente no lineal. Trataremos esta dificultad manipulando
(1.42a) para obtener una ecuacién polinomial que dependa de x.
Tenlendo resulta esta ecuacién para x, sera relativamente sencillo
resolver para las varlables restantes.

Observemos de (1.5b) que

B=A" x. (1.7)
usando (1.7) en th = 0, obtenemos
SA[(1+ex)d + 2x’] = - (1+ex). (1.8)
donde . %
(1+ex)d + 2xd’ (1.9)

es distinto de cero porque SA > 0, x> -1 y 0 s g < 1. Ahora

G, = BA [.82 + (2624 + £ - 2ed')5A +
A3

(2% + A’ - 2edd’ - 2(4£')?) (67\)2] = 0.

En esta expresién, cancelando el término BA/A3 distinto de cero,

multiplicando por (1.9) y usando (1.8) simplificamos para obtener

127




(1+82x2)d’ + x(1+ex)d’’ =0
o equivalentemente, de (1.6b) y (1.6c),
[-7(1+c2x2)(1+x)2 + (x+ex2)(72+27(1+x))]s4/(1+x)4 =0

Dado que x > - 1 y en vista de (1.6a), podemos cancelar A/(1+x)‘
para obtener una ecuacién polinomial en x de cuarto grado

s:zx4 + 2(82-s)x3 + [ez—c(7+2)—1]x2 - yx + 1 = 0. (1.10)

Le ecuacién (1.10), de acuerdo a la regla de los signos de
Descartes tiene dos soluciones reales positivas o ninguna. Ademas
la expresion del lado izquierdo de (1.10) es positiva en x = 0 y
negativa en x =1 1 7 > 0. Por consiguiente (1.10) tlene una
solucién tUnica X, que satisface X, > 1 dado que la expresién del
lado izquierdo es positiva para x suficientemente grande.

Ahora resolvamos para 8 y A. Sustituyendo la expresién para B
en (1.7) en la ecuacién Gx = 0, se deduce

1+(1+ex)A

SA(ed + &4') = - %

(1.11)

dividiendo (1.11) miembro a miembro por (1.9) obtenemos una
expresién para Ao

(1+ex)d + 2xd4’

Ao T T T ex) (A xd) X=X ?

substituyendo Ao en (1.8)

_ (1+ex) % (4 + xd’)

3y = [(1vex)d + 2%’ 12 |x=§ ’

de (1.7)

B = x4, Ao =1 + aoxoa(xo)
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M= (lféo)xo - BAA,

Finalmente es féacil checar que z, esta en Q.
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2. Un proceso de fermentacién
Suarez et al [SAG] disefian un control deslizante para un

proceso de fermentacién continua. Las ecuaciones del modelo son:

sX
“mk"‘s

(a) x - Dx,
(2.1)
“m SX

(B) s ¥ K+s

D(Sa-s)—

donde Yas variables de estado, x y s, son las concentraciones de
biomasa y sustrato, respectivamente; D es la razén de dilucién; Sa
es la concentracién del sustrato de alimentacioén, y B Y ¥y k
son parametros caracteristicos del proceso. En el modelo se
considera la tasa de mortalidad insignificante respecto a ia tasa
de crecimiento.

Suarez et al [SAG] hacen un anadlisis de estabilidad de los
puntos de equilibrio del sistema (2.1), ver Figura 2.1, cuando el

pardametro D cambia.

s A

1OF
[
--

p
C

D

= I —— W

0

Figura 2.1. Puntos de equilibrio.

Evidentemente, el sistema (2.1) presenta una bifurcacién.

Nuestro propésito es hacer un analisis de bifurcacién como sigue:

130




1. Definiremos la ecuacién del problema de bifurcacién.
2. Encontremos una forma normal para el problema.

3. Daremos un desdoblamiento universal para la forma normal.

{Consideraremos todas las posibles perturbaciones).

2.1 Definicién del problema

Igualando las ecuaciones (2.1) a cero

l—('s—_):—g - Dx =0
" (2.2)

i
m SX
(b) ‘D(Sa-S)"Y—'k—;—E—

(a) pn

!
©

Sumando (2.2a) y (2.2b) obtenemos
DY(Sa -8) - Dx =0,

esta ecuacién muestra una relacioén lineal entre s Yy x. Siguiendo
el trabajo de Suarez et al [SAG]," dividamos el estudio en dos
casos: D=0 y D>0.

El caso D = O nos conduce a dos ramas de soluciones s = 0 o

x = 0 mostradas en la Figura 2.2.

—
0 D

Figura 2.2. Soluciones de equilibrio con D = 0.

En el caso D > 0, de (2.2), despejamos a x de una de las
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ecuaciones y sustituimos la expresién obtenida en la otra, para

obtener
(S -s) [us - D(k + s)] = 0.
a m
Esto nos motiva a definir la ecuacién de bifurcacién, g, mediante
g(s,D) = (Sa - s) [pms - D(k + s)] = 0, (2.3)

donde D es el parametro de bifurcacién. El diagrama de bifurcacién
correspondiente se ilustra en la Figura 2.3. El punto donde se

intersectan las ramas de soluciones es (Sa, Do)’ donde

Sa
b = “m k +S °
a
e e ~——l—-s—"h—-—-—~ e -_",‘;,
'8 /]
2 1
(|
(I
P
it
1
P
)
1
L
. 1L —
‘0 Do u D

Figura 2.3. Soluciones de equilibrio con D > O.

Observe que, para el andlisis de bifurcacién, podemos
considerar los casos D=0 y D> 0 en un s6lo, usando (2.3) para
D =2 0. En la Figura 2.4 se muestra esta situacién y se hace el

anadlisis de estabilidad como se vié en el Cap. 1, secc. 2.4.
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s

0’ D

D

S

o
g

Figura 2.4. Diagrama de bifurcacién y analisis de estabilidad de
g(s,D) = (Sa - 5) [ums - D(k + s}] =0,

2.2 Forma normal

Evidentemente (2.3) es un problema de bifurcacién en (Sa, Do)’«’
probaremos que presenta una bifurcacién simple; es decir, (2.3) en
(Sa, Do) es equivalente a la forma normal

h(s,D) = - s + D% = 0. (2.4)

en (0,0). Para esto, en vista de la Proposicién 11,10.1, basta

probar que g satisface las condiciones

g=g =g =0, g <0 y det(d’g) <0

s D 8S

en (Sa, Do)'

Calculemos las derivadas de g

gl(s, D) = (Sa - s)[ums - D(k + s)],
gls, D) = (S -s)(p - D) - [(p - D)s - Dk],
a m m
gD(s. D) = - (Sa— s)(k + s),
gss(s, D) = - z(un - D),
_gsD(s. D) = - (S"I - s) + (k + s},
gnn = 0.

Ahora, evalueamos en (Sa, Do) cada una de estas expresiones
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g(Sa. Do) = gs(Sa. Do) = gD(Sa. Do) = 0,

g (s, D)

88 a [0}

- 2(;1m - DO) <0, Ho< DO

g_(S, D)) (k +s), g _=0.

DD
Por consiguiente
2 2
det d g(Sa, Do) = - (k + s)° < 0. ~

Por lo tanto la singularidad de g en (Sa, Do) es‘equivalente a
la singularidad de h en (0,0). En la Figura 2.5 presentamos el

diagrama de bifurcacién para h.

Figura 2.5. Diagrama de bifurcacién, -s®+0p%=o0.

2.3 Desdoblamiento universal

Daremos el desdoblamiento universal para la forma normal h..de
la ecuacién (2.4), y entonces probaremos dque ese desdoblamien£o
también es universal para la g de la ecuacio6tn (2.3).

Por lo visto en la secci6én 4.1 del Cap.Ill el desdoblamiento

G(s, D, @) =~-s2+D> + a (2.5)

es universal para h. Ahora, dado que g es equivalente a h, de la
Proposicién 111,5.6, basta probar que Ga # 0 en s =D =0 para

decir que G también es un desdoblamiento universal para g.
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Efectivamente Ga # 0.

Los dlagramas de bifurcacién del desdoblamiento (2.5) se

muestran en la Figura 2.6.

~ ’ \\ I/
\\\ I” \‘ > ' ’,
\\ ’/ \~ /
\ ,\
«x <0 a=0 a >0

Figura 2.6 Desdoblamiento universal -s2+p®+a=0.

Finalmente, los diagramas de bifurcacién de todas las posibles

perturbaciones de (2.3) se presentan en la Figura 2.7.

S | s | s ]

oo

/

4

[
.\-—— - =
s o o o -, v a0 an o= o o> oo an 0 - o -

D D

Figura 2.7. Diagramas de bifurcacién de perturbaciones de

gls, D) = (S " s)[u s - D(k + s)] = 0.
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