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Dispersién de Rayos X por copolimeron en bloque

Fabian Erasmo Pena Arellano

Maest'ria en Ciencias
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Resumen

En los fxltimog afos ha surgido un renovado interés por materiales autoensamblables, esto es, materiales que se
organizan espontaneamente para formar estructuras con un inesperado grado de organizacién. Los copolimeros
en bloque son una clase de estos materiales que se autoensamblan a escala nanorsitrica. El objetivo del trabajo es
¢l desarrollo de técnicas de calculo de patrones de dispersién de rayos X de las diferentes morfologias por las que
optan los copolimeros en bloque en las que las simetrias del sistema se reﬂej!en de forma natural en las posiciones
de los maximos de Bragg. Los primeros sistemas que se abordan para probar los métodos elegidos son esferas en
cubo centrado y cilindros en hex4gono centrado. Porteriormente se aborda el problema de la dispersién por un
sistema de dos fases en la que la interfaz es una giroide que se aproxima con una superficie nodal. Este sistema
también se estudia con la integral de‘superﬁcie que resulta de la aplicacion del teorema de la divergencia a la
integral de volumen de dispersion.
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Capitulo 1
Introducciéon

En los tltimos afios ha surgido un renovado interés por materiales autoensamblables, esto es, materiales que
se organizan espontaneamente para formar estructuras con un inesperado grado de organizacién. Los copolimeros
en blogue son una clase de Mmatendesqueseautoensamblanaeacalamométﬁc&Enmmomoléculu
los mondmeros de cada tipo se encuentran agrupados mediante uniones covalentes fomando bloques. De esta
maners, un diblogue es un polfmero formado por dos blogques de monémeros distintos unidos también por una
unién covalente como se ilustra en la figura 1.1(a), y un tribloque est4 constituido ya sea por tres bloques de-
distintos mondmeroe como se muestra en figura 1.1(d), o bien, por tres bloques donde los bloques extremos son
de la misma especie como se advierte en la figura 1.1{c).

~ Hasta hace algunos afios, esta clase de polfmeros se sintetizaba por polimerizacion anidnica, lo cual limitaba
el tipo de mondmeros que se podian utilizar. Por ese motivo los productos comerciales més comunes fabricados
con copolimeros en bloque no incluyen més de seis monémeros. Con el advenimiento de la sintesis por radicilica
viviente la copolimerizacién en bloque tuvo repentinamente a su disposicién todos los mondémeros mlceptibleu de
ser polimerizados por radical libre, ampliando de manera sensible el espectro de materiales de esta clase posibles
de obtener. Aunque todavfa no existen productos comerciales producidos por la via de la polimerizacién por
~ radicslica viviente, la literatura cientifica e industrial que aborda éste tema ha crecido de manera significativa en-
afios recientes. :

Para ilustrar las expectativas de desarrollo de nuevos materiales en este campo, vale 1a pena mostrar a.lgunas
de las morfologias que se obtienen con polimeros dibloques y triblogues. En la figura 1.2 se aprecian algunas
morfologias que se pueden obtener con dibloques: lamelas intercaladas, esferas en cubo centrado y cilindros en
hexagono centrado. Con dibloques también se pueden obtener giroides como la que se muestra en la figura 5.2.
La teorfa [11] predice la existencia de una fase méas de esferas empacadas que no ha sido reportada experimental-
mente. Asf, en el caso de dibloques el ntimero total de estructuras distintas que se pueden obtener cambiando las

~ e a ¢ s i
i ! \,\(VL j J
@ . S w /AN R

Figura 1.1: (a) Copolimero dibloque formado por dos bloques de mon6meros de tipo A (mjo) y B (azul) respec-
tivamente; y (b) copolfmero tribloque formado por tres blogues de mon6émeros de tipo A (rojo), B (azul) y C
(verde) respectivamente. .
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Figura 1.2: Morfologias por las que puede optar un material formado por copolimeros dibioqtié. (ﬁ) Lamelas, (bj
esferas en cubo centrado, (¢) cilindros.

proporciones de ios bloques.es de siete. Ei nimero de estructuras se incrementa al aumentar el ntmero de bloques
que componen el copolfmero. En le caso de tres bloques en principio se pueden obtener setenta y dos morfologfas
diferentes [10]. En la Figura 1.3 se ilustran algunas de las morfologias encontradas en el caso de tribloques. En
el caso de dibloques la estructura de las fases queda determinada por soio doe pardmetros. A saber, xN y f;.
donde x es ei-puimetro de interaccién de Flory entre loe dos hioques, N es el nimero total de mon6émeros en:
el copolimero y f es la fraccién en ndmero de uno de estos en la macromolécula. Para terpolimeros el niimero.
de par&metros independientes aumenta a seis: N, x13, X12, Xa3, Ji, fa; donde x4; es el parhkmetro. de interaccion
de Flory entre los mondmercs ¢ ¥ j y fi es 1a fraccidn en ntunero del la especie i. Esto quiere decir que ademés
de la arquitectura misma del copolimero (determinada por las fracciones de los distintos mondmeros) también
podemos inducir cambios estructurales a través de los pardmetros de interaccién selecc:omdo adecuadamente
los monémeros. ‘ r :

En la formacién de estructuras regula.rel intervienen la fuerza termodinAmica que conduce a la separamén
de fases (en este caso dominada por la entalpia de mezclado de los dos o més bloques del copolimero} y la
fuersa derivada del cambio de entropfa configuracional que conduee a configuraciones extendidas de las cadenas
poliméricas que constituyen los bloques. Estas dos fuerzas se contraponen entre sf, ya que mientras se reduce
la energia libre de mezclado entre los bloques al mantener configuraciones extendidas que limitan el nimero
de contactos entre mondémeros disimiles, la configuracion extendida da origen a un decremento de la entropfa
configuracional de laa cadenas y concomitantemente a un aumento de la energia libre del sistema. Asociado a una
configuracién extendida del bloque existe una fuerza elastica sobre la interfaz eatre los dominios de los bioques
y por eso muchas veces a esta fuerza se le llama fuerza eldstica. Esas doe contribuciones dan origen a la gran
variedad de esiructuras encontradas en estos sistemas. -

En la figura 1.4 se advierte como los bloques de loe copolimeros forman estructuras ordenadas en un material
al segregarse mutuamente. La parte (a) muestra una versién bidimensicnal de un cubo centrado. La ilustracion (b)
consiste en el corte transversal de un cilindro (en azul) decorado con esferas e inmerso en una tercera fase. Cada
una de las fases estd formada por bloques de un solo tipo de monémeros de tal forma que todos los polfmerce
poseen segmentos en cada una de las fases existentes. Se han dibujado también con el mismo color pero mas
oscuro 1os bloques de unos cuantos copolfmeros de los cientos de miles que forman el material,

En virtud de la proliferacién de las _posibles estructuras que se pueden obtener, han surgido técnicas de
quimica combinatoria para explorar ripidamente todas las microestructuras de las cadenas. Fsto exige métodos
de caracterizacién morfolégica lo suficientemente expeditos para que se incorporen a este proceso en serie, lo que '
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Figura 1.3: Morfolog{as por las que puede optar un material foarmado por copolfmeros tribloque.

resulta imposible de hacer con los métodoe tradicionales tales como la microscopia electrénica. Sin embargo, una
de las alternativas mas viables para caracterizar estos sistemas es la dispersién de rayos X' a bajo sngulo.

Este trabajo responde primero a la necesidad de contar con un catdlogo de patrones de dispersién de rayos
X de las distintas morfologfas por las que puede optar un sistema de copolimeros en bloque, y segundo, al
desarrollo de técnicas de calculo de los patrones de dispersién que han de formar el catélogo. En el campo de la
dispersién de rayos X por copolimeros en bloque los diferentes autores se han contentado con calcular el valor
de la intensidad dispersada exclusivamente en donde la teorfa de grupos indica que existen méximos de Bragg
[16, 20, 24], ignorando la informacién que pudiera haber en el resto del patrén de dispersién. En los métodos que
nosotros utilizamos los maximos de Bragg aparecen de manera natural de acuerdo con las simetrias de loe sistemas
estudiados. Se espera que nuestro enfoque sea particularmente til en los casos en los que se ignore cusles son las
transformaciones de simetrfa de un sistema pero sf se cuente con una representacién geométirica de sus interfaces.

Comenzamos el estudio en el capftulo dos examinando los conceptos basicos de la dispersién de rayos X por
electrones. En el capitulo tres estudiamos la dispersion por esferas, cilindroe y semiesferas, al igual que se establece
c6mao se escribe la integral de dispersién en el caso de corptisculos regularmente dispuestos. En el capftulo cuatro
estudiamos a los casos de medios granulares de esferas en cubo centrado y cilindroe en hexAgono centrado. A
diferencia de los cristales, que son siempre medios granulares, algunus de estos nuevos materiales son sistemas
cocontinucs, en los que entre cualesquiera dos puntos de una fase se puede trazar una trayectoria continua que
s6lo pasa por regiones de la misma fase. Asf pues, estudiamos la dispersion por medios cocontinuoe en el capftulo
cinco, desarrcllando un nuevo método que aplicamos al caso en que la interfaz entre doe fases direfentes de un
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Figura 1.4: Las diferentes regiones de colores representan fases que estdn compuestas de los blogues de los copo-
lfmeros. .

sistema dibloque es una givoide.




Capftﬁlo 2
Teoria de Rayleigh-Debye

2.1. La integral de dispersi6n.

Comencemos nuestro estudio de la dispersién comparande la frecuencia natural del movimiento translacional
de los electrones de un atomo alrededor de su nticleo con la frecuencia de la radiacién incidente que pertenece al
régimen de Ins rayos X. La frecuencia natural del movimiento orbital de un electrén w es del orden de magnitud
del cociente v/ag, donde v es su velocidad lineal tangencial a la orbita y ag es un pardmetro que caracteriza el
tamano del Atomo. En el caso de radiacién incidente de longitud de onda A, la frecuencia v es ¢/, donde c es la
velocidad de la luz. Si de rayos X se trata, se cumple que la longitud de onda A es del mismo orden de magnitud
que el parametro de tamafio ag

w~vfag ~ufh

Con esta tltima relacién es claro que v es mucho mayor que w en virtud de que v < ¢ [18].

Esto tiene consecuencias interesantes, pues implica que un electrén ligado se comportara casi como una parti-
cula libre respecto al atomo al que pertenece si recibe rayos X de una adecuada longitud de onda. Para verificar
esta afirmacion consideremos un oscilador arménico forzado de frecuencia natural w. La ecuacién que rige el
movimiento de la particula es

d*r 2 EFt)
YT T

donde m es la.masa del oscilador y F (t) es la fuerza externa
F(t)= feos(vt+ 3).
de frecuencia - . Bl desplazamiento de la particula es

r=acos(wt+ o)+ ——,fﬂ--w-;— cos (vt + 3},
m(w? — =)

‘

donde a v a se determinan con las condiciones iniciales. La solucién es la superposicion de dos funciones periédicas.
$i la frecuencia de la fuerza externa v es mucho mayor que la frecuencia natural w del oscilador, en un intervalo
de tiempo del orden del periodo de oscilacidén T' = 27/+ de la fuerza externa, el sumando acos (wt + a) es

practicamente una constante:

m (o = 37 cos (vt + 9)

T = constante +




i

P

Figura 2.1: Dispersién por un electrén ubicado en ia posicion ry,. Los vectores unitarios 8 y sq indican la direccién
del haz incidente y la direccién de observacion desde el punto P respectivamente.

Entonces en este caso limite podemos considerar que las oscilaciones de la particula son causadas exclusivamente
por la fuerza externa.

En el caso que nos concierne la fuerza externa F'(t) se debe a una onda electromagnética incidente, y es
la_aceleracién que produce sobre los electrones lo que produce la radiacion dispersada. La amplitud del campo
eléctrico dispersado por un electrén acelerado uniformemente se puede calcular considerando una particula cargada
que parte del reposo acelerandose durante un cierto tiempo, después del cual se mueve con una velocidad constante.
La direccién del campo eléctrico dispersado durante la aceleracion, se determina comparando las lineas de fuerza
del campo antes y después de la aceleracion. Las componentes del campo se calculan a través de una relacion
geométrica de semejanza que se deduce a partir de la geometria del problema y de la ley de Gauss. El resultade

es
(= ¢ la] sena

2R

donde e es la carga del electrén, ¢ la velocidad de la luz, a es [a aceleracion, a es el dngulo que existe entre la

(2.1)

aceleracion a y la direccion de observacién y R es la distancia que hay entre el electrén acelerado y el punto de
observacién. El campo eléctrico € es perpendicular a la direccién de propagacién de la radiacién inducida. A este
resultado se le conoce como dispersién de Thompson [19, 14].

Ahora ya podemos estudiar el efecto de la dispersion colectiva de un conglomerado de electrones. La dispersion
por los miicleos atémicos es despreciable pues son demasiados pesados para acelerarse lo suficiente y producir
radiacién. . o

Cada elemento del sistema que dispersa produce radiacion independiente de los otros elementos del sistema.
El canipo resultante sera entonces la superposicion de todos los campos producidos. Consideremos la dispersion
clasica de un grupo de electrones confinados en un volumen pequefio, como aquel que ocupa un dtomo. Una
representacién del sistema fisico la encontramos en la figura 2.1, El haz primario, de amplitud E¢ y polarizada
tal que el campo eléctrico apunta hacia afuera del plano del papel, se propaga en la direccién indicada por el
vector unitario so. Los electrones forman un conglomerado alrededor del origen de coordenadas O, vy cada uno
de sus desplazamientos se designa con el vector r,. Estudiemos la dispersion tal como se percibe desde el punto
de observacion P, que se encuentra muy lejos del cimulo de electrones, a una distancia que llamaremos & en la
direccion definida por el vector uniterio s.

Para. calcular los caminos épticos de cada uno de los haces de rayos X que dispersan los electrones en la”

direccion s, consideremos el frente de onda que pasa a través del origen U. Asi pues, de acuerdo con la figura 2.1.
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Medidor

Figura 2.2: Esquema del dispositivo experimental.

el valor instantaneo del campo eléctrico del haz incidente es

2r X1\ o
E; = Eycos (21rvt - ﬂ;\ 1) ®. (2.2)

Para representar mateméaticamente la magnitud y fase del haz dispersado por un electrén como se percibe desde el
punto P, debemos utilizarar la expresion (2.1). En este caso el 4ngulo o de la ecuacion (2.1) es 7/2 y la aceleracion
se ha escrito en términos de la masa del electrén y de la fuerza externa. También debemos incluir en el término
del camino éptico la distancia recorrida desde la posicion del n-ésimo electrén dispersor hasta el punto P [7, p.
7]:

Eye?’

Egn= o - cos |2nvt — = (X1 + X2} . (2.3)

En virtud de que suponemos que la norma del vector desplazamieto |rs§ es mucho menor que la distancia R,
podemos aproximar Xs en el denominador de la altima ecuacién con R y realizar en el argumento del coseno la
siguiente transformacién

Xi+Xsor, sg+R-r, - s=R—(s—sg) rp.

En términos de funciones exponenciales complejas la magnitud del campo eléctrico dispersado que se observa en
el punto P es

Eoez*% b
B, = 2rifwt—( R/} e( nifA)is—~8g)- I'n
4= mER® ;

que con la definicion’'q = (2w/A) (s — 59) se convier:e en

N-=1
By = EOE’ i\‘o Drm[ut (RN Z e:q L (2_4)

mciR
n=0
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Esta es una de las ecuaciones fundamentales con la que lidiaremos en este trabajo. A saber, dedicaremos el capitulo
siguiente a aprender cémo escribir de manera conveniente el factor

gidrn
=< ;.o (2.5)
que es donde se incluye eu las ecuaciones las posiciones de los elementos dispersores.

Hasta ahora, a pesar de haber utilizado un tratamiento clasico, hemos con.iderado solamente sistemas micros-
copicos de corpusculos. Es decir, los dispersores con los que hemos construido la expresién (2.5} son electrones,
que son particulas puntuales. Sin embargo, muchos sistemas que forman estructuras nanoscopicas [como (o8 co-
polfmeros en bloque) dispersan los rayos X en virtud de los cambios de la densidad electrénica cue hay de un
lugar del material a otro. Para estudiarlos adecuadamente debemos contar con una densidad local del namero de
electrones por unidad de volumen que los caracterice. En general esta se puede calcular promediando la densidad
microscopica del niimero de electrones libres y ligados (a las moléculas) por unidad de volumen

t):(Zé'(r-—rj)é- Z 6(r—rﬂ)> (2.6)

J n
{libre) {mojéculns)

El promedio puede realizarse mediante una funcién de prueba [5, pp. 226-235] 6 considerando los estados cuanticos
del sistema. De ser este 1ltimo el caso, los vectores r; y r, de la ecuacion (2.6) son los operadores desplazamiento
del j-ésimo y n-ésimo electrones libre y ligado. En caso de trabajar en el espacio de configuracién las componentes
de estos operadores son simplemente las variables de integracion, y si se trabaja en el espacio‘de momentos estos
vectores son los operadores gradientes ikVy, e ihVp, y las variables de integracion son los momentos de todos
los electrones que forman el sistema. Los subindices p; ¥ pn indican que los gradientes se deben realizar respecto
a las componentes de los momentos de j-ésimo y n-ésimo electrones respectivamente. Asi, para medios continuos
la ecuacién (2.4) se convierte en

Eoe’VE 4 [wt—(R/N)] / iqr
= JO€ Y I i - dv.
Ba= me? R v e’

Por supuesto, la expresion (2.5) se convierte en

= ‘l/ e AT pdV. (2.7)
.

Es importante aclarar que no importa la cantidad de particulas que constituya un sistema, simpre es posible
calcular una densidad macroscopica que podamos utilizar en la ecuacién (2.7). Por ejemplo, si un sistema cuantico
esta formado por dos particulas cuanticas en un espacio unidimensional, el promedio de la densidad de numero
cuantica é (z —x1) + 8 (r — =) er

+ox pec
p(z) / j Wi (1) 2 (2} B[z — 1) + 6] r—:rz)]wl (1) ¥ (z2) dzydas

fwn (o) + w2 (2}

donde v, (z1) y ¥ (2) son las funciones de onda de las particulas. Note que se cumple que f f:: p{z)der = 2. La
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densidad de nimero de electrones de un material formado de pclimeros se calcula con la formula

_ NOpmasaZm
Pe = "M,

Ny es el nimero de Avogadro, pmasa; Zm, ¥ Mnmes la densidad dz masa volumétrica, el nimero de electrones y la
masa molecular del mondémero utilizado.

La aproximacién es vilida cuando el sistema estudiado posee una baja densidad de electrones. Estamos supo-
niendo que los rayos X una vez dispersados son recolectados por el medidor y no son dispersados de nuevo por
otros electrones. Esto quiere decir que el camino libre medio

1
A=
peCle

de unc de los haces dispersados debe ser muy grande. ', es la seccién transversal de dispersién de un electrén
libre conocida como la seccién transversal de dispersion de Thompson y vale 6.65 x 10~ "*nm® [14, p. 492]. En
el caso de un monémero tipico como el isopreno p, = 326 e~ /nm* y A = 4.61 x 10'nm = 4.61cm, mientras que
en el caso de un metal como el oro, p. = 4662.35 e~ /nm® y A = 3.22 x 10%nm = 3.22mm. A pesar de que la
aproximacién descrita es valida tanto para polimeros como para metales [6, p. 203], el que el camino lihre medio
de un polimero sea de un orden de magnitud mayor que el de un metal es 1til para tener una idea de lo bajas
que son las densidades electrénicas en los polimeros respecto a otros materiales.

Ya, sea en su forma para dispersores puntuales (2.5) o voluminosos (2.7), la suma de las funciones exponenciales
complejas constituye lo que se conoce como la funcién de dispersién en la aproximacién de Rayleigh-Debye, y su
célculo para diferentes sistemas constituye el tema principal de este trabajo.

La cantidad observable en un experimento es la intensidad dispersada, que es proporcional al cuadrado del
campo eléctrico:

IFP oI = 8% IEdf*.
Asi pues, después de caleular la funcién de dispersion analizaremos la intensidad dispersada por los sistemas
que estudiaremos. Se debe notar que el valor mdzimo de la integrel de dispersion es Iz unidad sin importar las
dimensiones o numero de los objetos dispersores. Asi entonces, al comparar la cantidad de rayos X dispersados
por elementos de la misma forma pero de distinte tamarnio, debemos prestar atencion al cambio de estructura del
patrén de dispersion mas que al valor mismo de la intensidad dispersada medida por la cantidad |F{*. Habiendo
aclarado este aspecto de interpretacidn seguiremos llamando o |F|? intensidad.

2.2. El -désorden en los copolimeros en bloque

A pesar de la capacidad que poseen los copolimeros en blogue de autoensamblarse en escalas nanoscépicas,
los materiales formados por estas macromoléculas no estan exentos de presentar cierto grado de desorden. Las
unidades fundamentales que se repiten a lo largo del material no necesariamente aparecen todas alineadas ni con
la misma Jrientacion. También es posible que varias unidades fundamentales se agrupen de manera ordenada en
un arreglo de mayores dimensiones y que sean estos conglomerades los que se encuentren desordenados a lo largo
v ancho del material. Esto depende de las varibles de proceso como son las direfencias de temperatura, presién,
esfuerzos de corte etcétera.

Este descrden debe tener una influencia sobre el patrén de la intensidad dispersada total. Para poder incluir .

este ingrediente en nuestros calculos debemos calcular el promedio de la intensidad dispersada en todas direcciones
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por un arreglo de un tamaiio de grano definido. En ecuaciones el promedio es

1 2
gy . | FI* dil, (2.8)
donde T es 1a intensidad dispersada en cierta direccién y dQ es el infinitesimal de ingulo sslido en esa direccion.
La variable independiente en el patron de la intensidad prorﬁedio dispersada es la norma del vector q, que =1
términos de parametros fisicos es '
4 o
q= --5\— sen '2—,
donde « es el 4ngulo entre la direccién de incidencia de los rayos X y la de observacién de la radiacion Jispersadn.
Con frecuencia una muestra se muele para ser observada en una camara de polvos. El tamafio e granc en
una molienda tipica es del orden de magnitud de 10um = 1 x 10%*nm [6, 7, p.202 y 51]. Esto indica que en cada

grano existen aproximadamente al menos

1% 10%nm\° 3 -
(1 % 102nm> =100 -

unidades cristalograficas.




Capitulo 3

Factores de forma y estructura

3.1. Definiciones

Identificar a través del patrén de difraccion de rayos X la configuracién por la que han optado los bloques
de un copolimero al segregarse mutuamente, no solo implica reconocer la forma de los corpisculos dispersores
individuales, sino también la posicidn relativa que guardan entre ellos. Asi, por ejemplo, de examinar la luz
dispersada por una de las muestras de copolimero, se debe reconocer si esta estd formada por esferas o cilindros, y
averiguar si su disposicion es la de los vértices de un cubo o la de los vértices de un hexagono regular, por ejemplo.
La respuesta a estas cuestiones representa la solucién completa al problema practico que nos hemos planteado.

Para introducir los conceptos basicos que nos permitiran responder a las preguntas formuladas en el parrafo
anterior, consideremos dos particulas aisladas en el espacio como las que se exhiben en la figura 3.1. No es
imperativo que sean idénticas. Elijamos sendos puntos de referencia en el interior de los corplsculos y utilicemos
Sus vectores deéplazamien_to respecto a un origen arbitrario para indicar las posiciones de cada uno de los cuerpos
dieléctricos. Designemos a estos vectores r, y rp. Sin duda este sistema es relativamente simple, tan sélo un par
de corpuscules. Intentemos pues responder a la ciestion de como afecta a la integral de dispersion F'

1
qr s
- /Ve dv (3.1)

que definimos en el capitulo anterior la posicién relativa de estas particulas. -
De acuerdo con la definicién anterior de la integral de dispersién, en el sencillo caso de las dos particulas de
la figura 3.1 tenemos que la ecuacion {3.1) se escribe
1 SR
F=co—o e g gy
- , Y
Vo + 4 Sy 4y,
donde V, v 1% son los volumenes de los dispersores. En virtud de que el volumen de integracion esta contenido

en dos superficies cerradas distintas, podemos reescribir la integral de dispersidn: como

F= 1 _ (/ Elq'R"rfaR‘-é—/' piq-R“d:zRu) ]
Va+ Ve \Jv, o

Transformemos ambas integrales con sendos cambios de variable. Definamos dos sistemas de coordenadas
distintas con sus origenes en los puntos de referencia que con antelacion elegimos en el interior de cada una de

las particulas. Sean puesr' = R —r, y ' = R" — . La funcion de dispersién se convierte en

11
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o

Figura 3:1: Sistema formado por dos dispersores.

1 N L . )
F = (etq-rﬂ [ eac!-r dSTr + e ] E1q-r d3*r”) .
Vi + Vs V. Vi

Cada una de las integrales que apareéen en el miembro derecho de la Gltima ecuacién cuantifica como dispersa la luz
cada cuerpo diléctrico sin importar si se encuentra en la presencia del otro corpisculo ni de la posicién que guarda
en relacion a él. El valor de cada integra! depende exclusivamente de la forma y tamafio del objeto examinado a
través de los volumenes de integracién V, y ¥, ¥ de sus orientacién relativas a las direcciones de propagacién de
la onda incidente y de observacién por medio de los productos q-r’ y - r”. Estas integrales estdn determinadas
exclusivamente por la forma de los corpiisculos dispersores y de sus orientaciones. Ahora busquemos simplificar
las ecuaciones y supongamos que los cuerpos son idénticos en forma, tamafio y orientacién. Las integrales serian
en tal caso iguales asi como los volumenes de las particulas que de ahora en adelante designamos con V. Entonces

se cumple que

F= El-v (Eiq"ru + eiq»ra) A eiq»!‘dar

Definimos a’ partir de esta ecuacion el factor de forma f:

f= i/‘ et Be
Vv

con lo que la funcion de dispersion se transforma en un producto de dos funciones

F = % (e’q"’“ + eéq-rb) f

Fin general, definimos el factor de forma de como aquel factor de la integral de dispersién que depende exclusiva-
nente de la forma v orientacién de los dispersores individuales. El factor

1 ‘ .
Zoisiqr, qQra
5 (e + ¢!aTe)

que acompaﬁa al de forma contiene la informacion de la disposicion relativa de las particulas respecto a un crigen
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r

- | - - -

Figura 3.2: Representacion bidimensional de un cristal que ilustra su periodicidad en el espacio.

comin por medio de los vectores ry y 1y y de la orientacién de sus posiciones en relacién a las direcciones de
propagacién de la luz incidente y de observacion a través de los productos interiores q - rq y q - rs. No contiene
nada de informacién acerca de la forma ni orientacidn de los corpisculos individuales que forman el sistema.
Esa tarea estd completamente delegada al factor de forma f. Este término cuantifica exclusivamente los efectos
de dispersién por la estructura que forman las particulas mas allad de cualquier detalle individual de los cuerpos
dieléctricos. A este factor se le conoce como factor de estructura. Asi, la funcién de dispersién de un sistema
formado por esferas colocadas en los Vértices de un cubo, contiene el mismo factor de estructura que uno formado
por elipsoides en la misma disposicién y orientacién. Por supuesto,
En el caso de contar con N dispersores la integral de dispersion es

1 [t
F= ¥ Z fiexpq-rj|. (3.2)
=0

Y si todos los corpisculos son iguales podemos factorizar el factor de forma para obtener

N-1

-1 |
F—-N Jzz:oequ r|. (3.3)

En los casos que examinaremos, con frecuencia por cada cuerpo situado en la posicién r, habra otro colocado
en el sitio indicado por el vector —r,. El factor de estructura en tales ocasiones puede reescribirse como cosq - r,.
La funcion de dispersién de nuestro ejemplo de dos particulas se reduce asi a

F=fcosq-r,.

La generalizacién a 2N particulas es tan sencilla como inmediata. Si uno de los corpusculos del j-ésimo par
de dispersores del sistema se encuentra en la posicion r; v el otro en —rj, entonces la funcién de dispersion se

convierte en

N—|

2f
F = ~ ‘ZDcosq-rJ
J:




-
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En ¢l caso de haber una particula en el origen de coordenadas entonces la integral de dispersion es

f N-1 :
F:ﬁ 1+2Zcosq-rj . (3.4)
§=0

En caso de ser los dispersores elementos puntuales, por comparacién de las ecuaciones (3.3) y (2.5), vemos que el
factor de forma los corpasculos es la unidad.

3.2. Materiales cristalinos

Como se veri en secciones posteriores, el formalismo anteriormente descrito nos serd util ai estudia: los
resultados numéricos de la intensidad de rayos X dispersados por un sistema de corpisculos. Sin embargo, tan
s6lo hemos impuesto una sola condicién de simetria para describir la estructura regular de los sistemas que nos
interesan. A saber, hemos simplificado la ecuaci6n (3.3) al reconocer que para cada par de dispersores idénticos
en posiciones diametralmente opuestas, la contribucién conjunta a la integral de dispersion es una funcién coseno
en lugar de un'par de funciones exponenciales. La simetria impuesta implica sélo la posici6n relativa de pares, no .
la disposicién relativa de todo un conjunto de corptisculos a lo Jargo de todo el material. Es més, las ecuaciones
de la seccidn pasada describirdn correctamente al sistema aun si suponemos que los dispersores se encuentra
distribuidos aleatoriamente en el espacio, siempre y cuando por cada particula se encontrara otra en la posicién
dimetralmente opuesta. Por supuesto, para que la integral de dispersién refleje en su estructura matematica toda
la regularidad de lus s{stemas que nos interesan, debemos imponer mis condiciones sobre las posicicnes gue pueden
ocupar los dispersores.

Ahora estudiaremos c6mo afecta a la integral de dispersién el hecho de que todo el material se pueda formar
con la repeticion en las tres direcciones del espacio de una unidad elemental de particulas. A este arreglo bésico se
le conoce como unidad cristalogrdfica. En la figura 3.2 se muestra una versién en dos dimensiones de un cristal. Dos
tipos diferentes de corpisculos se representan con circulos y Gvalos. La unidad.cristalografica del cristal mostrado
se define con dos vectores a; y a; que se denominan ejes cristalogrdficos y que se intersectan en un origen de
coordenadas que pertenece exclusivamente a esta unidad basica. Al sistema de coordenadas que forman estos ejes
lo denominaremos sistema local de coordenadas. De ahora en adelante nos referiremos a la unidad criastalografica
al igual con los nombres unidad basica o unidad elemental de forma indistinta.

Por otro lado, para incluir explicitamente en nuestras ecuaciones la existencia de la unidad cristalografica,
lo mas conveniente sera referirnos a cada ejemplar de esta unidad con el vector desplazamiento de su origen de
caovdenadas local M, respecto a un sistema coordenado global. Asi podremos escribir la posicién de cada uno de
los elementos del sistema en términos de la posicion del origen local My, de la celda a la que pertenece. Sea entonces
t. la posicién en el espacio tridimensional del n-ésimo dispersor de una unidad cristalografica respecto al origen del
sisterna local de coordenadas correspondiente. Designaremos las diferentes celdas cristalograficas con tres enteros
my. mte v ng tales que el origen de la celda mymsymy se encuentra en la posicion My, = mya; + maas + maaz
respecto al origen del sistema global de coordenadas del cristal. Entonces la posicién del n-ésimo dispersor de la

unidad wmmams la podemos escribir como
R} =mia; +maax + maag + Iy,

El sumando con el que contribuira este corpiisculo a la integral de dispersién (3.2) escrita en términos de funciones
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exponenciales es
faexp{iq- (mia; + moas + maa, +1,)} (3.5)

La funcién de dispersion total F' se obtiene sumando sobre todos los valores del indice n que toma en cuenta
tas contribuciones de todos los elementos en la celda unitaria, y después sumando sobre todos los valores de los
fndices m,, my y ms para incluir las contribuciones de todas las unidades cristalograficas existentes. Escribiendo
- el resultado como el producto de las cuatro sumas obtenemos

Ny~1
Z fnexp{iq-rs) z exp (iq - miay)
mi1=0
2_1 N3 1
x Y exp(iq-mamp) Y exp(iq- msag) (3.6)
me=0 m3=0
La suma sobre €l indice n .
G= anexP {iq-ra) (3.7
~ .

depende de las posiciones r, de todas las particulas que forman la celda bésica, por lo que siempre depende de la

% estructura estudiada. De acuerdo con las definiciones que hemos dado de los factores de forma y estructura en la

seccion 3.1, las funciones f,, son los factores de forma de los dispersores individuales. Sin embargo, la expresién G
" no solo depehde de las posiciones relativas de los corpisculos sino también de su forma a través de las funciones
fn, por lo que no podemos llamarle factor de estructura. En-la literatura a esta funcién se le conoce como factor
de estructura aun a pesar de contener informacién acerca de la forma de los dispersores individuales [7, p. 28].
En general es imposible factorizar el factor de forma f, de la suma, pues no necesariamente todas las particulas
. de la unidad cristalografica son idénticas. En los casos que nos interesan todos los dipersores son iguales, lo que
1os permite escribir la suma como

. G=f2exp(iq-rn),

produciendo ia aparicién en la expresion (3.6) del factor

N -1 No—1 Na—1
Zexp iq-ry) Z exp (iq-mja;) Z exp (iq - maay) Z exp (iq - mgas)
m, =0 mg=0 ma=0

que si podemos llamar factor de estructura de la integral de dispersion.
Ahora bien, los sumandos de las adiciones sobre los indices my, m, v s forman progresiones geométricas,
cuya suma se calcula con la formula

rl—a

S=a+ar+ari+.. +1= ]

. ' T (3.8)

donde a es el primer término, { el dltimo y r el cociente de la progresion. La aplicacién de la ecuacién (3.8) a la
suma sobre el {ndice m, ta convierte en

Ni—i

Z exp (iq - ma) =

m1=0

exp (ig - -Via;) -1
exp{ig-a;) -1
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Por supuesto, las expresiones para las otras dos sumas son similares, por lo que obtenemos

o XP (iq- Nia;; —lexp(iq- Naag) — 1
expig-a; -1 exp(iq-az)—1
exp(iq - Nza.)—1
exp(ig-agy —1

F =

El calculo de la intensidad dispersada exige multiplicar la integral de dispersién por su comple_}o conjugado
Ft

Lexp (~igq- Niay) — lexp(—iq-Noag) — 1
G . -
exp(—ig-a;)—1 exp(—iq-ag}—1
exp(—iq- Naaz) — 1
exp(—iq-as) - 1

Ft

donde
Gt =f" Z exp (—iq - ryq).

Al realizar el producto FF* aparecen productos que se pueden simplificar con la siguiente identidad

exp(iNz) — 1] [exp(—iNz) —1] _2-2cosNz _ sen?(Nz/2)
exp(iz) — 1 exp{—iz) -1 | = 2-2cosz  sen?g/2

por lo que el resultado final es

FF* = ff*} exp(ia-rm)) exp(-iq-ra)

sen? (q- Nya,) sen?l (q- Naap) sen’} (q- N3a3)
sen2l(q-a1) sen’l(q-az) sen®l(q-as)

(3.9)

En esta dltima ecuacion podemos identificar tres factores que poseen un significado geométrico definido. El
primero es ff* que es la norma al cuadrado del factor de forma de los dispersores que forman el material y que
definimos en la seccién anterior. El siguiente es

Zexp (iq-rny) Z exp (—iq ).

Este factor caracteriza la posicion relativa de los corpiis-ulos en el Ambito exclusivo de la unidad cristalografica.

Y el tercer factor .
2az) senzé (q- N3a3)

sen’i (q- NMai) sen?§ (11 Ny
sen?l(q-a;) sen?l(q az) sen®i(q-ay)
intraduce en las ecuaciones el hecho de que la unidad cristalografica se repite para formar el material.
En caso de considerar dispersores puntuale:, Lis expresionrs de esta seccion se simplifican sustituyendo todos

los factores de forma f por la unidad.

3.3. Fa;ctores de forma

Antes de proseguir mostraremos explicitamsntc y <or cierto detalle la manera de realizar algunos de los calculos

de los factores de forma mas comunes e impovtantes. .% sabes, examinaremos el caso de la esfera, la semiesfera

el




CAPITULO 3. FACTORES DE FORMA Y ESTRUCTURA 17

y del cilindro. De los tres, €l iinico que no se haya en la literatura mas conocida de dispersién de luz es el de la
semiesfera {2}, cuyo factor de forma ser4 til para eventualmente plantear la cuestion de dispersién de luz por
morfologias mas complicadas como la de los cilindros decorados que no se estudia en este trabajo.

‘3.3.1. La esfera

Presentaremos en esta seccién una manera un poco mas elaborada de calcular el factor de forma de una esfera
que la que generalmente se encuentra en los libros de texto de dispersion de luz. Sin embargo, la generalidad del
método justifica su exposicion.

Escribamos el vector q en coordenadas cartesianas

=z
q= Qy |-
q:
y por completitud y posible referencia futura, consignemos al igual su dependencia con las direcciones de incidencia
de la onda plana entrante y de cbservacién respecto aun eje arbitrario de coordenadas (la simetria esférica del
objeto permite escoger un sistema de coordenadas arbitrario sin ninguna consecuencia)

¢ seﬁ f; cos ¢; — sené, cosg,)

e =
g4y = k{senf;senp; — senfl,sengp,) .
g: = k{cosé; —cosb,).

El factor de forma de cualquier cuerpo dieléctrico lo podemos calcular a partir de la ecuacion

1 o : .
f=y /v et (3.10)

Utilizando la transformacién de coordenadas z = rsenf@cos ¢, y = rsenfsen ¢ y z = r cos @ escribimos la ecuacién
(3.10) como

1

2r a T
. ot ] ' ' Pyt
f — ?f dé’f ,,.lid,,,."/ dﬂ' Senelez(q, cos @ sen B +q, sen @' sen 8’ +q, cos @ )r ’
0 1] 0

en donde a es el radio de la esfera. Realicerncs primero la integral que implica al angulo polar. Con la ayuda de

la identidad

coslg -+ b) = cosacosh — senasend

transformemos el sumando que aparece como el argumento de ta funcion exponencial:
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(qecos¢'send’ +q,send' send)r' = r'send\ /¢ + ¢} ____‘11___ cos¢’ + —W___gen &'
VIETG VLR
= r'send'/q? + g} (cos 3 cos &' + sen Ssen¢’)

= r'sen'\/q + qicos(¢’' ~ 3),

Ly senf= . (3.11)
Jata @ +4q;

Al integrar obtenemos la funcion cilindrica de Bessel de orden cero:

2z s r Il - L
i d¢re:r send'y /g2 +ql cas(q& wd) = oy (,rr sen §' /qg + qﬁ)
27 (¢ 2 l ] T ' ! ' ' 2\ _ig.r’ cosd’
f:T/_ r'édr df' sené'Jo (r sene\/qi-l-qy)eq' .
0 0 .

El paso siguiente consiste en definir un sistema de coordenadas cartesianas que nos permita desacoplar el argu-

donde
cos 3 =

mento de la funcién de Bessel del factor que aparece como argumento de la funciéon exponencial. Si definimos
-z’ =r'cos® yy =7 senf , entonces dydr = r'dr'df’. Asi, una de las integrales sera inmediata:

2r [° | Vai-y? y
[ = T"_/o dy' [ dzJy (\/qg-l—qu') gl ?
._\/T'E
- fllf_ ﬂd "J (a gy 2.0 ! \/ﬁ
= V/o Y Jo 1/q,,+qyy)y 5en (qz as —y )

Ahora es preciso hacer otro cambio de variable. Definamos u = /¢2 + q2y; la integral adquiere as{ una forma que
aparece en las tablas de integrales:

/ ¥+t sen (b\/a2 -~ :172) Jo{z)dz = \/ga‘*%b (1+ bz)_%uh% Tt (a\/ 1+ b2) ,

0
v escribiendo la forma explicita de la funcion de Bessel de orden semientero correspondiente

Ja{z) = (:_?:) [Se?z —COSZ] ,

llegamos a la expresion deseada para el factor de forma

3 .
f = -——= (senaq — agcos aq) (3.12)
Laq)

3.3.2. La semiesfera

El procedimiento conveniente en este caso es muy similar al seguido en el apartado anterior. Sin embargo, en

esta ocasion resulta imposible escribir el resultado en términos de funciones elementales. Debemos contentarnos
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con reducir la integral a cuadraturas y realizar calculo; concretos con un ordenador si estamos interesados en

su valor numérico. Analogamentc, escribimos la integral (3.10) en coordenadas esféricas y procedemos como
aunteriormente lo hicimos

f — "'.: / d(ﬁ f Tﬂd'r [ ' sen B'e 1(q, cos o' sent +qy sen @’ sen 8’ +g, cos&)

a w2
f= E’E/ der,/ dd’ sen'J (r' senf'y/q2 + g2 ) e*" %7,
Vv 0 0 Y

Hay que destacar que ahora los limites de integracion han cambiado pues el dieléctrico es ahora ur a serriesfera.
A continuacién nos ayudamos del sistema coordenado definido para el caso anterior y obtenemos

2r % . o
_ =1 igzu’ gt J 2 20V o
f 7 /0 e'=" dr [) dy'Jo (\/Q:z: +Q‘yy)y

Ecuacién que modificamos sabiendo que

/Jo (x)zdz = oy (7). {3.13)

Asi pues, el resultado es

\/mf dr'\/a? — 2. (\/qf: +qiva? --:3'3) ig. 7' (3.14)

Esta expresion es la coiiveniente para propdésitos de célculos numéricos.

3.3.3. El cilindro

El método es muy snnllar aI utilizado en los dos casos anteriores. Mas en esta ocasién el problema es mas sencillo
aun, pues al utilizar coordenadas cilindricas podremos, después de algunas operacicnes, separar el integrando en
¢l producto de dos factores dependientes de diferentes variables. En coordenadas cilindricas la ecuacién (3.10) es

' 2“ tf/) . L ! ! 1
f= —"[ d¢’ / r'dr! / dz'ei{as cos@'+ay seno’)r'+qz"

/2
en el que o es el radio del cilindro y d su longitud. Simplifiquemos el sumandao de la funcion exponencial tal y

como hivimos en los dos casos anteriores y notemos al igual que podemos escribir la integral respecto al angulo

azimural inmediatamente:

/ do'e ir' Jai+a; m:(u -3) _ 27 Jy (I" /q:i + Qj) ’

donde 3 se define cou las ecuaciones (3.11). La integral se reduce a un par de factores, uno dependiente solo de

fi variable r' v otro dependiente solo ce la variable 2/

2”_ — -(i/'_’. ,
f= -—___f rdr' Jo ( “® -]-'q;}') / dz'eit:=
¥ Jor 2

La ccuacidn (3.13) nos es ahora util para realizar la primera de ellas. mientras que la segunda es directa. E}
resultacdo final es pues



CAPITULO 3. FACTORES DE FORMA Y ESTRUCTURA 20

AT
15
b

Figura 3.3: Grupo de dispersores puntuales dispuestos en cubo centrado.

y . senq, (df2)
f = ———-ﬁaa (/&2 +aia) (——_-——qq( ; /‘;)2 ) |

T

3.4. Factores de estructura

Ahora es el turno de examinar a los factores de estructura mas sencillos y comunes. Los estudiaremos consi-
derando a los dispersores como particulas puntuales. .

Las esferas suelen acomodarse en los vértices y en el centro de un cubo imaginario, y los cilindros se ha
observado que sé colocan en los vértices de un hexagono regular e imaginario paralelos los unos a los otros, y con
sus ejes perpendiculares al plano del hexagono que forman.

3.4.1. Cubo centrado.

Escribamos el factor de estructura del grupo de nueve particulas situadas en los vértices y en el centro de un
cubo imaginario cuya arista es de longitud L y que se muestra en la figura 3.3. Las coordenadas de los corptisculos
relativas al centro del cubo son, a parte de la que se sitia en el origen,

1 1 1 1
Cizé , C3=.—§' 1 1, Csfw“% -1 1, C_;:é -1
-1 ' 1 -1 1 (3.15)
-1 -1 -1 =1 '
c5=% 1 ) Cﬁ=*.g" 1 ) c,-:% -1 1. cszg -1
-1 1 -1 1

En este caso los ejes cristalograficos a;, az y az coinciden con los vectores unitarios utilizados para definir un
) g p

sistema coordenado cartesiano. Entonces podemos escribir:

qx .
q= Gy = q:8; + yyar + q:a3
9z
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Notemos gue a excepcion de la particula que se encuentra en el origen, por cada corpasculo existe otro situado
en la posicién diametralmente opuesta. Asi pues, tal como explicamos en la primera seccién de este capitulo,
podemos escribir el factor de estructura como lo indica la ecuacion (3.4)
1 .
F= 5[2cos(q-c1) +2cos(q-cy) +2cos(a-c3) +%cos(q-eq)+1].

Los productos interiores son faciles de realizar:

L

q-¢; = E((Iz“"Q'y—Q:)!
L

T QrCy = E(Qz'*'Qy'}'q":)v
L

q-c3 = 3((];5“(1!;"(1:}!

q,.c4 == 2 X qy + q:) ,

y la estructura del resultado se puede simplificar con ayuda de la siguiente identidad:

cos(z4+y—z)+cos{z+y+z)+cos(z—y—z)+cos(z—y+2z)= 4cosa:cosycosz. (3.16)

Tenemos pues que en coordenadas cartesianas el factor de estructura lo podemos representar como

1 L L L
F = 3 (8 €08 5 ¢z cos 54 cos 54 + 1) . (3.1.7)

Este es un resultado importante, pues conociendo el factor de forma correspondiente a las particulas dispuestas
en esta estructura cominmente llamada de cube centrade y definiendo las direcciones de incidencia de los rayos X y
la de observacién, podemos predecir el patrén de difraccién que en el experimento se observaria. Sin embargo, muy
rara vez. sino es que nunca, tendremos la oportunidad de examinar bajo nuestro difractémetro un conglomerado
aislado de nueve particulas ordenadas de esta manera. Los materiales de nuestro interés estan formados de una
infinidad de estas unidades. Algunas ocasiones se encontraran orientadas en todas las direcciones posibles a causa
de la forma de como se formaron las fases, de tal forma que los dispositivos de medicién a lo mas podrian medir
el efecto colectivo de la difraccién de la multitud de unidades contenidas en la muestra. O bién, puede suceder
que la muestra de copolimero se prepare para su observacién en una cdmara de polvos. Debemos pues promediar
el cuadrado del factor (3.17) sobre todas las direcciones posibles por las que podrian optar las unidades cibicas
que forman el material. La cuestién es sencilla desde el punto de vista conceptual. El promedio ha de realizarse
sobre rodos los angulos solidos abarcados por la esfera unitaria. Y en virtud de que hemos construido el sistema
de coordenadas fijo al cubo centrado, es la direccion del vector q la que debemos considerar variable al realizar

el promedio. Escribimos ahora g en coordenadas esféricas:

e = gsenfcosg,
gy = qsenfsend,
q: = qcosh,

por 1o que el promedio del cuadrado de la funcién de estructura, que es proporcional a la intensidad de los rayos
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X medida por un difractémetro en el laboratorio, es

iy L1 L L L ycosd) +1] sensdsd
(IFIYy = == 8cos | =gsenficosg | cos | ~gsenfseng jcos{ —gcosd | + senfdfdp. (3.18)
aw8l)y Jo 2 2 2

La complejidad de la integral es consecuencia de tener que enfrentar un sistema rectangular con coordenadas
esféricas. 7

En coordenadas cartesianas es muy sencillo calcular los valores ds ¢ en los cuales se hayan los m4ximaos y
minimos de la funcidn (3.17). Estos son

L
_ 59: = N7,
L .
qu = Tl,y‘JT, ) - (3'19)
L = T, -
QQZ Zihy
donde n, = 0,1,2,..., ny = 0,1,2,... y n, = 0,1,2,... Podemos reescribir estos tres resultados en una sola,

ecuacién que muestra que los maximos y minimos dependen tan sélo de la magnitud del vector q y no de su
orientacién respecto a las estructuras iluminadas por los rayos X:

L :
4= \fn3 +n3 +n2r. (3.20)

Teniendo en cuenta el valor de la variable ¢, llegamos a una expresién ampliamente conocida por los cristalografos

T

como ley de Bragg [4, p- 86]:

sen £ A .
‘_u-_—.—-—?f—-—.— = — . ' (321)

. yfn% +nd +nl 2L
Los enteros n;, ny y n. se conocen como indices de Miller. Sin demostracién diremos que los tres nimeros
designan a un conjunto de planos paralelos y equidistantes formados por dispersores. Uno de los planos atraviesa
el origen mientras que el siguiente més cercano intersecta los ejes cristalograficos de longitudes a., a, y 4. en las
coordenadas a, /ns, ay/ny ¥ a,/n. respectivamente {7, p. 16]. Asi entonces, la dispersién producida por el plano
de dispersores designado como 110 (n, = 1, n, = 1 y n. = 0) se debe observar en el patrén de dispersion en la
abcisa ¢ = 2x/12 + 12 + 0¢/L.

La grifica 3.4(a) es el resultado de realizar la integral (3.18). La grafica 3.4(b) es el promedio en todas las
orientaciones del factor de forma calculado con la prescripcion (3.4) de 91 elementos dispersores. Y la grafica (c)
de la figura 3.4 es el promedio del factor de estructuta de 1729 corpisculos. La variable independiente ¢* de las
graficas no es la misma que la que aparece en la ecuacién (3.18). Para propésitos de célculo hemos cambiado la
escala de las abcisas a '

_aL
q 47’

por lo que en términos del angulo o

[t}
I
el
wm
e’}
o
(18"
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Figura 3.4: Patrones de dispersién producidos por corptisculos puntuales dispuestos en cubo centrado. El grupo
dispersores de la grafica (a) consta de nueve elementos, el de la segunda (b) de 91 elementos y el de la tercera (c)

de 1720 elementos.
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dy
ayln yi.
.'I N «
II ~ . .
f’ ~ ~ N
~;a,‘/n x a

Figura 3.5: El plano representado por la linea punteada intersecta los ejes cristalograficos a;, ay y a, en az/ns,
@y/ny ¥ 6. /n. respectivamente [7, p. 16].

méximo | ¢* = },/n2 +n2 +n2 | ng, ny, n,
1 12 = 0.707107 110
2 iva=1 200
3 1/6 = 1.22474 211
4 1.8 = 1.41421 220
5 110 ~ 1.58114 310
6 1/12 7 1.73205 222
7 1/14 ~ 1.87083 321

Cuadro 3.1: Cubo centrado [4, pp. 516,517].

y la ecuacién (3.11) toma la forma

*

q:

\/n2 +n2 +nl. : (3.22)

El rango importante de la variable g* en las graficas se calcula con los valores maximos y minimos de las variables

b o

que lo determinan. Es decir, si los tamafios maximo y minimo de la arista del cubo centratlo.son Lng = 100nm
¥ Lmin = lnm respectivamente, las longitudes de onda maxima y minima empleadas en un experimento Amax =
0.25nm v Apin = 0.05nm y los angulos maximo y minimo amsx = 1° ¥ Gmin = 0.04°, entonces el rango importante

de ¢* se encuentra entre los valores

i . L
= Limin sen 2mi® _. 0001 v Imax = MAX con TUEX _ 1745, (3:23)
)\méx 2 /\':nin 2

-
Tmin

Examinemos primero la grafica (c) de la figura (3.4) pues en ella los picos de interferencia constructiva se
encuentran mas definidos que en las graficas {a) y {b). Como predice la ecuacién (3.22}, el primer maximo en
la grafica lo encontramos en g* = 1/ v/2Z » 0.707 y corresponde a la interferencia constructiva del plano 110.
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Figura 3.6: Interferencia (a) constructiva en el arreglo de cara centrada y (b) destructiva en el arreglo e cubo
centrado[4, p. 108].

En el cuadro 3.1 se muestran las posiciones del resto " maximos de intensidad dispersada observados en la
grafica y los planos que las producen. Es notorio que 1 ~!:tervamos la interferencia causada por varios planos de
dispersores que en principio la ecuacién (3.22) indica. Ea e! cuadro 3.2 se enumeran algunos casos. Para explicar
estas ausencias consideremos los rayos dispersados por las particulas que se muestran en el dibujo (a) de la figura
3.6 que corresponden a los planos designados con los indices 001 de un arreglo de cara centrada. Supongamos que
la ley de Bragg (3.21) se cumple para el caso particular de la longitud de onda A y para el dngulo de incidencia
« empleados. Es decir, para las cond.iciones del problema bosquejado en la figura, los rayos dispersados por los
planos de particulas deben interferir constructivamente y crear un méaximo de rayos X dispersados. Fisicamente
esto indica que la diferencia de los caminos 6pticos ABC (= AB + BC = 2dsena) entre los rayds 1’ y 2 es un
militiplo entero n de la longitud de onda A, por lo que los dos rayos est4n en fase y contribuyen constructivamente
a la difracci6én. Matematicamerite escribimos

ABC = 2dsena = nA. (3.24)

Ahora bien, en el caso del dibujo (b) de la misma figura, los rayos 1' y 2' estdn en fase pues la diferencia de
caminos opticos ABC también es una longitud de onda. Sin embargo, en este dltimo caso existe otra linea de
elementos dispersores exactamente a medio camino entre los planos que dispersan los rayos 1' y 2'. Este tercer
plano dispersa el rayo 3'. La diferencia de caminos épticos DEF entre el rayo 3’ y el rayo 1’ es

DEF = DE + EF = gsena + gsena =dsena = n%,
donde se ha utilizado la ecuacién (3.24). Esto es, DEF es un multiplo semientero de A, por lo que los rayos 1' y
3’ estan completamente fuera de fase y se anulan mutuamente. De manera similar, el rayo 4' dispersado por el
siguiente plano {que no se muestra en el dibujo) interfiere destructivamente con el rayo 2' {4, p. 107}. Entonces
en este 1ltimo caso no se encuentra dispersion debido a los planos 001. Con un anélisis andlogo se puede explicar
que en el caso del cubo centrado no existe la dispersion por los planos 100, 111, 210, 300, 221, 311 y 320.

Como conclusién podemos afirmar que en cada ocasion en la que el material examinado muestre una sucesién
de maximas como los ohservados en la grafica 3.4, tendremos la certeza <jue se trata de particulas dispuestas en
un arreglc cuya unidad basica es el cubo centrado. ‘

Lo anterior ilustra que la ausencia y presencia de méaximos de interferencia en Jugares especificos del patron
de dispersion depende de la posicién relativa de los dipersores dentro de {a unidad cristalografica. Por otra parte,
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: IV/1=05 100
V5 ~ 0.866025 111
15~ 1.11803 210
V9=15 300 y 221
211 = 1.65831 311
1/13 ~1.80278 320

Cuadro 3.2: Picos ausentes del patrén de dispersion del cubo centrado [4, pp. 516,517).

la disposicién relativa de estos elementos es siempre regular pues es con la repeticién de la unidad basica que se
puede construir la totalidad del material. Asi, si conocemos el comportamiento 6ptico de esta unidad elemental,
las propiedades opticas del material se seguiran tomando en cuenta algunas otras consideraciones extras en la
teorfa. La posicién relativa de los dipersores dentro de la unidad cristalografica se pueden estudiar a través de
operaciones que intercambian las posiciones de los dispersores indistingibles que la forman [6, pp. 6-15]. Por
ejemplo, si rotamos el cubo centrado de la figura 3.3 por un maltiplo entero de 90° alrédedor del eje que ahf
mismo se-muestra, obtendremos el mismo é,rreglo de cubo centrado en virtud de que las particulas dispersoras son
indistingunibles. También, si efectuamos una reflexién respecto a un plano que pase por el centro del cubo y que sea
paralelo a cu-alquiera de sus caras, obtendremos la misma configuracién inicial. A estas operaciones geométricas
se conocen como transformaciones de simetria, y el conocimiento de todas las transformaciones de simetria de un
cristal conduce saber qué maximos de intensidad se hayan presentes y ausentes de su patrén de dispersion. Para
ilustrar cémo sucede esto, escribamos la ecuacion (3.7) en términos de los indices de Miller que por lo que resta
* de la seccién llamaremos k, k y‘l. Utilicemos una nueva base de vectores by, bs ¥ bz cuya definicién depende de
los vectores critalograficos ai, ag y as: '

az X a3 ag X a;
b = ———, by = ———, b
a; -as X a3 a;-az X aa

a) X az

|

(3.29)

a;-ap x ag’ -
Escribamos un vector arbitrario r utilizando esta nueva base

r = p1by + paba + p3bs.

Los valores de los coeficientes p1, p2 y p3 se pueden conocer notando que se cumple que a; -b; = §;;. Esta relacién
implica para p; que :
r-a; = (pib; + pabs + p3bg) a1 = pr.

Analogamente se deduce que pp = r-az ¥y p3 = r - a3. El vector arbitrario r se puede escribir entonces como
r=(r-a;)b; +(r-az)bs + (r-az)bs. {3.26)

Ahora es facil escribir el vector de dispersién q en términos de los indices de Miller utilizando las ecuaciones (3.19)

1 _L_,
2q az = qu = fm,
L
.2-q.32=-2--qy = k?f,
L ag = L = |
2q 3 = 2‘1; = .

N T T o A . T ST Y £ 7N T B
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La prescripeidn (3.26) implica que

(q-a1)b; +(q-a2)by +(q-az)b;
27 (hby + kba + (bs)

2
il

Con esta altima expresion y escribiendo las posiciones r, de los dispersores en términos de los vectores cristalo-
graficos a;, az v as ' ‘ '

I'n = Tnay + Yraz + Znag,
el factor (3.7)
G =Y faexp(iq-r,)
k0

se escribe como

Gret = an exp [2mi (hby + kby + Ib3) - (zaay + ynae + zpa3))
k2%

D" faexp [2mi (hen + kyn + L20)] . (3.27)

Ahora examinemos el caso del cubo centrado. Considerando la totalidad de las partfculas que forman e} matérial,
. para toda particula en la posicién Zn@y + yaa5 + 2nas siempre se encontraré otra en la posicién (zn + 1) a2 +
(yn + %) as+ (zn + %) ay. Es decir, después de transladar cada corpusculo del arreglo por el vector desplazamiento
%(al + as + a3), obtenemos la misma configuracién en virtud de que las particulas son indistinguibles. Esta
operacion es entonces :na transformacién de simetria. Con esta informacién podemos esribir la ecuacién (3.27)
como . '
Grit = {1 +exp(ri(h +k +1)]} Z frexp 271 (hz, + kyn + 12,)] -

El término h+ k +1{ es siempre un numero entero, lo que implica que el sumando exp[ri{h+k+ l)]‘es la unidad

o nulo: N .
2%, frnexp(2mi (hzn + kyn +123)] h+k+l=par |
Ghriy = .
0 h+ k+ 1 = impar.

El conocimiento de una de las transformaciones de simetria del sistema nos llevé a concluir que los rayos X
dispersados por los planos descritos por indices de Miller tales que su suma es impar interfieren destructivamente.

Ahora examinemos las graficas (a) y (b) de la figura 3.4. No muestran maximos tan bien definidos como los
de la grafica (¢). Esto de debe a que en tales casos los calculos los hemos realizado con un nimero sensiblemente
menor de particulas por lo que existe menos interferencia constructiva y destructiva. Mientras més particulas
estén presentes en el arreglo, mas interferencia habra. En los experimentos comunes de cristalografia se cuentan
con millares, sino es que millones de corpisculos dispuestos en una estructura regular, la interferencia sera pues
mucho mayor. Tenemos pues ante nosotros un método pura conocer cuglitativamente el tamadio del grano que

forma el material polimérico.

3.4.2. Hexéagono regular centrado

En esta seccién construiremos ei factor de estructura de un grupo de corptsculos dispuestos en los vértices de
wn hexagono regular imaginario, al igual que los resultados de realizar el promedio orientacional de la intensidad

dispersada por este sistema.
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maxim g = %\/ni—}—%i Ng, My
1 Je=i/ficosmmso| 02
2 g = %J/? =1 13

3 | =4y/E~115470 |04y 22

4 | ¢ =4 /B~152752 | 2731
5 | ¢ = Vi3~ 175205 | 33
6 q* = 5/% ~ 208166 | 42

Cuadro 3.3: Méaximos de! patrén de dispersién de un grupo de corptsculos dispuestos en hexdgono centrado.

Las coordenadadas de las particulas son las siguientes:

1 1 -1
: C1 = L 0 3 €z =3 \/5 ) C3 = % \/5 [
0 0 0
(3.28)
-1 -1 1
ce=Ll 0 |, es=£] V3 [, cs=%| -V3 |,
0 0 0

a parte de la que se encuentra en el origen. El parametro L es la longitud de la arista del hexégono regular. Asf
como en el caso del cubo centrado, a cada particula podemas asociarla con la que se encuentra en la posicién
diametralmente opuesta. El factor de estructura lo podemos expre-ar de acuerdo con la ecuacién - (3.4) como

1
F= ?[2cos(q-c1) +2cos{q-cy) +2cos{q ez} +1],

donde

gt = Lg
q-¢2 =.§(q2+\r§q,)u
aes = (- Vig,).

]

BRI & s i L R R
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Con ayuda de las identidades trigonométricas mas comunes se simplifica la expresién a

4 ‘
F= -;- 2cos{Lgy) + 4 cos { —Zliegz) €os (%_ELQI,) + l] .

De manera completamente andloga a como procedimss en el caso del cubo centrado, maximizando esta dltima
funcién respecto a las coordenadas del vector q ob'enemros la ley de Bragg para el arreglo de hexagono centrado:

or [ n2
a=Tyni+ 2L (3.29)

Con esta ultima ecuacion las graficas de la intunsidad promedic dispersada por el sistema ordenado son
suceptibles del mismo analisis que realizamos en la seccién anterior. Los resultados se exhiben en la figura 3.8. Al
igual que en el caso de la seccién anterior, la abcisa utilizada es

*

_ oL
T 4’
que en términos del dngulo o se escribe como’

L __a

g = XSEHE.

En términos de ¢* 1a ley de Bragg (3.29) se convierte en

1 n?
¢ =z\ni+ 3

3 (3.30)

El rango importante de la variable g* se encuentra entre los valores g;,;, = 0.0007 y ¢* = 8.7 pues la distancia
entre vértices diamentralmente opuestos en un hexagono es el doble de su arista. .

" Las graficas de la figura 3.8 se han obtenido de promediar en todas las orientaciones los factores de estructura
de siete y 1311 elementos dispersores obtenidos con la prescripcion {3.4).

Como sucede en el caso de pocas particulas en un arreglo de cubo centrado, la dispersién por pocos corptisculos
dispuestos en hexagono centrado producen un patrén con maximos muy poco.definidos en comparacién a lo que
se espera. En la gréficas (e) es imposible reconocer alguno de los maximos que la ley de Bragg (3.30) indica. Sin
embargo, en la grafica (b) se muestra un patrén que a pesar de su perfil singular posee maximos de dispersién
¢ue concuerdan con la ecuacién (3.30). En el cuadro 3.3 se enumeran los picos observados en la grafica con los
valores de los enteros n; y ny que les corresponden.
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Intensidad (adimensional)

0.0

Ox10°

(reuoisuaunpe} pepisusiu

4x10°
3x10°
2x107°
1x10°

lq*| :adimensional)
reducid s por dispersores puntuales dispuestos en hexagono centrado. El

(a) consta :le siet» elementos y el de la grafica (b) de 1311 elementos.

Figura 3.8: Patrones de dispersion
grupo de dispersores de la gréfica




Capitulo 4

Dispersion de rayos X por copolimeros en
bloque

Aimneselturqodeéxtendernuutroeltudiodeiadispcﬁondeumealmo,dsloaeopolImemmbloque..

Ex el capftulo anterior aprendimos a escribir matemaAticamente 1a integral de dispersién de un sistema ordenado
como el producto de dos factares, que en virtud de su significado geométrico denominamos factor forma y factor

* de estructura. Ambos elementos dependfan de la direccién de incidencia y de observacitn de los rayos X a través

de lan componentes del vector q. En los cascs de dispersores sin volumen {electrones, por ejemplo) dispuestos en

cuboyhex&gonocentradoacalmﬂamonelpatréndedupeménquefmmaﬂanalmeummadosmymcmﬁdad'

deeﬂmmmdmuadepdmmuhmmmmmmhmhmd

(IFI’)—-—f fF"(q,0¢)sen0d0d¢,

dmde'hfundmdediapmwnFndmhdﬁctordemmm&Enmap{hﬂOMdumdhm
volumindaou.Asaber, estudiaremos esferas dispuestas en cubo centrado y cilindros acomodados en hexAgono
centrado. En general, todos los factores de forma dependen de las tres coordenadas del vector q. Entonces, en
estos casos en los que hmtegrdaedkpmi@cmtieneambmfmtomdefomaymuctma,debanumar
cambios importantes en los resultados respecto a los obtenidos en el capftulo anterior.

Con lo que hemoe dicho de la forma de estos corplisculoe ya podemos decir qué esperar de los resultados. La
simetria de las egferas hace particularmente fAcil trabajar con ellas. El factor de forma correspondiente estd dado
por

- - == (—3-)—¢(senaq-aqoosaq). 4.1

Esta ecuacidon no depende de la direccitn de! vector g, solo de su magnitud. Fisicamente esto indica que la manera
como dispersan las esferas no depende de la direccién de incidencia de los rayos X o de la de observacién del
dispositivo de medicién respecto & la orientacitn del cuerpo. Esta simetrfa simplifica sensiblemente el cilculo del
promedio de todas las direcciones de la funciér: tctal de dispersién, Efectivamente, al realizar la integral respecto

lou&nguloupolarﬂyamnutalqbesgosiblemhcuelﬁmtordeformafueradeloperadmdemegrd En el caso de
los cilindros que se disponen en hexAgono centrado no corremos con la misma fortuna. Sus ejes son todos paralelos
y siempre perpendiculares al plano del hexsgono. La direccion de los cilindros estd completamente determinada
por la crientacién del atreglo hexagonal que formaa. El factor de forma entonces debe tener una influencia sobre
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" el promedio de la intensidad dispersada mAs compleja que la que tienen las esferas.

Figura 4.1: Esferas dispuestas en cubo centrado.

4.1. Esferas en cubo centrado

Todoe los elementos necesarios para saber como dispersa rayos X un arreglo de esferas en cubo centrado los ‘
estudiamos en ¢l capftulo anteior. Conclufmos que si el cimulo ordenado consta de nueve de esferas, el factor de “
estructura es

1 L L L
F= 5 (80085030035%000—01“'1) '

2.
donde
¢s = gsenfcos¢,
gy = gsenfsend, (4.2)
g = qcosd. '

También calculamos analiticamente el factor de forma (4.1). La integral de dispersién total consta del producto
de ambos factores ‘ :

= 8cos-L~ coﬁ£ coes£ +1)(sen — agcosaq)
"'3(aq) 2Q= Zqﬂ 2‘1: aq — aqcosag).

Entonces el promedio que ahora nog concierne es

1 I o7 L L L 2
a\ _ N = hed
(lFl )_ m )'-/t; jo [Scoe.(zqsgnﬂcosqb) cos(zqsenasen¢)eos(2qcosﬂ)+1}
x (senagq -aqcmaq)ﬂ sen 8dbde,
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Figura 4.2: Factores de forma de esferas de diferente radio-

que en principio es mas complicado que e] del capftulo anterior que implicaba la misma estructura. E! factor
de forma (4.1), que aparece en esta ecuaci6n, no depende de las variables de integracién ¢ y #. Entonces, comio
hablamos previsto en la introduccién del capitilo, podemos escribir el promedio anterior de una manera més

fa:t}iliar CoImo
2 5L ——r—— -
(FF%) = o ( )o( senag — aqcosag)’ (4.3)

r L (L L 2
x[ / Bcos §-qsen0cos¢ co8 Eqsen&senqb cos(iqcosﬂ)+1 sen 8dfdy.
Jo Jo

Parte de esta expresién matematica la construfmos en el capftulo anterior. Esta ecuacién constituye el factor de
forma multiplicado por el promedm del factor de estructura que examinamos previamente. Con los resultados
mostrados en la grafica 3.4 (c) podemos calcular los valores de la integral (4.3) para cualesquiera valores de q.
Para poder realizar la multiplicacién correctamente dehemos escribir el factor de forma (4.1) en términos de la
variable ¢*. La transformcién adecuada es ag == 47 ¢ " = 4n%q¢* = 4wéq*. El pardmetro a es el cociente del
radio de la esfera a entre la longitud L de la arista del cubo centrado. El factor de forma ahora se escribe

s 7 (sén dwdq — dwdqcosdndq). (4.4)
woq

En la figura 4.2 observamos el patrén de difraccién producido por esferas de diferente tamafio. La linea que
decae més rapido al aumentar la abscisa corresponde a una esfera de pardmetro § = (.2, la que le sigue representa
a la dispersién producida por una de paradmetro § = 0.1, 1a peniltima describe el comportamiento de una de
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Figura 4.3: Patrones de difraccién de 1729 esferas dispuestas en cubo centrado. Los cocientes entre el radio de la

esfera y la longitud de !a arista del arreglo son {(a) &
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parametro & = 0.06, mientras que la altima corresponde a ia més pequefia con un parémetro § = 0.01. Es decir,
mientras mayor es la esfera menor es la luz que dispersa paca un valor ¢* fijo.

Para el sistema estudiado es simplemente el producto d. los valores de las graficas 3.4 (c) y 4.2. El resultado
se muestra en la figura 4.3. Mientras mas grandes sean las esferas, el tamafio de los maximos en ciertas regiones

de ¢* sera menor que en otras. Recordemos que como indicamos al final de la seccidn 2.1, la integral de dispersién
utilizada para calcular la intensidad de las graficas de la figura 4.2 se encuentra normalizada por el volumen que
| ccupan los elementos dispersores. Esto implica que es el tamafio relativo de los maximos de dispersi6n respecto a
' los dem4s maximos del mismo patrén lo que hace palpable la diferencia entre dispersores de uno y otro tamaio.
Para poder comparar las verdaderas intensidades dispersadas por corpisculos de distinto tamafo, éstas deben
ultiplicarse por €l cuadrado del voiumen de uno de los dispersores del sistema que las produce.

Asf pues, tenemos ya un método para reconocer la geometrfa del sistemna si se trata de esferas acomodadas
en una retfcula cuya unidad basica es un cubo centrado. Es 1a posicidn relativa de las esferas la que produce la
aparicién de maximos de luz dispersada en valores de la variable ¢ especificos. Es mas, con la ayuda de la ecuacién
(3.20) y de la tabla 3.1 que se puede escribir en términos de q, podemos hasta calcular la longitud de la arista de
una cubo centrado observando los valores de g en la que se observan los méximos:

; . ‘ 2
é ' L="/n3 +nd +n
| q

Por otra paite, como se observa de las graficas de la figura 4.3, podriamos tener una idea de la magnitud de
las esferaa que forman la retfcula midiendo el valor de ¢ en la que se extinguen los mAximos de luz dispersada.
Asf pues, cada ocasidn en la que el material ezaminado muesire una sucesidn de mdzimos como los observados
en la grifica, tendremos la certeza gue se trata de particulas dispuestas en un arreglo cuya unidad bésica es el
cubo centrado. ‘

4.2, Cilindros en hexagono centrado

En esta seccitn estudiaremos la dispersién por un conjunto de cilindros acomodados en hexAgono centrado.
Los cilindros se arreglan con sus ejes paralelos los inos a los otros y perpendiculares al plano del hexédgono
que forman., El patron de dispersién que forman una gran cantidad de estas unidades se calcula con los mismos
métodos matematicos de la seccidn anterior,

En este caso el factor de forma es

I~ T () () ws

y ¢l de una estructura de siete dispersores es

F= ; [ZCQS(LQ,) + 4cos (giq:) cos (?qu) + 1] ,

donde g, ¢y ¥ ¢ estin dadas por la definici6n (4.2), ¢ es el radio del cilindro y d su longitud.




CAPITULO 4. DISPERSION DE RAYOS X POR COPOLIMEROS EN BLOQUE - ' S’

FiguraiizLuﬁmdonucuyppmductoﬁormand&ctordehmdeldlindro.
La integral que desemiina‘el promedio es

(IFP) = ] A [2cos(quenams¢)+4ooe(—qm0ma¢) (—?anmemfﬁ)nr

[Jl (gasend) sen (§gcos)
gasend %qeouo

] senddédg.  (4.6)

‘Esta integral no la podemos realizar analfticamente. Para obtener resultados numéricos mAs generales es con-
veniente cambiar los par&metros de longitud (radio y longitud de los cilindros) por unocs nuevos pardmetros
adimensionalsquemidmgltnmaﬁodehudﬂndmsmrdaddnahlougimddehuhhdd hexdgono centrado:

. ﬁ—_—

Y

0 iR

h-

Los cambios de variables mdicadosparamclmrestoalospar&mettosﬂy'renhmtegml (4.6) son ag =
4r (¢ )( ) 4r ($)q* =4nBq" ydg = 41r(%)( ) ar($) ¢ =4nvg*. " " '
Los resultados se muestran el 1a figura 4.5. Los cuatro patrones exhibidos corresponden a cilindros muy largos
~ como los que se observan en los copolimeros en bloque. Su longitud es veinte veces més grande que la arista del
hexdgono elemental del arreglo que forman. El parametro que cambia de una grafica a otra es &l que describe el
radio del cilindro. Como en el caso de las esferas, mientras mas grande es el radio del cilindro, el tamaiio relativo
de algunos maximos de interferencia constructiva cambia respecto a otros en su mismo patrdn de difraccion.
Este es un efecto completamente analogo al encontrado ea €l caso de esferas en cubo centrado. No debe pasarse
desapercibido que 1as escalas de las graficas son distintas. Las graficas (a) y (b) se muestran en la misma escala,
mientras que cada una de las gréficas (c) v (d) posee su propia escala. Es claro que los efectos de interferencia
gon mucho més marcados en el caso de dispersores cilindricos que puntuales.
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Figura 4.5: Cilindros en hexdgono centrado,
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Figura 4.6: Varillas en hex4gono centrado.

Es importante apuntar que las posiciones de los maximos son las mismas que las de los méximos de la grafica
3.8 {c). Este es un resultado inesperado pues en principio el factor de forma deberia determinar en parte estas
posiciones. Los valores de g en los cuales se encuentran los maximos los hemos determinado maximizando la
integral de dispersion. En el capitulo anterior esta integral constaba tinicamente del factor de estructura. Ahora
debemos tomar en cuenta también el factor de forma. Debemos resolver el sistema de tres ecuaciones

3] (fes fforma)

Ba: =0, S iELYE

con tres incognitas gz, ¢y ¥ gz; fes €5 el factor de estructura y fﬁ,,ma es el factor de forma. La 1ltima ecuacién en
términos de las derivadas de cada uno de los factores es

d (fesfforma) 6fes

a
aqi q forma + fes fforma

dq;

En general las oscilaciones del factor de estructura poseen una frecuencia mucho mayor que las del factor de forma.
Esto se puede entender observando las estructuras de las ecuaciones (3.9) y (4.5). La frecuencia del primero est4
determinacda por la cantidad de particulas {o bien por el nimero de celdas unitarias) que forman el sistema.
. Mientras que la frecuencia del segundo depende de las dimensiones del objeto dispersor. La desigualdad

afes affurma
8‘71‘ a‘h ’

se establece al advertir que er. general los sistemas estudiados contienen un ndmero de particulas muy grande
en comparacion del tamafio d2 las particulas dispersoras. Podemos ahora escribir la derivada de la integral de

dispersién como

?_(fesfforma) e afgs

£
aqi aq forma:
por lo que la posicién de los maximos de dispersién esta determinada por la ecuacién
ad
fes — 0’

Og;
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que como ya sabemos indica que los méximos de intensidad dispersida se encuentran el las posiciones envmeradas
en el cuadro 3.3.

Para terminar este capitulo estudiaremos el caso limite de vari'las. Estos son cilindros cuyo grosor es despre-
ciable comparado con la longitud de la arista del hexidgono que {orman. En desigualdades esto es a < L, que
escrito como ~ & 1 nos dice que el pardmetro v es despreciable. Usilizando hasta el término de primer orden del
desarrollo en serie

x 2 z°
Jl($)~§—ﬁ+ﬁ
el factor de forma (4.5) se convierte en
f= seng; (¢/2)

g: (d/2)
El patron de dispersion que se observarfa en una cdmara de polvos se muestra en la figura 4.6. El analisis de estos
resultados en cuanto a las posiciones de los méximos es completamente andlago al de la dispersién por cilindros.
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Capitulo 5
La giroide

En este capitulo examinaremos la dispersién de luz por 1. :uaterial formado por dos fases cuya frontera
mutua es una superficie llamada giroide. Esta superficie pertercce a la clase de lugares geométricos conocidos
como superficies minimas. El estudio de estas superficies comenzd a mediados del siglo XVIII cuando el matematico
francés Joseph-Louis Lagrange se pregunté por el aspecto de una superficie acotada por un conterno determinado
de antemano al exigir que su area superficial fuera la minima posible. Este problema variacional condujo a Lagrange
a una ecuacién diferencial parcial cuya solucién exigia el uso de herramientas desconocidas en aquella época, Asi
pues, las primeras conjeturas de verdadero caricter matemdtico surgieron a partir de observaciones de sistemas
reales que optaban por acomodarse en superficies minimas, y fué el turno del profesor belga de fisica y anatomia
Joseph Plateau de formularlas en el siglo XIX. En la misma época en que Plateau empezaba a interesarse por
las propiedades fisicas y geométricas de peliculas de jabn, este se dafié de forma permanente la vista al realizar
en 1829 un experimento que obligaba a observar el sol por un pericdo de veinticinco segundos. Atin a pesar de
estar completamente ciego hacia 1843, Plateau condujo estudios acerca de las peliculas de jabon con la asistencia
de familiares y colegas, ¥ logré publicar muchas de sus conclusiones acerca de las superficies minimas. Fué tal la
popularidad que alcanzaron sus articulos que al problema plantea.do un siglo antes por Lagrange se le llamé desde
entonces Problema de Plateau.

La giroide fue descubierta a finales de los afios sesentas del siglo XX por Alan Schoen mientras laboraba en la
Agencia Espacial Estadounidense en busca de materiales ligeros y al mismo tiempo resistentes. En virtud de su
trabajo, la giroide pronto se popularizé entre los cientificos interesados en las ciencias naturales. Sin embargo, la
descripcién que él realizd de su descubrimiento en términos de cantidades sin definicién matematica precisa, no
se consolidd en una eventual demostracién matematica de existencia, por lo que la giroide no figuré como objeto
de investigacion entre los matematicos sino hasta los afios ochentas.

La giroide se extiende continua v periédicamente sin fin a través del espacio en sus tres direcciones perpen-
diculares diviéndolo en dos partes. Nos enfrentamos ahora con un medio cocontinuo y no granular. Un medio
cocontinuo es uno en el que entre cualesquiera dos puntos de la misma fase se puede trazar una trayectoria con-
tinwa. Es decir, que se puede ir de un sitio a otro de la misma fase sin atravesar la otra fase que conforma, el
material. Después de haber estudiado medios granulares como los que contienen esferas y cilindros, la primera
cuestion que llama la atencion es la de como definir la unidad cristalografica de un sistema cocontinuo. En los
casos de los capitulos anteriores las unidades cristalogrificas estaban formadas por elementos finitos (granulos)
facilmente identificables, por lo que la unidad que se repetia se delataba de manera evidente. En el caso que nos
concierne ahora, la respuesta la encontranos al percatarnos de la naturaieza periddica de la giroide. Recordemos

41
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Figura 5.1: La region sombreada ! C € se mapea en una superficie minima en el espacio Euclideano tridimensional
. con las formulas de la representacién de Weierstrass.

que es con la repeticién en todo el espacio de una unidad cristalografica como se construye la totalidad del mate-
rial. Si la giroide es pericdica, podemos definir la parte que se repite cada periodo como la unidad cristalografica.
Lo que contiene esta unidad entonces determina el factor de forma y la manera como se repite establece como se
ha de construir el factor de estructura. , :

Varias superficies minimas se definen con unas aplicaciones conocidas como férmulas de la representacién de
Weierstrass {12, 17, 16]. Estas {6rmulas mapean regiones del plano complejo en una unidad superficie minima en
el espacio Euclideano tridimensional r : @ € € -+ E?. En el caso de la giroide, Q es la regién de interseccién
de cuatro circulos de radio v2 con sus centros en (1 +1) /v2, (1—1)/VZ, (-1 +i) /v2y — (1 +1) /v2 que se
muestra en la figura 5.1, Las formulas de la representacion de Weierstrass son

1- 22
_ “ i . _ exp (i6)
r(w) —Re/o dzR(z) 1(124-2‘)') s R(Z) = m,
Z

donde w = 1 +.iy € Q@ y & = 0.66349 radianes. La giroide es simétrica ante un grupo de 96 transformactones
conocido como [a3d (16, 12, 15].

La complejidad de la definicion ha estimulado a muchos estudicsos a encontrar aproximaciones de estas su-
perficies que faciliten la programacién de los métodos numéricos utilizados en su estudio y reduzcan el tiempo de
eomputo invertido. Las aproximaciones mas utilizadas en las ciencias naturales fueron desarrolladas por von Sch-
nering vy Nesper al estudiar superficies periodicas de potencial nulo en cristales iénicos con series de Fourier [12, 8].
Schwarz v Gompper emplearon también series de Fourizr para lograr mejores é.proximaciones de las superficies
minimas [12]. En este trabajo sustituiremos la giroide por la aproximacion de von Schnering y Nesper que popu-
larmente se CONOCE €OMO superficie nodal. ‘A saber, esta consiste en el lugar geométrico definido implicitamente
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3

Figura 5.2: La superficie nodal.

por la ecuacién
COS T 8eny + CO8Y8EN T + COB  Sen T = constante. (5.1)

En este capftulo explicaremos c6mo se realizan los cilculos de la intensidad de rayos X dispersados en una
cimaradepdvmporunsistmadedmfamcuya&ontmmutuamsuperﬁdumdﬂu El primer método
numeérico utilizado es el método de Monte Carlo. Su simplicidad lo hace facil de implementar y permite trabajar
mgwmmﬂumpﬁmdudemmmmmthmmmenwmwmumfmmammdembh
la integral de dispersién que a la larga podria ser especialmente Gtil en el estudio de sistemas cocontinuce.

Auntes de entrar de lleno en el tema del esparcimiento de luz, conviene escribir la ecuacitn (8.1) en términce
de variables con significado fisico. Ee claro de la ecuacién que la superficie nodal tiene un perlododek radianes
encadaunadelutrmdireccionudelespmio Sin embargo, en realidad debemos caracterizarla por su periodo
espacial. Si las variables z, ¥, y 7 deben medir longitudes ¥ al periodo espacml le llamamoe L, entonces Ia ecuacién

(5.1) se eonvierte en
f(z,y,2) =cos (gg— ) sen (%’y) +cos (%y) sen (2—;;7.) + cos (2%2) sen (ggx) =c, | (5.2)

5.1. Pi'eé.mbulo.

Recordemos que buena parte de nuestro trabajo anterior ha consiatido en calcular cantidades proporcionales
a la seccién transversal de dispersién de sistemas poliméricos que han optado por acomodarse en configuraciones
bien definidas y ordenacas. Asi, por ejemplo, estudiamos la dispersién de rayos X producidos por un arreglo de
esferas dispuestas en cubo centrado y de varillas y cilindros acomodados en hexégono centrado. Parte de la tarea
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consist{a en calcular la integral de volumen de dispersién
1 . '
v /V exp i (vgs + yay + 24:)] dV (5.3)

analfticamente, obteniendo una funcién que dependfa de 1a poeicion relativa de las unidades que formaban todo
el material y una segunda funcién que refiejaba tan sélo la forma de esas unidades. A la primera le lamamos
funcién de estructura mientras que a la segunda factor de forma. En el patrén de dispersion pudimos reconocer
slempre los efectos de amhos factores y asf establecer yna relacion bien definida entre la morfologia del sistema y

.la manera como estos esparcen los rayos X.

En esta ocasi6n deseamos realizar el mismo anélisis con el patrbnded:speméndeunmtemadedosfumcuya
interfazeahsuperﬁuenodal.%dmmuhmmmmmmmmummm
pues es imposible calcular la integral (5.3) de forma analftica. Asf pues, en virtud de la complejidad de la ecuacién
(5.2) tendremos que implementar uno o varior - ‘todos numéricos adecuados para lograr nuestro cometido.

Sin embargo, a causa de que en ests ocasit:. .« enfrentamos un problema numérico y no analftico, nos vemos
forsados a modificar la forma de la integral bisica de Rayleigh-Debye (5.3). Recordemos que al examinar las
configuraciones donde aparecian figuras geométricas sencillas como esferas y cilindros, la norma g del parémetro
vectorial q que contiene parte de la informacién fisica del sistema, aparecis siempre multiplicado por un factor
que describfa las dimensiones del elemento dispersor. Asf, en el caso de la esfera, 1a norma ¢ aparecis siempre
acompadada de una constante ¢ de magnitud la longitud del radio de la esfera:

—5 (sinag — agcosag) (5.4)
" (@0’

Con la estructura de esta ecuacién, pudimos estudiar los factores de forma en su dependencia de la variable
adimensional ¢ = ag obteniendo resultados mds generales que si hubieramos considerado tan sélo a ¢ como la
variable independiente, pues asf hacfamos depender los resultados del tamaiio relativo de la esfera con el de la
Iongituddeondadelhﬁzincidente.Eneicu?odehsupetﬁcienodaleaduesble'poderh&mralgowﬂogo.Mu
en virtud de que nos disponemos a realizar los cilcilos numéricamente, es necesario definir de antemano una
variable adimensional que podamos convertirla en nuestra variable independiente y que dependa del valor relativo
ddtmmdehmmrﬁmnodﬂmﬂdehbngtuddemdnddhmmddmt&wqmdm
q se define en coordenadas esféricas como

¢z = gqcosdsend
qy = ¢sen¢send
g: = qcosd,
donde la norma del vector es
4 a
=—X—sen2,

" ¢ es el 4lgulo azimutal y @ es el dngulo polar que hay entre el vector q y los ejes z y z respectivamente en un

gistema de coordenadas arbitrario.

" Abora bien, como es posible percibir inmediatamente de la figurs. 5.3, la superficie nodal se encuentra inscrita
en un cubo de arista de longitud 2. Esto sugiere caracterizar a las superficies nodales por las dimensiones del cubo
que las inscribe. Pensemos pues en una superficie nodal inscrita en un cubo de arista de longitud L. Entonces las

A:‘:‘é‘k':“m.‘%‘ RN

siras ot
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variables z, y y z de la integral (5.3) toman valores entre —& y £. Si definimos unas variables #’, ¢ y #’ tales que

_L _ L, _ L,
T = 2-7’1 Ii—zv, Z_EZ,

entonces las nuevas variables primas serdn adimensionales y tomar&n valores entre -1 y 1. El cambio de variable
aplicado a la integral (5.3) resulta en

L—j exp [‘IQE (x’oos¢sen0+y’sen¢sen8+z'cosa)] av! (5.5)
v/, 3

La forma de este resuitado sugiere definir un nuevo vector adimensional q* de norma

L a

A 2
oonelquepodunoareaiizarlps'zf:-*"!{n:ﬂoeenterminosdeumva;iablequecuantiﬁcalareladénmdtamaﬁode
nuestra superficie nodal y la'lon;;iﬁ:& de onda de la luz incidente.

La forma de la integral de dispersién con la que comenzaremos a trabajar es, en conclusién

1 > - - -
3 /; exp [i (z¢] + ¢y + 2q3)] dV, _ (5.6)
=Ll
¢" = ——seng

en donde las eomponentés y norma del vector q* son
g; =¢q cosgeend, ¢ =g sengsend, g =q"cosh,

v es la fraccién de volumen ocup'ac_ln por la superficie nodal y las variables adimensionales de integracién z, y y z
toman valores enitre —1 y 1. Por supuesto, la forma de la ecuacién (5.2) también cambia

f (z,y,%) = cosxzsen Ty + COS MY BENTZ + COBNZ SEN AT = C, : (5.7

5.2. La integral de volumen.

En esta seccitn o8 loe resultados que se pueden extraer de los cAlculos de los patrones de dispersion
de sistemas con interfaces en forma de superficies nodzles obtenidos por el método de Monte Carlo. La teorfa ya
la hemos explicado con anterioridad asf que tan $6lo examinaremos los resultados que se muestran en las figuras
77, 5.5 y 5.6. .

Recordemos que ¢l objetivo de este trabajo es poder recorocer a partir de nuestros resultados teéricos la
morfologia de un material a partir de su patrén de dispersién de rayos X medido en el laboratorio. Debemos
entonces identificar las caracteristicas particulares de la dispersién cuando la interfaz que separa a las fases de un
material es una superficie nodal y marcar muy bier: la diferencia con otros sistemas que de algin modo u otro se
le parecen. .

Recordemos que la dependencia de Ia ecuaci6n (5.7) de las funciones trigonométricas seno ¥ coseno impone la
periodicidad de la superficie nodal, por lo que resu'ta aatural definir la parte que se repite cada periodo como la
unidad cristalografica, y a su contenido como un solo elemento dispersor, que determinaré a su ez el factor de
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Figura 5.3: Unidad cuya fepeticidn en las tres direcciones del espacio forma la superficie nodal.

forma que utilizaremoe. La manera como se repiten las unidades cristalograficas determina la forma del factor de

estructura. Es ficil percatarse que en este caso tenemos la estructura
se repite existe solamente un solo elemento dispersor.

deunmboaimplépuesmeadaunidgdqm

Para poder analisar adecuadamente los patrones de dispersién tedricos, debemos proceder de manera com-
pletamente andloga a como estudiamos los casos de los capitulos anteriores. Construyamos primero el factor de
estructura del sistemna para poder obtener los valores del vector q para los cuales se observa interferencia cons-
tructiva. Comideremoaunsigtemamueio,unoﬁotmadoporapemochounidadmcristdoyaﬂm.}i}nhﬁm
5.4 se bosqueja este arreglo. Elijamos las coordenadas de los centros de cada unidad cristalografica para indicar
las posiciones de los abjetos dispersores. Si la longitud de las aristas de los cubos basicos es L, las coordenadas

de los dispersores son
[ 1 1
m=%| 1|, m=5]1|, a=%
\ -1 1
[ -1 -1
as=%] 1 |, me=%]| 1 |, ar=%
\ -1 1

1 1
-1 1, 84:% -1 1,
-1 1

5.8
1 -1 (5.8)
-1 1

Con la prescripcién que ya hemos dado en el capftulo en el que discutimos la manera de construir el factor de

estructura, es sencillo concluir que este toma la forma

L L
F =cos 578 €08 5qy COB 5 (5.9)
¥ que escrito en términon de q* es
F = cosg; cos g, cosq;. (5.10)

AT L S T T A
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\
Figura 5.4: Arreglo de ocho unidades cristalograficas ctibicas.

A partir de esta ecuaci6n podemos conocer la posicién de los maximoe de intensidad dispersads. Maximizando la
funcién se advierte que se deben observar méximos en el patrén de dispersién cuando las componentes del vector
q* cumplan que gz = n,m, g, = By7 y ¢; = n,x, donde ng,ny,n; =0,1,2,... Eeta condicién se puede escribir
demfurmamﬁnoonvmimtemommndigiﬁnsobmelvalordelanormaddmtorq‘ mas que sobre sus

componentes _ .
g =m /n? +nd +n2. > (5.11)

No paratodaslastnadaudevaloresde Nz, n, ¥ n; se hallan méximos. Lapresencmdelospmosdependedelas
simetrfas del sistema estudiado. En la tabla 5.1 se encuentran los valores de q* en los cnalea se encuentran los
wéximros de intensidad dispersada. ‘

Por supuesto, los célculos que examinaremos en esta seccién no fueron realizados con el reducido sistema de
ocho unidades descrito. Este fue utilizado nada més para calcular las posiciones de los méximos.

5.2.1. Resultados

Comparemos cémo dispersan los rayos X sistemas con superficies nodales de diferentes dimensiones. El dnico
parémetro libre en 1a ecuacitn 5.7 es la constante c. Mientras mayor es su valor més delgada es la regién contenida
dentro de la superficie nodal (las superficies nodales de las figuras 5.2 y 5.3 corresponden a ¢ = 1.2.) Los calculos
que presentamos los realizamos enteramente con el método de Monte Carlo. El factor de forma de la superficie
nodal se calculé con 60000 puntos aleatorios en la unidad cristalografica, mientras que el promedio de la intensidad
sobre todas orientaciones se realizé con 50000 direcciones distintas.

En la figura 5.5 se exhiben los patrones de dispersién correspondientes a los valores de 1a constante ¢ de 0.8,
0.9 y 1.0 mientras que en la figura 5.6 se muestran los resultados correspondientes a valores de ¢ de 1.1 y 1.2.
Obeervamos que el éfecto que produce el grosor de las ramas tubulares de la superficie nodal es que cambia el
tamafio de los maAximos de intensidad dispersada respecto a otros maximos del mismo patrén. Esta tendencia
se aprecia mejor en las figuras 5.7 y 5.8 donde se muestran las mismas graficas con un orden de magnitud de
diferencia en la escala. Ahora examinemos los m&ximoe de intensidad dispersada. Recordemos que el factor de
estructura utilizado en los cdlculos de las graficas de las figuras 5.5 y 5.6 corresponde a un arreglo de cubos
simpies. Sin embargo, de acuerdo con Ia literatura, no son los maximos correspondientes al de un cubo simple los
que caracterizan la dispersién por superficies nodales, sino raés bien I8 que se muestran en el cuadro 5.2, que
corresponden al de un sistema simétrico ante el grupe de transformaciones conocido como Ia3d [9, 16, 24, 20].
Para propésitos de comparacién, los méximos que indican la presencia de un arreglo de cubos simpleﬁ S€ enumeran
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méximo | ¢* =7 n§+n§+ﬂ§ Nz Ry Ny
1 7 % 3.14159 100
2 /2 7 4.44288 110
3 V3 = 5.4414 111
4 27 7 6.28319 200
5 V6~ 7.02481 | 210
6 7/6 = 7.6953 211°
7 78 = 8.88577 220°
8 4 7 12.5664 400
9 37 v 9.42478 300 y 221

10 710 = 0.93459 310
11 711 = 10.4195 311
12 V12 ~ 10.8828 239
13 /i3 /s 1 72 320
14 T4 s L 548 321°

Cuadro 5.1: Ma:dmosj del patrén de dispersién de un grupo de corpisculos acomodados en cubo simple. Los
mAximos marcados con ® también se encuentran en el patron de un sistema simétrico ante el conjunto de trans-
formaciones Iadd.

en el cuadro 5.1. Es notorio que siete de los méximos que se observan en la dispersidn por cubos simples son muy
pequeiios o se encuentran ausentes de las cinco graficas de las figuras 5.5 y 5.6. A saber, estos son los casos de la
interferencia producida por los pianos 100, 111, 200, 210, 300, 311 y 320. Este resultado es importante en virtud
de que ninguno de cstos mdximos corresponde a la superficie nodal (ni a la giroide) mieniras que sf corresponden
ol exbo simple. Por otra parte, sin embargo, al igual observamos en las cinco graficas méximos que no pertenecen
al patron de la superficie nodal (ni al de la gircide} pero sf al del cubo simple. Estas son las interferencias de los
planos de dispersores 110, 310 y 222. En las graficas los nombres que las identifican se muestran entre signos de
admiraci6n. El maximo 110 no solo es el més destacado de los tres, sino es el mas notorio de todoe. La discusi6n
acerca de la presencia de estos mAximos ia debemoe postergar hasta haber estudiado la seccién siguiente, pues para
entonces ya contaremos con més elementos para formular una hipétesis acerca del origen de estos tres maximos.

Los demés maximos presentes en las gréficas identifican & ambos sistemas, por lo que es dificil utilizarlos para.

distinguir la diferencia entre el sistema de la superficie nodal y del cubo simple. En el cuadro 5.3 hacemos un
resumen de las grificas de las figuras 5.5 y 5.6. El sfmbolo v indica que el méximo apareci6 en el patrén de
dispersién tedrico, mientras que el sfmbolo x indica que se encuentra ausente. Cada uno de este par de simbolos
puede aparecer en verde o rojo. El verde significa que Ia presencia (.} o ausencia (<) de un méximo coincide con
los resultados esperados. Mientras que el rojo significa que la presencia {+) o ausencia (x) de un méximo difiere
de lo previsto. - '

5.3. La integral de superficie.

En la secci6n anterior estudiamos el patron de dispersién producido por un sistema formado por superficies
nodales. Consideramos el volumen encerrado por la superficie nodal como fnico e indivisible. Es decir, en el
método de Monte Carlo tan solo estibamos interesados en saber si los puntos que aleatoriamente elegfamos como
muestra del volumen estaban dentro de la superficie nodal o en su exterior. No incluimos ningtn otro ingrediente
para especificar la complicada geometria del sistema. El panorama cambia con la aplicacién del teorema de la
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Figura 3.5: Patrones de dispersion de sistemas cocontinuos cuyas interfac:s son superficies nodales de distintos

grosores. (a) c=0.8 (A) ¢=09(c) c=1.0
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Figura 5.9: Cara ZX de la unidad cristalogréfica de la figura 5.3.

La inﬁegral sobre la superficie nodal G no requiere mayor transformacién mas que escribir explicitamente el
diferencial de superficie ds - : _ .

L{%[seniq-r)—q-r]+§}-du=j;{%[sen.(q-r)eq-r]ﬁ-V.f-t-g-Vf}l-g%- (5.16)

El resto de las integrales se pueden reescribir tomando en cuenta que ds,, = (1,0,0)ds;, ds,_ = ~(1,0,0)ds,,
dsy, = (0, 1,0)dsy, dsy = — (0,1,0)dsy, ds;, = (0,0,1)ds,, y ds,- = —(0,0,1) ds,; donde da,, dsy y ds, son
los infinitesimales de las superficies Sz4, Syt ¥ Sat mpectiwmente.ﬂrsuitadodgebrﬁwademmdop&ael
uso de un método numérico es

( S.+d’=++'[s._d8;_) {%[sen (q-r)—q.r]+§} _

23, 1
%Senqz[g cos (ygy +zq3)d3= + 24y (5 -52),

( Sy+‘h'++.[gv_du") '{%[sen (q-r)—q.r]_,_%} _

—?senq,,/,cos(zq,+zq,)ds,, + 24, (%—&g), (5.17)
' | ) rf _
| (S_+ds,++[s__ds,_)-{q—ztsen(q-r)-—q A+3} =
27: 1

Tsenq,j cos(zgs +ygy)ds; + 24, (3—-6’;)

donde Ay, Ay ¥ A, son las areas de las superficies 5;, 0 Sz, Sy+ © Sy-- ¥ S+ 0 S, respectivamente.
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~0.750.50.25 0 0.250.50.75 z_x

Figura 5.10: Intersecciones del interior de la superficie nodal de la unidad cristalografica de la figura 5.3 con la
cara ZX del cubo unitario que la contiene. Compérese con Is figura 5.9.°

. Por otra parte, la parte imaginaria de la funcién vectorial (5.13)

RSN

Im{F (z,y,2)} = 5—2-[1 —cos{q-r)]. {5.18)

se transforma de manera completamente aniloga:

q a Vs ‘
1l—cos(q-r -—-ds:f 1-cos(q-r)]—-—="=ds, 5.19
f-estarmn g ds= [ 1 @t gy (5.19)
q 24, _
[ ds, + [ ds;— } - =[1-cos{g-r)] = -=Zseng [ sen (yqy + zq:) dse,
Sa'+ Sa— q q Sr
q _ 2
ds,+ + ds,_ | -=[l—cos(g-r)] = —Iseng, sen {zq, + 2q;) dsy, (5.20)
Sy+ ’ Sy— q q v
' q 27.
( ds., + f ds,,_) T [l —cos(g-r})] = r sen g, / sen (zq; + ygy) ds..
S5, == 5.

5.3.2. El método numeérico.

Ahora es el turno de explicar el método numeérico utilizado para realizar las integrales de la seccién anterior.
Las que realmente representan un reto son las integrales (5.16) ¥ (5.19) que se realizan sobre la superficie de .
ia superficie nodal. Las integrales restantes (5.17) y {5.20) se pueden realizar sin ningiin inconveniente con s
métodos comunes de cuadraturas de los libros de texto {3} y no les prestaremos mayor atencioén mas que en la
seccién en la que examinaremos los resuliados que arrojan.

En general, los métodos numeéricos para resolver integrales sobre superficies definidas mediante ecuaciones
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Figura 5.11: Reconstruccién de una unidad cristalografica de la superficie nodal con la unién de una gran cantidad
de poligonos irregulares.

implicitas exigen contar con parametrizaciones de las coordenadas de sus puntos en términos de dos parametros.
Estos parametros fox.:mar} un sistema. coordeniadd bidimensional definido sobre la superficie en cuestién. Esto
puede tratarse de una consecuencia de la definicién de integral de superficie, pues esta obliga conocer los vectores
tangentes en todo punto de la superficie en términos de ese par coordenadas {23, p. 472]. Esto se logra a través
de las derivadas diréccionales de la funcién de parametrizacion respecto a cada una de las coordenadas. Sin
embargo, como es nuestro caso, no siempre se cuenta con una parametrizacion analitica la cual podamos derivar.
Se desconoce como escribir las coordenadas z, ¥, ¥ z del lugar geométrico determinado por la ecuacién 5.7 en
términos de dos coordenadas definidas sobre la superficie nodal. Asi pues, los métodos tradicionales de integracion
son insuficientes para calcular las integrales con las gue nos enfrentamos. Para salvar este escollo realizaremos
las integrales (5.16) v (5.19) valiéndonos de un método experimental que toma algunas ideas de las técnicas de
visualizacion de superficies complejas. Uno de los métodos mas socorridos para representar una superficie en la
pantalla de una computadora, consiste en aproximar la superficie con una gran coleccidn de poligonos irregulares
que comparten aristas y estan orientados de tal forma que su unidn se asemeja a la superficie deseada. Mientras
mas de estos poligonos haya, mas fiel serd la representacion que se logre. En la figura 5.11 mostramos de nuevo
la unidad fundamental cuya repeticién genera la superficie nodal, mas ahora hemos eliminado el sombreado para
enfatizar la construceidn de la superficie con poligonos.

Kurt Georg [21] propusa una férmula para realizar integrales de superficie suponiendo que se dispone de
antemano de una representasion de la superficie de integracion construida exclusivamente por tridngulos mas que
con poligonoes. Llamemos a ia superficie de integracion S y a su representacién formada con tridngulos Sapro.. Es
decir, qum:,' es un conjunto finitc de puntos en R? que constituyen los vértices de tridngulos que acomodados
de cierta manera se asemejan & S. La falta de una funcién analitica de parametrizacion se suple considerando a
Supres cOmo un‘conjunto de parametros e introduciendo una funcion de paramnetrizacién numérica N que relacione
los elementos ae S,prop con puatos de la superficie S que preserve la orientacion de las superficies. A saber, esta
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metodo propone relacionar las superficies Saprez ¥ 5 a través de una secuencia de puntos cuyas coordenadas se
calculan con la aplicacién recursiva de la formula

Vi)
v (r,-)lzf{r‘) : {5.21)

Fiy1 =T —

donde la ecuacién f (r}) = 0 define a la superficie 5. Para que =e cumpla la tarea de relacionar ambas superficies el
primer punto de la secuencia debe encontrarse sobre S,5.0.. L2 secuencia ast generada converge ortogonalmente
hacia §.

Ahora bien, para hallar et valor total de la integral qu~ nos iateresa, debemos primero calcular las contribuciones
de cada uno de los tridngulos del espacio de parametrcs Sap.o-. Si convenimos en llamar F al integrando v v,
va ¥ V3 a los tres vértices del tridAngulo ¢ en turno, entonces su contribucion es

];’( ) F(r}d’r~ % {FIN(v)]+F[N (V2.)] + F[N(v3)]} x area[N (vi) ,N (v2) , N (v3)].

El total to obtenemos sumando las contribuciones de todos los tridngulos:

fsf(r)dzr:: Z [ f (@) d*r.

FE€Sapraz N(o)

La implementacion de este método numérico se discute en el apéndice.

5.3.3. Resultados

Ahora se muestra una comparacion entre calculos realizados con la integral de volumen (5.6) y el método de
Monte Carlo por una parte, v la ’integral de superficie (8.14) y el método de cuadraturas descrito en la seccidn
anterior por otra. En las figuras 5.12 y 5.13 se exhiben las partes reales e imaginarias respectivamente de algunos
factores de forma: Es posible advertir que las graficas obtenidas con el método de Monte Carlo no son suaves,
mientras que las calculadas con cuadraturas si lo son. Esta particularidad es mas bien atribuible a los métodos
de integracion elegidos mas que a la forma de la integral de dispersion utilizada. Recordemos que la elececién del
método de Monte Carlo en este caso se debe a la complejidad de la superficie nodal, sin embargo, si la integral
de volumen se realizara por cuadraturas, con seguridad las graficas obtenidas serfan igual de suaves que las que
se obtienen a rraves de la integral de superficie. .

Por otra parte, el uso de la integral de dispersién en su forma de integral de superficie nos provee de maés
informacion que la tradicional forma de integral de volumen. Como hemos visto ya, la superficie cerrada sobre la
e =e realiza la integral (5.14) se descompone en cuatro partes. En la figura 5.14 se muestran las contribuciones
de cada nng de las integrales (3.16), (5.17) (5.19) y (5.20} a los factores de forma de las figuras 5.12 v 5.13. Llama
la atencion que en algunos casos el factor de forma esta en su mayor parte determinado por la contribucién de
una sola de las integrales en algunos intervalos. En la grifica 3.14(b) por ejemplo, a partir de g* = 6.0 el valor
total es muy cercanc a la contribucién de la superficie nodal. Lo mismo sucede poco después del primer ininimo
en ¢= 2 4.0 en la grifica (<} de la misma figura. En la figura 3.15 advertimos que las posiciones de los miximos
v uifnimos del factor de forma estdn determinacos por la contribucion de las superficies S... v S._, pot lo que
resulta iuteresante conocer cuales son las contribuciones de las distintas superficies en que se dividioé la superticie
cervacla de integracion «l promedio total de la intensidad dispersada.

Desaforunadamente, el significado fisico del integrande (5.13+ en términos de la teoria electromagnética no es
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divergencia a la integral de volumen 5.6. El interés de llevar a cabo esta transformacion es en principio de indole
puramente computacional. Pareceria piausible :ina importante reduccién del tiempo de cérputo invertido en el
calculo del factor de forma si en lugar de toma. puntos dentro de un volumen los tomamos de su frontera, pues
la forma que adquiere el problema de intregzcién tras la transformacién nos obliga ya no a considerar el volumen
encerrado por la superficie nodal, sino su superficie. A causa de que la superficie nodal no esta acotada, parte de
[a superficie cerrada que contiene la materia -que dispersa, lo constituyen las intersecciones de la region contenica
dentro de la superficie nodal con las caras de! cubo que enciérra la unidad cristalografica. Asi entonces podemos
examinar la contribucién de cada una de estas intersecciones y de la superficie nodal misma al valor total de iz
intensidad de luz dispersada. Una formulecién de esta naturaleza nos permite, al menos en prineipio, ohtener mas |
informacion fisica del sistema que la que nos provee el método de la seccién anterior. En esta seccion estadiaremos
esta nueva manera de lidiar con la superficie nodal ¥ mostraremos resultados imposibles de obtener con otros
métodos.

5.3.1. La integral de dispersidn y el teorema de la divergencia.

El teorema de la divergencia nos permite reescribir una integral de volumen en términos de una integral de
superficie. A saber, este establece que si {2 es una regién del espacio de tipo IV [23, pp. 357-359] ¥ F una funcién
vectorial de variable real suave y definida en ©, entonces se cumple que

‘ fV-de=%F-ds, (5.12)
R s

donde S es la superficie cerrada que acotd al volumen © [23, pp. 531, 532]. Como es lo acostumbrado, el vector

.

ds representa el infinitesinal de superficie de integracién y apunta en la direccion normal a ella.

En el caso que nos interesa es posible inferir que a region €} contenida dentro de la superficie nodal es de tipo

r
- .ds =V
. $.3

donde V" es el volumen contenido en S.

IV pues satisface que

Ahora apliquemos este teorema a la integral de dispersion y transformemos nuestro problema de resolver una
integral de volumen a otro de realizar una integral sobre una superficie cerrada. A partir de la ecuacion (5.7) que
define a la superficie nodal, podemos conocer el vector normal a esta superficie en cada punto calculando el vector
gradiente v por lo tanto también la expresion del diferencial de superficie de la superficie nodal

go = VS Lrg. )

TNy s

Ahora necesitamos hallar un campo vecioral I (i y. =) ral gue su divergencia sea igual al integrando e la
expresion (5.6)
VoF(xy, 2) =expli(eg + gy + z03))
¥ que sea bien comportado . No es dilicil verificar que los campos que a continuacién se enumeran cumplen con
el requisizo: *

1. A{g-r}+7B(qgq-r), con A y B definido!. come

. Zn
Alq-r)y=r3 7, (-1)" (-zr(i;)}(m’
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méaximo | ¢* = ﬁﬁ'i +nl+ ni | ngnyn,
1 76 = 7.6953 211
2 7-/8 7 8 88577 220
3 w14 = 11.7548 321
4 716 ~ 12.5664 400
5 20 & 140496 420
6 722 ~ 14.7354 332
7 24 ~ 15.3906 422
8 m/26 =~ 16.019 431
9 TvV30 ~ 17.2072 521
10 V32 = 17.7715 440
11 738 2 19.3661 611 y 532
12 740 ~ 19.8692 620
13 V42 ~ 20.3598 541
| 14 7v/46 = 21.3073 631

Cuadro 5.2: Maximos del patrén de dispersién de un sistema simétrico ante el conjunto de transformaciones /33d
[1, pp. 705-7071. '

y
= - piinrl
Ba 1) =550, (~1)" sty .
2, Clz,y,z)= i—c!-%eiq"‘, e

3. F(z,y,2)= 2 [ -~1~iq 1] +}.

iq-m

Los dos tltimos campos forman familias de funciones pues m puede ser cualquier vector siempre y cuando q-m # 0.

No todos los campos vectoriales anteriores cumplen con el teorema de la divergencia. Se ha constatado nu-
méricamente {con m = q) que tan solo-el tercero safisface la igualdad 5.12. Por otra parte, es sencillo demostrar
analiticamente que el primer campo enumerado falla ain en el caso mas sencillo en el que el dispersor es una
esfera. El segundo campo presenta una. divergencia en g = (}, por lo que nunca se obtiene la unidad cuando q tiende
a cero. La multiplicidad de funciones cuya divergencia es el integrando de la integral de dispersién constituye un
problema que dificulta la eleccién de la funcién adecuada. La cuestion se complica aun mds al advertir que no
todas las funciones del repertorio enumerado satisfacen el teorema de la divergencia. Asi pues, seleccionamos el
tercer campo vectorial de la lista por prueba y error. Para evitar introducir un pardmetro vectorial adicional
sin relacion con el problema de dispersion, se elige que el valor del vector m sea igual a q. Ast pues, el campo
adecuado para realizar la integral de superficie de dispersion es

Flry,z) = 5 [9 ~1~iqr] +

1P

(3.13)

Wl -

. Ahora ransformemos la expresion simbdélica

jﬁ F . ds (5.14)

a otra que podamos utilizar directamente en un método nurénico,

En virtud de que el teorema de la divergencia estahlece gue :a integral de superficie de la ecuacién (5.12) debe
ser cerrada, debemos primero identificar claramente cusles son las superficies que acotun el volumen contzanido
por nuestra pedazo de superficie nodal que 52 exhine . n la fizura 5.3. Evidentemente, la superficie de la superficie

[T P NP
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Cuadro 5.3: Resumen de las graficas de las figuras 5.5 y 5.6. Los méximos marcados con * se encuentran en el
patrén de dispersién de un sistema simétrico ante el conjunto de transformaciones I#3d -

. noda.!mismaﬂorinnpartedelrep&toriodesuperﬁciesqmbusmmos.POrotrohdo,scausadeqmlawpetﬁcie

nodal no estd acotada, los dem#s superficies que buscamos deben ser Ias intersecciones de la regitn contenida

dentro de la superficie nodal con las caras del cubo que encierra nuestra unidad de la figura 5.3. Es notorio
que la superficie nodal intersecta cada cara del cubo en dos regiones distintas, por lo que en total son trece las

‘superficies que acotan el volumen de nuestro interés. Por supuesto, gracias a la periodicidad de la superficie nodal,

3

los lugares geomeétricos de las intersecciones en caras paralelas del cubo scn los mismos. Por ejemplo, las regiones
de interseccion de la superficie nodal de la figura 5.3 con el plano y = 1 pon las mismas que las regiones de
interseccién de la superficie nodal con el plano y = 1. Esto nos permitird simplificar e! nfirnero de integrales a
realizar si agrupamos las intersecciones de caras paralelas en una misma integral.

Designemos con Sz4, Sz—, Sy+, Sy—, Sz+ ¥ S:— a los pares de intersecciones en los plance z = 1, z = ~1,
y=1,y= -1, z = 1y 2 = —1 respectivamente, y con G a la superficie de la superficie nodal misma. En la figura
5.9 se muestra la susodicha superficie con sus intersecciones con el plano X Z que acordamos en llamar S, y En
ia figura 5.10 se observan las mismas intersecciones Sy~ sin Ia superficie nodal.

Habiéndo dicho esto podemos empezar a tran:‘orinar la expresién simbélica de la integral de superficie en otra
adecuada para aplicar yn método numérico. Conencemos con la parte real del campo vectorial (5.13)

Re {F{(z,y,2)} = %[sen (q-t)-q-r]+ % (5.15)

Con la nomenclatura acordada y definiendo 4 = q/o, pademos escribir el operador integral con mayor detalle
Q. r -
f{as[sen (@-r)-q-7]+ 5} s =

JAYARTARY A6 ARY AR A CIECE RN B
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|q*| (adimensional)

Figura 5.15: Contribuciones de las distintas superficies al factor de forma total. La direccién del vector q.u
¢=30°y 0 =170°. : _ '

evidente, por 10 que no es clarc como se debe interpretar cada contribucién. Sin embargo, debemos esperar que este
método eventualmente nos provea informacién de cémo se propagan la juz a través del material cocontinuo. De las ‘
cuatro integrales de superficie en las que dividimos la integral de dispersion, tres cuantifican las contribuciones de
superficies que no son interfaces entre las distintas fases del material, sino que constituyen mas bien las fronteras
de una unidad cristalografica con las unidades contiguas. A amboe lados de estas superficies encontramos la misma
fase, sin embargo, lo que se encuentra a cada lado pertecece a diferentes unidades cristalogréficas. En una teoria
‘més elaborada estos valores tal vez podrfan constituir una primera aproximacién del fiujo de luz que viaja a través
de una de las fases. A saber, contribuirfa a cuantificar cuanta luz pasa de una unidad cristalogrifica a otra sin
pasar nunca por la otra fase del sistema.

Ahora prestemnos atencién al patrén de dispersién de un sistema de muchas unidades cristalograficas en una
camara de polvos. En la figura 5.18 se muestran los resultados de realizar el promedio de la intensidad dispersada
de tres formas distintas. Los factores de forma utilizados para la gréifica (a) se calcularon con la integral de
superficie y con el método de cuadraturas. Para las graficas (¥) y (¢} los factores de forma se calcularon con la
integral de volumen y el método de Monte Carlo. En los casos (a} v (b) el promedio de la intensidad dispersada se
realizé no con orientaciones elegidas aleatoriamente, sino mas bien con un conjunto de orientaciones determinadas
de antemano. Este conjunto se definié como el producto cartesiano ¢ x © de los conjutoé

¢ = {0°25°506°... 357.5"}
e = {50°10.0°15.0° .. ,175.0°}.

E! &ngulo azimutal ¢ es el primer 4ngulo de cada elemento del conjunso ® x O, mientras que el dngulo polar &
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es el segundo. El conjunto ¢ x @ consta de 5040 elementos. Este ntimero de orientaciones no es suficiente parg
alcanzar la convergencia del promedio. El céiculo de una cantidad suficiente de factores de forma con la integral
de superficie y el método de cuadraturas exige demasiada potencia de cémputo como para lograr resultados en
un tiempo aceptable. A pesar de ello es posible afirmar que la diferencia entre calcular los factores de forma con
Monte Carlo y las cuadraturas es despreciable en cuanto al promedio de la intensidad dispersada. En las grafica
correspondientes se sefialan las difecencias con flechas. Para calcular el promedio de la grafica {c) se eligieron
aleatoriamente 5040 orientaciones cn lugar de tomar los elementos del conjunto ¢ x 8. La diferencia con las
demés gréficas de la misma figura es evidente e impoeible de pasar por alto. En esta tercera gréafica, algunos picos
que en las graficas anteriores se diferenciaban de manera més o menos clara, parecen formar un solo méximo.
La cantidad de intensidad dispersada también es diferente. Esto se aprecia facilmente en las figuras 5.17 y 5.18
donde se muestran los mismos patrones de dispersi6n es escalas distintas. Las intensidades de los méAximos del
patrdn en el que el promedio se ha realizado con orientaciones aleatorias son mucho més pequeiias, a excepcion
de la dispersién producida por los dispersores del plano 321. La conclusidn inmediata es que el método de Monte
Carlo es demasiado sensible pora realisar satisfactoriamente el promedio sobre las orientaciones. '
" Ahora ya podemos formular una hipétesis acerca de la presencia de los maximos de dispersién 110, 310 y
222 en las graficas 5.5 y 5.6, discusién que habfamos postergado hasta conocer los resultados de la figura 5.16.
Como lo habfamos sefialado ya, en los lados derechos de las figuras 5.12 y 5.13 se muesiran ios valores reales
e imaginarios respectivamente de factores de forma calculados con el método de Monte Carlo. Las lfneas de las
graficas no son suaves, sino presentan oscilaciones irregulares. Estos son errores atribuibles al método de Monte
Carlo. Como se puede constatar a partir del parecido de las graficas 5.16 () y (b), estos errores no se propagan
al utilizar estos valores para calcular el promedio de la intensidad dispersada. Es decir, 1as oscilaciones irregulares
de los factores de forma calculados con la integral de volumen y el método de Monte Carlo no son la causa de
la presencia de los méximos de dispersién 110, 310 y 222. Una explicacién alternativa de la aparicion de estas
interferencias constructivas es que el modelo en el que se sustituye la verdadera syperficie minima de la giroide
por la ecuacion (5.7) es insuficiente. Otra posibilidad es que estos méximos sean consecuencia de la manera como
se realiz6 el promedio en las tres gréficas de [a figura 5.16.

Para terminar este capitulo mostramos en la figura 5.19 las contribuciones de las dos partes en las que se puede
dividir la superficie cerrada de la integral de superficie, junto con el valor total del promedio de la intensidad
dispersada. En la grafica (a) se encuentra el total de la intensidad, en la grafica (b) se exhibe la contribucién de
la superficie nodal (ec. (5.7)) y en la (¢) se muestra la contribucién de las intersecciones Sy, Samy Sy+s Sy—y Set
y §,;_ juntas. Es en la grafica (b) en donde encontramos loe méximos de dispersién que también figuran en la
grafica (a). La informacion del sistema la provee basicamente la superficie nodal mientras que las intersecciones
contribuyen con pequefias oscilaciones cuya amplitud decrece al crecer }q*| .

e R e~ R gAY o s
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Figura 5.16: El promedio orientacional calculado por diferentes métodos. (a) Integral de superficie, cuadraturas
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Capitulo 6

Conclusiones

Valiéndonos de los factores de estructura y de forma pudimos escribir la ins..ri! de dispersién de sistemas
formados por esferas en cubo centrado y cilindros en hexagono centrado. E! método numeérico aplicado a estos
sistemas reprodujo los valores esperados. A saber, la morfologia del sistema se reflejaba en las posiciones en las
que aparecfan los méaximos: También estudiamos el efecto de tener diferentes tamafios de grano boncluyendo que
mientras mas pequefio éste sea el menos definidos estardn los maximos de intensidad dispersada.

Aplicamos el mismo método de calculo para encontrar el patrén de difraccién de un sistema de dos fases cuya
frontera mutua es una giroide, superficie que aproximamos con la superficie nodal 5.7. Los resultados reproducen
parcialmente la posicién de los méaximos que se reportan que corresponiden a un sistema simétrico ante el grupo
transformaciones /add (No. 230). Las discrepancias no son imputables a ninguno de los métodos numéricos
utilizados, sino méas bien al haber aproximado la verdadera superficie minima con una superficie nodal. El grupo
de transformaciones ante el cual es simétrica la superficie nodal es el 14,32 (No. 214) [13]. El método reproduce
adecuadamente las posiciones de los maximos que se esperan de un sistema con esta simetria. Al igual se estudiaron
superficies nodales de distinto tamafio. Como sucede en el caso de esferas y cilindros, mientras mas delgadas sean
las ramas tubulares el tamafio de los maximos en ciertas regiones de ¢* sera mayor que en otras. Recordemos que
es el tamafio relativo de los maximos de dispersién respecto a los demds méximos del mismo patron lo que hace
palpable la diferencia entre dispersores de uno y otro tamano. En particular es notorio el crecimiento relativo de
los maximos del 220 en adelante mientras mas delgada sea la superficie nodal {ver figuras 5.5 y 5.6). Otro enfoque
utilizado para estudiar estos sistemas fue calcular el factor de forma con la integral de superficie que resulta de
aplicar el teorema de la divergencia a la integral de volumen de dispersion. Los resultados numeéricos del patron
de elispersion de la figura 5.19 muestran que la estructura del sistema se refleja a través de la superficie nodal
misma. mientras que la contribucién de las intersecciones S.., S.—, Sy+, Sy—, .4 ¥ S s pequeiia.

Lus mérodos desarrollados en este trabajo son generales. No es imperativo que el sistema se trate de la giroide
pata utilizar la integral de dispersién en su forma de la integral de superficie. Su formulacién, interpretacion ¥
perfeccionamiento caen el campo de la teoria electromagnética y no estin restringidos al caso particular de la
giroide o de su aproximacién nodal, Otros sistemas cocontinuos también pueden estudiarse con esta integral de
superficie v con el método numérico descrito en la seceién 5.3.2. Lo finico necesario es definir de manera adecuada
la nnidad cristalografica v obtener ur:a representacion construida de tridngulos de una superficie que se parerca
lo suficiente a las interfaces del sisteria. En importante notar que en el método que utilizamos para calcular el
promedio orientacional de la intensidad dispersada las posiciones de los maximos aparecen de manera natural, es '

decir. estan completamente determinadas por el sistema a través de la integral de dispersion, y no especificadas
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de antemano como ya hemos comentado en la introduccién que generalmente aparece en la literatura.
Antes de intentar encontrar una interpretacion fisica del integrando (5.13) es imperativo demostrar que éste
es el anico campo cuya divergencia es la funcién exponencial exp [i (zg1 + g2y + z¢3)} que cumple con el teorema

de la divergencia.

?
;

o i




Apéndice

El objetivo de éste apéndice es presentar parte de los métodos numéricos utilizados en este trabaj jante con sus
implementaciones concretas en el lenguaje C++. Primero explicaremos el método de Monte Carlo que es la técnica
de integracién mas socorrida en este trabajo y describimos el generador de nimeros pseudoaleatorios empleado.

"Finalmerite abordamos la parte mas complicada de este trabajo desde el punto de vista de la programacién que

es la implementacién del método numérico descrito en la seccidn 5.3.2.

Int_egracic')ﬁ por el método de Monte Carlo

Supongamos que elegimos aleatoriamente N puntos distribuidos uniformemente en un volumen multidimen-

sional V. Entonces el teorema basico de integracion por el método de Monte Carlo provee un valor aproximado
de la integral de la funcién f sobre el volumen V,

. [ - @
[ sav v e O

L =Y (=g L)

El generador de niimeros pseudoaleatorios utilizado se conoce como Mersenne Twister y cuenta con un periodo
de 219937 — 1 [22]. Co

donde

La integral de superficie

La biblioteca GNU Triangulated Surface

La parte mas complicada de realizar la integral de superficie de dispersion es la generacién de una aproximacién
a la superticie nodal utilizando triangulos que acomodados de cierta manera se le asemejen. En nuestra implemen-
tacion del mirodo numérico esta tarea se encuentra completamente delegada a la biblioteca GNU Triangulated
Surface (GTS). Esia biblioteca estd especialmente escrita para utilizarse en estudios cientificos que necesiten
utilizar superficies tridimensionales formadas con mallas de triangulos. Su cédigo se encuentra completamente
escrito en ' con un enfoque orientado a objetos en el (e se presta especial atencion a la eficiencia del cadigo.

Desaforsunadaniente ésta. bilioteca carece todavia de 11 manual en el que se detalle el uso de los métodos que
ofrece. Tan s6lo se cuenta con una documentacion generada automéaticamente con la informacién contenida en
los archivos de cabecera con breves comentarios de cada variable utilizada. Sin embargo, todas las versiones de la
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bilioteca TS cuentan con una gran variedad de ejemplos que el usuario con amplios conocimientos del lenguaje
C puede emplear como plantillas para desarrollar sus propios programas.

La versi6n més reciente disponible de la biblioteca GTS al momento de realizar éste trabajo es 12 0.5.1. En
el programa de ejemplo iso.c se muestra cémo generar una superficie cuando ésta de define a través de una
ecuacion implicita. La funcién que se debe invocar para generar la superficie nodal es

static void giroide( gdouble #* f , GtsCartesianGrid g , guint k , gpointer datos )

{
gdouble x , ¥ , 2 = g.2 3

guint i , j ;

for (i=0, x=g.x; 1i<g.nx ; i++ , x += g.dx )

for ( j =0,y =gy i J<gmy; j*+H, y += g.ay )
£[i]1 [j1=5in(PI*x)*cos(PI*y)+sin(PI*y)*cos{r! “z)+sin(PI*z}*cos(PI*x);

Descripcion del archivo de cabecera giroide.h

En este apartado describimos la clase Giroide. El archivo de cabecera giroide.h que se debe incluir en

todo programa que desee invocar a cualquiera de los métodos piiblicos de la clase, contiene toda la informacién
requerida de cémo se debe invocar cada método. La descricién de los métodos piblicos es la siguiente:

-

Giroide{ double parametro , int muestras ) construye un objeto de la clase Giroide. lastruye a la biblio-
teca GTS que genere una aproximacién a la superficie nodal (5.7) con tridngulos e invoca al método
Dimensiones(). Sus argumentos son

double parametro es el valor de lu unstante ¢ de la ecuacion (5.7} que determina el grosor de las
ramas tubulares de la superficie nodal.

int muestras indica el nimerc de puntos con el qﬁe se construye una malla regular tridimensional en
' la unidad cristalografica de la que se vale la biblioteca GTS para construir la aproximacién
a la superficie nodal.

“Giroide( void ) Destruye un objeto de la clase Giroide.
void Dimensiones{ void ) calcula el area de la superficie nodal v el volumen en ella contenido.

void Integrar( double radio-, double phi , double theta ) realiza la integracion de superficie. Sus ar-
gHIentos son

double radio es la norma del vector q.
double phi es el d4ngulo azimutal del vector q expresado en radianes.

double theta es el angulo polar del vector q expresado en radianes.

double IntegralTotalReal( void ) devuelve la parte real del factor de forma.

double IntegralGiroideReal( void ) devuelve la parte real de la contribucién de la superficie de la aproxi-
macion nodal al factor de forma. ‘
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double

double

double

double

 double

decuble

double

doible

IntegralXReal{ void ) devuelve la parte real de la contribucién de las superficies Sz+ v S,— al factor
de forma. '

IntegralYReal( void ) devuelve la parte real de la contribucién de las superficies S,4 y §,- al factor
de forma. ‘

IntegralZReal( void ) devuelve la parte real de la contribucién de las superficies S, y S._ al factor
de forma.

IntegralTotallmag( void ) devuelve la parte imaginaria del factor de forma.

IntegralGiroideImag( void ) devuelve la parte imaginaria de la contribucién de la superficie de la
aproximacién nodal al factor de forma.

IntegralXImag{ void ) devuelve la parte imaginaria de la contribucién de las superficies S, ¥ Se- al
factor de forma.

IntegralYImag( void ) devuelve la parte imaginaria de la contribucién de las superficies S+ y Sy- al
factor de forma. '

IntegralZImag( void ) devuelve la parte imaginaria de la contribucién de las superficies S.. y S,_ al
factor de forma. '

Uso de la clase Giroide

Para utilizar la biblioteca es necesario incluir al inicio del programa la sentencia #include "giroide.h". Con

esto es suficiente para poder invocar todos los métodos publicos de la clase Giroide. Como suele hacerse en la

programa.mon orientada a objetos, el primer método piblico que se debe utilizar es el constructor de la clase.

Este método instruye a la biblioteca GTS que construya una representacion de la superficie estudiada utilizando

tridngulos. Por ejemplo la instruccion
. Giroide miGiroide( 1.2 , 350 ) ;
El siguiente paso consiste en indicar la direccién y la magnitud del vector de dispersion q:
miGiroide.Integrar( 3.34 , 15.0 » PI / 180.0 , 25.0 * PI / 180.0 ) ;

Eiemplo

#inciude <iostream.h>

#include <giroide.h>

int main( void )

{

double q = 3.34 , phi = 15.0 * PI / 180.0 , theta = 25.0 = PI / 180.0 ;
Giroide miGiroide( 1.2 , 350 ) ;

miGiroide.Integrar( q , phi , theta ) ; .
cout << "Parte real del factor de forma:" << miGirocide.IntegralTotalReal() << endl ;

cout << "Parte imaginaria del factor de forma:" << miGiroide.IntegralTotallmag()
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cout

cout

cout

cout

cout

cout

cout

cout

<<

<<

<<

<<

<<

<<

<<

<<

<< endl ;

"Parte real de la contribucién de la Superficie anodal:"

<< miGiroide.IntegralGircideReal(® << endl ;

"Parte imaginaria de la contribucién de la Superficie nodal :"

<< miGiroide. IntegralGiroideImag(, << endl ; .

"Intersecciones S_{x+} v S_{x-} (real):™ << miGiroide. IntegralXReal()

<< endl

"Intersecciones S_{x+} y S_{x-} (imaginarie):" <« miGireide.InvegralXImag()
<< .endl ;

"Intersecciones S_{y+} y S_{y-} (real):" << miGiroide.IntegralYReal(}

<< endl ;

"Intersecciones S_{y+} y S_{y-} (imaginario):" << miGirocide.IntegralVImag()
<< endl |

"Intersecciones S_{z+} y S_{z-} (real):" << miGiroide.IntegralZReal()

<< endl ; '

"Intersecciones S_{z+} y S_{z-} (imaginarie):" << miGiroide, IntegralZImag()
<< endl ;
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