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Dispersión de Rayos X por copolímeron en bloqde 

Fabian Erasmo Peña Arellano 

Maestría en Ciencias 
Septiembre de 2002 

Resumen 
En los últimos años ha surgido un renovado interés por materiales autoensamblables, esto es, materiaies que se 
orgauizan espontaneamente para formar estructuras con un inesperado grado de organización. Los copolimeros 
en bloque son una clase de estos materiales que se autoensamblan a escala nanorLt,rica. El objetivo del trabajo es 
el desarrollo de técnicas de cálculo de patrones de dispersión de rayos X de las diferentes morfologias por las que 
optan los copolimeros en bloque en las que las simetrías del sistema se reflej’en de forma natural en las posiciones 
de los máximos de Bragg. Los primeros sistemas que se abordan para probar los métodos elegidos son esferas en 
cubo centrado y cilindros en hexágono centrado. Porteriormente se aborda el problema de la dispersión por un 
sistema de dos fases en la que la interfaz es una giroide que se aproxima con una superficie nodal. Este sistema 
también se estudia con la integral de superficie que resulta de la aplicación del teorema de la divergencia a la 
integral de volumen de dispersión. 
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Capitulo 1 

Introducción 

En los úitimos aüoe ha surgido un renowdo interéa por meterides autoensamblabla, a t o  en, materides que 
M parahrmar eairucturaa con un ineaperaao giado de orgadzaeh. iaeupümenm 
en bloqutrion una clase de estoe matenales ‘ que ne autoeummblanadn+nométrica En macnnnokuin~ 
los m o n h u w  de cada tipo m eneuentmn agrupdmmedtsnte uni- eaVaentCatarmnd0 bloquea D e e  
manera, un dibloque ea un poiíme~o formado por dm bloquea de monómems distintoe unidce también por una 
unido d e n t e  como ne ilustra en la6gura l.l(a), y un tilbloque edt6 conrtituldo ya mapor tren bloquea de 
distinta rmn6merca como M muestra en 5gura l.l(b), o bien, por tren bloques donde los bloques extremos non 

de la miwa  q e d e  como m sdvierte en la M a  l.l(c). 
Hada hace algwm a h ,  esta clase de poümercd se sintetizaba por polhne~haci611 mi6niiea, lo cual limitaba 

el tipo de modmeroo que m podían utilizar. Por CIR motivo lw pductao annercidea m& mrmmei, fabricados 
con copolímeros en bloque no incluyen m6s de seis mon6meros. Con el advenimiento de la dnteui8 por radidica 
viviente la copolhnariaeción en bloque tuvo repentinamente a su diqxmkb tadon loo monómemn maceptiblea de 
ser polimerkado~ por radical libre, ampliando de manem sensible el enpeetro de materislss de esta dak mblea  
de o b w .  Aunque todavía 110 exieten p d u c t w  amiarid .. ea p d ~ h  por la Vk de la polhmha ‘ón por 
radiuüica viviente, la literatura cientí& e industciai que aborda este tema ha crecido de m a  d@cativa en 
años recientes. 

Para iluetrar las expectativas de dawvrollo de nuevos materialas en este campo, vde la pena maitrsr 8lgWm~1 

de las modolo@ que se obtienen con polímerca dibloquea y tribloquee.. Eh la ügura 1.2 ne apreciSn algunan 
morfolcgías que ae pueden obtener con dibbquen: lamela intercaladas, eaferas en cubo centrado y cilindros en 
hexágono centrado. Con dibloquea también m pueden obtener giroidea como la que M muestra en la 6gura 5.2. 
La teorla [ill predice la existencia de una fase más de esferas empacadas que no ha nido reportada experimental- 
mente, Ad, en el cano de dibloques el número total de atmctutas - que M pueden OW esmbiando las 

Figura 1.1: (a) CopoUmero dibloque formado por doe bloquea de mon6merca de tipo A (rop) y B (ami) ampec- 
tivemente, y (b) copolímem triblque formado por tres bluques de mon6mems de tipo A (rojo), B (and) y C 
(verde) respectivamente. 

1 



CAPfTULO 1. JlVTRODUCCI~N a 

(a) (b, (C) 

Flgura 1.2 Morfologba por las que puede optar un material formado por copoiimeme dibloque. (a) Lameha, (b) 
esferas en cubo centrado, (c) dlindrce. 

proporciones de la bloquea ende nieta Einámao de esheturas w incrementa JMmentuelntimsrode bloquea 
que componen el copobem. En le de-- bloques en prinapio se pueden ob- aetents y dos mhbgfas 
dEmatea [lq. En kFigura 1.3 se i l u a t r a a ~  de morfobghencontr.cbien ei ecwrde tribioqum. En 
el cam de dibloquea la estructura de las hem queda daerminada par soio dos parámetm. A k, XN y f; 
donde x ea el par6metm de inter&!ci6n de Flory entre l a  dos bicquea, N ea el n(iman>tota de monómerca en 
el copd(msn, y f es b fracaón en námem de uno de egtos en la macromolkuia Para teqdmenm el n6mem 
de paránmtmo independi&ed aumenta a ads N ,  xis, xi*, XP, fi, fa; donde XU ea el m r o  de intarsedón 
de F’iory entre loo mondmeroei y j y fi ea la fracci6n en número del la especie i. Esto qui- dedr que sdemb 
de laarguitseturamismadel copolímero (determinada por las trsapOnea de las distintos mon6mero8) tsmbien 
pcdema induar cambios eatructuralea a tra& de lce parametroo de interami6n sei- edavadamente 
los monómenm. < 

En la iurmación de estructuras reguiam intervienen la fue- termodinamiea que mnduca a la sepsrdón 
de W (en este csm domhisda por la W p í a  da meaclsdo de lor d a  o nub b l w  dal oopdfmsro) y le 
tueraa derivada del cambio de entrow conüguracional que conduea a conüguraciones eztmikh de las csdenas 
poiidricw que d t u y s n  la Moqued. Eatas dw fuerz& se contraponen entre rd, ya que m b t m  an d u c e  
la energía libre de mezclado entte las bloques al mantener conaguraciones &endíd&l que limitan el n b e m  
de con- entre monómem disímil% la co&wach extendida da origen a un decremento de la entopfs 

coslfiguracional de laa cadenas y concomitantemente a un aumento de la energh libre del sistema AmQado a una 
d g u r a d 6 n  extendida del bloque exista una fuerza &tiea sobre la interQs entre los -nios de kxs bloques 
y por eso muchas wcen a esta fwe;a se le llama fuerza elastiea Esas dos contribuaones dan origen a la gran 
variedad de estructuras encontradas en eaton sistemas. 

En la figura 1.4 se advierte como los bloquea de lce copolimeroa forman estnicturas ordensdas en un material 
al segregarse mutuamente. La parte (o) muertra una verm6n bidimensional de un cubo centrado. L. ilustración (b) 
consiste en el corte tranaver.4 de un c hd ro  (en azui) decorado con esferas e inmerso en una tercera fase. Cada 
una de laa fases esta formada por bloques de un solo tipo de mon6merm de td forma que todm los polfmeros 
poseen segmentar en cada una de lss tiraea Bopten*. Se han dibujado también con el mismo color pero m b  
arum loe bloques de unos cuanta c o p o i i m  de los aentoe de milea que forman el material. 
En virtud de la proliteraci6n de las poaibles estructuraa que se pueden obtener, hso surgido técnicaa de 

quimica ambinataria para q i o r a r  rápidamente todan las miaoastmctur~ de las cadanaa &to ex@ meto<ha 
de caracteM6n mo~fológica lo su5aentemente expeditos para que se incorporen a este p- en &e, Io que 
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Figura 1.3: Morfologías por las que pude optar un materii tormado por copollmaa tribloque. 

resulta imposible de hacer con los metodo. tradiaonales talea como la mi-pia electrónica S i  embargo, una 
de las alternativas mAs v i d a  para Caracterisar ’ estai aistemss rn la dispemión de rayoa X a bap ánguia 

Este trabajo mponde primero a la necesidad de contar con un catdogo de patronw de dispemión de rayoa 
X de las dietiitas morbbgh por las que puede optar un sistems de eopaumemS en bloque, y m, al 
desarrollo de W c a s  de d i d o  de & pat- de dispersión que han de iürmar el catáiop. En el campo de Is 
dispasión de raps X por copoümemo em bloque los &&renten autorea se han coatsnbdo con eddu al dor  
de la intensidad disperaada exclusivamente en donde la teoría de grupos indica que exiden maximoe de Bragg 
(16,20, NI, ignorando la información que pudiera haber en el reato del patr6n de dispemión. En los mcbodoe que 
nosotros utilizamos los mkdmos de Bragg aparecen de manera natural de acuerdo con las mxnetríaa de los sistemaa 
estudiada. Se espera que nuestro enhque sea partidmente útil en loe e~do(l en los que a ignore cuáiea mn las 
transformaciones de simetría de un sístema pero sí se cuente con una representación geométrica de SUL) interfaces. 

Comenzamos el estudio en el capítulo d a  examinaado los conceptos básieos de la dispersi6n de raym X por 
electrones. En el capítulo tres estudiamos la dispersión por esferas, cilindros y semiesferas, al iguai que se establece 
c6mi se &be la integrai de dispersión en el c880 de corp6scuiios regularmenta dispueake. En el espltuio cuatro 
eatudwos a los casca de medios granulares de etferea en cubo centrado y cilindros en hexégono centrado. A 
diferencia de los cristalen, que mn siempre medim g r a n h ,  a l p -  de estoe nuevw meterides Jon Sistanas 
cocontinuos, en los que entre cualeequiera doe puntos de una fase se puede trazar una t r a m  continua que 
8610 pasa por iegioned de la miama k. Así pum, estudiainae la dieperai6n por medm cocontinuos en el capítulo 
cinco, desarrollando un nuevo método que aplicamos al caso en que la interfaz entre dos fases direfentea de un 



Bistuas dibloque en WM gidde. 



Capítulo 2 

Teoría de Rayleigh-Debye 

2.1.  La integral de dispersi6n. 

Comencemos nuestro estudio de la dispersión comparando la frecuencia natural del movimiento translacional 
de los electrones de un átomo alrededor de su núcleo con la frecuencia de la radiación incidente que pertenece al 
régimen de los rayos X. La frecuencia natural del movimiento orbital de un electrón w es del orden de magnitud 
del cociente v i a o ,  donde v es su velocidad lineal tangencia1 a la orbita y a. es un parámetro que caracteriza el 
tamaño del átomo. En el caso de radiación inciderhe de longitud de onda A. la frecuencia y es c/X, donde c es la 
velocidad de la luz. Si de rayos X se trata, se cumple que la longitud de onda X es del mismo orden de magnitud 
que el parámetro de tamaño a0 

w y v/ai) - v/X 

I .  

,' 
i 
f -  
I 

Con esta última relación es claro que y es mucho mayor que w en virtud de que 2i < c [is]. 
Esto tiene consecuencias interesantes, pues implica que un electrón ligado se comportará casi como una partí- 

cula libre respecto al átomo al que pertenece si recibe rayos ,Y de una adecuada longitud de onda. Para verificar 
est.a afirmación consideremos un oscilador armónico forzado de frecuencia natural w. La ecuación que rige el 

ilonde rit PS la masa drl oscilador y F ( t )  es la fuerza externa 

F ( t )  = f cos (?t + .J) 

( I C  frinwiiiia - . E,l ilesplazamiento de la partícula es 

doridi~ n s. o SP determinan con las condiciones iniciales. Lh solución es la superposición de dos funciones periódicas. 
Si In fie< iienci;i de la fiierza externa 7 es mucho mayor que la freriit,iicin nntnral il del oscilador, en un intervalo 
de titmix, del orden del periodo de oscilación T = 2 r / j  de In fiierza externa: el sumando acos (wt  + a) es 
pr&?icameiite una constanw 

cos ( - , t+: i )  f 
,n (u' - .,') z 3 constante + 
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Figura 2.1: Dispersión por un electrón ubicado en ;a posición r,. Los vectores unitarios s y so indican la dirección 
del haz incidente y la dirección de observación desde el punto P respectivamente. 

Entonces en este caso límite podemos considerar que las oscilaciones de la partícula son causadas exclusivamente 
por la fuerza externa. 

E n  el caso que nos concierne la fuerza externa F ( t )  se debe a una onda electromagnética incidente, y es 
la, aceleración que produce sobre los electrones lo que produce la radiación dispersada. La amplitud del campo 
eléctrico dispersado por un electrón acelerado uniformemente se puede calcular considerándo una partícula cargada 
que parte del reposo acelerándose durante un cierto tiempo, después del cual se mueve con una velocidad constante. 
La dirección del campo eléctrico dispersado durante la aceleración, se determina comparando las líneas de fuerza 
del campo antes y después de la aceleración. Las componentes del campo se calculan a través de una relación 
geométrica de semejanza que se deduce a partir de la geometría del problema y de la ley de Gauss. El resultado 
P P  

donde e es la carga del electrón, c la velocidad de la luz, a es la aceleración, (2 es el ángulo que existe entre la 
aceleración a y la dirección de observación y R es la distancia que hay entre el electrón acelerado y el punto de 
observación. E l  campo eléctrico e es perpendicular a la dirección de propagación de la radiación inducida. A este 
resultado se le conoce como dispersión de Thompson [19, 14). 

Ahora ya podemos estudiar el efecto de la dispersión colectiva de un conglomerado de electrones. La dispersión 
por los niicleos atómicos es despreciable pues son demasiados pesados para acelerarse lo suficiente y producir 
iadincióii. 

Cada elemento del sistema que dispersa produce radiación independiente de los otros elementos del sistema. 
El campo resultante será entonces la superposición de todos los campos producidos. Consideremos la dispersión 
cl&ica di: un grupo de electrones confinados en un volumen pequeño, como aquel que ocupa un átomo. Una 
wpresenración del sistema físico la encontramos en la figura 2.1. El haz primario, de amplitud Eo y polarizada 
tal que el campo eléctrico apunta hacia afuera del plano del papel, se propaga en la dirección indicada por el 
vect,or unitario so. Los electrones forman un conglomerado alrededor del origen de coordenadas O ,  y cada uno 
de sus desplazamientos se designa con el vector rn. Estudiemos la dispersión tal como se percibe desde el punto 
de ohservación P. que se encuentra muy lejos del.cúrnuli> de eloctrones, a una distancia que llamaremos K en la 
dirección definida por el vector uniterio s. 

Para calcular los caminos ópticos de cada uno de 10s haces de rayos X que dispersan los electrones en la 
dirección s, consideremos el frente de onda que pasa a través del origen O. Así pues, de acuerdo con la figura 2.1. 

. .  

- 
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Medidor 

Figura 2.2: Esquema del dispositivo e&erimental. 

el valor instantaneo del campo eléctrico del haz incidente es 

Para representar matemáticamente la magnitud y fase del haz dispersado por un electrón como se percibe desde el 
punto P, debemos utilizarar la expresión (2.1). En este caso el ángulo a de la ecuación (2.1) es ~ / 2  y la aceleración 
se ha escrito en términos de la masa del electrón y de la fuerza externa. También debemos incluir en el término 
del camino óptico la distancia recorrida desde la posición del n-ésimo electrón dispersor hasta el punto P 17, p. 
71: 

(2.3) 

En virtud de que suponemos que la norma del vector desplazamieto Irn/ es mucho menor que la distancia R. 
podemos aproximar X? en el denominador de la última ecuación con R y realizar en el argumento del coseno la 
siguiente transformación 

XI + .Y? -+ in SO + R - rn  s = R - (s - SO) , rn. 

En ttrminos de funciones exponenciales complejas la magnitud del campo eléctrico dispersado que se ohseiva en 
el Dunto P es 

que <:on la definición'q = (27r/X) (s - s.]) se convier:e en 
..,. .. I 

~. .. 
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Esta es una de las ecuaciones fundamentales con la que lidiaremos en este trabajo. A saber, dedicaremos el capítulo 
siguiente a aprender cómo escribir de manera conveniente el factor 

(2.5) 

que es donde se incluye en las ecuaciones las posiciones de los elementos dispersores. 
Hasta ahora, a pesar de haber utilizado un tratamiento clásico, hemos coniderado solamente sistemas micros- 

cópicos de corpúsculos. Es decir, los dispersores con los que hemos construiao la expresión (2.5) son dectronea. 
que son p a r t i d a s  puntuales. Sin embargo, muchos sistemas que forman estructuras nanoscópiciii (como ins 
polímeros en bloque) dispersan IDS rayos X en virtud de los cambios de la densidad electrtnica m e  !lay de UIA 

lugar del material a otro. Para estudiarlos adecuadamente debemos contar con una densidad local del número de 
electrones por unidad de volumen que los caracterice. En  general esta se puede calcular promediando la densidad 

microxópica del número de electrones libres y ligados (a las moléculas) por unidad de volumen 

. ' 

I 

(2.6) I 
E l  promedio puede realizarse medirrnte una función de prueba 15, pp. 226-2351 o considerando los estados cuánticos I 
del sistema. De ser este último el caso, los vectores r3 y rn de la ecuación (2.6) son los operadores desplazamiento 
del 3-ésimo y n-ésimo electrones libre y ligado. En  caso de trabajar en el espacio de configwación las componentes 
de estos operadores son simplemente las variables de integración, y si se trabaja en el espacio de momentos estos 
vectores son los operadores gradientes i h V ,  e ihVpn y las variables de integración son los momentos de todos 
los electrones que forman el sistema. Los subindices p, y pn indican que los gradientes se deben realizar respecto 
a las componentes de los momentos de j-ésimo y n-ésimo electrones respectivamente. Asi, para medios continuos 
la ecuación (2.4) se convierte en 

Por supuesto, la expresión (2.5) se convierte en 

Es importante aclarar que no .importa la cantidad de p a r t i d a s  que constituya un sistema, simpre es posible 
calcular una densidad macroscópic:a que podamas utilizar en la ecuación (2.7). Por ejemplo, si un sistema cuántico 
est,á formado por dos partículas c uánticas en un espacio unidiniensional, el promedio de la densidad de numero 
ciiántica 6 (L - zl) + 6 (.c - 12) e 

+a donde .@, (z1) y $2 (3.2) son las fcnciones de onda dc las particulm. Note que se cumple que s-, p ( 2 )  di. = 2. La 
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densidad de número de electrones de un material formado de p( límeros se calcula con la fórmula 

NO prnasa Zm 
fir, 

pe := 

No es el n.úmero de Avogadro, pmasa, Z,, y M,es la densidad d- masa. volumétrica, el número de electrones y la 
masa molecular del monómero utilizado. 

La aproximación es válida cuando el sistema estudiado posee una baja densidad de electrones. Estamos supo- 
niendo que los rayos X una vez dispersados son recolectados pnr el medidor y no son dispersados de nuevo por 
otros electrones. Ekto quiere decir que el camino libre medio 

A = -  
Pece 

de uno de los haces dispersados debe ser muy grande. C, es la sección transversal de dispersión de un electrón 
libre conocida como la sección transversal de dispersión de Thompson y vale 6.65 x 10-"nm' 114, p. 4921. En 
el caso de un monómero típico como el isopreno pe = 326 e-/nm3 y A = 4.61 x 107nm = 4.61cm, mientras que 
en el caso de un metal como el oro, pe = 4662.35 e-/nm3 y A = 3.22 x 10%m = 3.22mm. A pesar de que la 
aproximación descrita es vdida tanto para polimeros como para metales [6, p. 2031, el que el camino libre medio 
de un polimero sea de un orden de magnitud mayor que el de un metal es útil para tener una idea de lo bajas 
que son las densidades electrónicas en los polimeros respecto a otros materiales. 

Ya sea en su forma para dispersores puntuales ( 2 . 5 )  o voluminosos (2.7),  la suma de las funciones exponenciales 
complejas constituye lo que se conoce como la función de dispersión en la aproximación de Rayleigh-Debye, y su 
cálculo para diferentes sistemas constituye el tema principal de este trabajo. 

La cantidad observable en un experimento es la intensidad dispersada, que es proporcional al cuadrado del 

1 

campo eléctrico: 
C pq2 r = - 1 ~ ~ 1 ' .  

8T . .  

.&si pues. después de calcular la función de dispersión analizaremos la intensidad dispersada por los sistemas 
que est,udiaremos. Se debe notar que el valor mázimo de la integral de dispersión es la unidad sin importar las 
dimenaiones o número de los objetos dispersores. Así entonces, al comparar la cantidad de rayos X'  dispersndos 
por elementos de la misma forma pero de distinto tamaño, debemos prestar atención al cambio de estrvctum del 
patrón de dispersión mas que al valor mismo de la intensidad dispersada medida por la cantidad Habiendo 
aclarado e& nspecto de interpretación seguiremos llamnndo n (FI2 intensidad. 

2.2. El desorden en los copolímeros en bloque 

A p s : i r  de la capacidad que poseen los copolímeros en bloque de autoensamblarse en escalas nanoscópicas, 
los niatrriales formados por estas macromoléculas no están exentos de presentar cierto grado de desorden. Las 

iinirlades fiindament.ales que se repiten a lo largo del material no necesariamente aparecen todas alinead- ni con 
la  ~iiisina drirntación. También es posible que varias unidades fundanientales se agrupen de manera ordenada en 
un arreglo de milyores dimensiones y que sean estos congloineradcs los que se encuentren desordenados a lo largo 
y aiicho del material. Esto depende de las varibles de procpso como .ion las direfencias de temperatura, presión, 
esfiietzos de rorte etcttera. 

Este dcsciden debe tener una influencia sobre el patrón de la irit.ensidad dispersada total. Para poder incluir 
este ingrediente en nuestros cálculos debemos calcular el proniedio de la intensidad dispersada en todas direcciones 
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por un arreglo de un tamaño de grano definido. En  ecuaciones el promedio es 

donde I es la int,ensidad dispersada en cierta dirección y dR es el infinitesimal de ángulo sólido en esa dirección. 
La  variable independiente en el patrón de la intensidad promedio dispersada es la norma del vector q, que ,211 

4?r a 

A 2  

tbrniinos de parametros físicos es 

q =  - sen- ,  

donde a es el ángulo entre la dirección de incidencia de los rayos X y la de observación de la rsdiai ión :ii?pers::ti:t. 
Con frecuencia una muestra se muele para ser observada en una cámara de polvos. E l  tamaño .+ ~ r u o  eii 

una molienda típica es del orden de magnitud de 10bm = 1 x 104nm 16, 7,  p.202 y Si]. Esto indics que en cada 
grano existen aproximadamente al menos 

unidades cristalográficas. 



Capítulo 3 

Factores de forma y estructura 

3.1. Definiciones 

Identificar a través del patrón de difracción de rayos X la configuración por la que han optado íos bloques 
de un copolimero al segregarse mutuamente, no solo implica reconocer la forma de los corpúsculos dispersores 
individuales, sino también la posición relativa que guardan entre ellos. Asi, por ejemplo, de examinar la luz 

dispersada por una de las muestras de copolímero, se debe reconocer si esta está formada por esferas o cilindros, y 
averiguar si su disposición es la de los vértices de un cubo o la de los vértices de un hexágono regular, por ejemplo. 
La respuesta a estas cuestiones representa la solución completa al problema práctico que nos hemos planteado. 

Para introducir los conceptos básicos que nos permitirán responder a las preguntas formuladas en el párrafo 
anterior, consideremos dos partículas aisladas en el espacio como las que se exhiben en la figura 3.1. No es 
imperativo que sean idbnticas. Elijamos sendos puntos de referencia en el interior de los corpúsculos y utilicemos 
sus yectores desplazamiento respecto a un origen arbitrario para indicar las posiciones de cada uno de los cuerpos 
dieléctricos. Designemos a estos vectores i. y rb. Sin duda este sistema es relativamente simple, tan sólo un par 
de corpúsciilos. Intentemos pues responder a la cuestión de cómo afecta a la integral de dispersión F 

1 , 

que definimos e n  el capitulo anterior la posición relativa de estas partículas. 
Di, wurr<lo con la definición anterior de la integral de dispersión, en el sencillo caso de las dos particulas de 

l;i figiira 3.1 t(vimios que la ecuación (3.1) se escribe 

rloiirlr I;, 1- 1;. so11 los yolúinenes de los dispersores. En virt.ud dc que el volumen de integración está contenido 
i3n dos siiperíicics rerradas distintas. podemos reescribir la integr;il de dispersiói: como 

Transformenios ambas integrales con sendos cambios de nriatAe. Definairioc dos sistemas de coordenadas 
di:;tiiit>s con sus orígenes en los puntos de referencii que con a i i t e l a c h  elegimos en el interior de <.?,da una de 

. 1. ,IS . p u t i d a s .  , Sean pues r' = R' - ra y r" = R" - rb. La furiciiiri <I<, dispersión se ronviwtt: en 

11 
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r" 

O " 

R' R" 

O 

Figura 3 1 :  Sistema formado por dos dispersores. 

Cada una de las integrales que aparecen en el miembro derecho de la última ecuación cuantifica cómo dispersa la luz 
cada cuerpo diléctrico sin importar si se encuentra en la presencia del otro corpúsculo ni de la posición que guarda 
en relación a él. El valor de cada integral depende exclusivamente de la forma y tamaiio del objeto examinado a 
través de los volumenes de integración V, y Vb y de sus orientación relativa a las direcciones de propagación de 
la onda incidente y de observación por medio de los productos q . r' y q r". Estas integrales están determinadas 
exclusivamente por la forma de los corpúsculos dispersores y de sus orientaciones. Ahora busquemos simplificar 
las ecuaciones y supongamos que lo5 cuerpos son idénticos en forma, tamaño y orientación. Las integrales serían 
en tal caso iguales así como los volumenes de las partículas que de ahora en adelante designamos con V. Entonces 
se cumple que 

) e'q'rd3T 
1 

2v 
F = - (&rS + eiq.rd 

Defiiiinos a'partir de esta ecuación el factor de forma f: 

ron Io que la función de dispersión se transforma en un producto de dos funciones 

+ PI-) f. F = - ( ewr< .  1 
2 

1% 

Eii geiieral: definimos el factor de forma de como aquel factor de la integral de dispersión que depende escliisivn- 
irieiite de la forma y orientación de los dispersores individuales. El factor 

que acompaña al de forma contiene la informaciún de la disposición relativa de las p a r t i d a s  respecto a un origen 
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Figura 3.2: Representación bidimensional de un cristal que ilustra su periodicidad en el espacio. 

común por medio de los vectores ril y rb y de la orientación de sus posiciones en relación a las direcciones de 
propagación de la luz incidente y de observación a través.de los productos interiores q . ra y q . r b .  No contiene 
nada de información acerca de la forma ni orientacidn de los corpúsculos individuales que forman el sistema. 
Esa tarea está completamente delegada al factor de forma f. Este término cuantifica exclusivamente los efectos 
de dispersión por la estructura que forman las particulas más allá de cualquier detalle individual de los cuerpos 
dieléctricos. A este factor se le conoce como factor. de estmctura. Así, la función de dispersión de un sistema 
formado por esferas colocadas en los bértices de un cubo, contiene el mismo factor de estructura que uno formado 
por elipsoides en la misma disposición y orientación. Por supuesto, 

En  el caso de contar con N dispersores la integral de dispersión es 

(3.2) 

Y si todos los corpúsculos son iguales podemos factorizar el factor de forma para obtener 

(3.3) 

En los casos que examinaremos, con frecuencia por cada cuerpo situado en la posición r, habrá otro colocado 
en el s i t i o  indicado por el vector -ra. El  factor de estructura eii talizs ocasiones puede reescribirse conlo c o s q . r , .  
La  fuiicibii <I? dispersión de nuestro ejemplo de dos partíciiliis se ri~I111~e así a 

F == f cos q .  r,, 

La gc~ner;tlización a 2 N  partículas es tan sencilla como iiimtdinta. Si uno de los corpúsculos del i-ésimo par 
de dispctsores del sistema se encuentra en la posición r, y 6.1 otro f'n -rj,  entonces la función de dispersión se 
ronviert~ en 
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En el caso de haber una partícula en el origen de coordenadas entonces la integral de dispersión es 

14 

(3.4) 

E n  caso de ser los dispersores elenientos puntuales, por comparación de las ecuaciones (3.3) y (2.5), vemos qiie el 
factor de forma los corpúsculos es la unidad. 

3.2. Materiales rristalinos 

Como se verá en secciones posteriores, el formalismo anteriormente descrito nos será útil ai estudia1 los 
resultados numéricos de la intensidad de rayos X dispersados por un sistema de corpúsculos. Sin embargo, tan 
sólo hemQs impuesto una sola condición de simetría para describir la estructura regulsr de los sistomas que nos 
interesan. A saber, hemos simplificado l a  ecuación (3.3) al reconocer que para cada par de dispersores idénticos 
en posiciones diametralmente opuestas, la contribución conjunta a la integral de dispersión es una función Coseno 
en lugar de un par de funciones exponenciales. La simetría impuesta implica sólo la posición relativa de pares, no 
la disposición relativa de todo un conjunto de corpúsculos a lo largo de todo el material. E s  más, las ecuaciones 
de la sección pasada describirán correctamente al sistema aun si suponemos que los dispersores se encuentra 
distribuidos aleatoriamente en el espacio, siempre y cuando por cada partícula se encontrara otra en la posición 
dinietralmente opuesta. Por supuesto, para que la integral de dispersión refleje en su estructura matemática toda 
la regularidad de 1 r . s  sistemas que nos interesan, debemos imponer má9 condiciones sobre las posiciones que pueden 
ocupar los dispersores. 

Ahora estudiaremos cómo afecta a la integral de dispersión el hecho de que.todo el material se pueda formar 
con la repetición en las tres direcciones del espacio de una unidad elemental de partículas. A este arreglo básico se 
le conoce como unidad ciistaiogrúfica. En la figura 3.2 se muestra una versión en dos dimensiones de un cristal. Dos 
tipos diferentes de corpúsculos se representan con círculos y óvalos. La unidad.cristalografica del cristal mostrado 
se define con dos vectores ai y a2 que se denominan ejes cristaíogdficos y que se intersectan en un origen de 
coordenadas que pertenece exclusivamente a esta unidad básica. .41 sistema de coordenadas que forman estos ejes 
lo denominaremos sistema local de coordenadas. De ahora en adelante nos referiremos a la unidad criastalográfka 
al igual con los nombres unidad básica o unidad elemental de forma indistinta. 

Pix otro lado, para incluir explícitamente en niiest,ras ecuaciones la existencia de la unidad cristalográfica, 
lo iiiis cniiveiiiente será referirnos a cada ejemplar de esta unidad con el vector desplazamiento de SU origen de 
~~ioi-<lew;~das local M, respecto a un sistema coordenado global. Así podremos escribir la posición de cada uno de 
Ins ~ l i w i i ~ ~ t o c  del sistema en términos de la posición del origen local M, de la celda a la que pertenece. Sea entonces 
i,, la posición en el espacio tridimensional del Ti-ésimo dispersor de una unidad cristalográfica respecto al origen del 
sistema kiml de coordenadas correspondiente. Designaremos las diferentes celdas cristalográficas con tres enteros 
m i .  r f t ?  y ,113 tales que el origen de la celda mlm2rii:1 se encuentr?. en la posición M, = m 1 a l  + m2a2 + in383 

respecto al origen del sistema global de coordenadas del cristal. Entonces la posición del n-ésinio dispersor de la 

iiriirlad irilni2m3 la podenios escribir como 

RZ = rnlai + m2al + m3a3 +in 

El siimaiido con el que contribuirá este corpúsculo a la  integral de dispersión (3.2) escrita en términos de funciones 
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exponenciales es 

(3.5) fn exp{iq (mial  t m2a2 + m3a. + rn)} 
La función de dispersión total F se obtiene sumando sobre todos los valores del índice n que toma en cuenta 
las contribuciones de todos los elementos en la celda unitaria, y despues sumando sobre todos los valores de los 
índices mi, TIL? y m 3  para incluir las contribuciones de todas las unidades cristalográficas existentes. Escribiendo 
el resultado como el producto di: las cuatro sumas obtenemos 

N2-1 NJ-1 

x exp( iq .m?a2)  exp(iq.m3a3) 
**=O m3=0 

(3.6) 

La suma sobre el indice n 

G = f n  exp ( i q .  rn) (3.7) 
n ! 

depende de las posiciones r, de todas las partfculas que forman la celda básica, por lo que siempre depende de la 
estructura estudiada. De acuerdo con las definiciones que hemos dado de los factores de forma y estructura en la 

I+. sección 3.1,  las funciones fn son los factores de forma de los dispersores individuales. Sin embargo, la expresión G 
no solo depende de las posiciones relativas de los corpúsculos sino también de su forma a través de las funciones 
f,,, por io que no podemos llamarle factor de estructura. Ewla literatura a esta función se le conoce como factor 
de estructura aun a pesar de contener información acerca de la forma de los dispersores individuales 17, p. 281. 
En general es imposible factorizar el factor de forma fn de la suma, pues no necesariamente todas las partículas 
de la unidad cristalográfica son idénticas. En los casos que nos interesan todos los dipersores son iguales, lo que 
nos permite escribir la suma como 

G =  f x e x p ( i q . r , ) ,  

. .  

n 

produciendo la aparición en la expresión (3.6) del factor 

que sí porlrrnos llamar factor de estructura de la integral de dispersión. 
.1liora bien. los srirnandos de las adiciones sobre los indices mi. 7n2 y rn3 forman progresiones geométricas, 

cii.n suma se <,;tl<:iila con la fórmula 

rl - n 
S = n -t ar + ar" + .  . . + 1 = - 

r - 1 '  (3.8) 

dimile ri es el primer término. 1 el último y T el cociente de la progresión. La aplicación de la ecuación (3.8) a la 
suma sobre el índice nil la ronvierte en 
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Por supuesto, las expresiones para las o t r a  dos sumas son similares, por lo que obtenemos 

e x p ( i q . N i a i )  - i e x p ( i q . N z a z ) - l  
exp iq  ai - 1 exp (iq ,az) - 1 

F = G---- 

exp (iq N3a..) - 1 x --- 
exp (iq. as) - 1 

. 

El cálculo de ia intensidad dispersada exige multiplicar la integral de dispersión por su  comple,jo conjugado 
F' 

exp(-iq.iViat)-lexp(-iq.Nzaz)-l F' = G' -- 
exp( - - iq . a l )  - 1 exp(-iq.az) - 1 

exp(-iq.N3a3) - 1 
X 

e x p ( - i q . a s ) - i  ' 

donde 
G' = .f* exp (- iq '  rn) 

n 

AI realizar el producto FF' aparecen productos que se pueden simplificar con la siguiente identidad 

exp(-iNz) - 1 2 - 2cosNz - sen2(Nz/2) - 1 I =  2 - 2cosz senzz/2 ' 

por lo que el resultado final es 

FF* = ff* exp ( i q .  rrn) C e x p  (-iq.  rn) 
rn n 

sen 3 (q , Ni ai) sen (q , NzaZ) sen f (9. &as) 
X (3.9) sen 2 (q . ai) sen 2 3 (9, az) sen2 f (q . as) ' 

En esta última ecuación podemos identificar tres factores que poseen un significado geométrico definido. El 
primero es ff' que es la norma al cuadrado del factor de forma de los dispersores que forman el material y que 
definimos en la sección anterior. El siguiente es 

exp (iq r,) exp (-iq rn) 
m n 

Est,e factor caracteriza la posición relativa de los rorpú?xlos en el ámbito exclusivo de la unidad cristalogrifiia. 
i rl twi-er factor 

s e n ' f ( q . a i )  s e n ' i ( q  a?) senz$(q.a3)  

iiitrocliiw pn Itis ecuaciones el hecho de que la unidail c. ist;dográfica se repite para formar el material. 
En caso de considerar dispersores puntuale:,, 'I e txp;.esionrs de esta sección se simplifican sustituyendo todos 

2- 
los factows de forma f por la unidad. 

3.3. Factores de forma 

Antes de proseguir mostraremos explicitam, nti: y ,:or. cierto detalle la manera de realizar algunos de los cálculos 
de los factores de forma más comunes e impoi.ta*ites. ..:. sabei, Fxaminaremos el caso de la esfera, la semiesfera 
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y del cilindro. De los tres, el único que no se haya en la literatura más conocida de dispersión de luz es el de la 
semiesfera 121, cuyo factor de forma será útil para eventualmente plantear la cuestión de dispersión de luz por 
morfologías más complicadas como la ,de los cihdros decorados que no se estudia en este trabajo. 

3.3.1. La esfera 

Presentaremos en esta sección una maneia un poco más elaborada de calcular el factor de forma de una esfera 
que la que generalmente se encuentra en los libros de texto de dispersión de luz. Sin embargo, la generalidad del 
método ,justifica su exposíción. 

Escribamos el vector q en coordenadas cartesianas 

y por completitud y posible referencia futura, consignemos igual su dependencia con las direcciones de incidencia 
de la onda plana entrante y de observación respecto a un eje arbitrario de coordenadas (la simetría esférica del 
objeto permite escoger un sistema de coordenadas arbitrario sin ninguna consecuencia) 

gz 

g,, 

= 

= 
k ( sen 9, cos 4, - sen 80 cos &,) 

k ( sen 9, sen 4, - sen 8, sen &) 

gz = k ( c o s B , - ~ 0 ~ 9 ~ ) .  

El factor de forma de cualquier cuerpo dieléctrico lo podemos calcular a partir de la ecuación 

Ctilizando la transformación de coordenadas z = r sen 9 cos 4, y = r sen b' sen 4 y z = T cos b' escribimos la ecuación 
(3.10) romo 

en dorulr~ a es el radio de la esfera. Realicemos primero la intrgral.qiie implica al ángulo polar. Con la ayuda de 
la ideiitiilnd 

C ~ S  ( a  -,. b) = cos a ('os /I - W I I  (L S C I ~  6 

transformemos el sumando que aparwe cotno el .trgdmento (IC  I;i fiini.ii)ri exponencial: 



, .--*, . 
!! 
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Goiide 
(3.11) 

Al integrar obtenemos la función cilíndrica de Hessel de orden cero: 

1/ 

f = - 2?r 1 ?>'di' d8' sen8'Jo (T' s e n 8 ' m )  e'a 'r 'CoSe' .  
v o  

El paso siguiente consiste en definir un sistema de coordenadas cartesianas que nos permita desacoplar el argu- 
mento de l a  función de Bessel del factor que aparece como argumento de la función exponencid. Si definimos 

. z' = T' cos 8' y y' = #sen 8' , entonces dydx = r'dr'd8'. Así, una de las integrales sera inmediata: 

Ahora es preciso hacer otro cambio de variable. Definamos u = ; la integral adquiere así una forma que 

apaiece t.n las tablas de integrales: 

y rirrihierido l a  forma explícita de la función de Bessel de orden semientero correspondiente 

Ilegaino? ,t la expresión desedda para el factor de forma 

3.3.2. La semiesfera 

(3.12) 

El prncedimiento conveniente en este caso es mny sirnilar al seguido en el apartado anterior. Sin embargo. en 
esta ocasión resulta imposible escribir el resultado mi t6riiiiiios de funciones elementales. Debemos contentarncis 
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con reducir la integral a cuadratiiras y redizar r á h k  concret,os con un ordenador si estamos interesados en 
su valor riuniérico. Análogamentc , escribimos la integral (3.10) en coordenadas esféricas y procedemos 
anteriormente lo hicimos 

Hay que destacar que ahora los límites de integración han cambiado pues el dieiéctrico es ahora UI a scricsfer:i,. 
A continuación nos ayudamos del sistema coordenado definido para el caso anterior y obtenemos 

&J'.Jo ( m y ' )  u'. 27r 
f = - e"."'dx' 

v o  
Ecuación que 'modificamos sabiendo que 

JQ (2:) xdx = zJi (2)  I 
Así pues, el resultado es 

(3.13) 

(3.14) 

Esta expresión es la cmveniente para propósitos de cálculos numéricos 

3.3.3. El cilindro . 

El mPtodo es mny similar al utilizado en los dos cssos anteriores. Mas en esta ocasi6n'el problemaes más sencillo 
aun. pues al utilizar coordenadas cilíndricas podremos, después de algunas operaciones, separar el integrando en 
cl producto de dos factores dependientes de diferentes variables. En coordenadas cilíndricas la ecuación (3.10) es 

vu 4 quv <I  (35 t 4  radio del cilindro y d su longitud. Simplifiquemos el sumando de la función exponericial tal y 
('mu(> liii,iriios  PI^ l o s  dos casos anteriores y notemos al igiiai qiie podenios escribir la integral respecto a1 ingiilo 
u i i i u i t ; i I  iiiirii,rliat;inipiite: 

<liiu<ltJ i stl <ktini,  (.i,ii las ecuaciones (3.11). La integral se r ~ d u c e  ii un par de factores, uno dependiente :,ok dr  
I. ,  , ,... iiii,i :. , I o Y' y otru dependiente solo lie la variable :' 

La r<.iiii<.ión (3.13) nos es ahora útil para realizar la primf.ra <Ir e,llas. mientras que la segunda es directa. El 
rusultarlil final es pues 
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Figura 3.3: Grupo de dispersores puntuales dispurstos en cubo centrado. 

. 

3.4. Factores de estructura 

Ahora es el turno de examinar a los factores de estructura más sencillos y comunes. Los estudiaremos consi- 
derando a los dispersores como partículas puntuales. 

Las esferas suelen acomodarse en los vértices y en el centro de un cubo imaginario, y los cilindros se ha 
observado que se colocan en los vértices de un hexágono regular e imaginario paralelos los unos a los otros, y con 
sus ejes perpendiculares a1 plano del hexágono que forman. 

3.4.1. Cubo centrado. 

Escribamos el factor de estructura del grupo de nueve partículas situadas en los vértices y en el centro de un 
cubo imaginario cuya arista es de longitud L y que se muestra en la figura 3.3. Las coordenadas de los corpúsculos 
relativas al centro del cubo son, a parte de la que se sitúa en el origen. 

c1=( 

(3.15) 

En este caso los ejes cristalograficos a,, a2 y a3 coincidpii ('on Im vertores unitarios utilizados para definir un 

sistema coordenado cartesiano. Entonces podemos escribir: 

9=  j 
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Xotemos que a excepción de la particula que se encuentra en el srigen, por cada corpúsculo existe otro situado 
en la posición diametralmente opuesta. Así pues, tal como explicamos en la primera secci6n de este capítulo, 
podemos escribir el factor de estructura como lo indica la ecuación (3.4) 

c o s ( q . c i )  + 2 c o s ( q . c ~ )  + 2 c o s ( q . c J ) + : c o s ( q ~ ~ ~ ) +  i]. F = - [2  
1 
9 

Los productos interiores son fáciles de realizar: 

L 
2 
L 

L 
7 

L 

9 . C l  = - (qz + 4v - 4;) I 

9 ' C Z  = 2 (9, +q, 

9.  c3 =: - (qz - qy  - q:) I 

q ~ .  c4 =: .;. 'ii. - qsr + q r )  , 

y la estructura del resultado se puede simplificar con ayuda de la siguiente identidad: 

ms(5 + y - z )  + cos(2 + y + 2 )  + cos(z - y  - 2) +cos(? - y  + 2) = 4coszcosycosz.  (3.16) 

Tenemos pues que en coordenadas cartesianas el factor de estructura lo podemos representar como 

(3.17) 

Este es un resultado importante, pues conociendo el factor de forma correspondiente a las partículas dispuestas 
en esta estructura comúnmente llamada de cubo centrado y definiendo las direcciones de incidencia de los rayos X y 
la de observación, podemos predecir el patrón de difracción que en el experimento se observaría. Sin embargo, m u y  
rara vez. sino es que nunca, tendremos la oportunidad de examinar bajo nuestro difractómetro un conglomerado 
aislado de nueve partículas ordenadas de esta manera. Los mat,eriales de nuestro interés están formados de una 
infinidad de estas unidades. Algunas ocasiones se encontrarán orientadas en todas las direcciones posibles a causa 
de la forma de como se formaron las fases, de tal forma que los dispositivos de medición a lo m& podrían medir 
el efecto colect,ivo de la difracción de la multitud de unidades contenidas en la muestra. O bién, puede suceder 
que In niiiestra de copolimero se prepare para su observación en una cámara de polvos. Debemos pues promediar 
rl ciiailrailo del factor (3.17) sobre todas las direcciones posibles por las que podrían optar las unidades cúbicas 
iiiie foriiim el material. La  cuestión es sencilla desde el punto de vista conceptual. El promedio ha de realizarse 
wi>rc rmlos los ángulos súlidos abarcados por la esfera unitaria. Y en virtud de que liemos construido el sistema 
( I c ~  ciior~ic~nadas íijo al cubo centrado, es la dirección del wctor q la que debemos consideras variable aL realizar 
el proiiirdio. Escribimos ahora q en coordenadas esféricas: 

qz = q s e i i o c o s ~ .  

qu = qsenoseri 9, 

q. = qcoso, 

poi Io que el promedio del cuadrado de la función de estructura. que es proporcional a la intensidad de los rayos 
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X medida por un diiractómetro en el laboratorio, es 

La complejidad de la integral es consecuencia de tener que enfrentar un sistema rectangular con coordenadas 
esféricas. 

En coordenadas cartesianas es muy sencillo calcular los valores d t  g en los cuales se hayan los m l x i m ~ x  y 
mínimos de la funcih (3.17). Estos son 

(3.19) 

- 
donde n. = O ; i ,  2 , .  . ., ny = O, 1,2,. . . y n, = O, 1 , 2 , .  . . Podemos reescribir estos tres resultados en una sola 
ecuación que muestra que los máximos y mirunios dependen tan sólo de l a  magnitud del vector q y no de su 
orientación respecto a las estrukturas iluminadas por los rayos X.  

g q =  J-r. (3.20) 

Teniendo en cuenta el valor de la variable q, Ikgamos a una expresión ampliamente conocida por los cristalógrafos 
como ley de Bragg [4, p. 861: 

(3.21) 
sen T x 

J w = z  
Los enteros n,, ny y n, se conocen como indices de Miller. Sin demostración diremos que los tres números 
designan a un conjunto de planos paralelos y equidistantes formados por dispersores. Uno de los planos atraviesa 
el origen mientras que ei siguiente más cercano intersecta los ejes cristalogrficos de longitudes a,, ay y a, en las 
coordenadas a,/n,, ay/ny  y a,ln, respectivamente 17, p. 161. 4si entonces, la dispersión producida por el plano 
de dispersores designado como 110 (n. = 1, n,, = 1 y i ir  = O) se debe observar en el patrón de dispersión en la 
abcisa q = 2r---/L. 

La grjfica 3.4(u) es el resultado de realizar la integral (3.18). La gráfica 3.4(b) es el promedio en todas las 
orientaciones del factor de forma calculado con la prescripción (3.4) de 91 elementos dispersores. Y la gráfica (c) 
de la figura 3 4 PS e¡ promedio del factor de estructuta de 1729 corpúsculos. La variable independiente q' de las 
gráficas no es la misma qlie la que aparece en la ecuación (3.18). Para propósitos de cálculo hemos cambiado !a 

por io que en términos drl á'igulo a 

L a  
x 2  

q' = -sen -! 
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Figura 3.4: Patrones de dispersión producidos por corpúsculos ?untuales dispuestos en cubo centrado. El grupo 
dispersores de la gráfica ( o )  consta de nueve elemenl.os, el de la jegunda (b) de 91 elementos y el de la tercera (c) 
de 1729 elementiis. 
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máximo q * = i J  ni + ny + n: 
1 +42 ij 0.707107 

3 $ 4 6  FS 1.22474 
4 $48 FS 1.41421 
5 $410 ij 1.58114 
6 $/12 ij 1.73205 
7 $ 4 1 4  FJ 1.87083 

2 $ 4 4  = 1 

n., nu, n, 
110 
200 
211 
220 
310 
222 
32 1 

y la ecuación (5.11) toma la forma 

(3.22) 

El rango importante de la variable q' en las gráficas se calcula con los valores maximos y minimos de las variables 
que lo  det,erminan. Es decir, si los tamaños máximo y ininimo de la arista del cubo centrao.son Lmsx = lOOnm 
y Lmi, = lnm respectivamente, las longitudes de onda máxima y mínima empleadas en un experimento Ama, = 
0.25nni y Amin = O.05nm y los ángulos máximo y mínimo amdx = lo y amin = 0.04', entonces el rango importante 
de q' se encuentra entre los valores 

1% 

(3.23) 

Examinemos primero la gráfica (c)  de la figura (3.4) pues en ella los picos de interferencia constructiva se 
encuentran más definidos que en las g;áficas (a) y (b). Como predice la ecuaci6n (3.22), el primer máximo en 
la gráfica lo encontramos en q' = l / f i  ij 0.707 y corresponde a la hterferencia constructiva del plano 110. 
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Figura 3.6: Interferencia (a) constructiva en el arreglo de cara centrada y (b) destructiva en el arregln c,e cubo 
centrado[4, p. 1081. 

En  el cuadro 3.1 se muestran las posiciones del resto 8 : .  ' I +  máximos de intensidad dispersada observados en la 
gráfica y los planos que las producen. E s  notorio que I.:.> ,:' !servamos la interferencia causada por varios planos de 
dispersores que en principio la ecuación (3.22) indica. Eli e1 cuadro 3.2 se enumeran algunos casos. Para explicar 
estas ausencias consideremos los rayos dispersados por las partículas que se muestran en el dibujo (a) de la figura 
3.6 que corresponden a los planos designados con los indices O01 de un arreglo de cara centrada. Supongamos que 
la ley de Bragg (3.21) se cumple para,el caso particular de la longitud de onda X y para el ángulo de incidencia 
a empleados. Es decir, para las condiciones del problema bosquejado en la figura, los rayos dispersados por los 
planos de partículas deben interferir constructivamente y crear un máximo de rayos X dispersados. Físicamente 
esto indica que la diferencia de los caminos ópticos ABC (= AB + BC = 2dsenu) entre los rayo's 1' y 2' es un 
múltiplo entero n de la longitud de onda A, por lo que los dos rayos están en fase y contribuyen constructivamente 
a la difracción. Matemáticamente escribimos 

ABC = 2dsena = nX. (3.24) . 

Ahora bien, en el caso del dibujo (b) de la misma figura, los rayos 1' y 2' están en fase pues la diferencia de 
caminos ópticos ABC también es una longitud de onda. Sin embargo, en este último caso existe otra línea de 
elementos dispersores exactamente a medio' camino entre los planos que dispersan los rayos 1' y 2'. Este tercer 
plano dispersa el rayo 3'. La  diferencia de caminos ópticos D E F  entre el rayo 3' y el rayo 1' es 

d <1 X 
2 2 2 

D E F  = D E +  E F  = - s e n a +  :sena = dsena = n - ,  

donde SP ha utilizado la ecuación (3.24). Esto es, D E F  es un miiltiplo semientero de A, por !o que los rayos, 1' y 

3' estan completamente fuera de fase y se anulan mutuamente. De nianera'siniilar, el rayo 4' dispersado por el 
siguiente plano (que no se muestra en el dibujo) interfiere destructivamente con el rayo 2' 14, p. 1071. Entonces 
en este íiltimo caso no se encuentra dispersión debida a los planos 001. C m  un análisis análogo se puede explicar 
que en el caso del cubo centrado no existe la dispersión por 10s planos 100, 111: 210, 300, 221, 311 y 320. 

Como conclusión podemos afirmar que en cada ocasión en la que el material examinado muestre una sucesión 
de máxinir>s como los observados en la gráfica 3.4, tendremos la certeza glue se trata de partículas dispuestas en 
un arreglr cuya unidad básica es el cubo centrado. 

Lo anterior ilustra que la ausencia y presencia de máximos de interferencia en lugares específicos del patrón 
de dispersih depende de la posición relativa de los dipersores dentro <!e la unidad cristalográfica. Por otra parte, 
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I q*= i \ j nz+n ;+n :  1 n,,n,,n, I 

Cuadro 3.2: Picos ausentes del pdtrón de dispersión del cubo centrado [4, pp. 516,5171 

la disposición relativa de estos elementos es siempre regular pues es con la repetición de la unidad básica que se 
puede construir la totalidad del material. Así, si conocemos el comportamiento óptico de esta unidad elemental, 
las propiedades ópticas del material se seguirán tomando en cuenta algunas otras consideraciones extras en la 
teoría. La posición relativa de los dipersores dent,ro de la unidad cristalográfica se pueden estudiar a través de 
operaciones que intercambian las posiciones de ¡os dispersores indistingibles que la forman [6, pp. 6-15]. Por 
ejemplo, si rotamos el cubo centrado de la figura 3.3 por un múltiplo entero de 90" alrédedor del eje que ahí 
mismo se muestra, obtendremos el mismo arreglo de cubo centrado en virtud de que las partículas dispersoras son 
indistinguibles. También, si efectuamos una reflexión respecto a un plano que pase por el centro del cubo i q u e  sea 
paralelo a cualquiera de sus caras, obtendremos la misma configuración inicial. A estas operaciones geométricas 
se conocen como trunsfomuciones de simetriB, y id conocimiento de todas las transformaciones de simetría de un 
cristal conduce saber qué máximos de intensidad se hayan presentes y ausentes de su patrón de dispersión. Para 
ilustrar cómo sucede esto, escribamos la ecuación (3.7) en términos de los índices de Miller que por lo que resta 
de la sección llamaremos h, k y 2. Utilicemos una nueva base de vectores bl, bz y b3 cuya definición depende de 
los vectores critalograficos at, a2 y a3: 

Escribamos un vector arbitrario r utilizando esta nueva base 

r = p i h +  pzbz f p3b3 

Los valores de los coeficientes pi, pz y p3 se pueden conocer notando que se cumple que ai. bj = 6,j. Esta relación 
implica para pi que 

r..ai =(pibi+pzb?+p3b3).ai =pi. 

Análogariiente se deduce que p2 = r .  az y p3 = r .as. El  vector arbitra.rio r se puede escribir entonces como 

r = (r .at)bi + (r .az) b? + (r.83) b3. (3.26) 

Ahora es fácil escribir el vector de dispersión q en. términos de los índices de Miller utilizando las ecuaciones (3.19) 

1 L 
2 

1 L 
-q.az = -qy = krr, 
2 2 

- 2 q . a i  = -qr = .  /UT, 

1 L 
-9. a3 = -9; = 1 ~ .  
2 2 
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La prescripción (3.26) implica que 

q = (q .adbi  + ( q . a ~ ) b z + ( q . a ~ ) b ~  
= 2n (hbi + kba + lbj) 

Con esta última expresión y escri5iendo las posiciones rn de los dispersores en términos de los vectores cristal* 
gráficos a i ,  az y a 3  

in = %ai + ?ha2 + w 3 ,  

el factor (3.7) 

se escribe como 

G h k l  = fn exp [2rri (hbi + k b z  + h )  ' (%al + ynaz + z,a~)] 
n 

~ 

= fnexp [2ni (hz, + ky, + 141. (3.27) 
n 

Ahora examinemos el caso del cubo centrado. Considerando la totalidad de las partículas que forman el material, 
para toda partícula en la posici6n z,ai +- y,az + zna3 siempre se encontrará otra en la posición (zn + $) ai + 
( y n  + 3 )  a2 + (z,, + $) as. Es decir, después de transladar cada corpúsculo del arreglo por el vector desplazamiento 
$ (a, + a? + as), obtenemos la misma configuración en virtud de que las partículas son indistinguibles. Esta 
operación es entonces .ma transformación de simet,ría. Con esta información podemos esribir la ecuación (3.27) 
como 

Ghbr = { 1 + exp [Ti (h + k + l)]} fn exp [2?ri (hz, + kyn + l .&) ] .  
n 

El término h + k + E  es siempre un número entero, lo que implica que el sumando exp [ni (h + k + l)] es la unidad 
o nulo: 

2 En fn exp [2ai (hz, + ky, + lzn)] 
O 

h + k + 1 = par , 
h + k + i = impar. { ,. 

GhkI = 

El conocimiento de una de la's transformaciones de simetría del sistema nos llevó a concluir que los rayos X 
dispersados por los planos descritos por índices de Miller tales que su suma es impar interfieren destructivamente. 

Ahora examinemos las gráficas (a) y (b) de la figura 3.d. No muestran máximos tan bien definidos como los 
de la gráfica (c). Esto de debe a que en tales casos los cálculos los hemos realizado con un número sensiblemente 
menor de partículas por lo que existe menos interferencia constructiva y destructiva. Mientras más partículas 
esten prrsentps en el arreglo, más interferencia habrá. En los experimentos comunes de cristalografía se cuentan 
ron millares, iino es que millones de corpúsculos dispuestos en una estructura regular, la interferencia será pues 
mucho mayor. Tenrrnos pues ante nosotros un método purn conocer cualitativamente el tamaño del grano que 
forrnn el inateraid pli,rnérico. 

3.4.2. Hexágono regular centrado 

En esta sección construiremos ei factor de estructura de un grupo de corpúsculos dispuestos en los vértices de 
un hexágono regular imaginario, ai igual que los resultados de realizar el promedio orientacional de la intensidad 
dispersada por este sistema. 
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Figura 3 . 7  Grupo de dispersores puntuales ¿ispuestos en hexágono centrado 

B 

Cuadro 3.3: Mhimos del patrón de dispersión de un grupo de corpúsculos dispuestos en hexágono centrado: 

Las coordenadadas de las partículas son las siguientes: ? 
: 

(3.28) 

a p a t e  de la que se encuentra en el origen. El parámetro L es la longitud de la arista del hexágono regular. Así 
como en el caso del cubo centrado, a cada p a r t i d a  podemos asociada con la que se encuentra en la posición 
diametralmente opuesta. El factor de estructura lo podemos expre'ar de acuerdo con la ecuación (3.4) como 

1 
7 

F = - ( 2 c o s ( q ' c i )  tZcos(q c , ) + ! c o S ( q ' c ~ ) + l ] ,  

donde 

q ' c i  = Lq, 
L 

L 
q . c z  = - 2 ( &  + 159,) 

9 . Q  = - 2 (-qr -I J I q u )  
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Con ayuda de las identidades trigonométricas más comunes se simplifica la expresión a 

F = - 2cos(Lg,) + 'LCOS ( /L -oz) cos ( lLqy) \/3 
+ I] 7 '1 , 2  - 

De manera completamente anaoga a como procedim,!~ en el caso del cubo centrado, maximizando esta última 
función respecto a las coordenadas del vector q obrenentos la ley de Bragg para el arreglo de hexágono centrado: 

(3.29) 

Con esta última ecuación las gr&'?cas de la intcnsirlad promedio dispersada por el sistema. ordenado son 
suceptihles del mismo análisis que realizamos en la sección anterior. Los resultados se exhiben eti la figura 3.8. Al 
igual que en el caso de la sección anterior, la ahcisa utilizada es 

que en términos del ángulo a se escribe como' 

L a  
q' = -sen -. 

A 2  

En términos de q* la ley de Bragg (3.29) se convierte en 

(3.30) 

E1 rango importante de la variable q* se encuentra entre los valores qkin = 0.0007 y q* = 8.7 pues la distancia 
entre vértices diamentralmente opuestos en un hexágono es el doble de su arista. 

Las graficas de la figura 3.8 se han obtenido de promediar en todas las orientaciones los factores de estructura 
de siete y 1311 elementos dispersores obtenidos con la prescripción (3.4). 

Como sucede en el caso de pocas partículas en un arreglo de cubo centrado, la dispersión por pocos corpúsculos 
dispuestos en hexágono centrado producen un patrón con máximos muy poco definidos en comparación a lo que 
se espera. En  la gráficas (a) es imposible reconocer alguno de los máximos que la ley de Bragg (3.30) indica. Sin 
embargo. en la gráfica (b) se muestra un patrón que a pesar de su perfil singular posee máximos de dispersión 
qiie concuerdan con la ecuación (3.30). En el cuadro 3.3 se enumeran los picos observados en la gráfica con los 

valores de los enteros n, y n,, que les corresponden. 



4x10" 

3x1 O" 

2x10' 

1x10' 

0x10' 

Figura 3.8: Patrones de dispersibn ptdu .id is por dispersores puntuales dispuestos en hexágono centrado. El 
grupo de dispersores de la gráfica (o) consta le siet., elomtmtos y el de la grefica (b) de 1311 elementos. 
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Capítulo 4 

Dispersión de rayos X por copolimeros en 
bloque 

donde laiunción de diapasiaa F m raduckal fsaor de arhuetura En e&ecapítuiocondderarum~ dtper*ua 
vol- A seba, estudistanos dispuestss en cubo centrado y dllndrommmdadm en hedgono 

estos - e n  los que la in-al de dbpmión amtiene ambon faaores de formay entnicturq debemos enperm 
csmbion im- en los ranJtSdas respecto a ha obtenidos en el capítuio snterior. 

Coa lo que hemos dicho de la h a d e  estoe corpkulos ya podemos dkir @ espersr de im reniltadae. ia 
simetríade kaeefwashSaparticularmeutefMltmbajara>n elh .  E l f r t o rd ed mms~d i en t ae s t bdado  

(4.1) 

amtrdo. En m, todos lae haorrr de hmadepetlden de lea trpa cxm&n&sdel Mctorq. Entoaeai, en 

por 
3 

- 7  f- - - (aenaq-aqaWaq).  
(WlY 

Esta ecuaei6n no depende de la direaidn dei veetor q, a010 de su magnitud. FIsiurmente esta indica que la manera 
como dispenisn las esferas no depende de la Cureeeión de incidenas de los rayos X o de !a de obSemd6n del 
dispositivo de medición respacto a la orientacim riel -o. Eata simatrla aimpufiea mnniblemeate el d d o  del 
promedio de todas lea direcciones de la fundór. W l  de dispersi6n. Etectinrmente, al realisar la lntepal rasp& 
a los dagulaa polar 8 y wimutal4i ea posible ml- el fsaor de formafueradel operad01 de integrSi. En el ca%o de 
las cilindms que sz disponen en hexápno eentrndo no corremos con la muima fort- Sus qjea MD toda paralelos 
y siempre perpendi- al plano del hex~goao. La dirección de los alindms d mmplatam&a determinada 
poi la orientaei6n del arreglo hacagonrl que toman. El fsaor de form& entoncw deba tmer una Muencia aobre 
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! 

donde 

el pmmedio de la intensidad diapeanada máa compleja que la que tienen lsi esáeras. 

4.1. Esferas en cubo centrado 

Todoe ice elementm d m  para Mbercómo dinpemarayos X un m o d e  &M en cub eentradolon 
estudiamm en el capftubanteior. Conduimos que si el c6muiooniemdoonmtade nueve de -, dtaetcrde 
estructuraea . 

1 L L 
9 2 F = - (8ax 59, ax a*ax 4, + l) , 

Tambih calcuiamce analftieamente el factor de forma (4.1). La integral de dispersión total e0Dsta del producto 
de ambos factores 

L F =  (sena9 - oqaxw), 

Entonces el promedio que ahora noB concierne es 
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. ! *  

. . . . . ,  

14'1 (adirnencional) 

Figura 4.2 Faetorea de forma de esferas de diferente radio. 

que en principio ea m& complicado que el del capítulo anterior que implicaba la misma estructura. El factor 
de forma (4.1), que aparece en esta W ó n ,  no depende de lae variables de integración 4 y 8. Entonces, como 
hablamos previsto en la introducción del capítulo, podemos eacrib~ el promedio anterior de una manma m& 
familiar como 

(4.3) 

Parte de esta expresión matedtica la construímos en el capitulo anterior. E!&a ecuaci6n conatitup el factor de 
forma multiplicado por el promedio del factor de estructura que examinamos previamente. Con loa resultados 
mmtrados en la gráfica 3.4 (c) podemos calcular loa valores de la integral (4.3) para cualesg&; vko&s de q. 

Para poder realizar la multiplicación correctamente debemos escribir el factor de forma (4.1) en teminos de la 
variable q*. La tr~formción adecuada ea aq = 4nZ 2 = 4x29' = 4x69.. El parametro (I ea el cociente del 
radio de la esfera a entre la lonqtud L de la ariuta del cubo centrado. El factor de forma ahora 8e escribe 

3 ( sen 4n6q - 4n6q co8 4n6q) . 
( 4 ~ 6 q ) ~  

(4.4) 

En la figura 4.2 observamas el patrdn de difracción producido por esferas de diferente tamdo. La linea que 
decae más rápido al aumentar la aback corresponde a una esfera de parámetro 6 = 0.2, la que le sigue representa 
a la dispersi6n producida por una de parámetw 6 = 0.1, la peniilt'ma deacribe el comportamiento de una de 
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CAPfiULO 4. D l S P ~ O N  DE RAYOS X POR COWL&E!.ROS EN BLOQUE 

Figura 4 .3  Patrones de difi.acCión de 1729 esferas dispuestas en cubo centrado. Los cocientes entre el radio de la 
esfera y la longitud de la arista del arregio wn (a) 6 = 0.01, (b) 6 = 0.06, (c) 6 = 0.1 y (d) 6 = 0.2 respectinunente. 
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I 

parametro 6 = 0.06, mientras que ia atima corresponde a ia m a  pequeña con un p a r h e t r o  6 = 0.01. Ea decir, 
mientras mayor es la esfera menor es la luz que dispersa para un d o r  q’ fijo. 

Para el sistema estudiado es simplemente el producto d > los valores de las grA6w 3.4 (c) y 4.2. El resultado 
se muestra en la figura 4.3. Mientras maS grandes sean las <esferas, el tamaño de los máximos en ciertas regiones 
de q* sera menor que en otras. Recordemos que como indicamos al final de la secci6n 2.1, la integral de dispersión 
utilizada para calcular la intensidad de las grA6w de la figura 4.2 se encuentra normalizada por el volumen que 
ocupari los elementos dispersores. Esto implica que es el tamaño relativo de los máximos de dispersión respecto a 
los demás máximos del mismo patr6n lo que hace palpable la diferenaa entre dispersores de uno y otro tamaño. 
P y a  poder comparar las verdaderas intensidades dispersadas por cotpiisculos de distinto tamaño, estas deben 
multiplicarse por el cuadrado del volumen de uno de los diypersores del sistema que las produce. 

Asf pues, tenemos ya un método para reconocer la geometría del sistema si se trata de esferas acomodadas 
en una reticula cuya unidad bssica es un cubo centrado. Es la posici6n relativa de las esferas la que produce la 
apariu6n de máximos de luz dispersada en valores de la variable q especfficos. Es mis, con la ayuda de la ecuación 
(3.20) y de la tabla 3.1 que se puede escribir en términos de q, podemos hasta calcular la longitud de la arista de 
una cubo centrado observando lo8 valores de q en la que se observan los máximos: 

i 

i 

Por otra parte, como se observa de las gr&icae de la figura 4 3, podrIamm tener una i d a  de la  magnitud de 
las esferaa que forman la retfda midiendo el valor de q en la que se extinguen lw ms;amaS de luz dispersada 
Así pues, cad4 oca~idn en la que e l  material ezaminado muestre una sucesión de márimos como los observados 
en lo g~@eo, tendremos la certczo que se tmt4 & partieulas dupuestos e n  un omegio cuy4 unidad &tea es el  
cubo centmdo. 

4.2. Cilindros en hexágono centrado 

En esta sección estudiaremos la dispenii6n por un conjunto de cilindros acomodada, en hexagono centrado. 
Los cilindros se amglan con SUB ej. paralelos los uno8 a los otm y perpendicularea al plano del hedgono 
que forman. El p a t h  de dispersión que forman una gran cantidad de estas unidades se calcula con los mismos 
métodos matemáticos de la secci6n anterior. 

En este cam el factor de forma es 

y el de luna estrudura de siete dispersores es 

(4.5) 

donde gr, qp y qz están dadas por la defbicibn (4.2), a es el radio del cilindro y d su longitud. 



4 

7 = L ’  
h cambia de Vsnablen indicadan para incluir sstos los pstimetmi B y 7 en la Ilitggd (4.6) non aq = 

I . ” .  
4a (e) (e) = 4a (2) q* = 47rSq. y dq = 4a (e) (2) = 4a (f) q’ = 4*7q‘. 

Los reauitada se muestran el la figura 4.5. Los cuatro patmnen exhibidos mnesponden a ciliinh muy largm 
como los que se observan en los copoümenx, en bloque. Su longitud ea veinte - máa grande que la arista del 
hexágono elemental del arreglo que forman. El parhetm que cambia de una grllfics a otra ea el que d&be el 
radio del cilindro. Como en el CBBO de las esferas, mientras m& grande ea el redio del cilindro, el tamaño relativo 
de aigunOa mtmimm de interferencia constructiva eambia reapecto a otrm en su mismo patrón de difrac.6n. 
Este ea un e6eeto completamente análogo al encontrado en el easo de esferas en cubo centrado. No debe pasaree 
desapercibido que las escdas de las grficas son distintas. Lae gr&iican (o) 1 (a) se muestran en la misma d a ,  
mientras que cada UUB de las grfica~ (c) y (d) posee su propia eseals. Eg claro que los efeaoe de interferencia 
mn mucho máa mar& en el caso de dinperuorw cilíuddcm que punt& 
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Figura 4.5: Cilindros en Iiexágonc cmtrado. 
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Figura 4 . 6  Varillas en hexágono centrado. 
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Es importante apuntar que las posiciones de los máximos son las mismas que las de los máximos de la gráfica 
3.8 (c). Este es un resultado inesperado pues en principio el factor de forma debería determinar en parte estas 

posiciones. Los valores de p en los cuales se encuentran los máximos los hemos determinado maximizando la 
integral de dispersión. En  el capitulo anterior esta integral constaba únicamente del factor de estructura. Ahora 
debemos tomar en cuenta también el factor de forma. Debemos resolver el sistema de tres ecuaciones 

con tres incógnitas qz, qu y qz;  f.. es el factor de estructura y frorma es el factor de forma. La  última ecuación en 
términos de las derivadas de cada uno de los factores es 

En general las oscilaciones del factor de estructura poseen una frecuencia mucho mayor que las del factor de forma. 
E8t.o se puede entender observando las estructuras de las ecuaciones (3.9) y (4.5). La frecuencia del primero está 
determinada por la cantidad de partículas (o bien por el número de celdas unitarias) que forman el sistema. 
SIientras que la frecuencia del segundo depende de las dimensiones del objeto dispersor. La  desigualdad 

se establece al advertir que er, general los sistemas estudiados contienen un número de partículas muy grande 
en comparación del tamaño d ?  las I'ariiculas dispersoras. Podemos ahora escribir la derivada de la integral de 
djspersión como 

por lo que la posición de los máximos de dispersión está determinada por la ecu:xión 
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que como ya sabemos indica que los máximos de intensidad dispersxia se encuentran el las posiciones enumera$as 

39 

! 
en el cuadro 3.3. 

Para terminar este capítulo estudiaremos el caso límite de vari:las. Estos son cilindros cuyo grosor es despre- 
ciable comparado con la longitud de la arista del hexágono que 1wma.n. En  desigualdades esto es a < L, que 
escrito como *; < 1 nos dice que el parárnetro 7 es despreciable. Utilizando hasta el término de primer orden del 
desarrollo en serie 

el factor de forma (4.5) se convierte en 

El patrón de dispersión que se observaría en una cámara de polvos se muestra en la figura 4.6. El  análisis de estos 
resultados en cuanto a las posiciones de los máximos es completamente análogo al de la dispersión por cilindros. 

h 
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Capítulo 5 

La giroide 

En este capítulo examinaremos la dispersión de luz por : .. ,Tiaterial formado por dos fases cuya frontera 
mutua es una superficie llamada giroide. Esta superficie pertei Y a la clase de lugares geométricos conocidos 
como superficies mínimas. E l  estudio de est% superficies comenzó a mediados del siglo XVIII cuando el matemático 
francés Joseph-Louis Lagrange se preguntó por el aspecto de una superficie acotada por un contorno determinado 
de antemano al exigir que su area superficial fuera la mínima posible. Este problema variacional condujo a Lagrange 
a una ecuación diferencial parcial cuya solución exigía el uso de herramientas desconocidas en aquella época. Así 
pues, las primeras conjeturas de verdadero carácter matemático surgieron a partir de observaciones de sistemas 
reales que optaban por acomodarse en superficies mínimas, y fué el turno del profesor belga de física y anatomía 
Joseph Plateau de formularlas en el siglo XIX. En la misma época en que Plateau empezaba a interesarse por 
las propiedades físicas y geornétricas de películas de jabón, este se d 6 ó  de forma permanente la vista al realizar 
en 1829 un experimento que obligaba a observar el sol por un periodo de veinticinco segundos. Aún a pesar de 
estar completamente ciego hacia 1843, Plateau condujo estudios acerca de las películas de jabón con la asistencia 
de familiares y colegas, y logró publicar muchas de sus conclusiones acerca de las superficies mínimas. Fué tal la 
popularidad que alcanzaron sus artículos que al problema planteado un siglo antes por Lagrange se le llamó desde 
entonces Problema de Plateau. . 

La giroide fue descubierta a finales de los &os sesentas del siglo XX por Alan Schoen mientras laboraba en la 
Agencia Espacial Estadounidense en busca de materiales ligeros y al mismo tiempo resistentes. En  virtud de su 

trabajo' la giroide pronto se popularizó entre los científicos interesados en las ciencias naturales. Sin embargo, la 
descripción que él realizó de su  descubrimiento en términos de cantidades sin definición matemática precisa, no 
se consolid0 en una eventual demostración matemática de existencia, por lo que la giroide no figuró como objeto 
de investigación entre los matemáticos sino basta los años ochentas. 

La giroide se extiende continua y periódicamente sin fin a través del espacio en sus tres direCciones perpen- 
diculares diviéndolo d n  dos partes. Nos enfrentamos ahora con un medio cocontinuo y no granular. Un medio 
cocontinuo es uno en el que entre cualesquiera dos puntos de la misma fase se puede trazar una trayectoria con- 
t,inua. Es decir, qiie se puede ir de un sitio a otro de la misma fase sin atravesar la otra fase que conforma el 
rnat,erial. Después de haber estudiado medios granulares como los que contienen esferas y cilindros, la primera 
cuestión que llama la atención es la de cómo definir la unidad cristalografica de un sistema rocontinuo. En los 
cams de los capitiilos anteriores las unidades cristdográficas estaban formadas por plementos finitos (gránulos) 
fácilmente identificables, por lo que la unidad que se repetía se delataba de manera evident,e. En el caso que nos 
concierne ahora, la respuesta la encontramos al percatamos de la naturaieza periódica de la giroide. Recordemos 
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Figura 5.1: La  región sombreada n C C se mapea en una superficie mínima en el espacio Euclideano tridimensional 
con las fórmulas de la representación de Weierstrass. 

que es con la repetición en todo el espacio de una unidad cristalogrfica como se construye la totalidad del mate- 
rial. Si la giroide es p j&l ica ,  podemos definir la parte que se repite cada periodo como la unidad cristalográfica. 
Lo que contiene esta unidad entonces determina el factor de forma y la manera como se repite establece como se 
ha de construir el factor de estructura. 

Varias superficies mínSmas se definen con unas aplicaciones conocidas como fórmulas de la representación de 
Weierstrass 112, 17 ,  161. Estas fórmulas mapean regiones del plano complejo en una unidad superficie mínima en 
el espacio Euclideano tridimensional r : í l  C C 4 IE3. En el caso de la giroide, 0 es la región de intersección 
de cuatro círculos de radio t/z con sus centros en (1 + i )  /a, (1 - i )  /a, (-1 + i )  /a y - (1 + i)  /fi que se 
muestra en la figura 5.1. Las fórmulas de la representación de Weierstrass son 

donde 'r' = .z +.iy E R y 8 = 0.66349 radianes. La giroide es simétrica ante un grupo de 96 transformaciones 
conocido conio 1Z3d [16, 12,  151. 

La coinplejidad de la definición ha estimulado a muchos estudiosos a encontrar aproximaciones de estas su- 

perficies que faditen la programación de los métodos numéricos utilizados en su  estudio y reduzcan el tiempo de 
córnpiito invertido. Las aproximaciones más utilizadas en las ciencias naturales fueron desarrol1ad.w por von Sch- 
nering y Sesper al estudiar superficies periódicas de potencial nulo en cristales iónicos con series de Fourier [12, 81. 

Schwnrz y Gompper.emplearon también series de Fouri:r para lograr mejores aproximaciones de las superficies 
mínimas 1121. &n este trabajo sustituiremos lagiroide por la apioximación de yon Schnering y Nesper que popu- 
larmente se coriocr como superficie nodal. A saber, esta consiste en el lugar geométrico definido implícitamente 
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Figura 5.1: La mperílde nodal. 

En arte CspItUlo IzKpliUuemai eómo ae rsdiean los cáicuios de la intensidad de rayw X dkpermh enuna 
charade poivos por UD. sktaasdedos faas cuyafrontan mutuasoomparfidaadea. El primer &todo 
numérim utüisado ea el metodo de Monte Carlo. Su simplicidad lo hace f 6 d  de implementar y permite trabsjsr 

la in- de dinpenión que a la larga podria ner eapeciaimente útil en el estudio de Bstamss coadhm. 
Anta de entrar de lleno en el tema del sspardmimto de luz, convime d b i r  Lecuadóa (5.1) mt&minon 

de dab l ea  con signi5cedo fbico. Es c h  de Is eniadbn que la superiiae nodal tiene un periodo de 2z radianes 
eneadsuaadelastr6dllecdma dei esP.ci0. Sin anbargo, en redidad dsbemoci unrctaisubpa m peziodo 
espsciai. Si IM variables 2, y, y z deben medir longitudes y al periodo espacial le llamamos L, entoncfm b ecuaci6n 
(5.1) ae convierte en 

aggcom~amiplia.adeunamaiiersMnciusP~ntepreaaatuanaiunr,formrnoisdosirdasseribir 

5.1. Preámbulo. 

Recordemos que buena parte de nuestro trabajo anterior ha consistido en cal& cantidadea proporcionales 
a Is sección transversd de dispaaidm de aistmuis polimQiw que han optado por aunnodarse en configurscioaea 
bien definidas y ordenach. Así, por ejemplo, estudiamos la dispersi6n de rayos X producidos por un arreglo de 
estniS dispuentaa en cubo crntrsdo y de varillas y cilindros acomodsdos en haágonocentreentrada. Psrtede la tMa 
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cauiistta en calcular la integral de volumen de dispenri6n 

(5.3) 

aasllticsmente, Obtmiendo unafutreidnquedspaadkde lapodcih rektivsdqlas ~ ~ f o r m a b s n t o d o  
el materid y una segunda función que dejaba tan 8610 la forma de e8~u) unidadea. A la primera le Ilam- 
ñrnei6n de estnicturs mientras que slaaeguuda6icbI deBpms Eh el psWa dedispenibn pudimos mamocex 
siempre Ice ekaos de ambw factores y asi establecer una reiación bien de- entre la morfología del sistema y 
la mAnera eomocstos esparcai las 

En estaocasi6n deaeamm rediear ei mignoanblisis om el patr6n de dispersión de un siatemade dos  fa^^ cuy8 
int.rt.. ea la supedide nodal. Sin dudaestacs laeoiisyrmQi . m6sinteresaotc quebematrstsdohvrhsbaaq 
puea ea imposible caLnilar la integral (5.3) de forma analítica. Ad pues, en virtud de la complejidad de la ecuaci6n 
(5.2) tendremas que implementar uno o da- nmériam sdgusdos psra bgu nuestro Q1IILBtido. 

Sin embargo, a cam de que en esta ocasió 8 enfm&amas un problema num&iw y no snslltieo, nw vemw 
r k d m  a modificar la formade laintegd bbslca de R&igh-Deb (53). Rawrdemm que ai examhr las 
adguracionesdonde aparaáanügum wétricaasannuM anno &as y & h ,  lanormaq del pariunetro 
mctaialq queanltiene pute de lainformad6nttsícirdel sistsmq q)aredaritmpre lnaphdoporunfrbr 
que deseribis bs dimensiones del elemento dispsrax. Así, en ei cam da la &a, la norma q spaneis Siempre 
acompsPsds de una UmShnte a de ms(lnitud la longitud del d o  de la a3fe.m 

x. 

(5.4) 

Con laarttuchua da est. eeuaci6n, pudimos estudiar las frbolerde forma en sn dapaadand. de la variable 
e,dimengionaI tj = OQ obteniendo rmuhdon m8s generates que si hubier- considersdo tan s610 a q corno la 
vsrkble indspendiante, pups a d  hacfamm depeuder los resuthdos del tamaño dativo de la esfera azo d de la 
longitud de ondadel has inddente. En el caso de la mpedicie nodal ea -le poder hscar &o análcgo. Mss 
en virtud de que W(I disponmia araaüssrloci dda nurnérian&e, ea mcmario daenir de crntam.iu, una 
variable edimwsioaa que poáamas convertirla en nuestra variable independiente y que &penda del vdoí relrdivo 
del *de bNPP,d&nodal -dde bh&Udde Ondde l  has inddente RacoIdanosqueelvsetor 
q se dehe en mordenadan &cas como 

donde la norma del vector en 
47r a 
1 2  

q =  -sen-, 
- ,- 

4 en el ai& azimutal y 0 ea el ángulo poiar que hay entre el vector q y im ejea z y L nspscüvamente en un 
sistema de coordenadas arbitrario. 

Ahora bien, como es poeible perabu inmediatamente de la 6gura 5.3, la superficie nodal se encuentra iowita 
delcubo 

que las inscribe. Pensemas pues en una mpar6cie nodal inscrita en un cubo de eui&h de longitud L. Entonas las 
en un cubo de ariutade lmsitud 2. Esbnugiereuusaaiasr alas niperfries nodalea pos las dimenm>nas . 
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variables z, y y a de la integral (5.3) toman valores entre -# y +. si definimos unas variablea E‘, d y d tales que 

L L L 
2 z=-d,  *=-u’ , a = - z ’  2 ’  

entonees las nuem variables primas aerki adimmsionsles y tomarán valores entre -1 y 1. El cunbio de MMble 
apiiwio a la integral (i3) remita en 

(5.5) 

2TL a q* -sen- x 2 

c a  el que poaam0S reaihar kis * h i c m  en t&mincu de una vdabie quecmnt&a ‘ larsbciónQtrealtamañode 
nuastrs superficie nodal y la longitud de onda de la luz incidente. 

i a áo rms d~  ~iotegd dedispersidai c m ~ ~ q u i  commmmnos atr-eqenmaciwión 

2TL a 
sen 5 q* = - x 

en & d e  laa componentes y norma del vector q’ son 

4 = q * m i # - e ,  q;=bm+-e, q : = q * m e ,  

u w la fracción de volumen ocupada por la super6cie nodal y laa variables adimensionaies de intepción 2, y y z 
toman valoren entre -1 y 1. Por nupusto, la Eorms de la ecuación (5.2) tamMái =bis 

f (z,y, a) = msñzsenlry + cmñysenñz + cmñz~mñz = e, (5.7) 

5.2. La integral de volumen. 

En esta d ó n  examinaremai los resultadcm que se pueden extraer de los cálculos de los patronas de dinpersi6n 
desistemss con Intafiacesen formadesupdciea nodalea obtenidos por ei método de Monte Carlo. La temk ya 
la hemos expiicado con anterioridad asf que tan sólo examinmmos los resultados que ne mueatran en laa Waa 
17, 5.5 y 5.6. 

Recordemos que el objetivo de este trabajo ea poder Nmriocer a partir de nuestros nsultsdw teóricm la 
morúbgia de un msterial a partir de su patrún de dispersión de raym X medido en ei laboruona Debamai 
entonces identificar laa carackrísticas particulares de la disprrsibn ‘mando la interfaz que separa a las fesas de un 
mataria es una superiicie nodal y marcar muy bien. la dihaida con otm siidemas que deaigúnmodo u otro se 
le parecen. 

ileconiea~cm que la dependencia de la ecuación (5.7) de Iris haones trigonometrieui seno y M ~ M  impole la 
periodicidad de la auperücie nodal, por lo que resdta aat urd definir la parte que se repite csds pedodo corn la 
unidad criatdogrhíica, y a su contenido como un sdo eiemeqto &*:jpersor, que determinara a su -5 el taaor de 
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1 

i 

a1 = i ( , 

- = t (  ;), 
Con la p d p c i 6 n  q- ya hemon dado en el capftdo en el que discutimos k manem de construir ' el factor & 
estructura, es senaiio concluir que este toma la forms 

L L L 
2 2 2, F = cos-g, COB --qq am - I 

y que emita en t&dnw de q' ea 

(5.9) 
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Figura 5.4 Arreglo de odio u n i h  cristdogr&ñcm c6bicas. 

A paxtir de esta ecuaci6n podemos conocer la pdci6n de los maximos de intensidad dispersada MaximiIando la 
í u n d & a s a d ~ q u e  sedeben obknarmkimosend psMndedispmi6neuandolascomponeatwdd netor 
q' cumplan que 9: = n.r, q; = g r  y 4: = n,ñ, donde n., n,,n. = O, 1'2,. . . Esta condici6n 88 puede d b i r  
de uas farma mlh conva~¡mb onno una amdici6n sobre el vdu de k norma del vectorq* rmyl que sobre NM 

Coniponentes 
q. = r 4 m .  (5.11) 

No para todas las triadas de valores de n,, ny y n, se hdlan máximos. La preuencia de los piax depende de las 
simetrías del sistema estudiado. En la tabla 5.1 se encuentran Ice valores de (i' en loe cuales se enmatran loe 
rudnrma de intensidad dispersada 

Por supuesto, los d d o s  que examinaremos en esta secci6n no fueron r d b d o ~  con el reduado sistema de 
who unidaden desbito. Eke fue utilizado nada m8s para caicuiar las posiciones de Ion máximce. 

i 
! 5.2.1. ResuIMos 
I 
I 

Companmos o5mo disperssn los r a p  X $steman con superñciea noddeu de dimendones. El 6niw 

dentro de la super6de nodal (las superhi- noddes de las 6guras 5.2 y 5.3 comaponden a c = 1.2.) Loi d d o s  
que prekntawa los redizamos en&mw&a am el m&do de Monte Carlo. FJ frietor de fuma de la nipca&ie 
nodd ae cal46 con 60000 punta aleatorion en la unidad cristdcgefiea, mientras que el promedio de Is M d a d  
sobre todss orientacionea 88 reaiii am 5ooM) direcdwei distintes. 

En la figura 5.5 se furhiben los patrones de dispersi6n correspondientes a loe valores de la cowtante e de 0.8, 
0.9 y 1.0 mientras que en k ügur~ 5.6 ne muestran los reauitadce wrraspondiaites a vdonis de e de 1.1 y 1.2. 
Obeervamai que el efeao que produce el groeor de las ramas tubulares de la superficie nodal ea que cambia el 
tamaño de los máximoo cle M d a d  diapemda nSpRt0 a otroe máaimos del mismo patr6n. Esta tendenaa 
ae apreQa mejor en las figuran 5.7 y 5.8 donde se muestran las miaman g r á 6 ~  con un orden de magnitud de 
diferencia en la d a  Ahora examinamai los máximos de intensidad disperaadk Recordemos que el factor de 
estructura utilizado en lcs czücuice de las grkücaa de las figuras 5.5 y 5.6 corresponde a un arrepic de cubos 
simples. S i  embargo, de acuerdo con la literatura, no son los mBximoa co-e d de un cubo nimple Ice 
que caracterizan la dispersi6n por super6ciea nodales, sino rNL8 bien las que se muestran en el cuadro 5.2, que 
cwreaprmden al de un sistema sirnetria0 ente el grnpo de tr rnsíormaaoneS amocido como Iai3d [9,16,24,20]. 
Para propúsitos de compareción, loa máximos que hdiw la p mencia de un arreglo de c u b  simples se enumeran 

Ilbn QI k 6.7 W kCW&C&a C mSyOr ea 1111 V a b  mlh dsipsds 811 k COI&lkh 
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- 
Cuadro 5.1: Mdamos del patrón de diaperai6n de un grupo de corpiiseulos acomodados en cubo simple. Los 
máximos mardos con también ue encuentran en el patrón de un sistema simétrico ante el eonjunto de trans 
f d n e s 1 o 3 Ú 1 .  

en el cuadro 6.1. Es aotorio que dicte de losmbiomm que se obeervsnen ladiiparili6npor c u b  Simpies son muy 
pequeños o .se encuentran aunentea de las cinco grbficas de i a ~  figuras 5.5 y 5.6. A saber, estos 1y>n los de la 
intuferencia producida por los pkaos 100,111,200,210,300,311 y 320. Eke resultsdo es impart.iae en virtud 
de que n m p o  de estos mdnmos unnsponde a lo SyPcrFEie nodd (ni o h g""le) micRtros que di unnapnden 
ai Eub simple Por otra parte, ninembargo,alyualobaemMosen iasdncogMwmbdma,que no patencan 

al patr6n de la super6ae nodal (ai al de la giroide) pero sí al del cubo simple. Eetss e a  las interterench de los 
pianos de disperuona ilO,310 y 222. En Iss gráücaa los nombres que las identificsn se mueatran entre @os de 
admiraci6n. El máximo 110 no solo ea el máe deatacado de los tres, sino es el máe notorio de todos. La discusiOn 
acercadelapresen~deeriosmkimoaladebemaipoatsrgarhestahsberestudiadob~abuiente,puespsra 
entonces ya contaremos con máe elementoe para formular una bip6tesis acerca del origen de sstos tres mbamas. 
Los demh máximos presenta, en las grú6caa identi6am a ambos gstemss , por lo que m diñd utilhrlos pera 

distinguir la düerencia entre el sistema de la superficie nodal y del cubo simple. En el cuadro 5.3 h m o s  un 
resumen de las gú6c.s~ de las figurss 5.5 y 5.6. El dmbolo J indica que el máximo apareció en el patrón de 
dispersidn teórico, mientras que el símbolo x indica que se encuentra ausente. Cads uno de este par de símbolos 
puede apsrecer en verde o mp. El verde significa que la presencia ( ) o ausencia ( <) de un mb.rrim0 coincide con 
Ice resuitadog esperados. Mientras que el rojo signi6ca que la presencia (J )  o ausencia ( x )  de un máximo difiere 
de lo previsto. 

5.3. La integral de superficie. 

En la d 6 n  anterior estudiamos el patrón de diaperai6n producido por un Qstems formado por supeficies 
ncdales. Consideramos el volumen encerrado por la supeficie nodal como único e indivinible. Es decir, en el 
m M o  de hfonte Carlo tan mlo *os interessdos en saber si Las puntos que deatoriaments eie&mca como 

muestra del volumen estaban dentro de la superiicie nodd o en su exterior. No incluimos tdng'hn otro ingrediente 
paru eapecifim la complicada geometrk del si3tema El panorama cambia am la nplicación del teorema de la 
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-1x10* 

-8x10' 

- 6~10 '  

-4x10' 

-2X10' 

-ox100 

Iq'l (adirnensional) 

Fignra Z.3: Patrones de dispersión de sistemas cocoiitinuos cuyas iiiteifac,s ion superficies nodales de distintos 
grosores. (a)  c = 0.8 ( h )  c = 0.9 (c) c = 1.0 
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Figura 5.9 Cars ZX de kmidati ubhiog&ca¿e k6gura 5.3. 

La integrai sobre la superficie nodd G no requiere mayor transformaci6n mas que eeqibir explícitamenta el 
difaramlddemmdii 

I 
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X 

Figura 5.10: Intersecciones del interior de la superficie nodal de la unidad cristalográfica de la figura 5.3 con la 
cara ZX del cu.bo unitario que la contiene. Compárese con Is figura 5.9.' 

Por otra parte, la parte imaginaria de la función vectorial (5.13) 

9 Im {F (z, y ,z ) }  = - [1 -cos (9. r)] . 
QZ 

se transforma de manera completamente análoga: 

9 O f  
4 loft k [1 - cos(q .r ) ]  - .  -ds, k [1 - cos (q . r ) ]  - . d s  = 

q2 

(5.18) 

(5.19) 

[l - cos (q . r)] = - ' 2TZ senq, L= sen (yq, + zq;) ds,, 

[i - cos (q . r)] = - %Y senq, h, sen (24. + z q i )  ds,, 

rl 

(5.20) 
P 

[1 - cos (q r)] = - 2q̂ , seiig; sen (sq, + y q y )  dsz. 
q 

5.3.2. El método numérico. 

Ahora ES el turno de explicar el método numérico utilizado para realizar las integrales de la sección mterior. 
Las que realmente representan un reto son las integrales (5.1U) y (5.19) que se realizan sobre la superficie de 
ia siipt,rficie nodal. Las integrales restantes (5.17) y (5.20) se i>iirden realizar sin ningún inconvenientr con 13s 
metodos comunes de cuadraturas de los libros de texto 131 y no les prestaremos mayor atención may que en la 
:sección rn la que examinaremos los resulsados que arrojan. 

E n  general, los métodos numéricos para resolver integrale? sobre superficies definidas mediante eciiaciones 
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1 
x 0.- 

1 

Figura 5.11: Reconstrucción de una unidad cristalografica de la superficie nodal con la unión de una gran cantidad 
de polígonos irregulares. 

implícitas exigen contar con parametrizaciones de las coordenadas de sus puntos en términos de dos parámetros. 
Estos parámetros forman un sistema coorderiado bidimensional definido sobre la superficie en cuestión. Esto 
puede tratarse de una consecuencia de la definición de integral de superficie, pues esta obliga conocer los vectores 
tangentes en todo punto de la superficie en términos de ese par coordenadas [Z3, p. 4721. Esto se logra a través 
de las derivadas dir6ccionaies de la función de parametrización respect? a cada una de las coordenadas. Sin 
embargo, como es nuestro caso, no siempre se cuenta con una parametrización analítica la cual podamos derivar. 
Se desconoce cómo escribir las coordenadas x,  y, y z del lugar geométrico determinado por la ecuación 5.7 en 
términos de dos coordenadas definidas sobre la superficie nodal. Así pues, los métodos tradicionales de integración 
son insuficientes para calcular las integrales con las que nos enfrentamos. Para salvar este escollo realizaremos 
las integrales (5.16) y (5.19) valiéndonos de un método experimental que toma algunas ideas de las técnicas de 
visualización de superficies complejas. Uno de los métodos más socorridos para representar una superficie en la 

pant.alla de una computadora, consiste en aproximar la superficie con una gran colección de polígonos irregulares 
qiie coinparten aristas y están orientados de tal fornia que su unión se asemeja a la superficie deseada. Mientras 
m i s  r l e  estos polígono3 haya. NPS fiel será la representación que se logre. En la figura 5.11 mostranias de nuevo 
la uniclad fundamental cuya repetición genera la superficie nodal, mas ahora hemos eliminado el soinbreado para 
rnfiitizm la construcción de la superficie con poliganos. 

Kurt Geolg [2l ]  propuso una fórmula para realizar integrales de superficie suponiendo que se dispone de 
antemano < I f ,  repri:seiita.:ióii dr la superficie de iritegraciúii construida exclusivamente por triángulos mas que 
con .polígonos. Llamemos a ia siiperficie de integración S y a su representación formada con triángulos S,,,,,. Es 
decir, S,,,,,,:, es u n  conjuntri fiuitc. de puntos en Ra que const.ituyen los v6rtices de triángulos que acomodados 
de cierta manera se aseniejan a S. Lh falta de una función niinlitica de paranietrización se suple considerando a 
S,,,,.,., coino iiii'ca~i,juiito de parámetrqis e introduciendo una funcibn de para:netrizacióii numérica AJ que relacione 
los elementos ne S,,,,,, ('on pu.itos de la superficie S qiie preserve !a orientación de las superficies. A saber. esta 
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metodo propone relacionar las superficies S,,,, y S a través de una secuencia de puntos cuyas c2ordenadas se 
calculan con la aplicación recursiva de la fórmula 

(5.21) 

donde la einarión f (r) = O define a la superficie S. Para que ':e cumpla la tarea de relacionar ambas superficies el 
primer panto de la secuencia debe encontrarse :sobre .C,,ro,. La secuencia así generada converge ortogonalmente 
hacia S.  

Ahora bien, para hallar el valor total de la integral qu? nos interesa, debemos primero calcular las contribuciones 
de cada lino de los triángulos del espacio de pa.rámetr< s L,,,.,,. Si convenimos en llamar F al integrando y vI, 
v- y v3 a los tres vértices del triángulo u en turno, entonces su contribución es 

1 
J F(r)d'r= -{~[~ívt)l +~[~(vz,)l + ~ i ~ ( v 3 ) 1 }  x area[N(vi) ,N(vz),N(vn)l .  

.Y(,) 3 

El total lo obtenemos sumando las contribuciones de todos los triángulos: 

La implementa,ción de este método numérico se discute en el apéndice. 

5.3.3. Resultados 

Ahora se muestra una comparación entre cálculos realizados con la integral de volumen (5.6) y el método de 
Nonte Carlo por una parte, y la integral de superficie (5.14) y el método de cuadraturas descrito en la seccihn 
anterior por otra. En las figuras 5.12 y 5.13 se exhiben las partes reales e imaginarias respectivamente de algunos 
factores de forma: Es posible advertir que las gráficas obtenidas con el método de Monte Carlo no son suaves, 
mientras que las calculadas con cuadraturas si lo son. Esta particularidad es m& bien atribuible a los métodos 
de integración elegidos más que a la forma de la integral de dispersión utilizada. Recordemos que la eleccción del 
método de Llonte Carlo en este caso se debe a ia complejidad de la superficie nodal, sin embargo, si la integral 
(le iiiliiriirii se realizara por cuadraturas, con seguridad las gráficas obtenidas serían igual de suaves que las que 
sip olltieiirn a ti.;ives de la integral de superficie. 

Piii ot ra  part,'. el uso de la integral de dispersihi en SU forma de integral de superficie nos provee de más 
i i i f i>r i i ix i i> i i  que 1.1 tradicional forma de integral de volumrii. Como hemos visto ya, la superficie'cerrada sobre la 
({tic' 51' riiiiliiii !ii integral (5.14) se descompone en riiatiii partes. En la figura 5.14 se muestran las contribuciones 
i ic ,  riiiiii i i i t , i  c i , ~ .  Lis  integrales (5,1G), (5.17) (5.19) y (;i.?O) los Factores de forma de las figuras 5.12 y 5.13. Llama 
la iitPnri¿,n <,lie ~ i i  algunos casos el factor de forma esrk t'ii sil mayor parte determinado por la coiitribiición de 
iinii s o h  ( 1 1 ,  i ; i  iiitegrales en algunos intervalos. En la  g r i t i i : ~  5.14(b) por ejemplo, a partir de q* 6.0 el valor 
total PS iiiiiy cerriinv a la contribución de la superficie nixlal. Lo mismo sucede poco después del primer inínimo 
t a n  q' = 4.U en la grific.3 (L.) de la misnia figura. En l a  iigiiia 5.15 advertimos que las posiciones de los máximos 
y iiiíiiiiiii,s del f x t o v  dr, fornia, están determinac!os por la  coiirril>iicirin de las superficies S:+ y S:-, poi lo que 
wsIiIt*i iiirrreianfe conocer cuales son las contribiiciones ( I C ,  Lis il,srintas superficies en que se dividió la  superticie 
cerrada <le integrxciún ;.I promedio total de la intensidad dispersada. 

Dc~saFor~uiiad;iiii~~ntr,.  el significado físico del integrando (3.13 I r m  terminos de la teoría electroniagnétira no e? 
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Iq*l (adirnensional) 

.- 

Figura 5.12: Comparación de los resultados obtenidos de la integral de superficie con el método de cudraturns 
y los obtenidos de la integral de volumen con el método de Ilonte Carlo. Se muestran las partes reales de los 
factores de forma. 
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14.1 (adimensional) 

Figura 5.13 CompereQ6n de lar resultedos obtenida de la integral de superficie cuo el método de cudraturas y 
da los los obtmidos de Is in*& de volumen con el metodo de Monte Carlo. Se muestran Iss psrta, imsgiasrias 

factom de forma 
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Figiira 3.6: Parrones de dispersión de sisteina,s cocotitiriuos cuyas interfaces son superficies nodales de distintos 
grosores. (a )  c = 1.1 (b) c = 1.2 .  
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14'1 (adirnensional) 

Figura 5.7: Patrones de dispersión de sistemas cocontiriiios i ' i i ~ i s  i,itc.rfaces son superficies nodales de distintos 
grosores. (a) c = 0.8 (b) c = 0.9 (c) c = 1.0 
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Figura LS: Patrones de dispersión de sistemas cocont,ii iio!' c u y a  interfaces son superficies nodaies de distintos 
grosores. (a) c = 1.1 (b) c = 1.2.  
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diyergencia a la integral de volumen 5.6. El inter& de llevar a cabo esta transformación es en principio de índole 
puraniente compiitacional. Parecería p:ausible :ma importante reducción del tiempo de cómputo invertido en el 
cálculo tlrl factor de forma si en lugar de toma: puntos dentro de un volumen los tomamos de su frontera, pues 
la forma que ñdqiiiere el problema de intreg::iión tras la transformación nos obliga ya no a considerar el volumen 
encerrado por la superficie nodal, sino su sui,erficie. A causa de que la superficie nodal no está acotada, parte de 
la superficie cerrada que contiene la mzteria clue dispersa, lo constituyen las intersecciones de la regihn rontenica 
dentro de la superficie nodal con las caras d(.sl cubo que encierra la unidad cristalográfica. Así entorict!s podenins 
examinar la contribución de cada una de estas intersecciones y de la superficie nodal misma al valor t.otal de !.,?. 

intensidad de luz dispersada. Una formul?+5ii de esta naturaleza nos permite, al menos en p-incipio, ahtpncr rr.5~; 

inforniación física del sistema que la que nos provee el método de la sección anterior. En esta sección esL;ldiarerno, 
esta nueva manera de lidiar con la superficie nodal y mostraremos resultados imposibles de obtener con otros 
métodos. 

5.3.1. La integral de dispersión y el teorema de la divergencia. - 

El teorema de la divergencia nos permite reescribir una integral de volumen en términos de una integral de 
superficie. A saber; este establece que si R es una región del espacio de tipo IV 123, pp. 351-3591 y F una función 
vectorial de variable real suave y definida en R, entonces se cumple que 

(5.12) 
.. . . 

donde S es la superfii,ie cerrada que acota al volumen í2 123, pp. 531, 5321. Como es lo acostumbrado, el vector 
ds representa el infinitesimal de superficie de integración y apunta en la dirección normal a ella. 

En el caso que nos interesa es posible inferir qne a región R contenida dentro de la superficie nodal es de tipo 

donde V es el volumen contenido en S. 
Ahora apliquemos este teorema a la integral de dispersión y transformemos nuestro problema de resolver una 

integral de volumen a otro de realizar una integral sobre una superficie cerrada. A partir de la ecuación (5.7) que 
detiiie a In superficie nodal, podemos conocer el vector normal a esta superficie en cada punto calculando el vector 
grarlientil y pos lo tanto también la expresión del <diferencial de superficie de la superficie nodal 

Abra nwwitanios hallar un campo ..ec;or:tl !? (.r.!/. :) tal qiir sil divergencia sea igual al integrando de la 

expresión ( 2 . G )  
7 ' E (z {/, ? j  ~= r":p [ i  ( . /<I,  + (/>I/ + q 3 ) ]  

Y q i i ~  sea hien cmnportado . So es di:ícil verifilar quL los caiiipos que a continuación se enumeran cumplen con 
1.1 requisito: 

1. A iq. rj + iB ( q .  r) , con A y B definido, cc,mc 
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Cuadro 5.2: Máximos del patrón de dispersión de un sistema simétrico ante el conjunto de transformaciones IZ3d 
11, pp. 705-7073. 

Y 

~ ( q . r ) =  ; ~ = , ( - 1> *&  

2. 

3. F ( z , ~ ,  2 )  = 

C ( . ~ > y ,  2) = S e c q ' r ,  "q.m 

[eiq.r - 1 - iq , r] + 5. 
Los dos últimos.campos forman familias de funciones pues m puede ser cualquier vector siempre y cuando qrn # O. 

No todos los campos vectoriales anteriores cumplen con el teorema de la divergencia. Se ha constatado nu- 
méricamente (con m = s) que tan solo.el tercero safisface la igualdad 5.12. Por otra parte, es sencillo demostrar 
nnaliticamente que el primer campo enumerado falla aún en el caso más sencillo en el que el dispersor es una 

rsfpra. El segundo campo presenta una divergencia en q = O ,  por lo que nunca se obtiene la unidad cuando q tiende 
a Cero. La niiiltiplicidad de funciones cuya divergencia es el integrando de la integral de dispersión constituye un 
prob!mi;i que dificulta la elección de la función adecuada. La cuestión se complica aun más al advertir que no 
trxlas !as friiiciorirs del repertorio enumerado satisf;Tceri el teorema de la divergencia. Así pues, seleccionanios el 
telwr c;iiiipo vectorial de la lista por prueba y error. Para evitar introducir un parámetro vectorial adicional 
,*in i -e lx i i in  con ei problema de dispersión, !se elige qiI:, el vdor del vector m sea igual a q. Así pues, el campo 
;ideciinrlo para realizar la integral úe superfiiie de < i i s l ~ ~ ~ s i ó i i  es 

(5.13) 
ci r F (s. y ,  z )  = -.T [ t  Iq ' - 1 - iq. r] + -. 

I ( , -  3 

Ahora raiisforniernos la expresión simb6lica 
f., F . ii: (5.14) 

a otra que podamos utilizar directamente eri uii ni¿todo nuriérico. 
En rirtiid de que el teorema de la divergi ricia e i t n : k r  m e  >a integral de superficie de la ecuación (5.12) debe 

ser cerrada. dehemos primero identificar cl:*rai!iei.tr . I I ~ I P S  son las superficies que acotan el volumen contenido 
por iiurüt,ro pedazo de superficie nodal que i? rshiiie , 11 la fi:iira 5.3. Evidentemente, la superficie de la superficie 
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I 0.8 I 0.9 1 1.0 I 1.1 I 1.a I 

Cuadro 5.3: Resumen de las pí6as de las @as 5.5 y 5.6. Lcm máximos marcados con se encuentran en el 
patrón de dispd6n de un sistema aimétricn ante el conjunto de trarisformaaones Izsd 

7 .  

nodal m i s m a h p a r t e  del repartori0 desuper6ciea que binieamar Por otro lado, a u u ~ ~ d e  que lasuper6c$e 
d no esta acotsdq loa demás superñcien que buscamos deben ~ e r  las inteniemones de la región contenida 
dentro de la supe&& nodal con las cam del cubo que mcierra nuestra unidad de la fignra 53. Es notario 

que la superRae nodal intaseets cada cara del cubo en dos regiones Miatas, por lo que en tota eon trece las 
superüciea que acotan el volumen de nuestm in-. Por supuerto, gracias a la periodicidad de la mpsrficie aodd, 
los lugans geamétrieoe de las intermcionw en caras paralelas del cubo 8on Ice mismos. Por ejemplo, las regiones 

de interseea6n ' de la mpsrficie nodd da law 5.3 con el plano y = 1 non kmirmes que las regioned de 
intersección de la superficie d con el plano y = -1. Eat0 nos permitir5 simpli5m el n6mero de Magralea a 
rsdixar m agnrpamoslas intersacáolrerdecar~psralelssen ullll mismaiategd. 

Deaignemos con Sz+, S=-, Sv+, S,.-, Sz+ y S,- a los pares de internecciones en los planoe z = 1, z = -1, 
y = 1, y = -1, I = 1 y z = -1 respectivamente, y con C alasuperlicie de Iasuperñcienodd misma En la figura 
5.9 se muestra la susodicha superficie con sua intersecciones con el plano XZ que acordamos en llamar Sv- y En 
la figura 5.10 se obsenan las mianas ínterseai onen S,- sin la. superiiae nodal. 

Habiéndo dicho esto podemos empezar a t r m  formar la expresión simbólica de la integral de superficie en otra 
adecuada para aplicar un maodo numérico. Coniencemos con la parte real del campo veetond (5.13) 

r 
Re{F(z,y,z)} = - [sen (9. r) - q r] + -. (5.15) 9 

q* 3 
I- 

Con la nomaiclatura acordada y d&endo = da, pndemos escribir el operador integral con mayor detalle 
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1q.l (adimensional) 

Figura 5.14 Contribuaonee de las difer8- parta de la supdae  de inteF,'a"6TL (w. (6.16), (5.17) (5.19) Y 

i (S.30)) al t.ctor de tamr En los edores nego, esbe, azul, rojo y verde se muetraii las 
d 3 r  total del factor de forma y a les amtribucionas de la superliae Rodd y de les btedm 811 

PUe ammpomb 
d i d -  

x, Y y z respstivunmte. 
I 
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if 

li 

. . . . . . . . 

14.1 (adimensionai) 

Figura 6.15: Contribuciones de bs disüntas superficies al factor de forma total. La direccib del vector q en 
+= 300 y e = 1700. 

evidente, por lo que no esdsroe6mo se dabe interpretsr cadadribwith. Sin embargo, d e k o s  espaarque este 
método eventualmente nos provea iuformaci6n de cbmo ne propagan la hu a través del material eocontinw. De las 
cuatro integralen de &e&&e en bs que dividimos la integral de dbpemión, tres Nantificaa las &bucionm de 
auperíiciea que no son inktfaca entre las diatiita.3 fases del rneterjel, sino que wirsttuyen mas bien las fmnterM 
deunaunidadcristdogá6camnIssuni~mntiguaa. Aambosladosdeeibassuperfioesenamtramcmlamim~ 
fase, sin embargo, lo que se encuentra a cada lado pertecece a diterentea unidadea uMdográ6c.a~. En uob teorla 
m8selsborsdaestaivdorestdvespodrlsnwnstituirunaprimaaaprcoamaci~delfl~deluppuevisjaatravés 
de una de las fases. A saber, ContribUirIa a cuantifim cuánta luz pase de una unidad criatfalognt6ca a otra sin 
pasar nuns por la otra faae del sistema 

Ahora prestemos atenu611 al patibn de dispersi6n de un sistema de muchas unidadea cristalográ6caa en una 
c h a m  de polvos. En la figura 5.18 se mueatran loe resultados de r e a l i i  el prcmedio de la intensidad dispernada 
de trea formas distintas. h factores de forma utilizados para la gBfica (a) se caldason con la integral de 
superficie y con el método de cuadraturas. Para las grá6cm (E) y (e) 103 fact6m de forma ae calnUaron wn la 
integral de volumen y el método de Monte Carlo. En los CBBOB (4) v (h) el promedio de la intensidad dispersada ne 

r d e ó  no con orientaciones elegidas aleatoriamente, sino m8s bien con un conjunto de orientack~nea determinadas 
de antemano. Este conjunto se definió como el producto earteritano O x 8 de lai conjutoe 

O = {o0,2.5°,5.00 ,... 357.5"} 
e = {s.a,io.oo, 15.00 . . , i75.00}. 

El Augulo ar.imutal + en el primer Augulo de cada elemento drl wnjumo x 8, mientras que el bngulo pol= 0 



es el segundo. El wujunto ~5 x B consta de 5040 elementos. Este número de orientsaoneS no ea suficiente paq 
la eonwrgendadei promedim. El cdlnilo de uiueaiitiddsufieiente defsaors de iormawn iaintegai 

de super6cie y el método de cuadraGuras exige demasiada potencia de cómputo unno para lograr nslultadoe en 
un tiempo aceptable. A peam de ello e posible aürmar que la difaencía entre cdeulsr las hetara de forms con 
Monte Carlo y las cuadraturas ES &apreciable en cuanto al promedio de la iaensidsd dispersada En las grGca 
cotteapondientee se señalan dife- am flechas. Psra ealculsr el prumdio de la grdaes (c) ne &&ron 
aleatoriamente 5040 orientaciones cn lugsr de tomar los elmentm del conjunto O x 8. La diferencia con las 
d d  gráficas de la misma 6guraea evidente e imposible de pasar por alto. En eststereez'a gGca, algunoa picas 
que en las praticas anterioren se diferenciaban de manera más o menos clara, pareoen formar un solo máximo. 
La cantidad de intensidad dispersada también ea diferente. Esto 88 aprscis fácilmente en bs figura8 5.17 y 5.18 
donde se muestran los miamos patrones de dispasi6n es eecala4 distintas. Las intenBdaded de los máximos del 
patr6n en el que el promedio ne ha reaüzado eon orientucha aleetorias son mucho mbs peq-, a a@6n  
de la dispenii6n producida por los dispermren del pisa0 321. La mnduaidn inmediata cd que el métalo de Monte 
coJ,udcmosrodo . rmsakpaTa ndwss-mentc elpromcdio S o b n  lar miod.eioncr 

Ahora ya podemos kmuiar UM hipbtesie acerca de ia preseada de los máximce de dispersi6n 110, 310 y 
222 en Iss gráBus 5.5 y 5.6, dkcush que hsbúrmai pOstnHaa0 basts umoc8r los resultadocl de k figura 5.16. 
Como lo habíamos W a d 0  ya, en los lados dendioe de las figuras 6.12 y 5.13 ae muestran los valores reales 
e imaginarios Rspedivamente de tactMes de forma cdeukdos con el método de Monte Cario. L ~ E  de las 
grGw 110 8on suaved, sino preentan oircikeiones irregulares. Estai mu ernmni atribuible al metodo de Monte 
Carlo. Como se puede condatar a partir del parecido de In Beficss 5.18 (a) y (b), artQ erronam se propagan 
al utiüsar estos valores para dcuiar el pmedio de la inteneidad disperssds E!~I dedr, las oailadones irreguiarea 
de Los fsaorai de h cdculsdos eon laintegal de volumen y el método de Monte Carb no son la causade 
la presencia de los máximos de dispersión 110,310 y 222. UM explicación al-va de la aparici6n de estas 
interterendss ccwtructivas es que el modelo en el que se sustituye la tierdsdsrssupdcie minima de la giroide 
por la ecuación (5.7) ea ina&ciente. Otra pibilídad ea que estos mbdmos sean wnnecuencia de la manera como 
=redis6 el promedio en Isa trea gr&iica de la 6&m 6.16. 

Para terminar ate capítulo mostramos en la *a 6.19 las contribuciones de laa dos partes en las que ne puede 
dividir la supedcie cerrada de la int.gal de crapañde, junta wn el vdor totel del promedl0 de la intenddad 
dispersada. En la gr&ica (a) ae encuentra el total de la intensidad, en la grata (b) se exhibe la wutribución de 

y S,- juntas. Es en la g S c a  (a) en donde encontramos los máximos de diapenii6n que también figuran en la 
grática (a). La uitormeci6n del sistems la prowe besicamente la mper6cie nodd mientras que las intersgeionea 
contribuyen con pequeiías aealaeiones cuya amplitud de- ai crecer Iq'l. 

la superficie nodal (ec. (5.7)) y en la (c) ne muestta la wntribueión de las intweeeio -sa+, ss-9 s,, sv-9 s.+ 
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14’1 (adimensional) 

Figura 5.16: El promedio orientacional calculado por diferrmws r:ii.todos. (a) Integral de superficie, cuadraturas 
y orientaciones del conjunto O x 0: (b) integral de volurneri. . \ I ~ n t e  Carlo y orientaciones del conjunto O x Q, (c) 
volumen. Monte Carlo, orientaciones aleatorias. 
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1 x 1 0 ~  - 
8x108 - 
6x10' - 
4x10' - 7  
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0x100 - 

?... - 
._ 
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1x10' - 

8x108 - 
6x10' - 
4x10' - 
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I 2'0 4'0 6'0 8'0 1dO 150 

Iq.1 (adimcnsional) 

Figura .5.17: El promedio orientacional calculada par difi rwtes  métodos. (a) Integral de superficie, cuadraturas 
y orientaciones del conjunto O x 0 ,  (.b) integral de .oli:rnm. ilonte Carlo y orientaciones del conjunt,, x 0 ,  (c) 
voliinien Monte Carlo, orientaciones aleatorias. 
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Iq'l (adimensional) 

' 8 X 1 0 @  

-6x10' 

'4x10' 

' 2 x 1 0 ~  

-0x10~ 

Figiisa 5.18: El psoinedio orientacional c.ilcidailo por diferentes métodos. (a) Integral de superficie, cuadraturas 
y orientacioiies c l ~ l  conjunto @ x O. (bi ktegral de volunira. \[unte Carlo y orientaciones del conjunto rP x O, (c) 
voliinien .\Ionti, C a i  Io. orientaciones alea or:as. 
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8.OX10’ 

2.0~10’ 

O . O X 1 0 ~  

O 

Figura 5.19: ja)Valor total de la intensidad dispersada, ( b )  contribución de la superficie nodal y (c) contribución 
de las intesecciones. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

Valiéndonos de los factores de estructura y de forma pudimos escribir la in i,<:!. de dispersión de sistemas 
formados por esferas en cubo centrado y cilindros en hexágono centrado. El métúdo numérico aplicado a estos 
sistemas reprodujo los valores esperados.' A saber, la morfología del sistema se reflejaba en las posiciones en las 
que aparecían los máximos: También estudiamos el efecto de tener diferentes tamaños de grano concluyendo que 
mientras más pequeño éste sea el menos definidos estarán los máximos de intensidad dispersada. 

Aplicamos el mismo método de cálculo para encontrar el patrón de difracci6n de un sistema de dos fases cuya 
frontera mutua es una giroide, superficie que aproximamos con la superficie nodal 5.7. Los resultados reproducen 
parcialmente la posición de los máximos que se reportan que corresponden a un sistema simétriro ante el grupo 
transformaciones IE3d (No. 230). Las discrepancias no son imputables a ninguno de los métodos numéricos 
utilizados, sino más bien al haber aproximado la verdadera superficie minima con una superficie nodal. El grupo 
de transformaciones ante el cual es simétrica.la superficie nodal es el 14132 (No. 214) [13]. El método reproduce 
adecuadamente las posiciones de los máximos que se esperan de un sistema con esta simetría. Al igual se'estudiaron 
superficies nodales de distinto tamaño. Como sucede en el caso de esferas y cilindros, mientras más delgadas sean 
las ramas tubulares el tamaño de los máximos en (ciertas regiones de q* será mayor que en otras. Recordemos que 
es el tamaño relativo de los máximos de dispersión respecto a los demás máximos del mismo patrón lo que hace 
palpable la diferencia entre dispersores de uno y otro tamaño. En particular es notorio el crecimiento relativo de 
los niixinios del 220 en adelante mientras más delgada sea la superficie nodal (ver figuras 5.5 y 5.6). Otro enfoque 
utilizado para estudiar estos sistemas fue calcular el factor de forma con la integral de superficie que resulta dp 

aplii,ar PI  twreina'de la divergencia a la integral de voliinien de dispersión. Los resultados numéricos del patrón 
i lp <lispivi i in  [le la figura 5.19 muestran que la estructura rlel sist,cnia se refleja a través de la superfirie no<lnl 
iiiisiiia. riiiviitras que la contribución de las interseciioiies S,.,, Sz-, Su+, Sv-, S:+ y S:_ es pequeña. 

Los iiii,r«rlos desarrollados en este trabajo son [generales. No es imperativo que el sistema se trate de la giroidr 
p i r a  iitilimr I i r  integral de dispersión en su forma de la iiittigral de superficie. Su formulación, inteiprrtacióii y 

j>~rfi~ciioiintiiirrito caen el campo de la teoría elei:troniagiií.ti<:a y no están restringidos al caso particular de la 
airoiílt, o de su aprosiriiación nodal. Otros sistemas coiontinuos también pueden eskdiarse con esta iiit,egral de 
siqvrti(.iv y con el inttodo numérica dzscrito en la seccibn 5.3.2. Lo único necesario es definir de manera xieciiada 
In i i i i i i lar l  mistalográfica y ohtener ur,a representación coiistriiida de triángulos dc una superficie que se piire;.cn 
10 iiificioriae a las interfaces del sistwia. En inipo:tente iiornr q u e  en el método que utilizamos para caiciilar el 
proniedio orientacional de la intensidibd dispersads. las posiciones de los máximos aparecen de manera natural. es 
decir. (!stan completamente determinadas por el sistenia a través de la integral de dispersión, y no especificailas 

'+ 
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<le snteniano como ya hemos comentado en la introducción que generalmente aparece en la literatura. 
.%rites de intentar encontrar una interpretacibn fisica del integrando (5.13) es imperativo demostrar que éste 

es el único campo cuya divergencia c's la función exponencid exp [i (sqi + qay + zqs)]  que cumple con el teorema 
de la divergencia. 

f 



L4péndice 

El objetivo de éste apéndice es presentar parte de los métodos numéricos utilizados en este traba;,) j .mtG con jus 
implementaciones concretas en el lenguaje C++. Primero explicaremos el método de Monte Carlo que es la técnica 
ci? integración más socorrida en este trabajo y describimos el generador de números pseudoaleatorios empleado. 
Finalmente abordamos la parte más complicada de este trabajo desde el punto de vista de la programación que 
es la implementación del método numérico desc:rito en la sección 5.3.2. 

Integración por el método de Monte Carlo 

Supongamos que elegimos aleatoriamente N puntos distribuidos uniformemente en un volumen multidimen- 
sional V. Entonces el teorema básico de integración por el método de Monte Carlo provee un valor aproximado 
de la integral de 1;i fufición f sobre el volumen V, 

donde 

I. " n 

El generador de números pseudoaleatorios utilizado se conoce como Mersenne Twister y cuenta con un periodo 
de 2'"37 - 1 [22]. 

La integral de superficie 

La biblioteca GNU Triangulated Surface 

La p x t e  inks complicada de realizar la integral de superficie de dispersión es la generación de una aproximación 
a la siipdicie nodal utilizando triángulos que acomodados de cierta manera se le asemejen. En nuestra iniplemen- 
tación del ni;it«do numérico esta tarea se encuentra completaniente delegada a la biblioteca GNU Triangulated 
Surface (GTCj. Esra biblioteca está especialniente rsrrita para utilizarse en estudios científicos que necesiten 
utilizar superficies t,riclimensionalea fcrmadas con inallas de trikngulos. Su código se encuentra completamente 
escrito en c' con un enfoque orientado a objetos en el que SP presta especial atención a la eficiencia del código. 

Desafortunadamente Psta bilioteca carece todavía de 1:' manual en el que se detalle el uso de los métodos que 
ofrece. Tan sólo se cuitnta con una, documentación generada automákvmente con la información contenida en 
los archivos de cabecera con breves co~~entar ios  de cada variable utilizada. Sin embargo, todas las versiones de la 
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bilioteca STS cuentan con una gran variedad de ejemplos que el usuario con amplios conocimientos del lenguaje 
C puede emplear como plantillas para desarrollar sus propios programas. 

La versión más reciente disponible de la biblioteca GTS al momento de realizar éste trabajo es la O .  5.1. En 
el programa de ejemplo i s o .  c se muestra cómo generar una superficie cuando ésta de define a través de una 
ecuación implícita. La función que se debe invocar para generar la superficie nodal es 

s t a t i c  void g i r o i d e (  gdouble ** f , GtsCartesianCrid g , guint k , gpointer  datos ) 

c 
gdouble x , y , z = g.z  ; 

guint  i , j ; 

for ( i = O , x = g . x  ; i < g.nx ; i + +  , x += g.dx ) 

for ( j = 0 , y = g.y ; j < g.ny ; j++ ,  y += g.dy ) 

f [i] [j]=sin(PI*x)*cos(PI*y)+sin(PI*y)*coBir!~ z)+sin(PI*z)*cos(PI*x) ; 

> 

Descripci6n del archivo de cabecera giroide. h 

En este apartado describimos la clase Giroide. El archivo de cabecera g i r0 ide .h  que se debe incluir en 
todo programa que desee invocar a cualquiera di: los métodos públicos de la clase, contiene toda la información 
requerida de cómo se debe invocar cada método. La descrición de los métodos públicos es la siguiente: 

Giroide( double parametro , i n t  muestras 1 construye un objeto de la clase Giroide. Instruye a la biblio- 
teca GTC que genere una aproximación a la superficie nodal (5.7) con triángulos e invoca al método 
Dimensiones(). Sus argumentos son 

double parametro es el valor de I& .justante c de la ecuación (5.7) que determina el grosor de las 

! . 

. ramas tubulares de la superficie nodal. 

i n t  muestras indica el número de puntos con el que se construye una malla regular tridimensional en 
la unidad cristalográfica de la que se vale la biblioteca G T S  para construir la aproximación 
a la superficie nodal. 

-Ciroide( void ) Destruye un objeto de la clase Giroide 

void Dimensiones( void ) calcula el area de la superficie nodal y el volumen en ella contenido 

void In tegrar (  double radio  , double p h i  , double t h e t a  1 realiza ia integración de superficie. Sus ar- 
gumentos son 

double radio  es la norma del vector q. 

double p h i  es el ángulo azimutal del vector q expresado en radianes. 

double t h e t a  es el ángulo polar del vector q expresado en radianes. 

double IntegralTotalReal (  void ) devuelvr la parte real del factor de forma. 

double IntegralGiroideReal( void ) devuelve la parte real de la contribución de la superficir dc la aproxi- 
mación nodal al factor de forma. 
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i 

double IntegralXReal(  void ) devuelve la parte real de la contribución de las superficies Sz+ y S,- al factor 
de forma. 

double IntegralYReal(  void ) devuelve la parte real de la contribución de las superficies S,+ y S,- al factor 
de forma. 

double IntegralZReal(  void ) devuelve la parte real de la contribución de las superficies Sz+ y S,- al factor 
de forma. 

double IntegralTotalImag( void ) devuelve la parte imaginaria del factor de forma. 

double IntegralGiroideImag( void devuelve la parte imaginaria de la contribución de la superficie de la 
aproximación nodal al factor de forma. 

double IntegralXImag( void ) devuelve la parte imaginaria de la contribución de las superficies S,, y S,- al 
factor de forma. 

double IntegralYImag( void devuelve la parte imaginaria tie la contribución de las superficies Su+ y S,- al 
factor de forma. 

double IntegralZIrnag( void ) devuelve la parte imaginaria de la contribución de las superficies Sz+ y S,- al 
factor de forma. 

Uso de la clase Giroide 

Para utilizar la biblioteca es necesario incluir al inicio del programa la sentencia #include "g i ro ide .  h". Con 
esto es suficiente para poder invocar todos los métodos públicos de la clase Giroide. Como suele hacerse en la 
programación orientada a objetos, el primer método público que se debe utilizar es el constructor de la clase. 
Este método instruye a la biblioteca G T S  que construya una representación de la superficie estudiada utilizando 
triángulos. Por ejemplo la instrucción 

El siguiente paso consiste en indicar la dirección y la magnitud del vector de dispersión q: 

Giroide miGiroide( 1.2 , 350 ; 

miGiroide. Integrar(  3 .34  , 15.0 f P I  / 180.0  , 25.0 * P I  / 180.0  ) ; 

#include < iostream.h> 
#include <g i ro ide .h>  

i n t  main( void 1 
I 

double q = 3.34 , phi = 15 .0  * PI ,' 180.0 , t h e t a  = 25.0 f P I  / 180.0 ; 
Giroide rniiliroideí 1 . 2  , 350 ) ; 

i i G i r o i d e . I n t e g r a r (  q , phi , t h e t a  ) 

c o u t  <c "Par te  r e a l  d e l  f a c t o r  de forma:'' << miCiroide.IntegralTotalReal0 << end1 ; 

cout << "Par te  imaginaria d e l  f a c t o r  de forma:" << miciroide.  IntegralTiotalImagO 

; 
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<< endl ; 
cout << "Parte real de la contribución de la Superficie nodal:" 

<< miCiroide.IntegralCiroideReal(" << endl ; 
cout << "Parte imaginaria de la contribuc:ón de la Superficie nodal :Io 

<< miGiroide.InteglalGiroideImag(; << endl ; 
tout << "Intersecciones S-{x+) y S-Cx-} 

cout << "Intersecciones S-CXC) y S-{x.) 
<< endl ; 

<< .endl ; 
cout << "Intersecciones S-Cyc) y S-Iy-} 

cout << "intersecciones S-Iy+> y S-{y-) 

cout << "Intersecciones C-iz+l y S-{z - )  

cout << "intersecciones s-iz+) y s..&) 

í< endl ; 

<i: endl ; 

<< endl ; 

<< endl ; 

(real) :'I << miciroide. IntegralXReal() 

(imaginario) : 'I << miCiroide. IntegralXImagO 

(real) : O '  << miCiroide. IntegniYReal. i j 

(imaginario):" << miCiroide.IntegralYImag() 

(real):" << rniGiroide.IntegralZReal0 

(imaginario):" << miGiroide.IntegralZImag0 
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