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Antecedentes

El trabajo es enmarcado en el area del analisis estadistico secuencial, especifica-
mente en pruebas de hipodtesis secuenciales. El origen del analisis estadistico secuencial
viene de los trabajos fundamentales de Abraham Wald (ver, por ejemplo, [Wald (1945)]
and [Wald (1950)]). La idea de este enfoque es permitir para cualquier procedimiento
estadistico, un muestreo secuencial, en el cual la muestra se forma agregando observa-
ciones una por una, empezando desde una sola observacién. Finalmente el ntimero de
observaciones se determina en curso del muestreo mismo, dependiendo de las condicio-
nes en las que se generan los datos que se presentan durante el muestreo.

El enfoque original de Wald (ver, por ejemplo, [Wald (1950)]) supone que las obser-
vaciones se toman una por una. El conjunto de los resultados obtenidos en cada etapa
se analiza con el objetivo de decidir si es necesario seguir con el muestreo y proceder a
la siguiente etapa, o dar por terminado el experimento estadistico. Formalmente esta
etapa de muestreo es controlada por una regla llamada la regla de paro. En la obser-
vacion en que el experimento termina, se procede a la toma de decision final: en esta
fase se analizan los datos obtenidos en todas las etapas del experimento y se toma la
decision final, si se rechaza o no la hipdtesis nula, para hacer esto se requiere de la regla
de decision.

El resultado mas famoso del analisis secuencial es la optimalidad de la llamada prue-
ba secuencial de razén de probabilidades (sequential probability ratio test, SPRT), en
el problema de pruebas de dos hipétesis simples cuando las observaciones son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.). La SPRT, en promedio, requiere de una
tercera a una cuarta parte del nimero de las observaciones, en comparacién con el mé-
todo estadistico clasico (basado en una séla muestra), que son necesarias para lograr
la misma calidad de la inferencia (probabilidades de error tipo I y tipo II).

Uno de los problemas de la estadistica secuencial es que no se utiliza el la practica,
porque se requiere de mayor trabajo al realizar las n pruebas (una a una), que rea-
lizar sélo una en la que estdn contenidas todas las n observaciones [Schmitz (1993)].
Si se considera que cada una de las observaciones tiene un costo, entonces es de inte-
rés considerar el niimero promedio de observaciones ya sea con respecto a la hipotesis
nula o la hipétesis alternativa. Esto es crucial para la optimalidad de la SPRT (ver
[Cressie and Morgan(1993)] y [Schmitz (1993)]). Otro problema es que, aunque el pro-
medio de observaciones que usa la SPRT es minimo, este niimero tedricamente no queda
acotado (ver prefacio [Schmitz (1993)]), y s6lo se resuelve la cuestién del nimero de
observaciones a la hora de realizar el experimento.
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Parece no ser casualidad que a unos cuantos anos del descubrimiento de Wald,
empezaron intentos de “truncar” la prueba con tal de tener un experimento con un
maximo de observaciones que no sea mayor a un numero dado. El enfoque de pruebas
secuencialmente planeadas de [Cressie and Morgan(1993)] y [Schmitz (1993)] venia di-
rigido esencialmente contra el primero de los dos problemas arriba mencionados. El
trabajo [Cressie and Morgan(1993)] y algunos otros relacionados trata el caso de dos
hipotesis simples para observaciones i.i.d.

En las notas de [Schmitz (1993)] se desarrolla una teoria de procedimientos secuen-
cialmente planeados y se hace uso de ella para tratar los problemas de pruebas de
hipétesis también para el caso de observaciones i.i.d., en un marco un poco mas gene-
ral que en [Cressie and Morgan(1993)], quedando abierta la posibilidad de tratar los
casos de observaciones de una estructura mas general que el caso i.i.d. Sin embargo, las
pruebas desarrolladas en [Cressie and Morgan(1993)] y [Schmitz (1993)] y otros articu-
los relacionados no combaten el segundo de los “males” de los problemas secuenciales:
la imposibilidad, generalmente hablando, de dar una cota para el niimero méaximo de
observaciones en el experimento, ya que el tamano de la muestra que se toma en cada
etapa varia en funcién de las observaciones anteriores y, aparte, el nimero de las etapas
generalmente hablando queda indefinido.

En [Novikov (2004)] se propone una simple idea de cémo combinar las ventajas del
analisis secuencial, con la ventaja de tener el control sobre el niimero total de observa-
ciones que se tomaran en el experimento: usar disefio de dos etapas, cada una de una
duracion fija y definida antes de iniciar el experimento. La duracién de las etapas se
considera como parametro (variable) del procedimiento que permite una optimizacién
adicional, con tal de minimizar el niimero promedio muestral del experimento completo
(de dos etapas). Este tipo de experimentos bietapicos se menciona para fines ilustrati-
vos en [Ghosh et al. (1997)], sin darle mas desarrollo a los mismos. Una ventaja de los
disenos como en [Novikov (2004)] es que en ellos se pueden aplicar, sin complicaciones
mayores a los procesos estocasticos mucho més generales que el caso i.i.d., incluso a
procesos a tiempo continuo, lo que quedé ilustrado en [Novikov (2004)].

Los resultados numéricos obtenidos en [Novikov (2004)] dan evidencia que los di-
senos bietapicos tienen una eficiencia inesperadamente alta, y pueden competir atin
contra los procedimientos 6ptimos, en los casos cuando éstos pueden ser calculados
explicitamente. En casos de procesos con dependencia entre observaciones la estructu-
ra de los procedimientos 6ptimos se complica considerablemente y es dificil creer que
en casos mas generales que i.i.d. alguna vez se podran encontrar explicitamente las
pruebas Optimas, como es esto en el caso de la SPRT. Dada la eficiencia de la esta-
distica secuencial en los disenios de dos etapas, ésta deja abiertas posibilidades para
el cdlculo de las pruebas 6ptimas: algunos ejemplos estan dados en [Novikov (2004)] y
[Novikov (2006)].

En [Novikov (2004)] se propone una simple idea de cémo combinar las ventajas del
analisis secuencial, con la ventaja de tener el control sobre el nimero total de observa-
ciones que se tomaran en el experimento: usar disenio de dos etapas, cada una de una

4
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duracion fija y definida antes de iniciar el experimento. La duracién de las etapas se
considera como parametro (variable) del procedimiento que permite una optimizacién
adicional, con tal de minimizar el nimero promedio muestral del experimento completo
(de dos etapas). Este tipo de experimentos bietapicos se menciona para fines ilustrati-
vos en [Ghosh et al. (1997)], sin darle més desarrollo a los mismos. Una ventaja de los
disenos como en [Novikov (2004)] es que en ellos se pueden aplicar, sin complicaciones
mayores a los procesos estocasticos mucho més generales que el caso i.i.d., incluso a
procesos a tiempo continuo, lo que quedé ilustrado en [Novikov (2004)].

Los resultados numéricos obtenidos en [Novikov (2004)] dan evidencia que los di-
senos bietapicos tienen una eficiencia inesperadamente alta, y pueden competir atin
contra los procedimientos 6ptimos, en los casos cuando éstos pueden ser calculados
explicitamente. En casos de procesos con dependencia entre observaciones la estructu-
ra de los procedimientos 6ptimos se complica considerablemente y es dificil creer que
en casos mas generales que i.i.d. alguna vez se podran encontrar explicitamente las
pruebas 6ptimas, como es esto en el caso de la SPRT. Dada la eficiencia de la esta-
distica secuencial en los disenios de dos etapas, ésta deja abiertas posibilidades para
el cdlculo de las pruebas 6ptimas: algunos ejemplos estan dados en [Novikov (2004)] y
[Novikov (2006)].
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Introduccion

El objetivo basico del presente trabajo es minimizar el tamano de la muestra al
realizar una prueba de hipdtesis secuencialmente en k etapas, manteniendo la calidad
de la inferencia igual al de la estadistica clésica.

En el capitulo 1, se plantean los conceptos béasicos sobre la estadistica secuencial
como son: plan de muestreo, etapas, los tamanos de las etapas, el modelo estadistico
secuencial para observaciones i.i.d. También se dan las definiciones secuenciales de un
proceso estocdstico tanto para caso discreto como continuo. Se plantean los problemas
que se van a resolver en la tesis. En forma general se presenta el error tipo I, el error
tipo I y suponiendo que cada observacién tiene un costo, entonces se define el costo
por el uso de las observaciones. Debido a que los errores dependen del tiempo de paro y
de la regla de decisién, estos se definen como «(1), @), f(, @) y el costo del experimento

como k(1), ¢).

En el capitulo 2, se construye la teoria secuencial para k etapas. Por medio del
método de los multiplicadores de Lagrange, se crea una funciéon a la cual se le llama
la funcion de Lagrange en la cudl participan el error tipo I, el error tipo I1 y el cos-
to de las observaciones. La funcion de Lagrange es la que se optimiza, considerando
restricciones sobre los errores a(w, @), B(1, ¢). Se concluye este capitulo con la opti-
mizacién de la regla de paro, la regla de decisiéon y las duraciones éptimas de las etapas.

En el capitulo 3, partiendo de una muestra aleatoria con observaciones i.i.d. Se
aplica la teoria desarrollada al proceso de Wiener con deriva lineal. Se obtiene la es-
tructura en general y en forma particular de tal manera que se dan las férmulas para la
evaluacion numeérica del proceso, obteniendo explicitamente la forma para calcular los
errores tipo I y tipo I1. Con respecto al costo, se obtienen las férmulas para el costo
bajo de ambas hipdtesis (Hy y H;) y bajo alguna de las dos. Con estas formulas se
realiza una evaluacién numérica y se presenta los resultados tanto en tablas como en
graficas de contorno. Todo este trabajo se hizo para 2, 3 y 4 etapas. En el caso de dos
etapas, los resultados numeéricos se pueden comparar con los que presentéo A. Novikov
en [Novikov (2004)].

En el capitulo 4, se resuelve el problema modificado de Kiefer-Weiss, en el cual
participa una tercera hipétesis diferente de Hy y H;. Al resolver este problema surgen
diferentes casos y en cada uno de ellos se dan las férmulas explicitas para calcular
los errores tipo I y tipo 11, ademds del nimero promedio muestral (ASN). Un caso
particular es cuando la tercera hipotesis coincide con Hy o Hy, lo cual se reduce a la



Introduccion

prueba de H, vs H,. Para este caso se realizan simulaciones por medio de MatLab y
se presentan los resultados numéricos de los errores tipo I y tipo Il ademéas del nu-
mero promedio de observaciones. Los calculos se realizan para dos, tres y cuatro etapas.

Otro punto importante que se considera es que, ya con la teoria desarrollada, se hace
la formulacién para el calculo de los errores y nimero promedio muestral con distribu-
ciones uniformes utilizando el criterio de Wald. Como ya se meciond, estos resultados
son consecuencia del presente trabajo por lo cual no se dan referencas bibliograficas.

En el apéndice 6 se presentan los resultados numéricos del proceso de Wiener con
deriva lineal para 3 etapas.

En el apéndice 6.1 estan los resultados numéricos del proceso de Wiener con deriva
lineal para 4 etapas.

En los apéndices 6.2 y 6.10 se presenta el cédigo para la evaluaciéon numérica del
proceso de Wiener con deriva lineal en dos y tres etapas.

En el apéndice 6.22 esta el codigo para la evaluacion numérica para el problema
modificado de Kiefer-Weiss, en diferentes etapas.



Capitulo 1

Pruebas de hipo6tesis estadisticas y
analisis secuencial

Una de las bases importantes en la estadistica inferencial, son las pruebas de hi-
potesis, en estas es de gran relevancia considerar el error tipo I, el error tipo I1 y el
tamano de la muestra. Con respecto a estos puntos, el presente trabajo esta motivado
por la eficiencia que se obtuvo al realizar pruebas de dos hipétesis simples tomando las
observaciones en dos etapas, esto se puede ver en [Novikov (2004)].

Antes de iniciar con el trabajo secuencial, se hard un breve repaso sobre los concep-
tos basicos de los modelos probabilisticos, y las pruebas de hipotesis de desde el punto
de vista clasico.

1.1. Conceptos probabilisticos

En este apartado se da un breve repaso de los modelos probabilisticos. Antes de
esto, se da el siguiente resultado de teoria de la medida que es necesario para funda-
mentar debidamente lo que se propone.

Sea (£2,.#, 1) un espacio de medida. Se denota como M™(Q2,.7) a la coleccién de
todas las funciones no negativas .%-medibles de €2 a R.

Teorema 1.1. Sean A\ y 1 dos medidas o-finitas definidas sobre F y supongase que \ es
absolutamente continua con respecto a j. Entonces existe una funcion f en M+ (Q, %),
tal que

A(E):/Efdu, EecZ. (1.1)

Ademds, la funcion [ es determinada de manera unica p-casi donde quiera.

La funcién f que participa en 1.1, se le llama la derivada de Radon-Nikodym de A
con respecto a p y es denotada por d\/dpu.

La suposicion general que se hace sobre el modelo estadistico es la siguiente.



1. Pruebas de hipétesis estadisticas y analisis secuencial

Sea (£2,.%) un espacio medible, sea X7, Xo, ..., una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (v.a. i.i.d.) en este espacio. Supéngase que
P es la distribucién de las variables aleatorias y que existe la densidad (la derivada de
Radon-Nikodym)

dpP

f@)—@

() (1.2)

con respecto a una medida o-finita p.
Debido a que las variables aleatorias son independientes, para cualquier n > 1, la
funcion de densidad conjunta del vector aleatorio (X7,...,X,), es

= ) = 1) (13)

con respecto a la medida

n

M:MX...XM_

Sea (2 el espacio muestral y .%,, con n > 1 es la o-dlgegra que contiene a (X7,...,X,,).
En el caso en que n = 0, es decir, cuando no se tienen observaciones, la sigma algebra

es Fo = {0,Q}.

1.2. Pruebas de hipdétesis en el enfoque clasico

En esta parte, se enuncian los conceptos basicos para realizar pruebas de hipétesis
con el enfoque de la estadistica clasica.

Definicion 1.1. Una hipdtesis estadistica o simplemente hipotesis es una afirmacion
o conjetura que se hace acerca de la distribucion de una variable aleatoria X .

La hipotesis nula se denota como Hy, y las hipodtesis alternativas como H; con
i=1,...,k

Definicién 1.2. La hipotesis estadistica es simple si esta especifica de forma unica a
la distribucion, en otro caso se dice que es compuesta.

Definicion 1.3. Una prueba de hipotesis es una regla que indica si se rechaza o no se
rechaza la hipotesis nula.

Al tomar la decisién de rechazar o no rechazar la hipdtesis nula, se puede cometer
dos tipos de errores.

Definicién 1.4. Rechazar la hipdtesis nula cuando ésta es verdadera se le conoce como
el error de tipo I y a la probabilidad de cometer este error error es a, que es el tamano de
la region critica. A esta probabilidad también se le conoce como el nivel de significancia.

Definicién 1.5. No rechazar Hy siendo que ésta es falsa se le conoce como el error de
tipo I y la probabilidad de cometer este error se denota como 3.

10



1.2. Pruebas de hipétesis en el enfoque clasico

Hj cierta H; cierta
Rechazar H, Error tipo I, (o) Decisién correcta
No rechazar Hy Decisién correcta Error tipo 11, ()

Tabla 1.1. Tipos de error

Estas definiciones se pueden ver en la tabla 1.1. Para tomar la decisién sobre si
se rechaza o no la hipdtesis nula, se utiliza la informacién de la muestra aleatoria
Xq,...,X,, la cual se supone sigue cierta distribucién. Es claro que si se cambia de
muestra, la decision de rechazar o no la hipotesis nula también podria cambiar.

Sea () el espacio muestral y sea C' un subconjunto de €2 en el cual se rechaza Hy,
a este subconjunto se le llama “region critica” o “regiéon de rechazo”, la regién de no
rechazo de la hipotesis nula es 2 — C'.

Definicién 1.6. La region critica de una prueba de hipotesis, es un subconjunto C' del
espacio muestral ) que corresponde al rechazo de la hipotesis nula.

Es claro que se espera escoger una prueba estadistica y una region critica de manera
que las probabilidades de error tipo I y error tipo I, sean lo mas pequenas posibles.
Notar que en una hipdtesis simple Hy, el nivel de significancia es también el tamaiio de
la prueba. Considerando las probabilidades de error al realizar una prueba de hipétesis,
es muy conveniente tener la definicién de la funcion de potencia

Definiciéon 1.7. La funcion de potencia, w(0) en la prueba de hipétesis de Hy es la
probabilidad de rechazo de Hy, cuando el verdadero valor del parametro es 6.

Supodngase que se tienen dos o més pruebas del mismo tamano y el interés esta en
determinar aquella prueba que tenga las probabilidades de error mas pequenas.
Supdngase que las v.a. Xi,..., X, tienen funciéon de densidad de probabilidad
f(x1,...,x,) y considerar su regiéon critica C.
La notacién de la funciéon de potencia correspondiente a C' es

7.(0) = P[(X,,...,X,) € C|f] (1.4)

Definicion 1.8. La prueba de hipotesis de Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 = 01 basada sobre la
region critica C* se dice que es una prueba mas potente de tamano o, si

1. me+(0g) = a, y

2. me(01) > me(01) para cualquier otra region critica C' de tamarno o, (es decir,

mo(6y) = a)).

A la region critca C* se le llama la reion critica mas potente de tamano «.

El teorema de Neyman-Pearson es uno de los resultados mas importantes en el que
se sustenta la estadistica inferencial clasica y que a continuaciéon se enuncia.

11



1. Pruebas de hipétesis estadisticas y analisis secuencial

Teorema 1.2. (Lema de Neyman-Pearson). Sea X = X1, Xo,..., X, una muestra
aleatoria de tamano n de una funcion de densidad o de probabilidad, correspondiente
a 0; es f(x|b;) coni=0,1. Para realizar la prueba de Hy : 0 = 0y contra Hy : 0 = 0,
para la prueba sea usa la region de rechazo C' que satisface

f(x]01) > kf(x|6y), sizeC (1.5)
y
f(x6y) < kf(x|0y), siz e C* (1.6)
para algin k >0, y
Oé:PQO(XG C) (17)

Entonces

1. (Suficiencia) cualquier prueba que satisface a (1.5) - (1.7) es una prueba UMP
de nivel a.

2. (Necesario) Si existe una prueba que satisface a (1.5) - (1.7) con k > 0, entonces
cada prueba UMP de nivel a es una prueba de tamano « (que satisface (1.7)) y
cualquier prueba UMP de nivel a satistace a (1.5) y (1.6) exepto en un conjunto
A tal que Ppy(X € A) = Py (X € A) =0.

Con este teorema (Lema de Neyman-Pearson), concluye el breve repaso de los con-
ceptos de la estadistica clasica.

1.3. Analisis estadistico secuencial

En el analis secuencial multietapico, en el que se trabaja, el total de las observaciones
se dividen en k£ grupos cada uno tamano fijo. A la toma secuencial de cada grupo de
observaciones se le llama etapa, de esta manera se dice que los datos son tomados en k
etapas con 0 < k < oo. Siguiendo el procedimiento de andlisis secuencial como el que
plante6 Wald (ver [Wald (1947)]), se procede de la siguiente manera: Se da una regla
para realizar una de las siguientes tres decisiones en cada etapa del experimento. 1)
aceptar la hipdtesis nula, 2) rechazar la hipétesis nula 3) continuar con el experimento
tomando un grupo mas de observaciones. Entonces, asi descrito esto es una prueba de
hipétesis secuancial. Sobre la base de la informacion del primer grupo de observaciones
se pueden tomar cualquiera de las tres decisiones mencionadas. Si la primera o la
segunda se toman, entonces el experimento termina. Si se toma la tercer decisiéon, otra
vez, en base a las observaciones de los dos grupos de observaciones se toma una de las
tres decisiones ya mencionadas. Si se opta por la tercer decision, entonces se toman
las observaciones del tercer grupo y asi se continua. Este proceso continua hasta que
se toma la primera o segunda decision. El niimero n de grupos de observaciones que
se requiere para un procedmiento de este tipo es una variable aleatoria, el valor de n
depende de los resultados de las observaciones.

Es importante aclarar que el procedimiento descrito puede ser que nunca tome la
tercer decision y por lo tanto, el procedimiento no termine. En el caso que nos interesa
se consideran k grupos de datos, y el nimero de observaciones de cada grupo es fijo.
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1.4. Procesos estocasticos secuenciales

De esta manera, el experimento secuencial descrito puede detenerse en cualquier etapa
neconl<n<k.

Sea X, t € T, un proceso estocéstico, con T'= N (tiempo discreto), o T' = [0, 00)
(tiempo continuo). Supongamos que la distribucién del proceso depende de algtin “para-
metro” desconocido 6 y se quiere realizar el contraste de la hipotesis simple Hy : 6 = 6,
contra una alternativa simple H; : 6 = 6;, con 6, # 6,. El objetivo de este trabajo es
mostrar el procedimiento para pruebas de hipodtesis secuenciales con un maximo finito
de k etapas, k > 2.

Se supondra que las duraciones de las etapas son nimeros fijos positivos ¢y, ..., tx,
dados antes de que el experimento empiece. A diferencia [Cressie and Morgan(1993)]
y [Schmitz and Sueselbeck (1983)], se supondra que cada uno de los ¢y, ..., tx, son ni-
meros naturales fijos y que son establecidos con anticipacién. En el caso de tiempo
discreto t; € N, en tiempo continuo t; € (0,00). El vector t = (t1,t,. .., 1) es llamado
plan de muestreo.

En forma general, para un plan de muestreo t y para algun n < k sea
X(t‘n) - (Xh s 7Xt17Xt1+17 s 7Xt1+t27 s 7Xt1+t2+'“+tn)‘

El caso particular es cuando n = k, y entonces por definicion X® = X ¥ Notemos
que si el vector ¢ es unidimensional, es decir t = N, entonces XN = (X,..., Xy).

Para cualquier t € 2%, el vector de datos X %) = (Xl(t), Xét), o ,X,gt)), tiene que
la funcion de densidad

k k
1M @) = @02, D) (1.8)
es la derivada de Radon-Nikodym con respecto a la medida producto

(t|k)

P =y @ gy @ - @

siendo u;, medidas o-finitas sobre los respectivos espacios.
La afirmacién anterior es debido a que

k—1 — k
) = | R @0t

)
Ty

si B = £E,(:), f= fét‘k) y = dp*) | se tienen todas las condiciones del Teorema 1.1.

Se aclara que no se supone alguna estructura paramétrica de las distribuciones
participantes, por lo que “0” puede ser lo que sea; el iinico requisito es que identifique
de forma tnica la distribucion.

1.4. Procesos estocasticos secuenciales

Supodngase que las observaciones son generadas por un proceso estocastico y que
son usadas en un procedimiento estadistico secuencial, con el objetivo de observar la
diferencia entre dos hipotesis simples acerca de la distribucién del proceso. A lo largo de
la tesis, se supone que las observaciones son tomadas en un nimero finito de k etapas,

13



1. Pruebas de hipétesis estadisticas y analisis secuencial

(siendo k > 2, porque si k = 1 se tiene una prueba de hipétesis de la manera clésica). En
particular, el caso discreto queda cubierto cuando los datos son tomados en una etapa
de duracién unitaria, y cada valor del proceso Xy, X, ..., X} puede potencialmente
ser observada. La prueba secuencial corrrespondiente a este esquema son usualmente
llamadas en la literatura como pruebas “truncadas” o de “horizonte finito”.

En el caso de tiempo continuo, supéngase que las etapas respectivas estan formadas
por “partes” de un proceso { X, s;1 < s < s;},1=1,...,k, con duraciones de etapas
positivas t; = s; — s;_1, ¢ = 1,..., k. Alternativamente, se puede observar una version
discretizada de un proceso de tiempo continuo, cuando las observaciones disponibles
para el andlisis estadistico son X, X,,..., X, con 81 < 59 < -+- < sp.

Sea X, t € T, un proceso estocéstico, con T' = N (tiempo discreto), o T' = [0, 00)
(tiempo continuo). Supongamos que la distribucion del proceso depende de algin “pa-
rametro” desconocido 6 y se quiere realizar la prueba de hipotesis simple Hy : 6 = 6,
contra una alternativa simple H; : § = 0, con 01 # 6.

Para cualquier plan de muestreo t, se define la suma del tamano de las etapas, como
sp(t)=t1 4+ +t, n=12...k (1.9)
siendo sq(t) = 0.

Se denotard como
X = {X}ons()<s<on(t)

a los datos observados en la etapa n, y

X0 = (17, x50, x )

n

todos los datos observados hasta la etapa n, conn =1,2,... k.

1.5. Planteamiento de problemas

A continuacién se enuncian, en forma general, los problemas que se resuelven en la
tesis.

Considerando un plan de muestreo t con t; > 0 para todo i = 2,3,...,k fijoy
determinado antes que empiece el experimento, el objetivo de este trabajo es mostrar
el procedimiento para pruebas de hipotesis secuenciales con un maximo finito de k
etapas, k > 2.

Los elementos que participan en el proceso secuencial multietapico son la regla de
paro y la regla de decisién, es claro que estas deben ser determinadas en su forma mas
general.

Si ademas se considera que las observaciones tienen un costo, entonces, es de gran

interés considerar la minimizacion del costo promedio de observaciones.
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1.6. Reglas generales de paro y de decisién

Para mostrar la eficiencia de la estadistica secuencial multietdpica se realizan eva-
luaciones de la teoria desarrollada en casos particulares, uno de ellos es para el proceso
de Wiener con deriva lineal y el otro es para un proceso con distribuciones uniformes.
En cada caso se presentaran las féormulas para obtener los valores de los errores, los
valores promedios de los costos y, ademas, se presentan los resultados numéricos.

Otro punto de interés es fijar un valor 6 diferente a 6y y 61, y buscar la minimizacién
del costo promedio, cuando las observaciones son i.i.d. y con horizonte finito. A este se
le llama el problema modificado de Kiefer-Weiss, (ver [Kiefer, J., Weiss, L., (1957)] y
[Weiss (1962)]).

Un tema que también se considera en la tesis es determinar la estructura de un
proceso estocastico utilizando el criterio de Wald. En este se determinan las férmulas
para el error tipo I, el error tipo I y el nimero promedio de observaciones.

1.6. Reglas generales de paro y de decisién

Para probar Hy vs H; dado un plan de muestreo ¢, se define una prueba de hipotesis
multietdpica como el par (¢, ¢;), con ¥y regla de paroy ¢, regla de decision (terminal).
La regla de paro estd dada por

Ve = (Vo Pupps - Vi1 )

donde
Q701,‘|n = ¢t\n(x(t|n)) = 7vbt|n(l‘17 s 7xt1+"~+tn)7 n= ]-7 27 R k — ]-7

es una funcién medible y toma valores en [0, 1].

El valor de wtm(a:(t'”)) es interpretado como la probabilidad condicional de parar y
proceder a tomar una decision, dado que se esta en la etapa n del experimento, y las
observaciones tomadas son z("). Entonces, 1 — wﬂn(az(t‘")) es la esperanza condicional
de no parar y tomar las observaciones de la etapa n 4+ 1 del experimento sin tomar
alguna decision. Si el experimento no se detiene en alguna etapa n < k, entonces la
toma de decisién se debe hacer en la ultima etapa k, con base en el vector completo
de observaciones z(*) y el experimento debe terminar en este momento.

Para cumplir con la tdltima condicién de paro, 1, debe satisfacer

(1= ¢ (@)1 = () . (1= wa(2)) = 0 (1.10)

esta restriccion es distintiva de las pruebas multietapicas.

Una vez que el experimento se detiene, se debe tomar la decision rechazar o no
rechazar Hy, para esto se define la funcion de decisién

¢t = <¢t|17 ¢t|2, . 7¢t|k)

donde
¢t\n = ¢t|n<x(t|n)) = ¢t\n('r17 s 7xt1+--~+tn)7 n = 17 27 ) k.
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1. Pruebas de hipétesis estadisticas y analisis secuencial

Se supone que estas funciones son medibles y que toman valores en [0, 1].

La funcién ¢y, (v M) se interpreta como la probabilidad condicional de rechazar la
hipétesis nula Hy, dado que el experimento se detiene en la etapa n, siendo z®™ el
vector de datos observados. Entonces 1 — ¢,(z(™) es la probabilidad de aceptar H
bajo estas condiciones.

El procedimiento descrito anteriormente genera un tiempo de paro 7, (que toma
el valor de n cuando el algoritmo indica detener el experimento en esta etapa) y una
funcién de decision d4 (que toma el valor de 1 cuando H, se rechaza y 0 cuando se
acepta, de acuerdo a la decision aleatorizada en base de ¢y,, cuando el procedimiento
de prueba se detiene en la etapa n).

1.7. Planteamiento general del error tipo I, tipo I/
y costo

Para alguna prueba (v, ¢;) se define la funcion de potencia P(0;y, ¢;) como la
probabilidad (total) de rechazo de Hy, cuando el verdadero valor del parametro es 6.

A continuacion se probara que la funcién de potencia en el caso k-etapico es de la

forma
k k

0; 1, ) = Z o (Ty =n,0s=1) = Z o [Tt/ tn D) (1.11)

siendo
T = (L= 1)(L—b2) ... (1 = yp_1) (1.12)
paran =2,3,....kyrp =1

Demostracion. Debido a que el experimento debe parar a lo més en la etapa k,
entonces Y, = 1.

P(0;1, ¢r) = Py( rechazar H)
= P =1,01 = 1) + Po((1 = Yyn)thye = 1, Qpa = 1) + - +
Po((1 =),y (1 = Yy 1)¢t|k =1,y =1)
= Eo[ipnn + (1 — i) adya + -+ (1= y1) - (1 = Yyr—2)yp—10up—1
(1 =1) o (1= Yyp—1) Ve P

Il
M?v

Ey[rintundun)- (1.13)

1

S
Il

Si en (1.11) se calcula la esperanza bajo y, se obtiene la expresién para el error
tipo I y este es

wt, ¢t Z Eo 1- ¢t|1> (1 - wtlnfl)wt|n¢t|n (1-14)
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1.7. Planteamiento general del error tipo I, tipo I/ y costo

y si § = 6, y se calcula la probabilidad de no rechazar Hy, se obtiene la expresion para
el calculo del error tipo 11

k

wty ¢t Z 1 - 2bt|1 (1 - ¢t|n—1)¢t|n(]— - ¢t|n) (115>

La probabilidad a(wy, ¢;) = P(0o; Yy, ¢¢) es llamada la probabilidad de error tipo I, y
By, ¢r) = 1 — P(01;14, &) es la probabilidad de error tipo I1.

Normalmente se busca que las probabilidades de error estén acotadas de la siguiente
manera

a(y, ) <a, y B ) < B (1.16)
con «, 5 € (0,1), (ver [Wald, A., Wolfowitz, J., (1948)]).

Suponiendo que cada observacion tiene un costo, entonces el costo por el grupo
de observaciones de la n—ésima etapa es c¢,(t) > 0, y el costo total de todas las
observaciones tomadas hasta la etapa n. es C,(t) = ¢1(t) + ca(t) + - - - + ¢, (2).

Entonces el costo promedio de todo el experimento secuencial es

K(0;4y) = Z:l Cn(t)Py(Ty =n)
= Z Co(t)Eg(1 — i) - - - (1 — Yyn—1)tupn (1.17)

La forma en que generalmente se plantean los costos del experimento es ¢, (t) = ct,
(proporcional al nimero de observaciones), (ver [Wald, A., Wolfowitz, J., (1948)]). Pa-
ra ejemplos més generales (ver [Schmitz and Sueselbeck (1983)], entre muchos otros),
son del tipo ¢,(t) = ct,, + d (proporcional al niimero de observaciones en el grupo, més
el costo por el grupo). En el presente trabajo siempre se supondré que ¢, (t) > 0, para
todon=1,2,...,k.

Sea 2" el conjunto de todos los planes de muestreo, a continuacién se enuncian al-
gunos casos de nuestro interés. En el caso de tiempo discreto, sea 2% = {(1,1,...,1)} el
cual corresponde a todas las pruebas secuenciales truncadas, o 2% = {(m,m,...,m)}
que corresponde a pruebas secuenciales grupales con el mismo grupo de observacio-
nes en cada grupo, etc. En el caso de tiempo continuo, se puede pensar en P*¥ =
{(At, At,...,At)} que corresponde a procesos truncados a tiempos discretizados, o
P* = (0,00)" que corresponde a todas las pruebas multietdpicas, etc.

Para cualquier plan de muestreo t € 2%, sea %, la clase de todas las reglas de paro
que satisfacen (1.10), y 7 la clase de todas las clases multieatdpicas (1, ¢;) basadas
sobre este plan de muestreo.

Sea

',Sk: Ufg‘tv

te Pk
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1. Pruebas de hipétesis estadisticas y analisis secuencial

Tr= U 4.
te Pk
El principal problema a resolver es: la minimizacion del costo promedio K (6;,) en la
clase de las pruebas (1, ¢;) € T* sujetas a (1.16).

Dado el valor del pardmetro 6, lo que se quiere minimizar es K (6,1) y esto puede
variar dependiendo de las necesidades. Por ejemplo, si se quiere minimizar K (6, ;) o
K(61,v:) (como se plantea en [Wald, A., Wolfowitz, J., (1948)]) o se minimizan ambos
costos a la vez. Esto parece ser una posibilidad afortunada tinicamente para observacio-
nes i.i.d. y horizonte infinito). Otra posibilidad para € en la minimizacion de K (6, ;)
es fijar un valor entre 6y y 6, este problema es conocido en el caso de observaciones
i.i.d. y horizonte infinito como “el problema modificado de Kiefer-Weiss”, y es algunas
veces util para resolver el problema original de Kiefer-Weiss, es decir, la minimiza-
cién de sup, K(0,1) (ver [Kiefer, J., Weiss, L., (1957)], [Weiss (1962)], ver también
[Lorden, G., (1980)] y [Schmitz and Sueselbeck (1983)]).
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Capitulo 2

Teoria secuencial multietapica

El objetivo de este capitulo es desarrollar la teoria necesaria para realizar pruebas
de hipotesis simples, tomando las observaciones en grupos de manera secuencial, para
eso se crea una funciéon en la que participa el error tipo I, el error tipo I y el costo
del experimento. El objetivo es encontrar una regla de paro v¢; que minimice el costo
dado en (1.17), sobre todas las pruebas sujetas a (1.16).

Se inicia definiendo la funcién de Lagrange como

L(11, ¢ Moy A1) = K(0;9¢) + Mo (y, @) + M B(r, ) (2.1)

donde A\g > 0 y A\; > 0, son constantes llamadas multiplicadores.

El siguiente teorema es una aplicacion directa de la idea del método de multiplica-
dores de Lagrange.

Teorema 2.1. Sea T C TF una clase secuencial k-etdpica. Existe una prueba (1, ¢) €
T, tal que para todas las pruebas (1, ¢,) € T, se cumple

L(t, 65 A0, M) < L(Ws 643 hos M) (2.2)
con
ay,d) =a y B, d) =B (2.3)
Entonces, para cada prueba (v, ¢;) € T, tal que
alpé) Sy Bl d) <P (2.4)
se tiene /
K (0:00) < K (0:15). (2.5)

La desigualdad en (2.5) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.4) es
estricta.

Demostracion. Sea (¢, ¢;) € 7 que satisface (2.2), debido a (2.3)

K(0;¢,) + Xoa+AiB > K(0;1,) + Ma(¥y, &) + MB(Yy, 6;)

L(1y, ¢y)

K(0;9) + Moo (Y, d1) + M B(r, dr)

K(0;¢¢) + Ao + M1 8 (2.6)

AV
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2. Teoria secuencial multietapica

de la cadena de desigualdades se sigue que
K(0;0) < K(6;)

esto demuestra la primera parte del teorema. Para que K (6;1)) = K(0;1)"), se requiere
que haya igualdades en (2.6). O]

El Teorema 2.1 muestra que las pruebas que minimizan el costo promedio bajo
las restricciones en las probabilidades de error, se pueden encontrar a través de la
minimizacién de la funcién de Lagrange (por ejemplo (2.2)). Respectivamente, se busca
una prueba (¢, ¢) tal que

n L(dy, — mfn mfn min L(x;, 2.7
Juin L(¢y, ¢) = minminmin L(¢y, ¢) (2.7)

en la clase TF.

El lado derecho de (2.7) indica la manera para hacer la minimizacion: primero se
minimiza sobre ¢, una t dada, luego a 1, con t dada y finalmente sobre ¢t € Z*. Este
sera el plan de trabajo a seguir para el resto de esta seccién.

Para simplificar la notacién se hacen las siguientes aclaraciones:
Para alguna regla de paro ¢, € .Z#*, se definen las funciones

st =1 =ty) - (L= Cyn)yn ¥ i = (L= 1) - (1= i),
conn=1,2,... k.
Ademaés se define 14, como la funcién indicadora del evento A.

El siguiente lema (Lemma 5.1 dado en [Novikov (2009)]), es un resultado de gran
ayuda para los objetivos que se persiguen.

Lema 2.1. Sea ¢, F| y F» algunas funciones medibles sobre un espacio medible con
una medida , tal que

0<o(x) <1, Fi(r) >0, Fy(z)=>0.

/min{Fl(:c),Fg(x)}du(x) < 0.

Entonces
J@@)Fi(@) + (1 = () Fa(@))dpu(z) = [ min{Fi(w), Fa(a) bp(x).
con tqualdad si y solo st
7 (@) <Py} < 0(7) < Iipy(0)<o(a))
[-casi donde quiera.
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2.1. La regla de decision 6ptima

2.1. La regla de decision 6ptima

Regresando a la bisqueda de la optimizacion de la funcion de Lagrange. El siguiente
teorema da la mejor regla de decisién final, para realizar la prueba de Hy vs H; para
cualquier plan de muestreo dado.

Teorema 2.2. Seat € Z* un plan de muestreo fijo, y 1, € ., una regla de paro dada.
Entonces

Aoa(@bt»@) + )\15 1/Jt,¢t > Z /Tt|n¢t\n mln{)\ofetln A fet‘n }dﬂ(tln) (2-8)

cualquiera que sea la regla de decision ¢,. Hay igualdad en (2.8) si y sélo si

1

n " <
Pofm < my <¢ <1

Dofim < sy (2.9)

p™) -casi donde quiera, sobre St|n {xm) Tﬁn(x(””))wﬂn(x(”")) > 0}, para todo
n=12...k.

Demostracion. Debido a (1.14) y (1.15)

Noa(tr, é1) + (v, 1) = 2:/%m¢mm)m" (1= Gy )M f () (2.10)

aplicando el lema 2.1, a cada uno de los sumandos del lado derecho de (2.10), se tiene
)\004(1/1,5, ¢t) + )\15 Uy, ¢t Z /St\n mln{)\ofot\n Alf(t\n }d( (tln) )
con igualdad, si y sélo si, ¢,, satisface a (2.9), u!™-casi donde quiera, sobre Sﬁn, para

alginn =1,2,..., k. O

Dado que la funcién de Lagrange ahora sélo depende del tiempo de paro, ésta puede
redefinirse como

Lt(wt) = Lt@/’t? Aos >\1) = i%f Lt(@% o3 Ao, )\1)- (2-11)

Corolario 1. Para cualquier plan de muestro t € 2% y para cualquier regla de paro
Uy € Fy

Z/%n )75 4 e gy (212

donde por definicion

1" = min{ Ao f31™, Ay £33, (2.13)

Demostracion. Esta se obtiene sustituyendo a (1.17) y (2.10) en (2.11), posteriormente
se aplica el teorema 2.2. La igualdad es debido a que se satisface la regla de decision
(2.9). O
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2. Teoria secuencial multietapica

2.2. Paro 6ptimo

Dado que se tiene una regla de decision 6ptima para cualquier tiempo de paro. El
interés ahora estd en minimizar a L(1;) (la funcién de Lagrange) para un plan de disefio
t € 2% Lo cual es un problema de paro éptimo y se resuelve utilizando la “induccién
hacia atras”.

Se define el operador B; como sigue: para cualquier funcién v = v(x(t‘”)) se tiene
que

BOu(@™) = [, 2l dyu () (2.14)

(por el teorema de Fubini, B® est4 bien definida para cada x*I™) e integrable con res-
pecto a pf"71).

La estructura de las reglas de paro éptimo y que minimiza parte de (2.7), es de-
terminada por las funciones V#™ para n < k, las cuales se calculan de la siguiente
manera: V) = [F) (ver (2.13)) y recursivamente para n =k — 1,k — 2,...1,

VA — min {14 e, () 57 + BY )y lint (2.15)

De manera natural, las condiciones de paro solo seran relevantes cuando se trata de
datos con probabilidad condicional distinta de cero, es decir, sobre el conjunto respec-
tivo

= {2 :rf (2) > 0}

para todo n = 1,2,... k. El 51gu1ente teorema describe todas las pruebas 6ptimas
k-etapicas para un plan de muestreo fijo ¢.

Teorema 2.3. Sea t € 2% y cualquier plan de muestreo fijo. Para toda 1, € F,
Li(te) > er(t) + BV, (2.16)

Hay igualdad en (2.16), si y sélo si, se cumplen las siguientes condiciones para todo
n=12....,k—1

[{l(t\")<cn+1(t)fe(tln)—i-BSJ)er(tanrl)} < Yyn < [{l(f\n)gcn+1(t)fg(tln)—i—BS}er(ﬂ"Jrl)} (2.17)
™) _casi donde quiera sobre Rt|n, Y Yy = 1 casi donde quiera sobre Rtldjc.
El siguiente lema proporciona ayuda para la demostracion del teorema 2.3.
Lema 2.2. Sea t = (t1,...,t), k > 2 y sea v = v(x™*)) alguna funcién no-negativa
integrable (con respecto a p!'*). Entonces
[ st (Con@f™ D + 1 0)au 0 1 [t () £+ v)da
k— _
= /rt|k (Cra (2 )ft| 1)+Q v)dp (e/k=1) (2.18)
con
Qv =min{1"Y o () 57 + B v} (2.19)
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2.2. Paro 6ptimo

siendo B,(:) el operador definido en (2.14).
La cota inferior en (2.18) se puede obtener, si y sélo si

Tgem-n< @, vy < Vek—1 < Tpei-v< g, vy

pt*=1_casi donde quiera, sobre

Rtﬁc—l = {2 Tﬁk—l(x(tlk_l)) > 0}.

Demostracion. Por el Teorema de Fubini, la parte izquierda de (2.18) se puede ver
como

[ sta (G @ F7 4 00 g0
[ [ ™ + vyt an®=
= [l G + 1)
(1 = Yy—1) /(Ck(t)fét‘k) + v)dpt*]dptF=Y (2.20)
pero fé(,ﬂk) (™)) es una funcién de densidad conjunta de (X, ..., X;, 1...1s, ), entonces
/fe(tlk)(@"l» e Ty pegty) A = FE @, s Tty gty —1)

asi que la parte derecha de (2.20) es

- /T;kalWt|k_10k,1(t)f(§t|k’1) + wt‘k_ll(ﬂkﬂ)
+(1 - wtlkfl)(ok(t)fe(t‘kil) + /Udutk)]du(t“f—l)
- /TﬁkqWﬂkﬂok_l(t)fe(tlk_l) + @/Jt\k,ll(t'k_l)

HL = ) Coa () + e 0+ [wdp)]ap =,
por la definicién del operador B® y simplificando, esto es
= /Tﬁkfl[ckfl(wfe(tlk_l) +wt|k—1l(t‘k71)+

(1= Yugp) () f5 70 + BPw)]dpt=D, (2.21)

Aplicando el Lema 2.1, se sigue que (2.21) es mayor o igual a

[rialCea@ ™Y 4 min{l 0, 0 4 By hap

= [ (G O™ + Quu)du . (222
Debido a la definicién de Qv en (2.19), hay igualdad entre (2.21) y (2.22) si y sélo si
se cumple (2.17), p-casi donde quiera sobre Rf{k. ]
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2. Teoria secuencial multietapica

Ahora ya se tienen las condiciones para hacer la prueba pendiente.

Demostracion. Del Teorema 2.3. Debido al Corolario 1, la funcién de Lagrange es

5 [t 5 4 10 1 [ 0 4 VN

y se quiere probar que esto es mayor o igual que la siguiente expresion

Z/St\n (£) £37) + 101 gy 1) +/st|k (Cromy () fHED R0y g (R0 (2 94)

para probar esto, es suficiente ver que la diferencia entre (2.23) y (2.24) es mayor o
igual a cero. Desarrollando a (2.23) para n = k — 1 y posteriormente a esto se le resta
la expresién (2.24), se obtiene

/S}f_l(Ck_l(t)fg(t"“_” + 101 gy (D +/ SE(CR) fi™) + VIR g > o (2.25)

porque por definicién cada una de las funciones que participan en (2.25) son no nega-
tivas. Por otra parte, en particular se tiene que (2.25)

> /St|k 1 Ck 1( )f tlk 1) V(t‘k—l))du(t‘k—l) (226)
y esto se cumple debido al Lema 2.2, con igualdad en (2.26) si y sélo si

I{l(tlk—1)< Qur—1V} < wtlk—l < I{l(“k_l)é Qer—1V}

donde
Qt|k—1 = Ck(t)fe(tlk_l) + B}Ef)v(t\k)

siendo B,(:) es el operador definido en (2.14).
Anélogamente, se demuestra que la parte derecha de (2.26) es

> Z/ t|n t|” +l(t\n) t|n+/ St 2 (Chalt )fe(t\k—2) +V(t|k—2))dut\k—2
con igualdad si y sélo si

T2 < Qv < Yee—2 < Tpei-2< g, _,v)

donde k
_2 _
Q-2 = Ck_l(t)fa(tl )+ Bl(:_)lv(t\k )

Aplicando consecutivamente el Lema 2.2 finalmente se obtiene (2.16), con igualdad si
y solo si la regla de paro satisface (2.17). O

Del Teorema 2.3, se tiene que la parte media del minimo en (1.16) es igual a

c(t) + B Dy ) ), para completar la minimizaciéon de (2.7) es necesario buscar pla-
nes de muestreo que alcancen

min {c;(t) + B VDY, (2.27)

te 2k
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2.2. Paro 6ptimo

Nota 2.1. Tener en cuenta que en el esquema actual se requiere que la primera etapa
esté siempre presente (esto explica el término ¢;(¢) en (2.16)). Formalmente, las reglas
de paro 6ptimas del teorema 2.3 se minimizan bajo esta condicion, sin embargo, en
ocasiones hay algo mejor que hacer antes de comenzar la primera etapa: no hacer nada.
Por ejemplo, si min{Ag, A1} < ¢1 ()4 By, VU, entonces la decisién trivial I 1y, <),y indica
que no se requiere ninguna observacién, ésto funciona mejor que las reglas éptimas del
teorema 2.3 (por la misma razon que se explica en la Nota 2.3 en [Novikov (2009)]).

Si hay més de un plan de muestreo en &%, parece que la tinica forma de minimizar a
(2.27) es de forma numérica, para la mayoria de las aplicaciones. Para pruebas secuen-
ciales de grupo del mismo tamaiio (2% = {(m,m,...,m), m € N}), la optimizacién
sobre m puede ser una tarea importante para las aplicaciones, cuando el costo incluye
una parte pagada por grupo (por ejemplo, ¢,(t) = ct,, +d, d > 0).

Si sélo hay un elemento en 2% (por ejemplo, para todas las pruebas secuenciales
truncadas, 2% = {(1,1,...,1)}), no se necesita la minimizacién de (2.27). En par-
ticular, se obtiene inmediatamente de los Teoremas 2.1 a 2.3, las pruebas truncadas
6ptimas de modelos para observaciones i.i.d. A continuacién se mencionan algunos usos
importantes de estos resultados para este caso particular.

Nota 2.2. Se sabe que la prueba secuencial optima en el problema modificado de Kiefer-
Weiss (ver [Lorden, G., (1980)]), para las familias Koopman-Darmois estd truncada,
por lo que estas se pueden obtener de los Teoremas 2.1 a 2.3. La prueba dptima (3)
en [Lorden, G., (1980)] tiene que ser un caso particular de las pruebas dptimas de
los Teoremas 2.1 a 2.3 para este problema, porque ahi se describen todas las pruebas
aleatorizadas que minimizan la funcion de Lagrange y esta es la forma en que la prueba
(3) en [Lorden, G., (1980)] se obtiene.

Nota 2.3. Alternativas bilaterales. Hay una manera de incluir en el esquema actual el
caso importante para aplicaciones de alternativas “bilaterales” (ver [Jennison (1999)]).
Se puede tomar formalmente

J = gl

con @ < 6y < 0", 7" >0 7 >0 7" +7" =1, como la “densidad alternativa”
y modificar las férmulas en los teoremas 2.1-2.3 respectivamente. El método por si
maismo proporciona pruebas para las cuales

W/PQI((S = 0) + 7T”P9N(5 = O) = ﬂ (228)

dejando la posibilidad de usar 7’ y 7" como “ajustes” adicionales para hacer que las
probabilidades (de error tipo II) en (2.28) sean iguales.

Nota 2.4. Pruebas bayesianas multi-etapicas. De manera similar, se pueden tratar las
pruebas Bayesianas. Estas se obtienen de los teoremas 2.2 y 2.3 tomando formalmente
para la evaluacién de K (0;1;) en (1.17) a

FL g gl g st

1

donde 7, m; son algunos niimeros positivos tales que my + 7 = 1
(cf. [Wald, A., Wolfowitz, J., (1948)]). Usando esta opcién en el teorema 2.3, se obtiene
la estructura de todas las pruebas secuenciales k-etapicas Bayesianas.
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2. Teoria secuencial multietapica

2.3. Minimizacion del costo

En esta seccion se resolvera el problema de minimizacién del costo del experimento,
es decir, de K (0;1,) sobre todas las k etapas con probabilidades de error sujetas a

a(, o) <a, vy B, ¢r) < B.

Combinando los resultados de los teoremas 2.2 y 2.3, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sea k un numero natural, supongase que existe un plan de muestreo
t* = (t5,...,t5) > 0, tal que para alguna t = (t1,ta, ..., tx) >0,

VO () < YO (4) (2.29)

(ver (2.15)) y sea (Y(t*), d(t*)) alguna prueba para la cual Y(t*) cumple (2.17) con
n=1,t=t"y ¢(t*) satisface (2.9). Dado

a(@(t?),o(t) = y  BE),o(t") =5

entonces para alguna prueba k etdpica (vy, ¢) € AF, tal que

a(n,¢r) <ay B, ) < B (2.30)

se tiene que
K(6;4(t) = K(0;9(t)). (2.31)
La desigualdad en (2.31) es estricta, si una de las desigualdades en (2.30) es estricta.

Por el teorema 2.4, lo que queda del problema es encontrar

min V0, (2.32)
t=(t1 0 ts)
Como esta prueba esta construida con componentes de los Teoremas 2.2 y 2.3, entonces
(2.32) es 6ptima. La tinica forma de dar solucién a (2.32) es por medio de la minimizacén
numérica. En [Novikov (2004)] y [Novikov (2006)] se realizé este trabajo para la prueba
de dos hipodtesis simples para un proceso de Wiener con deriva lineal en dos etapas
(k=2).

Los Teoremas y las demostraciones en la teoria expuesta son una generalizacion
de los Teoremas que se presentan en [Novikov (2004)] y [Novikov (2006)]. Es decir en
forma general son resultados que se obtuvieron en el desarrollo del presente trabajo y
que se han obtenido partiendo del caso de dos etapas.
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Capitulo 3

Planteamiento general multietapico
del proceso de Wiener con deriva
lineal

Los resultados teodricos de las secciones anteriores son muy generales. A continuacién
se dan dos aplicaciones igualmente muy generales y después se haran mas especificas
de tal manera que se obtendran las féormulas explicitas para realizar evaluaciones de
las mismas y mostrar resultados numéricos.

Para el tiempo continuo, la suposicion de (1.8) también es bastante general, por lo
que es necesario realizar un ejemplo para un caso en concreto.

Supodngase que el proceso de Wiener con deriva lineal esta disponible para observa-
ciones en etapas

Xs=0W(s)+0s, s>0 (3.1)

donde W (s) es un proceso de Wiener estandar, asi que EW (s) =0y Var(W(s)) = s,
s > 0. Sea p; la distribucién de {W(s) }scp0,4, se sabe que la distribucién de { X} scjo, es
absolutamente continuo con respecto a u; por lo que la derivada respectiva de Radon-
Nikodym es

0 t6?
fol{s}acon) = exp (U B ) |

202

Sea t € Z% algtin plan de muestreo. Usando la independencia de los incrementos de
W'y s,(t) (definido en (1.9)), se tiene que

", (tn 0 s,(t)6?
£330 = exp (xsn(t)UQ _ 5nll) ) (3.2)

2 o2
es la derivada de Radon-Nikodym con respecto a la medida producto p" = p®@u®...Qu.
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

3.1. El proceso de Wiener con deriva lineal en eta-
pas

Supéngase que un proceso de Wiener con deriva lineal (3.1) es observado en k eta-
pas. Sea 2% = (0,1)*, con k > 2.

El interés esta en probar Hy : 6 = 6y vs Hy : 6 = 6, con 6y # 01, suponiendo que o
en (3.1) es conocida. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que o =1y 6y = 0.
De esta manera, el valor de #; es el tinico parametro que permanece en el modelo y
para simplificar la notacion se considera 6; = 6.

Con respecto al costo, sea ¢,(t) = t, con t € ¥ y n < k. Se pretende hacer el
calculo del costo ponderado bajo Hy y Hy

co K (0o; ¥y) 4 c1 K (613 4y)

siendo ¢y y ¢; constantes no negativas.

Una pequena diferencia con el criterio Bayesiano al final de la nota 2.4, es que aqui
una de las constantes pueden ser cero. Se supondra que ¢y > 0 y bajo esta suposicién
considerar que ¢, (t) = t,, entonces K (6;,1) se convierte en la duraciéon promedio de
la prueba bajo Hy y Hj.

Se tienen dos alternativas para los valoresde ¢ y c1: co=1,¢c1 =1ycg=1,¢; = 0.

= La primera opcién corresponde al criterio Bayesiano que otorga ponderaciones
iguales a la duraciéon media tanto en Hy como en Hp, a esto le llamamos el
criterio equilibrado Bayesiano.

» El segundo caso (cuando ¢y = 1, ¢; = 0) y se obtiene el costo promedio bajo Hy,
sin considerar el valor bajo Hy, a esto se le llamara el criterio bajo Hy.

Es de esperarse que en el segundo caso, la duracion promedio de la prueba tendra va-
lores menores en comparacién con el criterio del equilibrio Bayesiano (probablemente
a expensas de la duraciéon promedio elevada de la prueba bajo Hj).

Sea t € 2% cualquier plan de muestreo. De acuerdo a las especificaciones del
modelo, se toma (3.2) con o =1

t
fg(t\n) (x(ﬂn)) = exp (Isn(t)e _ 3n2( )92) _ Z@('Isn(t)a Sn(t)) (33)
donde, por definicién
zg(x,t) = exp(ad — t6?/2). (3.4)

La regla de paro 6ptimo del teorema 2.3, se puede expresar de una manera mas com-
pacta en términos de las siguientes funciones p™(z) con 2 >0y n=1,... k.
Empezando con n =k

P (2) = g(2) = min{ g, A2} (3.5)
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3.1. El proceso de Wiener con deriva lineal en etapas

y z > 0, recursivamente paran =k — 1,k —2,...,1,

" (2) = min {9(2), (co+ c12)turn + /O:o P (z20(, ) ( - >} (30

n+1
donde @ es la funcién de distribucién acumulada de la normal estdndar.

Proposicién 3.1. Para las funciones V™ y ptM)(2) definidas en (2.15) y (3.6) res-
pectivamente, se tiene que

VR () = Ut (zg(,,1): 5a (1)) (3.7)
para todon =k, k—1,...,1.

Demostracion. Esta es por induccion hacia atras. Para n = k

(tn) ¢ .(t|k)
V(tlk)(l,(tlk)) _ min{/\o,)\lf91 (z )}fe(slk)(x(ﬂk))

fan" (@)
= min{Ao, \1z} fég'k) (2(1%)) (3.8)
donde
z=== 3.9
i
y por otra parte
P (2) = min{\g, A2} (3.10)

Supéngase que (3.7) se cumple para n = m < k, es decir

VORE) = i {g(a) o+ et + [ st ()
p(tlm)(z(tlm)). (3.11)
Por demostrar que (3.7) se cumple para n = m — 1, es decir

VU= (tm=1y — min { 9(2), (co + c12)t, + /_ O; P (z29(, b)) dD (\;%) } .

Demostraciéon, para n = m — 1, se tiene
Y hn=1) (g lm=1) = iy {l(z), (o+crz)tm + [ VO (), m,g”)dut(x;“)}

por definicion I(z) = g(z) y debido a la hipétesis de induccion (ver (3.11)), se sigue

- min {g<z>, (co+ ertut [ P ol 0,5 (8)d0 (;g_m) }
pm(z).

Con esto concluye la demostracién de (3.7). O
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

En particular, el valor minimo en el lado derecho de (2.16) del teorema 2.3 adquiere
la siguiente forma

(co+c1)th + /_o:o P (zg(,t1))dD (\}%) : (3.12)

Esta es la expresiéon que se minimizarda numéricamente para encontrar las duraciones
6ptimas de la etapa de acuerdo con (2.7).

Otros elementos importantes relacionados con la optimizacion en la duracion de la
etapa dada en (2.7), son las respectivas reglas de paro y decisién, las cuales también

tienen una forma compacta en términos de p**),

Se analizard la desigualdad en el lado derecho de (2.17), con la finalidad de definir
una regla de paro 6ptimo. Es facil ver que (2.17) se puede reescribir como

o0 x
g9(2) < (co+ 12ty + /_OO p(t‘"ﬂ)(zzg(:c,tnﬂ))d(l) (\/ﬂ) (3.13)

suponiendo que
2 = 29(Zs, (1), Sn(t)). (3.14)

Para simplificar la notacién, se denotard la integral en el lado derecho de (3.13) como
I (2). No es dificil ver (como en [Novikov, A., (2008)]) que I*™(2) es una funcién
concava de z en [0, 00). Entonces,

F(2) = Mz — (co + c12)tnyr — 1M (2)

es una funcién convexa de z > 0y F(0) = —cotpi1 < 0.
De manera similar

G(2) = Mo — (co + c12)tn1 — TUM(2)

es convexa y lim, ,,, G(z) <0
De estas propiedades se sigue que

» Si F(Ao/A)(= G(Xo/A1)) > 0, entonces existe un tnico A, < Ag/A; tal que
F(A,) = 0y un tnico B, > \o/A\; tal que G(B,) = 0. Ademads, (3.13) sélo se
cumple si z < A,, 0 z > B,.

= Si F'(A\g/A1) <0, entonces (3.13) se cumple para todo z > 0.

Como consecuencia, se tiene que la condicién de no parar (lo contrario a (3.13)) sélo
ocurre cuando z € (A, By), siendo A,, y B, las raices de la ecuacién

min{ g, M1z} = (co + c12)tni1 +/ P (g (2, b)) dD (\/:_1> . (3.15)
- n+

El intervalo (A, B,,) definido de la forma descrita anteriormente, es llamado intervalo
de continuacién. Si A, y B, no existen (o existen, pero A, = B,), la prueba debe
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3.2. Férmulas multietapicas del proceso de Wiener con deriva lineal

detenerse en la etapa n, independientemente de los datos recibidos. Todas las demas
reglas de paro 6ptimas de (2.17) serdn equivalentes a ésta, porque difieren sélo en los
puntos de datos que tienen probabilidad cero.

En cuanto a la regla de decisiéon que se aplicard una vez que se ha detenido el proce-
so, se sigue del teorema 2.2 que Hy debe rechazarse al momento de paro si z > Ao/,
siendo z definida en (3.14). Si el proceso se detiene debido a que z € (A,, B,), esto
implica que Hy se rechazara cuando z > B,,, y se aceptara cuando z < A,,.

Para obtener (2.27) ahora se debe minimizar numéricamente a (3.12) sobre todos los

positivos 1, %, ...t;. Como era de esperar, solo se necesita una rutina para minimizar
(3.12) cuando 6 = 1: las duraciones de etapa éptimas para otros f se pueden obtener de
aquellas calculadas para 6 = 1, dividiendo cada valor de ty,...,t; por #2. En ese caso,

los intervalos de continuacion siguen siendo los mismos. Por esta razon, solo se analiza
el caso 8 = 1 en la siguiente secciéon. Para otros valores de #, las pruebas 6ptimas se
modifican como se describié anteriormente y todos los valores relativos como los de
eficiencia relativa, no dependen de 6.

3.2. Foérmulas multietapicas del proceso de Wiener
con deriva lineal

En este momento se tiene todo lo necesario para dar solucion al problema de mini-
mizacion de la funcién de lagrange dado en (2.1), esto se hara con el proceso de Wiener
con deriva lineal.

Para n = k, por (3.8)

VR D) = min g, Mz} fi " (@¢9) (3.16)
donde ,
<t
2 = 20(Ts (1), SK(t)) = efrn——o" (3.17)
ver (3.4), a partir de (3.16) se obtiene
(t|k)
U®) (22,) = i = min { g, \1221} . (3.18)

FE8 (1 )

Paran=k -1
UM (224_1) = min{g(z), (co + c12)ty + / Joo (b we) UM (2zg)dy} - (3.19)

siendo ¢ la funcién que estd definida en (3.5).
Haciendo A\g = A2z, (ver (3.18)), sustituyendo a z;, (ver (3.17)) y despejando a xy, se

obtiene
1 Ao 0t
— Cln (2%} 4+ ZF
k=g (m) 3
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

y entonces

Mzze U z2<xa
UMR) (22;) :{ A; F i< {; (3.20)

Asi, la integral en (3.19) es
T 00
:/ )‘lzf00<tk§xk)zkdxk+/ Ao foo (Lis Tk ) dey,
—00 Tk

sustituyendo a z; (ver (3.9)) en la primer integral y en la segunda debido a que fp, es
funcién de densidad

T Tk
= )\12/_ f91 (tk,a:k)dxk + )\0 |:1 - /_ fg()(tk; xk)d:ck (321)

integrando y agregando el costo, la parte derecha del minimo de (3.19) es equivalente
a

Fk(tk; Z) = (Co + clz)tk + Alz@(lk) + )\0(1 — @(mk)) (322)
donde . \ 0T
_ Aoy OV
b= g In(32) = =5 (3.23)
y

1 . 0V

= ——=In(— 3.24
mg em n(}\lz) + 2 ( )

debido a (3.22), se tiene que (3.19) es equivalente a
UMD (22,_1) = min {g(2), Fi(ty; 2)}. (3.25)

La funcién U paran =k — 2, es

U(tlk_Q)(zzk_g) = min {g(z), (co+ c12)tp—o + /fgo (tr—1; xk_l)U(tk_l)(zzk_l)dxk_l}

(3.26)
para la integral de (3.26) se determinan los limites de integracion haciendo Fy(ty;2) =
g(z) (ver (3.25)), se obtienen las siguientes igualdades

Fk(tk; Z) = )\12 (327)
y
Fk(tk; Z) = )\0 (328)

resolviendo con respecto a z se obtienen Aj_; y By_1 respectivamente.
Las constantes A1 y By_1 particionan el eje Z y la funcién UE=1) dada en (3.25)
queda definida de la siguiente manera

M2z st zzpor < A
U(t‘kfl)(zzk,l) =< Fi(tr;2) st Ap_1 < zzpo1 < Br (3.29)
)\() si Bk—l S ZZk—1-

Sea zy un ntimero cualquiera en el eje z, haciendo 22; 1 = 2z se tiene que 2,1 = 2,

ahora sustituyendo a zx_; (ver (3.17)) y despejando a xj_1, se obtiene
In(z9) — In(z Ot

L C IS

(3.30)
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3.2. Férmulas multietapicas del proceso de Wiener con deriva lineal

en particular si zg = Ag_1 6 z0 = Bx_1 en (3.30), entonces se pueden definir

In(Ap_1) —1 Ot
A= n(Ag-1) —In(z) ! (3.31)
0 2
Y In(B 1 ot
n _ — Iniz —
B, - (By—1) — In( )+ ko1 (3.32)
Ja 2
Debido a estas aclaraciones, (3.29) es equivalente a
Mzzpor st oxpor <Ap
U(tlk_l)(ZZk—l) — Fk(tk; z) si AZ—l < Tpq < BZ—l (3-33)

)\0 si AZA S Th—1

asi por (3.33) la integral dada en (3.26) es igual a
A Bi
= )\12/ foo(te—15 Tp—1) 28 —1dz) 1 +/A* Joo (th—1; Tr1) Fi(te; 2)drg o
k—

—00 1

+)\0 ~/B* f90<tk_1;xk_1)dl’k_1. (334)
k—1

A continuacién se realiza el célculo de estas integrales. Sustituyendo z;_; (ver (3.9))
en la primer integral de (3.34), se obtiene

A*_1
Az / S (e ) a1 = A2 ® (I 1) (3.35)

—00

con

In(A,_1) —1 0/t
ooy = i) ZInz) _ OvEoy (3.36)

0/tr_1 2
Para realizar la segunta integral de (3.34), observar que en ésta participan dos fun-

ciones con diferentes variables, con esto en mente se particiona el eje z en el intervalo

[Ak—h Bk—l]

_ Br1— Ak
=

Az zi = Ag1 +iAz, i=0,1,2,...,n (3.37)

para alguna n € N fija.
Evaluando a F}, en la particion (3.37) se obtiene la matriz

U = (zi, Fi.(tr; z)) (3.38)

pero las z; estdn en funcién de z; tal y como se mostré en (3.30), entonces la particién
dada en (3.37) en término de z; queda de la siguiente forma

In(z) —In(z)  Otx_y
o 2

T; =

para i=0,1....n (3.39)
en estos puntos se evaluan las funciones que participan en la segunda integral de (3.34),
asi se obtiene la matriz

I =[xy, folte—1;T;) Fr(tx; )] (3.40)
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

y esta integral debido a (3.37) y (3.39), se calcula a través de

"i:l Joo(to—1; 23) Fr(t; 2i) + foo (t—1; Tig1) Fie(ti; 2:)
2

(Tix1 — ) = Sp—1(th, tr—1; 2).

(3.41)

=0

La tercer integral de (3.34) es

— 00

= )\0 <1 — /BZI fg()(tk_l; CBk_l)dl"k_l) = )\0 (1 — <I>(mk_1)) (342)

siendo (B | p

n(Bg_1) — In(2) N \/tk_1. (3.43)
0/Tr—1 2

Entonces, la integral dada en (3.34) més el costo debido a (3.35), (3.41) y (3.42), es

mrg—1 =

kal(tk, tkfl; Z) = (Co + Clz>tk71 + )\12CI><lk71) + Skfl(tk, tkfl; Z) + )\0 (1 — @(mk,l)) .

(3.44)

Debido a (3.44), se tiene que (3.26) es equivalente a
U2 (%) = min {g(2), Fo1(tp, tr1;2)}. (3.45)
Para obtener U™ paran = k—3,...,1 se procede de forma aniloga a como se obtuvo

UM =2) " suponiendo que en cada caso se cumple

g(2) > (co+ c12)tpe1 + /f@o(tn—i-l;xn+1)U(t‘n+1)(Zzn—i-l)d'xn—i—l'

Siguiendo este proceso recursivo se llega a

UM (2) = min {g(z), (co+ c12)ta + /fao (ta; xg)U(t2)(ZZQ)dx2}
y haciendo los cédlculos andlogos a los realizados en el caso n = k — 2, se obtiene
UM (2) = min {g(2), Fy(te, ... ta;:2)}, (3.46)
donde
Fy(t, ... . te;2) = (co+ c12)ta + Mz®(ly) + Sa(te, ..., t2;2) + Ao (1 — P(my)) (3.47)
con [; y my definidos en (3.36) y (3.43) con k = 2, respectivamente.

Para n = 0, se tiene que fg(élo)(m) =1= féf‘o) (x) =1, por lo que

g(z) =min{Ag,\} = A
entonces

U0 (2) = ming (e + e1)(t) + [ fo(tr: 20U (z0)

y suponiendo que el minimo no es A, entonces se obtiene el minimo de la funcién de
Lagrange

(CO + Cl)tl + /f@o(tl; Il)U(t‘l) (Zl)dl'l. (348)

Para realizar la integral dada en (3.48), se debe determinar z tal que Fy(ty, ..., t2;2) =
g(z). Esto nos lleva a los siguientes dos casos:
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3.2. Férmulas multietapicas del proceso de Wiener con deriva lineal

» Haciendo Fy(ty, ..., t2;2) = A1z, se obtiene A;.
» Y haciendo Fy(ty, ..., t3;2) = Ao, se obtiene Bj.

Debido a esto, la funcién U es equivalente a

)\121 si 21 S Al
UM (1) = Filt;2) si A<z < B (3.49)
)\0 Si Bl S 21

Si zp es un nimero cualquiera en el eje z, haciendo z; = 2y, sustituyendo a z; (ver
(3.17)) y despejando a 7 se tiene

ID(Z()) i %

= 3.50
Ty T (3:50)
en particular si zgp = Ay 0 29 = By, se pueden deinir
ID(A) 9t1
Al = — 3.51
Y In(B) 6t
1 1
B = —. 3.52
Considerando estas nuevas constantes, entonces (3.49) es equivalente a
)\1 if T S AT
U(tll)(zl) =< Fy(th,... ty;2) if A <z < Bjf (3.53)
)\0 if BT S 21

debido a esto la integral de (3.48) se divide en tres, las cuales se realizan a continuacion.

= La primera

Ax Ax
/_ ' )\121f90 (tl;l'l)d$1 = )\1 /_ ' f91 (tl, %1)(11'1 = )\1@(11) (354)

siendo

_In(A) VR

I, = N 5 (3.55)

» La segunda )
/A? foo (t1; 1) Fo(t, . . ., ta; 2)day (3.56)
como Fi(tg,...,ts;2) estd en funcion de z, se hace una particién del intervalo

(A1, By) andlogo a (3.37) y evaluando la funcién Fy en los puntos de esta particién
se obtiene la matriz

U1 == (ZZ,Fl(tk,,tQ,ZZ» (357)
a partir de (3.50), la particién anterior sobre el eje z es
In(z; ot
a:izn(;)+2l, i=0,1....n (3.58)
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

evaluando a fp, que participa en (3.56) se genera la matriz
I =[xy, fo,(t1; @) Fo(ty, . . . t2; 2;)] (3.59)
debido a estos calculos, la integral dada en (3.56) por (3.57) y (3.59), es

Sl(tlm s 7t1) =

nil foo (b1 ) Fo(te, . t2; 2i) + foo (b1 i1 Fa(ty, - ., to; i) (

1=0

= La tercera -
Ao /B Foo(t1: 21)dzy = Mo(1 — (1)) (3.61)
1

_In(B)  OVh

De (3.54), (3.60) y (3.61) se obtiene la integral de (3.48). Por lo tanto, el minimo de la
funcién de Lagrange (ver (3.48)), es

(3.62)

(CO + Cl)tl + )\1@([1) + Sl(tk, e ,tl) + )\0(1 - Cb(ml)) (363)

Una vez obtenido el limite inferior de la funcién de Lagrange en (3.63), el siguiente
objetivo es determinar la férmulas para calcular el error tipo I, el error tipo I1 y el
nimero promedio muestral.

3.3. El error tipo [

A partir de los resultados de la seccién anterior, se determina la expresion para

obtener el error tipo /. Para la k-ésima etapa, la funcién correspondiente a Fj (ver
(3.22) es

Ak(tk; Z) =1- @(mk)
con my, definida en (3.24). Para k — 1, la funcién que corresponde a Fj,_; (ver (3.44) es
A (s ti—132) = Sp—1 (s ti—13 2) + (1 — @(my—1))

Sk—1y my_1 definidas en (3.41) y (3.43) respectivamente, los limites de Si_; estan
dados en (3.31) y (3.32).

Procediendo de esta manera, la funcién correspondiente a (3.63) para el error tipo
I es

a =Sty ... 1)+ (1 — d(my)), (3.64)

con S; y m; definidas en (3.60) y (3.62), los limites para calcular S; son A} y Bj los
cuales estan dados en (3.51) y (3.52) respectivamente.
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3.4. El error tipo I/

3.4. El error tipo I/

Obtencién del error tipo I1. Para la k-ésima etapa, la funcion correspondiente a Fj,
(ver (3.22)) es

con [, definida en (3.23).

Para k — 1, la funcién que corresponde a Fj_; (ver (3.44)) es
Byt ti—152) = 2®(lj—1) + Sk—1 (s ti—15 2)

lk—1 y Sk—1 estan definidas en (3.36) y (3.41) respectivamente, los limites de Si_; se
definieron en (3.31) y (3.32).

Siguiendo este camino, la funcién correspondiente a (3.63) para el error tipo IT es

[1 y S se definieron respectivamente en (3.55) y (3.60), los limites para calcular S} son
A} y B estan dados en (3.51) y (3.52).

3.5. Costo promedio bajo la hipdétesis nula y la al-
ternativa

El costo promedio, en la k-ésima etapa la funcién correspondiente a Fj, (ver (3.22))
es
Ck(tk; Z) = (Co + clz)tk.

La funcién que corresponde a Fj_; (ver (3.44)) es
Cr1(tr-1;2) = (co + c12)tp—1 + Sk-1(tr, te-1; 2).

con Si_; calculada en (3.41), los limites de S,_; son A;_; y Bj_; definidos en (3.31) y
(3.32).

Finalmente, el costo promedio se obtiene con la funciéon correspondiente a (3.63),
es
Costo = (CO + Cl)tl + Sl (tk7 e ,tg) (366)

Sy esta dada en (3.41), con limites A} y Bj definidos en (3.51) y (3.52).

3.6. Costo promedio bajo la hipd6tesis nula

Para el calculo del niimero promedio muestral bajo Hy se hace ¢1 = 0 en las fun-
ciones U™ con n =1, ..., k, entonces el costo de la k-ésima etapa es

Hk(tk; Z) = Co(tk).
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

El costo para la etapa k — 1 debido a (3.34), es
B,
Hy 1 (th-1;2) = coltr-1) +/A*k cotkfg(slk)(x(t““))
k—1

con A;_, y Bjf_, definidos en (3.31) y (3.32), integrando numéricamente se obtiene
Hy1(te-152) = coltr—1) + Sk-1(te, th—1;2).

con Si_1 dada en (3.41)) y sus limites de integracién estan dados en (3.31) y (3.32).
Finalmente la funciéon que corresponde a (3.63), con respecto al costo promedio, es

COStOO = Co(tl) + Sl (tk, Ce ,tg) (367)
S1 es la integral que se obtiene en (3.41) con limites A} y B dados en (3.51) y (3.52).

3.7. Resultados de la evaluacién del proceso de Wie-
ner con deriva lineal

Los resultados numéricos que se presentan a continuaciéon son para la prueba de
las hipétesis Hy : 0 = 0 vs Hy : 8 = 1 sobre el coeficiente de deriva 6 de un proceso
Wiener con deriva lineal (ver seccion 3.1 para més detalles). La optimizacion de (2.27)
se realiza sobre los planes de etapa (0,00)* con k = 2,3,4. Para la evaluacién numérica
se utiliz6 el lenguaje de programacion R ([R Core Team, 2013.]). Todos los resulta-
dos numéricos fueron verificados independientemente utilizando el sistema MATLAB
([IMATLAB, 2010. version 7.10.0 (R2010a).]).

Las Tablas 3.1, 3.2 y 3.3 muestran los valores de los parametros de las pruebas
6ptimas de 2, 3 y 4 etapas para el criterio equilibrado bayesiano. Es decir, en el caso
co = c¢1 = 1, para esto se hizo A\g = A1 para que se obtuviera o« = 3. Las duraciones de
prueba promedio respectivas bajo Hy y H; las cuales también salen iguales y se denotan
como N2, N3y N4, respectivamente. Por otra parte, ty, t9, ..., son las duraciones de las
etapas 6ptimas obtenidas mediante la minimizacién de (3.12). log(B;), log(Bs), etc., son
los logaritmos en base 10 de los puntos finales superiores de los intervalos de continua-
cion en las etapas 1, 2, etc., definidos en (3.15). Los intervalos de continuaciéon también
salen simétricos, en el sentido de que log(A;) = —log(By), log(Az) = —log(B2), etc.

Para evaluar la eficiencia, las pruebas 6ptimas de 2, 3 y 4 etapas, se comparan
con la prueba 6ptima completamente secuencial (SPRT) y con la prueba no secuencial
6ptima de Neyman-Pearson.

Para cualquier par de errores « y [ alcanzadas por la prueba k-etapica, se encontrd
la SPRT con los mismos valores de o y 8 y se compararon ambas duraciones promedio.
Las férmulas para la duracién promedio de la prueba de la SPRT se encuentran en la
seccién 4.2 en [Shiryaev]. Para el promedio bajo de Hy y H; (los denotamos como NWj
y NW1i, respectivamente), se tiene

w(a, B)
62/2

w(B, a)
62/2

NW, =

NWy =
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donde

w(z,y) =xln
(z,y) T ;

Para la prueba de Neyman-Pearson, la duracién de la prueba respectiva es

(@7 (1= ) +&7(1- B))

NP = 7

La tabla 4.1 contiene los resultados de la comparaciéon de las pruebas k-etapicas con
la SPRT de Wald. Los resultados que se presentan son los valores de la razén entre
la duraciéon promedio de las pruebas k-etapicas y la duraciéon promedio de la SPRT,
para todos los a = 3 involucrados. Para 2 etapas, el valor medio observado es 1.5 +
0.028, para 3 etapas 1.3 £ 0.013, y para 4 etapas 1.23 £ 0.006, con una disminucién
perceptible al incrementarse el niimero de etapas. De hecho, es sorprendente que con
solo cuatro etapas, el exceso de la duraciéon promedio sea tan pequenia como un 24 %,
por arriba de la prueba dptima, la cual controla el proceso de prueba en cualquier mo-
mento, sobre el horizonte infinito.

Debido a la teoria, parece bastante razonable que cuando k — oo, la proporciéon
respectiva se aproxime a 1, sea cual sea el valor de oo = f3.

La tabla 4.2 contiene los resultados respectivos de la comparacion de las pruebas
multi-etapicas con la prueba de Neyman-Pearson. Para 2 etapas, el el valor medio de
la proporcion observada es 0.68 + 0.024, para 3 etapas 0.6 £ 0.027, y para 4 etapas
0.56 £ 0.029.

AQ, /\1 0476 tl tg lOg(Bl> N2
40 0.1 3.46  4.29 0.55 4.96
80 0.05 | 559 7.23 0.77 7.80
190 0.02 | 840 11.45 1.06 11.37
350 | 0.01 | 10.39 14.63 1.26 13.80
700 | 0.005 | 12.62 18.33 1.50 16.43

Tabla 3.1. Pruebas 6ptimas de 2 etapas.

)\0, )\1 «, 6 tl t2 tg lOg(Bl) log(Bg) N3
35 0.1 | 255 244 3.79 0.64 0.51 4.46
67 0.05 | 4.06 3.84 6.43 0.88 0.71 6.86
154 | 0.02 | 6.09 5.64 10.39 1.20 0.98 9.84
300 | 0.01 | 7.71 6.98 13.8 1.46 1.21 12.06
o270 | 0.005 |9.22 817 17.20 1.71 1.43 14.06

Tabla 3.2. Pruebas 6ptimas de 3 etapas.

En las Figuras 3.1- 3.3 se preseta la eficiencia relativa de las pruebas para 2, 3y 4
etapas, respectivamente. En cada grafica, se uso \g y A1 con logaritmos naturales de 3
a 8, con paso 1. Para cada par (de A\g y A1), se calcularon las duraciones éptimas de las
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)\0, )\1 a, 5 tl t2 t3 t4 10g(B1) IOg(B2> 10g(B3) N4
33 0.1 |212 1.72 232 3.54 0.69 0.62 0.49 4.26
63 0.06 | 3.37 2.64 3.68 6.16 0.95 0.86 0.69 6.50
144 0.02 | 5.06 3.77 543 10.04 1.28 1.18 0.96 9.24
270 0.01 | 6.31 4.57 6.87 13.23 1.54 1.42 1.17 11.16
520 | 0.005 | 7.63 5.24 7.87 16.72 1.81 1.68 1.40 13.01

Tabla 3.3. Pruebas 6ptimas de 4 etapas.

a,8 | NW | N2/NW N3/NW N4/NW
0.1 | 352 | 1.41 1.27 1.21
0.05 | 5.30 | 147 1.29 1.23
0.02 | 7.47 | 152 1.32 1.24
0.01 | 901 | 153 1.34 1.24
0.005 | 10.48 |  1.57 1.34 1.24

Tabla 3.4. Eficiencia con respecto a la SPRT.

a,8 | NP | N2/NP N3/NP N4/NP
01 | 657 | 0.75 0.68 0.65
0.05 | 10.82 | 0.72 0.63 0.60
0.02 | 16.87 | 0.67 0.58 0.55
0.01 | 21.65| 0.64 0.56 0.52
0.005 | 26.54 |  0.62 0.53 0.49

Tabla 3.5. Eficiencia con respecto a la prueba de Neyman-Pearson.
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Average test duration under HO: 2-stage vs. SPRT Average test duration under HO: 2-stage vs. Nyman-Pearson
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Figura 3.1. Eficiencia de pruebas de 2 etapas bajo Hy. Criterio equilibrado
Bayesiano.

etapas y los correspondientes « y 3, ademas la duracién promedio de la prueba bajo
Hy y Hy, asi como la duracién promedio del SPRT para estos a y 3, bajo de Hy y Hi,
y finalmente la duracién de la prueba de una etapa (Neyman-Pearson) con los mismos
a 'y (. Es importante anotar que algunos pares de A\g y A1 no proporcionaron pruebas
multietdpicas que alcancen el valor minimo de (3.12), siendo este igual a min{g, A1 }
(ver Nota 2.1). Para cada pareja a y [ se calculd la eficiencia relativa de la prueba de
multietapicas, en la forma de la relacién de su duracion promedio de la SPRT respec-
tiva, y a la duracion de la prueba de Neyman-Pearson.

Para una mejor visualizacion los datos obtenidos de esta manera, se ajusto el mo-
delo no paramétrico LOESS ! a cada uno de los conjuntos establecidos de eficiencia.
Las Figuras 3.1- 3.3 son graficos de contorno correspondientes a los modelos ajustados.
Para esto los datos se obtuvieron utilizando el criterio equilibrado bayesiano.

Para evaluar el efecto de una posible disminucién de la duraciéon promedio usando
el criterio de Hy (Unicamente), se presentan las figuras 3.4 y 3.5 respectivamente,
realizadas para 4 etapas; los resultados para 2 y 3 etapas muestran en gran medida
el mismo patréon. La Figura 3.4 presenta la eficiencia con respecto a la SPRT y la
prueba de Neyman-Pearson bajo Hy, y la Figura 3.5 muestra la eficiencia bajo H;. Es
notable como la disminucion relativamente pequena en la duraciéon promedio bajo H
se “compensa” con un aumento muy notable bajo Hj.

1 tt https://www.rdocumentation.org /packages/stats/versions/3.6.1/topics/loess
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Average test duration under HO: 3-stage vs. SPRT Average test duration under HO: 3-stage vs. Neyman-Pearson
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Figura 3.2. Eficiencia de pruebas de 3 etapas bajo Hy. Criterio equilibrado
Bayesiano.
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Figura 3.3. Eficiencia de pruebas de 4 etapas bajo Hy. Criterio equilibrado
Bayesiano.
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3. Planteamiento general multietapico del proceso de Wiener con deriva lineal

3.8. Analisis de los resultados numéricos

Los resultados numéricos muestran una alta eficiencia en procedimientos de prueba
secuenciales multietapicos, para una amplia gama de « y 3, cuyos valores son repre-
sentativos de los que se usan habitualmente en aplicaciones practicas.

Para o = [ se observa que la proporcién promedio para pruebas en 2 etapas la
media muestral de la SPRT es de 1.5 4+ 0.028; para 3 etapas es 1.3 £+ 0.013, y para
4 etapas 1.23 £ 0.006, con una disminucién notable con el aumento del ntimero de
etapas. Para mas de 4 etapas seguramente se obtendran proporciones con niveles mas
bajos. El hecho es que, con una planificacion 6éptima de las etapas, es posible obtener
niveles de eficiencia cercanos a 1 incluso para un ntimero relativamente bajo de etapas.

Para un amplio rango de parejas «, 3, la relacion se mantiene practicamente igual,
excepto en casos muy asimétricos: la media muestral observada para 2 etapas es de 1.58
+ 0.036 (mas de n = 31 de parejas a, 3), para 3 etapas 1.38 + 0.023 (n = 32), para 4
etapas 1.26 + 0.013 (n = 32) esto se ilustra en las Figuras 3.1 a 3.3). Los resultados
anteriores se obtuvieron utilizando el criterio del equilibrio bayesiano.

Al hacer el calculo promedio inicamente bajo Hy no se toma en cuenta la duracién
promedio bajo Hi, por lo tanto, se obtienen valores de proporcion mas bajos de la
duraciéon promedio bajo Hy. Sin embargo, la disminucién no es muy impresionante, el
andlisis corresponde a 4 etapas y se ilustra en la Figura 3.4). En la media sobre de
36 pares de «, (3, la proporcién de la duraciéon promedio de pruebas multietapicas a la
SPRT, con los mismos «, 3, es de 1.26 £+ 0.01 y parece que no hay disminucién, en
comparacion con el caso equilibrado bayesiano (1.26 £ 0.013). Pero no hay contradic-
cién, porque estos resultados son para otros pares «, [ diferentes a los observados para
el criterio equilibrado bayesiano. Més impresionante es que para H; la relacion entre
la duracién media de las pruebas de 4 etapas y la SPRT fue de 2.08 + 0.042 (este es
un resumen de los resultados correspondientes a la Figura 3.5), lo que significa que
la duracién promedio de las pruebas de 4 etapas es aproximadamente el doble que la
del SPRT, segun la alternativa. En comparacién con la prueba de Neyman-Pearson, la
media muestral de la relacion bajo H; fue de 0.97 £ 0.043, lo que significa que la du-
racion promedio de la prueba de 4 etapas bajo H; en la media es casi tan grande como
la duracion de la prueba de Neyman-Pearson, de hecho, en ocasiones es notablemente
méas grande bajo H; (ver Figura 3.5).

La conclusion es que el criterio equilibrado bayesiano es definitivamente mas re-
comendado para optimizar las pruebas de etapas miltiples en el caso del proceso de
Wiener que el criterio de Hy solamente. Esto puede parecer sorprendente, porque, para
observaciones i.i.d. y horizonte infinito, el criterio de Hy produce la misma SPRT 6ptima
(ver [Lorden, G., (1980)]) que el criterio bayesiano (ver [Wald, A., Wolfowitz, J., (1948)]).

Como se mencioné anteriormente (ver Nota 2.3), se puede aplicar la construccién
de esta seccion a pruebas bilaterales, las cuales que son muy importantes para las apli-
caciones (ver [Jennison (1999)]). Para lograr esto, sera necesario utiltizar la siguiente
expresion

“fe(fln)(x(tm))” = 121 (Ts, 0, Sn (b)) + 721 (25, 1), S0 (1))
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3.8. Analisis de los resultados numeéricos

(por ejemplo (3.3)). Todas las expresiones que definen el paro éptimo se modifican
respectivamente. y ya no serfan tan simples como en (3.6), pero siguen siendo bastante
tratables numéricamente. La gran diferencia con el caso unilateral que se vi6 anterior-
mente en esta seccion, es que no existe una forma conocida de la prueba secuencial
Optima en este caso bilateral y ni siquiera se sabe si dicha prueba existe. Esto seria
tema de otro trabajo.

Un uso muy inmediato de los resultados que se obtuvieron en esta seccion, es la
construcciéon de pruebas de etapas multiples asintéticamente éptimas para familias lo-
calmente asintéticamente normales (LAN) para observaciones i.i.d. Para las familias
LAN (ver [Le Cam, L., Yang, G.L., 2000.]), la razén de probabilidad converge en distri-
bucion a la razén de probabilidad del proceso Wiener, lo que permite construir pruebas
multi-etapicas discretas asintéticamente 6ptimas sobre la base de las pruebas multi-
etdpicas éptimas para el proceso Wiener (vea una construccion andloga para pruebas
de dos etapas en [Novikov, A., 2005.]). La gran ventaja de las pruebas multi-etépicas
es que para esta aproximacion, solo se necesita la convergencia de distribuciones de
dimensiones finitas, que se deriva directamente de la condicion LAN. Es bien sabido
que la condicién LAN puede cumplirse no solo para observaciones i.i.d. (ver por ejem-
plo, [Roussas, G.G., 1972] para el caso de los procesos ergddicos de Markov), por lo
que las aproximaciones del proceso Wiener tienen una naturaleza mucho méas general
que la del caso i.i.d. Esto brinda la oportunidad de aplicar las mismas pruebas multi-
etapicas en tiempo discreto, basadas en las aproximaciones de Wiener para procesos
mucho mas generales que para observaciones i.i.d. En particular, es facil imaginar que
para algunos de ellos no habrd una prueba secuencial éptima conocida (como en el
caso general de los procesos ergddicos de Markov, por ejemplo). Por supuesto, siempre
existe la posibilidad de utilizar la SPRT de Wald, pero para establecer su éptimalidad
asintOtica se necesitan los resultados como el “principio de invariancia estadistica” (ver
[Greenwood, P.E.; Shiryayev, A.N., 1985.] para el caso i.i.d) que no siempre esté dispo-
nible para observaciones dependientes. Por lo tanto, la alternativa para tales casos sera:
“pruebas multi-etapicas asintéticamente optimas” o “SPRT con propiedades éptimas
cuestionables, incluso asintéticas”.

Otro aspecto de la metodologia desarrollada esta relacionado con procesos limitan-
tes diferentes del proceso de Wiener. Se sabe (véase [Stadje, W., 1984.]) que procesos
distintos del proceso de Wiener pueden aparecer en la distribucion limitante de la ra-
z6n de probabilidad, bajo la condicién de contigiiidad. Si este es el caso, jcomo deberia
ser la prueba secuencial 6ptima para el proceso limitante? ;Como calcular sus carac-
teristicas?, no siempre hay respuestas explicitas. Se puede encontrar un ejemplo en
[Novikov, A., 1988.] donde se podria caracterizar la prueba secuencial 6ptima, para el
proceso limitante, solo para un caso muy particular del modelo con saltos. Para tratar
casos mas generales, en su lugar se podrian usar pruebas de varias etapas para el proceso
limitante. A partir de estos, se pueden derivar pruebas multi-etapicas asintéticamente
Optimas para el problema original en tiempo discreto.

Concluyendo, se espera haber mostrado que las pruebas secuenciales multi-etapicas
pueden ser una herramienta 1til para muchos problemas de analisis secuencial.
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Capitulo 4

El problema modificado de
Kiefer-Weiss con distribuciones
uniformes

Una vez que se tiene la teoria desarrollada para pruebas de hipdtesis multietapicas,
la cual fue expuesta en los capitulos 1 y 2 en el presente trabajo. Ahora se realizara
una aplicacién de esta teoria al problema de Kiefer-Weiss modificado, con distribu-
ciones uniformes, por lo tanto los resultados que acontinuacion se desarrollan son de
autoria propia y del asesor.

Como ya se ha dicho, en el presente capitulo se da una aplicacion de la teoria gene-
ral de paro 6ptimo con distribuciones uniformes. Aprovechando la simplicidad de estas
distribuciones, se da solucién al problema de Kiefer-Weiss modificado en el cual par-
ticipan tres distribuciones de prueba cuyos parametros son: 6, 6y y 6;. En el presente
trabajo se considera a 6y, = 0, 0 < #; < 1 y se permite que # tome cualquier valor en R.
Debido a la libertad de @, al aplicar la teoria de paro se generan diferentes resultados,
cada uno viene plasmado en un Teorema, (que determina la estructura a partir de las
funciones recursivas V™), de éste se desprende un corolario que indica la forma de la
regla de paro 6ptimo, y por tltimo se hacen las formulaciones de los errores de tipo I,
de tipo 11 y el costo promedio muestral.

Se inicia el trabajo con las definiciones de las distribuciones uniformes

fa™ @) = Ly (@), fi1™ @) = 1 (217 (4.1)
0 1
y (t|n)
fo " (@) = IAétlm(%(tl”)) (4.2)
siendo
Altn) cri e Ap i=1 +()
8o {(T1, oo @y Ty i1y ooy Tty pgt) = T € Ay 1= 1,.. ., [t}
) _ R T
0, {(T1y ey @y Ty 1y e oy Ty gr,) - T € Agyy i = 1,000 [t}

A — () my weat Tges,) T € Ay, i =1, [t} (4.3)
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con
Ag, = 10,1], Ag, =1[61,01+1], Ag=1[0,1+0]. (4.4)
Para simplificar la notacion, se define
Iqun) (:r(ﬂ")) = ]A‘(gzgn)<x(t|n))IA§tl|n) (J}(t'n)) (4.5)
donde
AU = Ly, Tt Teg,) @ € Ag, i= 1, |t} (4.6)

y Az = Ap, N Ap, con 0 < 0y <1, (ver (4.4)).

A continuacion se muestra una lista de los valores que 6 puede tomar, siguiendo ese
orden se analizaran los resultados que generan las funciones recursivas, V"),

s 0 S 0 S 91.

m <O <1,

m <0orl<@.

» Sif =06, orf =06, se tienen Gnicamente las dos distribuciones dadas en (4.1).

4.1. Decisiéon 6ptima para el problema modificado
de Kiefer-Weiss

Observar que en el teorema de la regla de decisién (Teorema 2.2, seccién 2.1), solo
participan las indicadoras féé‘") y féf‘") dadas en (4.1), por lo cual, se puede calcular la

regla de decision sin alguna otra condicion.

Para lo que sigue, se realiza la siguiente aclaracion. Sean x,y € R, entonces

I{x<y} = (<) (47)

()

1 siysélosi x<y
c.0.C .

Las reglas de decisién éptimas para distribuciones uniformes dadas en (4.1), son

AgO A91
< ¢ <
0o 01

conn=12,... k.

Proposicion 4.1. La indicadora dada en (4.8) es igual a

Gejn = Ay, con m=1,2..., k. (4.10)
01
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4.1. Decisién 6ptima para el problema modificado de Kiefer-Weiss

Demostracion. Se debe probar que (4.8) y (4.10) son iguales.

n SiJf (qn) = 1 = ¢yn; para determinar el valor de la indicadora dada en (4.8) se

con81deran los siguientes dos casos.

e Si IA<t|n>\A(t\n) = 1, se tiene que o<y} y toma el valor de 1 debido a que se
01 0o
cumple la desigualdad estricta de (4.7).

o Sil,um =1, se tiene que Iy <y} toma el valor de 1 debido a que se cumple
3
la desigualdad estricta de (4.7).

s Si [A(t\n) =0= ¢t|n7 Y para (48)
01

e Si IA(t\n)\A@m) = 1, entonces Iy <oy = 0 toma el valor de 0 porque no se
o 01
cumple la desigualdad estricta de (4.7).
e SiJ g = 0 = IA(t\n) evaluando esto en la indicadora dada en (4.8) se
90 01

obtiene Iy, <0y y esta vale cero porque se supone que Ag > 0, y es claro que
la desigualdad estricta de (4.7) no se cumple.

Por lo tanto (4.8) y (4.10) son iguales. O

Proposicién 4.2. La indicadora dada en (4.9) es igual a

Gijn = [(Aé”")\Aét‘"))C’ con n=1,2,...,k. (4.11)
0 1

Demostracion. Se debe probar que (4.9) y (4.11) son iguales.

= Si I(A(t\n)\A(ﬂn))c = 1 = ¢yjn, analizando por partes esta indicadora para determinar
0o 01

el valor de (4.9)

e Si I ¢m = 1y laindicadora dada en (4.9) es I{y,<x,} la cual vale 1 sdlo si
¢ <

se cumple (4.7).

e Si ](A(t\n)\A(t\n)) = 1 la indicadora dada en (4.9) es Ijo<y,} esta vale 1 porque
se satisface (4 7).
e Si [(A(Qt\n)uAét\n))c = 1 esto implica que [A(t|n) =0 = IAét\n), la indicadora
0 1

0 1
dada en (4.9) es Ifp<oy ¥y como en particulaor se cumple la igualdad en (4.7)

entonces el valor de (4.9) es 1.

w Si 1, 4tiny. = 0 = @y, entonces Ify <oy v esto contradice el supuesto de
(Ag,""\Ag,")e 0=

Ao > 0, por lo que el valor de (4.9) es 0.
Por lo tanto (4.9) y (4.11) son iguales. O

Con respecto a los errores, viendo a (1.15) y a los resultados de las propociones
4.1 y 4.2, se puede calcular la formula del error tipo I, atn sin tener las expresiones
explicitas para los tiempos de paro 6ptimo.
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

4.2. Determinacién del valor del error tipo I/

Proposicion 4.3. El error tipo II para un proceso con las distribuciones uniformes
dadas en (4.1) es cero.

Demostracion. Para esto basta evaluar (1.15) en (4.10) y (4.11), respectivamente.

» Sustituyendo (4.10) en (1.15),
k
B(Wtin, Pein) = Z E1St\n — i) = zlelSﬁanglum =0.
» Para el otro caso, se sustituye (4.11) en (1.15)
k k
B(Witns Ptin) = Z Elst‘n — Quk) = Z E1St‘n LN A = 0.

Observar que en cualquiera de los dos casos analizados, el tiempo de paro no influye en
el calculo del valor del error tipo I, es decir, § = 0 para cualquiera que sea la “forma”
del tiempo de paro.

O

4.3. Paro 6ptimo cuando 0 <6 < 6,

Como ya se ha visto al inicio del presente capitulo, el valor de 6 (ver (4.2)), puede
tomar diferentes valores en la recta real. Para lo que sigue se determinaran las funciones
de paro a partir del teorema 2.3 (Seccién 2.2).

Teorema 4.1. Considerar(0 < 6 < 6,. Las funciones yiln definidas en (2.15) evaluadas
en las distribuciones uniformes dadas en (4.2) y (4.1), son descritas por

V@) = vl yom (@) (4.12)
con vyr = A, Y vy, definidas recursivamente porn =k —1,...,1, como
Ut‘n = mil’l{)\, Cn+1(t) + Ut|n+1(1 — 91)tn+1}. (413)

Demostracion. La prueba es por induccién hacia atras. Verifiquemos que (4.12) se
cumple para n = k, de (2.15) se tiene que V#F) = [(8) para n =k, por lo cual

Y Hm (Y = min{ Ao/ i) (2™, At i) (2t}
0o 01
= min{)\o, )\1}]A(t|n) (f(ﬂn))
3
A ()
)\[Aé\ )($ )
= Vil yeim (™)) (4.14)

siendo
min{o, A1} = A = vy (4.15)
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4.3. Paro 6ptimo cuando 0 <6 < 6,

En la hipétesis de induccién se supone que (4.12) se cumple para n =m < k
Vt‘m([ﬁ(tlm)) = Ut‘m[A(ﬂm)(fL'(tlm)). (4.16)
3

Ahora se probard que (4.12) se cumple para n = m — 1 < k, es decir, por demostrar
que
VM= (UMDY =y T e (207D), (4.17)
3

Para probar (4.17) se sustituye (4.16) en (2.15), asi que

Y Hm=1) (g (tm=1y min{)\IA(t\m—l)(.:E(tlm_l)),Cm(t)[ -y (M=)
3

(¢l
AO

+ / T /Ut|m]Aét|m) (z(t|m))dxt1+'~'+tm—1+1 o dxt1+"'+tm}
integrando

= miﬂ{)\IAgum—l)(x(t‘m_l)), Cm(t)f ét‘m_l)(‘,L,(ﬂm—l)) + Ut|m(1 _ Ql)tm]Agtlm—l)(«T(tlm_l))}.

A
(4.18)
Anélisis de (4.18).
Si IA(t\mfl)(x(tlm_l)) = 0, se sigue directamente que
3
Y (tm=1) (g tlm=1)) _ (4.19)

Si I @m-n (zIm~V) =1y como Altm=1 Aétlm_l) entonces 1, ¢m-n (M) =1
3 0

por lo cual
V(tlm_l)(x(t|m_1)) = min{)\, Cm(t) + Uﬂm(l — Hl)tm}]A(St\m—l)(:L‘(tlm_l))
pero la constante en esta igualdad es vy,—; definida en (4.13), por lo cual
VHm=D Um0y = 4y, 1 L pmen (27D, (4.20)
3

A partir de (4.19) y (4.20) se tiene (4.17). Por lo tanto (4.12) se cumple y con esto
concluye la demostracion. O]

A continuacion se determinan las funciones de paro.

Sea 0 < 6 < 0, entonces las reglas de paro éptimas bajo las condiciones del Teorema
4.1 son
(4.21)

I{’\IA:(;In) (f’»‘(”"))<0n+1(t)1Aét\n) (x<t'”>)+vt\n+1(1—6’1)t"+11Agt|n> (x(tim)}
< 77Dt|n <
(4.22)

[{)\IAgln) (m(t\n))gcn+1(t)1Aét‘n) (m(tln))+vt\n+1 (lfel)tn*kl IAgln) (z(t\n))}

para todon =1,...,k — 1, y vy, estan definidas en (4.13).
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

Proposicién 4.4. La funcion indicadora dada en (4.21), es igual a

_[A(t\n)\A(ﬂn) si n<kyn ¢ Ny
0 3
¢t|n = IA(Gt\n) st ne N (4.23)
1 si n=k
conn=1,...,k, y siendo
Ny = {O <n<k: A< Cn+1(t) + Ut|n+1(1 — el)tn+1}. (424)

Demostracion. Se debe verificar que (4.21) y (4.23) son iguales.
= Si IAét\n)\Aéﬂn) = 1 = 4y, para (4.21) se tiene I{o<,,,+)} Y como se satisface (4.7),

entonces el valor de la indicadora es 1.

» Si 1, em, goim = 0 =1y, y el valor de Ifg<oy es cero porque no se cumple (4.7).
(% 3

)\A

= El caso ]A((;‘”) =0y IAgsm) = 1, no es posible porque Aéﬂn) C Aéﬂn).

= Si IAgun) =1 =1yn, y sin € Ny, se tiene que Iy o, ()10, (1-6;)tn+13 Y SU Valor
es 1 porque se cumple (4.7).
Por lo tanto, (4.21) y (4.23) son iguales. O

Proposicién 4.5. La indicadora dada en (4.22) es igual a

Icom st n<k y n¢N
o 4.25
i { 1 si n € Ny U{k} (4.25)
conn=1,...,k, siendo
Nl = {O <n<k:\ S Cn+1(t) + Ut‘n+1(1 — 91)tn+1}. (426)

Demostracion. Se necesita probar que (4.22) y (4.25) son iguales.
= Si I ,um =1y I,um = 0 entonces [Agmn) = 1 = 1y, y para (4.22) se tiene
6 3

Ito<e,.. (1)} cuyo valor es 1 porque se satisface (4.7).

= Si 1 ¢m =0y I,em = 0 entonces [Ag(t\n) = 1 = 9y, y la indicadora (4.22) es
0 3

I1o<oy cuyo valor es 1, porque en particular se cumple la igualdad en (4.7).
s Si IA@\n) =0y IA(t\n) = 1, este caso no es posible porque Agf'n) - A((f'").
(7 3
m Si _[A(t\n) =1y _[A(t\n) = 1 dependiendo sobre la localizacion de n se tienen los
0 3
siguientes dos casos para (4.22).

e Sin ¢ N entonces [ clilm) = 0 = Yy, para la indicadora (4.22) se tiene
[{/\Scn+1(t)+vt|n+1(1—91)t“+1} la cual toma el valor de cero porque n ¢ Ny
(4.7) no se cumple.

« Sin € Ny entonces ¢y, = 1, y el valor de (4.22) es 0, porque si n € N,
entonces A > ¢,11(t) + vypp1 (1 — 61)+ y se satisface a (4.7).

Por lo tanto, (4.22) y (4.25) son iguales. O
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4.3.1. Error tipo / y nimero promedio muestral

Antes de iniciar los célculos, se hacen las siguientes definiciones.
A partir de (4.24), se tiene que

| min(Ny) si Ny #0
np = { . Mg (4.27)
v de (4.26)
| min(N;) si 1 # 0

Célculo del error tipo I con (4.10) y (4.23). Para n < k 'y n ¢ Ny, se tiene vy, =
I(A(t\n)\Amn)) Y Yting = I ,ting), sustituyendo esto en (1.14)
6 3

A9
(Vijns Pepn) = Eo[I(A<t\1>\A<t|1>)IA<t\1> + I(Aétm\Aém))J(Aétm\Agtm))fA(tm
+ I( (H1)\ 4(HDye [(Aét\nofl)\A(t\nofl))CIA(t\no)I (tlng)
+[(A(t\1 \A(t\l))c e I(A(t|n071)\Aét|n071)) [Ac(t\no)I( t|n0+1)\A(t\n0+1))[A(t\n0+1)
o L m geimye I gGno=1y yiuino-D

[Ac(t\no)]-( t|n0+1)\A(t\n0+1))c - I(Aétlkfl)\Aéﬂk*U)c1114%%)]
como Eo[l, ,¢imy ,eimy I ,em] = 0y haciendo los célculos, esto es
(AT A L 4l

= (1 — Hl)tl(l — 91)t2 v (1 — 91)tn071<1 — Ql)t"O
por lo tanto, el error tipo I es
(Ve Gegn) = (1 — 91)2121“- (4.29)
Célculo del nimero promedio muestral. A partir de (4.23), Yin = .[Aéﬂn)\Aéﬂn)) Y Ytjno =
I ,¢img) sustityendo esto en (1.17)
(7]
K(Q; wtln) = Fy [Cl (t)I(Aét“)\Agt“)) + CQ(t)I(Aét\l)\Agﬂl))c[(Aét|2)\A:(:\2))
4t Cno (t)I(Aét‘l)\Aétll))c .. I(Aét‘”o_l)\Aé””O_l))C]Aét‘%)
+Cn0+1(t)I(Aé”l)\Agt‘l))c te I(Aéﬂno—1)\A§5\"0—1))CIA5(”"0)wt\no-i-l
+ -+ Ck(t)](Aézu)\Aétlu))c s I(Aét\no—1)\A(6tl\n0—l))c.[Ag(t|n0)(]. — ¢t|n0+1)
(1 = Yegng+1) Vi

haciendo los célculos

= C\() (1 —(1—=0)")+Cot)(1—0)" (1 — (1 —01)2) + -+ +

Clrga(B)(L = 02) 50072 (1 — (1 = 0,071 4 Cl (£)(1 — ) 25"

como C,(t) = c1(t) + - - - + ¢ (t) sustituyendo y haciendo aritmética, se concluye que

t;

K(8:00) = ea(t) + i1 - 6) 50 (4.30)
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Nota 4.1. Debido a (4.29), (4.30) y a la proposicion 4.3, el minimo de (4.25) es
) + Zcz )1 — 01551t 4 (1 — )2t (4.31)

A continuacién se determina el error tipo I y el nimero promedio con las funciones
de decision y de paro dadas en (4.11) y (4.25), respectivamente.

Célculo del error tipo /. Debido a (4.25) ¢y, = Apmn) para n < n; < k, sustitu-
yendo esto y ademads (4.11) en (1.14), se tiene

(Vtns Pein) = Eo []Ac(tll)](A(t\l)\A(tll)) + Ly Lager I(A<t|2>\A<t\2))
o Lo [(Ag”"l‘”H(Aﬁ,i)'”“\Aﬁ,”l‘”l))c
Ly - IAgtm—mI(Aétlwnl—1>\Aét1\n1—1>)00 Wty +1Ptjn, +1
ot Ly o Lm0 (1= ygny 1) - (1= Yogp—1) Vo byl
3 3
= (1- Ql)tl e (1 - gl)tk

por lo tanto
& (Vjns Pen) = (1 — gy) e (4.32)
Para el ntimero promedio se sustituye (4.25) en (1.17), por lo cual

K(@;wt‘n) = Eg[Ol( ) Ag(tD) —+ OQ( ) A(m)] e(t12) + 4 Om( ) A(m) ]Agt\nl—l)] e(tlny)
+Cn1+1() g Lm0 0 Y1
-+ Cp(t) g Lm0 (1 = Piny1) - (1 = Vyge—1) Ve
haciendo los célculos

= Ci()1 -1 —=0)")+Co(t)(1 —0)" (1 — (1 —60)2) +---+

Cry -1 (D)1 = 1) =2 (1 — (1= 6,)7171) oy (£)(1 — ) 201 "
sustituyendo C,,(t) y simplificando, se llega a que

i—1

K(0; ¢1n) = ca(t +Zcz )(1 — fy) =1t (4.33)

Concluyendo, debido a los resultados obtenidos en (4.32), (4.33) y ademads de la
proposicion 4.3, se tiene el valor minimo de (4.25) es

+Zcz (1— 021" 1 xg(1 — 6y) 2t (4.34)

Una vez concluido el anallsls, es necesario aclarar que hay dos casos particulares
del teorema 4.1.

= Cuando 0 = 0, se tiene que [ (t\n)( (¢n) ) =1 <t\ (2 ln))-

= Por otra parte, si = 6, entonces I ) (M) = [A(ﬂn)(x(t'")).
0 0,

En cualquiera de los dos casos mencionados las indicadoras que son: I ) () y
01

tin
IAét1|n) (1'( | )).
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4.4. Paro 6ptimo cuando ¢; < 6 < 1

4.4. Paro 6ptimo cuando /; <6 <1

Teorema 4.2. Sea 6, < 0 < 1, entonces las funciones recursivas VU™ con las distri-
buciones uniformes dadas en (4.2) y (4.1) paran==Fk,...,1, son

VI (@) = v Lyoim, yom (@) + vgnl yoim, yom) (211) (4.35)
sin =k se tiene que vy = vy, = A; yparan=1,... k-1
Vi = AL — 0y)5m f (4.36)
recursivamente paran =k —1,...,1,

Vg, = min{A, e (t) + U;]n—f—l(l —0)" "+ [Vtjng1 — U:|n+1](1 — )1} (4.37)

Demostracion. Esta se hace por induccion hacia atras.
A continuacién se comprueba (4.35) para n = k

VIR ) = mingoLygrn (219), Mo (219)}
01

0

= )\IAét“c) (.CE( Ik))

A (]Agtk)\Aéuk)( Ry 4 1 (t\k)mA(tUc) )

vyl 4 <t|k>\A§t\k>( 2 + vyl t\k)mA(t\k)( (k)

Supéngase que (4.35) es cierta para algin n = m < k, es decir

V(t\m)(;p(t\m)) = ’U:lmIAgﬂm)\Aét\m) (gg(tlm)) + vt|mIAét\m>mAét\m))(x(t\m))_ (4.38)

Por demostrar que (4.35) se cumple para n =m — 1, es decir

Y (thm=1) ( (tlm=1)) (tlm—1 (tm-1),

(4.39)

*
= Uﬂm_lIAgﬂmfl)\Aét\mfl)(l’ )) —+ Ut'mfllAgﬂmfl)mAéﬂmfl))(:B

Por (2.15) y la hipdtesis de induccién (4.38)

V Hm=1) (g tm=1)y — min{)\lAmmq)(x(ﬂm_l)), Cm(t).[A(ﬂmfl)(fL'(t‘m_l))
3 0

* tlm
+/'"/Ut\mIAgt‘m)\Aé”m)<x(l Nt gty i1 Ao, )

+ / T /Ut|m[Aét‘m)mAét‘m)(x(t‘m))dxt1+"'+tm—1+1 tee dxt1+~~~+tm}- (440)

Analisis de la indicadora de la primera integral de (4.40), observar que
Agﬂm) \ Aéﬂm) _ Agt\m—l) v Agt\m) \ Aéﬂm—l) « Agﬂm) (4.41)

aplicando el teorema (Producto cartesiano de la diferencia) (ver [Clark (1971)]), se
tiene que (4.41) es igual a
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

(Ai())ﬂmfl) % <A§t|m) \Aéﬂm))) N ((Agt\mfl) \Aét\mfl)) X Ai())t|m))
= (AN AP o (A AP (4.43)
Debido a (4.42) y (4.43) la primera integral de (4.40) es

tim—1 t

tTm I (t|m—1) (SL‘( [m ))[ (tlm)\ 4 (t|m) (13( |m))d$tl+...+tm71+1 cee dxt1+~-~+tm

Ag Ag \4y

tim—1 t

+/IA(t|m71) A(t\mfl)(l'( [ ))IA(t\m) (ﬂf( |m))d$t1+...+tm_1+1 R d.ﬁlftl+...+tm

3 \4y 3
_ (tjm—1) (tlm) e

/IAgt\m—l)\Aét\m—l)(x )IAgt\m)\Aét|m)<I )dl’t1+...+tm71+1 d$t1+...+tm

integrando

= Vi H(l = 00" = (1= )] Lyim=3 (@ 7D) 4 (1= 00)" L yeim-y yomeny (2770
~la -6y — (1 -0y Ly, yeem-1 (2 70)

simplificando

= | [(L= 80 = (1= 0] Ly (™) 4 (L= 87y g (171

(4.44)
En la primera integral de (4.40) se sustituye (4.44) y calculando la segunda integral

V(t\m—l)(x(ﬂm—l)) = min {)\]A(tml) (x(tlm—l))7 cm(t)anmfl) (m(t\m—l))
3 0

+Uz<|m |:|:(1 — Ql)tm _ (]_ — Q)tm:| IAgt\m—l)(l'(t‘m_l)) 4 (1 o Q)tmIA:(;m_l)\Aétm_l)(x(t|m—1)>:|
IS G

Analisis de (4.45). Si I ,m-n (1m7D) = 0, se sigue que
3

Y Hm=1) (g (tm=1)y — ¢ (4.46)

Si IAgt\mfl)(x(ﬂm_l)) =1y IAéqul)(x(t'm_l)) = 0, entonces

V=D @m0y — min { v, (1= 60)™ LTty yoimen (20m7Y)
3 0

k
= min {)\, Al - el)zi:’" (1~ gl)tm} fAéum-l)\Aéum-n(x(t‘m_l))

— A1 — ) St (ztm)

A1)y g(tim=1)
> et B

pero vy, = A(1 — @) &i=m-17"1 (ver (4.36)).

Si z(tm=1 ¢ A{m=1\ Aéﬂm_l), se tiene que

Y(Hm=D) (g lm=1y — e g

A(gt\m—l)\Aét\m—l) (:L‘(tlm_l)). (4.47)
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4.4. Paro 6ptimo cuando ¢; < 6 < 1

Si IA:(;\mfl) (.%(tlm_l))

=1y IAét'm*)(x(tlm_l)) = 1, entonces
V(t|m—1)($(t|m—1)) = min{)\, Cm(t) + U:\m [(1 _ Ql)tm . (1 - Q)tm]
+oym (1 — 9>tm} IAgt\mfnmAét\mfl)(x(t‘mfl))

la constante en la tltima igualdad es vy,_; (ver (4.37)). Por lo tanto, si z(m=Y ¢
AU A A0 entonces

V(t|m71)(l‘(t|m71)> = Ut‘m_leét\m—l)mAét\m—l)(x(t‘mil))- (448>

Concluyendo, debido a (4.46), (4.47) y (4.48)

V(t\m—l)(x(t\m—l)) = uamfllAéﬂm_l)\Aéqm—l)(x(t|m—1)) + Ut\m—llAgt\m—l)mAétlm—l)(x(t‘m_l))

y esto es precisamente (4.39). O

Determinacién de la regla de paro del teorema 4.2, para esto se analizan los valores
de v}, ¥ Vyjn, por (4.36), se tiene

Uy < A, paratodon=1,...,k—1. (4.49)

Por otra parte, el valor minimo de vy, (ver (4.37)) puede no ser determinado porque
en éste participa vy,41, el cual también contiene otro valor minimo. Esto se muestra a
continuacion

k—1

Vi, = min{)\, Cra1 (t) + )\(1 _ gl)Zi:n+1 ti+1(1 _ Ql)tn+1
+[min{\, ¢,2(t) + v:‘n_t'_Q(l —01)"+ + [Vtjnta — U;(|n+2](1 — )2}

k—

SA(L = )i (1 - g}

Debido a esto, el valor de (4.35) no se puede determinar explicitamente y la regla de
paro (2.17) no se puede obtener en general.

Una forma para determinar el minimo de vy, es considerar cierta configuraciéon de
Cnt1(t), esto es, a partir de (4.37) hacer

Ut = Cnt1(t) + Vg (1 — 1)+ [Vrn g1 — V) (1 — f)+ (4.50)
conn=k—1,...,1.

Bajo las condiciones sobre el costo, se da el siguiente resultado.
Sea 6; < 6 < 1, entonces la regla de paro estd dada por

. 4.51
I{)\IAgt‘n)(a?(t|n))<cn+1(t)IAét|n)(z(t‘7l))+yt‘n+1l‘4gﬂn)\Aétln)($(t‘7l))+Ut‘n+1]Agt‘n>mAétln)(z(t\n))} ( 5 )
< ¢t|n <
(4.52)

I n n * n n
{AIA:(;‘H) (x(tl ))Scn+1(t)IAét|n) (J}(t‘ ))+Ut‘n+1[A:(;‘n)\Aétln) (ac(t\ ))+Ut‘n+1[Aét‘n>mAét|n>(a}(t‘ ))}

Con Vfj,, . ¥ Vn+1 definidas en (4.36) y (4.50) respectivamente.
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

Proposicién 4.6. La indicadora dada en (4.51) es igual a

Din = (4.53)

I ciny )y ST n <k
AGImN At <
1 st n=k

para todon =1,... k.
Demostracion. Se debe probar que (4.51) y (4.53) son iguales.

s Si IAét\n)\Aéﬂn) = 1 = 9y, para (4.51) si IA:(:\TL) =0y [Aét\n) = 1, y la indicadora

(4.51) vale 1, porque 0 < ¢,11(t) y se cumple (4.7).
s Si [Aét\n)\Aét\n) =0= Q/Jt‘n, para (4.51)

e Sil,¢m =1y I um = 0 evaluando esto en la indicadora (4.51) se tiene
3 0
A < vy, pero esto contradice (4.49), por lo tanto el valor de (4.51) es cero.
e Si ]Aéqn) =0y IAét\n) = 0, y el valor de (4.51) es cero debido a que no se
cumple la desigualdad estricta de (4.7).
e Si IAgt\n) =1y IAét\n) = 1; se tiene que el valor de I{/\<cn+1(t)+vt\n} es 0, porque

en (4.50) se supone que A > cpy1(t) + vy, y no se cumple la desigualdad
estricta de (4.7).

Por lo tanto, (4.51) y (4.53) son iguales. O

Proposicién 4.7. La indicadora dada en (4.52) es igual a

[ c(tln ) k
¢t|n:{ Azl St (4.54)

1 st n=k
para todon =1,... k.
Demostracion. Se debe probar que (4.52) y (4.54) son iguales.
s Si [Ag(ﬂn) =1= wﬂn, para (4.52)

e Si IAét\n) =0y IAéqn) = 1 se tiene Ijo<, (1)} Y esto vale 1 porque se cumple
la desigualdad de (4.7).
o Sil,um =0=1,un y el valor de (4.52) es 1 porque ambos términos de la
3 0

indicadora son cero y en particular se cumple la igualdad de (4.7).
u ]Ag(un) =0= 1/Jt|n, para (4.52)

e Sil,um =1y Iem = 0 evaluando esto en la indicadora (4.51) se tiene
3 (2
A < vy, pero esto contradice (4.49), por lo tanto, el valor de (4.51) es cero.
e Si [Aét\n) =1y IAét\n) = 1 se obtiene [{Agcnﬂ(t)ﬂtln} esto vale 0 debido a que
se contradice (4.50) y no se cumple (4.7).

Por lo tanto, las expresiones (4.52) y (4.54) son iguales. O
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4.4. Paro 6ptimo cuando ¢; < 6 < 1

4.4.1. FError tipo / y nimero promedio muestral

Célculo del error tipo I con (4.10) y (4.53). Para n < k se tiene que 1y, =

I sustituyendo esto en (1.14)

(Aéﬂn)\A:(;ln))

(Yejn, Pypn) = Eo[I(Aét\1>\Agt|l>)1A<gt1\1> + ](Agf‘1>\A§f‘1>)c](Ag”?)\Ag“Q))IAgfl‘?)
+---+ I(Aém)\Agtu))c e ](Aét\k—l)\A:(;|k—1))c1]A((9t|k)
1
— (1 _ 91)t1+---+tk

por lo tanto
Wiy Gun) = (1 — 1) X b, (4.55)

Para el nimero promedio muestral, debido a (4.53) para n < k ¢y, = ALt Aty
0 3

sustituyendo esto en (1.17)
K(Q; wtln) = Fy [Cl(t)[(Aét‘l)\Aét“)) + Cg(t)[(Aét\1)\Aéﬂl))CI(Aém)\Agm))
= +---+ Ck(t)[(Aét“)\Ag“))c <. I(Aét\kq)\Aéukﬂ))cl

haciendo los calculos

= )1 -1 -0 +Cot)(1—0)"(1— (1 —0)2) +---+
Cro 1 (B)(1 = 0)1+0=2 (1 — (1 — 9)8=1) + Cy(t)(1 — O) 2= b

sustituyendo C,,(t) = ¢1(t) + - - - + ¢, (t) y haciendo las cuentas, se llega a que

k i—1
K(0;9y) = c1(8) + 3 ei(t)(1 = ;) 2= 1. (4.56)

=2

Nota 4.2. Debido a (4.55), (4.56) y a la Proposicion 4.3, el minimo de (4.54) estd
dado por

k 1— 1
(£) + S () (1 — 0) 2515 4 Ag(1 — )X . (4.57)

2

i

Célculo del error tipo I con (4.11) y (4.54). Para n < k ¥y, = gt sustituyendo
esto en (1.14)

(P Pupn) = EO[IA;“‘”I(Ago“)\Agtl‘”)c+IA@}'”]Ag<t'2>I(Ag;‘2>\Agt1'2))c
T R ST
+ + AL AR (Aégk)\Aétlm))c
— (1= @)t

por lo tanto
SF 4
O‘Wﬂm ¢t|n) = (1 - 01) =1, (458)

Para el nimero promedio muestral se sustituye (4.54) en (1.17), asi

K(9§¢t|n) Ee[C'l( ) A5 + 02( ) A(t\l)[ e (t12) + -+ Ck( ) el * - IAét\k—l)l,
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

haciendo los calculos
= Ci() 1 -1 =0)")+ Co()(1 =) (1 = (L= 0)?) + -+
Cror(B)(1 — B)1++0-2(1 — (1 — B)%-1) 4 Cu(t)(1 — ) =0m1 ¥,
sustituyendo C,,(t) y simplificando
k i—1
K(0;thin) = c1(t) + )it 0)2s=1". (4.59)
=2

Nota 4.3. Debido a que el error tipo I1 es cero, (ver proposiccion 4.3, y a los valores
de del error tipo I y al nimero promedio de observaciones dados en (4.58) y a (4.59)
respectivamente, se tiene que el minimo de (4.54) es el que estd dado en (4.57).

4.5. Paro 6ptimo para 1 < 6

El analisis para el caso 8 < 0 es el mismo al que se realiza a continuacion.

Teorema 4.3. Sea 1 < 0, entonces las funciones recursivas VU™ con las distribuciones

(4.2) y (4.1) estan dadas por
thn( (tln) ) = Ut|nIA(t|n)($(t|n)) (4.60)

con

Vg = A(L — 6;) Zic ot (4.61)
conn=1,....k—=1yvp = A

Demostracion. Esta se hara por induccion hacia atras.
La comprobacién para n = k es completamente andloga a la realizada en (4.14).
En la hip6tesis de induccién se supone que (4.60) es cierta paran =m < k

1 (tm) (x(t\m)) — Utlm[Agilm) (x(tlm))_ (4.62)
Por demostrar que (4.60) es cierta para n = m — 1, es decir
V(“m_l)(x(t'm_l)) = Ut‘m_]__[Agﬂm—l) (x(“m_l)). (4.63)
Para probar (4.63) se sustituye (4.62) en (2.15)

V(t\mfl)<x(t\mfl)) - min{)\ngumfl)(:c(”m*l)), Cm<t)[Aét\mfl)(l'(t‘mil))

k—1
+ / . '/)‘(1 - el)ZiZm tiH[Agfl"”<$t‘m)dﬂft1+---+tm71+1 o dTyy g, )

integrando
= mfi sty (2 Em=1) oy (M=)
min{ AL - (2 ), em (D ymen ( )
k—1
+A(L— el)Zi:mtiH( 61) A(tlm b (@ (tim=1) )}
= min{A yom-n (27 7Y), e (01 y0m-n (27 7Y)

M1—mﬁlm1wq@mm(mwﬂn. (4.64)
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Analisis de (4.64).
Si IA@\mfl)(x(t'm_l)) = 0, se sigue directamente que
3

VHm=D (g tm=1y — q, (4.65)
Si IAgﬂmﬂ)(a:(t'm_l)) = 1, entonces
Y m=1) (g (m=1)y — \(1 — 91)25:_;71ti+1[Agt\m—1)(x(t|mil)),
la constante en la tultima igualdad es vyn,—1 (ver (4.61)), entonces
Y Hm=1) (g tm=1)y — vt‘m_llAgﬂm_l)(x(tlm_l)). (4.66)

De (4.65) y (4.66) se obtiene (4.63) y con esto termina la demostracién. O

Sea 1 < 0, la regla de paro esta dada por

]{MA(””) (x(t‘"))<cn+1(t)1A(t\n) (ﬂc(‘|”))+vt\n+1IA(t|n) (z(tm)} (4.67)
3 0 3
< ¢t|n <
[{MA(t\n) (I(””))SCnJrl(t)IA(qn) (x<t|n>)+vt|n+1IA(t\n) (z(tm)}> (4'68>
3 0 3

para todon =1,...,k — 1,y vy, estan definidas en (4.61).

Proposicién 4.8. La indicadora dada en (4.67) es igual a

I ony st n<k
=9 (4.69)
1 si n=k

para todon =1,...,k.
Demostracion. Se necesita probar que (4.67) y (4.69) son iguales.

= SiLm =1y Iam = 0, entonces ¢y, = 1, para (4.67) se tiene I, 1)) ¥
6 3

esta indicadora vale 1 porque se cumplen las condiciones de (4.7).

= Si IAét\n) =0y [Agt\n) = 1 entonces ¢y, = 0, para (4.67) se tiene I{x<v, ) v el valor

de la indicadora es 0 porque A > vy, (ver (4.61)) y no se cumple la condicién de
(4.7).

= Si ]Agmn) = 1, entonces Yy, = 0; y el valor de (4.67) es cero debido a que los
términos de la indicadora son cero y no se cumple (4.7).

Por lo tanto (4.67) y (4.69) son iguales. O

Proposicién 4.9. La indicadora dada en (4.68) es igual a

] c(tin ) <k
wtn:{ Agem o (4.70)

1 st n=k,

para todon =1,... k.
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Demostracion. Se necesita probar que (4.68) y (4.70), son iguales.
= Si ]Agmn) = 1=y, y para (4.68) se tienen los siguientes casos

e Si ]Aét\n) =1y ]Agt\n) = 0 y la indicadora dada en (4.68) es Ijo<c,. (1)} ¥ €l

valor es 1 porque se cumple la condicién de (4.7).

e Sil,um =0=1,um ycomo los términos de la indicadora dada en (4.68)
3

son cero y en particular se cumple la igualdad de (4.7).

= Si IAét\n) =0y IAéﬂn) = 1 entonces IAgmn) = 0 = t)yn, para (4.68) se tiene que

I{x<v,,} cuyo valor es cero porque A > vy, (ver (4.61)) y no se cumple la condicién
de (4.7).

Por lo tanto (4.68) y (4.70) son iguales. O

4.6. Error tipo / y nimero promedio muestral

A partir de los resultados del Teorema 4.3, se hacen los calculos de los errores de
tipo I y tipo 11, ademas del nimero promedio muestral.

Para el error tipo I se sustituyen (4.10) y (4.69) en (1.14)

(Ytns Pen) = Eo[fAéﬂl)[A(etl\n H Lggem Iy [Aétlm o Lo o Loy UAétl\k)]

como Ej [IA<t|n)IA(t\n)] = 0 para todon =1,...k — 1, haciendo los calculos
0 01

— (1= 6) (1= 0y

y simplificando
(WPt Pign) = (1 — 0y) 21", (4.71)

Para el nimero promedio de observaciones se sustituye (4.69) en (1.17)

K(@; 77Z)t|n) = Ly [Cl (t)]Aét\l) + OQ(t)IAg(tH)IAétD) + C3(t>IAg(t|1)IAg(t|2)]Aét\3)
+--+ Ck(t)IAg(t\l) .- ']Ag(t\kﬂ)l]
= Ci(t)
como C(t) = ¢1(t)
K(0;yn) = c1(2). (4.72)
Nota 4.4. En el caso en que 1 < 0, debido a: (4.71), (4.72) y a la Proposicion 4.3, el
valor minimo de (4.60), es

ko

cr(t) + Ao(1 — 6y) 2 b, (4.73)
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4.7. Resultados numéricos para el caso 6 = 6

A continuacién se deducen las férmulas para el error tipo I y ntimero promedio
muestral, con las reglas de decisién y de paro dadas en (4.11) y (4.70), respectivamente.

Para el error tipo I se sustituye (4.11) y (4.70) en (1.14), asi que

(P, Pupn) = EO[IA{;“‘I)I(Aégll)\Aétl‘l))c + IA?'”]Ag(*'Q)I(Aé’gQ)\Aé"l'Q))C
+- 4 IAézu) e ngtwe—n H(Aét,'k)\AéTk))"]

= (1—=0)" - (1—6,)

entonces
a(Pyjns Grn) = (1 — 6y)F T, (4.74)

Para el promedio muestral se sustituye (4.70) en (1.17), obteniendo

K(0:400) = Eg[Cr(t)Lygem + Co(O)] o Lygem + Ca(t) ]y T oo Lyein
+---+ Ck(t)IA(tH) cee [A(t|k71)1]
3 3

como Ey[l,¢m] = 0 para todon =1,...,k — 1, entonces
3

K(0;4) = Ci(t) = c1(?). (4.75)

Nota 4.5. Considerando el caso 1 < 6. Debido a que (4.71) y (4.72) coninciden con
(4.74) y (4.75), respectivamente, y ademds el error tipo I es cero. La cota minima
que se obtiene con el tiempo de paro dado en (4.9), coincide con la que estd dada en

(1.73).

4.7. Resultados numéricos para el caso 6 = 6,

En esta seccion, presentamos los resultados numéricos de las simulaciones realizadas
con (4.29) y (4.30). La tabla 4.1 contiene el error tipo I, el nimero promedio de
observaciones (IV), y el tamano de cada etapa (T"). Las estimaciones se realizaron para
un proceso con dos etapas.

Para los célculos el valor de N se fue modificando hasta obtener cierto valor deseado
para «. Otro punto de interés para los célculos fue fijar el error de tipo I para obtener
el niimero promedio muestral. Estos resultados se presentan en la Tabla 4.2.

o AC o NPM | N T
0.109 13.59 | 0.032 11.54 |21 8,13
0.052 16.27 | 0.010 13.54 | 28 10, 18
0.020 19.06 | 0.002 15.55 | 37 12,25
0.010 20.65 | 0.0009 16.62 | 43 13, 30
0.005 22.20 | 0.0002 18.05 | 50 15, 35

Tabla 4.1. Diferentes tamanos muestrales.
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

Stages T NPM
1 28 28
2 10, 18 16.27
3 6, 8, 14 13.45
4 4,5, 7,12 12.21
5 3,4,5,6,10 11.50
6 3,3,4,5,6,7 11.05

Tabla 4.2. Nimeros promedio para diferentes etapas, el valor de a=0.052,
y 91:01

En la Tabla 4.3, estan los datos de dos etapas. Se fija el valor de «, se presenta el
tamano de la muestra N el cual se divide en dos etapas T, y se da el nimero promedio
muestral.

Q N T NPM
0.109 21 8,13 13.59
0.052 28 10,18 16.27
0.020 37 12,25 19.06
0.010 43 13,30 20.65
0.005 50 15,35 22.20

Tabla 4.3. Diferentes tamanos
de muestra.

Otro punto de interés es fijar el valor de a y el tamano de la muestra N, después
considerar los datos en diferentes etapas y observar el nimero promedio muestral. Los
resultados se presentan en la Tabla 4.4.

Etapas T NPM
1 28 28
2 10, 18 16.27
3 6, 8, 14 13.45
4 4,5, 7,12 12.21
5 3,4,5,6,10  11.50
6 3,3,4,5,6,7 11.05

Tabla 4.4. Promedio muestral,
N=28 y a=0.052.

4.8. Errores y nimero promedio muestral con dis-
tribuciones uniformes usando el criterio de Wald

Considerando el trabajo realizado con respecto a las pruebas éptimas multietdpicas
en el presente trabajo, ahora surge el interés de calcular el error tipo I, el error tipo
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4.9. La razéon de verosimilitud con distribuciones uniformes

11 ademés del niimero promedio de observaciones utilizando el criterio de la razén de
verosimilitud de Wald. Los calculos se haran con distribuciones uniformes.
Para lo que sigue, se hacen las siguientes definiciones

éo :{(xl,...,xi)|x1,...,xi EA@O}, 1=1,2,...

y .
o, = 1w, .., x)|wy, ., € Ag}, i=1,2,. ..

los conjuntos Ag, y Ay, definidos en (4.4) son a los que se hara referencia en el presente
andlisis. Ademas de estos conjuntos, se define

Aé:{<$17"'axi)|x1a'--7:€i GAeoﬂAgl}, Z:1’2’

4.9. La razon de verosimilitud con distribuciones

uniformes
. I,
La razon de verosimilitud con distribuciones uniformes es Z* = % y los valores
A5
que toma son ’
1 St IAZG =1
Zi={0 s{ Loy =1 (4.76)
00 St [Aél\A?}O =1
entonces Z' = 1 if I, = 1 (continuar), por lo cual
1 —thy =1y, and ¢y = Iaipe  con  i=1,2,.... (4.77)
El tiempo de paro es t = inf{i > 0: Z" # 1}, con regla de decisiéon
Qbi:IAi \A? con 7/:1,2, (478)
01 o,
A partir de (4.77) y (4.78)
@/)ZQZSZ = ](Ai)c]Aél\Aéo = ]Azh\Aéo con 1= 1,2,... (479)
por otra parte, debido a (4.77) y ademads al tomar el complemento de (4.78)
Q/Jz(l—¢l) :[(Aé)c[(Aél\Aéo)c,:IAéO\Aél con 1= 1,2,.... (480)

4.10. El error tipo [ y error tipo I/

Para el error tipo I se sustituye (4.79) y la parte izquierda de (4.77) en (1.14)
a(y,d) = EO[IAél\A},O Ly laz \az o ] =0. (4.81)

Para el error tipo I se debe sustituir (4.80) y la parte izquierda de (4.77) en (1.15),
obtiendose

B, ¢) = Eallay \ay + Laglaz \az +---]=0. (4.82)
Como los valores del error tipo I y el del error tipo I valen cero, eso quiere decir que

no hay error al tomar la decisién al aceptar o rechazar la hipdtesis nula, segtin sea el
caso.
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4. El problema modificado de Kiefer-Weiss con distribuciones uniformes

4.11. El costo promedio
Para calcular el costo hay que sustituir (4.77) en (1.17), asi que

K(00a¢) = O(t)EOIAl +02< )EOIAéI(Ag)L+03(t)E0]Aé[A§](AS)C++
CL ()0 + Co(t)(1 — 01)01 + Cs(t)(1 — 61)(1 — 61)0; + - -+

como Cy(t) = c1(t) + -+ + cn(t)
= c1()01 + (1 (t) + e2(t))(1 = 01)01 + (er(t) + ca(t) + c3(t))(1 = 01)°01 + -+ +
desarrollando y agrupando

= )01+ 1 —60)+ Q=0+ 4+ +eat)[(1—01) + (1 —0)2+ -+
+es()0[(1— 01+ (1= 601+ +]+- -+

pero cada paréntesis contiene una serie geométrica, calculando el limite de cada serie

se obtiene -y Loy
= ¢yt )019 +ea(t)h—p— + c;;(t)@l(;l) +
1 1 1
simplificando
K(00;0) = ex(t) + Z G(0)(1 — 0,) b (4.83)

Finalmente se obtuvieron las férmulas utilizando el criterio de Wald [Wald (1947)],
para calcular: el error tipo I, el error tipo /1 y el costo del experimento.

Se clara que los resultados (4.81)- (4.83) fueron obtenidos como parte de la investi-

gacion en la presente tesis, por lo cual no se hace referencia de las férmulas obtenidas
a algiin texto en particular.
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Capitulo 5

Conclusiones sobre el trabajo
desarrollado en la tesis

En el presente trabajo se lograron los siguientes resultados.
En el capitulo 1.

Se presenté un breve repaso de la estadistica clasica, y algunos resultados nece-
sarios para el para la teroria que se desarrollara posteriormente.

Se dedujo la forma de un proceso estocéstico a tiempo continuo en etapas.
Se obtuvieron las reglas generales del tiempo de paro y de la regla de decision.

Se planted la forma en general el error tipo I, el error tipo II y el costo del
experimento, todo esto de forma secuencial en k etapas.

En el capitulo 2, se desarroll6 en la forma mas general la teoria necesaria y suficiente
para realizar pruebas de hipotesis cuando los datos se toman en grupos o etapas.

Se determiné la forma de la regla de decision 6ptima independientemente del
tiempo de paro.

Se obtuvo la regla de paro 6ptimo para un proceso k-etapico.

En la primera seccién del capitulo 3, se presenta una aplicacion muy general de la
teoria desarrollada para un proceso con variables aleatorias i.i.d.

En la seccion 3.2, se da una aplicacion mas especifica de la teoria, y la solucion
al proceso de Weiner con deriva lineal en etapas. Para esto se desarrollaron las
formulas explicitas para k-etapas, a partir de éstas se presentan resultados de las
evaluaciones numéricas para dos, tres y cuatro etapas.

En los calculos del costo promedio, se considerd cuando la prueba se hace para
las hipotesis Hy y Hy o s6lo una de ellas.

Con respecto al punto anterior se cred un software en MatLab, para la evaluacién
numérica del proceso de Wiener para dos y tres etapas, el cual se puede consultar
en los Apéndices 6.2 y 6.10, respectivamente.
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5. Conclusiones sobre el trabajo desarrollado en la tesis

= Otro punto que se logro fue dar solucion al problema de Kieffer-Weiss modificado
con distribuciones uniformes. En el desarrollo del problema surgieron diferentes
vertientes, en cada caso se determinaron las fomulas para obtener el error de tipo
I y de tipo II, ademas del nimero promedio muestral.

= Para un caso particular del problema de Kieffer-Weiss modificado se generé un
software en MatLab (para obtener resultados numéricos del error de tipo I, del
error de tipo I1 y el nimero promedio de obsrvaciones), éste se puede ver en el
apéndice 6.22.

= Al final del capftulo 3, se di6 un resumen muy detallado sobre los resultados
obtenidos de la evaluacién numérica realizada.

En el capitulo 4, se di6 solucién al problema modificado de Kiefer-Weiss con distri-
buciones uniformes. En este problema participa una tercer hipétesis diferente a Hy y

H;.
= Al hacer el analisis se dieron diferentes casos y en cada uno de ellos se obtuvo.
e La férmula para el error tipo I.

e La férmula para el error tipo I1.

e La férmula para el costo promedio de observaciones.

= Para un caso en particular, se hizo la evaluacién numérica y se obtuvo el valor
del error tipo I, el valor del error tipo /1 y el nimero promedio de observaciones.

= Otro de los resultados obtenidos fueron las férmulas para el calculo de errores y
nimero promedio muestral con dos distribuciones uniformes usando el criterio de
Wald (ver Seccién 4.8). En este caso se pudo ver que el valor del error tipo I y
del error tipo I1 es cero.
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Capitulo 6
Apéndices

En esta seccion se daran los resultados numéricos de las evaluaciones del proceso
de Weiner con deriva lineal, para dos, tres y cuatro etapas. También se dan las tablas
de resultados del problema de Kiefer-Weiss modificado, con distribuciones uniformes.

Otro punto de relevancia del presente trabajo es el cédigo desarrollado en MatLab,

para realizar las evaluaciones numéricas tanto para el proceso de Weiner con deriva
lineal y para el problema de Kiefer-Weiss modificado.
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Apéndice A

En este Apéndice se presentan las tablas con los resultados de la evaluaciéon numérica
del proceso de Wiener con deriva lineal en tres etapas.

6.1. Tablas de resultados numéricos en tres etapas
>\0 )\1
30 65 150 300 570
a, B 0.118, 0.118 0.139, 0.046 0.161, 0.018 0.183, 0.008 0.213, 0.004
ti bt | 30 [2.2,21,32 28,28 44 32,3756 3.3,44,65  3.1,52 7.2
Ay, By 0.26, 3.83 0.11, 2.94 0.04, 2.58 0.02, 1.86 0.01, 1.53
Ay, By 0.34, 2.91 0.15, 2.09 0.06, 1.52 0.03, 1.18 0.01, 0.93
C 1 0.46 0.2 0.1 0.05
o, B 0.046, 0.139  0.052, 0.052 _ 0.055, 0.020 _ 0.057, 0.009 _ 0.058,0.005
t1, to, t3 | 65 | 2.8, 2.8, 4.4 3.9, 3.7, 6.2 4.8, 4.6, 8.0 5.4,5.3,9.2 5.9, 6.0, 10.2
Ay, By 0.33, 8.99 0.13, 7.39 0.05, 6.21 0.02, 5.47 0.01, 4.89
Ay, By 0.47, 6.66 0.19, 5.03 0.08, 3.94 0.04, 3.31 0.02, 2.86
C 2.16 1 0.43 0.21 0.11
o, B 0.018, 0.161  0.020, 0.055 _ 0.021, 0.021 _ 0.021, 0.010 _ 0.021, 0.005
tq, to, t3 | 150 | 3.2, 3.7, 5.6 4.8, 4.6, 8.0 6.0, 5.5, 10.2 6.7, 6.2, 11.8 7.4,6.8, 13.2
Ay, By 0.43, 20.79 0.16, 17.72 0.06, 15.50 0.03, 14.12 0.01, 17.07
Ay, By 0.65, 15.29 0.25, 11.75 0.10, 9.46 0.05, 8.17 0.02, 7.28
C 3 2.30 1 0.5 0.26
a, 3 0.008, 0.185 0.010, 0.057 0.010, 0.021 0.010, 0.010 0.009, 0.005
t1, to, t3 | 300 | 3.2, 4.4, 6.5 5.4,5.3,9.2 6.7, 6.2,11.8 7.6, 6.9, 13.8 8.3, 7.4,154
Ay, By 0.53, 40.13 0.18, 34.99 0.07, 31.19 0.03, 28.89 0.01, 27.19
Ay, By 0.84, 29.82 0.30, 22.96 0.12, 18.61 0.06, 16.21 0.03, 14.55
C 10 4.61 2 1 0.52
a, B 0.004, 0.217 0.005, 0.059 0.005, 0.021 0.005, 0.009 0.005, 0.005
t1, ta, t3 | 570 | 3.0, 5.1, 7.2  5.8,5.9,10.2 7.3,6.8,13.2 8.3,74,153 9.0, 7.9, 17.2
Ay, By 0.64, 72.22 0.20, 64.51 0.07, 58.28 0.03, 54.27 0.01, 51.93
Ag, By 1.06, 54.98 0.34, 42.27 0.13, 34.29 0.06, 29.93 0.03, 26.95
C 19 8.77 3.8 1.9 1

Tabla 6.1. Tres etapas y dos hipétesis. Probabilidades de error, tiempos
de paro y constantes que determinan las regiones de decisién.
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)\U )\1
20 40 80 100 150 200

a, 0.033, 0.119 0.044, 0.057  0.056, 0.028 0.060, 0.022 0.068, 0.014  0.075, 0.010
ti ta, ts | 20 | 25,3.2,5.8  3.6,3.6,60 4.6, 39 61 49 40,61 55 42 62 59 43 62
Ay, B 0.30, 74.03 0.16, 40.06 0.08, 21.24 0.06, 17.26 0.04, 11.80 0.03, 8.99
Ay, By 0.43, 28.92 0.22, 15.0 0.11, 7.77 0.08, 6.26 0.05, 4.23 0.04, 3.20

a, 0.002, 0.127  0.001, 0.062 0.005, 0.033  0.0006,0.027 0.002, 0.15 0.002, 0.011
ti, ta, ts | 80 [4.0,6.1,16.8 5.3,80,194 56, 74,186 52,80, 194 80, 9.7, 215 85, 10.0, 21.9
Ay, By 0.56, 45.00 0.31, 78.00 0.15, 26.99 0.12, 16613 0.09, 63.5 0.06, 56.9
Ay, By 0.91, 200524  0.51, 285500  0.24, 106435  0.20, 117424  0.14, 177203  0.11, 150759

a, B 0.002, 0.149 0.002, 0.062 0.004, 0.029 0.007, 0.033 0.002, 0.014  0.002, 0.011
t1, t2, t3 | 100 3.1, 6.1, 15.5  52,7.9,179 6.6,8.0,17.9 28,7.3,17.3 84,938,20.0 85,104, 20.7
Ay, By 0.56, 40.7 0.31, 50.3 0.15, 34.5 0.12, 18 0.09, 57.1 0.07, 63.5
Ay, By 0.87, 267398  0.48, 394451  0.24, 198735  0.18, 108117  0.14, 258550  0.10, 261207

o, B 0.001, 0.134 _ 0.002, 0.073 _ 0.0002, 0.035 _ 0.0002, 0.029 _ 0.0008, 0.015 __ 0.001, 0.11
th, to, s | 150 (3.9, 7.1,15.0  4.2,7.6,15.6 5.6, 13.3,22.3 54,132,224 82 11.9,20.0 8.7, 11.2, 19.3
Ay, By 0.60, 69.1 0.33, 0.45.2 0.20, 781.5 0.16, 619.5 0.10, 172 0.07, 82.7
Ay, By 0.87, 842990  0.44, 553112 0.29, 3961555 0.23, 3030239 0.14, 1332448 0.1, 173695

a, 0.0002, 0.129  0.0004, 0,063  0.0009, 0.039  0.001, 0.031  0.0003, 0.017  0.001, 0.011
th, to, 5 | 200 4.3, 10.0, 17.1 5.5, 10.6, 17.7 4.6, 10.5, 17.5 4.6, 10.6, 17.7 2.9, 10.9, 17.9 8.8, 11.2, 18.2
A, B, 0.69,381.6  0.35, 271.5 0.17, 125 0.14,108.2  0.09, 15594.7  0.07, 78
Ay, By 0.9, 6359605  0.14, 4341332 0.24, 2001047  0.19, 1728377 0.13, 1310556 0.10, 1169040

Tabla 6.2. Tres etapas y dos hipotesis. Probabilidades de error, tiempos
de paro y constantes que determinan las regiones de decisién en cada etapa.

/\U )\1
20 40 80 100 150 200
Wald Hy, Hy 3.82,5.26 5.10,544  6.31, 5.34 6.69, 5.27 7.36, 5.12 7.82, 5.00
Neyman Pearson | 20 9.07 10.75 12.23 12.66 13.42 13.92
ANS H,, H, 5.04,8.28 6.53,847  7.92,8.28 8.36, 8.22 9.12, 8.14 9.64, 8.13
Wald Hy, Hy 4.07,9.61 5.51,11.48 6.67, 9.61 7.16,13.91  8.28, 11.68  8.86, 11.57
Neyman Pearson | 80 15.45 19.91 18.89 26.19 24.74 25.57
ANS H,, H, 6.20, 17.53 8.13, 23.54 9.36, 19.14 10.17, 26.03 11.65, 23.77 12.35, 23.15
Wald Hy, Hy 3.75,9.46 5.48,10.60 6.93,10.18  6.63,9.23  8.38,11.52  8.88, 11.78
Neyman Pearson | 100 14.95 18.59 20.15 18.25 24.64 25.93
ANS Hy, Hy 5.67,16.17 8.06, 20.44 9.79, 18.98  9.80, 20.00  1.78, 22.15  12.38, 23.27
Wald Hy, Hy 3.98,10.56 5.16, 10.43  6.65, 16.07  7.01,15.84 8.32,13.65  8.90, 12.33
Neyman Pearson | 150 16.73 17.89 28.48 28.79 27, 88 26.84
ANS H,, Hy 6.11, 17.22  7.50, 18.50 10.20, 37.81 10.62, 37.95 11.92, 28.31 12.48, 23.94
Wald Hy, H, 4.08, 13.54 5.50, 14.00 6.46, 13.07  6.88, 12.90  8.04, 15.29  8.91, 22.92
Neyman Pearson | 200 | 21.07 23.54 23.73 24.18 29.29 26.75
ANS Hy, Hy 6.61, 23.55 8.40,26.91 9.53, 26.42 10.10, 26.80 10.61, 14.84 12.51, 22.92

Tabla 6.3. Tres etapas y una hipdtesis. Ntimeros promedios.




Apéndice B

En esta seccién se presenta el codigo para los resultados numéricos del proceso de

Wiener en cuatro etapas.

6.2. Tablas de resultados numéricos en cuatro eta-

pas

Tablas de resultados de la evaluacién numérica del proceso de Wiener con deriva
lineal en cuatro etapas.

Ao A
30 60 140 250 550
o B 0.110, 0.110 0.127, 0.047 0.146, 0.018 0.161, 0.009  0.188, 0.004
th, ta 1.94, 1.57 242,206  2.70,2.60  2.72, 3.17 2.58, 3.95
ty,ty | 30 | 212,325 277,437  3.50,5.56  3.97, 6.25 458, 7.06
Ay, By 022,447  0.10,3.64  0.04,2.88  0.02, 247 0.01, 1.98
Ay, By 0.26,3.83  0.12,3.03 005,235  0.02, 1.99 0.01, 1.59
As, By 034,291 016,215  0.06,1.55  0.03, 1.26 0.01, 0.94
c 1 0.5 0.21 0.12 0.05
o B 0.047, 0.127 0.052, 0.052 0.055, 0.020 0.056, 0.010  0.058, 0.004
t, b 241,205  3.28,2.57  4.01,3.19  4.39, 3.62 4.84, 4.27
ty,ty | 60 | 277,437 358,594 444,764  4.97, 8.65 5.63, 9.84
Ay, By 0.27,9.77  0.11,843  0.04,7.23  0.02, 6.56 0.01, 5.76
As, By 032,829  0.14,6.90  0.05,5.75  0.03, 5.16 0.01, 4.51
As, By 0.46,6.13  0.21,4.74  0.08,3.67  0.05, 3.15 0.02, 2.61
c 2 1 0.42 0.24 0.11
o B 0.018, 0.146 0.020, 0.055 0.020, 0.020 0.020, 0.010 _ 0.020, 0.004
t, b 2.67,2.67  3.98,3.16 502 373 559, 4.08 6.26, 4.53
ty,ts | 140 | 3.50,5.56  4.44,7.64  5.40,9.90 5.97,11.27  6.67, 12.90
Ay, By 0.34,23.18  0.13,20.80 0.05,18.69 0.03,17.54  0.01, 16.24
As, By 0.42,19.68 0.17,16.85 0.06, 14.61  0.03, 13.49  0.01, 12.27
As, By 0.64,14.32 0.27,11.25  0.11,8.97  0.06, 7.90 0.02, 6.82
C 4.67 2.34 1 0.56 0.25
o B 0.009, 0.163 0.010, 0.056 0.011, 0.020 0.011, 0.010 _ 0.010, 0.004
t, b 2.65,3.12  4.33,356 555,408  6.17, 4.33 6.92, 4.72
ts,ts | 250 | 3.97,6.25  4.97,865  5.98 11.26 6.57,12.85  7.29, 14.76
Ay, By 0.40, 40.47  0.15,37.08  0.05,33.96 0.03,32.50  0.01, 30.60
Ay, By 0.50, 34.65  0.19,20.98 0.07,26.35 0.04, 24.54  0.01, 22.61
As, By 0.79,25,13 0.31,19.77 0.12,15.85 0.07, 14.05  0.03, 12.25
C 8.34 41.16 1.78 1 0.45
o, B 0.004, 0.194 0.004, 0.059 0.005, 0.020 0.005, 0.010  0.005, 0.004
t, b 2.36,3.75  4.59, 410  6.06, 447  6.82, 4.72 7.45, 4.88
ts,ts | 550 | 4.60, 7.06  5.65,9.83  6.71,12.86 7.32, 1473 8.14, 17.02
A, B 0.49, 84.66  0.17,79.33  0.06, 74.60  0.03, 71.86  0.01, 69.57
Ay, By 0.62, 73.44  0.22,64.23  0.08,56.99  0.04, 53.47  0.02, 49.47
As, By 1.05,53.57 0.38,42.00 0.14,33.71  0.08,29.93  0.03, 26.19
C 18.33 9.16 3.93 2.2 1

Tabla 6.4. Cuatro etapas y dos hipétesis. Probabilidades de error, tiempos

de paro y constantes que determinan las regiones de decisién.
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Wald Neyman- ASN  ASN
Ao H, H, Pearson H, H,
30 325 3.25 5.99 3.93  3.93
60 5.17 5.17 10.51 6.34 6.34
140  7.40  7.40 16.67 9.16 9.16
240 872 871 20.72 10.80 10.82
520 10.49 10.47 26.54 12.98 13.04

Tabla 6.5. Cuatro etapas y dos hipétesis. Ntimero promedios muestrales.
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Apéndice C

6.3. Evaluacién numérica del proceso de Wiener
con deriva lineal en una y dos etapas

En esta parte se presenta el c6digo, para la evaluacién del proceso de Wiener en
dos etapas. Funciones para dos etapas

% Las funciones ®(ly) y 1 — ®(my) (ver (3.22))
function|w]= f1t2( lam0,lam1,t2,thel
w=@Q(x) lam1*x*normedf(Lim2H1(lam0,lam1,x,t2,thel),0,1);
end

function[w| = f0t2( lam0,Jam1,t2,thel )
w=Q(x) lam0*(1-normcdf(Lim2HO0(lam0,lam1,x,t2,thel),0,1));
end

% La funcién (3.23)
function|w] = Lim2H1(lam0,lam1,z,t2,thel)
w=(log(lam0)-log(lam1)-log(z))/(thel*sqrt(t2)) - thel*sqrt(t2)/2;
end

% La funcién (3.24)
function|w] = Lim2H0(lam0,lam1,z,t2,thel)
w= (log(lam0)-log(lam1)-log(z))/(thel*sqrt(t2)) + thel*sqrt(t2)/2;
end

Funciones para una etapa

% La funcién (3.55).
function[w] =Lim1H1(al,t1,thel)
log(al)/(thel*sqrt(t1))-thel*sqrt(t1)/2;
end

% La funcién (3.62).
function|w] = Lim1HO(b1,t1,thel)
w=log(b1)/(thel*sqrt(t1))+thel*sqrt(t1)/2;
end
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6.4. Minimizacién de la funciéon de Lagrange

Minimizacién de la funcion de Lagrange dada en la Seccién 3.2.
function[FL,A] = Lagrange( lam0,lam1,t,thel,c0,c1,n)
% Célculo de las funciones que participan en (3.22).

z0=lam0/lam1;
f=F(lam0,lam1,t(2),thel,c0,cl);
if £(z0)>lam0
A(1,1)=z0;
A(1,2)=20;
else H1=Q(z) f(z)-lam1*z;
H0=@Q(z) f(z)-lam0;
% Obtencion de A; (ver (3.27)).
A(1,1)=fsolve(H1,20);
% Obtencion de By (ver (3.28)).
A(1,2)=fsolve(HO0,20)

Y

% La funcién (3.35).
flt1=lam1*normedf(Lim1H1(A(1,1),t(1),thel),0,1);
Obtencién de (3.41).
deltaz=(A(1,2)-A(1,1))/n;

Vi=[J;

for k=0:n
V1=[VL;A(1,1)+deltaz*k,f(A(1,1)+deltaz*k)];
end Z1=[];

for k=1:n+1

Z1=[71;lim1(V1(k,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))]:
end

J=[7Z1(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];

clear V1 7Z1;

Wi=[];

for p=1:n
Wi1=[WL(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p,2)+J(p+1,2))/2];
end Y1=[];

for m=1:n

Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];

end

Sl=sum(Y1);

clear J1 W1 Y1,

% La funcién (3.43).
fot1=lam0*(1-normedf(Lim1HO(A(1,2),t(1),thel),0,1));
% La funcién (3.44)

Suma=t(1)*(c0+cl)+ S1 + f1t1 + f0t1 ;

if Suma<min(lam0,lam1)

FL=Suma,;
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else
FL=min(lam0,lam1);
end
end

6.5. El error tipo /

Las féormulas para el error tipo I estan en la seccion 3.3.
function[w] = Alpha( lam0,lam1,t,A thel n)
Syms X;
clear z;
% la funcion (3.42).
f=Q@(z)1-normcdf(Lim2HO(lam0,lam1,x,t(2),thel),0,1);
% La integral (3.41).
deltaz=(A(1,2)-A(1,1))/n;
V1=[;
for k=0:n
V1=[VL;A(1,1)+deltaz*k,f(A(1,1)+deltaz*k)];
end
Z1=[];
for k=1:n+1
Z1=[7Z1;lim1(V1(k,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end
J=[Z1(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];
clear V1 Z1;
Wi1=[J;
for p=1:n
Wi=[WL(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p,2)+J (p+1,2)) /2];
end
Y1=[};
for m=1:n
Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];
end
Sl=sum(Y1);
clear J1 W1 Y1,
% La funcién (3.43).
alf=1-normedf(Lim1HO(A(1,2),t(1),thel),0,1);
% La funcién (3.44).
w=alf+S1;
end

6.6. El error tipo I/

Las férmulas para el error tipo 11 estan en la seccion 3.4.
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function[w| = Beta(lam0,lam1,t,A thel,n)
f3=Q(z)x*normedf(Lim2H1(lam0,lam1,x,t(2),thel),0,1);
deltaz=(A(1,2)-A(1,1))/n;

V1=[V1;A(1,1)+deltaz*k, f(A(1,1)+deltaz*k)];
end

Z1=(];

for k=1:n+1

Z1=[Z1;lim1(V1(k,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end

J=[Z1(:,1),V1(:,2). *Z1(:,2)];

clear V1 71;

Wi=[];

for p=1:n

Wi=[W1;
(J(p+1,1)-3(p. 1)), (I (p,2)+I (p+1,2)) /2];

end

Y1=[];

for m=1:n

Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];

end

Sl=sum(Y1);

clear J1 W1 Y1;
bet=cdf(’Normal’,Lim1H1(A(1,1),t(1),thel),0,1);
w=bet+S51;

6.7. Numero promedio muestral bajo las dos hipo6-
tesis

function|w] = CostoHOH1(t,A,c,cl,n,thel) La funcién (3.44).
deltaz=(A(1,2)-A(1,1))/n;

V1=(];

for k=0:n
V1=[V1;A(1,1)+deltaz*k,F(A(1,1)+deltaz*k)];
end

Z1=[];

for k=1:n+1

Z1=[7Z1;lim1(V1(k,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end

J=[71(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];

clear Z1 V1,

Wi=[];

for p=1:n

WI1=[W1;(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p,2)+J (p+1,2))/2];
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end

Y1=[];

for m=1:n
Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];
end

Sl=sum(Y1);

ww=(t(1)*(c+cl))+S1;
clear J W1 Y1,
end

6.8. Numero promedio muestral en caso asimétrico

Calculo del nimero promedio de Hy (ver seccién 3.6).
function[w] = CostoHO(t,A,thel)
p=normedf([Lim1HO(A(1,1),t(1),thel),Lim1HO(A(1,2),t(1),thel)]);
wet(1)+4(2)* (p(2)-p(1)):
end

6.9. Programa principal

% Minimizacién de la funcién dada en (3.63).
clear all;
cle;
format long
% Se obtiene el caso simétrico si ¢c0 =1 = c¢l. Si ¢ =0 6 ¢l = 0, entonces se tiene el
caso asimétrico.
c0=1; cl=1;
% Valores de \g y ;.
lambda0=exp(7);
lambdal=exp(7);
% Tamano de la particiéon para la integral numérica.
n=400;
% valor de thetal.
theta=1;
% plan de muestreo.
VI=[10,10];
% Condiciones de nivel de error computacional.
options = optimset('Display’,’iter’,’TolFun’,1e-8);
% Optimizacién de la funcién de lagrange y plan de muestreo T.
tt=fminsearch(Q(t)Lagrange(lambda0,lambdal,t,theta,c0,c1,n),VI);
% Obtencién el valor de la funcién de Lagrange y de las constantes A; y Bj.
[FL,A]=Lagrange( lambda0,lambdal,tt,theta,c0,c1,n);
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6.10. Presentacion de resultados

. % Célculo de error tipo 1.
alfa=Alpha(lambda0,lambdal,tt,M,thetan);
% Calculo del error tipo II.
beta=Beta(lambda0,lambdal,tt,M theta,n);
% Numero promedio para HO.
PromedioHO=CostoHO(tt,M,theta);
% Numero promedio para H1.
PromedioH1=CostoH1(tt,M,theta,n);
% Célculo de la prueba de Wald para HO.
WaldHO=2*((1-alfa)*log((1-alfa)/beta)+alfa*log(alfa/(1-beta)));
% Ntumero promedio de la prueba de Wald para H1.
WaldH1=2*((1-beta)*log((1-beta)/alfa)+beta*log(beta/(1-alfa))) ;
% Numero promedio de la prueba de Neyman Pearson.
NP = (norminv((1 — alfa),0,1) + norminv((1 — beta),0,1))?;

;log(lambda0), log(lambdal), alfa, beta, PromedioHO, PromedioH1, WaldHO0, WaldH1,
i
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Apéndice D

6.11. Cobdigo para la evaluacién numérica del pro-
ceso de Wiener con deriva lineal en tres eta-

pas

En esta parte se presenta el coédigo en MatLab, para la evaluaciéon numérica del
proceso de Wiener en tres etapas. El primer objetivo es generar la funcién de Lagrange

dada en (3.63).

6.12. Funciones para tres etapas

% Las funciones dadas en (3.22).
function|w]= f1t3(lam0,lam1,t3,thel)
w=Q(x) lam1*x*normedf(Lim3H1( lam0,lam1,x,t3,thel),0,1);
end

function|w] = f0t3(lam0,lam1,t3,thel)
w = Q(x)lam0*(1-normedf(Lim3HO0(lam0,lam1,x,t3,thel),0,1));
end

% La funcién (3.23).
function|w] = Lim3H1(lam0,lam1,z,t3,thel)
w=((log(lam0)-log(lam1)-log(z))/(thel*sqrt(t3)))-thel*sqrt(t3) /2;
end

% La funcién (3.24).
function|w] = Lim3H0(lam0,lam1,z,t3,thel)
w=(((log(lam0)-log(lam1)-log(z))/(thel*sqrt(t3))))+thel*sqrt(t3)/2;
end

% La funcién (3.30). %
function|w| = lim2(d2,z,thel,t2)
w=((log(d2)-log(z))/thel) + thel*t2/2;
end

% La funcién (3.50).
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function|w|= lim1(d1,thel,t1)
w =(log(dl)/thel) + thel*t1/2;
end

6.13. Funciones para dos etapas

% La funcién (3.31).
function[w| = Lim2H1(a2,z,t2,thel)
w =((log(a2)-log(z))/(thel*sqrt(t2)))-thel*sqrt(t2)/2;
end

% La funcién (3.32).
function|w] = Lim2H0(b2,z,t2,thel )
w =((log(b2)-log(z))/(thel*sqrt(t2)))+thel*sqrt(t2)/2;

end

% La funcion (3.35).
function[w] = f1t2(lam1,a2,thel,t2)
w=Q(x) lam1*x*normecdf(Lim2H1(a2,x,t2,thel),0,1);
end

% La funcién (3.42).
function|w] = f0t2(lam0,b2,thel,t2)
w =Q(x)lam0*(1-normedf(Lim2H0(b2,x,t2,thel),0,1));

end

6.14. Calculo de la integral numérica

Calculo de la segunda integral dada en (3.34), esta se obtiene de (3.37)-(3.41).

function w=DIntegral(F,a2,b2,t2,thel,n )
Syms X;
dz=(b2-a2) /n;
U=[};
for k=0:n
U=[U;a2+dz*k,F(a2+dz*k)];
end
V=[]
clear k;
for k=1:n+1
V=[V;lim2(U(k,1),x,thel,t2), normpdf(lim2(U(k,1),x,thel,t2),0,sqrt(t2))];
end
I=[V(:,1),U(:,2).*V(:,2)];
clear U V k;
W=(J;

82
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for k=1:n
W=[W;(I(k+1,1)-1(k,1)),(I(k,2)+1(k+1,2))/2];
end Y=[[;

clear k;

for k=1:n

Y=[Y;W(k,1)*W(k,2)];

end

w=inline(sum(Y));

clear I W Y;

end

6.15. Funciones para una etapa

% La funcién (3.54).
function w= flt1(laml,al,thel,t1)
w=lam1*normedf(Lim1H1(al,t1,thel),0,1);
end

% La funcién (3.55).
function|w| =Lim1H1(al,t1,thel)
w=(log(al)/(thel*sqrt(t1)))-thel*sqrt(t1)/2;
end

% La funcién (3.61).
function[w] = f0t1(lam0,b1,thel,t1)
w=lam0*(1-normecdf(Lim1HO( b1,t1,thel),0,1));
end

% La funcién (3.62).
function|w] = Lim1HO(b1,t1,thel)
w=(log(b1l)/(thel*sqrt(t1))) + thel*sqrt(t1)/2;
end

% La funcién (3.58).
function|w| = lim1(d1,thel,t1)
w=(log(dl)/thel) + thel*t1/2;
end

6.16. Minimizacién de la funciéon de Lagrange

La funcién de Lagrange dada en la Secciéon 3.2, con k = 3.
function[FL,A] = fLagrangeFin(t,Jam0,]lam1,c0,c1,thel,n)
m=f1t3(lam0,lam1,t(3),thel);
p=f0t3(lam0,lam1,t(3),thel);
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f3=Q(z)t(3)*(c0+cl*z)+m(z)+p(z);

options = optimset('Display’,’iter’,’TolFun’,1e-8);
h31=Q(z)lam1*z-f3(z);
A(1,1)=fsolve(h31,z0,0options);
h30=@Q(z)f3(z)-lam0;
A(1,2)=fsolve(h30,z0,0options);
S2=DIntegral(f3,A(1,1),A(1,2),t(2),thel,n);
h1=f1t2(lam1,A(1,1),thel,t(2));
h0=£0t2(lam0,A(1,2),thel,t(2));
f2=Q(z)t(2)*(c0+c1*z)+h1(z)+S2(z)+h0(z);

H21=@Q(z)lam1*z-f2(z);

A(2,1)=fsolve(H21,2z0,0ptions);

H23=@Q(z)lam0-f2(z);

A(2,2)=fsolve(H23,z0,0ptions);

dz=(A(2,2)-A(2,1)) /n;

V1=][]; for i=0:n

V1=[V1;A(2,1)+dz*i,f2(A(2,1)+dz*i)];

end

clear i;

Z1=];

for i=1m-+1

Z1=[Z1;lim1(V1(i,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(i,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end

J=[721(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];

clear V1 Z1;

Wi1=[]; for p=1:n

W1=[W1;(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p.2)+J(p+1,2))/2];

end Y1=[];

for m=1:n

Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];

end

Sl=sum(Y1);

clear J W1 Y1;

Suma=t(1)*(c0+c1)+f1t1(lam1,A(2,1),thel,t(1))+ S1+£0t1(lam0,A(2,2),thel,t(1));
if

Suma<min(lam0,lam1)

FL=Suma,;

else

FL=min(lam0,lam1);

end

end

6.17. Programa principal

% La funcién de Lagrange dada en (3.63).
clear all;
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6.18. Error tipo I, tipo I/ y nimero promedio muestral

cle;
format long
c0=1; cl=1;

% Si c0 = 1 = ¢l los célculos son del caso simétrico. Si ¢ = 0 6 ¢l = 0 se tiene el caso
asimétrico.

% Valores de \g y \;.

lambda0=30;

lambdal=30;

% Tamano de la particién para las integrales numéricas.

n=100;

% Valor de thetal.

theta=1;

% Plan de muestreo.

VI=[3, 7, 7];

% Nivel de error computacional.

options = optimset(’Display’,’iter’,”TolFun’,1e-8);

% Optimizacién de la funcién de lagrange y plan de muestreo.
tt=fminsearch(Q(t)fLagrangeFin(t,Jambda0,lambdal,c,c1,theta,n),VI,options);
% Obtencién de la funcién de Lagrange y de A; y B;.
[FL,A]=fLagrangeFin(tt,Jambda0,lambdal,c,c1,theta,n);

6.18. Error tipo I, tipo I/ y nimero promedio mues-
tral

% Calculo de error tipo I (seccion 3.3).
alfa=Alpha(tt,Jambda0,Jambdal,M,n,theta);
% El error tipo I1.
beta=Beta(tt,lambda0,lambdal,M n, theta);
% Ntmero promedio para HO.
PromedioHO=CostoHO(tt,M,theta,n);
% Ntimero promedio para HI.
PromedioH1=CostoH1(tt,M,theta,n);
% Numero promedio de la prueba de Wald para HO.
WaldH0=2*((1-alfa)*log((1-alfa) /beta)+alfa*log(alfa/(1-beta)));
% Numero promedio de la prueba de Wald para H1.
WaldH1=2*((1-beta)*log((1-beta)/alfa)+beta*log(beta/(1-alfa)));
% Numero promedio de la prueba de Neyman Pearson.
NP = (norminv((1 — alfa),0,1) + norminv((1 — beta),0,1))?;
Presentacion de resultados.
A=[;
A=[A;log(lambda0), log(lambdal), alfa, beta, PromedioHO, PromedioH1, WaldH0O, WaldH1,

B
C=[}; C=[C; log(M) J;
A
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B
C

6.19. El error tipo [

Las féormulas para el error de tipo I estan en la seccion 3.3.

function[w| = Alpha(t,Jam0,]Jam1,A n,thel)
Syms X;
clear z;
% La funcién (3.22).
f3=Q(z)1-normedf(Lim3HO0(lam0,lam1,z,t(3),thel),0,1);
% Ver la seccion (6.14).
S2=DIntegral(f3,A(1,1),A(1,2),t(2),theln);
f2=Q(z)S2(z)+1-normedf(Lim2HO(A(1,2),z,t(2),thel),0,1);
% La funcién (3.42).
dz=(A(2,2)-A(2,1)) /n;
V1=[]; clear k;

for k=0:n
V1=[V1;A(2,1)+dz*k,f2(A(2,1)+dz*k)];
end

Z1=[]; clear k; for k=1:n+1
Z1=[Z1;lim1(V1(k,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end

J=[71(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];

clear Z1 V1; W1=[J;

for p=1:n
Wi=[WL(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p,2)+J (p+1,2)) /2];
end

Y1=[};

for m=1:n

Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];

end

Sl=sum(Y1);
w=S1-+1-normedf(Lim1HO0(A(2,2),t(1),thel));

% La funcién (3.61).

clear J W1 Y1;

end

6.20. El error tipo I/

Las férmulas para el error de tipo 11, estan en la seccion 3.4.
function[w]| = Beta(t,Jam0,Jlam1,A n,thel)

86
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% La funcién (3.22).
f3=Q(z)z*normedf(Lim3H1(lam0,lam1,z,t(3),thel),0,1);
% Ver seccion (6.14).
S2=DIntegral(f3,A(1,1),A(1,2),t(2),thel,n);
% La funcion (3.35).
f2=Q(z)z*normedf(Lim2H1(A(1,1),2,t(2),thel),0,1)+S2(z);
dr=(A(2.2)-A(2,1))

V1=[];

for k=0:n

V1=[VL;A(2,1)+dz*k, £2(A(2,1)+dz*k)];

end

Z1=[];

for k=1:n+1

Z1=[71;lim1(V1(k,1),thel,t(1)), normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end

J=[21(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];

clear V1 Z1; W1=[J;

for p=1:n

WI1=[W1;(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p,2)+J (p+1,2))/2];

end

Y1=(};

for m=1:n

Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];

end

Sl=sum(Y1);

w=normecdf(Lim1H1(A(2,1),t(1),thel))+S1;

clear J W1 Y1;

end

6.21. Numero promedio muestral en el caso simé-
trico

Las férmulas para nimero promedio muestral considerando el equilibrio Bayesiano,
estan en la seccion 3.5.

function[w] = Costo(t,A,c,c1,n,thel)
f3=Q(x)t(3)*(c+cl1*x);
% DlIntegral se encuentra en la seccion (6.14).
S2=DIntegral(f3,A(1,1),A(1,2),t(2),thel,n);
% La funcién (3.44).
f2=Q(x)t(2)*(c+cl*x)+52(x);
deltaz=(A(2,2)-A(2,1))/n;
Vi=[};
for k=0:n
Zb=A(2,1)+deltaz*k;
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FZb=f2(Zb);

V1=[V1;Zb,FZb];

end

Z1=];

for k=1:n+1
foxF=normpdf(lim1(V1(k,1),thel,t(1)),0,sqrt(t(1)));
Z1=[Z1;lim1(V1(k,1),thel,t(1)),f0xF];
end

J=[7Z1(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];

clear Z1 V1,

Wi=[];

for p=1:n
WIS[WL(I(p+1,1)-0(p,1))/20(p2)+I (p+1.2)];
end

Y1=[];

for m=1:n
Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];

end

Sl=sum(Y1);

w=t(1)*c+t(1)*c1+S1;

clear J W1 Y1;

end

6.22. Numero promedio muestral en el caso asimé-
trico

% Calculo del nimero promedio de Hy, las férmulas se estdn en la seccién 3.6.

function[w] = CostoHO(t,A,theln)
y=Q(x)cdf(’'Normal’ lim2(A(1,2),x,thel,t(2)),0,sqrt(t(2)));
j=Q(x)cdf('Normal’ lim2(A(1,1),x,thel,t(2)),0,sqrt(t(2)));
B2=G()t(2)+(3)*(y(x)-(x));
dz=(A(2,2)-A(2,1))/n;
V1=[};
for i=0:n
VI1=[VL;A(2,1)+dz*i,f2(A(2,1)+dz*)];
end
Z1=[]; clear i;
for i=1:n+1
Z1=[7Z1;lim1(V1(i,1),thel,t(1)),normpdf(lim1(V1(i,1), thel,t(1)),0,sqrt(t(1)))];
end
J=[71(:,1),V1(:,2).*Z1(:,2)];
clear Z1 V1; W1=][];
for p=1:n
WI1=[W1;(J(p+1,1)-J(p,1)),(J(p,2)+J (p+1,2))/2];
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end

Y1=(J;

for m=1:n
Y1=[Y1;W1(m,1)*W1(m,2)];
end

Sl=sum(Y1);

w=t(1)S1; % % Se obtiene la funcién (3.63).
clear J W1 Y1,
end
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6.23. Cobdigo para la evaluacién numérica del pro-
blema de Kiefer-Weiss modificado

Aqui se presenta el codigo del capitulo 4.3, donde se resuelve el problema de Kiefer-
Weiss modificado considerando el caso 0 < 6 < 6; y solo participan dos hipdtesis. Las
distribuciones que se utilizan son uniformes. La funcién que se optimiza es la que esta

dada en (4.31).
Cédigo del programa principal

clear all; clc; format long;
N=28; % Tamaiio de la muestra. %
L=[30,50]; % Valores de A\g y A1. %
tr=[10]; % El vector de disenio t. %
b=1; c=1;
theta=0.1; % El valor de 6,. %
I=(b-theta);
FLag=KUni(tt,L,b,theta,c) % La funcién de Lagrange. %
h=round(fminsearch(@(t)KUni( t,N,L,L,c ),tr)); % Minimizacién de la funcién de La-
grange con respecto a t. %
tk=N-sum(h);
T=[h,tk] % Vector de diseno ¢ 6ptimo. %
Alpha=KUniHO(T,b,theta) % Célculo del error de tipo I. %
Costo=CostoKUnif(T,theta,b,c) % Célculo del Costo. %

function[w] = KUni(T,N,L,Ic)
tk=N-sum(T);
t=[T tk];
k=length(t);
v(k+1)=min(L(1),L(2));
for i=k:-1:1
V(i(i:c*t(i)—kv(i—l-l)*(b — theta)(4);
if v(1)<min(L(1),L(2))
VKZV(l);
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w=min(L(1),L(2));
end
end

Cédigo para el célculo del nimero promedio muestral dado en (4.30)

function[w] = CostoKUnif(t,theta,b,c)
k=length(t);
m=c*t(1);
for i=2:k
suma=0;
for j=1:i-1
suma=suma-+t(j);
end
m=m-+c*t(i)*(b — theta)*"™,
end
w=1n;

Cédigo para el calculo del error de tipo I dado en (4.29)

function[w] = KUniHO(t,b,theta) k=length(t);
V(k)=(b — theta)'(k);
for i=k-1:-1:1
V({)=V(i+ 1) % (b — theta)'(i);
end
w=V(1);
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