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Resumen

En la presente Tesis, se demuestran diversos resultados sobre expansiones
simples de topologias y algunas otras expansiones, haciendo énfasis en las
submaximalizaciones. Una propiedad de estas tltimas es la submaximalidad,
misma que es intrinseca de las topologias maximales conexas y maximales
tenuemente compactas. Se desarrolla el concepto de conjunto singular para
después dar dos caracterizaciones de las topologias maximales conexas y mos-
trar propiedades de éstas a través de la conexidad esencial (una propiedad
méas débil que la conexidad maximal). Asimismo, se construye un ejemplo
de una topologia maximal conexa y de Hausdorff. Se determinan las condi-
ciones necesarias y suficientes para que un espacio sea maximal tenuemente
compacto, tanto en espacios topoldgicos generales como en espacios regulares.
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Introduccion

Dado un conjunto A, dotado de un orden parcial <, se dice que un ele-
mento « € A es maximal (minimal) si no existe f € A, tal que f#ay a<f3
(B < a). Llamemos T(X) a la familia de todas las topologias que pueden ser
definidas en un conjunto X; dentro de la teorfa de Zermelo-Fraenkel, T(X) es
un conjunto. De acuerdo con lo anterior, como es bien sabido, la contencién
no estricta (c) define un orden parcial en dicho conjunto; asi que lo denota-
remos por (T(X),c). Es obvio que las topologias discreta (denotada por d) e
indiscreta (denotada por ¢) son, respectivamente, el iinico elemento maximal
y el tnico elemento minimal de (T(X),c).

Si P es una propiedad topoldgica, denotaremos por Tp(X) a la familia
de todas las topologias de X con la propiedad P. Diremos que una topologia
7 es maximal (minimal) P si es un elemento maximal (minimal) de Tp(X)
respecto a la contencién. Es evidente que ni § ni ¢ tiene todas las propiedades
topologicas: la topologia indiscreta no es Ty, pero si es conexa; mientras
que la topologia discreta no es conexa, pero si es Ty. Por ello, hay varios
ejemplos de propiedades, tales que Tp(X) tiene diversos elementos maximales
o minimales.

En caso de que 6 (¢) tenga P, es maximal (minimal) P; luego, § es maximal
Ty e ¢ es minimal conexa. Hay més propiedades para las cuales las topologias
maximales (minimales) son triviales; por ejemplo, la topologia discreta es
la (tinica) topologia maximal paracompacta: toda cubierta abierta tiene un
refinamiento abierto disjunto y éste es localmente finito.

Otras propiedades, entre las que se encuentra la compacidad, tienen ca-
racterizaciones sencillas de sus topologias maximales. Sin embargo, identifi-
car las topologias maximales con propiedades como la compacidad tenue vy,
especialmente, la conexidad no es tan sencillo.

De acuerdo con [4], entre las primeras publicaciones sobre topologias ma-
ximales, se encuentran [1, 13, 14]; en la ultima aparece por primera vez la
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8 Introduccion

demostracion de que las topologias compactas de Hausdorff son maximales
compactas y minimales de Hausdorff. Aunque se ha hecho mencién de las
topologias minimales en el apartado actual, esta Tesis tratarda tinicamente
sobre propiedades maximales.

Como es natural, las demostraciones relacionadas con topologias maxima-
les se apoyan fuertemente en la construccion de topologias mas finas a partir
de topologias ya existentes. Las topologias mas pequenas que pueden ser
creadas a partir de un espacio topolédgico (X, 7) son las expansiones simples
(también llamadas extensiones simples); es decir, las generadas por las sub-
bases de la forma 7uU{A}, donde A es un subconjunto de X. Hewitt [14] fue
el primero en definirlas y utilizarlas como una herramienta de construccion.

El Capitulo 1 aborda los principales teoremas sobre expansiones simples,
asi como las condiciones necesarias o suficientes para que determinadas pro-
piedades sean preservadas bajo una extension simple; entre tales propiedades,
se encuentran los Axiomas de Separacion, la compacidad y la conexidad. Es-
to ultimo fue estudiado por Ikenaga y Yoshioka [15] y, ademds, por Borges
[2]; en cuanto a la preservacién de la conexidad, una de las publicaciones
méas completas es la de Guthrie, Reynolds y Stone [9]. Este capitulo contiene
resultados relacionados con otros tipos de expansiones, como las submaxima-
lizaciones, que seran de gran importancia mas adelante. Tanto el Capitulo 2
como el Capitulo 3 requieren de diversos resultados del Capitulo 1.

El resto de este Trabajo esta dedicado a las topologias maximales conexas
y a las maximales tenuemente compactas; algo que ambas tienen en comun
es que son submaximales. La submaximalidad se introduce en el Capitulo 1 y
es una propiedad estrechamente relacionada con el Lema de Zorn o, equiva-
lentemente, el Axioma de Eleccion. En efecto, para construir una topologia
submaximal desde una topologia (una submaximalizacién) conexa, es nece-
saria la existencia de ultrafiltros de conjuntos densos. A causa de lo anterior,
la construccién de una topologia maximal conexa es algo complicada.

A la conexidad, que es, quiza, la propiedad sobre la que mas se ha escrito
en el contexto de las topologias maximales, corresponde el Capitulo 2. Ahi se
incluye un par de caracterizaciones de topologias maximales conexas y am-
bas dependen de la submaximalidad. Una de ellas [17], al igual que el tinico
ejemplo que se desarrollara, se apoya en el concepto de conjunto singular, asi
como en ultrafiltros de dicho tipo de conjuntos; la otra [7] estd relacionada
con un concepto similar, pero no se ha probado que los dos conceptos sean
equivalentes. Asimismo, se discute brevemente la conexidad esencial, que es
una propiedad més débil que la conexidad maximal y guarda varias simili-
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tudes con ésta. Por dltimo, se muestra la construccion de uno de los pocos
ejemplos que hay de una topologia maximal conexa [11]. En este caso, se
trata de un espacio de Hausdorff y, mas que un ejemplo, es un teorema de
existencia, pues, como ya se ha dicho, precisa del Axioma de Eleccién.

En el tercer capitulo, se dan brevemente algunos resultados sobre com-
pacidad maximal y, posteriormente, se introduce la compacidad tenue. Se
identifican las topologias maximales tenuemente compactas y, al igual que en
el capitulo anterior, la submaximalidad juega un papel de suma importan-
cia. No obstante, la compacidad tenue maximal presenta menores dificultades
que la conexidad maximal. Por ultimo, son abordadas las topologias regula-
res maximales débilmente compactas y se definen las familias casi disjuntas
y maximales casi disjuntas; con las tltimas es posible construir espacios re-
gulares maximales débilmente compactos, siendo esto clave para caracterizar
dichos espacios.
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Capitulo 1

Expansiones de topologias

En este primer capitulo, se introduce el concepto de expansion simple
(también conocido como extensiéon simple) de una topologia, junto con sus
principales resultados. La mayoria de los teoremas estan relacionados con
la preservacion de determinadas propiedades topoldgicas bajo expansiones
simples; entre dichas propiedades se encuentran los axiomas de separacion,
la compacidad y la conexidad.

1.1. Expansiones simples

1.1.1. Generalidades

Definicién 1.1.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A un subconjunto
arbitrario de X. Sea 7(A) la topologia generada por la subbase 7u {A}. La
nueva topologia 7(A) se llama expansion simple de 7 por medio de A.

Cuando no haya lugar a confusion, 7(A) serd denotada por 7*; asimismo,
los operadores como int,;(ay y clr(a), obedeceran la notacion int.«, cly«, o
bien, int,, cl,, etcétera.

Comenzamos con un resultado de caracter técnico, que caracteriza los
operadores de interior y cerradura en (X, 7(A)), asi como las correspondien-
tes topologias relativas a A y su complemento.

Teorema 1.1.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, Ac X, y7* la expansion
simple de T por medio de A. Para cualquier B c X :

(a) int.(B) =int.(B)u (int,,(BnA))

T|a

11



(9)
(h)

Expansiones simples

cl+(B)=cl.(B)n[(X~NA)u (Ancl.(BnA))]

(A, 7]a) = (A, 7*|a) vy (X A T|xa) = (XNA, T xa)
c+(BnA)=cl.(BnA)

A es cerrado en 7 si y solo si A es cerrado en T

Si F' es cerrado en T o 7*, entonces, F'n A es cerrado en (A, 7T|a) y
Fn(X~A) escerrado en (X N A, T|x.a).

T(A)|g = (7|8) (AN B): la expansion simple conmuta con la restriccion.

Si F es cerrado en (X,7%), existen P Q cerrados en (X,T) tales que

F=Pu(@Qn[X\A)).

Demostracion.

(a)

Directamente de la definicion de expansion simple, se deduce que U € 7*
siysolosiU=(AnF)uUG, con F,G € 7; luego, el interior de B en 7*
es

int«(B) = J{Uer*|BoU}
“U{(AnF)uG:B>(AnF)uGy F.Ger).

Puesto que Bo (AnF)uGsiysolosi (AnF)c By Gc B, launién
puede separarse, quedando

int,«(B) = U{(AmF):B:(AmF)}]ulU{G:B:G}]. (+)

Fer Ger

El segundo término es precisamente int.(B), y como B 2 (An F) es
equivalente a BN A> (AnF), se sigue que

U{(AnF):Bo(AnEF)} = J{(AnF):(BnA)>(AnF)};

Fer Fer

ademas, puesto que cada subconjunto abierto de A es de la forma AnF’,
con F en 7, esta ultima unién es int,,(BnA). Sustituyendo en (*), se
llega a (a).

T|a
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(b)

De acuerdo con el inciso anterior, por la dualidad interior-cerradura,
cly+(B) =X Nint+ (X N\ B)
= X\ [int (X N B)uint,,([X ~ B]nA)]
= [X Nint (X N B)]n[X vint,, ([X~B]nA)]
=cl,(B)n[(X N A)u (X vint,, (X~ B]nA))]
=cl,(B)n[(X N A)u (ANint,, ([X ~B]nA))]
=cl,(B)yn[(X~NA)u[Ancl.(BnA)]]

La expansiéon simple relativa al subespacio A es
T a={QnA: Qe }={[Eu(FNA)|nA:E,Fert}
={(EnA)u(FnA):E Fer}={EUF':E' F'eT|a}
=7'|A.

La otra ecuacién se obtiene de manera muy similar.

Aplicando el resultado (b) a Bn A, recordando que cl,(B) = Ancl,(B)
y usando las leyes de De Morgan, se deduce que
cl(BnA)=[c,(BnA)]n[(X~NA)u(Ancl.(BnA))]
=[cl,(BnA)n(X~A)]u[(c(BnA))nA]
=cl,(BnA)n[(X~NA)uA]=cl,(BnA).

Basta notar que A es cerrado en 7* si y solosi A = ¢l «(A) = cl«(AnA) =
cl.(An A) =cl;(A); es decir, si y solo si es cerrado en 7.

De acuerdo con el inciso (c), si F' es cerrado en (X, 7*), el conjunto
FnAes cerrado en (A, 7%|4) = (A,7]a) y Fn (X \ A) es cerrado en
(XN A 7 xa) = (XN Ay 7lxa).

Los elementos de 7*| son de la forma [Uu(VnA)]nB=(UnB)uU
[(VnB)nA], con U, V €7, que son precisamente los elementos de

(7]5)"-

Si F' es 7*-cerrado, es el complemento de un elemento de 7*, o sea que
F=X~N[Uu(VnA)]conU, Ver. Sean PP=X\UyQ =X\V,;
por las leyes de De Morgan, F' = P'n[Q'u(XNA)] = [P'nQ']uU
[PP'n(XNA)],con P=P' nQ"y Q=P cerrados en (X, ).

|



14 Expansiones simples

Las caracterizaciones en 1.1.2(a) y 1.1.2(b) no parecen del todo sencillas,
asi que no es muy alentador pensar en la apariencia que tendrian si, en lugar
de anadir un tnico conjunto a la topologia, se anadieran varios. A pesar de
eso, si vemos a las expansiones simples como operadores en la familia de
todas las topologias, resulta que conmutan.

Teorema 1.1.3. Sean (X,7) un espacio topolégico y A, B ¢ X. Denotemos
por 7({A, B}) (o, simplemente, 7(A, B)) a la expansion de T por medio de
{A, B}, definida como la topologia generada por la subbase TU{A, B}, o bien
por la subbase T(A)uT(B). Entonces,

7({A,B}) = (7(4))(B) = (1(B))(A).
Demostracion. La expansién de 7(A) por medio de B es
(r(A)(B)={Uu(VnB):UVer(A)}

y, directamente de la definiciéon de 7(A), puede escribirse como

(r(A)(B) ={[Pu(@nA)]u([Su(RNnA)]nB): P,Q,R,SeT}.

Por las leyes de De Morgan, [SU(RNA)|nB=(BnS)u(BnRnA);

entonces,
(1(A))(B) = {PU(QmA)U(BmS)U(BmRmA):P,Q,R,SET},

que es una expresion simétrica respecto a A y B. En otras palabras, si efec-
tudramos el procedimiento analogo con (7(B))(A), llegariamos a conjuntos
exactamente de la misma forma. Se sigue que

(7(A)(B) = (7(B))(A).

Ya sabemos que (7(A))(B) o 7(A) (pues es una expansién simple) y, por
lo anterior, (7(A))(B) = (7(B))(A) > 7(A) uT(B); luego,

(r(A)(B) >7({A, B}).

Por ultimo, si W e (7(A))(B), entonces W = Eu (FnB) con E,F e 17(A);
como B € 7(B), tenemos que W € 7{A, B}, de manera que (7(A))(B) c
T7({A, B}) vy, en consecuencia, 7(A, B) = (7(A))(B). u
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Con la ayuda de un argumento inductivo, el teorema anterior puede gene-
ralizarse facilmente para cualquier familia finita en lugar de {A, B}. Para el
caso de las familias infinitas no hay un resultado analogo; en otras palabras,
una expansion por medio de una familia infinita no necesariamente es una
sucesion de expansiones simples.

Definicién 1.1.4. Sean (X, 7) un espacio topolégico y F una familia de
subconjuntos de X. Denotamos por 7(F) a la expansién de 7 por medio de
F; es decir, a la topologia generada por la subbase TUF o, equivalentemente,
por la subbase Uper 7(F).

A partir de este punto, los resultados estaran orientados a las condiciones
necesarias o suficientes para que las extensiones simples (y algunas otras)
hereden propiedades topoldgicas.

1.1.2. Preservacion de funciones cardinales, compaci-

dad, numerabilidad y axiomas de separacion dé-
bil
Entre las propiedades que pueden ser preservadas bajo extensiones sim-
ples, se encuentran los axiomas de separacion débil, la compacidad, la compa-
cidad numerable y la propiedad de Lindelof. En el presente apartado, ademéas
de lo ya mencionado, se incluyen resultados sobre segunda numerabilidad, se-
parabilidad y funciones cardinales (Véase [6] para mas detalle).

Antes de enunciar el primer teorema, definiremos las funciones cardinales
que apareceran en el mismo.

Definicién 1.1.5. Un espacio topoldgico es de densidad < k si tiene un
subconjunto denso de cardinalidad < k.

Definicién 1.1.6. Un espacio topolégico (X, 7) es de calibre k si cadald c 7
con |U| < k tiene una subfamilia de cardinalidad s con interseccién no vacia.

Definicién 1.1.7. Un espacio topolégico (X, 7) es de celularidad numerable
si cada coleccion de subconjuntos abiertos ajenos es numerable.

Teorema 1.1.8.

(a) Si(X,7) esT;, entonces, (X,7(A)) es T; para todo Ac X, i=0,1,2.
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(b)

(c)
(d)

(¢)

(f)

Preservacion de funciones cardinales, compacidad, numerabilidad...

Si (X,7) es R € {compacto, numerablemente compacto, Lindeldf}, en-
tonces, (X,7(A)) esR siy solo si (X N A, T|x.a) esR.

Si (X,7) es sequndo numerable, también lo es (X,7(A)).

Si (X, 1) es separable, (X,7(A)) es separable si y solo si (A,T|a) es
separable.

Sea A = {Ay : k € N} una familia de subconjuntos de X. Si (X, 1) es
sequndo numerable y, para todo k € N, (Ag,T|a,) es seqgundo numerable,
entonces T(A) es sequndo numerable.

Si (X, 7) es Re{dedensidad < k, calibre k, de celularidad numerable}
y (A,7|a) es R, entonces, (X,7(A)) esR.

Demostracion.

(a)

(b)

Es una consecuencia de que cualquier topologia mas fuerte que una
topologia T; es T;, para i € {0,1,2}.

Necesidad. Supongamos de antemano que (X,7) es numerablemente
compacto. La compacidad numerable de (X,7(A)), dado que X \ A
es cerrado en 7(A), implica que (X N\ A, 7(A)|x.4) es numerablemente
compacto; pero por 1.1.2(¢), (XA, 7|x. ) también es numerablemente
compacto.

Suficiencia. Sea C = {U, u (V,, n A) : n € N} una cubierta numerable
de (X,7(A)). Claramente, X ~ A c U2, (U, N A) y , por el Teorema
1.1.2(¢), Uy N A€ 7(A)|xua = T|xwa. Como (X N\ A, 7T|x.4) es numera-
blemente compacto, podemos suponer (sin pérdida de generalidad) que
existe M e N, tal que

X\Ac G(UH\A)C G[Unu(vnﬂA)].

Por otro lado, es evidente que X c U2, (U, uV,) v la compacidad
numerable de (X, 7) implica la existencia de M € N, tal que M > N y
X cUM (U, uV,); en consecuencia,

Ac Q[Un u(V,nA)];
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puesto que M > N, resulta que

M
X c[U,u(V,nA)]
n=1
Con los cambios correspondientes, esta demostracion funciona para la
propiedad de Lindeldf y la compacidad.

Consideremos una base numerable B = { B, }n de 7. Sea
B*=Bu{AnDB,}n. (1.1)

La familia B* es numerable y afirmamos que es una base de 7(A). En
efecto, cada E € 7(A) tiene la representaciéon E = Uu(V nA). Tomando
en cuenta la primera base,

E:(U Bk)u([UBj]nA), (1.2)
keK jedJ

con K,J c N; pero [Ujes Bj] N A = Ujes[A N B;] es una unién de ele-
mentos de B*, y como B* 5 B, el conjunto E es una uniéon de elementos
de B*. Se sigue que (X,7(A)) es segundo numerable.

Sean Dy D’ c A, densos en (X, 1)y (A, T|a), respectivamente. Afirma-
mos que Du D’ es denso en (X, 7(A)). Para probar esto, notemos que,
por el Teorema (1.1.2)(b) cl;ay(D) 2 cl-(D)n(X~A) = X\ A. El mismo
teorema y la densidad de D’ implican que A = cl, (D) = clr(a),(D’) =
Ancl;ay(D"); en consecuencia, cl(a)(DuD’) = cl 4y (D)ucl,(a)(D") 2
X y se tiene la igualdad. Asi, si D y D’ son numerables, Du D’ también
lo sera; de manera que (X,7(A)) es separable.

Puesto que hay més conjuntos densos en (X,7) (por ser més débil)
que en (X, 7*), no se precisa que (X, 7) sea separable para probar la
necesidad; dado que A es abierto en (X, 7(A)), hereda la separabilidad
de este tltimo.

Sea B = {B, :n € N} una base de (X, 7). Definimos F = {Nep 4; : F C
N es finito} y H={FnB:FeFy BeB}. Veremos que B* = BUFUH
es una base numerable de (X, 7(A)).

En primer lugar, es importante destacar que F es numerable por estar
compuesta de intersecciones finitas de A, el conjunto de las cuales es
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numerable. Asimismo, H es numerable porque consta de intersecciones
de pares de elementos de dos familias numerables. Por lo anterior, B*
es numerable.

Por definicién de 7(A) (1.1.4), una subbase de ésta es TUA y, de acuerdo
con el parrafo anterior, una base de la misma es TUF UM = 17U M,
siendo M ={®PnW:deF W et} (es evidente que M 2 F); asi que

T(A)={UU[U(®QHVQ)]I(I)QEnyaET}. (1.3)

ael

Pero

= U [@amVnk(a)], (1.4)

k(a)ely

&, NV, :(bam[ U Vi

k(a)ely

con V,, (o) € B e I, c N; entonces, ®, NV, resulta ser una unioén de
elementos de B* y, por lo tanto, Uy (P, N V,) también es unién de
elementos de dicha familia. Consecuentemente, cada conjunto abierto
de (X, 7(A)) puede ser expresado como una unién de elementos de B*,
de modo que esta tltima es una base numerable de (X, 7(A)).

Probaremos que si (A,7(A)) y (X, 7) son de densidad < k, también lo
es (X,7(A)). En la demostracién del inciso (d), se dedujo que, dados D
y D' c A densos en (X, 7) y (A, 7|a) respectivamente, D U D’ es denso
en (X,7(A)). Si |D| <k y |D'| <k, entonces |[Du D'| < k; 0 sea que
(X,7(A)) tiene un subconjunto denso de cardinalidad < &.

Veremos ahora que si (A,7(A)) y (X,7) son de calibre x, también
(X,7(A)) es de calibre k. Para ello, sea W = {U,u(V,nA):ael}
una subfamilia de 7(A), con |W| = k. Sean U = {U, :a € [} y V =
{VonA:ael} Como (X,7) es de calibre k, si [U| = K, entonces U
tiene una subfamilia &/*, con cardinalidad x, tal que NU* # &; luego,
MN{U,u(VonA):U, e} + @. En caso de que NU* < K, tenemos que
V| = k y, debido a que (A,7(A)) es de calibre &, existe V* c V, cuya
cardinalidad es k y tal que NV* # @. Por lo tanto, N{U,u (Vo n A) :
Vo € V*} # @y la union de esta familia con la otra que se encontr6 para
U* es una subfamilia de VW con cardinalidad x e interseccion no vacia.
Se sigue que (X, 7(A)) es de calibre k.
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Finalmente, supongamos que (A,7(A)) y (X,7) son de celularidad
numerable. Sea F = {F,, : « € [} una coleccién de abiertos disjuntos en
(X,7(A)). Sabemos que F,, = U,u(V,nA), con U,, V, €7. Como U, c
F,yV,nAc F,,los U, forman una familia disjunta y los V,,nA también.
Debido a que (A,7(A)) es de celularidad numerable, la familia de los
V., n A es numerable; por otro lado, la familia de los U, es numerable
porque (X, 7) es de celularidad numerable; se sigue que F es numerable
y, por lo tanto, (X,7(A)) tiene celularidad numerable.

]

1.1.3. Preservacion de axiomas de separacion fuerte

Los axiomas de separacién fuerte (73, T35 y Ty) no son preservados por las
expansiones simples de manera tan trivial como los de separacion débil. La
regularidad de una expansion simple se caracteriza en términos del concepto
de conjunto localmente cerrado, que puede verse de varias formas distintas.

Definicién 1.1.9. Un conjunto A de un espacio topolédgico (X,7), es R-
abierto si A € T|y(a)-

Definicién 1.1.10. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A c X; se dice que
A es localmente cerrado si es la interseccién de un conjunto abierto y un
conjunto cerrado.

El siguiente teorema establece la equivalencia entre estas dos definiciones
y, con ello, caracteriza la regularidad de la expansion simple de una topologia
regular.

Teorema 1.1.11. [15] Sean (X, T) un espacio reqular y A c X. Los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

(a) (X,7(A)) es regular.
(b) cl,(A)N A es cerrado en T.
(c) A es R-abierto.

(d) A es localmente cerrado.

Demostracion. Usaremos la notacién cl (A) = cl,(A), A= XA, 7 =71(A),
para abreviar la escritura. U, V, W siempre seran conjuntos abiertos de 7,
mientras que U*, V*, W* seran abiertos de 7*.
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(b) = (c). Si ¢l (A) N\ A es cerrado en 7, su complemento es abierto, es
decir, B=[X ~cl(A)]uAer. Claramente, Bncl(A) = Ay, entonces, A es
R-abierto.

(c) = (b). Si A es R-abierto, existe U € 7 tal que A =U ncl(A), asi que
Ac=Ucucl (A)y, por tanto, cl (A)N A=cl (A)n[Ucucl (A)] =cl (A)nU*
es un conjunto cerrado en (X, 7).

(c) <= (d). Supongamos que A es localmente cerrado; entonces, existen
Uerty C cerrado, tales que A=UnC. Como Accl(A)cC, Ancl(A) =
UnCnecl(A)=Uncl(A); esto significa que A es R-abierto. La necesidad
es obvia.

(a) = (c). Procediendo por contradiccién, supongamos que A no es R-
abierto. Para probar que (X,7) no es regular, es suficiente deducir que A
(mismo que es una 7*-vecindad de algtin punto z) no contiene la cerradura
de ninguna otra 7*-vecindad de x. Esto se reduce a demostrar que para
cualquier 7*-vecindad abierta basica VN A de x, se tiene que cl«(VnA) ¢ A.
Dado que A no es R-abierto, existe x € A, que no es punto 7| 4)-interior de
A. En consecuencia, V necl (A) ¢ Ay existe y € V nel (A) no perteneciente
a A, asi que toda vecindad de y en 7* es simplemente una vecindad en 7.
Sea U una vecindad de y; y € cl (A) = Un A+ @. Como V es vecindad
de y también U NV lo es, resulta que Un (V nA) #+ @. A causa de que
U es una 7*-vecindad arbitraria de y, tal resultado se interpreta como que
yecl«(VnA)y por lo tanto, (X,7*) no es regular.

(c) = (a) Sean x € A° y V* una 7*-vecindad bésica de x. Como x ¢ A,
V* e 7; luego, la regularidad de (X, 7) garantiza la existencia de una 7-
vecindad U, tal que ¢l (U) c V*. ComoTc1*, Uet*ycl,(U)cec(U) cV*.
Ahora, tomemos x € A y en este caso una 7*-vecindad abierta basica sera
de la forma V n A (V € 7). Debido a que A es R-abierto, existe U € 7, tal
que zeUcV yUncl(A) c A. Por la regularidad de (X, 7), x tiene una
vecindad W e 7, tal que ¢l (W) c U. Entonces, Wn A es una 7*-vecindad de
zyc,(WnA)ycd(WnA)cd(W)nc(A)cUnc(A)cUnAcVnA.
Con esto y lo anterior, se ha probado que (X, 7*) es regular.

Como consecuencias inmediatas de este teorema, se tiene el siguiente co-
rolario.
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Corolario 1.1.12. Si (X, 7) es un espacio reqular y A, B c X, entonces,
(a) (X,7(A)) es regqular si A es cerrado.

(b) Si A esdensoen X yAér, (X,7(A)) no es regular.

(c) Si(X,7(A))y(X,7(B)) son requlares, entonces (X, 7(AnB)) también

lo es.
Demostracion.

(a) Es inmediato del Teorema 1.1.11, pues todo conjunto abierto o cerrado
es localmente cerrado.

(b) Dado que A es denso en X, ¢l (A)\~A=X\ A no es cerrado porque A
no es abierto en (X, 7); asi, de acuerdo con el teorema anterior, (X, 7*)
no puede ser regular.

(¢) Por el teorema anterior, que (X,7(A)) vy (X,7(B)) sean regulares,
implica que tanto A como B, son localmente cerrados; luego existen
UV eryC,D t-cerrados, tales que A=UnC'y B=VnD. Se sigue
que AnB=UnCnVnD=(UnV)n(CnD) es la interseccién de un
abierto y un cerrado y, por el mismo teorema, (X , T(AmB)) es regular.

|

Teorema 1.1.13. Sean 7 y 7’ topologias de X, y v 1’ la topologia generada
por la subbase TuT'. Si (X, 7) y (X,7") son requlares, (X, 7V 1") es reqular.

Demostracion. Sean o =7v 7'y x € X;sea V* una o-vecindad abierta bésica
de x. Entonces, V* =V nV’ con V ety V’'er’. Por regularidad de 7y 7/,
existen Wery W'er' tales que z e WnW' cl,(W)cVycl.(W)cV".
Esto implica que cl,(W nW’) c cl,(W) nel,(W') cel,(W) nel (W) c V*,
o sea que W n W' es una o-vecindad de x, cuya o-cerradura estd contenida
en V* [

Teorema 1.1.14. [15] Sean (X, T) un espacio completamente reqular y A c
X; entonces, (X,7(A)) es completamente reqular si y solo si (X,7(A)) es
reqular.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio completamente regular, tal que (X, 7*)
es regular. Antes de comenzar, es conveniente notar que la regularidad com-
pleta tiene una version local: un punto x € X es completamente regular si,



22 Preservacion de axiomas de separacioén fuerte

dado cualquier conjunto cerrado C' ¢ X \ {z}, existe una funcién continua
g: (X,7) - [0,1], tal que g(z) = 0 y g(C) = 1. Esto ultimo equivale a
que, dada cualquier vecindad abierta (de hecho, cualquier vecindad abierta
bésica) de z, la misma funcién se anule en x y valga 1 fuera de la vecin-
dad. Obviamente, de acuerdo con la versién local mencionada, un espacio es
completamente regular si y solo si cada uno de sus puntos es completamente
regular.

Sean x € X y V* una 7*-vecindad de x; buscamos una funciéon conti-
nua f: (X,7%) - [0,1], con f(z) =0y f(X~NV*) =1 Sixe XA,
entonces V* es también 7-vecindad; como (X, 7) es completamente regular
y T c 7%, se tiene la funcién deseada. Supongamos que x € A; sin pérdida de
generalidad, podemos considerar que V* =V n A, siendo V una 7-vecindad
de z. Puesto que (X, 7*) es regular, z tiene una 7*-vecindad abierta bésica
UnA, tal que cl,(Un A) c VnA. Se sabe que (A,7|4) hereda la regulari-
dad completa de (X,7), y por 1.1.2(c), (A,7*|4) es completamente regular.
Consecuentemente, existe una funcién g: (A,7*[4) = [0,1], tal que g(x) =0
y g(AN[Un A]) = 1. Ahora, definimos la funcién f de la siguiente manera:
f(y) = g(y), para y € A; f(y) = 1, para y ¢ A. Es claro que f(z) =0y
f(X NV*)=1; aparte, f es continua ya que cl, (U n A) c A. Por lo anterior,
(X, 7*) es completamente regular. La necesidad es obvia. [ ]

Teorema 1.1.15. [2] Sean (X,7) un espacio normal y A ¢ X. Para que
(X,7(A)) sea normal, es necesario y suficiente que (X NA, T|x.4) sea normal
y (X,7(A)) sea reqular.

Demostracion. Sean E, F' conjuntos cerrados ajenos en (X, 7*) y
Ei=En(cd(A)NA), F=Fn(d(A)~A).

Por regularidad de (X, 7), el conjunto ¢l (A) \ A es cerrado en 7. Segin
el Teorema 1.1.2 (h), existen P, @ cerrados en (X, 1), tales que £ = Pu(Qn
A¢). De acuerdo con lo anterior, Fy y F; son cerrados en (X, 7); luego, la
normalidad de (X, 7) asegura la existencia de U,V € 7, tales que

UﬂV:@, E1CU, F1CV

Afirmamos que Ey ncl(F) = Fyncl(E) = @. Puesto que F' = cl,(F), el
Teorema 1.1.2(b) implica que F' > ¢l(F)n A¢, entonces, F1nF > Eyncl(F)n
Ac = Eyncl(F); pero como E;n F =@, resulta que Ey ncl(F) = @.
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Dado que Ey ncl(F) y Fincl(E) son vacios, la normalidad también
permite anadir una condicién méas a las que ya satisfacen los mismos U y V:

Ad(U)nd(V)=cd(U)nF=cd(V)nE=g.
Consideremos ahora los conjuntos cerrados (en (X N\ A, 7x.4)) y disjuntos
Ey=FEnA°nU°¢ Fy=FnA°nV*"
Debido a la normalidad de (X \ A, 7x.4), existen Uy, V; € 7, con
EycUnA®, FycVinAe, (U~A)n(VisA)=o.

Directamente de las definiciones de Fy y y Ej, se infiere que Fynecl (A) =
EinU¢ =@ (pues Ey c U); entonces, E, c cl (A)°. Por consiguiente, lo anterior
puede ser reemplazado por

EycUnc(A), FcVind(A), (Un~c(A)n(ViNc(A))=a.
Es evidente que los conjuntos abiertos (en (X, 7)), definidos como
Uy=Uu[U N (cl(A)yuc(V))], Vo=V ul[Vix(cd(A)ucl(U))]
son disjuntos. Por la manera en que fueron elegidos U vy V, Ex Accl (V)
luego, es posible dividir a £\ A en dos partes:
ENA=[(ENA)nUJu[(ENA)n(c (V) \NU)].

Es claro que la primera parte se encuentra en Us,; asimismo, la definicion
de F, implica que la segunda parte es precisamente Ey ncl (V) pero por
las propiedades de Uy, se tiene que Ey ncl (V)" ¢ Up N (cl (A) ucl (V).
Consecuentemente,

ENAcU,, F~NAcV;.

Sean

Es=E~NUy, F3=F\Vy;
es obvio que son cerrados disjuntos y que ¢l (U)u E5 y ¢l (V') u F5 también
lo son. Una vez mas, existen M, N € 7, ajenos, tales que

MDCZ(U)UE;;, NDCl(V)UFg.
En virtud de esto tltimo,
Us=Usu(MnA), V3=V,u(NnA),

son abiertos de (X, 7*) y disjuntos, pues Un N =@ =V n M, debido a que
Uc My V c N. Finalmente, es facil probar que M n A > (En A) \ Us;
entonces, F c Us y F' c V3, lo cual prueba que (X,7*) es normal. [ ]
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1.1.4. Preservacion de conexidad

Continuamos ahora con la preservacion de conexidad bajo extensiones
simples. El primer resultado caracteriza las expansiones simples conexas.

Teorema 1.1.16. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A ¢ X. Entonces,
(X,7(A)) es conexo si y solo si no existe un conjunto C' ¢ X, no vacio ni
total, con las siguientes propiedades:

(a) C'n A pertenece a T|a;

(b) (X ~C)n A pertenece a 7|a;

(c) Cn(X N A) pertenece a T|(x<ayu(x c);
(d) (X ~NC)n (X \A) pertenece a T|(x<ayc-

Demostracion. Suficiencia. Supongamos que (X, 7(A)) es disconexo; enton-
ces, debe existir un conjunto C' no vacio ni total, que es tanto abierto como
cerrado en (X, 7). Por el Teorema 1.1.2(c), como C'nA € 7%| 4, pertenece a 7| ;
igualmente, puesto que C'es cerrado en (X, 7%), tenemos que (X\C)NA € 7|4.
Por ser C' y su complemento elementos de 7*, existen T, U, V, W € 7, tales
que C=Tu(UnA)y X~C=Vu(WnA). Claramente, TN A=C~A y
T'\C =g; luego, Cn (X N A) =T n(A°uC°) es abierto en 7| x.ayu(x\c)-
Analogamente a lo anterior, VN A= (X\NC)n(XNA)y VnC =g (pues
V c X\ C); entonces, (X NC)n(XNA)=Vn[(X~A)uC] es abierto en
T|(X\A)UC'

Necesidad. Consideremos ahora un conjunto no trivial C, que satisfaga
las condiciones (a)-(d). Por (a), existe U € 7, tal que Cn A=Un A; por (c),
hay un conjunto 7" € 7, que satisface Cn (X NA) =T n[(XNA)u (X~ C)].
De unir ambas ecuaciones, resulta que C'= (UnA)u (T~ A)u (T~ C); esto
implica que T c C, por lo cual C c (UnA)u(T~A)u(T~C) c (UnA)uT c C.
Se sigue que C =T u(UnA) er*.

Los incisos (b) y (d) implican la existencia de W, V e 7, tales que
(XNC)nA=WnAy (X~C)n(XNA) =Vn[(X~A)uC]. De nue-
vo uniendo las igualdades, se obtiene X\ C' = (W nA)u(V~A)u(VnO)
y, por consiguiente, V ¢ X \ C. Similarmente a como se hizo para ver que
C' e 1, se demuestra que X ~ C' =V u (W n A). Finalmente, se concluye que
C'y su complemento forman una desconexién de (X, 7*).

|
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A continuacion, se dan diversas condiciones suficientes para que, dada
una topologia conexa, una extension simple de la misma sea también conexa.

Teorema 1.1.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo; entonces, (X, 7(A))
es conexo si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) A es denso en X.

(b) A es denso en algin subconjunto W e .

(¢) X NA¢T ytanto (A, T|a) como (X N A, T|x.a) son conezxos.

(d) (X N A,7T|x.a) es conezo y ninguna componente coneza de A es T-cerrada.
(e) A es conexo y ninguna union de componentes conexas de X\ A es abierta.

Demostracion. (a) Supongamos que (X, 7(A)) no es conexo; luego, existen
Uy, Uy e 7%, disjuntos no triviales, tales que X = U;uU, . Por pertenecer
a 7*, dichos conjuntos tienen las representaciones U; = Uy u (VinA) y
Uiy =Uyu(Van A), con Uy, Vi, Uy, Vo e 7. De las leyes distributivas,
se sigue que Uy y Uy son disjuntos si y solo si UynUs = Uy nVon A =
UnVinA=VinVyn A=, pero esto equivale a que Uy nU; = Uy nV; =
UynVi =VinV, =@, pues como A es denso, (UynV3)n A =@ siy solo
si Uy nV, = @ (lo mismo ocurre con las otras intersecciones). Notemos
ahora que X c Uy uUj c (UyuVy)u (UyuVa) c X y, por lo anterior,
UyuVi y UsuV, deben ser abiertos disjuntos en (X, 7), negandose asi la
conexidad de dicho espacio.

(b) Sea W e 7, tal que A es denso en W. El conjunto definido como B =
Au(X~cl(A)) esdenso en X; en efecto, ¢l (B) = cl (A)ucl (X ~cl(A)) >
cl (A)u(X~cl(A)) = X. Por otro lado, es evidente que B € 7(A); ademas,
debido a que Aesdensoen W, Ac Wy W =cly (A) =Wnel (A) ccl (A);
entonces, BNW = (AnW)uU[(X ~cl(A))nW] = A. De lo anterior se
concluye que 7(A) = 7(B); pero B es denso en X vy, por el inciso (a),
7(B) (y en consecuencia 7(A)) es conexa.

(c) Supongamos que existen en (X, 7*) abiertos disjuntos U*, V* € 7% \
{@, X}, cuya unién es X. Afirmamos que uno de los dos (A o A¢) debe
intersecar tanto a U* como a V*. Para probar la afirmacion, notemos
que ninguno de ellos puede coincidir con A o con su complemento; en
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efecto, A =U* siy solo si A¢=V* y, entonces, A¢ e 7(A), lo cual impli-
caria que A€ e 7. Por lo tanto, si A c U*, entonces A ¢ U* y A¢ 2 V*,
de modo que U* interseca a A y a A¢. Repitiendo el mismo argumen-
to para las otras posibilidades (U* ¢ X N A, V* c X N A V* c A) se
demuestra la afirmacién. Como U* y V* forman una particion, se tie-
ne que A= (AnU)Uu(AnV~*)y A¢= (A°nU*)u (A°nV*). Por el
Teorema 2.1(¢c), AnU*, AnV*ert|yy AcnU*, A°nV* € T|[ge. De
acuerdo con la afirmacién que probamos, puesto que (X, 7]4) v (X, 7]4c)
son conexos, estas dos parejas de conjuntos ajenos (ya sea de (A,7|4) o
de (X N A, 7|x.a)) desconectarian A o A¢, pues al menos para uno de
ellos, la correspondiente pareja de abiertos disjuntos no esté constituida
por @y X.

(d) Si(X,7(A)) no es conexo, existe C', no vacio ni total, 7*-abierto-cerrado.
Por el Teorema 1.1.2(c), si C'n (X N A) # @, entonces C' 5 X \ A; de otro
modo, C'n (X \ A) es abierto-cerrado en (X \ A, 7|x.4). De manera que
XNAcX~CoX~NAcC, o, equivalentemente, C' c A o X N C c A.
De nuevo, por el Teorema 1.1.2(¢), si C' c A, resulta que C' es T-abierto-
cerrado en A, asi que contiene una componente de A, a la que llamaremos
Q. Claramente, () es cerrada en A, o sea que Q = F'n A para algin F' 7-
cerrado. Puesto que C'c Ay C es 7*-cerrado, el Teorema 1.1.2(h) implica
que C' es T-cerrado; en consecuencia, Q= FNA=FnAnC=FnC es
T-cerrado en contraste con la hipdtesis. El caso en que X ~ C' c A es
analogo. Se sigue que (X, 7(A)) es conexo.

(e) La demostracion es muy similar a la del inciso anterior, asi que se omite.
[

1.2. Submaximalidad y filtros de conjuntos
densos

Hasta ahora, hemos visto que, dependiendo de ciertas condiciones, la
conexidad es preservada bajo extensiones simples. Hay extensiones que no
son simples y preservan la conexidad; una de ellas es la extensiéon por medio
de un ultrafiltro de conjuntos densos.

Definicién 1.2.1. Sea D la familia de todos los conjuntos densos en un
espacio topoldgico (X, 7). Decimos que F c D es un D-filtro si satisface las



Submaximalidad y filtros de conjuntos densos 27

siguientes condiciones:

(a) @¢F;

(b) Fi, Fhoe F = FinkyelF;

(¢c) FieFyFyolb — F,eF.
Un D-filtro maximal es llamado D-ultrafiltro.

Los filtros de conjuntos densos comparten algunas caracteristicas con los
filtros.

Teorema 1.2.2. Cada D-ultrafiltro F es un filtro primo; es decir, si A, B €
DyAuBelF, setiene que Ae F o BeF.

Demostracion. Sea F un D-ultrafiltro. Supongamos que existen A, B € D,
tales que AuB e F, pero A¢ Fy B¢F. Sean By={FnAeD:FelF}
yBg={FnBeD:FeF} Puestoque AuB € F, tenemos que A € By
y B € Bg, asi que Bs y Bp son no vacias. Claramente, ambas familias son
cerradas bajo intersecciones finitas, por tener F dicha propiedad. Ademas, el
conjunto vacio no pertenece al menos a alguna de ellas; en efecto, si hubiera
dos conjuntos E, F € F, tales que AnE = Bn F = @, habria un elemento del
filtro (E n F'), que no intersecarfa a A u B, contradiciéndose la hipdtesis de
que Au B € F. Con lo anterior se ha probado que B4 o Bg es base de filtro
(digamos que es B4); llamemos G al D-filtro que genera. Si F' € F, entonces
F > FnA e, en consecuencia, F' € G y F c G. La contenciéon es propia
porque A ¢ F, pero A € B4 c G; de manera que F no es un D-ultrafiltro vy,
asi, se ha llegado a una contradiccién. [

Un aspecto sencillo de las expansiones por medio de ultrafiltros de con-
juntos densos, que sera de gran utilidad, es descrito en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3. Sean (X,7) un espacio topoldgico, y G un ultrafiltro de
conjuntos densos. La topologia generada por la subbase S = TUG, o sea 7(G),

esB={DnU:DeG, Uert}.

Demostracion. Puesto que G es un D-filtro, B es precisamente la base gene-
rada por S; para probar que es una topologia, es suficiente demostrar que es
cerrada bajo uniones arbitrarias. Para un elemento arbitrario W e 7(G), sean
U={U,eT:aeAly F={F,eG:aeA}, tales que W = Ugea (Us N F,).
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Sea F'= W U (Ngea[X N Uy,]). Afirmamos que F' es denso en 7. Dado V € 7,
si para todo a€ A, V nU, =@, resulta que V c F'; si V nU, # @& para algiun
a’ € A, como los Fj son 7-densos, (V nU, )N Fg + & para todo € A. Con
esto se ha probado la afirmacién. Si hubiera algin F € G con En F = @, se
tendria que En U, n F, = @, lo cual es imposible porque F n F, € G; luego
F € G. Evidentemente, W = F N (Ugea Ua) € B. (]

Con el resultado anterior, procedemos a mostrar que la expansion de una
topologia conexa por medio de un ultrafiltro de conjuntos densos es conexa.

Teorema 1.2.4. Sean (X, 7) un espacio conexo y F un D-ultrafiltro; enton-
ces, (X, 7(F)) es conezo.

Demostracion. Supongamos que 7(F) es disconexa; entonces, existen U*, V* €
7(F), disjuntos, no vacios, tales que X = U*uV*. Por el Teorema 1.2.3, exis-
ten S, T ety G, HeG, talesque U* =SNGy V* =TnH. Lo anterior exige
que (SNT)n(Gn H) sea vacio, pero Gn H es denso en X porque G, H € G;
luego, SNT = @. Por otro lado, U* ¢ S'y V* cT; de modo que X c SuT. Por
lo tanto, Sy T desconectan a (X, 7). Se sigue que (X, 7(F)) es conexo. ®

Definicién 1.2.5. Un espacio topolégico (X, 7) es submaximal si cada sub-
conjunto denso de X es abierto.

Hay diversas caracterizaciones de la submaximalidad; una de las mas
importantes es la siguiente:

Teorema 1.2.6. Un espacio (X,7) es submazimal si y solo si cada subcon-
junto de X es localmente cerrado.

Demostracion. Necesidad. Dado cualquier conjunto A c X, sea B = Au (X
cl(A)). Como cl(B) 2 cl(A)u (X ~cl(A)), B es denso y, por lo tanto,
abierto; entonces, A = Bncl(A) es interseccién de un abierto y un cerrado.

Suficiencia. Si D es denso y abierto en su cerradura, ¢l (D) D =X~ D
es cerrado; luego D es abierto. [ ]

Como se dijo en la Introduccion, la submaximalidad estda vinculada con
los filtros de conjuntos densos.

Teorema 1.2.7. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y F un D-ultrafiltro en X ;
entonces, T(F) es submazximal. En particular, debido al Teorema 1.2.4, toda
topologia conexa puede ser expandida a una topologia submaximal coneza.
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Demostracion. Si D denso en (X, 7(F)) y D ¢ F, obsérvese que D interseca
a todos los miembros de F; luego, existe F' € F, tal que F'n D no es denso o,
de otro modo, D perteneceria a F. Sin embargo, F'n D es la interseccion de
un conjunto denso y un conjunto denso y abierto; asi que es denso. Esto es
contradictorio y, por tanto, D € 7(F). [ ]

Definicién 1.2.8. Llamamos submaximalizacion de 7 a cualquier expansion
de la forma 7(F), donde F es un D-ultrafiltro.

Obviamente, el teorema anterior dice que toda submaximalizacion es sub-
maximal. Aunque toda topologia submaximal es, trivialmente, una subma-
ximalizacién de si misma (basta anadir todos los conjuntos densos), no toda
topologia submaximal es una submaximalizacién de una topologia estricta-
mente més débil.
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Capitulo 2

Conexidad Maximal

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior, se demostraron algunos teoremas sobre la preser-
vacion de conexidad bajo expansiones simples. Asimismo, se introdujeron los
conceptos de topologia submaximal y submaximalizacion, que serdn crucia-
les en este capitulo. Ahora se trataran las topologias maximales conexas y se
exhibira uno de los pocos ejemplos que, hasta ahora, han sido construidos.

Definicién 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo; se dice que T es
una topologia maximal conexa si no esta contenida propiamente en ninguna
otra topologia conexa de X. Naturalmente, lo anterior equivale a que, dada
cualquier topologia o de X, si 7 € 0, entonces ¢ es disconexa.

Notese que, si una topologia 7 de un espacio X es conexa, pero no maximal
conexa, existe un subconjunto A de X, tal que A¢ 7y 7(A) es conexa.

Una de las implicaciones mas sencillas de que una topologia sea maximal
conexa es que tal topologia es submaximal.

Teorema 2.1.2. Todo espacio maximal conexo es submazimal.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio maximal conexo; si A es denso en X,
por el Teorema 1.1.17(a), 7(A) debe ser una topologia conexa, pero como 7
es maximal, 7(A) = 7; se sigue que A € T. [ ]

Aunque una submaximalizaciéon de un espacio conexo es una expansion
conexa del mismo (Teorema 1.2.7) y los espacios maximales conexos son
submaximales, no todo espacio conexo tiene una expansiéon maximal conexa
(véase [12]).
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Definicién 2.1.3. Un espacio conexo (X, 7) es esencialmente conexo si to-
dos sus subconjuntos conexos siguen siendo conexos en cualquier topologia
conexa mas fina que 7; es decir, si los subespacios conexos de 7 permanecen
conexos en cualquier expansion conexa de 7.

Si (X, 7) es maximal conexo, la tinica topologia conexa més fina que 7 es
ella misma; entonces, los conexos de (X, 7) son también conexos en cualquier
topologia conexa méas fina que 7. Con esto se ha demostrado lo siguiente:

Teorema 2.1.4. Todo espacio maximal conexo es esencialmente conexo.

A continuaciéon veremos un resultado sobre conexidad y expansiones sim-
ples, con la idea de establecer condiciones suficientes para que la conexidad
esencial y la conexidad maximal sean heredadas a subespacios.

Teorema 2.1.5. Sean (X,7) un espacio conexo y S un subespacio conexo
de X, ya sea abierto o cerrado. Si (S,7|s(A)) es conexo para algin A c S,
entonces (X, 7(A)) es conezo.

Demostracion. En primer lugar, notemos que, si K* es 7(A)-abierto-cerrado
y K*nS # @&, entonces S ¢ K*; de otro modo, K* n S desconectaria a
(S,7]s(A)) (1.1.2(g)). Se sigue que sélo hay dos opciones: K* 25 0 K*nS =
g.

Supongamos que S € 7y (X, 7(A)) no es conexo; entonces, hay un conjun-
to G* ¢ {@, X} que es abierto y cerrado en dicho espacio. Si G* no interseca
a S (si lo interseca, usamos su complemento), entonces G* c S¢ c A¢ y,
asi, G* € 7. Ya que G* también es 7(A)-cerrado, podemos escribirlo como
Yu(ZnA®) (conY y Z r-cerrados) y, por ser subconjunto de A€, tenemos
que G* = Zn A¢; pero G* = G* NS¢ = Zn 5S¢ es T-cerrado. Con esto se prueba
el teorema para S abierto.

Para el caso en que S°¢ € 7, supongamos que E* y F™* son cerrados com-
plementarios y no vacios en (X,7(A)); de manera que existen conjuntos
T-cerrados F, G, P, @, tales que E* = Fu(Gn A®) y F* = Pu(Q n A°).
Podemos dar por hecho que E* 5 .5, lo cual equivale a que E* = E*uU.S; luego,
E*=(FuS)u(GnA°)y, por tanto, E* = SUF UG es cerrado en (X, 7).

Por ser E* y F'* complementarios, F'* c S¢ c A¢; asi que podemos escribir
Fr=QnAcy FF =Q~A=Q\S. Puesto que E* es T-cerrado, Q \ S € 7.
Esto significa que int, (Q~.S) = int(Q) NS¢ = QNS¢ es decir, () es T-abierto
en S¢ e 7y, por tanto, @ € 7. No obstante, () es T7-cerrado y (X, 7) es conexo.

|
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Este 1ltimo resultado puede ser facilmente generalizado:

Teorema 2.1.6. Sean (X, 7) un espacio conexo y S un subespacio conexo de
X. Si(S,7|s(A)) es conexo para algin A c S, entonces (X, 7(A)) es conexo.

Demostracion. Dado que (S,7(A)|s) es conexo, (ClT(A)(S)7T(A)|CZT(A)(S)) es
conexo. Pero de acuerdo con el Teorema 1.1.2(b), cl-(4)(S) = cl-(5), asi que
(clT(S),TL;lT(S)(A)) es un subespacio conexo y 7-cerrado, de (X, 7). Por el
ultimo teorema, esto implica que (X, 7(A)) es conexo. ]

El Teorema 2.1.6 permite demostrar que la conexidad maximal y la co-
nexidad esencial son heredadas a subespacios conexos.

Teorema 2.1.7. Todo subespacio conexo de un espacio maximal conexo es
mazximal conezo.

Demostracion. Sean (X, 7) un espacio maximal conexo y S ¢ X un subes-
pacio conexo. Si S no es maximal conexo, existe A c S tal que (S, 7|s(A)) es
conexo y 7|s(A) 2 7|s, de lo cual se deduce que A ¢ 7y, por tanto, 7(A) 2 7.
En virtud del Teorema 2.1.6, (X, 7(A)) es conexo, contradiciendo la conexi-
dad maximal de (X, 7). []

Teorema 2.1.8. Cualquier subespacio conexo de un espacio esencialmente
conexo es esencialmente conezo.

Demostracion. Sea (X, T) esencialmente conexo y supongamos que un subes-
pacio conexo C' ¢ X no lo es; o sea que existe o o> 7|¢, tal que K c C es
(C, 7|¢)-conexo y (C,o)-disconexo. Sea { K1, Ky} una desconexién de (K, o).

En caso de que C sea abierto, existen subconjuntos abiertos U; y Us
de C'y, por tanto, abiertos en X, tales que Uyn K = K1 y Uyn K = K.
Consideramos la topologia 7(Uy,Us) € 0.

Evidentemente, (K,7(U;,Us)|x) es disconexo. Por otra parte,
(C,7(Uy,Us)|c) es conexo: C'e 7 = 7(Uy,Us)|c c 0. Entonces, si {A, B}
fuera una desconexion de (X, 7(Uy, Us)), podriamos dar por hecho que C' c A.
En consecuencia, BnU; = @y, como B € 7(Uy,Us), B es T-abierto-cerrado.
Con esto, se ha demostrado que (X, 7(Uy,Us)) es conexo.

Al ser (X, 7(Uy,Us)) conexo, la conexidad esencial de (X, 7) implica que
(K, 7(U1,Us)|k) es conexo, en contraste con lo que antes se habia probado.
En conclusion, (C,7|c) es esencialmente conexo si C' es abierto.
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En caso de que C' sea cerrado, existen subconjuntos cerrados Dy y Do
de C'y, por tanto, cerrados en X, tales que D1n K = K1y Dyn K = K.
Consideramos la topologia 7(X \ Dy, X \ Dy) c 0.

Para C cerrado en (X,7), 7(V1,Va)|xc c o v, asi, X ~ C es 7(V1,V5)-
conexo y podemos suponer que X \ C' c A. El resto del argumento seria
similar al que ya se desarrollo; en vez de usar a U;, habria que usar a V.

Si C' es un subespacio conexo arbitrario de (X,7), cl,(C) es conexo ¥,
por tanto, esencialmente conexo; ademas, dado que C' es 7-denso en cl.(C),
(el (C), Tl (c)(C )) es conexo. Pero C' es abierto en esta tltima expansion,
misma que, en C, es indistinguible de 7. Consecuentemente, C' es esencial-
mente conexo.

Para el caso en que los espacios 17 son esencialmente conexos, tenemos
lo siguiente:

Teorema 2.1.9. Sean (X,7) un espacio Ty esencialmente conexo y C, un
subconjunto conexo de X que consta al menos de dos puntos. Entonces,
int(C') es denso en C.

Demostracion. Probemos primero que el interior de C' es no vacio. Para esto,
supongamos que int(C') = @; entonces, X \ C' es denso. Por el Teorema 1.2.7,
existe una expansién submaximal conexa o, de 7, y, naturalmente, X ~\ C'y
todos sus superconjuntos (que también son densos), pertenecen a o. Puesto
que para todo x € C, se satisface {z} = [{z} u (X ~ C)] n C, el subespacio
(C,0]c) es discreto, contradiciéndose asi la conexidad esencial de (X, 7).

Supongamos ahora que I = int(C) no es denso en C; entonces, C'\ [ tiene
interior no vacio en la topologia de subespacio. Por otro lado, dado que I es no
vacio, Tu(X~C) es denso en (X, 7); en efecto, su complemento es ¢l (X \ C')n
C c fr(C), que no contiene elemento alguno de 7. Recurriendo nuevamente al
Teorema 1.2.7, podemos asegurar la existencia de una expansién submaximal
conexa o, en la que cada superconjunto de I u (X \ C') es abierto. Con un
argumento similar al empleado en la primera parte de esta demostracién, se
prueba que C [ es un subespacio discreto de (X, o), con interior no vacio.
Se sigue que C' tiene un punto aislado. [ |
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2.2. Conexidad esencial y espacios ETDLO-
conexos

La preservacion de la conexidad bajo las intersecciones guarda una re-
lacién estrecha con la conexidad esencial. En particular, nos interesa dar
condiciones necesarias y suficientes para que ciertos espacios (con otro tipo
de conexidad) sean esencialmente conexos. Antes de demostrar resultados al
respecto, introduciremos algunos conceptos.

Definicién 2.2.1. Se dice que un espacio (X, 7) tiene la propiedad int2 si
la interseccion de cualquier par de subconjuntos conexos de X es conexa.

Definicién 2.2.2. Un espacio (X,7) tiene la propiedad int cuando las in-
tersecciones arbitrarias de subconjuntos conexos de X son conexas. Estos
espacios también han sido llamados irreduciblemente conexos [10].

Definiciéon 2.2.3. Un subespacio Y, de (X, 7), es auténomo si, dado cual-
quier Z que satisfaga Y ¢ Z c X, existen U, V, subconjuntos cerrados dis-
juntos de Z, talesque Y cU, UuV =Zy V +@.

Es sencillo demostrar que todo subespacio auténomo es cerrado. También
es posible probar que {X \Y : Y es auténomo en (X,7)} es una topologia
de X que, de hecho, es mas débil que 7.

Definicién 2.2.4. Llamamos ax(7) a la topologia mencionada en el parrafo
anterior. Para abreviar la notacién, en lugar de escribir "ax (7)-denso en X",
escribiremos "a(7)-denso en X"

Los subespacios auténomos fueron introducidos y desarrollados en [16].
En el presente trabajo, seran utilizados tinicamente como herramienta para
la préxima demostracion, asi que nos limitaremos a enunciar los resultados
requeridos de [17, 16].

Lema 2.2.5. Sean (X, 7) un espacio topolégico y B,C' c X. Si B es T-conexo
y C'n B es a(r)-denso en C, entonces, BuC' es conezxo.

Lema 2.2.6. Sea Y un subespacio de un espacio conexo (X, 7). SiYy, YoV
son disjuntos y Y1 UYy =Y, entonces, existen subespacios disjuntos Xy, X,
de X, tales que X;nY =Y;, X1uXo=X yY; esa(r)-denso en X; (i=1, 2).
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Lema 2.2.7. Sean (X, 7) un espacio topoldgico yY c X. El conjunto Y es
a(7)-denso en X si y solo si cada subconjunto abierto-cerrado no vacio de X
interseca a 'Y .

Teorema 2.2.8. Los espacios esencialmente conexos tienen la propiedad
int2.

Demostracion. Supongamos que A, B c X son conexos, pero An B no lo
es. Por el Teorema 2.1.8, podemos considerar que X = Au B sin pérdida de
generalidad. Sea {Y7, Y2} una desconexién de Y = An B. De acuerdo con el
Lema 2.2.6, existe una particién {B;, By}, de B, tal que Y; es a(7)-denso en
By B;nY =Y}, para j = 1,2.

Sean C; = B; U [cl-(Y;) n A] y o, la topologia generada por la subbase
TU{(X N C1)} u{(X ~Cy)}. Es sencillo ver que C; n B = B;, luego, B es la
unién de dos conjuntos o|g-cerrados ajenos y es, por tanto, o-disconexo. No
obstante, A es o-conexo: es evidente que B;n A=Y, =Y;nA, de manera que
CjnA=cl.(Y;)nAes o-cerrado en A.

Por otro lado, C1n By =B nY, =By Con By =B nY; =g; asi que o
y 7 son indistinguibles en B;, lo cual, por el Lema 2.2.7, implica que Y; es
a(o)-denso en B;. Asi, es posible aplicar el Lema 2.2.5, siendo A el primer
conjunto del enunciado y Bj, el segundo; entonces, B; n A es o-conexo vy,
consecuentemente, X = Au B; U By también es o-conexo. Segun lo anterior,
o es un refinamiento conexo de (X,7), que desconecta a B; mas esto es
imposible dada la conexidad esencial de (X, 7). |

Como ya se dijo, estamos interesados en espacios con determinado tipo
de conexidad. Los mismos estan muy relacionados con los érdenes lineales,
concretamente, con subespacios topoldgicos linealmente ordenados.

Definicién 2.2.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si existe un orden en X,
cuya topologia de intervalos abiertos coincide con 7, decimos que (X, 7) es
un espacio topoldgico linealmente ordenado (ETLO). Si la topologia inducida
por el orden es méas débil que 7, decimos que (X, 7) es un espacio topolégico
débilmente linealmente ordenado (ETDLO).

Definicién 2.2.10. Un espacio (X, 7) es ETDLO-conexo si para cada par
de puntos a, b e X, existe un subespacio £ c X, que es un ETDLO 7-conexo
y contiene a ambos puntos. No hay que confundir un espacio ETDLO-conexo
con un ETDLO conexo (es decir, con un ETDLO que es 7- conexo) [10].
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En la Definicién 2.2.10, es posible exigir a E con a y b como puntos extre-
mos. Esta version es mas practica y a continuacién se muestra la equivalencia
entre ambas.

Teorema 2.2.11. Un espacio (X,7) es ETDLO-conexo si y solo si para
cualesquiera a, b e X, existe un subespacio conexo E c X, que es un ETDLO
y cuyos puntos extremos son a y b.

Demostracion. La suficiencia es inmediata de la definicion de espacio ETDLO-
conexo. Para la necesidad, sean a, be X y Ec X un ET DLO 7-conexo con
a, b € E. Sea o la topologia inducida por el orden y denotemos a E por
E = (-00,0). Es obvio que F' = [a,b] es un ETDLO o-conexo y veremos que
también es 7-conexo. Si {U,V'} c 7p fuera una desconexién de F' con a € U,
entonces (—o0,a) UU seria T-abierto-cerrado en E. ]

Procedemos a dar las condiciones necesarias y suficientes para que un
espacio ETDLO-conexo sea esencialmente conexo.

Teorema 2.2.12. [17] Sea (X,7) un espacio ETDLO-conexo. Entonces,
(X,7) es esencialmente conexo si y solo si cada refinamiento conexo de
(X,7) es ETDLO-conexo y (X, T) tiene la propiedad int2.

Demostracion. Si 7' 5 7, entonces 7’-conexo implica 7-conexo; de modo que
si T es esencialmente conexa, 7/ también lo es. De igual manera, si para dos
puntos existe un subespacio 7-conexo que es ETDLO y los contiene, éste
seguira siendo conexo en 7’; es decir, cualquier refinamiento de 7 es ETDLO-
conexo. Esto, junto con el Teorema 2.2.8, demuestra la necesidad.

Con la finalidad de probar la suficiencia, supondremos que (X,7) no
es esencialmente conexo, pero cada uno de sus refinamientos conexos es un
ETDLO-conexo. Mostraremos que, bajo dicha suposicién, (X, 7) no tiene la
propiedad int2.

Por hipdtesis, para algtin conjunto conexo A c X, existe una topologia o
mas fuerte que 7, en la cual A es disconexo. Tomemos x,y € A, no pertenecien-
tes a la misma componente conexa de A. Como (X, 7) es un ETDLO-conexo,
por el Teorema 2.2.11, hay subespacio 7-conexo (L, 7|;), ETDLO, tal que x
e y son sus extremos. De la misma manera, hay un espacio (M, 7|y), que es
un ETDLO o-conexo y también tiene como extremos a x y a y. Por ser L
un ETDLO y A, 7-conexo, L c A. De otra manera, existiria r € L \ A; luego,
Ln A serfa disconexo en la topologia del orden (ya no seria un intervalo) y, por
tanto, en 7, terminando asi la demostracién. A causa de lo anterior y de que
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x e y pertenecen a distintas componentes de A, el conjunto L es o-disconexo;
entonces, M ¢ L (de lo contrario, x e y estarfan en distintas componentes de
L). A través de un argumento similar al que se us6 para probar que L c A,
se deduce que L ¢ M. Sea z € M ~ L. Los segmentos [x, 2]y v [2,y]m son
o-conexos y, consecuentemente, 7-conexos. Si Ln[x, z]y o Ln[z,y]a es dis-
conexo, hemos terminado. En caso de los dos sean conexos, son ajenos (pues
z ¢ L) y son subintervalos de L, cuya unién es L. Dado que L y M tienen
como extremos a z e y, M\ L c (x,y)y v L debe ser una unién de intervalos
en el orden de M. Para encontrar el par de conjuntos conexos buscado, cuya
interseccion sea disconexa, basta considerar, sin pérdida de generalidad, que
[,2]ynL=[x,a)Ly [z,y]lunL = (a,y]. Sidefinimos B = [z, 2]y U {a}
y C = [z,y]um, por tratarse de segmentos de M, B y C son g-conexos y, por
ello, 7-conexos. Finalmente, C'n B = {a, 2z} no es 7-conexo y (X, 7) no tiene
la propiedad int2. n

No es dificil determinar cuando un producto de espacios esencialmente
conexos es esencialmente conexo:

Teorema 2.2.13. Sean (X, 7) y (Y,0) espacios esencialmente conexos. El
producto X xY es esencialmente conexo si y solo si uno de ellos consta de
un solo punto.

Demostracion. Supongamos que tanto X como Y tienen méas de un punto;
sean z, ' € X ey, y' €Y distintos. En caso de que ni {z,z'} ni {y,y'}
sean discretos, a lo sumo uno de los puntos x y x' (respectivamente, y y ')
constituye un conjunto abierto; sin pérdida de generalidad, podemos dar por
hecho que {z} y {y} no son abiertos. Claramente, S = {x,z'} x {y,y'} es
conexo; sea 1 la topologia producto de X x Y. Si {z'} y {y’} son abiertos en
{z,2"} y {y,y’} respectivamente, (z',y") eny {x'} x {y,y’} es un subespacio
n|s-conexo; pero es evidente que la expansion n|s({(z’,y)}) es conexa y des-
conecta a {z'} x {y,y’}. Esto contradice al Teorema 2.2.8 (si s6lo {z'} o {y'}
(o ninguno) es abierto en su correspondiente espacio, el argumento es muy
similar).

En caso de que {z,z'} o {y,y’} sea discreto, los subespacios A = ({z} x
YIu(Xx{y})y B= ({2} xY)u(X x{y'}) son conexos; pero es evidente que
AnB={(z,y"),(2',y)} es disconexo y esto también contradice al Teorema
2.2.8.

|



2.3. Caracterizaciones de espacios maximales conexos 39

2.3. Caracterizaciones de espacios maximales
conexos

Ya hemos demostrado que los subespacios maximales conexos son sub-
maximales. Para la primera caracterizacion de espacios maximales conexos,
ademas de los filtros de conjuntos densos, son importantes los filtros de con-
juntos abiertos y los de conjuntos singulares. Primero hay que definir los
filtros de conjuntos abiertos.

Definicién 2.3.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que una familia
no vacia F c 7 es un filtro de conjuntos abiertos si:

1. ¢ F;
2. FlFQéF:FlmFQEF;
3. F1€f,F2€TYF23F1:>FQEf.

Naturalmente, los ultrafiltros de conjuntos abiertos son los filtros de conjun-
tos abiertos maximales dentro de 7.

Un resultado conocido que usaremos posteriormente es el proximo.

Teorema 2.3.2. Un filtro F de conjuntos abiertos es un ultrafiltro (de con-
juntos abiertos) si y solo si AeT y AnF # @ para todo F € F implican
AeF.

Demostracion. Supongamos que A es abierto y A ¢ F, pero An F # & para
todo F'e F.Sea B={AnF : F ¢ F}. Por ser F un filtro de conjuntos abiertos,
es evidente que B es cerrada bajo intersecciones finitas y, por hipotesis, @ ¢ F;
asi que B es una base de filtro (de conjuntos abiertos). Llamemos G al filtro
de conjuntos abiertos generado por B. Es claro que F c G y A € G, de modo
que F ¢ G y F no es un ultrafiltro de conjuntos abiertos. Esto prueba la
necesidad.

Para demostrar la suficiencia, supongamos que G es un filtro de conjuntos
abiertos y F c G. Si A e G\ F, entonces AnG # @& para todo G € G y, en
particular, para todo F' € F; de acuerdo con la hipétesis, A € F. Se sigue que
G c F y, por lo tanto, F es un ultrafiltro de conjuntos abiertos. [ |

A partir de aqui, comenzaremos a utilizar el concepto de conjunto sin-
gular, que fue definido en [11]. En el presente trabajo, precisaremos de una
versién mas general [17].
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Definicién 2.3.3. Se dice que un subconjunto A de (X,7) es singular en
peAsi

1. Ax{p}er;

2. pecl(AnC(C), para todo conjunto abierto-cerrado C' + @ del subespacio
X ~A{p}.

Llamaremos P, (p) a la familia de todos los conjuntos 7-singulares en p.

Notese que, a causa de la segunda condicion, p debe ser punto de acumu-
lacion de A; si fuera punto aislado, tendria una vecindad que no intersecaria
a AN{p}y, asi, tampoco a AnC. Se concluye que todo conjunto A, singular
en p, es una vecindad abierta de p o es de la forma A = Wu{p}, conp e fr(A)
y Wer.

Una vez definidos los filtros de conjuntos abiertos, podemos introducir los
filtros de conjuntos singulares.

Definicién 2.3.4. Sea (X, 7) un un espacio T;. Para cada p € X, denotamos
por F.(p) al filtro de conjuntos abiertos {U € 7 : pe U}.

Definiciéon 2.3.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y p € X. Una familia
F c P.(p) es un filtro de conjuntos singulares en p si cumple con lo siguiente:

1. g¢F;

2. i F,eF = FinFeF,

3. 1eF, FheP.(p)y Fho Fi = Fy,e F.
Mas adelante sera til el siguiente resultado.

Teorema 2.3.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una base de P.(p)-filtro
F es un P, (p)-ultrafiltro si y solo si A € P.(p) y AnF € P.(p) para todo
F e F implican que A € F.

Demostracion. Supongamos que A € P.(p) y A¢ F, pero AnF € P.(p) para
todo F' e F. Sea B={AnF : F e F}. Por ser F una base de P,(p)-filtro,
es evidente que B también lo es; llamemos G al P, (p)-filtro generado por 5.
Claramente F c Gy A € G, de modo que F ¢ Gy F no es un P, (p)-ultrafiltro.
Esto prueba la necesidad.
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Para la suficiencia, supongamos que G es un P, (p)-ultrafiltro y F es un
P.(p)-filtro, tal que F c G. Si Ae GNF, AnG # @ para todo G € G y, en
particular, para todo F' € F; entonces, de acuerdo con la hipotesis, A € F. Se
sigue que G c F y, por lo tanto, F es un P, (p)-ultrafiltro. (]

En los espacios T, la conexidad es equivalente a que el filtro de vecindades
abiertas de cada punto del espacio (un filtro de conjuntos abiertos) sea una
subfamilia del filtro de conjuntos singulares en dicho punto.

Lema 2.3.7. Sea (X, 7) un espacio Ty; entonces, (X7) es conexo si y solo
st Fr(p) c P-(p) para todo p e X.

Demostracion. Necesidad. Sean A € F.(p) y C un abierto-cerrado de X
{p}; obviamente, A\ {p} € 7. Puesto que (X, 7) es conexo, p es punto de
acumulacion de C; luego, cualquier vecindad abierta V', de p, contiene puntos
de C diferentes de p. Podemos suponer que V c A (o tomar V n A); asi, V
tiene puntos de C'nA y, por lo tanto, p € ¢l (An C'). Se sigue que A es singular
en p.

Suficiencia. Supongamos que (X, 7) es disconexo y, en consecuencia, existe
A, abierto-cerrado no trivial en X, tal que p € A; naturalmente, A € P.(p).
Pero A ¢ F,(p) porque, junto con X \ A (que es abierto-cerrado en X \ {p}),
no cumple con la segunda condicién de la Definicién 2.3.3. [ |

El siguiente lema determina cuéndo, en los espacios conexos y Ti, los
filtros de vecindades son ultrafiltros de conjuntos singulares.

Lema 2.3.8. Sea (X, 7) un espacio conexo Ty. Entonces, F.(p) es un P.(p)-
ultrafiltro si y solo si F,(p) = P (p).

Demostracion. Suficiencia. Por hip6tesis, P, (p) es cerrado bajo interseccio-
nes finitas y bajo superconjuntos singulares; entonces, es un P.(p)-filtro y
contiene a cualquier otro P, (p)-filtro.

Necesidad. Supongamos que existe A € P.(p)NF,(p) y Fr(p) es un P,(p)-
ultrafiltro; de manera que (Teorema 2.3.6) hay un U € F,(p), tal que Un A ¢
P,(p). Evidentemente, (U n A) \ {p} es abierto y, a causa de lo anterior,
existe C', abierto-cerrado en X \ {p}, tal que p ¢ cl[(Un A)nC] = E; es decir,
pe X\ E. Entonces, Un[X \ E] e F.(p). Como A es singular en p, tenemos
que p € cl(AnC) y cualquier vecindad de p (en particular U) interseca a
AnC'; osea que pe E, en contraste con lo que se acaba de probar. [ |
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Una consecuencia del lema precedente es que las expansiones simples por
medio de conjuntos singulares preservan la conexidad.

Teorema 2.3.9. Sea (X,7) un espacio Ty conexo. Si A es T-singular en p,
(X,7(A)) es conero.

Demostracion. Si (X,7(A)) fuera disconexo, existiria un conjunto 7(A)-
abierto-cerrado C, tal que p ¢ C. Por lo anterior, es claro que C' € 7. Ademas,
A¢T = 7(A) =7({p}), de manera que 7(A)|x(p} = T|x<{p}- Entonces, C
es T-cerrado en X \ {p}, o sea que C = cl.(C) ~ {p}. Ya que p es punto de
r-acumulacién de C' porque A es singular en p, se sigue que cl,(C) = Cu{p}
y C es T-abierto-cerrado en X \{p}. Como p e X\C € 7(A), existen U, V €,
tales que pe Uu(VnA) c X\C. Debido a que p € cl,C, se tiene que p ¢ U (si
no fuera asi, p seria punto 7-interior de X \ C); entonces, pe AnV c X\C'y
(AnV)nC = @. Esto significa que hay una 7-vecindad de p, que no interseca
a AnCy, por ende, A no es singular en p. [ |

En los espacios maximales conexos que son T;, no hay diferencia entre
una vecindad abierta y un conjunto singular.

Teorema 2.3.10. Si (X,7) es un espacio mazximal conexo y Ty, entonces
F-(p) = P-(p) para todo p € X.

Demostracion. Sea A singular en p; por el Teorema 2.3.9, 7(A) es conexa.
Puesto que 7 es maximal conexa, 7 = 7(A), o sea que Ae7Ty pe A. Porlo
tanto, A € F,.(p) y Fr(p) > P-(p). El Lema 2.3.7 garantiza la igualdad. =

Con el Teorema 2.3.10, estamos en posicion de da la primera caracte-
rizaciéon de espacios maximales conexos. Lo haremos para espacios Ti, en
términos de submaximalidad y conjuntos singulares.

Teorema 2.3.11. [17] Un espacio Ty (X,7) es maximal conexo si y solo si
1. Es submaximal y
2. F+(p) =P,(p) para todo pe X.

Demostracion. La necesidad es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.1.2
y 2.3.10. Para probar la suficiencia, supondremos que (X, 7) es submaximal
conexo, mas no maximal conexo y demostraremos que, para algin p € X,
se satisface F,(p) ¢ P-(p). Puesto que (X, 7) no es maximal conexo, existe
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un conjunto B ¢ X, que no es abierto y cuya expansién simple, 7(B), es
conexa. Obviamente, X \ B no es abierto y, por ser (X,7) submaximal,
B ~int.(B) + @. Ademas de lo anterior, C'= Bn [X N clT(mtT(B))] e7(B),
pero su T-interior es vacio. Por la submaximalidad de 7 (todo conjunto con
interior vacio es cerrado), C' es 7-cerrado y, por tanto, 7(B)-cerrado. Dado
que 7(B) es conexa, resulta que C' = @ y asi, B c clT(intT(B)). Ahora
escogemos p € BNint,(B) y definimos D = int,(B)u{p}. Como B\ int.(B)
es cerrado y discreto (de nuevo por la submaximalidad de 7), existe una
7-vecindad abierta U de {p}, tal que {p} = U n[B \ int.(B)]; de modo
que D = int.(B)u(UnB) y D e 7(B). Claramente, D ¢ 7 y por tanto,
7 ¢ 7(D) c 7(B); asi que 7(D) es una expansion propia conexa de 7. Esto
implica (Lema 2.3.7) que D es 7(D)-singular en p; entonces, 7(D)|x (p} =
T|x<{p}- Finalmente, debido a que D es 7(D)-singular en {p} para cada F
7(D)-abierto-cerrado en X \{p} (o, equivalentemente, para cada F' T-abierto-
cerrado en X \ {p}), resulta que p € cl(py(D N F) ccl(DnF). Se sigue que
D es 7-singular en p, pero, por definicion, D ¢ F.(p). [ ]

La tultima parte de esta seccion corresponde a la segunda caracterizacion.
Esta es muy distinta a la primera porque, aunque también incluye la sub-
maximalidad, no esta relacionada (al menos explicitamente) con conjuntos
singulares o filtros de conjuntos abiertos.

Definicién 2.3.12. Un espacio conexo (X, 7) es casi maximal conexo si para
todo conjunto regularmente abierto (igual al interior de su cerradura) A c¢ X
y para cada p € fr(A), hay una vecindad V de p y conjunto U € 7\ {@, X'},
tales que AnV nU =gy Uu{p} es cerrado.

Como consecuencia inmediata de esta definicion, se tiene que p ¢ U, pues
si asi fuera, (X, 7) serfa disconexo; ademads, {p} ¢ 7, ya que, de ser asi, Uu{p}
desconectaria a X. Sera 1til un lema sobre espacios submaximales.

Lema 2.3.13. Sea (X,7) un espacio submazimal. Sean U, V, W, tales que
VcWcUcc(V). Entonces, Uer = W er.

Demostracion. Puesto que V' es abierto en su cerradura, existe V' € 7, tal
que V=V'nel (V). ComoUerTyVcUccl(V),setiene que V=UnV =
VinUnec (V) =V'nU € 1. Por submaximalidad, ¢/ (V) \V es cerrado y
discreto, al igual que cualquiera de sus subconjuntos, en particular, U \ .
Entonces, W = U ~ (U \ W) es la diferencia entre un conjunto abierto y uno
cerrado. Se sigue que W es abierto. [ ]
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Finalmente damos la caracterizacion anunciada.

Teorema 2.3.14. [7] Un espacio (X,7) es maximal conexo si y solo si es
submazimal y casi maximal conexo.

Demostracion. Si (X,7) es maximal conexo, es submaximal. Sean A ¢ X
regularmente abierto y p € fr(A). Puesto que p € fr(A), tenemos que AU
{p} ¢ 7; de manera que 7* = T(Au{p}) es disconexa. Dado cualquier conjunto
U en (X,77), abierto-cerrado no vacio ni total, él mismo o su complemento
debe pertenecer a 7; en efecto, los elementos de 7* \ 7 no pueden ser conjuntos
complementarios porque son de la forma W u{p}, donde W ety p¢ W. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que U ety p¢U.

Como U € 7, no es cerrado en 7, pero si en 7*, asi que existe q € ¢l (U)\U.
Dicho punto sélo puede ser p; en otras palabras, {p} = ¢l.(U) ~ cl«(U). Esto
es debido a que cualquier 7-vecindad de z # p serd una 7*-vecindad del mismo;
mientras que una 7*-vecindad de p (por ejemplo, cualquier elemento de 7%\ 7)
no necesariamente es 7-vecindad. Por consiguiente, U U {p} es T-cerrado.

Ya que p ¢ cl+(U), existe W* € 7%, tal que W* nU = @; pero W* =
Wn(Au{p}), con W e 7. Entonces, V es una 7-vecindad de p, que satisface
Vn(Au{p})nU=g2.

Para probar el reciproco, supondremos que 7 es submaximal y casi ma-
ximal. Sean 7* > 7 y U € 7* \ 7. La submaximalidad de 7 implica que
int,(U) # @, pues de lo contrario, U seria T-cerrado y desconectaria a (X, 7).
Sea Vi = int,(U); puesto que U~cl, (V1) € 7% y, claramente, tiene 7-interior va-
clo, debe ser vacio para no desconectar a (X, 7*). Entonces, V; c U c ¢l (V}).

Sea V = mtf(clT(Vl)); en virtud de que clT(intT(clT(W))) = cl.(W) para to-

do W e T, tenemos ¢l (V') = ¢l (V1) y, consecuentemente, V' = mtT(clT(V)).

Si U c V, resultaria que Vi ¢ U ¢ V c ¢l (V1) y, de acuerdo con el
Lema 2.3.13, U € 7, contradiciendo la hipodtesis; de manera que U ¢ V. Si
UuVer, U~int,(U)=U~V;cV; pero como Vj c V| esto significaria que
UuVi=UcVy porende, UUV eT*\T.

Sea W = UuV. Puesto que V; c U c ¢l.(Vi) y Vi ¢ V c el (V7), se
satisface V1 ¢ W c ¢l.(V1). De modo que podemos reemplazar a U por W
0, equivalentemente, dar por hecho que V c U. Ahora, afirmamos que U c
cl+(V). En caso contrario, U \ cl«(V') € 7*. Puesto que U c ¢l (V), V es
7-denso en U; luego, U\V es cerrado y discreto en 7. Pero U~cl« (V) c U\NV
también serfa 7-cerrado y, asi, 7*-cerrado, desconectando a (X, 7*). En virtud
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de lo anterior, podemos escribir V c U c ¢l (V). Con ello, sip e UNV, Vu{p}
es 7*-denso en U y V u{p} e 7*.

A causa de que (X, 7) es casi maximal conexo, existen Us € 7~ {@, X} y
una vecindad Uy, de {p}, tales que Uy nV nUs =@ y Uyn {p} es T-cerrado.
Pero como p ¢ Uy, el conjunto (V u{p})nU; es una 7*-vecindad de p, que no
interseca a Us; luego, U, es cerrado en 7*. Resulta que (X, 7*) es disconexo
y, por lo tanto, (X, 7) es maximal conexo. [ ]

2.4. Construcciéon de una topologia maximal
conexa

Denotaremos por ¢ a la topologia euclidiana de los niimeros reales y por
I, al intervalo [0, 1]; entonces, (R,¢) seréd la recta real con dicha topologia.
La construccién que se desarrollard en esta seccién proviene de [11].

Teorema 2.4.1. Sea D un ultrafiltro de conjuntos e-densos. Para cada x €
R, sea G, un ultrafiltro de conjuntos e-singulares en x. Sea G = Uzyer Gs-
Entonces, para cada x € R existe un Pepy(x)-ultrafiltro F, (un ultrafiltro
de conjuntos £(D)-singulares en x), tal que £(G)(D) = e(D)(F), donde F =
UmeR ‘7:35

Demostracion. Antes de comenzar, notemos que los conjuntos &(D)-abierto-
cerrados de Rx{z} (z € R) son exactamente sus conjuntos e-abierto-cerrados.
Para demostrar esto, sean I, = (-oo0,x) e I, = (x,00), los conjuntos e-
abierto-cerrados de (R, e|g fz1). SiI ¢ {Ls-, Iz+} es e(D)|r.(z}-abierto-cerrado,
Inl,_ también lo es, tanto en R\ {x} como en I,_. Entonces, por el Teorema
1.2.3, existen Uy, Us € e y Dy, Do € D, tales que {U; n D1,Us N Dy} es una
desconexién de I,_. Como D es un filtro de conjuntos densos, esto implica
que UynUy =@y, dado que I, c Uy uUs, el par {Uy,Us} es una desconexion
de I,_.
Para x € R, definimos F, = {(GnD)u{x}:G €G,, D e D}. Nitese que

F. es una base de filtro, pues dados (GynDy)u{z} y (GoenDy)u{z} en F,,
la intersecciéon de ambos contiene a (G;NG2) N (D1 n Dy)u{x} e F,. Aparte
de ello, todos los elementos de F, son e-singulares en z. Esto es consecuencia
de la e-singularidad de los elementos de G,: si (GnD)u{z} e F, y C es
€|r«fz}-abierto-cerrado, dada una e(D)-vecindad VnE (V ee, E€D) de z,
se cumple GNC'NV # @. Ya que este ultimo conjunto es abiertoen ey DnE
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es e-denso, (GND)n(VnE)nC # @; es decir, (GnD)u{zx} es e(D)-singular
en .

Sea H ¢(D) singular en x, tal que Hn F' es ¢(D)-singular en x. Entonces,
H~{zx} =WnE,con WeryFEeD.Como H es e(D)-singular en z, dada una
£(D)-vecindad abierta U'nE’ (U’ e y E' € D) y un conjunto abierto-cerrado
de Rx{z}, (WnE)n(U'nE")nC + @. Por lo tanto, WnU'nC # &, o sea que
Wu{z} es e-singular en z. Sea F e F, F=(GnD)u{z} (GeG,y DeD).
Por la singularidad de H n F', para cualquier conjunto abierto cerrado C'y
cualquier (D)-vecindad U'nE’ de z, se tiene (WnD)n(GnD)n(U'nE")nC +
g; asi que (WnG)nU'nC +ay (Wu{x}nG) es e-singular para todo
G € G,. Se sigue que W u{X} € Gy, por el Teorema 2.3.6, H € F. Con lo
anterior, se ha probado que F es un ultrafiltro de conjuntos (D)-singulares
en .

Las expansiones €(F)(D) y €(D)(F) son iguales, ya que los conjuntos
abiertos basicos de ambas tienen la forma VnDnF,con V ee, DeDy
F e F, (para algin z € X). La contenciéon G, c F, implica G c F; entonces,
£(G)(D) c e(F)(D) = e(D)(F). Por pertenecer a F,, tenemos la igualdad
F=GnEparaGeG,y FeD. Setieneque VNnDnF=VnDn(GnE)=
VnGn(DnE)ee(G)(D). Finalmente, e(D)(F) c e(G)(D) y, a causa de
ello, se satisface la igualdad. [

Definicién 2.4.2. Un conjunto A c (I,¢) es de Cantor si es homeomorfo al
conjunto de Cantor; es decir, si es compacto, perfecto y totalmente disconexo

3].

Definicién 2.4.3. Sean (X, 7) un espacio topolégico y o 2 7. Se dice que o
es una expansion singular de 7 si cada x € X tiene una base de o-vecindades,
la cual es, al mismo tiempo, una base de filtro de conjuntos 7-singulares
en x. Si la base de o-vecindades mencionada es un ultrafiltro de conjuntos
T-singulares en z, entonces o es llamada expansiéon maximal singular de 7.

Teorema 2.4.4. Sea (I,0) una expansion singular de (I,¢). Si {A, B} es
una desconezion de (I,0) y C =1~ [int.(A)uint.(B)], entonces (C,¢e|c) es
un conjunto de Cantor.

Demostracion. Puesto que todo conjunto e-singular contiene un conjunto e-
abierto, int.(A) e int.(B) son no vacios; la conexidad de ¢ garantiza que C' #
@. Ademas, C es e-totalmente disconexo. En efecto, si hubiera un intervalo
abierto K c C, dado que o es una expansion singular, existiria U € 7, tal que
U c K n A; de manera que C nint.(A) + @.
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Veremos que C' es perfecto. Si x € C = cl.(A)ncl.(B) es un punto aislado,
existe un intervalo J = (a,b) € o, tal que J ~ {z} c int.(A) uint.(B). No
puede ser que (a,x), (x,b) cint.(A), pues J \ {x} no contendria puntos de
cl.(B) y, por tanto, x ¢ C. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
xeA, (a,x)cint.(A) y (x,0) cint.(B). Como 0 es una expansion singular
de ¢, existe W e e, tal que x ¢ W, W u{z} es e-singular en x y Wu{z} c A.
Entonces, J n W n (z,1] = W n (z,b) # @, lo cual es contradictorio porque
(z,b) c B. Se concluye que C' es un conjunto de Cantor. [ ]

Lema 2.4.5. Sean C c (I,¢e) el Conjunto de Cantor y J, su complemento.
Eziste una funcion f:J — {0,1}, tal que C c cl(f~1(0)) necl(f~1(1)). La
funcion [ no es unica; si ®(C) es la familia de todas las funciones con la
propiedad de f, entonces |®| =2« =c.

Demostracion. Denotemos por D, a la n-ésima etapa de construccion de
C; por ejemplo, Dy = [0,1], Dy = [0,35] U[3,1] y asi sucesivamente. Sea
x € C. Puesto que C' tiene interior vacio en I, cualquier vecindad V de x
tiene puntos de J y, entonces, de I \ D,,, para todo n > N, donde N es algin
numero natural determinado por x. Nétese que los I\ D,, forman una sucesion
creciente. Si ponemos f(x) =0 para x € Dy, \ Do,y (n>0) y f(z) =1 para
x € Dopy1 N Dy, (n > 0), por lo anterior, resulta que V' tiene puntos donde
f vale cero y puntos donde f vale uno; es decir, z € cl(f~1(0)) necl(f~1(1)).
Pudimos haber construido esta funcién de muchas maneras, evitando que
existiera algin k € N, tal que f(D,~ D,1) =00 f(D,~ D,1) =1, para
n > k. A partir de esto, es sencillo inferir que hay tantas de tales funciones
como sucesiones de ceros y unos; luego, hay 2¢ = ¢ de dichas funciones. m

Teorema 2.4.6. Ezxiste una expansion de (I,e), que es conexa y mazximal
singular.

Demostracion. Sea J la familia de todos los complementos de subconjuntos
cerrados de Cantor de (I,¢). Cada J € J es una unién numerable de intervalos
abiertos. El conjunto J esta determinado por los extremos de dichos intervalos
y, entonces, |J| < ¥ = ¢, donde ¢ es la cardinalidad de R.

Denotamos por C(.J,{0,1}) al conjunto de las funciones continuas de J a
{0,1}. Por el lema 2.4.5, a cada J € J corresponden 2¢ = ¢ de tales funciones.
Todo elemento de C(J,{0,1}) debe ser constante en cada uno de los intervalos
abiertos cuya unién es J. Sea B={(J,f):JeJ, feC(J{0,1})el~Jc

cl(f71(0)) nel(f~1(1))}.
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Sea < un buen orden en B, con el ordinal A correspondiente a su cardi-
nalidad: B = {B, : a < A}. De igual manera, para cada conjunto de Can-
tor C' = I~ J, sea <; un buen orden, con el minimo ordinal isomorfo a c:
C={xq:x0€l~Ja<c}

A continuacién, construimos una funcién g : B — I por induccion transfi-
nita. A By = (J, f) asignamos x, el primer elemento de I~ J. Si B, = (J/, f')
para a < 3, definimos g(B,) como el primer elemento de I \ J’ que no haya
sido escogido anteriormente.

Puesto que § < ¢, podemos escoger a g(Bjs), como el primer elemento de
I~ J', distinto de los g(B,) (a < ), donde Bg = (J", f").

Construiremos una expansiéon de (I,¢), asignando a cada x € I un ul-
trafiltro G,, de conjuntos singulares en x. Dicho ultrafiltro sera arbitrario si
x el g(B). Para x € g(B), uno de sus elementos debera ser

G, = [f’l(()) N (O,x]] U [f’l(l) N (z, 1]] ,

donde x = g(B) y B = (J, f). Por definicién de B, G, + @. De esta manera, si
G = User G, la topologia o = £(G) es una expansién singular maximal de .
Procedemos a mostrar que o es conexa. Por el Teorema 2.4.4, si existiera
una desconexiéon {A, B} c o, entonces I \ [int.(A) uint.(B)] serfa un con-
junto de Cantor en I. Consecuentemente, int.(A)uint.(B) = J € J y habria
una funcién f, tal que int.(A) = f~1(0) e int.(B) = f~1(1); o sea que podria-
mos asociar un elemento B, = (J, f) a la desconexién. Pero z, = g(B,) ¢ J
y, como los elementos de G, fueron escogidos de modo que intersecaran a G,
cada o-vecindad de z interseca tanto a A como a B. Por lo tanto, no hay
desconexiones de (1,0). u

Teorema 2.4.7. Sea 6 una expansion submazimal de (I,e) y sea p una
expansion maximal singular de (I1,8). Entonces, si ju es conexa, es mazrimal
conezxa.

Demostracion. Supongamos que, para algin A c [, la expansion u(A) es
conexa. Veremos que A € p; para eso basta probar que An fr,(A) = @.
Sea z € An fr,(A); entonces, x € An frs(A) y, como ¢ es submaximal,
existe W e 0, tal que W n frs(A) = {z}. Afirmamos que, para todo b > x, se
satisface W nints(A) n (z,b) # @. En efecto (considerando a d|jop)), si dicha
interseccion fuera vacia, resultaria que W nints(A) c [0,x]; esto implicaria
que WnAc[0,z]y, comozeWnAepu(A), el intervalo [0, x] seria pu(A)-
abierto-cerrado.
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Sean U, el ultrafiltro de conjuntos d-singulares que constituye una base
de vecindades de z, y V' € U,.. Haciendo uso del mismo argumento del parrafo
anterior, poniendo WnV en lugar de W, se concluye que [(VnW)nints(A)]u
{z} =[Vn(Wnints(A))]u{z} es d-singular en z. O sea que la interseccién
de [Wnints(A)]u{z} con cualquier elemento de U, es d-singular en x y, por
el Teorema 2.3.6, W nints(A)u{xz} € U,. Consecuentemente, [W nints(A)]u
{z}epyxé fr.(A); luego, Aep.

[

Teorema 2.4.8. FExiste una topologia 1 en R, que refina a € y es maximal
conexa.

Demostracion. Como I contiene una copia homeomorfa de R, a causa del
Teorema 2.1.7, es suficiente mostrar que existe un refinamiento maximal co-
nexo de (I,¢). Por el Teorema 2.4.6, I tiene una topologia conexa y maximal
singular o, que refina a €. Sea p una expansion submaximal de o; en virtud
del Teorema 2.4.1, u puede ser vista como una expansion submaximal segui-
da de una expansién maximal singular. Finalmente, el Teorema 2.4.7 asegura
que p sea maximal conexa. [ ]

En cuanto a los productos, este resultado permite construir de manera
sencilla una topologia maximal conexa de R™ para n € N. Sin embargo, si
consideramos dos espacios (X, 7) y (Y, o) maximales conexos, segin el Teo-
rema 2.1.4, si X xY fuera maximal conexo, seria esencialmente conexo; pero
de acuerdo con el Teorema 2.2.13, X o Y debe tener un solo punto. Cabria
preguntarse en un sentido mas general si, dados (X, 7) y (Y, 0) tales que o
y T tuvieran refinamientos maximales conexos, el producto X xY tendria un
refinamiento maximal conexo 7.
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Capitulo 3

Compacidad Tenue Maximal

3.1. Introduccion

En este capitulo, se dan dos caracterizaciones sencillas de las topologias
maximales compactas. Asimismo, se introduce la compacidad tenue para des-
pués determinar las topologias maximales tenuemente compactas, tanto en
cualquier espacio topolégico como en espacios regulares. La submaximalidad
juega un papel importante al igual que en el capitulo anterior.

Comenzamos con un resultado sencillo sobre compacidad, que fue uno de
los primeros conocidos.

Teorema 3.1.1. Todo espacio compacto de Hausdorff es mazximal compacto
y minimal de Hausdorff.

Demostracion. Sea (X, 7) compacto Ty. Supongamos que hay una topologia
compacta o > 7; entonces, la funcién identidad i : (X, o) - (X, 7) es continua.
Si E es o-cerrado, es compacto e i(E) también lo es; como 7 es de Hausdorft,
i(E) es cerrado. En consecuencia, ¢ es un homeomorfismo y o = 7.

Ahora, supongamos la existencia de una topologia de Hausdorff p c 7. La
identidad 7 : (X,7) — (X, p) es continua y cualquier conjunto E 7-cerrado
es compacto; de manera que i(E) es compacto. Por ser (X, p) espacio de
Hausdorff, i(E) es p-cerrado. Se sigue que ¢ es un homeomorfismo. [

A continuacion, presentamos dos caracterizaciones de espacios maximales
compactos.
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Teorema 3.1.2. Un espacio (X,7) es maximal compacto si y solo si sus
subespacios compactos coinciden con sus subespacios cerrados; es decir, si y
solo si todo subespacio compacto de (X, T) es cerrado.

Demostracion. Necesidad. Sea (X, 7) un espacio maximal compacto; supon-
gamos que existe un subespacio compacto F' ¢ X, que no es cerrado. En
virtud del Teorema 1.1.8 (b), (X N\ F,7(X \ F)) es compacto. Como F' no es
cerrado, 7(X \ F) es una expansion propia compacta de 7.

Suficiencia. Supongamos que (X, 7) no es maximal compacto; entonces,
hay una topologia compacta o 2 7. Puesto que la contencion es propia, po-
demos escoger FE c X, o-cerrado, mas no 7-cerrado. Por ser E cerrado en el
espacio compacto (X, o), el subespacio (F,o|g) es compacto y en consecuen-
cia (E,7|g) es compacto. O sea que E es un subespacio compacto de (X, 7),
que no es 7-cerrado. [ |

Teorema 3.1.3. Sea (X, 7) un espacio compacto. (X, 7) es maximal compac-
to si y solo si cualquier biyeccion continua f:Y — X es un homeomorfismo
para todo (Y,0) compacto.

Demostracion. Si (X, o) escompactoy o o 7, la funcién identidad i : (X, 0) —
(X, 7), que es una biyeccién continua, es un homeomorfismo; luego 7 = o.
Consideremos una biyeccién continua f : (Y,0) — (X, 7); sea g su inversa.
Por compacidad de (Y, o), si C' c Y es o-cerrado, es o-compacto; luego f(C)
es un subespacio 7-compacto de X y, por el teorema anterior, es 7-cerrado.
Pero f(C) =g¢71(C); entonces, g es continua y f es un homeomorfismo. m

La compacidad tenue es una propiedad mas débil que la compacidad:

Definicién 3.1.4. Un espacio (X, 7) es tenuemente compacto si cada familia
localmente finita U c 7\ {@} es finita.

Normalmente, es mas comodo trabajar con la siguiente caracterizacion;
su obvia demostracién se omite.

Teorema 3.1.5. Un espacio (X, T) es tenuemente compacto si y solo si cada
familia infinita U, de conjuntos abiertos no vacios de X, tiene un punto de
acumulacion; o sea que existe x € X, tal que cada una de sus vecindades
interseca a una infinidad de miembros de U.

Ademas del teorema precedente, hay diversas equivalencias; varias de ellas
se enuncian y demuestran a continuacion.
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Teorema 3.1.6. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) (X,7) es tenuemente compacto.

(2) SilU cT~{2} es una familia disjunta y localmente finita, entonces es
finita.

(8) Sild ={U, :neN} c1 es una familia cuyos miembros no son vacios y
Uns+1 € Uy, para todo n € N, entonces Npen ¢l (Uy,) # @.

(4) Toda cubierta abierta numerable de (X, T) contiene una subfamilia finita
cuya union es densa.

Demostracion.
(1) = (2) Es obvio.

(2) = (3) Sea U = {U, : n € N} una familia anidada de conjuntos
abiertos no vacios. Sean V,, = U, N cl (Upy1) yV ={V,,:neN, V, + @}.
En caso de que V,, # @ s6lo para una cantidad finita de valores de
n € N, existe ng € N, tal que V,, = @ para n > ng. Resulta que n >
ng = cl(U,) 2 Uy y, asi, Mpencl (Uy,) # @. Si V no es finita, (2)
implica que no es localmente finita y, por lo tanto, existe x € X, tal que
cualquiera de sus vecindades interseca a una infinidad de elementos
de V; o sea que x € cl(V,,) para una infinidad de valores de n. Por
definicién, cl (V,,) c cl (U,); luego, x € cl (U,) para un ntmero infinito
de n 'y, como U es decreciente, esto es equivalente a que x € N,y ¢l (Uy,).

(3) = (4) Supongamos que A = {A, : n € N} es una cubierta abierta
numerable de X, tal que la union de cualquiera de sus subfamilias
finitas no es densa en X. Entonces, para toda F c A finita tenemos
que Uacrcl (A) ¢ X; de manera que B = {B,, = X ~cl(C,) : n € N}
(donde C,, = U} Ax) es una familia decreciente de conjuntos abiertos
no vacios y, por (3), Nupencl(By) # @. Nétese que B, c X N\ C,, y, asi,
cd(Bp)ce(XNC,)=X~C,. Sizecl(B,), para todo n € N, se tiene
que z € X \ C,, para todo n € N; luego x € X \ Upey Ag, lo cual es
contradictorio.

(4) = (3) Sea U = {U,, : n € N} una familia decreciente de conjuntos
abiertos no vacios, con N2, ¢l (U,) = @. Sean V,, = X ~cl(U,) y V =
{V,, : n € N}; entonces, U;>, V,, = X. Dado que U es decreciente, V es
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una cubierta abierta creciente y, por ello, U?ZIV;» c Vi; o sea que la
union de cualquier subfamilia finita F c V no es densa, contradiciendo

(4).

(3) = (1) Sea U c 7 una familia infinita de conjuntos no vacios.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que U es numerable. Sea
V=AV, =Ur2,Ur : k € N}. Ya que V c 7 es decreciente y ninguno de
sus miembros es vacio, por (3), existe x € Moo, cl (V,); esto significa que
cualquier vecindad W, de x, interseca a todos los V,, y, por tanto, a un
numero infinito de los U,,. Por consiguiente, = es punto de acumulacién
de U.

|

El préximo resultado retine algunas propiedades conocidas de la compa-
cidad tenue, que seran necesarias para llegar a los teoremas principales del
capitulo. Una de tales propiedades es la semirregularidad:

Definiciéon 3.1.7. Sean (X, 7) un espacio topolégico y 7, la semirregulari-
zacion de 7; es decir, la topologia generada por los conjuntos 7-regularmente
abiertos. Una propiedad topoldgica R es semirregular si (X, 7) tiene R si y
solo si (X, 7y) la tiene.

Lema 3.1.8. Si U c X es T-abierto (X, 1), entonces cl,(U) = cl,, (U).

Demostracion. Sea U € T; sabemos que cl.(U) c ¢, (U) (pues 75 ¢ 7) y
veremos que ¢l (U) c ¢l (U). Es evidente que U c int,.cl(U) c cl.(U), de lo
cual se deduce que G = ¢l int.cl.(U) satisface U c G c ¢l.(U). Pero como G
es T-regularmente cerrado, es Ts-cerrado vy, asi, U ccl, (U)cGcel.(U). m

Teorema 3.1.9.

1. Las uniones finitas de subespacios tenuemente compactos son tenue-
mente compactas.

2. Las imdgenes continuas de espacios tenuemente compactos son tenue-
mente compactas.

3. Los subespacios reqularmente cerrados de espacios tenuemente compac-
tos son tenuemente compactos.
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4. Si A es un subespacio tenuemente compacto de (X, 7), cualquier T, tal

que A c T c cl(A), es tenuemente compacto. En particular, si D es
denso en (X, 7) y D es tenuemente compacto, también (X, 1) lo es.

5. La compacidad tenue es una propiedad semirreqular.

Demostracion.

1.

Sean A y B subespacios tenuemente compactos de (X, 7). Podemos su-
poner que X = Au B; sea U c 7 una familia infinita de conjuntos no
vacios. Puesto que A y B forman una cubierta de X, damos por hecho
que V={UnA:U €U} c 7|4 es infinita. Como A es tenuemente compacto,
V (y, en consecuencia, U) tiene un punto de 7-acumulacién x.

Sean f: (X,7) — (Y,0) continua y sobreyectiva, y U c o\ {@} una familia
infinita. Entonces, U1 = {f~1(U) : U e U} c 7 es infinita y, por tanto, tiene
un punto de 7-acumulacién. Si V' € o es vecindad de f(z), la preimagen
f71(V) interseca a una infinidad de elementos de U_,. Por sobreyectividad,
V interseca a una infinidad de elementos de U.

Sean (X,7) un espacio tenuemente compacto y A c¢ X regularmente
cerrado. Sean U c 7|4 una familia infinita sin miembros vacios y V =
{Unint(A):U eU}. Es inmediato que V c 7 y por ello, V tiene un punto
de acumulacion z € cl(int(A)) = A. Es facil ver que x es también un punto
de acumulacién de U.

Sea D c X denso en (X,7) y tenuemente compacto. Supongamos que
U c 7~{@} es T-localmente finita, disjunta e infinita. Entonces, V = {UnD :
U elU} c7|p es T|p-localmente finita y, por tanto, finita. Pero U es finita.
En efecto, si no lo fuera, existiria U e Y con {Veld : VnD =UnD}
infinito; o sea que cualquier vecindad de x € U n D intersecaria a una
infinidad de elementos de U. Se sigue que (X, 7) es tenuemente compacto.

De acuerdo con el parrafo anterior, como A es denso en T, el conjun-
to clp(A) es tenuemente compacto; asi que 1" = T'ncl(A) = clr(A) es
tenuemente compacto.

Puesto que 75 c 7, si 7 es tenuemente compacta, también lo es 7,. Re-
ciprocamente, si U = {U, :n € N} c 7 es una familia decreciente de con-
juntos no vacios, entonces V = {z’ntT(clT(Un)) in EN} c 7, también lo
es. A causa del Teorema 3.1.6(3) y de la compacidad tenue de 75, se
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cumple que Nyenclr (int - (cl- (U, + . Pero por el Lema 3.1.8, es-
p q neN s p )

to es lo mismo que N,y clT(intT(clT(Un))) + @. Es facil probar que
clrint clyint, (A) c clyint.(A) para cualquier A ¢ X; como U c T, re-
sulta que clT(intT(clT(Un))) c cl,(U,). De esto tltimo se deduce que

Mpen ¢l (Uy,) # @, de modo que (X, 7) es tenuemente compacto.
n

Una vez expuestos los resultados generales sobre la compacidad tenue,
podemos ocuparnos de las topologias maximales tenuemente compactas.

3.2. Caracterizaciones de topologias maxima-
les tenuemente compactas

Las topologias maximales tenuemente compactas no son tan simples de
caracterizar como las maximales compactas. Esto se debe, en parte, a que las
primeras son submaximales, siendo ello consecuencia de que la compacidad
tenue es una propiedad semirregular.

Teorema 3.2.1. 57 R es una propiedad topologica semirreqular, los espacios
mazimales R son submazimales.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio maximal R. Primero veremos que una
submaximalizacién ¢ de 7 tiene la misma semirregularizaciéon que 7. Sea F
un ultrafiltro de conjuntos densos, tal que o = 7(F), y tomemos U* € o.
Por el Teorema 1.2.3, existen U € 7, D € F, tales que U* = U n D; ademas,
todo elemento de F es o-denso. De lo anterior, se concluye que cl,(U*) =
c,(UnD) =cl,(U). Todo conjunto o-cerrado C* puede ser visto como C* =
Veu Ee¢ con Ver, EeF, lo cual implica que existe un conjunto 7-cerrado
C' (precisamente, V¢), tal que C' ¢ C*; por consiguiente, cl.(U) c cl,(U)
y, asi, cl,(U) = ¢l (U). Por lo anterior, cl,(U*) = ¢l.(U); de manera que
todo conjunto o-regularmente cerrado es T-regularmente cerrado. Entonces,
Os = Ts.

Ya que 0 =75 y R es semirregular, 7, tiene R y, entonces, o, también la
tiene; por semirregularidad, o tiene R. Como 7 es maximal y ¢ o 7, tenemos
que T =0. [ ]
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Ahora, caracterizaremos los espacios submaximales con ciertas propieda-
des topoldgicas (entre las que se encuentra la compacidad tenue) que son
maximales. Los primeros resultados al respecto aparecen en [5].

Teorema 3.2.2. Sea R una propiedad topologica con las siguientes caracte-
risticas:

(a) R es invariante bajo sobreyecciones continuas.
(b) Si X tiene R y U es abierto, entonces, cl (U) tiene R.
(c) R es semirregular.

(d) Si un subconjunto denso de un espacio X tiene la propiedad R, entonces
X la tiene.

(e) Si Ay B tienen R, y X = Au B, entonces X tiene R.

Entonces, un espacio submaximal es maximal R si y solo si para cualquier
A c X, tal que X Nint,(A) y A tienen la propiedad R, el conjunto A es
cerrado.

Demostracion. Probaremos primero la suficiencia: si (X, 7) es submaximal,
pero no maximal R, existe una topologia 7/ 2 7, tal que (X,7’) tiene R.
Puesto que las topologias submaximales son maximales R en las clases de
equivalencia definidas por ¢ ~ ¢/ <= o, = 0/, se cumple que 7! # 7. En
consecuencia, existe U € 7/, tal que cl.(U) ¢ cl,(U); luego, A = cl.(U) no es
T-cerrado.

Siendo cerraduras de conjuntos abiertos, Ay cl.(X \ A) son subespacios
regularmente cerrados de (X, 7). Por (b), ambos tienen R en (X,7’), y por
(a), tienen R en (X, 7) (basta tomar la identidad de (X,7") - (X,7)). A
causa de (d), las cerraduras de espacios con R tienen también R; tomando
en cuenta que cl,cl,» = cl,, se deduce que

clr (el (X N A)) =cl (XN A) = X Nint, (A)

es un conjunto con la propiedad R. En conclusién, Ay X \int.(A) tienen R,
no obstante A no es 7T-cerrado; asi que hemos llegado a una contradiccion.
Para la necesidad, consideremos un subconjunto no cerrado A c X, tal
que Ay X ~vint (A) = cl, (X N A) tengan la propiedad R. Como (X, 7)
es submaximal, B = (X \ A) uint.(A), siendo denso, es abierto; ademéds, si



58 Caracterizaciones de topologias maximales tenuemente compactas

C = cl,(X\A), entonces XN A = CnB. Puesto que, para F, G c X arbitrarios,
7(F)|a = 7|g(F) (Teorema 1.1.2(g)), lo anterior implica que 7(X \ A)|c =
Tlo(X N A) = 7|c. Es evidente que 7|4 = 7(X \ A)|4, de manera que (A, 7|4)
y (C,7|c) son subespacios de (X,7(X \ A)), con la propiedad R. Dado que
X = AuC, por la condicién (e), (X,7(X ~ A)) tiene R y, asi, (X,7) no es
maximal R. [ ]

El Teorema 3.1.9 garantiza que la compacidad tenue satisfaga las hipotesis
del Teorema 3.2.2, mismo que tiene el proximo corolario.

Corolario 3.2.3. Sea R una propiedad topoldgica que satisface las condicio-
nes (a)—(e). Sea (X, ) un espacio submazimal con R, tal que cada subespacio
con R es cerrado. Entonces, (X,7) es mazimal R.

Una consecuencia importante del Teorema 3.2.2 es la siguiente.

Teorema 3.2.4. Sea R una propiedad topologica que satisface las condiciones
(a)-(e). Silos conjuntos que constan de un sélo punto tienen R, los espacios
maximales R son T1.

Demostracion. Sea (X,7) un espacio maximal R; por el Teorema 3.2.1,
(X, 7) es submaximal. Entonces, para x € X con {x} ¢ 7, el conjunto X ~ {z}
es denso y, por tanto, {z} es cerrado. Si {x} € 7, descartando el caso trivial
en que (X, 7) es discreto, podemos encontrar y € X, tal que y # x y {y} ¢ 7.

Sicl({x}) ~ mt(cl({az})) = @, entonces cl{r} = int(cl({x})); luego,
X ~c({x}) es abierto- cerrado y, por (b), tiene R. Como {z} tiene R,
por (d), cl({z}) ~ {y} tiene R; ademads, por hipétesis, cl{y} = {y} tiene
R. Segiin (e), la unién topolégica de los espacios (X ~ cl({z}), T|xacay) )
(cl({z}) Ny}, Tlacey~1) ¥ ({y}, 7|4y ) tiene R; no obstante es mas fina que
7. Esto contradice la maximalidad de 7.

En caso de que z € cl({z}) \ int(cl({z})), tenemos que {z} ¢ 7 y, por
submaximalidad, {z} es cerrado; asi que A = cl({z})~{z} no es cerrado, pero
tiene R (pues {z} es denso en A). Es claro que int(A) = znt(cl({x})) {z}y,
de acuerdo con la manera en que se defini6 z, se cample la igualdad int(A) =
int(cl({z})); luego, su complemento es regularmente cerrado y tiene R. El
Teorema 3.2.2 implica que A es cerrado, lo cual es contradictorio porque

{x}cAycl({z}) ¢ A. n

Para la compacidad tenue resumimos los tres tultimos teoremas con el
siguiente corolario.
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Corolario 3.2.5. Los espacios maximales tenuemente compactos son Ty y
submaximales.

En este momento, ya es posible dar una primera caracterizacion de los
espacios maximales tenuemente compactos.

Teorema 3.2.6. [18] Un espacio es mazimal tenuemente compacto si y solo
si:

(I) es submazximal y

(11) todos sus subespacios tenuemente compactos, son cerrados.

Demostracion. De acuerdo con el Corolario 3.2.3, (I) y (I1) son condicio-
nes suficientes. Por el Corolario 3.2.5, la submaximalidad es necesaria; solo
restarfa probar que (/1) también lo es. Para ello, supongamos que (X, 7) es
maximal tenuemente compacto y que un subespacio A ¢ X es tenuemente
compacto, pero no cerrado. Entonces, existe p € ¢l (A) \ A. Segin el Teorema
3.1.9(4), como A es denso en B = ¢l (A) \ {p}, el conjunto B es tenuemente
compacto. Puesto que (X,7) es Ty, int(B) = int(cl(A)) nint(X \ {p}) =
int(cl (A)) ~ {p}; de manera que X \ int(B) = [X \int(cl(A))]u{p} es
tenuemente compacto. De hecho, X \ int(B) es unién de dos subespacios
tenuemente compactos: X \ int(cl (A) ), que es regularmente cerrado, y un
punto. Por el Teorema 3.2.2, B es cerrado para cualquier p € cl (A) \ A;
llamémoslo B,. Resulta que A = Mpe(a).a By es cerrado; esto es una contra-
diccion. [

La compacidad tenue es hereditaria bajo conjuntos regularmente cerrados;
a continuacion, se demuestra que la compacidad tenue maximal es heredada
a subespacios tenuemente compactos.

Teorema 3.2.7. Los subespacios tenuemente compactos de espacios maxi-
males tenuemente compactos son maximales tenuemente compactos.

Demostracion. Sean (X,7) un espacio maximal tenuemente compacto y S
un subespacio tenuemente compacto de X. Claramente, la submaximalidad
de X se hereda a S y, por el teorema anterior, S es cerrado. Entonces, los
subespacios tenuemente compactos de S, ademas de ser cerrados en X, son
cerrados en S. Como S es submaximal, es maximal tenuemente compacto. m

La segunda caracterizacion de espacios maximales tenuemente compactos
es mas explicita en relaciéon a los subespacios.
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Teorema 3.2.8. Un espacio (X,T) es mazimal tenuemente compacto si y
solo si es T y submazimal, y cada uno de sus subespacios tenuemente com-
pactos es la union de un conjunto reqularmente cerrado con un conjunto
finito.

Demostracion. La suficiencia se infiere del Teorema 3.2.6 y del hecho de que,
en un (X,7) un espacio 77, los conjuntos finitos son cerrados. En cuanto
a la necesidad, consideremos un subespacio A c¢ X, tenuemente compacto.
Como (X, 7) es maximal tenuemente compacto, A es cerrado, de modo que
ch(intX(A)) cA. Sea B=A~ ch(intX(A)). Puesto que B es abierto en A,
el conjunto cl4(B) es regularmente cerrado en A y, por tanto, tenuemente
compacto. Por otro lado, B c Axintx(A) y este ultimo conjunto es cerrado;
como A es cerrado, cla(B) c A~intx(A). O sea que cls(B) tiene interior
vacio y, por la submaximalidad de A (heredada de X), es cerrado y discreto.
Puesto que, en un espacio discreto, los conjuntos de un solo punto forman
una familia localmente finita, cl4(B) es finito. En consecuencia, B es finito
y A=BuU [cl X(int X(A))] es la unién de un conjunto regularmente cerrado
con un conjunto finito. [ |

3.3. Espacios regulares maximales tenuemen-
te compactos

Una vez identificadas las topologias maximales tenuemente compactas,
cabe preguntarse si es posible identificar entre los espacios regulares, a los
que son maximales tenuemente compactos. Para tal propoésito, precisaremos
de las familias maximales casi disjuntas.

Definicién 3.3.1. Dado un conjunto D, una familia M de subconjuntos
infinitos de D es casi disjunta (abreviado c.d.) si An B es finito para cuales-
quiera conjuntos distintos A, B € M. Cuando M es maximal respecto a la
propiedad de ser casi disjunta (esto es, cuando no esté contenida propiamente
en otra familia c. d.), decimos que es maximal casi disjunta (m. c. d.).

Es posible construir un espacio topologico a partir de una familia M de
subconjuntos de D, que sea m. c. d.; esto se hace anexando a D un conjunto
P con PnD = @, tal que exista una biyeccion p: M — P. Entonces, se define
una topologia 7 sobre D U P de la siguiente manera: x € D == {z} €T
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y para cada p(M) € P, toda 7-vecindad bésica de p(M) es de la forma
{p(M)} u(M ~ F), con F finito.

Es evidente que 7 es de Hausdorff, ya que cada vecindad abierta de cada
elemento de P es cofinita en algiin miembro de M, misma que es una familia
c. d. También es sencillo ver que (P u D,7) es localmente compacto, pues
p(M)u M es una vecindad compacta de p(M) € P. Al ser (P u D,7) un
espacio de Hausdorff localmente compacto, es T3 5.

Aparte de lo anterior, resulta que (P u D,7) es maximal tenuemente
compacto; no obstante, dicha afirmacion no es trivial. De aqui en adelante,
llamaremos W(M) a (Pu D, ).

Teorema 3.3.2. Fl espacio V(M) es mazximal tenuemente compacto.

Demostracion. Sea U una familia disjunta, localmente finita de conjuntos
abiertos no vacios en W(M). Por ser D denso en ¥(M), podemos escoger
xy € DnU para cada U € U. Sea A = {xy : U € U}. Dado que A es un
subconjunto infinito de & y M es una familia m.c.d., existe M € M, tal que
M n A es infinito. Se sigue que p(M) es punto de acumulacién de A y por lo
tanto de U.
Es claro que ¥(M) es submaximal porque cada subconjunto denso F' de
Pu D debe contener a D. Puesto que W(M) es un espacio de Fréchet, si o es
una topologia méas fuerte que 7, hay una sucesién convergente en (P u D, 1)
y no convergente en (P u D,o). Consecuentemente, existe un subconjunto
infinito de D que no tiene punto de acumulacién. Asi, (P u D,o) no es
tenuemente compacto.
]

Con esta ultima construccién, caracterizaremos los espacios regulares que
son maximales tenuemente compactos. Pero primero probaremos un lema re-
lacionado con el conjunto de puntos aislados de un espacio (X, 7). El conjunto
mencionado serd denotado por I(X).

Lema 3.3.3. Sea (X, 7) un espacio reqular y mazimal tenuemente compacto;
entonces, 1(X) es denso en X.

Demostracion. En primer lugar, afirmamos que, para todo p € X \ I(X),
existe una familia disjunta U = {U, : n € N} c 7, de conjuntos no vacios,
tal que (U,) — p; en otras palabras, para cualquier vecindad V' de p existe
un N € N, que satisface n > N = U, c V. Para probar la afirmacion,
supongamos que, para toda familia & c 7\ {@} disjunta y numerable, existe
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una vecindad W de p con U, N\ W # @& para una infinidad de valores de n.
Por regularidad, podemos suponer que W es cerrada. Entonces, la familia de
los U, ~ W, n eN, es infinita y, por compacidad tenue, debe tener un punto
de acumulacién ¢ # p; no obstante, ¢ también es punto de acumulacion de
U. Consecuentemente, 7({p}) es tenuemente compacta, pues p no es el tnico
punto de acumulacién de ninguna familia disjunta, numerable, de conjuntos
abiertos no vacios; de manera que se contradice la maximalidad de 7. Hemos
demostrado la afirmacion.

Tomemos un x, € U,, para cada n € N. El conjunto B = {z, : =, ¢
I(X), x # p} es discreto y, debido a ello, denso en ninguna parte; luego,
por la submaximalidad de (X, 1), es cerrado y discreto. Como (U,,) — p, si
B fuera infinito, seria de la forma (x,, :k€N), con (z,, ) — p; pero p ¢ B,
contradiciéndose el hecho de que B es cerrado. En consecuencia, B es finito
y, por lo tanto, p es el limite de una sucesién de puntos aislados; luego, 1(X)
es denso en X. m

Por ultimo, tenemos la caracterizacion de los espacios maximales tenue-
mente compactos en términos de espacios W(M).

Teorema 3.3.4. [18] Un espacio regular es maximal tenuemente compacto,
st y solo si es homeomorfo a W(M) para alguna familia maximal casi ajena
en un conjunto discreto D.

Demostracion. La suficiencia es clara en virtud del Teorema 3.3.2. Para de-
mostrar la necesidad, consideremos un espacio (X, 7) regular y maximal te-
nuemente compacto. Por el Lema 3.3.3, (X)) (el conjunto de puntos aislados
de (X, 7)) es denso en X; como 7 es submaximal, = X \ I(X) es cerrado
y discreto. Puesto que X es T} y, por hipétesis, regular, para cada p € F,
existe V(p) e, tal que pe V(p) y Encl(V(p)) = {p}; es decir, p es el tnico
punto no 7-aislado de ¢l (V(p)). Luego, el Teorema 3.1.9(3), garantiza que
este tltimo es tenuemente compacto. Sea M = {V(p)nI(X):pe E}. Debido
a que los p € E son puntos no aislados de X, todos los miembros de M son
infinitos.

Seanp, ge E (p+q)y S=V(p)nV(q)nI(X). Si S es infinito, {{s} :
s € S} es una familia infinita de conjuntos abiertos y, como X es tenuemente
compacto, debe tener un punto de acumulacién ¢ € E (¢ no puede pertenecer
a 1(X)). En consecuencia, t e Encl (V(p))necl(V(q)) y p=q=t,lo cual es
contradictorio. Se sigue que S es finito y, por lo tanto, M es una familia casi
disjunta de subconjuntos de I(X).
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Si hubiera un A c I(X), tal que A ¢ M y M u {A} siguiera siendo
una familia casi disjunta en I(X), A tendria que ser infinito; de modo que
(una vez mas, porque X es tenuemente compacto) {{a} : a € A} tendria
un punto de acumulacién b € E. Por consiguiente, V' (b) n A seria infinito,
no obstante M U {A} es casi disjunta. Resulta que M es una familia m.
c. d. en X. Finalmente, definimos A : V(M) -» X como A(x) = z para
rel(X)y Mp(M)) =dpara M =V (d) nI(X). Entonces, la funcién A es
un homeomorfismo de (M) a X. [
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Conclusiones y Perspectivas

Como se ha dicho desde la Introduccion, las caracterizaciones de espa-
cios maximales conexos, al depender de la submaximalidad, involucran el
Axioma de Eleccion. Como consecuencia de ello, no ha sido posible dar una
descripcion mas detallada de las topologias maximales conexas.

Los conceptos de conjunto singular y topologia casi maximal parecen estar
vinculados entre si y las caracterizaciones de espacios maximales conexos
desarrolladas en el presente trabajo tienen cierta similitud, excepto que una
involucra al axioma 7T} y la otra no. De manera que queda pendiente aclarar
la relacion entre ambas caracterizaciones y determinar cuales son los espacios
maximales conexos que no son 7;.

El ejemplo de una topologia maximal conexa dado en esta Tesis es de
Hausdorff, ademés de ser una expansiéon del espacio euclidiano. No obstante,
hace falta determinar si existen expansiones de la topologia euclidiana que
sean regulares o satisfagan axiomas de separacion mas fuertes. En particu-
lar, es un problema abierto determinar si todo espacio metrizable tiene una
expansion maximal conexa.

De las topologias que no tienen refinamientos maximales conexos, hace
falta encontrar una que satisfaga axiomas de separacién mas fuertes que la
de [12], por ejemplo, que sea T35. En relacion a los productos, no se sabe si
el producto de dos espacios con refinamiento maximal conexo tiene refina-
miento maximal conexo. Otro de los muchos problemas abiertos en relacion
a la conexidad maximal seria encontrar una extension maximal conexa de la
compactificacion de Stone-Cech de alguna topologia carente de expansiones
maximales conexas.

La conexidad y la compacidad tenue maximales no son las tnicas propie-
dades que dependen de la submaximalidad. Seria interesante identificar mas
propiedades maximales que dependan de la misma y buscar caracteristicas
comunes entre ellas.
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