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Resumen 

Esta tesis trata el problema de posicionamiento de robots manipuladores rígidos en coor­

denadas articulares con controladores lineales tipo PID (Proporcional-Integral-Derivativo), 

en los casos de regulación y de seguimiento de trayectorias. La motivación, se deriva del 

hecho de que a pesar de que este tipo de controladores son ampliamente utilizados en 

robots industriales por su sencillez, versatilidad y amplia capacidad estabilizadora, sor­

prendéntemente no existe fundamento teórico que explique sus cualidades observadas. · 

Desde un punto de vista teórico, · existe la creencia general de que los controladores 

PID son inadecuados para estabilizar sistemas altamente no lineales, debido a que su 

diseño está basado en argumentos de tipo local. Aún más, se desconoce la manera en 

que el dominio de convergencia del controlador es afectado por las ganancias del control 

y no existen investigaciones acerca del desempeño in~ucido por estos controladores . Es 

por estas razones que los resultados sobre estabilidad y desempeño de controladores PID, 

están muy lejos de ser concluyentes. 

El objetivo de esta tesis es el de obtener un mejor entendimiento de las capacidades 

estabilizadoras y del funcionamiento del controlador PID en robots manipuladores. Con 

este fin, se estudia el control clásico PID dentro del marco de la teoría moderna de 

sistemas no lineales y bajo las siguientes hipótesis: 

(a) Dinámica incierta del robot (paramétrica y estructural) 

(b) Presencia de términos de energía disipativos y no disipativos 

(e) Retroalimentación de estados/ salidas 

( d) Acciones de control acotadas 

El ingrediente principal en la formulación de los problemas abordados, es el uso de 

una configuración novedosa de control PID basada en ideas de compensación de mode­

lado[3]. De manera general, se reescribe el controlador clásico PID como un controlador 

inverso aproximado más la acción de un estimador de incertidumbres. Usando esta repre­

sentación, se interpreta la acción integral del error de posicionamiento como el efecto del 

estimador de incertidumbres. Este hecho es esencial en la fundamentación de la robustez 

del controlador PID. La estabilidad del sistema en lazo cerrado se analiza utilizando her­

ramientas de sistemas singularmente perturbados y se derivan resultados de estabilidad 
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semiglobal. Además, por primera vez, se da una interpretación geométrica del papel de 

la acción integral en la estabilización del sistema. Específicamente, se muestra que la 

acción integral tiene la función de buscar la posición deseada, deslizándose a lo largo de 

la curva de equilibrios. 

Se estudia el desempeño del sistema en lazo cerrado y se muestra que el control PID, en 

el caso de regulación, puede recuperar un desempeño preestablecido. Esta recuperación 

incluye regiones de atracción y trayectorias. Los resultados obtenidos en esta tesis, son 

ilustrados via simulaciones numéricas y pruebas experimentales en un brazo mecánico de 

dos grados de libertad. 



Capítulo 1 

Introducción General 

Motivación 

Existe la creencia general de que los controladores PID son inadecuados para estabilizar 

sistemas altamente no lineales, debido a que su diseño está basado en argumentos de 

tipo local. Aún más, se desconoce la manera en que el dominio de convergencia del 

controlador es afectado por las ganancias del control y no existen investigaciones acerca 

del desempeño inducido por estos controladores. Es por estas razones que los resultados 

sobre estabilidad y desempeño de controladores PID, están muy lejos de ser concluyentes. 

El objetivo de este trabajo es el de estudiar el control lineal PID de robots manipu­

ladores en el contexto de la teoría moderna de control y el de explicar su funcionamiento 

en términos de la estabilidad y desempeño asociados. La motivación, se deriva de la ne­

cesidad de contar con resultados realmente explotables, que permitan una sintonización 

adecuada, en términos de la estabilidad y desempeño del sistema en lazo cerrado. 

9 



10 Introducción General 

Planteamiento de los Problemas 

En esta tesis, se tratan dos de los problemas clásicos de posicionamiento de robots mani­

puladores: regulación y seguimiento de trayectorias en coordenadas aticulares y bajo una 

ley de retroalimentación PID. En las siguientes secciones se plantea el problema de ma­

nera genérica y se hace una revisión del estado del arte. El planteamiento formal de estos 

problemas se hace en el inicio de cada capítulo, siendo el propósito de esta sección, el de 

situar al(a) lector(a), de manera rápida y concreta, en los problemas que se abordarán. 

Regulación 

La tarea de regular la posición en robots manipuladores, puede resumirse como aquella 

de alcanzar una posición articular deseada Qd, desde una configuración arbitraria de po­

sición y velocidad inicial. Para resolver este problema, se han propuesto varios tipos de 

controladores (por ejemplo; adaptables, de estructura variable, 1í00 , etc.). Sin embargo, 

los controladores más ampliamene utilizados en la industria son los controles PID. Las 

razones de ello, son su versatilidad, su sencillez ( que lo hace fácilmente asimilable por el 

personal de la planta) y el hecho de que un control PID bien sintonizado cumple e incluso 

puede exceder los requerimientos deseados en su desempeño. 

Sin embargo, en el ambiente teórico, generalmente se acepta que los controladores PID 

son incapaces de manejar sistemas altamente no lineales y que la estabilidad obtenida 

utilizando este tipo de controladores es sólo local [4),[37); la razón, es que no se ha 

mostrado lo contrario. De hecho, se sabe que bajo ciertas consideraciones en la dinámica 

del robot, puede garantizarse estabilidad asintótica local. 

Por ejemplo, Arimoto y Miyazaki [4) propusieron una prueba de estabilidad para el 

control PID, la cual es una extensión de la bien conocida prueba de estabilidad asintótica 

para controladores PD con compensación de gravedad. Esta prueba utiliza una función 

de Lyapunov que requiere de condiciones restrictivas en los parámetros del robot y en las 

matrices de ganancia. Esta prueba es de naturaleza local. 

Por otro lado, Rocco [37) presentó una prueba de estabilidad basada en una reformu­

lación de la dinámica del robot, la cual está divida en una parte lineal y en otra no lineal 

desconocida. Los resultados obtenidos son locales. La contribución principal de [37) , 

es el establecimiento de la existencia de un condición escalar que garantiza estabilidad 

alrededor de una región de la referencia. 
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La mayoría de los resultados de estabilidad con controladores PID son de naturaleza 

local. Aunque el análisis de estabilidad reportado por Arimoto y Miyazaki [4] puede 

extenderse para obtener resultados no locales, hasta la fecha, sólo ha sido probado ex­

plícitamente por Ortega et al. [34], para el caso de retroalimentación de salidas. En [34], 

la prueba de estabilidad utiliza el principio de invarianza de LaSalle y las condiciones de 

estabilidad dependen del conocimiento del vector de gravedad (incierto) y de las cotas de 

la matriz de inercia. 

Por otro lado, los trabajos mencionados anteriormente consideran sólo el problema de 

estabilidad del sistema en lazo cerrado dejando a un lado el estudio del desempeño. Así 

pues el estudio de controladores PID en robots manipuladores, se motiva y justifica por 

la necesidad de contar con resultados de estabilidad que concuerden con la experiencia 

de los operadores y por la necesidad de contar con un esquema de control sencillo que 

garantice un desempeño deseado. 

En lo que respecta al problema de regulación con entradas de control acotadas; existen 

algunos intentos en la literatura, de diseño de controladores tipo PD. En [18], [29], [39] se 

ha reportado un controlador lineal PD con un término de compensación de gravedad. Este 

controlador es simple y se construye a partir de saturaciones no acopladas de los términos 

proporcional y derivativo más la compensación de gravedad. La sintonización se hace con 

base en las cotas de los términos de gravedad de cada eslabón del robot. El sistema en 

lazo cerrado es globalmente asintóticamente estable y se garantiza el acotamiento de las 

acciones de control, si los límites de la entrada de control son más grandes que las cotas 

de los pares gravitacionales. Sin embargo, esta ley de control presenta sesgo en estado 

estacionario, si la dinámica del robot es incierta (i.e. efectos gravitacionales). 

Hasta donde se conoce, el problema de regulación con controladores PID acotados y 

pares gravitacionales inciertos no ha sido estudiado aún. Específicamente, la capacidad 

de estabilización del controlador lineal PID saturado con dinámica del robot incierta 

merece un estudio sistemático. El objetivo de esta tesis en este respecto, es el de usar la 

ley de control PID (ya sea con retroalimentación de estados o de salidas) para regulación 

de posición, y garantizar su acotamiento y estabilidad aún si los pares gravitacionales son 

inciertos. 
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Seguimiento de Trayectorias 
El problema de seguimiento de trayectorias puede formularse como aquel de alcanzar y 

seguir una configuración articular deseada variante en tiempo desde una configuración 

arbitraria de posición y velocidad. Se han propuesto varios controladores para solucionar 

este problema, la mayoría basados en pasividad. Sin embargo, a pesar de que estos enfo­

ques han probado ser exitosos [28], [30], [43], [46], no han sido empleados industrialmente 

y hasta la fecha la gran mayoría de los controladores empleados en la industria son de , 

tipo PID. 

Desde un punto de vista teórico, existe la creencia de que los controladores PID 

son incapaces de lidiar con sistemas altamente no lineales o de realizar tareas como la 

de seguimiento de trayectorias. Entre los resultados más importantes reportados en la 

literatura sobre control PID para seguimiento de trayectorias se pueden mencionar los 

siguientes 

• Kawamura et al. [31] mostraron que existen ganancias PID que garantizan que 

el robot sigue una trayectoria deseada con precisión arbitraria si las condiciones 

iniciales en posición y velocidad son suficientemente pequeñas. 

• Wen and Murphy [47] extendieron los resultados de estabilidad local de Arimoto 

y Miyazaki [4] al caso de seguimiento de trayectorias. Se muestra que cuando se 

utilizan ganancias PD suficientemente grandes y ganancia integral suficientemente 

pequeña puede obtenerse estabilidad asintótica local cuando las trayectorias de 

referencia son lentas. 

Debe mencionarse que los resultados reportados en la literatura sobre control PID 

para el caso de seguimiento de trayectorias son de naturaleza local. 

Objetivos y Relevancia del Trabajo 

Como se ha visto anteriormente, los resultados sobre estabilidad de control PID de robots 

manipuladores son de naturaleza local y no existen estudios sobre el desempeño de este 

tipo de controladores. La motivación de esta tesis se deriva de la necesidad de contar con 

resultados realmente explotables, que permitan una sintonización adecuada en términos 

de la estabilidad y desempeño del sistema en lazo cerrado. Particularmente, el objetivo de 
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esta tesis es entender las capacidades estabilizadoras y el funcionamiento del controlador 

PID en robots manipuladores y mostrar que con este tipo de controladores puede obtenerse 

estabilidad semiglobal. 

Esta tesis puede verse, además, como un intento de unificar y completar muchos de 

los resultados existentes en la literatura. Por ejemplo para controladores lineales como 

PD o PD + compensación de gravedad se sabe lo siguiente. 

• Los controladores PD aseguran estabilidad asintótica global del equilibrio, pero este 

equilibrio puede no coincidir con la posición deseada (por ejemplo, en presencia de 

fuerzas no disipa ti vas). 

• Los controladores PD + compensación de gravedad aseguran estabilidad asintótica 

de la posición deseada, pero es necesario un conocimiento exacto de los términos 

gravitacionalres. 

Como se ha visto en estos casos, la estabilidad de la posición deseada no es asegurada 

si existe incertidumbre en el sistema. En este trabajo, se muestra que el papel de la 

acción integral es el de robustecer la ley de control ante estas incertidumbres. Es decir, 

se interpreta la acción integral como el efecto de un estimador de incertidumbres y bajo 

esta perspectiva, el control PID puede verse como una "generalización" de los controla­

dores PD. Se propone una sintonización a partir de la determinación de velocidades de 

estimación mínimas que permiten reconstruir las incertidumbres del sistema. 

Una herramienta básica en el estudio del controlador PID realizado en esta tesis es 

el establecimiento de un principio de separación para una clase de sistemas no lineales, 

de la manera en que se estableció en [3] y posteriormente en [5]. Es decir, la acción 

conjunta de un controlador y un observador, deriva en la estabilidad del sistema en lazo 

cerrado bajo ciertas condiciones [3]. Utilizando estas ideas, se interpreta al controlador 

PID como la fusión de un controlador inverso y un estimador de incertidumbres (prin­

cipio de equivalencia cierta). De esta manera, la estabilidad del robot en lazo cerrado 

puede establecerse usando resultados de sistemas singularmente perturbados y en donde 

el parámetro de perturbación es el inverso de la velocidad de estimación. 

En esta tesis, se estudia el funcionamiento de los controladores PID bajo las siguientes 

hipótesis: 

(a) Robot Rigidos 
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(b) Dinámica incierta del robot (paramétrica y estructural) 

(e) Retroalimentación de estados / salidas 

( d) Acciones de control acotadas 

Algunas de las aportaciones más significativas de este trabajo son: 

• Se obtiene un mejor entendimiento del funcionamiento de los controladores PID. 

Particularmente, se estudia el papel de la acción integral como una acción estima­

dora de incertidumbres. Bajo esta perspectiva, se derivan reglas de sintonización 

simples las cuales son físicamente significativas ya que están relacionadas con la 

dinámica del robot. 

• Se garantiza estabilidad semiglobal del sistema en lazo cerrado. La ventaja principal 

es que la prueba sólo requiere de algunas cotas sobre la matriz de inercia. 

• En el caso de regulación, se prueba que el control PID es capaz de recuperar el 

desempeño del controlador inverso exacto en el límite de alta ganancia. La recupe­

ración del desempeño incluye tanto trayectorias como regiones de atracción. 

• Se de una interpretación geométrica del funcionamiento de la acción integral en 

el control PID. Esta interpretación puede es válida aún cuando la acción del está 

limitada. 

• Se garantiza estabilidad semiglobal con acciones de control PID acotadas. 

Organización de la Tesis 

La tesis está organizada en tres partes. La primera parte se ocupa del problema de re­

gulación; la segunda, del problema de seguimiento de trayectorias y la tercera presenta 

las conclusiones de la tesis. En el Capítulo 2 se muestran las propiedades del modelo 

dinámico del robot; estas propiedades serán útiles para derivar los resultados de estabili­

dad y para simplificar el procedimiento de sintonización. El Capítulo 3 trata el problema 

de regulación robusta de posición bajo la hipótesis de retroalimentación de estados (i.e. 

posición y velocidad). Se muestra que el desempeño inducido por el controlador inverso 
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exacto puede obtenerse con el control PID en el límite de alta ganancia. Se derivan reglas 

de sintonizado con base en un análisis de estabilidad semiglobal. Los resultados obte­

nidos se ilustran con simulaciones numéricas y con pruebas experimentales en un brazo 

mecánico de dos grados de libertad. 

El Capítulo 4 trata el problema de regulación bajo la hipótesis de retroalimentación 

de salidas (i.e. posición). Se prueba que bajo un esquema de observación incertidumbres­

velocidad es posible obtener estabilidad asintótica semiglobal y además obtener el desem­

peño inducida por la de la ley de control inversa en el límite de alta ganancia. El Capítulo 

5 trata el problema de regulación robusta cuando las entradas de control están acotadas. 

Hasta donde se sabe, el problema abordado en esta tesis, es el único que contempla pares 

de gravedad inciertos. Además, por primera vez, se da una interpretación geométrica del 

papel de la acción integral en la estabilización de sistema. Específicamente, se muestra 

que la acción integral del control PID tiene la función de buscar la posición deseada, des­

lizándose a lo largo de la curva de equilibrios que corresponde al sistema en lazo cerrado 

bajo la acción de control PD. 

El Capítulo 6 trata el problema de seguimiento de trayectorias, se muestra que es 

posible obtener un resultado de estabilidad semiglobal práctica (ver definición en (40]), 

bajo una ley de retraolimentación PID. Es decir, se prueba que para cualquier conjunto 

de condiciones iniciales Wx, existen ganancias PID tales que todas las trayectorias que 

empiezan en Wx convergen a un conjunto residual de tamaño arbitrario. Por otro lado, 

en el Capítulo 7 se obtiene un resultado de estabilidad similar, cuando se estudia el pro­

blema de seguimiento de trayectorias bajo una formulación novedosa que utiliza campos 

vectoriales llamada control por campo de velocidad. Se muestra que el control por campo 

de velocidad es un caso particular de control cascada, el cual tiene la ventaja de que 

la especificación de la tarea y la velocidad a la cual se realiza, puede ser desacoplada. 

Finalmente, en el Capítulo 7 se dan las conclusiones generales. 

En cada uno de los capítulos se dedica una sección al estado del arte y al resumen 

de las contribuciones de este trabajo para cada caso en particular, de manera que el(la) 

lector(a) pueda enterarse rápidamente de las caulidades, resultados y limitaciones de 

las metodologías utilizadas en cada capítulo. Los resultados obtenidos en esta tesis son 

ilustrados vía simulaciones numéricas y/ o pruebas experimentales en un brazo mecánico 

de dos grados de libertad, cuyo modelo dinámico se presenta en el Apéndice. 
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Capítulo 2 

Modelo Dinámico 

Formulación Euler Lagrange 

El tipo de robot manipuladores considerado en este trabajo puede describirse según las 

ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma siguiente 

(2.1) 

donde q, Q E JR_n son las coordenadas generalizadas y los pares debidos a fuerzas externas, 

respectivamente, 

,C(q, <J) = K(q, <J) - P(q) . 

es la función Lagrangiana, la cual se supone como una función suave de sus argumentos, 

K(q, <J) es la energía cinética, la cual tiene la forma 

. 1 -T · 
K(q,q) = 2 q M(q) q 

M(q) E JR_nxn es la matriz de inercia, la cual es simétrica y positiva definida. La función 

P(q) es la energía potencial, que se considera acotada inferiormente. El gradiente es un 

vector renglón definido como v'z( .) := 8(.)/8z, y (.f denota transposición. 

17 



18 Modelo Dinámico 

Los pares debidos a fuerzas externas Q E IRn consisten en acciones de control T E 

IRn, fuerzas disipativas (fricción) las cuales pueden ser caracterizadas por funciones no 

negativas tipo Rayleigh :F(iJ.) : IRn -t IR+, y fuerzas no disipativas N(q, iJ., t) : IRn x IR~ x 

IR+ -t IR que toman en cuenta la interacción del sistema con el ambiente. De esta manera 

Q = T - :F(iJ.) -N(q, iJ., t) (2.2) 

Debido a que las fuerzas disipativas :F( iJ.) contribuyen al amortiguamiento requerido para 

la estabilización del sistema, sin pérdida de generalidad se considerará. el caso crítico en 

el que :F( iJ.) = O. 

El sistema Euler-Lagrange con fuerzas externas Q puede ser escrito en la forma 

M(q) q + C(q, iJ.) q + g(q) + N(q, iJ., t) = T (2.3) 

donde g(q) = 'v P(q) E IRn y el elemento kj de C(q, iJ.) está unívocamente determinado 

por los elementos de M(q) usando los símbolos de Christoffel de primera clase [40] 

1 ~ ( &mki &mki &mij) • 
Ck · -- ~ --+----- q. 

J - 2 i=l Oqi 0% Oqk i 

(2.4) 

tal que 

M (q) = C(q, iJ.) + C(q, iJ.f (2.5) 

Sea v de/ q E IRn y el vector de estados x = (q, vf E JR2n. Entonces, la dinámica del 

robot manipulador puede escribirse como 

q =v 

v = M- 1(q)(-C(x)v - g(q) - N(x, t) + r) 
(2.6) 

Las ecuaciones de movimiento (2.6) consideran el caso de sistemas mecánicos en con­

tacto con obstáculos móviles [12] y sistemas ·mecatrónicos [44]. La formulación Eul~r­

Lagrange ha sido utilizada también para modelar la dinámica del cuerpo humano sobre 

una base de soporte [45], así como la dinámica de los brazos humanos [38]. En estos 

casos, las fuerzas no disipativas N(q, iJ., t) representan la interacción del cuerpo humano 

con obstáculos móviles. 

Propiedades de la Ecuación de Movimiento 

Esta sección detalla la estructura y las propiedades de la ecuación dinámica del robot 

(2.3). Estas propiedades serán útiles para simplificar las pruebas de estabilidad obtenidas 
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en esta tesis. 

Propiedades de la Matriz de Inercia 
La matriz de inercia M(q) E Rnxn cumple con las siguientes propiedades: 

Pl. Es simétrica y positiva definida 

P2. Es acotada superior e inferiormente; es decir, existen dos escalares1 µ 1 y µ 2 tales 

que 

µll < M(q) :'.S; µ2I 

Entendiéndose por µ 1 I :'.S; M ( q) que la matriz ( M ( q) - µ 1 I) es positiva semi-definida. 

Esto es que 

para todo z E Rn. De la misma manera, la inversa de la matriz cumple con 

Esta propiedad de acotamiento puede expresarse de forma equivalente como 

en robots prismáticos m 1 , m2 son funciones escalares de la posición q. 

P3. Es continuamente diferenciable 

Propiedades del Vector de Coriolis 
El vector de fuerzas centripetas y de Coriolis C(q, <J.) <J. cumple con las siguientes propie­

dades. 

P4. El término C(q, iz) es lineal en iz, por lo que C(q, <J.) <J. es cuadrático en <J. . Esto es, 

este término es superiormente acotado por 

1 El cálculo de las contantes µ 1 y µ2 requiere el uso de los valores propios máximo y mínimo de la 

matriz de inercia para todo q E Rn. Esta tarea puede ser complicada, pues requiere de la solución de 

ecuaciones no lineales. Sin embargo, existe programas como Matlab o Maple que puede ayudar a realizar 

los cálculos rápidamente. 
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donde µb es una función escalar. Para brazos de juntas rotacionales µb(q) es una 

constante independiente de q. De hecho, es posible reescribir C(q, <J) q (10] de la 

siguiente manera 

C(q, <J) <J= 

-T . 
q Cn(q) q 

donde Ci(q), i = 1, 2 ... n son matrices simétricas definidas apropiadamente. 

P5. La matriz M (q) - 2C(q, <J) es antisimétrica donde 

. ( ) _ [8M(q)]T ( · I) _ ( ·T I) 8M(q) M q - Bq q ® n - q ® n 8q 

para todo (q, <J) E Rn x Rn y donde® producto de Kronecker (40]. 

Propiedades del Vector de Gravedad 
El vector de gravedad g(q) cumple con las siguientes propiedades: 

P6. El vector de pares gravitacionales g(q) está acotado para todo q E Rn. Esto es 

existen constantes finitas 'Yi 2'.: O tales que 

sup l9i(q)I ~ /i, i = l...n 
qEJRn 

P7. Existe una constante positiva k9 tal que 

k9 > IIDg(q)II, para todo q E Rn (2.7) 

donde Dg(q) = 8~qq)_ 

Los siguientes tres capítulos constituyen la primera parte de esta tesis, en donde se 

estudia la tarea de regulación de posición en robots manipuladores. En cada uno de 

los capítulos se dedica una sección al resumen de las contribuciones de este trabajo y 

a las conclusiones, de manera que el(la) lector(a) pueda enterarse rápidamente de los 

resultados y limitaciones de las metodologías utilizadas y expuestas en cada capítulo. 



Parte I 

Regulación 

21 





Capítulo ·3 

Regulación con Control Lineal PID 

Introducción 

La mayoría de los robots industriales son controlados utilizando PID. En la práctica, 

con un controlador PID sintonizado apropiadadamente, se cumplen los requerimientos de 

estabilidad y desempeño en las tareas de posicionamiento. Por estas razones, los contro-

. ladores clásicos PID son ampliamente utilizados en la industria. Desde un punto de vista 

teórico, el posicionamiento de robots manipuladores ha sido ampliamente estudiado. En 

(17] se ha probado que con control PID y bajo ciertas consideraciones en la dinámica 

del robot, puede garantizarse estabilidad asintótica local en el caso de regulación. Sin 

embargo, aspectos como un sintonizado que garantice un desempeño deseado, no han sido 

estudiados (17]. El objetivo de este capítulo, es estudiar el funcionamiento de los robots 

manipuladores descritos por la Ecuación (2.3), bajo una ley de control PID, utilizando 

la teoría moderna de sistemas no lineales. 

A continuación se detallan algunos resultados encontrados en la literatura. Por un 

lado, se sabe que los resultados sobre estabilidad de controladores PID, están lejos de 

ser concluyentes (4],(37] . Se cree que los controladores PID, son inadecuados para lidiar 

con sistemas altamente no lineales, debido a que su diseño está basado en argumentos 

23 
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de tipo local [4],[37]. Por otro lado, tampoco se conoce la manera en que el dominio 

de convergencia del controlador es afectado por las ganancias [47]. Las razones de esto, 

pueden ser originadas por la dificultad del problema, lo cual empeora si además, se 

pretende acomodar el control clásico PID dentro del marco de la teoría de control moderna 

[37]. 

Arimoto y Miyazaki [4] propusieron una prueba de estabilidad del control PID, la cual 

es una extensión de la bien conocida prueba de estabilidad asintótica para controladores 

PD con compensación de gravedad. Esta ptueba utiliza una función de Lyapunov que 

requiere de condiciones restrictivas en los parámetros del robot y en la matrices de ganan­

cia. Esta prueba es de naturaleza local. Por otro lado, Rocco [37) presentó una prueba 

de estabilidad basada en una reformulación de la dinámica del robot, la cual está divida 

en una parte lineal y en otra no lineal desconocida. Los resultados obtenidos son locales. 

La contribución principal de [37], es el establecimiento de la existencia de una región 

alrededor de la referencia donde se garantiza la estabilidad del sistema en lazo cerrado. 

Kelly [17) propuso un procedimiento sistemático de sintonización de controladores PID. 

Este procedimiento requiere del conocimiento de la estructura de la matriz de inercia 

y del vector de pares gravitacionales. El procedimiento de sintonizado se extrae de un 

análisis de estabilidad local. 

La mayoría de los resultados de estabilidad en el problema de regulación con contrer 

ladores PID son de naturaleza local. El análisis de estabilidad reportado por Arimoto 

y Miyazaki [4) puede extenderse para obtener resultados no locales, pero hasta la fecha, 

sólo ha sido probado explícitamente por Ortega et al. [34]. La prueba de estabilidad 

utiliza el principio de invariancia de LaSalle y las condiciones de estabilidad dependen de 

las cotas de la matriz de inercia y del vector de pares gravitacionales. 

Por otro lado, los trabajos mencionados anteriormente consideran sólo el problema de 

estabilidad, dejando a un lado el estudio del desempeño del sistema en lazo cerrado. El 

trabajo expuesto en este capítulo, se motiva por la necesidad de contar con resultados de 

estabilidad no local de leyes de controladores PID y por la necesidad de contar con un 

esquema de control sencillo que garantice un desempeño deseado. 

En este trabajo, se considera el posicionamiento de robot en coordenadas articulares. 

El ingrediente principal en la formulación del problema, es el uso de una configuración 

novedosa de control PID basada en ideas de compensación de modelado. Se muestra que 

el desempeño inducido por el controlador inverso exacto puede obtenerse con el control 

PID en el límite de alta ganancia. Se derivan reglas de sintonizado con base en un 
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análisis de estabilidad semiglobal. Los resultados obtenidos se ilustran con simulaciones 

numéricas y con pruebas experimentales en un brazo mecánico de dos grados de libertad. 

Con respecto a resultados previos, las contribuciones de este trabajo son las siguientes: 

(a) Se introduce una prueba de estabilidad semiglobal. La ventaja principal es que sólo 

requiere de algunas cotas de la matriz de inercia 

(b) Se derivan reglas de sintonizado simples, las cuales son físicamente significativas 

ya que están relacionadas con la dinámica del robot. Estas reglas no necesitan del 

conocimiento de la estructura de la matriz de inercia y torques gravitacionales como 

en el caso de [17]. 

( c) Se estudia el caso en el cual están presentes fuerzas no disipativas (por ejemplo, un 

robot en contacto con un obstáculo en movimiento) 

( d) Se hace un análisis de desempeño robusto. Específicamente, se muestra que el control 

PID es capaz de recuperar el desempeño inducido por el control inverso en el límite 

de alta ganancia. Esta recuperación incluye tanto trayectorias como regiones de 

atracción. 

Formulación del Problema de Control 

Considere las ecuaciones generales de movimiento de un robot rígido de n grados de 

libertad (2.3). Sea Qd E Rn una posición de referencia constante. La ley de control PID 

está definida por 

(3.1) 

donde er = Qd - q E Rn es el error de posicionamiento, Kp, K1 y Kv son las ganancias 

proporcional, integral y derivativa, respectivamente. Dado un conjunto compacto arbi­

trario Wx e R2n, el problema de regulación puede formularse como el de seleccionar estas 

matrices de ganancia de manera que 

El error de posicionamento er(t) se aproxime a cero con el tiempo; es decir 

lim er(t) = O 
t-+oo 

para toda condición inicial (q(O), q (O)f E Wx. 



26 Regulación con Control Lineal PID 

Configuración Robusta de Control Lineal PID 

El objetivo de esta sección es mostrar la construcción de una configuración de control 

PID robusta con base en ideas de compensación de error de modelado. Esta configuración 

permitirá parametrizar la ganancias de control Kp, K1 y Kn. Este paso será esencial 

para analizar la estabilidad del sistema y para establecer reglas de sintonizado. 

Sin pérdida de generalidad y para simplificar las ecuaciones, consideraremos el caso en 

el que Qd = 01 . Además debido que las fuerzas disipativas contribuyen al amortiguamiento 

necesario para estabilizar al sistema, se considerará el caso crítico en el que no existe 

disipación natural (i.e., :F(iJ.) = O). Sea 'lj;(x, t) una función que contiene los términos no 

disipativos y de Coriolis definida como 

'lj;(x, t) = -C(x)v - g(q) -N(x, t) (3.2) 

donde v de/ q E Rn y x = (q,vf E R 2n es el vector de estados. Entonces, debido a que 

el control clásico PID hace uso de un mínimo conocimiento del sistema, puede definirse 

una función de error de modelado r¡(x, T, t) E Rn como sigue 

de/ 1 1 --1 r¡(x, T, t) = M(q)- 'lj;(x , t) + [M- (q) - M ]T (3.3) 

donde M E Rnxn es una matriz positiva definida que corresponde a un estimado cons­

tante de la matriz de inercia M(q). Utilizando esta definición, la ecuación (2.3) puede 

reescribirse como 
q =v 

--1 
v =r¡(x,T,t)+M T 

Sean K1 E Rnxn y K2 E Rnxn matrices positivas definidas tales que 

es una matriz Hurwitz. La ley de control inversa 

induce el comportamiento lineal en lazo cerrado x = Acx. 

1 Esto puede ser hecho mediante un cambio de coordenadas. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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Comentario l. Es posible asignar un determinado desempeño en lazo cerrado, al es­

coger las ganancias internas K 1 y K 2 . Por ejemplo, si K 1 y K 2 son matrices 

digonales, se obtiene un control independiente para cada junta del robot. 

Desafortunadamente la ley de control (3.6) no puede ser implementada debido a que 

se ha supuesto que la señal de error de modelado r¡(x(t), T(t), t) es incierta. Sin embargo, 

esta señal es observable ( es decir, puede expresarse en términos de la entrada y la salida y 

sus derivadas; de hecho, r¡(t) = v (t)-M-
1 
T(t), para todo t ~ 0)2 . La idea es construir un 

observador para estimar la no linealidad r¡(x, T, t) y usar esta aproximación para diseñar 

un controlador retroalimentado. Se propone el siguiente observador 

(3.7) 

donde é > O es un parámetro ajustable. Utilizando esta observación rj que aproxima ar¡, 

el controlador implementable es 

(3.8) 

El controlador resultante está compuesto por el estimador de error de modelado (3. 7) y 

la función de retroalimentación (3.8). 

Comentario 2. Para implementar el estimador de error de modelado (3. 7) se explota 
--1 

el hecho de que r¡ = v - M T, de esta manera 

(3.9) 

Sea w de/ Erj - v. Entonces la señal estimada de error de modelado rj(t) se obtiene 

del siguiente filtro 
w = -M-\- é-1 (w + v) 

rj = é-1(w + v) 
(3.10) 

que puede inicializarse como sigue. Debido a que la señal de erar de modelado r¡(t) 

es incierta, puede tomarse un estimado inicial de rj(O) = O, de esta manera se tiene 

que w(O) = -v(O). 

Comentario 3. El observador (3. 7} juega el papel de observador de orden reducido en 

la estimación de la señal de error de modelado r¡(t). 

2En lo que resta de este capítulo, se hará un abuso de notación denotando con la misma letra r¡ la 

función de error de modelado r¡(x, r) y la señal de error de modelado r¡(t) = r¡(x(t), r(t)) . 
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Proposición l. El controlador propuesto (3.8),(3.10) es equivalente a un con­

trolador clásico PID. 

. --1 --1 
Demostración. De (3.10), se sabe que w = -M Te - rj + M (re - r), donde Te es 

la entrada de control calculada y T la entrada de control real. Esta ecuación puede ser 

combinada con (3.8) para obtener 

w = K1 1t q(a)da + K2q + M-
1 J (re - r)da (3.11) 

Entonces, rj = E-1[K1 J; q(a)da + K 2q + v]. Esta expresión puede usarse en (3.8) para 

dar 

'T = M [-(K1+E-1K2)q-E-1K11t q(a)da-(K2+E-1Ínxn)v]+E-l j(re-r)da (3.12) 

Esto muestra que la ley de control (3.8),(3.10) es equivalente al controlador clásico mul­

tivariable PID (3.1) con ganancias 

Kp = M(K1 + E-1 K2) 

Kr = E-1MK1 (3.13) 

Kv - -1 = M(K2 + E Inxn) 

y el término de "antireset wind-up" E-1 J(re-r)da. De esta manera, cada valor de E> O 

define un único conjunto de ganancias PID. ■ 

Comentario 4. El resultado de la Proposición 1 muestra que la ley de control es 

entrada-salida equivalente a un controlador clásico PID, pero con una estructura 

explícita de estimación-control. Sin embargo, esta configuración tiene dos ventajas 

importantes respecto de su respresentación estándar. 

(i) Los estados del controlador w E Rn son significativos como estimados de la dinámica 

del robot; esto es E-1 (w + v) es un estimado del error de modelador¡ asociado con 

el control PID. 

(ii) Cuenta con un esquema natural de "antireset-windup" ( ARW) para manejar limi­

taciones en la entrada de control. De hecho, si Tsat = sat( re) es el par aplicado 

al robot, donde sat( · ) es una función de saturación definida apropiadamente, 

entonces la ley de control (3.8),(3.10) puede escribirse como 

Te= -Kpq - Kr 1t q(a)da - Kvv + E-1 1t (rsªt(a) - re(a))da 
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donde las ganancias del control PID están dadas por {3.13). La estructura de ARW 

está dada por la señal retroalimentada c-1 J;(Tsat _Te)dcr. De esta manera, cuando 

la entrada de control se satura {i.e., Tsat_Te =/=- O), esta señal trata de llevar el error 

de la entrada de control Tsat - Te a cero, recalculando la integral de manera que la 

salida del controlador Te se encuentra exactamente en el límite de la saturación 

{22/. 

Ecuaciones en lazo Cerrado 

Se tomará ventaja de la configuración controlador-observador introducida en la sección 

anterior para calcular las ecuaciones en lazo cerrado. Con este fin, se introduce el error 

de estimación e def 1J - rj E lRn. Entonces la dinámica del robot en lazo cerrado es 

X = Aex+He (3.14) 

donde Ae está dada por la ecuación (3.5) y H = [Onxn, Inxnf E lR2nxn. Por otro lado, de 

la ecuación (3. 7) la dinámica del error de observación está dada por 

(3.15) 

De las ecuaciones (3.3) y (3.8), se obtiene 

M(q)17 = 'lj;(x, t) + [M - M(q)](-rj + Kx) (3.16) 

donde K def (K1 ,K2) E ]Rnx 2n. Esta identidad y las ecuaciones (3.2) y (3.7) se utilizan 

para calcular i¡, que está dada por 

donde 

i¡ = -c-1 M(q)-1[M - M(q)]e + c.p(x, e, t) 

c.p(x, e, t) = M(q)-1{[V x'lj;(x, t) + (M - M(q))Kl[Aex + He]+ 

8'1j;(x, t)/8t - T2(x)[Kx + el} 

V x'lj;(x, t) es la matriz jacobiana de 'lj;(x, t) y 

n 

T2(x) = ¿ (8M/8qi) <Ii= (vT ® In)8M/8q 
i=l 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 
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donde© denota producto de Kronecker. Usando (3.17) en (3.15) se obtiene lo siguiente 

(3.20) 

Entonces, la dinámica del robot en lazo cerrado con la ley de control PID (3.8),(3.10) 

está completamente determinada por las siguientes expresiones 

X =Aex+He 

€ e = -M(q)-1 Me+ écp(x, e, t) 
(3.21) 

La idea para estabilizar el sistema (3.21) es la de escoger un valor suficientemente 

pequeño del parámetro de estimación (ganancia del observador) é > O. De esta forma, 

el sistema (3.21) puede verse como un sistema estándar singularmente pertubado donde 

x E R2n y e E Rn son las variables lenta y rápida respectivamente y é es el parámetro 

de perturbación. El sistema reducido se define haciendo é = O en (3.21), obteniéndose el 

sistema lineal 

(3.22) 

Sea t' = t/€ y e'= de/dt'. El sistema de capa límite se obtiene haciendo é = O en (3.21) 

e' = -M(q)-1 Me (3.23) 

Estabilidad Robusta 

Por construcción el sistema reducido (3.22) es globalmente asintóticamente estable. De 

hecho, existe una matriz simétrica positiva definida Pe E Rnx n que satisface la ecuación de 

Lyapunov A~ Pe+ PeAe = -Inxn· Esto es, la función de Lyapunov del sistema reducido es 

Vx ( x) = xT Pex. Por otro lado, la estabilidad del sistema de capa límite puede establecerse 

de acuerdo con el siguiente Lema. 

Lema l. Suponga que llf(q)II = IIInxn - M(q)- 1 MIi ~ a < 1 para algún a, y 

todo q E Rn. Entonces, el sistema de capa límite (3.23); es globalmente 

asintóticamente estable. 

Demostración. Se reescribe el sistema de capa límite de la siguiente forma 

e' = -(Inxn - f(q))e (3.24) 
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La derivada respecto al tiempo de Ve = eT e a lo largo de las trayectorias de (3.23) satisface 

v: = -2½ + eT[r(q) + r(qf]e ~ -2(1 - a)½ < o, para 11e =/= O. (3.25) 

Esto muestra que (3.24) es globalmente exponencialmente estable y su función de Lya­

punov es ½(e) = eT e. ■ 

Comentario 5; La suposición llr(q)II = IIInxn - M(q)- 1 Mil < a < 1 para algún a , 

y todo q E lRn parace ser muy restricitiva, pero no es así . Esta suposición está 

relacionada con la precisión con que la matriz de inercia del robot debe ser estimada, 

para que el sistema de capa límite sea estable. Debido a la propiedad P2 (Capítulo 

1), existen dos constantes positivas ffimax , mmin tales que mmin ~ 11 M ( q )-1 11 ~ 

ffimax, para todo q E lRn. Si se escoje M = c-11, donde c = (mmax +mmm)/2, esta 

elección satisface esta suposición {40}. 

La siguiente proposición establece la estabilidad del sistema en lazo cerrado (3.21) , 

explotando el hecho de que su estructura es la de un sistema singularmente perturbado. 

Proposición 2. El origen del sistema (2.3) es asintóticamente estable de for­

ma semiglobal, bajo la ley de control PID. Esto es, para cada conjunto 

Wx e JR2n existen ganancias {Kp, K 1 , KD} y un conjunto compacto We C lRn 

tales que el origen del sistema en lazo cerrado (3.21) es asintóticamente 

estable y su región de atracción contiene a Wx x We. 

Demostración. Considere la configuración PID (3.8), (3.10) cuyas ganancias han sido 

parametrizadas con e según la ecuación (3.13). Escoja la matriz M de manera que se 

satisfaga la restricción del Lema l. Entonces, la estabilidad del robot en lazo cerrado . 

está completamente determinada por la estabilidad del sistema (3.21). En relación a este 

sistema, se hace notar lo siguiente 

(a) Debido a que aN(O, t)/at = O y que M(o)-1 es uniformemente acotada, se tiene 

que cp(O, O, t) = M(o)- 18N(O, t)/at = O. De esta manera, el origen es un punto de 

equilibrio del sistema en lazo cerrado (3.21). 

(b) Debido a que el estimador de error de modelado (3.10) fue inicializado como w(O) = 
-v(O) y debido a que la función de error de modelado es una función continua de 

sus argumentos, puede deducirse que e(O) está contenido en el conjunto compacto 

We e lRn el cual contiene al origen en su interior. Esto quiere decir que el error de 

estimación está contenido en un conjunto compacto. 
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(e) Considere el conjunto compacto W = Wx x We e R2nxRn que contiene el origen en 

su interior, y considere la función cuadrática 

{)(x, e) = ½(x) + ½(e) 
'Yx 'Ye 

(3.26) 

donde 'Y x y 'Y e son constantes positivas. Defina el compacto n como 

n = { (x, e) E R2nxRn: 19(x, e) ~ 1} (3.27) 

Debido a que 19(x, e) es una función propia de forma global, entonces W ~ n para 

valores suficientemente grandes de 'Yx y 'Ye· Lo que implica que Wx en y We en. 

(d) Debido a que n es un conjunto compacto, la continuidad de 1.p(x, e, t) y el hecho de 

que t.p(O, O, t) = O implican la existencia de dos constantes positivas /31 y /32 (vea 

Comentario 6), ambas independientes de E, tales que 

11.p(x, e, t)I ~ /31 lxl + /32 lel, para todo (x, e, t) En x R+ (3.28) 

Utilizando los hechos anteriores y calculando{) a lo largo de (3.21) se obtiene 

para todo (x, e) En. Puede mostrarse que existe Emax > O tal que para todo E E (O, Emax) 

el lado derecho de la desigualdad (3.29) es negativo definido de manera uniforme en E. 

De hecho, un estimado de Emax es el siguiente 

4(1 - a) 
Emax = 2 

f3s'Yx'Ye + 4/32 
(3.30) 

donde /33 = 2("/;1>-max(Pc) +-y;-1/31). Entonces {)(x,e) es una función de Lyapunov y el 

origen es asintóticamente estable. Más aún, debido a que la desigualdad (3.28) implica que 

n es un conjunto invariante con respecto de la dinámica de (3.21), para cada (x(O), e(O)) E 

n, entonces (x(t; E), e(t; E)) E n y (x(t; E), e(t; E)) -+ O cuando t-+ oo. Esto implica que 

n es un estimado de la región de atracción. De esta manera, el conjunto compacto de 

las condiciones iniciales W está incluído en la región de atracción. En otras palabras, 

dada cualquier condición inicial lx(O)I, le(O)I, según la Proposición 2, existen ganancias 

{Kp,K1,KD} que aseguran que limt-+oo lx(t,E)I = O y limt-+oo le(t,E)I = O para todo 

E E (O, Emax)- ■ 
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Comentario 6. Debido a que la función de acoplamiento cp(x, e, t) no es globalmente 

Lipchitz debido a las fuerzas de Coriolis C(q, iJ) iJ, las condiciones iniciales del 

sistema en lazo cerrado (6.23) están restringidas a algún conjunto compacto. Esto 

implica que el resultado de estabilidad obtenido es semiglobal. Es decir, de (3.30) 

puede concluirse que la estabilización de condiciones iniciales grandes (q(O) - qd, i¡ 

(O)) y funciones altamente no lineales, requerirán de velocidades de estimación 

más grandes €;!.x < €-1 y por lo tanto, de ganancias de controlador mayores (ver 

ecuación (3.13)). Esto concuerda con trabajos preliminares y con observaciones 

reportadas (34]. 

Si las matrices M, K 1 , K 2 se escogen como diagonales, entonces se obtiene un es­

quema de control PID decentralizado ( también conocido como control independiente de 

juntas). Esto impica, que puede obtenerse como corolario de la Proposición 2, estabilidad 

asintótica semiglobal para el caso del control independiente PID. 

Corolario l. El origen del sistema (2.3) es asintóticamente estable de forma semiglobal 

con control independiente de juntas PID. 

Comentario 7. Debe mencionarse que el resultado de la Proposición 2 fue probado an- ~ 

teriormente por Ortega et al. (34] para el caso en donde las fuerzas no disipativas 

son cero N(q, iJ, t) = O. Sin embargo, la prueba mostrada aquí además de ser más 

simple, en el sentido de que se necesita una función de Lyapunov con menos térmi­

nos, requiere sólo de algunas cotas de la matriz de inercia. De forma contrastante, 

el enfoque utilizado por Ortega et al. (11], (34], requiere además de cotas en el 

vector de gravedad ll8g(q)/8qll. 

Desempeño Robusto 

Sean Xr(t) = exp(Act)xr(O) y x(t, €) las soluciones del sistema reducido (3.22) y del 

sistema perturbado (3.21) respectivamente, con base en esta definiciones, el concepto de 

desempeño robusto se da en la siguiente proposición. 

Proposición 3. Para cada (x(O), e(O)) E n la siguiente expresión se cumple 

uniformemente en [O, oo): 

x(t, €) -t Xr(t) (3.31) 
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cuando é - o+. 

Demostración. Según la Proposición 2, el método de expansión asintótica de soluciones . . . 

(matched asymptotic expansions) puede ser utilizado para construir las soluciones de 

(3.21) (14). Estas soluciones satisfacen 

x(t, é) = Xr(t) + O(é) 

para todo (x(O), e(O)) En, donde O(é) se cumple uniformemente para t ~ O. Entonces, 

x(t, é) -- Xr(t) cuando é - o+: ■ 

El límite (3.31) establece que la solución del sistema perturbado (3.21) converge a la 

solución del sistema lineal (3.22) cuando é - O. Tal comportamienteo lineal es inducido 

por el control inverso (3.6). Utilizando la ecuación (3.3), puede mostrarse que el control 

inverso (3.6) es equivalente al así llamado par calculado (computed torque control (CTC)) 

(3.32) 

Corolario 2. En la medida que el parámetro ése aproxima a cero, el control PID {3.8}, 

{3.10} recupera el desempeño inducido por el control de par calculado {3.32}. Esto 

significa que x(t, é) - exp(Act)x(O) cuando é - O, para todo x(O) E Wx. 

Aún más, debido a que el sistema reducido (3.22) es exponencialmente estable (por 

ejemplo, Xr(t) = exp(Act) x(O)), se tiene el siguiente corolario de la Proposición 3: 

Corolario 3. Existe é* > O tal que para O< é < é* ~ érnax, el origen del sistema {2.3} 

es exponencialmente estable bajo la ley de retroalimentación de estados PID. 

Guías de Sintonizado 

Para O < é < érnax, la parametrización en é (3.13) define una trayectoria en el espacio 

de ganancias {Kp, K 1 , Kn} para el cual se asegura la estabilidad del sistema contro­

lado. Este hecho y el análisis de estabilidad de la sección anterior nos permite extraer 

reglas de sintonizado que garantizan la estabilidad y el desempeño en lazo cerrado. El 

procedimiento de sintonizado se expresa en términos de la matriz de inercia M ( q), de las 

ganancias internas { K 1 , K2} y del parámetro de estimación é. 
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i) Escoja M de manera que se cumpla con la restricción del Lema l. Es decir, M = el 

con e= (771-min +mmax)/2 (vea Comentario 5). Note que puede escogerse 771.min = O y 

mmax ?: >-max ( M ( q)), de esta manera, no es necesario conocer los valores exactos de 

las cotas de la matriz de inercia. Debe mencionarse que esta no es una regla estricta, 

de hecho, las simulaciones numéricas y experimentos realizados con el controlador, 

y los cuales se muestran en la siguiente sección, nos permiten observar un buen 

desempeño si M se escoge como un sobrestimado de los valores de la diagonal de 

M(q). 

ii) Escoja las ganancias internas K1 y K 2 de acuerdo a cierto criterio de desempeño 

(por ejemplo: colocación de polos, etc). Si se quiere un control decentraliza­

do, escoja las matrices K 1 y K 2 como K 1 = diag(K1,1 , K 1,2, ... , K 1,n) y K2 = 

diag(K2,1 , K 2,2 , ••• , K 2,n); donde los escalares positivos K 1,i y K2,j asociados al es­

labón j, pueden ser parametrizadas en términos de la constante de tiempo en lazo 

cerrado Tc,j y del coeficiente de amortiguamiento ec,j 

K1 · = T-~ ,J C,J 

K2 . = 2é T-l ,J ',,e e 

(3.33) 

iii) Escoja un valor suficientemente pequeño de é > O de manera que se obtenga un com­

portamiento en lazo cerrado aceptable (Proposiciones 2 y 3). Calcule las ganancias 

del controlador según la ecuación (3.13). 

Note que é afecta inversamente el desempeño del controlador PID. Entr'e menor es el 

valor de é > O, se obtiene una región de atracción más grande y el desempeño obtenido 

se acerca más a x(t) = exp(Act)x(O). 

Comentario 8. Las reglas de sintonizado descritas anteriormente son más simples que 

las propuestas en la literatura anteriormente {11/, {34], {31/. De hecho, mientras 

que las reglas de sintonizado reportadas dependen de los pares gravitacionales y 

de las matrices de inercia y de Coriolis, las reglas propuestas en este trabajo sólo 

dependen de las cotas de la matriz de inercia. 

Comentario 9. En la práctica, el sintonizado del control PID se hace más fácil si 

se escoge un esquema de control decentralizado. Esta modalidad es ampliamente 

utilizada en la sintonización y la aplicación de controladores industriales. Es por 

ello, que el Corolario 1 y la parametrización de ganancias internas (3.33} dan 

fundamento a esta práctica industrial. 



36 Regulación con Control Lineal PID 

Ejemplo 

Para mostrar el desempeño y la estabilidad del conrolador PID, se llevaron al cabo 

simulaciones numéricas y experimentos en un brazo mecánico de dos grado de libertad. 

El manipulador fue diseñado y construído en el Centro de Investigación Científica y de 

Educación Superior de Ensenada (CICESE). El brazo mecánico se mueve en el plano 

vertical. Una descripción física completa del robot, así como sus parámetros pueden 

encontrase en [35], [36]. En el Apéndice se muestra la descripción dinámica de brazo 

utilizado. Aunque los efectos de la fricción no fueron modelados, se les considera como 

parte de la dinámica incierta del sistema y fueron incluídos en la función de error de 

modelado. 

Se utilizaron simulaciones numéricas para ilustrar el límite (3.31). Con este fin se 

eligió M = diag(3.0, 0.2). Esto es, Mes una matrz diagonal cuyos elementos son'las cotas 

superiores de los elementos de la diagonal M(q). La posición deseada se eligió como Qd,I = 

45º, Qd,2 = 90º. Las ganancias internas del controlador K 1 y K2 se escogieron diagonales , 

y parametrizadas según la ecuación (3.33). Los valores numéricos de los parámetros en 

lazo cerrado son: Tc,1 = 0.13 s, Tc,2 = 0.13 s, ec,1 = 0.95, y ec,2 = 0.95. Las condiciones 

iniciales fueron q1(0) =Orad, q2 (0) =Orad, v1(0) = O rad/s y v2(0) = O rad/s. 

La Figura 3.1 presenta la evolución del error de posicionamiento del primer y segundo 

eslabón, para tres diferentes valores de é (é = 2.0 s, é = 0.5 s y é = 0.2 s). La Fi­

gura 3.1 también presenta la respuesta del brazo al control de par calculado ( ecuación 

(3.32)). Puede observarse que el desempeño del controlador PID converge uniformemente 

al control inverso (par calculado) en la medida en que é se aproxima a cero. 

Además de simulaciones numéricas, se realizaron experimentos para evaluar el desem­

peño del controlador. Los parámetros utilizados fueron los mismos que en las simulaciones 

numéricas. La velocidad de los eslabones fue calculada mediante diferencias finitas atra­

sadas, con un tiempo de muestreo de 2.5 ms. La Figura 3.2 presenta la evolución de 

los errores de posicionamiento para tres difrentes valores de é (é = 10.0 s, é = 1.0 s y 

é = 0.05 s). Como en el caso de las simulaciones numéricas puede notarse que valores 

pequeños de é, proporcionan un mejor desempeño en lazo cerrado. Sin embargo, en la 

Figura 3.3 puede notarse que la presencia de ruido limita el desempeño alcanzado i.e., 

existe un valor mínimo práctico del parámetro de estimación émin = O(T) tal que el efecto 

del ruido puede ser despreciado. La Figura 3.3 muestra como valores más pequeños de é 
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Figura~3-3 Efecto del ruido en el desempeño a lazo cerrado, como función del parámetro 

de estimación. 
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implican controladores más sensibles (i .e. ganancias más grandes). 

Conclusiones 

En este capítulo se ha probado estabilidad asintótica semiglobal del contro lineal PID 

en robots manipuladores, para el caso de regulación. La utilización de una configuración 

novedosa del control PID permite escribir el sistema en lazo cerrado como un sistema 

singularmente perturbado, lo que facilita el análisis de estabilidad y desempeño. Se ha 

probado que el control PID es capaz de recuperar el desempeño inducido por el control 

inverso (par calculado), tanto en la región de estabilidad como en las trayectorias ( ver 

también (14]). Del análisis de estabilidad se han extraído reglas de sintonizado las cuales 

fueron ilustradas con simulaciones numéricas y experimentos en un brazo mecánico de 

dos grados de libertad. Sin embargo, cuando se utilizan altas ganancias puede haber 

efectos adversos por el ruido de medición. 



Capítulo 4 

Estabilización con Retroalimentación 

de Salida 

Introducción 

El control clásico PID (Proporcional-Integral-Derivativo) requiere de la retroalimentación 

de la velocidad del robot. En la práctica industrial, la medición de velocidad se evita 

debido a que el equipo de medición incrementa el costo, el volumen y el peso del robot. 

Por otro lado, debido a que los medidores de velocidad son muy ruidosos, éstos imponen 

serias restricciones en el ancho de banda alcanzable. Comúnmente, el problema de retroa­

limentación de velocidad se resuelve utilizando diferenciación numérica de una medida 

precisa de posición. Sin embargo, mientras que esta idea trabaja bien para velocidades 

moderadas, presenta algunos problemas en los regímenes de alta o baja velocidad, debido 

a que por un lado, velocidades altas · requieren de tiempos de muestreos pequeño y por 

el otro, en bajas velocidades la posición deriva aproximaciones muy pobres de velocidad 

[9]. Así que, aunque esta técnica es fácil de implementar puede provocar una degradación 

seria del desempeño o inclusive inestabilidad [20]. 

En la literatura de control, el estudio sistemático de controladores de retroalimen-

41 
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tación de salida tipo PID es reciente. Se ha obtenido estabilidad asintótica global con 

controladores PD con compensación de gravedad [1), [7) [16). Este diseño de control, se 

basa en pasividad, donde la idea principal es reestructurar la energía potencial natural 

del sistema y adicionarle amortiguamiento con fines de estabilidad. Para resolver la ca­

rencia de medidas de velocidad, se utiliza un compensador de primer orden, el cual hace 

las veces de un observador de velocidad. 

En presencia de error de modelado; por ejemplo en los pares grayitacionales, esta 

estrategia de control presenta un sesgo en la posición. Una práctica común para eliminar 

el sesgo es la adición de un término de retroalimentación integral a la ley de control. 

(es decir, se compensan los efectos gravitatorios). Recientemente, en [34) se propone· 

un controlador tipo PID que asegura estabilidad asintótica semiglobal y que no requiere 

del conocimiento exacto del vector de gravedad. Este controlador es lineal y tiene la 

estructura de un control PD con un doble compensador integral ( es decir, un control PI2 

D). De manera interesante, tal controlador puede interpretarse como un control clásico 

PID con un filtro de primer orden (ver [32)). 

· A pesar de los avances recientes en el diseño de controladores tipo PID, algunos 

problemas de tipo teórico necesitan estudio adicional. En particular, no existen estudios 

concernientes al desempeño inducido por este tipo de controladores o sobre el efecto de 

la saturación del controlador en presencia de acciones integrales ( windup). 

Motivado por lo anterior, en este capítulo se deriva un controlador robusto tipo PID 

para posicionamiento de robots que es capaz de asegurar estabilidad semiglobal, des­

empeño robusto y además cuenta con un esquema de antireset windup para lidiar con 

saturaciones en el actuador. Este diseño cae en la categoría de las metodologías de error 

de modelado (ver por ejemplo [3]). La idea es utilizar un observador de orden reducido 

para estimar simultáneamente el error de modelado y la velocidad. El controlador obte­

nido puede reducirse en un caso particular, al controlador PI2D estudiado por [34). Los 

resultados obtenidos superan a los existentes en el sentido de que además se estudia el 

desempeño del controlador en lazo cerrado. Se muestra que puede recuperarse el desem­

peño del par calculado (retroalimentación de estados) en el límite de alta ganancia. En 

este sentido, este trabajo revela una conexión, aparentemente inexistente entre el control 

inverso y el control tipo PID. 

Los resultados obtenidos son ilustrados via simulaciones numéricas y pruebas experi­

mentales en un brazo mecánico de dos grados de libertad. 
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Formulación del Problema 

Considere las ecuaciones generales de movimiento de un robot rígido de n grados de 

libertad (2.3). Sea Qd E Rn una configuración articular deseada del robot. Suponga que 

sólo se tienen acceso a mediciones de posición y que además, las entradas de control del 

sistema están restrigidas a 

TE [Tmin,Tmax] with Tmin < g(qd) < Tmax 

donde T min < g(qd) < T max quiere decir que T min,i < 9i(qd) < T max,i, para i = 1, 2 ... n 

Con el fin de formular apropiadamente el problema de control, se describirán breve­

mente a continuación, algunos resultados sobre control inverso saturado. Sea Sat: Rn----+ 

[Tmin,Tmax] C Rn una función de saturación decentralizada (i.e., Sat(T) = diag(Sat1 (T1), .... 

, Satn(T n)) dada por 

{ 

T Si 

Sati(Ti) = T:,min si 

Ti,max Sl 

Ti,min < Ti < Ti,max 

Ti~ Ti,max 

Note que IISat(T) - Sat(r)II ~ IIT - 7'"11 para todo T,T E Rn. Con el fin de simplificar 

las ecuaciones, sin pérdida de generalidad se eligirá, Qd = 01 . La versión saturada del 

control inverso para el robot está dado por (ver [40]) 

T = Sat ['Pinv(x)] 

donde x = [q, vf E R2n 

'Pinv(x) = P(x) - M(q)Kx 

con 

P(x) = -C(x)v - g(q) 

está dada por la Ecuación (3.2) y la matriz de ganancia 

K = (K1,K2) E Rnx 2n 

se escoge de manera que la matriz en lazo cerrado 

1 Esto puede ser hecho por un cambio de coordenadas. 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 
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sea Hurwitz. Bajo la ley de control (4.1), la dinámica del robot es 

x = 4>(x) 

donde 

4>(x) de/ ( . V ) R2n 

M(q)-1 [Sat (cpinv(x)) - P(x))] E 

La condición T min < g(qd) < T max implica que {Sat [cp(x)] = cp(x)}, 

(4.4) 

para todo x 

es una vecindad del origen. De esta manera, el origen tiene una región de atracción 

O* ~ R2n cuyo tamaño depende la magnitud de los límites de saturación T min y T max· 

Bajo ciertas condiciones en estos límites de saturación, el origen puede ser un atractor 

global (i.e., 0* = R2n) (ver por ejemplo [29]). Saturar la ley de control inverso (4.2) 

evita la cancelación exacta de los términos no lineales y en general, limita la región 

de atracción y afecta adversamente el desempeño en lazo cerrado. Debe mencionarse, 

que en este trabajo no se analizará la manera en que los límites de saturación afectan 

el desempeño o la región de atracción en lazo cerrado. Simplemente, se partirá de la 

existencia de una región dé atracción dada O*, ya sea global o no y de un desempeño ( i.e. 

trayectoria en tiempo a lazo cerrado) Xr ( t, x 0 ), x0 E 0*, donde Xr ( t, x 0 ) es la solución de 

( 4.4) con condición inicial x0 . 

De esta manera, el problema de control puede formularse como el problema de diseñar 

una ley de control tipo PID con capacidad de recuperar el desempeño inducido por la ley 

de control inversa saturada (4.1). Es decir, diseñar una ley de cotral que sea capaz de 

recuperar, tanto la región de atracción 0* ~ R 2n como el desempeño Xr(t, x 0 ), x(O) E 0*, 

inducido por el control (4.4). 

Diseño de la Ley de Control 

Sea P(x) el estimado P(x). Se define la función de error de modelado como 

rJ(x, T) de/ -M(q)-1 P(x) + M(q)-1 P(x) + [M(q)-1 
- M(q)-1]T (4.5) 

De esta manera, el sistema (2.3) puede ser descrito como 

q = V 

v = rJ(x, T) + M(q)-1 [T - P(x)] 
(4.6) 
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y la ley de control inversa saturada correspondiente es 

T = Sat [~(x, 77)] (4.7) 

donde 

~(x, 17) = M(q) [-17(x, T) + M(q)- 1 P(x) - Kx] (4.8) 

Desafortunadamente, la ley de control (4.7), (4.8) no puede ser implementada porque 

la señal de error de modelado 17(x(t), T(t)) y la velocidad v(t) no están disponibles para 

retroalimentarse. Sin embargo, ambas señales pueden ser reconstruidas. De hecho2 , 
.. --1 -

17(t) = q (t) - M (T(t) - P(x(t))), para todo t ~ O. Para tratar simultáneamente 

los problemas de reconstrucción de la velocidad y de error de modelado se propone el 

siguiente observador 

2 (" +L G2 q - v) 
(4.9) 

donde L > O es un parámetro ajustable, x def ( q, vf, r; y v son respectivamente los 

estimados de 77 y v, y G1 y G2 E 11nxn son matrices positivas definidas que se especificarán 

más adelante. Con base en estas observaciones, el controlador práctico es 

T = Sat [~(x, r;)] (4.10) 

El controlador resultante está compuesto del estimador ( 4.9) y la función de equivalencia 

cierta ( 4.10). 

Comentario 10. Para evitar el uso de diferenciadores, el observador {4-9} puede ser 

implementado como 

w1 (O) = v(O) - LG1q(O) 

w2(0) = -LG2q(0) 
(4.11) 

donde la velocidad estimada v y la señal de error de modelaldo r¡ están dadas por 

v =w1+LG1q 

fi = W2 + L2G2q 

2Para simplificar la notación se utilizará r¡(t) para denotar la señal r¡(q(t), v(t), r(t)) . 

(4.12) 
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y donde se consideró la condición inicial 77(0) = O. Debido a que el estimador de 

error de modelado fue inicializado según las ecuaciones (4- 11} y (4.12), y debido a 

que la función de error de modelado es una función continua de sus argumentos, 

puede deducirse que los errores de estimación de la velocidad y de la señal r¡ están 

contenidos en un conjunto compacto que contiene al origen en su interior. 

Estructura del Controlador 
El control retroalimentado descrito anteriormente puede ser reescrito en un formato tra­

dicional. Sustituyendo la ley de control (4.10), en el observador (4.9) se tiene 

donde 
e de/ ni,(- -) r = '1-' x,r¡ 

(4.13) 

es la ley de control calculada (i.e., la entrada de la función saturación ). Sea p de/ d/dt. 

De (4.13), se tiene 

V = (pl + LG1 + K2)-1 [(-K1 + LG1p) q + M(q)-1(rc - r)] 

77 = G2L2 { q - p-1(pl + LG1 + K2)-1 [(-K1 + LG1p)q + M(q)-1(rc - r)]} 
(4.14) 

Esta ecuación puede ser introducida en (4.8), (4.10) para obtener 

Te= P(x) + M(q)C(p)q + GARw(P)(rc - r) (4.15) 

donde 

y GARw(P) es el esquema de "antireset windup" el cual reduce los efectos de la saturación 

del control, dada por 

Casos Particulares 

1) Cuando M y P son matrices constantes se obtiene un controlador lineal. 
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2) Si Ki, K2 , G1 y G2 son matrices diagonales, el compensador lineal C(p) en (4.16) 

puede ser escrito como un controlador PID filtrado (ver [32]) 

C(p) = CPin(p)F(p) 

donde F(y) es un filtro pasa-bajas de primer orden 

(4.18) 

y C p I D (p) es un controlador clásico PID diagonal 

(4.19) 

con ganancia (Kc) y matrices de tiempo integral (T1) y derivativo (Tn) (diagonales) 

dadas por 

Kc = L2 K2G2 + LK1 G1 

T¡ = L(LK2G2 + K1G1)-1G2K1 (4.20) 

TD = (L2K2G2 + LK1G1)-1(L2G2 + K1 + LK2G1) 

Note que limL-oo l!Kcll = oo, lo que evidencia la naturaleza de alta ganancia de la 

parametrización (4.20). 

3) Si además, M es una matriz diagonal y P(x) = O, el control (4.15) es un PID 

lineal decentralizado con un esquema de "antireset windup". Es interesante notar 

que el compensador decentralizado C(y) = CPin(p)F(y) puede ser escrito de ma­

nera alternativa como un regulador PI2D (ver [34]). De esta manera, el control 

con retroalientación de salida (4.15) puede ser visto como una generalización del 

controlador PI2D estudiado en [34]. 

Dinámica en lazo Cerrado 

Para evitar notación extensa y sin pérdida de generalidad, se considerará el caso cuando 

P(x) = O y M(q) son matrices constantes. De esta manera 

(4.21) 

donde 

Q(x) de/ M(q)- 1 P(x) 
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e1 def L(v - v) 
def _ 

e2 = r¡ - r¡ 

es el error de estimación. De las ecuaciones (4.8), (4.10), (4.12) se tiene 

T = Sat [F(x, e, r; L)] (4.22) 

donde 

F(x,e,r;L) = M -Kx+L- K2e1 +e2 +Q(x)-(M(q)- -M )r def - [ 1 1 --1 ] 

Note que bajo las coordenadas (x, e), la entrada de control T se encuentra definida im­

plícitamente. Con el fin de calcular el comportamiento en lazo cerrado, deberá mostrarse 

que la ecuación (4.22) tiene una única solución r(x, e; L). 

Lema 2. Suponga que IIM M(q)-1 
- III ~a< 1, para todo q E Rn y algún a> O. 

Entonces, existe una única función continua T = 8(x, e; L) que es solución 

de (4.22). 

Demostración. SeaII(x, e, r; L) def Sat [F(x, e, r; L)]. Debido a que IISat(F) - Sat(F1 )11 ~ 
IIF - F1II, se tiene que para todo x E R2n, e E R2n y L 2'.: 1, 

IIII(x, e, r; L) - II(x, e, r1; L)II ~ IIMM(q)-1 - Ill l(r - r1)I 

~aj(r-r1)I 

Esto muestra que II(x,e,r;L) es una contraccción (21]. Entonces, el teorema de con­

tracción de mapas Banach implica la existencia y unicidad de una función continua 

T = 8(x, e; L) que es solución de la ecuación (4.22). ■ 

Proposición 4. La función 8(x, e; L) satisface que: 

a) 8(x, e; L) está acotada y3 es O(Lr), r ~ O, 

b) 8(0, O; L) = g(O). 

c) El(x, O; L) = Sat ['Pinv(x)]. 

3Una función de L se denota O(Lr) cuando para todo r E [O,r.] 6 r E (r.,O] su norma es menor que 

cLr, donde e > O y r., r son algunas constantes. 
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Demostración: 

a) Que la función T = 8(x, e; L) esté acotada, es una consecuencia del hecho de que 

T = Sat [F(x, e, T; L )] E [T min, T max], para todo X E R 2n, e E R 2n y L > l. Por otro 

lado, se tiene que 

ll8(x, e; L) - 8(x, e; L1)II ~ IISat [F(x, e, T; L)] - Sat [F(x, e, T; L1)]II 

~ IIMK2e1II jL-l - L11I 
para todo X E R2n y e E R 2n, de manera que e(x, e; L) es O(Lr), r ~ l. Que 

8(x, e; L) sea O(Lr) con r ~ O implica que esta función no crece con L. Este hecho 

será esencial en la prueba de estabilidad del sistema en lazo cerrado que se realizará 

más adelante. 

b) Debido a que Q(O) = M(o)-1g(O), la condición Tmin < g(O) < Tmax implica que 

T = g(O) es una solución de (4.22) para x =Oye= O. El lema anterior implica que 

T = g(O) es la única solución. Entonces, 8(0, O; L) = g(O). 

e) Puede hacerse de manera similar a la prueba de la Proposición A.2 en [3], así que será 

omitido por brevedad. ■ 

Utilizando el Lema 2 y la Proposición 4.c se tiene 

x = H(x,e;L) (4.23) 

donde 

( 
V ) H(x,e;L) = 

M(q)- 18(x, e; L) - Q(x) 
E R2n (4.24) 

Note que H(O,O;L) = O (Proposición 4.b). Por otro lado, se tiene que e1= L(v - t). 
Usando las ecuaciones (4.6), (4.13) en esta expresión se tiene que 

Más aún, e2= iJ - i; = iJ -LG2e1 . Entonces de (4.5) se tiene4 

. (ªQ) ( T ) (é)M-l) 1 --1 . 7/ = - éJx H(x, e)+ V ® Inxn é)q T + [M(q)- - M ] T (4.25) 

4 Los argumentos de las funciones serán omitidos por simplicidad, dándose explícitamente sólo cuando 

pueda surgir confusión. 
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donde ® denota producto de Kronecker (8]. Con el fin de calcular la derivada respecto 

al tiempo de la señal de error de modelado r¡(t), se requerirá calcular la derivada en 

tiempo de la entrada de control,. En este caso, se tiene que T = Sat ('lj;(x, rj)), donde 

'I/J(x, rj) = M [-r¡ - Kx]. 

Comentario 11. Debido a que la función de saturación Sati(,i) tiene dos puntos no 

diferenciables ( 'i = 'i,max y 'i = 'i,min), es necesario hacer ciertas consideraciones 

para calcular la derivada en tiempo de Sat ('lj;(x, rj)). · Debido · a que Sati(,i) es 

continua y sólo no diferenciable en dos puntos aislados, es posible obtener una 

aproximación suave' SatE,i(,i) tal que 

si 'i E Nmax(é) U Nmin(é) 

en cualquie:i;- otro caso 

donde Nmax(é) y Nmin(é) son respectivamente vecindades de tamaño é de 'i,max y 

'i,min, y 8(€) es una función suave no negativa que cumple con limf;-+0 8(é) = O (ver 

{11}). Esto significa que SatE,i(,i) - Sati(,i) cuando é - O, y la función suave 

SatE,i(,i) está arbitrariamente cerca de la función no diferenciable Sati(,i) (i.e., 

el error de aproximación 8 ( é) puede hacerce arbitrariamente pequeño). 

En vista de los hechos establecidos, para el análisis de estabilidad se considera que la 

entrada de control está dada por , = S atf; ( 'lj; (x, rj)). Entonces 

y usando el hecho de que x = x - B1e1, donde B1 = (On, L-11nf E 1R2n, se obtiene 

(4.26) 

donde B2 = (G1,Jn) E 1Rnx2n. Usando esta expresión en (4.25), se puede escribir la 

dinámica del error de estimación como 

e = L (A0 + x(x, e)) e+ </>(x, e; L) 

donde 

(4.27) 
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y x( x, e) es una matriz de dimensión 2n dada por 

x(x,e) = __ _ 
[ 

Ünxn 

(M-1 
- M 

1
) (dSatc('IJ(x, e))/d'IJ) MG2 

Ünxn] 

Ünxn 
(4.28) 

con 

'IJ(x, e) de/ 'lj; (x + B1e1, TJ(x, 8(x, e; L)) - e2) 

y 

</>(x, e; L) = - (~) H(x, e)+ (v ® In) ( 81;Jq-i) 8(x, e; L) 

-[M(q)-1 - M] (dSatf:('19)/d'IJ) M (KH(x, e; L) + B2e) 
(4.29) 

Proposición 5. La función cp(x, e; L) satisface 

a) </>(O, O; L) = O, para todo L, y 

b) <f>(x,e;L) es O(Lr), r :=:; O. 

Demostración: 

a) Es consecuencia directa del hecho de que H(0, O; L) = O, 

b) Debido a que 8(x, e; L) es O(Lr), r :=:; O (Proposición 4.9), se tiene que H(x, e; L) es 

también de orden O(Lr), r :=:; O. El resultado se deriva de una inspección directa 

de la ecuación (4.24). ■ 

Análisis de Estabilidad 

Resumiendo, la dinámica en lazo cerrado está dada por 

x =H(x,e;L) 

e = L (A0 + x(x, e)) e+ </>(x, e; L) 
(4.30) 

Para L > > l, el sistema ( 4.30) es un sistema no lineal singularmente perturbado, donde 

x E R2
n y e E R2

n son respectivamente las variables lenta y rápida. El sistema reducido 

es 

x = H(x,0,L) (4.31) 
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y el sistema de capa límite es 

e' = (A0 + x(x, e)) e 

donde e'= de/df, y el tiempo escalado~= Lt. 

(4.32) 

Lema 3. Suponga que IIMM(q)-1 
- Inxnll :S a < 1, para todo q E IRn y algún 

a> O. Si las matrices G1 y G2 se escogen como 

(4.33) 

Entonces, el sistema de capa límite (4.32) es uniforme y exponencial­

mente estable alrededor del origen. Esto es, existe una matriz definida 

positiva Pe tal que Ye de/ eT Pee es una función de Lyapunov para el sistema 

(4.32). 

Demostración. Se reescribe el sistema ( 4.32) como sigue 

( 4.34) 

donde DT = [Onxn, ,Inxn], E= [Inxn, Ünxnl, 

y a < , < l. Con el fin de determinar la estabilidad del sistema (4.34), se hará uso 

del Teorema 2.7 en [19), el cual establece que el origen del sistema (4.34) es globalmente 

exponencialmente estable si y sólo si: 

a) A0 es Hurwitz, 

b) IIF2(x, e)II :S 1, y 

c) IIE(sJ - A0 )-
1 Dll

00 
< l. 

Por construcción, A0 es Hurwitz. Por otro lado, la condición c) se satisface debido a 

que 

IIE(sJ -Aotl Dlloo = 11 (s: 1)2Inxnlloo :S 'Y< l 

y la condición b) se satisface si 
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Puede mostrarse que para todo q E ]Rn, 

Esto quiere decir que 

Esto concluye la prueba. ■ 

Comentario 12. La condición IIMM(q)-1 
- Inxnll ::; a < . 1, para todo q E IRn y 

algún a > O, de los Lemas 2 y 3 parece ser muy restricitiva, pero no es así. Esta 

suposición está relacionada con la precisión con la que la matriz de inercia del 

robot debe ser estimada. Debido a la propiedad P2 la matriz de inercia cumple 

que mrnin ::; IIM(q)-1 11 < mrnax, para todo q E IRn. Si la estructura de la matriz 

de inercia del robot es conocida, ffirnin = Arnin ( M ( q )-1 ) y mmax = Arnax ( M ( q )-1 ) 

pueden tomarse. Si M = C-1 I, donde e= (mrnax + mrnin)/2, entonces 

Es por ello que siempre existe una elección de M que satisface la suposición de los 

Lemas 2 y 3. 

Proposición 6. (Recuperación de la región de atracción ) Suponga que 

para todo q E IRn y algún a> O. El origen de sistema (2.3) es estabilizable 

asintótica y semigloblamente con respecto al conjunto 0* ~ IR2n por la ley 

de retroalimentación de salida tipo PID (4.9), (4.10). Esto es, para cada 

conjunto compacto Wx C 0* existen parámetros de control {Kc,TJ,TD} da­

dos por la ecuación (4.20) tales que el origen del sistema en lazo cerrado 

es asintóticamente estable y cuya base de atracción contiene a Wx. 

Demostración. Se tiene los siguientes hechos 

(a) Debido a que para todo L > O, H(O, O; L) = O y </>(O, O; L) = O, el origen es un punto 

de equilibrio del sistema. 
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(b) Debido a que H(x, e; L) y cp(x, e; L) son funciones suaves de sus argumentos, estas 

funciones tienen derivadas acotadas en conjuntos compactos. 

(e) Usando el Lema 2, el sistema de capa límite (4.32) es uniforme y exponencialmente 

estable, lo que quiere decir que existe una matriz definida positiva Pe tal que V(e) = 
eT Pee es una función de Lyapunov para el sistema ( 4.32). 

(d) Usando la Proposición 5, el sistema reducido x = H(x, O; L) = <I>(x) (ver Ec. (4.29)), 

es globalmente asintóticamente estable alrededor del origen con respecto a la región 

n• ~ JR2n, que es su región de atracción5 . 

El Teorema 3 de [14] implica la existencia de una constante positiva Lmin tal que 

para todo L > Lmin, el origen del sistema (2.3) es asintóticamente estable con base de 

atracción nL C JR2n X JR2n. Más aún, si nL,x es la proyección de nL de las coordenadas 

x, entonces 

nL X - n· cuando L - CX) 
' 

Esto concluye la prueba. ■ 

Comentario 13. Además del interés práctico de asegurar estabilidad cuando se tienen 

entradas de control saturadas, existe otra motivación para introducir las saturacio­

nes en el lazo de control. Esta reside en el hecho de que el observador (4- 13} es de 

alta ganancia, lo cual permite la recuperación de la región de atracción n• ~ JR2n. 

Sin embargo, la alta gnancia puede introducir valores muy grandes de los estimados 

de velocidad v y del error de modelado rj en un periodo corto (O(L- 1)) de tiempo. 

Este fenómeno es conocido como ''peaking" {ver {13/). Introducir un control satu­

rado es una manera de reducir el efecto desestabilizante del ''peaking", asegurando 

que las señales (v, rj) convergen a las reales (v, r¡). 

5El hecho de que las acciones de control estén limitadas, limita también la región de atracción del 

controlador. En este contexto, el concepto de estabilidad global del origen con respecto a una región 

O* , quiere decir que el conjunto n• coincide exactamente con la región de atracción. Como se verá más 

adelante, la región de atracción del sistema bajo la acción del control PID saturada, no coincide con n•. 
Sin embargo, puede utilizarse el parámetro L para hacer que la región de atracción tienda a n•, a este 

concepto se le llamará semiglobalidad con respecto a una región O*. 
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El siguiente resultado muestra que la ley de retroalimentación de salida tipo PID. es 

capaz de recuperar el desempeño inducido por el control inverso (retroalimentación de 

estados). 
. ' 

Proposición 7. (Recuperación del desempeño) Para cada x(O) = x0 E nL,x, la 

siguiente expresión se cumple uniformemente en [O, oo): 

x(t, Xo, L) -+ Xr(t, xo) (4.35) 

cuando L-+ oo y é-+ O, donde x(t,x0 ,L) y Xr(t,x0 ) son respectivamente 

soluciones del sistema (4.30) y (4.31). 

Demostración. Usando la Proposición 6, el método de expansión asintótica de so­

luciones puede ser usado para construir las soluciones de (4.30) [14]. Estas soluciones 

satisfacen 

x(t,xo,L) = Xr(t,xo) + O(L-1
) (4.36) 

para todo (x(O), e(O)) E nL, donde O(L-1) se cumple uniformemente para t > O. Enton­

ces, x(t,x0 ,L)-+ Xr(t,x0 ) cuando L-+ oo. ■ 

Comentario 14. El límite (4-35) establece que cuando L-+ oo, la solución del sistema 

no lineal singularmente perturbado (4.30) converge uniformemente a la solución del 

sistema (4.31). De esta manera, la Proposición 1 implica que cuando el parámetro 

de observación L -+ oo, el controlador propuesto recupera el desempeño inducido 

por el control inverso saturado (4- 1). Por supuesto, que el parámetro del observa­

dor de alta ganancia está limitado por el ruido de medición y por la dinámica no 

modelada (por ejemplo: la dinámica del motor), los cuales son inevitables. Sin em­

bargo, el parámetro del observador provee una dirección en la cual, el desempeño del 

controlador puede mejorarse. Más precisamente, valores más grandes de L resultan 

en comportamientos dinámicos con mejor desempeño. 

Guías de Sintonizado 
Para L > Lmin, el sistema (4.9)-(4.10) define un controlador tipo PID, que asegura 

estabiliad asintótica en lazo cerrado. Este hecho y el análisis de estabilidad presentado 

con anterioridad, permite derivar reglas de sintonizado que aseguran una implentación 

estable del controlador 
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a) Escoja M de manera que se cumpla con la restricción del Lema 3. Es decir, M = el 

con e= (mmin+mmax)/2. Note que puede escogerse mmin = O y mmax 2: >-max(M(q)), 

de esta manera, no es necesario conocer los valores exactos de las cotas de la matriz 

de inercia. 

b) Escoja las ganancias internas K 1 y K 2 de acuerdo a cierto criterio de desempeño 

(por ejemplo: colocación de polos, etc). Si se quiere un control decentraliza­

do, escoja las matrices K1 y K2 como K1 = diag(K1,1, K1,2, ... , K1,n) y K2 = 
diag(K2,1, K 2,2 , .•• , K2,n); donde los escalares positivos K 1,i y K2,j asociados al es­

labón j pueden ser parametrizados en términos de la constante de tiempo en lazo 

cerrado Tc,j y del coeficiente de amortiguamiento ~c,j 

K1 · = T-~ ,J C,J 

K2 · = 2c T - 1 
,J ~e e 

(4.37) 

e) Elija un valor suficientemente grande de L de manera que se obtenga un comporta­

miento en lazo cerrado aceptable (Proposiciones 6 y 7). Como regla heurística no 

escoja valores de L mayores a la mitad de la frecuencia de muestreo. 

Estas guías de sintonizado, corroboran la usanza industrial. Aún más, el sintonizado 

del controlador tipo PID es particulamente fácil, en vista del hecho de que, a pesar de 

la limitación en la ganancia del observador por la existencia del ruido de medición y la 

dinámica no modeada, la robustez del sistema en lazo cerrado se incrementa monotóni­

camente con L. 

Ejemplo 

Para mostrar el desempeño y la estabilidad del controlador tipo PID, se realizaron simu­

laciones numéricas y experimentos en un brazo mecánico de dos grados de libertad. En 

el Apéndice se hace una breve descripción de la dinámica del brazo mecánico utilizado. 

Se eligieron P(x) = O y M = diag(~.O, 0.2) (i .e., M es una matriz diagonal cuyos 

elementos son las cotas superiores de los elementos de la diagonal de la matriz M ( q)). Las 

ganancias de control K 1 y K2 se escogieron diagonales y parametrizadas según la ecuación 

(4.20). Los valores de las constantes de tiempo y de los coeficientes de amortiguamiento 
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Figura~4-1 Evolución de los errores de posicionamiento en simulaciones numéricas. 
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en lazo cerrado fueron Tc,1 = 0.15 s, Tc,2 = 0.15 s, ec,1 = 0.95, y ec,2 = 0.95. La posición de 

referencia fue Qd,l = 0.8 rad y Qd,2 = 1.6 rad. Los límites de saturación fueron -Ti,min = 
T1,max = 200 Nm y -T2,min° = T2,max = 15 Nm. 

Simulaciones Numéricas 
a) Recuperación del desempeño. La Figura 4.1 presenta la evolución de los errores de 

posición de los brazos, para diferentes valores de L (L = 5sec-1 , L = 20sec-_1 

y L = 40 sec-1). Con fines de comparación, la Figura 4.1 también presenta la 

respuesta del robot bajo la ley de control inversa (Ec. ( 4.1)). Puede observarse 

que el desempeño del controlador PID converge uniformemente a aquel del control 

inverso cuando L -+ oo. 

b) El esquema de ARW La Figura 4.2 muestra la evolución de los errores de posición 

para L = 14 sec-1 . Puede notarse el buen desempeño alcanzado aún cuando la 

entrada de control se satura. Para las mismas condiciones, la Figura 4.3 muestra la 

evolución de los errores de posición sin el esquema de ARW. Note que el desempeño 

en lazo cerrado se degrada por el efecto de la acción integral. Bajo condiciones más 

severas (por ejemplo, para valores más grandes de L), la saturación de la acción 

integral puede causar inestabilidades, tal como se muestra en la Figura 4.4 para 

L = 16 sec-1 . Estas simulaciones demuestran la necesidad de incluir el esquema 

ARW cuando están presentes restricciones duras en la entrada de control. 

Pruebas Experimentales 

a) Recuperación del desempeño. La Figura 4.5 presenta la evolución de los errores de 

posición de los brazos para tres diferentes valores de L ( L = 5 sec-1, L = 20 sec-1 

y L = 40 sec-1 ). Como en el caso de las simulaciones numéricas, valores más 

grandes de L, permiten obtener mejores desempeños. Debe mencionarse que este 

buen desempeño fue alcanzado con el control lineal tipo PID, el cual requiere de un 

conocimiento mínimo del sistema ( estimado constante de la matriz de inercia). El 

tiempo de muestreo utilizado es de 2.5 ms, el controlador se discretizó utilizando 

diferencias finitas atrasadas. 
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(b) Sensibilidad al Ruido. La Figura 4.6 presenta la evolución de las entradas de control 

para tres diferentes valores de L ( L = 5 sec-1 , L = 20 sec-1 y L = 40 sec-1). Al com­

parar esta figura con la mostrada en el capítulo anterior, Figura 3.3, puede obser­

varse como el esquema de control PID con estimación de velocidad-incertidumbres 

tiene propiedades de filtraje de ruido (filtro pasa bajas). De esta manera, se obtiene 

un mejor desempeño del controlador y menor sensibilidad al ruido. Es interesante 

notar que ambos esquemas fueron implementados utilizando los mismos tiempos de 

muestreo y fueron discretizados de la misma manera. 

Conclusiones 

En este capítulo, se derivó una ley de retroalimentación de salidas tipo PID que: 

a) Requiere solamente de medidas de posición. 

b) Su sintonización requiere de un mínimo conocimiento del sistema ( i.e. un estimado 

constante de la matriz de inercia). 

e) Está dotado de un esquema de antireset windup. 

d) Es capaz de recuperar el desempeño inducido por el control inverso (retroalimentación 

de estados). La recuperación del desempeño incluye la región de atracción y las 

trayectorias. 

e) El desempeño del controlador no se ve muy afectado por el ruido. 

Debe mencionarse que el controlador propuesto es especialmente interesante para 

propósitos industriales. Como es bien sabido, una restricción de diseño importante en el 

desarrollo de un sistema robótico es su factibilidad económica. El controlador desarrollado 

en esta sección reemplaza la necesidad de un medidor de velocidad, por un compensador 

de segundo orden, el cual es fácilmente implementable. 
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Capítulo 5 

Estabilización con Entradas de Con­

trol Acotadas 

Introducción 

Algunos de los controladores lineales utilizados en la industria son controladores clásicos 

PD con algún tipo de saturación en la entrada de control, la cual protege al actuador en 

el caso de sobredisparos o bajodisparos (10]. 

Existen algunos intentos en la literatura, de diseño de controladores tipo PD con 

entradas de control acotadas (i.e., par acotado). [39], [29], [18] han reportado un con­

trolador lineal PD con un término de compensación de gravedad. Este controlador es 

simple y se construye a partir de saturaciones no acopladas de los términos proporcional 

y derivativo más la compensación de gravedad. La sintonización se hace con base en las 

cotas de los términos de gravedad de cada eslabón del robot. El sistema en lazo cerrado 

es global y asintóticamente estable, y se garantiza el acotamiento de la acción de control 

si los límites de la entrada de control son más grandes que las cotas de los efectos gravi­

tacionales. Sin embargo, esta ley de control presenta sesgo en estado estacionario, si la 

dinámica del robot es incierta (i.e. efectos gravitacionales). 
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Hasta donde se conoce, el problema de regulación con controladores PID acotados y 

pares gravitacionales inciertos no ha sido estudiado aún. Específicamente, la capacidad 

de estabilización del controlador lineal PID saturado con dinámica del robot incierta me­

rece un estudio sistemático. En el capítulo anterior se desarrolló una ley de regulación 

con retroalimentación de salidas la cual está provista de un esquema de antirest windup 

(ARW) para manejar saturaciones en el actuador. Como se explicó anteriormente lamo­

vitación de la saturación de la entrada de control es con el fin de garantizar la estabilidad 

a lazo cerrado. El objetivo de este capítulo, en contraste, es el de diseñar una ley de con­

trol (ya sea con retroalimentación de estados o de salidas) para regulación de posición, 

la cual sea siempre acotada. Específicamente, en este capítulo, se prueba que un control 

lineal PID bajo restricciones en el actuador, es capaz de obtener estabilidad semiglobal, 

si los límites de la entrada de control son más grandes que los pares gravitacionales y 

si las ganancias proporcional y derivativa son lo suficientemente grandes. El análisis de 

estabilidad se hace utilizando herramientas de sistemas singularmente pertubados y se da 

una interpretación geométrica del funcionamiento del controlador PID. Las aportaciones 

más significativas de este capítulo son: 

_ a) El desarrollo de una ley de control saturada que no necesita de compensación de 

gravedad. 

b) El esclarecimiento del papel de la acción integral en la estabilización y en la compen­

sación de incertidumbres en el sistema en lazo cerrado. 

Formulación del Problema 

Para presentar formalmente el problema de control, se utilizará la siguiente notación. El 

vector de la función saturada es 

S t( . max) de/ ( t( . max) t( . max))T ll])n a T,T - Sa T1,T1 , ... ,sa Tn,Tn E m. (5.1) 

donde la función de saturación sat( Ti; Tfax) se define como 

sat( T;; Tf"') de/ ¡ -Tfax if Ti< -Tfax 

Ti if -Ti:ziax < T· < Ti:ziax 
t - t - t 

+Tfax if Tfax < Ti 
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Considere la dinámica de un robot manipulador de juntas rotacionales de n-grados de 

libertad (Ec. (2.3)), que cumple con las propiedades P5, P6 y P7 del Capítulo 2 y la ley 

de control 

(5.2) 

donde Kp , K 1 y Kn son matrices simétricas positivas definidas, el sesgo en estado es­

tacionario o "de-bias" T de puede ser un estimado g( qd) de los pares gravitacionales en 

una posición deseada qd, un valor medio de los pares gravitacionales o simplemente cero. 

Entonces, el problema de control pude formularse como el de seleccionar las matrices de 

ganancia Kp, K 1 y Kn de manera que: 

• el error de posicionamiento er = q - qd se aproxime a cero con el tiempo; es decir, 

lim er(t) = O 
t-+oo 

• la condición inicial (q(O), <J. (O)) esté contenida en la región de atracción. 

Ley de Control PID Saturada 
Sea Tfax > O el máximo par disponible en el actuador del i-ésimo eslabón. El problema 

de posicionamiento con el control lineal PID (5.2) y entradas de control acotadas, se 

estudiará bajo las siguientes hipótesis. 

Suposición 1. Se conocen los pares máximos disponibles Tfax, i = 1, ... , n. 

Suposición 2. Los límites de la entrada de control Tfax, i = 1, ... , n, satisfacen Tfax > 

"ti• 

Comentario 15. La información proporcionada por el fabricante del actuador de con­

trol, es usualmente suficiente para obtener el máximo par disponible Tfax. La con­

dición Tfax> "ti significa que los actuadores del robot son capaces de alcanzar y 

mantener cualquier posición deseada QdE Rn. Esta es una situación típica de los 

robots industriales. 

La versión saturada del controlador lineal PID (5.2) está dada por 

T = T;1D(q, <J.) de/ Sat ( Tdc - Kp(q - qd) - K¡ J; [q(Ci) - qd] dO"; Tpax) + 

Sat (-Kn <J.; Tvax) 
(5.3) 
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De esta manera, es claro que 

(5.4) 

La motivación para la configuración (5.3) proviene de la metodología de modeo de energía 

(energy shaping) y de inyección de amortiguamiento (damping injection) introducido por 

[41]. El primer término reestructura la energía potencial del robot en lazo cerrado, mien­

tras que la acción integral compensa los pares gravitacionales. Por otro lado, el segundo 

término proporciona amortiguamiento al sistema para asegurar estabilidad asintótica de 

las trayectorias. Además de su estructura simple, el control saturado PID (5.3) simpli­

fica el análisis de estabilidad y requiere de los mismos límites en la entrada de control 

rfaic que aquellos diseños en donde se co~pensa gravedad ([39], [29], [18]) para alcanzar 

estabilidad asintótica y en consecuencia q(t) --+ qd cuando t--+ oo. 

Resultado Principal 

De manera concreta, se establecerá lo siguiente. Dada la dinámica del robot (2.3) y si 

l!KDI! es lo suficientemente grande y IIK1II suficientemente pequeña, entonces el control 

lineal PID saturado (5.3) asegura estabilidad asintótica semiglobal. Más precisamente, 

se probará el siguiente teorema: 

Teorema l. Considere la dinámica del robot (2.3) bajo la ley de control satu­

rada PID (5.3). Si Amin(Kp) > k9 y Ti< Tp,i < rfaic, i = 1, ... , n, el sistema 

en lazo cerrado es asintóticamente estable de forma semiglobal. Esto es, 

para cada conjunto compacto Wx C JR.2n, existen ganancias {Kp, K1 , KD} 

tales que [q,<i]T = [qd,of E JR.2n es un punto de equilibrio asintóticamente 

estable para el robot en lazo cerrado y la región de atracción contiene a 

Wx. 

La prueba del Teorema 1 se establecerá en dos pasos. Primero, se estudiará la esta­

bilidad del robot bajo una ley de control saturada PD. Específicamente, se establecerán 

algunas propiedades del sistema en estado estacionario y se estudiará su estabilidad. Des­

pués con base en estos resultados y en resultados de sistemas sigularmente perturbados 

se probará el Teorema l. 
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Ley de Control PD Saturada 
En esta parte, se estudiará la estabilidad del robot (2.3) bajo la ley de control saturada 

PD 

donde r 1 E lRn. Se estudiarán las propiedades de estabilidad del mapeo no lineal entrada­

salida 'f 1 --+ q. En lo que resta de este capítulo y para simplificar la notación se supondrá 

Tdc = O y control decentralizado (i.e., las matrices Kp, K 1 y KD son diagonales). 

De esta manera, el robot en lazo cerrado es 

M(q) q +C(q, <i) q +g(q) = T;D(q, <i; r1 ) 

donde N(x, t) =O.La posición de equilibrio está dada por 

EPD(---) de/ (-) - TPD(- 0--) = O q, T¡ g q 
8 

q, , T¡ 

(5.6) 

(5.7) 

A continuación se establece la existencia y unicidad de la posición de equilibrio bajo la 

ley de control saturada PD. 

Proposición 8. Suponga que >-min(Kp) > k9 • Entonces, existe una función C1 

globalmente definida denotada por cp(r1 ), tal que EPD(cp(r1);r1 ) = O. Esto 

es, el sistema no lineal EPD(q;r1 ) = O tiene una solución única 7j E lRn, 

para todo Qd E lRn y todo T 1 E lRn. 

Demostración. El sistema (5.7) puede reescribirse como 

(5.8) 

Primero, se probará que 7j E ]Rn es una solución de (5.7) si y sólo si 

(5.9) 

Con este fin, considere U ~ ]Rn como el conjunto de q E lRn que forman la región no 

saturada de la función 

i.e. el conjunto definido por la siguiente desigualdad 
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Es claro que en esta región 

(5.10) 

Por otro lado, debido a que >-min(Kp) > k9 y usando el teorema de contracción de mapas 

(21], la ecuación (5.9) tiene una única solución q. Este hecho, junto con la hipótesis de 

que 'Yi < rP,i < rfax, i = 1, ... , n implican que q E U. Entonces, q es también solución 

de (5.8). 

De esta manera, se ha encontradó que todas las soluciones de (5.8) están en la región 

no saturada U. Debido a que la existencia de una solución fuera de esta región implica 

que al menos un componente, por ejemplo el elemento j de Sat (-Kp(q - Qd) - T1; Tpax) 

está saturadado, es decir, 

Esto implica que giCq) = ±rp,f, o de manera equivalente, lgj(qí)I = rP,f· Esto es una 

contradicción a la Suposición 2. Entonces, todas las soluciones de (5.8) satisfacen (5.9). ■ 

El signo de la ganancia de estado estacionario del mapeo T 1 ----+ q está dado por el 

siguiente resultado. Como se verá más adelante, este signo definirá el signo de la acción 

integral. 

Proposición 9. El mapeo en estado estacionario q = cp(T1 ) es estrictamente 

decreciente e invertible para todo T 1 E Rn. 

Demostración: 

(a) Estrictamente decreciente. De la prueba de la Proposición 8, se sabe que 

(5.11) 

para todo T 1 E Rn. Así que 

Dg(q)Dcp(T1 ) + KpDcp(T1 ) + I = O 

o de manera equivalente 

[Dg(q) + Kp] Dcp(T1 ) = -1 (5.12) 
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La suposición Amin(Kp) > k9 implica que Dg{q)+Kp es una matriz positiva definida 

para todo q E Rn. Entonces, 

(5.13) 

Debido a que [Dg(q) + Kpr1 es también una matriz positiva definida, se concluye 

que Dcp(f 1 ) es una matriz negativa definida para q E JR_n. Esto implica que q = 
cp(r1) es estrictamente decreciente. Esto es, existe /3 > O tal que para todo r1,1 , 

71,2 E JR_n, 

(5.14) 

(b) Inverlibilidad. De (5.9) se tiene que g(q) + Kp(q - Qd) + r 1 = O. Lo que implica que 

(5.15) 

■ 

Hasta este momento, se ha probado que el sistemen lazo cerrado (5.6) tiene un único 

punto de equilibrio q = cp("f 1) para cada entrada de control constante "f 1 E JR_n. El análisis 

de estabilidad del equilibrio se da a continuación. 

Proposición 10. La posición de equilibrio q = cp(r1) del robot bajo la ley 

control saturado PD (5.5) es globalmente asintóticamente estable y 1~ 

calmente exponencialmente estable para todo -;;= 1 E JR_n. 

Demostración: 

a) Estabilidad asintótica global. Usando la Proposición 8 , el sistema en lazo cerrado 

M(q) q +C(q, iJ) (J +g(q) - Sat (-Kn iJ; TDax) - Sat (-Kp(q - Qd) - T¡; Tpax) = O 

(5.16) 

tiene un único punto de equilibrio q = cp(r1 ). Sea ~(q; r 1) una función primitiva C 1 

de la acción derivativa saturada -Sat (-Kp(q - Qd) - "f1; Tpax). Esto es, la función 

saturada puede expresarse como el gradiente de la función de potencial artificial 

[39] 
(5.17) 

La función ~ ( q; "f 1 ) es el potencial retroalimentado. El potencial total del sistema 

controlado es 

U(q;"f1) = G(q) + ~(q;r1) (5.18) 
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(recordar que g(q) = DG(q)). Se considera el candidato a función de Lyapunov 

. 1 -T . 
V(q, Q; T¡) = 2 q M(q) q +IT(q; T¡) - IT(q; Tr) (5.19) 

No es difícil ver que la Suposición 2 y la condición Amin(Kp) > k9 implican que 

V ( q, <J; T 1 ) es una función positiva definida y radialmente no acotada de ( q, <J) E IR.2n. 

Usando la Propiedad P5 y simplificando términos, la derivada con respecto del 

tiempo de V(q,<J;T1 ) a lo largo de las trayectorias de (5.16) es (ver [18]) 

Ycs.16)= - qT [ Sat ( KD <J; Tztx)] 
la cual, debido a que K D > o y usando la definición de función saturación s at ( K D <J; Tnax) ' 
es una función negativa semidefinida de (q, iJ)T E IR.2n. Debido a que el sistema 

(5.16) es autónomo, puede usarse el teorema de LaSalle para probar la existencia 

de un atractor global. Con este fin, se define el conjunto 

n = { (q, iJ)T E IR.2n :Yc12)= Ü} 
= { q E JR.n, <J = O E JR.n} 

Debido a que el conjunto invariante más grande en n es q (Proposición 8), el teorema 

de LaSalle implica que el equilibrio q = cp(T 1 ) es global y asintóticamete estable. 

b) Estabilidad exponencial local. Para probar que el sistema (5.16) es localmente es-­

table alrededor de q = cp(T 1 ), es suficiente probar estabilidad asintótica de una 

linealización local del sistema (5.16) alrededor del equilibrio q = cp(T1 ): 

.. . 
M(q) q +Kv q + [Dg(q) + Kp] q = O (5.20) 

donde q = q - q y 

(5.21) 

y 

Sat (-Kp(q - Qd) - T¡; Tpax) = -Kp(q - Qd) + T¡ (5.22) 

en una vecindad de la posición de equilibrio q = cp(T 1 ) ( ver la prueba de la Propo­

sición 8). Se considera la función cuadrática 

· 1 -T · 
VL(q, q) = 2 q M(q) q +'i{ [Dg(q) + Kp] q (5.23) 

La Suposición 2 implica que VL(q, q) es una función convexa. Entonces, se puede 

deducir que el sistema (5.16) es localmente estable, de manera similar a como se 

hizo en la prueba de c) de esta proposición. ■ 
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Resumiendo, se ha probado que el sistema (2.3) bajo una ley de control PD saturada 

tiene un único punto de equilibrio q = cp(T 1), para todo T 1 E R_n. Debido a que q = cp(T 1) 

es una función invertible, existe un único valor TJ,d E R_n que corresponde a una posición 

deseada qd E R_n. Estos resultados se utilizarán para probar el Teorema l. De hecho, 

la idea es utilizar la acción integral K 1 J; [q(o-) - qd] d<7 en lugar de la entrada constante 

;¡= 1 . De esta manera, el papel de la acción integral es el de buscar el valor correcto de 

TJ,d E R_n, que corresponde a la posición deseada qd E R_n. 

Prueba del Teorema 1 

Sea x = (xf, xr) E R2n, con x1 = q E R_n y x2 = <JE R_n. Se puede escribir el sistema (2.3) 

bajo la ley de control PID saturada (5.3) como un sistema de ecuaciones diferenciales de 

primer ·orden 

x =f(x,z1) 

Z¡ = K1(X1 - Qd) 
(5.24) 

donde z1 E R_n, x(O) = Xo = (q'[,iJ~f, z1(0) = z1,o, 

(5.25) 

Primero, se mueve el punto de equilibrio con un cambio de coordenadas. Con este fin, 

se define la entrada constante T 1 d E R_n correspondiente a la posición deseada qd E R_n 
' 

como sigue 

(5.26) 

La unicidad de TJ,d está garantizada, debido a que cp(T1,d) es una función invertible. Por 

simplicidad en la notación, se define la función aumentada cp
0

(=f 1) de/ (cp(;;:1 )T, On) T E R2n 

y se introducen las variables 

x(t) = x(t) - 'Pa(z¡(t)) 

Z¡(t) = Z¡(t) - TJ,d 
(5.27) 
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Usando x(t) y z1(t) como variables de estado, el sistema (5.24) se convierte en 

X = f (x + 'Pa(z¡ + TJ,d), Z¡ + TJ,d) -

K1D'Pa (z¡ + TJ,d) E1 [x + 'Pa(Z¡ + TJ,d) - 'Pa(T1,d)] (5.28) 

Z¡ K1E1 [x + 'Pa(z¡ + TJ,d) - 'Pa(T1,d)] 

donde E1 de/ diag [Inxn, Ünxn] E JR2nx 2n. Sea 

donde K 1 es una matriz definida positiva y E > O un parámetro pequeño. Sea t' de/ Et 

una nueva escala de tiempo (t' es lento comparado con t). Se definen las variables x(t') 

y e(t') como 

x(t') = x(t' /E) 

e1(t') = ZJ(t' /E) 
(5.29) 

Usando t', x(t') y e(t') como nuevas variabes (entonces, x' denota dx/dt', etc.), se rees-

cribe la ecuación (5.28) como 

EX'= f (X+ 'Pa(e1 + T1,d), e1 + TJ,d) -

EK¡D<pa (e¡+ TJ,d) E1 [x + 'Pa(e1 + T1,d) - 'Pa(T1,d)] (5.30) 

e~= K1E1 [x + 'Pa(e1 + TJ,d) - 'Pa(T1,d)] 

Claramente, (x, e) = (02n, On) es el punto de equilibrio de (5.30). Debido a que E > O, 

(x(t'), e(t')) - (02n, On) cuando t' - oo implica que (x(t), z1(t)) - (02n, On) cuando 

t - oo. Para é << 1, el sistema (5.30) se encuentra en la forma de un sistema singu­

larmente perturbado (14], donde x y e1 son respectivamente las variables rápida y lenta. 

Para probar el Teorema 1, es necesario mostrar que las condiciones del Teorema 3 de 

Hoppensteadt [14]se satisfacen. Si en (5.28), se hace é = O (i.e., K1 = O), entonces 

z¡(t) = Z¡(O) = ZJ,O = -TJ,d, se tiene 

x = f (x + 'Pa(z1,o),_z1,o) (5.31) 

El sistema (5.31) con z1,0 visto como un parámetro fijo se llama el sistema de capa límite. 

De (5.25), se puede ver que el sistema (5.31) es el robot (2.3) con la ley de control PD 

saturada, el cual es globalmente asintóticamente estable y localmente exponencialmente 

estable. Por otro lado, si en (5.30) se hace é = O, entonces (5.30) se reduce a x = 02n y 

(5.32) 
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El sistema (5.32) es el sistema reducido del sistema singularmente perturbado (5.30). 

Note que On es un punto de equilibrio de (5.32). Debido a que E1cp0 = cp, el sistema 

(5.32) puede se escrito como 

(5.33) 

Debido a que K 1 > O, el sistema (5.33) es exponencialmente estable alrededor del origen. 

De hecho, si se toma la función cuadrática P((1 ) = 1(112 . La derivada P{5_33) a lo largo 

de las trayectorias de (5.33) está dada por 

(5.34) 

donde se ha usado el hecho de que cp(T1 ) es una función estrictamente decreciente. De 

esta manera, 

Esto prueba que el sistema reducido (5.32) es exponencialmente estable. Finalmente 

el Teorema 3 de Hoppensteadt [14] requiere que las derivadas del lado derecho de la 

ecuación (5.30) sean acotadas. De esta manera, note que h(x, z1 ) depende de los pares 

de Coriolis. Esto implica que f 2(x, z1 ) tiene un término cuadrático en x2 , y que h(x, z1 ) 

no es globalmente Lipchitz. Sin embargo, h(x, z1 ) tiene derivadas acotadas en conjuntos 

compactos. De esta manera el Teorema 3 de Hoppensteadt, implica la existencia de 

una constante positiva émax tal que el origen del espacio de estado correspondiente al 

sistema singularmente perturbado es asintóticamente estable de forma semiglobal para 

O < é < émax. En otras palabras, el sistema (2.3) bajo la ley de control PID saturada es 

semiglobalmente estable y localmente exponencialmente estable para ganancia integral 

K1 suficientemente pequeña. Esto concluye la prueba. ■ 

Comentario 16. La prueba del Teorema 1 ilustra el funcionamiento de los controla­

dores PID con o sin saturación. La propiedad principal es que el sistema de capa 

límite (rápido} es el robot bajo la acción PD, y el' sistema reducido (lento) es la 

acción integral. De esta manera, en periodos cortos de tiempo O (IIK1II) las trayec­

torias en lazo cerrado convergen a una vecindad N0 de la posición q1,0 de/ cp(z1,0 ), 

la cual está localizada en la superficie de equilibrio q = cp(T 1 ). En periodos largos 

de tiempo, la acción integral empieza a cobrar importancia y trata de reconocer la 

posición correcta Qd = cp(T1,d)- En esos momentos, las trayectorias en lazo cerra­

do se deslizan a lo largo de la superficie de equilibrio q = cp(T1 ) hacia la posición 

deseada Qd• 
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Ley de Control PID Saturada con Retroali­

mentación de Salida 

En las secciones anteriores, se ha supuesto que la posición y la velocidad son medibles. 

Sin embargo, esta suposición no es realista, puesto que usualmente sólo se tienen medidas 

de posición y la velocidad se estima utilizando filtros. En [16), [7] se propone una clase 

de observadores de orden reducido como estimadores de velocidad. Se ha probado la 

efectividad de esta clase de filtraje para alcanzar estabilidad en lazo cerrado utilizando 

leyes de control PD con compensación de gravedad. En esta sección, se probará que 

se preserva el resultado del Teorema 1, cuando se utilizan estos observadores de orden 

reducido para estimar la velocidad. 

Sea {) E ]Rn un estimado de la velocidad el robot q E ]Rn. 

como la salida de un filtro propio [16], [7), [1] 

Este estimado se obtiene 

(5.35) 

donde ai y bi, i = 1, ... ,n, son constantes positivas y p de/ d/dt denota el operador 

diferencial. Una realización en el espacio de estados del filtro (5.35) es 

{) =-A{}+ B q (5.36) 

donde A= diag{ai} y B = diag{bi}. La implementación del filtro (5.36) puede ser 

realizada como 
w =-Aw-ABq 

{) = w+Bq 
(5.37) 

La ley de control PID saturada con retroalimentación de salida se obtiene reempla­

zando la velocidad q por la salida del filtro {): 

T = T[; D(q, {)) de/ Sat ( T de - Kp(q - Qd) - K¡ J; [q(o-) - Qd] do-; Tpax) + 

Sat (-Kn{); Tnax) 
(5.38) 

De manera similar al caso de retroalimentación de estados, se puede establecer la 

estabilidad de este sistema como sigue. 

Teorema 2. (Retroalimentación de salida) Considere el sistema (2.3) bajo la 

ley de retroalimentación PID saturada con retroalimentación de salida 
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(5.38). Si Amin(Kp) > k9 y 'Yi < ,r¡;r < ,fax, i = 1, ... ,n, entonces el sistema 

en lazo cerrado asintóticamente estable de forma semiglobal.. Esto es, 

para cada conjunto compacto Wx C IR2n y posición deseada Qd E Wx cons­

tante, existen ganancias PID {Kp, K1 , Kv} tales que el sistema en lazo 

cerrado es asintóticamente estable y su región de atracción contiene a 

Wx. 

Demostración. La prueba puede realizarse siguiendo los mismos pasos que en el caso 

anterior. Con este fin, se considera el sistema (2.3) bajo la ley de control PD saturada 

con retroalimentación dé salida 

(5.39) 

donde, como en el caso anterior, , de = O se tomó por simplicidad. El sistema en lazo 

cerrado está dado por 

M(q) q +(q, CJ) q +g(q) = Sat (-Kp(q - Qd) - T¡; ,r¡;ax) + Sat (-Kv,{}; Tnax) 
,{} =-At}+Bi:J 

(5.40) 

Debido a que A es una matriz invertible, los puntos de equilibrio de (5.40) están definidos 

por las soluciones del sistema no lineal 

(5.41) 

que es la misma condición que en el caso de retroalimentación de estados. De esta manera, 

bajo las mismas suposiciones, las Proposiciones 8 y 9 también se cumplen para el caso de 

retroalimentación de salida. De manera análoga a como se hizo en la Proposición 10, para 

probar que la posición de equilibrio q = <p(°T 1 ) del robot bajo la ley de retroalimentación 

de salida PD saturado es globalmente estable y localmente exponencialmente estable 

para todo T¡ E IRn; se propone un candidato a función de Lyapunov similar a aquel de la 

Proposición 10, pero con un término adicional 

. 1 -T · 
V(q, Q, i}; T¡) = 2 q M(q) q +II(q; T¡) - II(q; T¡) + Fad( t}) (5.42) 

donde Fad(t}) = B-1 F(t}), y F(t}) se escoge tal que 

DF(t}) = -Sat (-Kv,{}; Tvax) (5.43) 

Esto es, F(t}) es la función de disipación de la que se deriva la acción de amortiguamiento 

Sat (-Kv,{}; Tnax). Note que B-1 F(t}) es una función radialmente no acotada y positiva 
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definida, así que V(q, Q, -19; r 1 ) también lo es. La derivada en tiempo de V(q, Q, -19; r 1 ) a lo 

largo de las trayectorias del sistema (5.40) es 

(5.44) 

donde se utilizó el hecho de que 

Fad (-19) = _-i9T AB-l D:F(-19)+ qT D:F(-19) 

Note que i\ 5.40) es negativa semidefinida de (q, Q, -19). También note que -i9 = O implica 

que -i9 = O y de (5.36) se tiene que q = O. De esta manera, puede establecerse estabilidad 

asintótica global de q = cp(r r) por el teorema de invariancia de LaSalle. Por otro lado, 

establilidad local exponencial de q = cp(r r) puede establecerse utilizando ideas similares 

de linealización local del sistema (5.40) alrededor de la posición de equilibrio (q, On, Onf E 

R3n. Utilizando los resultados de las Proposiciones 8 y 9, la prueba del Teorema 2 puede 

hacerse bajo los mismos argumentos de la prueba del Teorema 1. ■ 

Conclusiones 

En este capítulo se ha estudiado la estabilidad del control lineal PID saturado. Bási­

camente, se ha probado que con este controlador puede obtenerse estabilidad asintótica 

semiglobal de la posición deseada y entradas de control acotadas. Además, si las matrices 

de ganancia proporcional y derivativa cumplen ciertas condiciones, el tamaño de la base 

de atracción aumenta, cuando la ganancia integral es reducida. Desde un punto de vista 

práctico, este hecho impone limitaciones en el valor máximo de la acción integral; en el 

sentido de que se necesita de la acción integral, para dominar los términos cuadráticos 

introducidos por el término de Coriolis. Debe mencionarse, que hasta la fecha no existen 

estudios comparativos al realizado en este capítulo. 
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Capítulo 6 

Seguimiento de Trayectorias 

Introducción 

En la literatura se han propuesto varios controladores para solucionar el problema de 

segumiento de trayectorias, la mayoría basados en pasividad. Sin embargo, a pesar de 

que estos enfoques han probado ser exitosos [28), [30), [43), [46), hasta la fecha la mayoría 

de los controladores empleados en la industria son tipo PID. 

Desde un punto de vista teórico, existe la creencia de que los controladores PID 

son incapaces de lidiar con sistemas altamente no lineales o de realizar tareas como la 

de seguimiento de trayectorias. Entre los resultados más importantes reportados en la 

literatura sobre control PID para seguimiento de trayectorias se pueden mencionar los 

siguientes 

• Kawamura et al. [31] mostraron que existen ganancias PID que garantizan que 

el robot sigue una trayectoria deseada con precisión arbitraria, si las condiciones 

iniciales en posición y velocidad son suficientemente pequeñas. 

• Wen and Murphy [47] extendieron los resultados de estabilidad local de Arimoto 

y Miyazaki [4] al caso de seguimiento de trayectorias. Se muestra que cuando se 

81 
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utilizan ganancias PD suficientemente grandes y ganancia integral suficientemente 

pequeña puede obtenerse estabilidad asintótica local cuando las trayectorias de 

referencia son lentas. 

Debe mencionarse que los resultadqs reportados en la literatura sobre control_ PID 

para el caso de seguimiento de trayectorias son de naturaleza local. En este capítulo se 

muestra que es posible obtener un resultado de estabilidad semiglobal, bajo una· ley de 

retraolimentación PID. Es decir, se prueba que para cualquier conjunto de condiciones 

iniciales Wx, existen ganancias PID tales que todas las trayectorias que empiezan en 

Wx convergen a un conjunto residual arbitrariamente pequeño. Para ello, se desarrolla 

un configuración novedosa PID, la cual permite simplificar el análisis de estabilidad y 

desarrollar guías de sintonizado. Los resultados obtenidos son ilustrados con simulaciones 

numéricas en un brazo de dos grados de libertad. 

Con respecto de los resultados existentes, se hacen las siguientes extensiones: 

• Se provee de una prueba de estabilidad semiglobal (práctica), la cual sólo requiere 

de las cotas de la matriz de inercia. 

• Se desarrollan guías de sintonizado sencillas. 

Formulación del Problema 

Considere el modelo dinámico de un robot de n-grados de libertad. La ley de control 

PID puede ser escrita de manera general como sigue 

(6.1) 

donde er(t) def q(t) - qd(t) E Illn es el error de seguimiento, Ea.e E Illn es el vector de sesgo 

en estado estacionario Kp, K1 y KD son las matrices de ganancias proporcional, integral 

y derivativa del control PID. 

El problema de control puede formularse como el de seleccionar ganancias Kp, K1 y 

K D tales que el error de seguimiento er ( t) sea suficientemente pequeño asintóticamente, 

para cualquier condición inicial (q(O), q (O))T E Ill2n contenida en un conjunto compacto. 
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Configuración de Control Lineal PID 

En principio puede utilizarse la representación (6.1) para estudiar la estabilidad del sis­

tema controlado. Sin embago, no es fácil acomodar la acción integral del control para 

obtener un resultado de estabilidad no local [31], [37], [47]. En esta sección, se des­

arrolla un esquema de control PID basado en observadores, que ayuda a resolver esta 

complicación. 

Se sabe que 

Entonces la dinámica del robot (2.3) puede escribirse como 

donde N(x, t) = O. En lo que resta de este capítulo se utilizará la siguiente notación 

X= [er, érf E IR2n, qft = diqd/dti, 

Q _ [ T -T kT]T ll'D(k+l)n 
d,k - qd, qd, ···, qd E .11'. 

Cr(X, Qd,1) = C(er + Qd, ér + <J.d) 

Gr(er, Qd) = G(er + Qd) 

Para diseñar el controlador se supondrá que la trayectoria deseada qd( t) y sus primeras 

tres derivadas en tiempo (i.e., <J.d, i:id y <id) son uniformemente acotadas. Con base en 

esta suposición Qd,k E DQ,k, donde DQ,k C JR(k+l)n está en un conjunto compacto. 

Por simplicidad en la notación, se considera la función 

(6.3) 

Usando (6.2) y (6.3) 

(6.4) 

Sea v de/ érE IRn. Entonces, una representación en espacio de estados de (6.4) es la 

siguiente 

(6.5) 
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El control clásico PID no hace uso del conocimiento de la dinámica del robot. De esta 

manera, para diseñar la configuración PID, se define la función de error de modelado 

rJ(x, Qd,1 , r) E Rn como sigue 

donde M E Rnxn es una matriz positiva definida que corresponde a un estimado constante 

de la matriz de inercia M(q). Entonces, el sistema (6.5) puede reescribirse como 

V 
.. - - 1 

= - qd + TJ(X, Qd,1, 7) + M 7 
(6.7) 

Sea K 1 E Rnxn y K2 E Rnxn matrices positivas definidas tales que la matriz 

(6.8) 

es Hurwitz. La ley de control inversa es 

(6.9) 

donde K de/ [K1 , K2] E Rnx2n, induce el comportamiento en lazo cerrado x = Acx. 

Comentario 17. El desempeño en lazo cerrado x(t) puede ser asignado utilizando las 

ganancias de control internas K 1 y K 2 . Por ejemplo, si K 1 y K 2 se escogen 
' 

como matrices diagonales, se obtiene un esquema de control independiente para 

cada eslabón del robot. 

La ley de control (6.9) no puede ser implementada porque la función rJ(x, Qd,l, r) 

no está disponible para retroalimentación. Sin embargo, puede notarse que la señal de 

error de modelado es observable, es decir, puede expresarse en términos de la entrada y 
.. --1 

la salida y sus derivadas .. De hecho, rJ(x , Qd,l, r) = v + qd -M r, para todo t ~ O. 

La idea que se utilizará para solucionar este problema es la de construir un observador 

para aproximar la función no lineal rJ(x, Qr,l, 7) y utilizar esta aproximación rj dentro 

del marco del prinicipio de equivalencia cierta [3], [5]. Se escoje el siguiente observador 

(6.10) 
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donde e > O es un parámetro de estimación. La dinámica de observación puede ser vista 

corno la parte adaptable del controlador con velocidad de adaptación c- 1
. Con base en 

esta observación r¡ que aproximar¡, el control práctico es 

(6.11) 

El controlador resultante está compuesto por el estimador de error de modelado (6.10) y 

la función de equivalencia cierta (6.11). 

Comentario 18. Para implementar el estimador de error de modelado {6.10), puede 
.. --1 

procederse de la siguiente forma. Se sabe que r¡(x, Qd,I, T) = v + qd -M T, así 

que 

w = Qd -M-1
T - c-1 (w + v) 

r¡ =e:-1(w+v) 
(6.12) 

Debido a que la señal de error de modelado r¡ es incierta, se puede tomar un esti­

mado inicial r¡(O) = O, tal que w(O) = -v(O). 

Proposición 11. La ley de retroalimentación (6.11), (6.12) es equivalente a 

un controlador clásico PID. 

Demostración. Usando (6.11) en (6.12) y recordando que v = er, se obtiene 

así que 

Entonces 

¡¡ = ,-1 
[ K1 J.' e,(" )du + K2( e, - e,(0))+ é,] 

Esta expresión puede ser usada en (6.11) para obtener 

T= 
- 1 .. 1 

-M[-c- K2er(O)- qd + (K1 + e- K2) er+ 

c-1 K1 f~ er(a)da + (K2 + c-1 I) er] 

el cual es el control lineal PID con sesgo en estado estacionario 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 
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y ganancias 

Kp = M(K1 + c-1 K2) 

K¡ = c-1MK1 (6.17) 

Kn = M(K2 + c-1 J) 

De esta manera, cada valor de e > O define un único conjunto de ganancias PID. Note 

que el controlador PID (6.15) tiene un término adicional F(qd) = M CJ.d inducido por la 

dinámica de la trayectoria de referencia qd(t). ■ 

Ecuaciones en lazo Cerrado 

Para calcular la dinámica en lazo cerrrado, se tomará ventaja de la configuración PID 

basada en observador. Con este fin, se introduce el error de estimación e0 de/ r¡ - rj E Rn. 

Entonces, la dinámica en lazo cerrado del robot es 

(6.18) 

donde Ac está dada por la ecuación (6.8) y H = [Onxn, lnxnf E R2nxn. Por otro lado, de 

(6.10) la dinámica del error de modelado es 

(6.19) 

De las ecuaciones (6.6) y (6.11), no es dificil obtener la siguiente identidad 

que, junto con las ecuaciones (6.3) y (6.18), se utilizan para calcular la derivada en tiempo 

de r¡: 

(6.20) 

donde 

w(x, eo, Qd,3) = -M;1 [ ( 8'1/7 /ax) (Acx + H eo) + ( 8'1/7 / 8Qd,1) Ór,1] -

M;1 [(er ®1n)(8Mr/8er) + (<J.d ®ln)(8Mr/8qd)] (eo + qd -Kx)+ 

(M;1M -1) (qd -KAcx - KHe0 ) 

(6.21) 
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y® es el producto de Kronecker1 . Usando (6.20) en (6.19) se obtiene 

(6.22) 

Entonces, la estabilidad del sistema en lazo cerrado está completamente determinado por 

la estabilidad del siguiente sistema 

X = Aex+He0 

eº = -é-l M;1 Meo+ w(x, eo, Qd,3) 
(6.23) 

Este sistema muestra que la dinámica del error de seguimiento de trayectorias ~ y el error 

de estimación e0 están acopladas en ambas direcciones. 

Análisis de Estabilidad 

La idea para estabilizar el control PID es escoger un valor suficientemente pequeño del 

parámetro de estimación e> O. De esta manera, el sistema (6.23) puede ser visto como un 

sistema no lineal singularmente perturbado donde x E JR.2n y e0 E JR.n son respectivamente 

las variables lenta y rápida y e es el parámetro de perturbación. El sistema reducido se 

define haciendo e = O en (6.23) 

(6.24) 

El sistema de capa límite se define tomando el tiempo escalado t' = t/c y haciendo e= O 

en (6.23) 

(6.25) 

donde e~ = de0 / dt'. 

Se usará el Lema 2.4 en (42] para establecer la estabilidad del sistema (6.23). Con 

este fin, se necesitará probar que el sistema reducido es global y asintóticamente estable, 

y que el sistema de capa límite es estable exponencialmente 

Lema 4. Por construcción, el sistema reducido es globalmente exponencial­

mente estable. Esto es, existe una matriz positiva definida Pe E JR.2nx2n 

que satisface la ecuación de Lyapunov Ar Pe + PeAe = -I2nx2n• 

1 Para simplificar la notación se omitirán los argumentos de las funciones, dándose explicitamente sólo 

cuando se requieran por claridad. 
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Lema 5. Suponga que IIII(er, Qd) 11 de/ III - M-1 MIi < a < 1 para algún a, y 

todo x E ~ 2n. Entonces el sistema de capa límite (6.25) es globalmente 

exponencialmente estable. 

Demostración. Reescribir el sistema de capa límite como 

Entonces la función cuadrática½ (e0 ) = er e0 , tiene derivada en tiempo 

V{ = -2½ + er [II(er, Qd) + II(er, Qdf] eo 

~ -2 (1 - IIII(er, Qd)II) ½ ~ -2(1 - a)½ < O, for ½-=/ O 

(6.26) 

Esto muesta que el sistema de capa límite es exponencialmente estable con función de 

Lyapunov ½(e0 ) ■ 

En esta sección (x(t, E), e0 (t, E)) denota la trayectoria del sistema (2.23) con condición 

inicial (x(0), e0 (0)). La siguiente proposición establece la estabilidad del robot en lazo 

cerrado 

Proposición 12. El origen del sistema (2.3) es prácticamente estabilizable 

por la ley de control clásica PID. Esto es, para cada par de conjuntos 

compactos (Bx, Wx), en la vecindad del origen y Bx C Wx C ~ 2n, existen 

ganancias PID {Kp, K1 , Kv} y un par de conjuntos compactos (Be
0

, WeJ, 

en la vecidad del origen y Be
0 

C We
0 

C ~n tales que las soluciones del 

sistema en lazo cerrado ( 6. 23), con condiciones iniciales en Wx x We
0 

e ~ 3n, 

son capturadas por el conjunto Bx x Be
0 

C ~ 3n. 

Demostración. Dadas las matrices de ganancia K1 E ~nxn y K2 E ~nxn, cada valor del 

parámetro de estimación E> O define un único conjunto de ganancias PID {Kp, K1 , Kv}. 

Entonces, es suficiente probar que el sistema en lazo cerrado (6.23) prácticamente esta­

ble alrededor del origen en forma semiglobal. Con este propósito, mostraremos que las 

hipótesis del Lema 2.4 en [42) se cumplen 

El filtro (6.12) se inicializa como 77(0) = O, entonces e0 (0) = 77(0) o de manera equiva­

lente 

eo(O) = -M(q(0))-1VJ(x(0), Qd,1(0)) + [M(q(0))-1 M - I)[éú (O) - Kx(0)] 
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Debido a que x(O) y Qd,a(O) están contenidos en conjuntos compactos, Wx y DQd,3 , e0 (0) 

también lo están (por ejemplo WeJ- Entonces, las condiciones iniciales del sistema en 

lazo cerrado (6.23) están contenidas en el conjunto compacto Wx x We
0 

C R2n x Rn. Por 

otro lado, la función ½(x) def xT Pcx en R2n es propia debido a que existe una constante 

c > O tal que 

r def {x E R2n: ½(x) ~ C + 1} 

está en un conjunto compacto con Wx en su interior. Debido a que la matriz Mr(er, Qd) 

y 'lj;(x, Qd,i) son funciones suaves de sus argumentos y que w(x, e0 , Qd,3) es una función 

lineal de e0 , existen números reales positivos 111 y 112 que satisfacen 

Con base en estos hechos y en el Lema 5, la prueba puede establecerse bajo los mismo 

términos que la prueba del Lema 2.4 en [42]. Esto es, para un conjunto compacto dado 

Bx X Beo e Wx X Weo e R3n que contiene al origen, existe un é"max > o tal que para 

cada O < é ~ émax, las trayectorias (x(t, é), e0 (t, é)) del sistema (6.23), que empiezan 

en W def Wx x We
0

, son acotadas para todo t :::: O, y son capturadas por el conjunto 

Bx X Beo e R3n en tiempo finito T¡(é) >o .• 

Comentario 19. Debido a que la función de acoplamiento w(x, e0 , Qd,3) no es global­

mente Lipchitz debido a las fuerzas de Coriolis C(q, <J) <J , las condiciones iniciales 

del sistema en lazo cerrado {6.23} están restringidas a algún conjunto compacto. 

Esto implica que el resultado de estabilidad obtenido es semiglobal. 

Comentario 20. El Lema 2.4 en {42] muestra que si el sistema reducido {6.24} es 

asintóticamente estable y el sistema de capa límite es exponencialmente estable, en­

tonces para un valor pequeño de€> O, el sistema en lazo cerrado {6.23} es estable. 

Además, el resultado de la Proposición 12 establece que para cualquier condición 

inicial de posición y velocidad en un conjunto compacto, existen ganancias PID 

que garantizan que el robot sigue una trayectoria deseada, con precisión arbitraria 

(estabilidad práctica}. Esto se logra tomando valores suficientemente pequeñas del 

parámetro € > O. El conjunto Bx x Be
0 

se conoce como atractor en tiempo finito 

{6/ o conjunto residual {15}. Note que la constante é"max > O depende de los con­

juntos Wx y Bx. En general, un conjunto más grande condiciones iniciales Wx o 

un conjunto residual más pequeño Bx , implica un valor más pequeño de é"max· De 
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(6.17) esto implica ganancias de control PID más grandes, lo cual concuerda con 

resultados previos de naturaleza local {31/, [3/ {37/, [41/. 

Comentario 21. Debe notarse que. las acciones de control siempre están limitados en 

la realidad. La saturación del control, puede aj ectar adversamente la estabilidad 

y el desempeño del sistema en lazo cerrado. Siguiendo las mismas ideas descritas 

anteriormente, puede utilizarse la ley de control saturada 

T = Sat { M [iid -rj - Kx]} (6.27) 

y mostrar (utilizando el Lema 2.4 de [42]) que puede obtenerse un resultado de 

estabilidad semiglobal con respecto de la máxima región de estabilidad del control 

inverso nmax ~ R 2n. Esto es, las restriciones en la entrada de control, limitan la 

región de estabilidad Wx x We
0 

e f2max que puede obtenerse bajo la ley de control 

lineal PID. 

Guías de Sintonizado 

En vista de la simplicidad del controlador PID y su aplicabilidad en operaciones industria­

les, es interesante desarrollar guías de sintonizado para. estos controladores. La estructura 

PID propuesta puede ser explotada, para proponer un procedimiento de sintonizado como 

se describe a continuación: 

i) Escoja M de manera que se cumpla con la restricción del Lema 5. 

ii) Escoja las ganancias internas K1 y K2 de acuerdo a cierto criterio de desempeño 

(por ejemplo: colocación de polos, etc). Si se quiere un control decentraliza­

do, escoja las matrices K1 y K2 como K1 = diag(K1,1, K1,2, ... , K1,n) y K2 = 

diag(K2,1, K 2,2 , ••• , K 2,n); donde los escalares positivos K 1,i y K 2,i asociados al es­

labón j pueden ser parametrizados en términos de la constante de tiempo en lazo 

cerrado T c,j y del coeficiente de amortiguamiento ec,j 

K1 · = T-~ ,J c,J 

K2 . = 2'" T-l ,J '>e e 

(6.28) 
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iii) Escoja un valor suficientemente pequeño de e> O de manera que se obtenga un com­

portamiento en lazo cerrado aceptable. Valores más pequeños de e > O, producen 

regiones de estabilidad más grandes y errores de seguimiento más pequeños. Note 

que e puede verse como una constante de tiempo de estimación, la cual tiene signifi­

cado físico en términos, por ejemplo, de la dinámica no modelada ( ancho de banda 

alcanzable) y de la velocidad de la trayectoria de referencia. Esto significa, por 

ejemplo, que trayectorias deseadas qd( t) más rápidas pueder requerir valores más 

pequeños de la constante de tiempo e para obtener errores de estado estacionario 

aceptables. 

Debe considerarse que una vez que las matrices M , K1 y K 2 han sido seleccionadas, 

las gananacias del control PID dependen un sólo parámetro, es decir, de la constante de 

tiempo de estimación e. Más aún, las guías de sintonizado hacen uso de un conocimiento 

mínimo del sistema (las cotas máxima y mínima de la matriz de inercia). 

Comentario 22. La configuración PID {6.11), {6.12} puede inducir en la práctica re­

troalimentación de alta ganancia, debido a que para obtener un error de seguimiento 

aceptable, pueden requerirse valores excesivamente pequeños de e> O. Sin embargo, 

en presencia de ruido de medición o de dinámicas no modeladas, es deseable evitar 

controladores de alta ganancia. Una solución práctica para seguir una determinada 

trayectoria qd(t), es hacerlo más lentamente. Como se mostrará en las simula­

ciones, esta solución deriva en ganancias PID moderadas con errores de estado 

estacionario aceptables. 

Comentario 23. La representación PID basada en observador {6.11), (6.12} tiene dos 

ventajas sobre la representación estándar ( 6.1): 

(i) Los estados del controlador w E Rn son significativos como estimados de la dinámica 

del robot; esto es c-1(w + v) es un estimado del error de modelado asociado con el 

control PID 

(ii) Cuenta con un esquema natural de "antireset-windup" {ARW) para manejar limita­

ciones en la entrada de control. De hecho, si Te es la acción de control calculada y 

Tsat = sat( Te) es el par aplicado al robot, donde sat es una función de saturación 

definida apropiadamente, entonces la ley de control {6.11),(6.12) puede escribirse 
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coma2 

donde las ganancias del control PID están dadas por {6.17}. La estructura de ARW' 

está dada por la señal retroalimentada é-1 J; ( Tsat - Te)da. De esta manera, cuando 

la entrada de control se satura {i.e., Tsat_Te =/ O}, esta señal trata de llevar el err_or 

de la entrada de control Tsat - Te a cero, recalculando la integral de manera que la 

salida del controlador· Te se encuentra exactamente en el limite de la saturación 

{22/. 

Ejemplo 

Se realizaron simulaciones numéricas en un brazo mecánico de dos grados de libertad, 

para ilustrar las cualidades del observador propuesto. El objetivo de estas pruebas es 

doble. Primero se pretende ilustrar que la elección del estimado de la matriz de inercia 

M de manera que cumpla con la restricción del Lema 5, no es difícil. Y segundo, mostrar 

la naturaleza práctica del controlador. Los parámetros del sistema dinámico del brazo 

utilizado pueden encontrarse en el Apéndice. 

La restricción del Lema 5 puede cumplirse escogiendo M como el promedio de las cotas 

de la norma de la matriz de inercia M(q). Sin embargo, en las siguiente simulaciones, se 

mostrará como el controldor PID, es capaz de alcanzar los objetivos de control con un 

estimado grueso de la matriz de inercia M. Primero, la matriz M se escoge como 

M = [ 7.0 0.7 l 
0.7 0.5 

que corresponde a las cotas máximas de las entradas de la matriz de inercia y para la cual 

IIInxn - M;1 Mii
00 

= 0.794 < l. Esto es, la matriz M satisface las suposición del Lema 5. 

Las ganancias de internas del control K 1 y K2 se escogen diangonales y parametrizadas 

en términos de ee,i y Te,i· Se escoge ee,1 = ee,2 = 0.85 y Te,1 = Te,2 = 0.2 s. 

2La deducción de esta ecuación, puede hacerse de manera similar a como se hizo en el Capítulo 3, 

(Ecuaciones 3.11-3.15). 
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Las condiciones iniciales son q1 (O) = 1r rad, q2 (O) - -1r rad, v1 (O) - 5.0 rad/ s, 

v2(0) = 13.5 rad/ s y la trayectoria de referencia es 

Qd,1(t) = ~ + ¡ sin(,Bt) + f cos(,Bt/2) 

Qd,2(t) = -¡ + f sin(,Bt/2) + ¡ cos(,Bt) 
(6.29) 

_donde~,8_ >_ 0 es_un factor de escalamiento_de tiempo. El factor ,B define la _velocid~ __ 

de la trayectoria deseada qd(t), i.e. valores mayores de ,8, derivan en trayectorias con 

velocidades mayores. 

La Figura 6.1 muestra el error de seguimiento del primer eslabón, para tres diferen­

tes valores de e y para dos diferentes velocidades; una "lenta" (,8 = 1) y otra "rápida" 

(,8 = 4). Como se espera, valores más pequeños del parámetro de estimación, derivan 

en errores de siguimiento más pequeños. Por supuesto, en aplicaciones prácticas existe 

un valor mínimo del parámetro e para el cual el ruid? de medición y las dinámicas no 

modeladas son despreciables. También note que errores de seguimiento son más pequeños 

para trayectorias más lentas (,8 = 1). De hecho, para un determinado valor de e, pueden 

obtenerse valores más pequeños de los errores de seguimiento para trayectorias deseadas 

más lentas. Este comportamiento también puede ser observado para el segundo eslabón, 

el cual se muestra en la Figura 6.2. Estos resultados concuerdan con lo observado experi­

mentalmente y en aplicaciones industriales (ver por ejemplo [17], [37]) donde la velocidad 

de seguimiento es sacrificada para obtener un mejor seguimiento de la referencia. Esta 

práctica puede ser observada en la Figura 6.3, que muestra las trayectorias rápida y lenta 

en el espacio de estados ( i.e. q1 vs. q2) para e = 1 sec. 

Se realizaron simulaciones para el caso del control de juntas independientes. En una 

primera prueba se escogió M = diag(0.47, 0.47) , según se sugirió en la sección anterior. 

En la segunda prueba M = diag(8.77, 0.62), que coiniciden con los valores máximos 

de los valores de la diagonal de la matriz de inercia M ( q). Para el primer y segundo 

caso se tiene que IIInxn - M;1 Mlloo = 0.963 < 1 y IIInxn - M;1 Mll
00 

= 2.861 > l. 

Bajo estas selecciones, no se encontró diferencias significativas con los resultados de las 

Figuras 6.1 y 6.2. Esto muestra que la condición IIInxn - M;1 MIL:,o < 1 del Lema 5 

puede ser conservadora, permitiendo elecciones de M más relajadas sin degradación de 

la estabilidad en lazo cerrado. 
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Conclusiones 

En este capítulo se ha estudiado el problema de seguimiento de trayectorias en coordena­

das articulares con control PID. La utilización de una configuración novedosa del control 

PID permite escribir el sistema en lazo cerrado, como un sistema singularmente perturba­

do y para el cual puede derivarse estabilidad semiglobal práctica. Esto es, dada cualquier 

condición inicial de posición y velocidad, existen ganancias PID que garantizan que el 

robot sigue una trayectoria deseada con presición arbitraria. Del análisis de estabilidad 

se extraen reglas de sintonizado, las cuales fueron ilustradas con simulaciones numéricas 

en un brazo mecánico de dos grados de libertad. 
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Capítulo 7 

Control por Campo de Velocidad 

Introducción 

Hasta ahora, se ha considerado el problema · de seguimiento de trayectorias de manera 

estándar. Es decir, dada una trayectoria parametrizada en tiempo qd ( t) se diseña una 

ley de control que sigue esta parametrización. En este capítulo se aborda el problema de 

seguimiento de trayectorias pero con una formulación novedosa; esta es, con el concepto 

de control por campo de velocidad (CCV). El control por campo de velocidad (CCV) ha 

emergido recientemente de la literatura [24], [27], [33] como una alternativa del control de 

movimiento. El CCV codifica las trayectorias deseadas utilizando campos de velocidad, 

esto es, define un vector tangente a cada punto del espacio de configuración [24]. 

Muchas tareas pueden codificarse como campos de velocidad, tales como seguimiento 

de contornos para operaciones de corte, pintado etc. Este enfoque tiene varias ventajas 

con respecto al enfoque tradicional, de las que se pueden mencionar las siguientes: 

(a) El error de seguimiento del campo vectorial es una medida apropidada de describir 

si se esta siguiendo una trayectoria 

(b) La especificación de la tarea, codificada como un campo vectorial, y la velocidad se 

realiza pueden ser desacopladas [27]. 

99 
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Por otro lado, se han reportado varias aplicaciones de este novedoso enfoque en mani­

puladores teleoperados [25], sistemas cooperativos de robots manipuladores [48], sistemas 

coperativos de robots móviles [49] y control pasivo-adaptivo de campo de velocidad [26]. 

Sin embargo, existen varias preguntas que aún están abiertas; entre las que se cuenta por 

ejemplo, el control de campo de velocidad en robots de dinámica incierta. Este capítulo 

trata este problema. Se propone un control tipo PI, el cual requiere de un mínimo co­

nocimiento del sistema. Se mu!3Stra que dada cualquier condición inicial en posición y 
' velocidad, existen ganancias PI tales que el campo vectorial puede seguirse con precisión 

arbitraria. 

Formulación del Problema 

Siguiendo la notación introducida por [27], se define Tqg como el espacio tangente a g 
en una configuración específica del robot q. El campo de velocidad deseado es un mapeo 

invariante en tiempo tal que 

V: g --tTQ, 

q f---t V(q) E Tq9 

donde TQ = UqcQ Tq9 esel haz tangente a g. Entonces, el campo de velocidad deseado, 

define un vector tangente a cada punto q del espacio de configuración 

q = V(q) 

El problema de control por campo de velocidad (CCV) se formula como sigue. Sea la 

dinámica de un robot den- grados de libertad (2.3), entonces el problema es diseñar una 

ley de control lineal T de manera que la velocidad q siga un campo de velocidad deseado 

V(q), i.e., 

lim V(q(t))- q (t) = O 
t-+OO 

(7.1) 

y la condición incial (q(O), q (O)f E JR2n esté contenida en la región de atracción. 

Con el fin de solucionar el problema de control se hacen las siguientes suposiciones: 

Suposición l. Las funciones M(q), C(q, <J) y g(q) son C1 y además son inciertas. 

Suposición 2. El campo de velocidad V(q) tiene primera y segunda derivadas en tiempo continuas 

y acotadas. 
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uposición 3. El campo de velocidad V(q) define trayectorias global y uniformemente acotadas 

(i.e., llq(O) + J; V(q(o-))do-ll está globalmente acotada para todo q(O) E IRn y t 2: O). 

La Ley de Control Inversa 

En esta sección, trataremos el problema de control por campo de velocidad, suponiendó 

que el modelo y los parámetros del robot son conocidos. El propósito es doble 

(i) Obtener un resultado previo al diseño del controlador robusto 

(ii) Determinar las limitaciones de este controlador 

Sea v = <J. la velocidad del robot y er de/ V(q) - v E IRn el error de segumiento del 

campo de velocidad. La dinámica del robot (2.3) en lazo cerrado puede escribirse como 

q =V(q)-er 

er = </>(q, er) - M(q)-1 [T - V(q, er)] 

donde 

</>(q, er) de/ DV(q) [V(q) - er] E IRn 

V(q, er) de/ g(q) + C [q, (V(q) - er)] [V(q) - er] E IRn 

y donde N(x, t) = O. El controlador inverso es 

donde Kr E IRnxn es una matriz positiva definida que induce 

q = V(q) - er 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

de manera que limt-+oo er(t) = O se cumple exponencialmente. Utilizando la Suposición 

3, q(t) permanece acotada para todo t 2: O. 

Comentario 24. Si R(q) es el conjunto límite de las trayectorias generadas por el 

campo de velocidad V(q) {i.e., q(O) + J; V(q(o-))do- --+ R(q(t)) asint6ticamente), 

entonces R(q) es también el conjunto límite del sistema (7.4). De esta manera, 

R(q) x \On es el conjunto límite de {7.4). Note que la Suposición 3 implica que 

R(q) x Ün es un conjunto compacto. 
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Comentario 25. Básicamente, el control por campo de velocidad es una configuración 

de control cascada {23}. De hecho, el campo de velocidad deseado V(q) se diseña 

con base en un sistema de grado relativo uno <J. = v*, donde v* se toma como una 

entrada de control virtual. De esta manera, el así llamado lazo primario o maestro 

es v* =V(q). Debido a que el sistema real es <J. = v, la acción del control maestro 

deriva en <J. = V(q) - er. De esta manera, el objetivo del segundo lazo o control 

esclavo es el de alcanzar un error de seguimiento cero {i.e., limt-+oo er(t) = O}. 

Este objetivo se cumple con el control inverso r = Ftnv ( q, er). Una ventaja del 

control por campo de velocidad sobre el enfoque tradicional {sin cascada} es que que 

la especificación de la tarea, codificada como un campo de velocidad y la velocidad 

a la cual puede ser realizada, están desacopladas {27}. 

Comentario 26. Es interesante considerar el caso cuando 

V(q) = Kv(Qd - q) (7.5) 

donde Kv es una matriz positiva definida y qd E JR.n es la configuración deseada. En 

este caso, el punto R(q) = qd es el conjunto límite del campo vectorial Kv(Qd - q). 

Debido a que DV(q) = -Kv, el control inverso correspondiente es 

(7.6) 

donde K1 = KKv y K2 = K + Kv. El controlador (7.6) es el control llamado par 

calculado, que estabiliza al robot en la posición de equilibrio Qd• 

Diseño del la Ley de Control Robusta 

La ley de control inversa (7.3) asegura que el sistema (2.3) sigue el campo de velocidad 

asintóticamente. Desafortunadamente, dado que la estructura del robot siempre es in­

cierta, esta ley de control sólo puede implementarse aproximadamente. Para evitar este 

problema, se diseñará una ley de control inversa basada en observador. 

Sea 

V(q, er) = g(q) - e (q, V(q) - er) (V(q) - er) 

donde M(q) es una matriz positiva definida que corresponde al estimado de M(q), g(q), 

C (q, V(q) - er) son estimados de g(q), C (q, V(q) - er) respectivamente y V(q, er) es el 
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estimado de la función V ( q, er). Se define la función de error de modelado r¡( q, er, 7), 

como sigue 

r¡(q, er, 7) = -M(q)- [7 - V(q, er)] + M(qt 1 7 - V(q, er) de/ 1 - [ ~ ] (7.7) 

De esta manera, el sistema (7.2) puede escribirse como 

q =V(q)-er 

er = </>(q, er) + r¡(q, er, 7) - M(q)-1 [7 - V(q, er)] 
(7.8) 

En términos de la función de error de modelado r¡(q, er, 7), el controlador inverso es 

7 = F~nv(q, er, r¡(q, er, 7)) 
def ~ -
= V(q, er) + M(q) [</>(q, er) + r¡(q, er, 7) + Krer] 

(7.9) 

Comentario 27. La función de retroalimentación de dinámica inversa 7 = ~nv(q, er, 

r¡(q, er, 7)) puede ser vista como una representación implícita de la función exacta 

7 = Ftnv(q,er)- De hecho, Ffnv(q,er) = F~nv(q,er,r¡(q,er,Ffnv(q,er))). 

Siguiendo las ideas de compensación de error de modelado [3], y con base en el hecho 

de que 

r¡(q, er, 7) = ér -</>(q, er) + M(q)-1 [7 - V(q, er)] 

la señal 1 r¡(t) = r¡(q(t), er(t), 7(t)) puede ser reconstruída usando el siguiente observador 

de orden reducido 

rj = é-1 [r¡ - rj] 

= é-l [ér -</>(q, er) + M(q)-1 [T - V(q, er)] - ri] (7.10) 

donde rj E Rn es el estimado de r¡(t) y e> O es el parámetro de estimación. El controlador 

práctico puede ser escrito utilizando la siguiente función de equivalencia cierta 

F.inv( -) 7 = 2 q, er, r¡ (7.11) 

donde el término incierto r¡(q, er, 7) de la ley de control inversa (7.9), ha sido reemplazada 

por el estimado rj. El controlador resultante está compuesto por el estimador de error de 

modelado (7.10) y la función de equivalencia cierta (7.11) [5]. 

1Con un abuso de notación, el símbolo 77 se usara para denotar tanto la señal 77(t) como la función 

77(q(t), er(t), r(t)). 
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Comentario 28. El observador (7.1 O) es impropio ya que requiere de la derivada en 

tiempo ér. Introduciendo la variable w def crj - er, este observador puede ser im­

plementado. De esta manera, se obtiene el observador propio 

w = -</J(q, er) + M(q)-1 [T - V(q, er)] - é-1 (w + er) 

rj =c-1(w+er) 

con condición inicial w(O) = -er(O). 

(7.12) 

Comentario 29. No es difícil ver, que el controlador práctico (7.11), (7.12) puede 

reescribirse como 

T = P(q, <J.)+ M(q)Fp¡(er) 

donde 

P(q, <J.)= M(q)</J(q, er) + V(q, er) 

y 

Fp¡(er) = Kper + K¡ 1t er(e1)de1 

es el controlador clásico PI con ganancias 

Kp = €- 1In + Kr 

Kr = €-lKr 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

donde In es la matriz identidad de orden n. Note que cuando C(q, <J.) y M(q) son 

matrices diagonales constantes, la Ec. (7.13) es un control decentralizado compues­

to de un control PI lineal y un compensador de la dinámica del campo de velocidad. 

Además, si el campo de velocidad es como el que se propuso en el Comentario 26, 

el controlador (7.13) es un PID con ganancia derivativa Kn = MKv. 

Comentario 30. El control práctico (7.11),(7.12) es una representación basada en ob­

servador de la dinámica inversa [2/. Esta representación tiene varias ventajas, con 

respecto del formato tradicional. Por ejemplo, cuenta con un esquema de "antireset 

windup" para compensar saturaciones en el actuador [2/. En la sección posterior, 

se explotará esta representación para describir el sistema en lazo cerrado como un 

sistema singularmente perturbado. 
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Ecuaciones en lazo Cerrado 

Para simplificar las ecuaciones y sin pérdida de generalidad, se tomará M(q) como una 

matriz constante y V(q, er) =O.El error de observación se define como 

de/ - mn er¡ = r¡-r¡Eil'\. 

Utilizando (7.11) en (7.8), se tiene que la dinámica del robot en lazo cerrado es 

q =V(q)-er 
(7.16) 

Por otro lado, según la Ec. (7.10), la dinámica del error de observación es 

(7.17) 

Es posible calcular la derivada en tiempo iJ de (7.11) y (7.7) 

(7.18) 

donde 

( ) 
de/ 

'11 q,er,er¡ = [In - M- 1M] [D1V(q, er) [V(q) - er] + D2V(q, er)e(q, er, er¡) + Krer¡ - K;er] + 
M-1 [D1 V(q, er) [V(q) - er] + D2V(q, er)g(q, er , er¡)] + 
M-l [[V(q) - erf 0 In] [DM(q)] [cp(q, er) - er¡ + Krer] 

y 

e(q, er, er¡) de/ cp(q, er) - er¡ + Krer 

donde 0 denota el producto de Kronecker. 

Estabilidad del Sistema 

(7.19) 

Resumiendo, en las coordenadas (q, er, er¡), el sistema en lazo cerrado puede ser escrito 

como 
q = V(q) - er 

er = -Ker + er¡ (7.20) 

€ er¡ = -M-1 M er¡ + é'V(q, er, er¡) 
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Para valores pequeños de é > O, el sistema (7.20) es un sistema sigularmente perturbado. 

Debido a que M-1 M es una matriz invertible, el sistema reducido es 

q = V(q) - er 
(7.21) 

el cual se obtiene haciendo é = O en (7.20). Note que el sistema reducido es el sistema 

bajo la ley de control inversa (7.3). Entonces, el sistema reducido (7.21) tiene un error de 

velocidad er(t) que es globalmente exponencialmente estable, con trayectorias acotadas 

globalmente. El sistema de capa límite asociado con (7.20) es 

(7.22) 

donde e~ = der¡/d(t/E:). En relación a la estabilidad el sistema de capa límite (7.22) ·se 

tiene el siguiente resultado. 

Lema 6. Suponga que IIM(q)-1 M - Inll ~ a < 1, para todo q E lRn y algún 

a> O. Entonces, el sistema de capa límite (7.22) es uniforme y exponen­

cialmente estable alrededor del origen2 . 

Demostración. Escriba el sistema de capa límite como 

e~ = - [In - r(q)] er¡ (7.23) 

donde r(q) def I - M-1 M . La derivada en tiempo de la función positiva¼,¡ = e~ er¡ a lo 

largo de las trayectorias de (7.22) satisface 

v:,¡ = -2¼'7 + e;[r(q) + r(qf]er¡ ~ -2(1 - a)¼,¡ < O (7.24) 

para¼,¡# O. Esto muestra que (7.22) es global y exponencialmente estable, y su función 

de Lyapunov es ¼,¡(er¡) = e~er¡. ■ 

El siguiente resultado establece las propiedades de estabilidad del sistema (7.20), dada 

una selección arbitraria del campo de velocidad V(q). 

Proposición 13. El error de campo de velocidad del sistema en lazo cerra­

do (7.20) es semiglobal y prácticamente estabilizable alrededor del con­

junto límite R(q) x Ün• Esto es, para cada par de conjuntos compactos 

2En [25] se muestra que siempre existe una elección de M que satisface esta suposición. 
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B(q,er), W(q,er) vecidades de R(q) x On, con B(q,er) e W(q,er) e 1R2n, existe un 

cmax > O y un par de conjuntos compactos (Be,,, We,,), en la vecindad del 

origen y Be,, e We,, e JR2n, tales que todas las soluciones del sistema en lazo 

cerrado (7.20), con condición inicial en W(q,er) x We,, C JR3n, son capturadas 

por el conjunto B(q,er) X Be,, C JR3n, para todo Ü <e< Cmax· 

Demostración. Una vez que el sistema en lazo cerrado ha sido descrito como un sis­

tema singularmente perturbado, la prueba de estabilidad es una aplicación directa de 

los resultados de [14]. De hecho, note que según la Suposición 1, \J.!(q, er, e11 ) tiene de­

rivadas acotadas en conjuntos compactos. El Lema 6 implica que el sistema de capa 

límite es exponencialmente estable alrededor del origen. Entonces, el Teorema 2 en [14] 

y la metodología de expansión asintótica de soluciones, implica que para todo t 2:: O y 

pequeños e > O, la solución de (7.20) con condiciones iniciales en el conjunto compacto 

B(q,er) X Be,, C JR3
n satisface 

q(t, e) = Qo(t) + cq1(t) + O(c2
) 

er(t, e) = er,o(t) + cer,1 (t) + O(t:2
) 

e77 (t, e) = e11,o(t) + ce77,1(t) + O(c2) 

donde (q0 (t), er,o(t)) y e11,0 (t) son respectivamente soluciones del sistema reducido y el 

de capa límite, q1(t), er,1 (t) y e77,1(t) son los términos de primer orden de la expansión 

asintótica de la solución. Entonces, para pequeños e > O, las trayectorias del sistema 

(7.20) convergen a una vecindad B(q,er) x Be,, C JR3n del conjunto compacto R(q) x Ün x Ün. 

Más aún, tal vecindad es O (e). Como consecuencia, el conjunto límite R( q) x Ün es 

semiglobalmente prácticamente estable. ■ 

Comentario 31. Note que 

q(t, e) - Qo(t) 

er(t, e) - er,o(t) 

e11 (t, e) - e77,0(t) 

de manera uniforme cuando e - O. Esto es, las trayectorias del sistema singular­

mente perturbado {7.20) convergen a las trayectorias del sistema compuesto por el 

sistema reducido y el de capa límite. Como consecuencia, se concluye que cuando 

e - O, el control robusto FJnv ( q, er, rj) ( ver Ec. (7. 9) recupera el desempeño inducido 

por el controlador exacto F;nv(q, er) (ver Ec. (7.3)). 
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Comentario 32. El resultado de la Proposición 13 establece que, dado cualquier con­

junto compacto de condiciones iniciales, existen ganancias PI que garantizan que el 

robot sigue el campo de velocidad deseado con presición arbitraria. Esto se logra to­

mando valores suficientemente pequeños del parámetro e> O. Valores más pequeños 

de e > éma.x inducen conjuntos de condiciones inicial más grandes W(q ,er) x We
11 

y 

conjuntos residuales más pequeños B(q,er) X Be11 • 

Comentario 33. (Estabilidad Práctica Semiglobal) Si el conjunto límite del campo vec~ 

torial V(q) es una posición deseada, qd {ver Comentario 26}, entonces \Jf(qd, O, O) = 
O. En este caso, el sistema reducido {7.21} tiene un punto límite asintótico en 

( qd, On) E JR2n. El Teorema 3 en {14} implica que el equilibrio de la posición 

(qd, On) E JR2n es semiglobalmente asintóticamente estable. Si además, V(q) = 
Kv(qd - q) , M(q) es una matriz positiva definida, y C(q, v) = O, F4nv(q, er, rj) es 

equivalente a un controlador PID clásico. Entonces, la Proposición 13 provee de 

un soporte teórico a la práctica general de utilizar controladores PID para posicio­

namiento en robots. 

Guías de Sintonizado 

De la Proposición 13, la parametrización (7.15) en e para O < e < éma.x define una 

trayectoria en el espacio { Kp , K 1 } para la cual se asegura la estabilidad práctica del robot 

controlado. Este hecho y el resultado de estabilidad de la sección anterior, permite extraer 

reglas de sintonizado simples que garantizan una implentación estable del controlador 

(7.13). 

i) Escoja M de manera que se satisfaga la restricción del Lema 6 

ii) Escoja la ganancia interna del controlador Kr de acuerdo con algún criterio de des­

empeño ( colocación de polos, etc.) 

iii) Escoja un valor suficientemente pequeño de e > O de manera que se obtenga una 

estabilidad en lazo cerrado aceptable (Proposición 13). 

Note que e afecta inversamente el desempeño del controlador PID. Valores más pe­

queños de e > O, derivan en regiones de atracción más grandes W(q,er) x We
11 

y en conjuntos 

residuales más pequeños B(q,er) x Be
11

• Por supuesto en la práctica, el valor núnimo de 

e > O está limitado por el ruido de medición y por la presencia de dinámicas no modeladas; 
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por ejemplo, la dinámica del actuador. En la sección posterior, se ilustrará el desempeño 

del controlador propuesto, y se mostrará que pueden obtenerse buenos desempeños con 

valores moderados de é > O. 

Evaluación Experimental 

Esta sección muestra la implementación experimental de la ley de control por campo de 

velocidad propuesta (Ec. (7.10)), en un brazo mecánico de dos grados de libertad. El 

modelo dinámico se muestra en el Apéndice. 

Se escogió un campo vectorial, el cual traza un círculo ( conjunto límite). El origen 

del sistema cartesiano de referencia se fijó en el eje de rotación del primer brazo. y1 y 

Y2 denotan los ejes horizontal y vertical, respectivamente. El campo de velocidad, se 

escogió de manera que no sucedieran cambios repentinos de velocidad o aceleración, para 

prevenir saturación de los actuadores. La expresión matemática del campo de velocidad 

deseado es ( ver también (33]) 

v(y) 

donde 

= -k(y)f(y) [ 2(y1 - Yc1) ] + c(y) [-2(y2 - Yc2) ] 
2(y2 - Yc2) . 2(y1 - Yc1) 

f(y) = (Y1 - Yc1)2 + (y2 - Yc2)2 - r5 
k* 

k(y) = lf(y)i llv' f(y)II + € 

Co exp-.Bl/(y)I 
c(y) = 11 v' f (y) 11 

(7.25) 

ro = 0.2 m es el diámetro del círculo, Yc1 = 0.318 m y Yc2 = 0.318 m son las coordenadas 

del centro del círculo. k0 = 0.1 m sec-1, /3 = 20 m-2, E= 0.005 m3 y Co = 0.1 m sec-1 

es la velocidad de seguimiento deseada (ver Figura7.l). 

Debido a que el controlador propuesto fue diseñado para trazar un círculo en coorde­

nadas articulares, es necesario transformar la ecuaciones de campo de velocidad anteriores 

para que sean expresadas en coordenadas articulares. Con este fin, se usa la cinemática 

directa del robot 
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Figura~7-1 Conjunto límite del campo vectorial deseado. 

Entonces, el jacobiano analítico está dado por 

l2 cos( Q1 + Q2) ] 

l2 sin(q1 + Q2) 
(7.26) 

donde l1 y l2 son respectivamente, la longitud del primer y segundo brazos. La velocidad 

de seguimiento deseada en coordenadas articulares es V(q) = J(q)- 1v(y). 

El objetivo de la evaluación experimental es doble. Primero se quiere ilustrar que 

la tarea de escoger M no es difícil y; segundo, ilustrar el desempeño del controlador 

propuesto. Con este fin, se ha escogido M = diag(3.0, 0.2), que es una matriz estimada 

cuyos elementos son las cotas superiores de la diagonal de la matriz M ( q). La ganancia 

interna del controlador es Kr = diag(6.6, 6.6) Nm s rad-1 . Las condiciones iniciales 

son q1(0) = 45 º, q2(0) = 90 º (i.e., y(O) = (0.636, of m en coordenadas Cartesianas), 

<J.1 (O) =Orad s-1 y <J.2 (O) =Orad s-1. La velocidad de los eslabones ha sido calculada 

a partir de diferencias finitas atrasadas con un periódo de muestreo de 2.5 ms. 

La Figura 7.2 muestra el contorno trazado por el extremo del segundo eslabón, en 

comparación con la referencia, para un parámetro de observación é = 0.025 s. Por otro 

lado, las Figuras 7.3 y 7.4 muestran la evolución de los errores de velocidad en rad/ s 

para tres diferentes valores del parámetro é (i.e., é = 0.025 s, € = 0.050 s, € = 0.080 s). 

Puede observarse que valores más pequeños de é, derivan en errores de seguimiento de 
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0.6 -.-------------------------, 

• R(q) 

0.5 

0.4 

E o.3 ->-
0.2 

0.1 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

X (m) 

Figura-7-2 Conjunto límite experimental R(q) en comparación con el deseado. 
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Figura~7-3 Evolución del error de seguimiento del campo de velocidad en el primer eslabón. 
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campo de velocidad menores. 

Conclusiones 

En este capítulo, se ha estudiado el control por campo de velocidad de robots mani­

puladores en coordenadas articulares, utilizando un control tipo PI. Este controlador se 

desarrolló utilizando técnicas de compensación de error de modelado y requiere de un 

mínimo conocimiento del sistema. Se ha mostrado que puede alcanzarse estabilidad se­

miglobal práctica; esto es, dado un conjunto inicial de error de seguimiento de campo de 

velocidad, existen ganancias PI que garantizan que el robot sigue un campo de velocidad 

con presición arbitraria. Los resultados han sido ilustrados con pruebas experimentales 

en un brazo mecánico de dos grados de libertad. 
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Figura~7-4 Evolución del error de seguimiento del campo de velocidad en el segundo 

eslabón. 
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Conclusiones Generales 

En esta tesis se ha analizado la estabilidad del control PID en robots manipuladores en la 

realización de tareas de posicionamiento y seguimiento de trayectorias, bajo las siguientes 

condiciones de operación: 

(a) Dinámica incierta del robot (paramétrica y estructural) 

(b) Retroalimentación de estados / salidas 

(e) Entradas de control acotadas 

En estos casos, se ha probado que el control PID es capaz de estabilizar de manera se­

miglobal la posición deseada, aún cuando estos manipuladores tienen un comportamiento 

altamente no lineal. Una herramienta básica en el estudio del controlador PID realizado 

en esta tesis, es el establecimiento de un principio de separación para una clase de siste­

mas no lineales, de la manera en que se estableció en [3]. Es decir, la acción conjunta de 

un controlador y un observador, deriva en la estabilidad del sistema en lazo cerrado bajo 

ciertas condiciones [3]. Utilizando estas ideas, se interpreta al controlador PID como la 

fusión de un controlador inverso y un estimador de incertidumbres (principio de equiva­

lencia cierta). Con base en esta representación, se interpreta la acción integral como el 

efecto del estimador de incertidumbres, este hecho es esencial en la fundamentación de 

la robustez del controlador PID. Bajo esta perspectiva, se derivan reglas de sintonizado 

simples, las cuales son físicamente significativas ya que están relacionadas con la dinámica 

del sistema y que además, requieren de un mínimo conocimiento del sistema. 

En el caso de regulación con retroalimentación de estados se ha probado estabilidad 

asintótica semiglobal de la posición deseada y la recuperación del desempeño inducido 

por el control inverso exacto. La recuperación del desempeño incluye tanto regiones de 

atracción como trayectorias. A este respecto, este trabajo sienta un precedente sobre 

el desempeño del control PID, pues se ha probado que este control es capaz de recu­

perar un desempeño determinado. Los resultados son ilustrados exitosamente tanto en 

simulaciones como en pruebas experimentales en un brazo mecánico de dos grados de 

libertad. 

En el caso de regulación con retroalimentación de salida, se ha probado que la ac­

ción conjunta del esquema de observación incertidumbres-velocidad y la ley de control 
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inversa aproximada, es capaz de asegurar estabilidad semiglobal asintótica; así como de 

recuperar el desempeño inducido por la ley de control inversa exacta y la cual retroali­

menta los estados del sistema. La recuperación del desempeño incluye tanto regiones de 

atracción como trayectorias. En este caso, se prueba que el controlador es capaz de lidiar 

con saturaciones en el actuador, ya que cuenta con un esquema de "antirest windup" . 

Este esquema tiene una acción integral que compensa el error de la entrada de control 

c-1 J;(rsªt(C1) - rc(C1))dC1 , de manera que la acción de control calculada rc(C1) tiende a 

su límite permitido Tsat ( (1). 

En el caso del estudio del control PID saturado, la metodología utilizada da una inter­

pretación geométrica del papel de la acción de la acción de integral de la ley de control. 

Esta constituye, la primera interpretación propuesta hasta el momento. Específicamente, 

se muestra como, la tarea de la acción proporporcional-derivativa del controlador, es la 

de estabilizar al sistema alrededor de una superficie de puntos de equilibrio y como el 

papel de la acción integral, es el de buscar el punto de equilibrio que corresponde con la 

posición deseada Qd• Esto es lo que permite al controlador PID, alcanzar el equilibrio en 

presencia de incertidumbre y lo que fundamenta la incerción de la acción integral cuan­

do existe sesgo de estado estacionario. Por otro lado, las investigaciones realizadas en 

esta tesis sobre control saturado, son las primeras en resolver el problema de estabilidad 

asintótica semiglobal, cuando los pares gravitacionales son inciertos. 

En el caso del segumiento de trayectorias, se ha demostrado que la creencia de que el 

controlador lineal PID es incapaz de seguir una posición deseada Qd cambiante en tiempo, 

es incorrecta. De hecho, se ha probado que el controlador PID es capaz de seguir la 

trayectoria Qd(t) con precisión arbitraria ( estabilidad práctica). Esto es, dado un conjunto 

compacto de posición y velocidad iniciales, existen ganancias PID que garantizan que el 

robot sigue una trayectoria deseada con precisión arbitraria. Del análisis de estabilidad 

se extrajeron reglas de sintonizado simples que requieren de un conocimiento mínimo del 

sistema y las cuales fueron ilustradas con simulaciones numéricas en un brazo mecánico 

de dos grados de libertad. La configuración PID observador-controlador, cuenta además 

de un esquema ARW que maneja saturaciones en el actuador. 

Por otro lado, en el Capítulo 7 se ha considerado una formulación novedosa del proble­

ma de seguimiento de trayectorias; esta es, utilizando el concepto de control por campo de 

velocidad ( CCV). En esta filosofía de control se codifican las trayectorias deseadas utili­

zando campos de velocidad, es decir, se define un vector tangente a cada punto del espacio 

de configuración. Básicamente, el control por campo de velocidad es una configuración 
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de control cascada. De hecho, el campo de velocidad deseado V(q) se diseña con base en 

un sistema de grado relativo uno <J. = v*, donde v* se toma como una entrada de control 

virtual. De esta manera, el así llamado lazo primario o maestro es v* = V(q). Debido a 

que el sistema real es <J. = v, la acción del control maestro deriva en <J. = V(q) - er. De 

esta manera, el objetivo del segundo lazo o control esclavo es el de alcanzar un error de 

seguimiento cero (i.e., limt-+oo er(t) = O). Este objetivo se cumple con el control inverso 

T = ptnv(q, er)- Una ventaja del control por campo de velocidad sobre el enfoque tradi­

cional (sin cascada) es que que la especificación de la tarea, codificada como un campo 

de velocidad y la velocidad a la que se realiza, pueden ser desacopladas. 

Bajo este enfoque se ha probado que el control PID es capaz de obtener estabilidad 

semiglobal práctica y en el límite de alta ganacia es posible alcanzar el conjunto límite 

definido por el control maestro. 

Trabajo Futuro 

Aunque los resultados reportados en esta tesis han contribuído a un mejor entendimiento 

del controlador PID, todavía queda abierta una pregunta clásica de estabilidad en el 

campo de robots manipuladores. Esta es, ¿Puede alcanzarse estabilidad asintótica global 

de la posición deseada con control PID en el caso de regulación? La respuesta no ha sido 

dada aún y sólo podría especularse al respecto. Sin embargo, los resultados obtenidos en 

esta tesis permiten ampliar las esperanzas de que la respuesta sea afirmativa. De hecho, 

las condiciones bajo las cuales se deriva la estabilidad semiglobal en este trabajo, son sólo 

suficientes; lo que implica que pueden ser muy conservadoras, dando algún margen de 

holgura, tal y como se ha visto en la sintonización del control PID. Cabe mencionar, que 

es posible que la metodología propuesta en esta tesis no pueda utilizarse para obtener un 

resultado de estabilidad global, debido a que la principal limitación proviene del término 

de pares centrifugas y de Coriollis. Es decir, para obtener un resultado de estabilidad 

global, sería necesario que éstos términos fueran globalmente Lipchitz. 

Dentro de los tópicos que requieren de mayor investigación en el campo de robots 

manipuladores controlados con PID pueden mencionarse, las tareas de posicionamiento 

de sistemas robóticas de juntas y brazos flexibles. Aunque el análisis y la solución de 

estos problemas constituyen un formidable reto, en el caso de robots con juntas flexibles, 
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los resultados presentados en esta tesis sugieren una medología para robustecer el control 

PD con compensación de gravedad. 

Otro de los tópicos que pueden mencionarse como trabajo futuro es el problema 

conjunto de regulación de posición y fuerza en robots manipuladores. Este problema 

es súmamente importante cuando el espacio de configuración del robot está limitado o 

cuando existe la posibilidad de interacción con seres humanos. En estas circunstancias, 

generalmente la descripción del robot con su entorno es incierta, sobre todo si se tiene un 

entorno variante en tiempo. En este caso, la metodología propuesta en esta tesis, sienta 

un precedente para el tratamiento del problema de control y para la robustificación de 

los esquemas de control existentes. 
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Apéndice 

Modelo Dinámico de un Brazo Mecánico 

En esta tesis se presentan simulaciones numéricas y pruebas experimentales realizadas 

en un brazo mecánico de dos grados de libertad, que se mueve en el plano vertical ( ver 

Figura 7.5). Este brazo fue construído y diseñado en CICESE. Una descripción física 

completa del brazo puede ser encontrada en (35], [36]. El modelo y los parámetros del 

robot están dados por 

donde: 

Los parámetros 0i, i = 1...5 pueden ser intepretados como combinaciones de propie­

dades físicas de los brazos, los cuales son invariantes en tiempo. Estos parámetros son 

definidos en la Tabla 1 
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Figura~7-5 Brazo mecánico. 

Parámetros Notación Valor Unidad 

Longitud eslabón 1 li 0.45 m 

Masa eslabón 1 m1 23.902 kg 

Masa eslabón 2 m2 3.880 kg 

Centro de masa eslabón 1 lc1 0.091 m 

Centro de masa eslabón 2 lc2 0.048 m 

Inercia eslabón 1 11 1.266 kg m2 

Inercia brazo 2 12 0.093 kg m2 

Aceleración de gravedad g 9.81 m s2 

Tabla l. Valores numéricos de los parámetros del robot. 
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