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CAPÍTULO1
Introducción

1.1. Colas simples

La teoría de colas se inició con el matemático danés Agner Krarup Erlang, trabajador de la compañía
telefónica estatal de Dinamarca (a principios del siglo XX); Erlang publicó el primer artículo sobre la
teoría de colas en 1909. Específicamente se preocupó del estudio para problemas de dimensionamiento de
líneas y centrales de conmutación telefónica para el servicio de llamadas.

La teoría de colas se ve principalmente como una rama de la teoría de la probabilidad aplicada. Sus
aplicaciones se encuentran en diferentes campos, por ejemplo, redes de comunicación, sistemas informá-
ticos, industrias maquiladoras, etc. Una cola se produce cuando la demanda de un servicio por parte de
los clientes excede la capacidad de éste. Debemos hacer cola y esperar para recibir servicio médico, para
comprar una estampilla en el correo o para cobrar un cheque en el banco. Se forma una cola en un centro
de computación cuando el número de trabajos a procesar excede la capacidad del sistema de cómputo.
En los aeropuertos se forman colas en las ventanillas de recepción de documentos y equipaje. También
los aviones tienen que esperar hasta que haya una pista libre y puedan despegar (o aterrizar). En todas
estas situaciones y muchas más, se tienen ciertas características, como son la llegada de clientes, el tiempo
requerido de servicio, y otras más, que se pueden representar en forma natural como procesos estocásticos
y aplicarlos al análisis de un sistema de espera [19], [31].

1.2. Juegos y colas

Por otro lado, existen ejemplos de problemas de decisión que surgen en las colas, y cuya solución
requiere de modelos de la teoría de juegos [16], [17]. Algunas preguntas que surgen de la relación entre
colas y juegos son:

¿Cuándo unirse a una cola? Las personas que tienen que hacer cola para recibir el servicio a menudo
se enfrentan a este problema. Pueden tener una idea acerca de la demanda, es decir la distribución
de probabilidad del número total de personas que llegan y compiten por el mismo servicio, pero
las decisiones de los tiempos de llegada de otras personas son por lo general desconocidas. Es por
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2 Capítulo 1. Introducción

eso que existen las reglas de decisión, para que cada cliente pueda elegir entre ellas con una cierta
probabilidad.

Dentro del sistema ¿Qué rutas conviene tomar? Este es uno de los problemas más estudiados en
los juegos de redes. En éstos hay varias rutas entre una o varias fuentes y uno o más destinos
que implican costos o retrasos. Esto último depende de la congestión en cada parte de la ruta. La
congestión es por supuesto una función de las decisiones de enrutamiento.

Así es como, para el análisis de problemas relacionados con colas, nos apoyamos frecuentemente en la
teoría de juegos.

El concepto de la solución de equilibrio de Nash es comúnmente utilizado en los modelos de sistemas
de colas (para ver ejemplos acerca de esto, véase [16]), y en muchos casos existen equilibrios múltiples.
Este es un fenómeno común en las colas observables, es decir, sistemas en los cuales un cliente que llega
observa la cola antes de tomar una decisión. Tal concepto fue desarrollado por el economista francés An-
tonie A. Cournot en el que planteó un modelo de varias empresas que compiten por un mismo bien y lo
definió como la situación en la que los agentes económicos interactúan entre sí y eligen cada uno su mejor
estrategia, dadas las estrategias que han elegido todos los demás; pero para nuestro interés, es visto como
en el que cada uno de los clientes (jugadores) compiten por un mismo servicio (un bien común), y en el
que cada uno de ellos intenta determinar su mejor decisión óptima que debe elegir para reducir su tiempo
de espera (i.e. maximizar sus ganancias) de forma individual.

Una posible mejora del concepto de equilibrio es el de subjuegos perfectos. En este concepto, se pres-
criben respuestas óptimas para cada estado, incluyendo aquellos que están fuera de la trayectoria de
equilibrio, es decir, los estados que no se visitan mientras que se utiliza la estrategia en consideración.

1.3. Motivación y antecedentes a colas paralelas

Desde años atrás, la atención se ha centrado en los sistemas de colas que permiten la variación en
la estrategia de los servidores [4], [5]; tales variaciones incluyen varios servidores, sistemas de servicios
prioritarios, variaciones de la tasa de servicio (en particular, uno de nuestros estudios realizados aquí) y
las variaciones en el número de servidores como funciones de la longitud de la cola (o fila) o tiempo de
retardo, etc.

También hay interés sobre los efectos de diferentes estrategias abiertas para el cliente. En particular
nos enfocaremos a una de las estrategias del comportamiento cliente impaciente. En este trabajo, conside-
ramos una estrategia de clientes, específicamente llamado la estrategia “salto”. En la literatura de la teoría
de colas, el “salto” se refiere a los movimientos de los clientes que tienen la opción de cambiar de una fila
a otra cuando hay varios servidores, donde cada uno tiene una cola disponible de espera por separado.

Por lo que podemos describir a un sistema de colas con “salto” como un sistema que involucra forzosa-
mente múltiples servidores, una cola por cada servidor, donde cada cola es independiente una de la otra.
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Este es un sistema con estructura en paralelo donde se permite que los clientes “salten” de una cola a otra
para disminuir su tiempo de espera en la cola. [28], [1].

Como una motivación para ver las ventajas y necesidades de que podría ofrecernos un sistema de espera
con estructura en paralelo, a continuación se presenta un ejemplo [32].

El estudio del rendimiento de un gran número de sistemas de satélites depende básicamente del análisis
de cómo los sistemas de colas están relacionados. Las principales medidas interesantes de dicho análisis
incluyen el rendimiento del sistema, el retardo medio de los paquetes en el satélite, y la probabilidad de
desbordamiento del buffer1 para el caso de tamaño de buffer finito. Sistemas de satélite multihaz2 se han
estudiado ampliamente (por ejemplo, véase Chlamtac Ganz 1986, y Chang, 1983), y se ha demostrado
que proporcionan una mayor flexibilidad del sistema y un mejor rendimiento, pues cuando hay más de
un buffer, la introducción de maniobras de los paquetes en espera entre los buffers parece ser una forma
prometedora de mejorar el rendimiento de los sistemas. Por ejemplo, si permitimos que un paquete espere
en el buffer con muchos paquetes esperando a trasladarse a algún otro buffer con un menor número de
paquetes en espera en él, entonces el tiempo de espera promedio del paquete es obviamente reducido. Sin
embargo, el análisis de los sistemas con “salto” es más difícil, porque no podemos lidiar con ellos mediante
el análisis de una sola entrada y salida especificada (cola simple). En su lugar, se debe controlar el sistema
como un sistema en paralelo.

Debido a la complejidad de los modelos de colas en paralelo con “salto”, los estudios analíticos han ido
evolucionando poco a poco, para luego extenderse a dicho modelo. Por ejemplo, Haight [15] ha considerado
un sistema que consta de dos colas no acotadas, con un único servidor, en el que un cliente a la llegada, se
une a la cola más corta. Kingman [20] y Flatto McKean [12] hacen el supuesto de simetría entre las dos
colas, donde tal suposición les permite utilizar funciones generadoras para estudiar el comportamiento de
la solución estacionaria. Fayolle y Lasnogorodski [11], Cohen y Boxma [8] muestran cómo el análisis de
dos colas en paralelo se puede reducir a partir del acoplamiento de procesos y la solución es un problema
de valor límite de Riemann-Hilbert. Sin embargo, el enfoque no conduce a expresiones explícitas para las
probabilidades de equilibrio.

1.4. Objetivos de tesis

El objetivo principal de la tesis es analizar cierta clase de sistemas de espera (con colas simples o colas
paralelas) considerando técnicas de monotonicidad estocástica, de matrices geométricas y de ecuaciones
en diferencias. Además, se utilizará el concepto de equilibrio de Nash para medir, en un sentido apropiado,
la eficiencia de los sistemas en consideración.

Para esto, los objetivos particulares son:

1Un buffer (o búfer) en informática es un espacio de memoria, en el que se almacenan datos para evitar que el programa
o recurso que los requiere, ya sea hardware o software, se quede sin datos durante una transferencia.

2Las antenas multihaz se utilizan generalmente en sistemas de satélite. Este tipo de antenas están formadas por “arreglos”
de elementos capaces de generar varios haces por unidad de tiempo.
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(a) Aplicar en un sistema de espera con colas simples el concepto de equilibrio de Nash (de la Teoría
de Juegos) para garantizar la existencia de una estrategia óptima que le permita a un cliente decidir si
debe unirse o no al sistema;

(b) Presentar la manera en que se calculan las probabilidades estacionarias para un sistema de dos
colas en paralelo, utilizando el método de Neuts [24];

(c) Ser capaces de aplicar el método mencionado en (b) cuando, adicionalmente, existe la opción de
adquirir cierta información para disminuir el tiempo de espera del cliente.

1.5. Contenido de la tesis

En este trabajo se presentan diversos modelos de sistemas de espera. En cada uno de ellos se hace el
supuesto de la estabilidad, claramente cumpliendo con ciertas condiciones que hacen posible que así sea.
Estos supuestos se han estudiado previamente y se expondrán en un primer capítulo.

Las herramientas que se utilizarán para determinar las probabilidades estacionarias son: álgebra lineal
para la solución de sistemas de ecuaciones lineales con el método de eliminación de Gauss y la descomposi-
ción espectral de una matriz simétrica, acoplamiento de procesos, el método de solución matriz geométrica
bajo condiciones apropiadas de estabilidad, y el método de funciones generadoras para la solución de ecua-
ciones en diferencia.

1.6. Estructura de la tesis

La estructura temática del texto es la siguiente. En el capítulo 2 se hace un pequeño estudio de las
cadenas de Markov a tiempo continuo y las condiciones de estabilidad para sistemas de colas simples.
Luego se presenta cómo un proceso de nacimiento y muerte puede describir a un modelo en paralelo
(donde podemos introducir a la estrategia de “salto”) y de igual manera se da la condición de estabilidad
para tal proceso el cual es una cadena de Markov a tiempo continuo bidimensional [30].

En el capitulo 3 se considera un sistema que opera de acuerdo a una disciplina FCFS (First Come
First Service), en la cual la tasa de servicio es una función de la longitud de la cola. Los clientes arriban
de manera secuencial al sistema, y deciden unirse o no usando reglas de decisión en base a la longitud
de la cola a la llegada al sistema. Cada cliente está interesado en seleccionar una regla que cumple un
cierto criterio de optimización con respecto a su tiempo de permanencia estimado en el sistema; como una
consecuencia, las reglas de decisión para un juego con un jugador asociado, la estructura de las políticas
de enrutamiento para el equilibrio de Nash están caracterizadas mediante un valor umbral no aleatorio.
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En el capítulo 4, se presenta un sistema de espera con dos colas en paralelo cuando ocurre una estrategia
de “salto”. En específico se calculan las probabilidades estacionarias para tres distintos valores umbrales
y distintas variaciones en las tasas de servicio. Se muestra un diagrama para cada caso, de manera que
hace que podamos visualizar el comportamiento de dicho modelo.

En el capítulo 5, también se estudia un sistema de espera con dos colas en paralelo cuando ocurre una
estrategia “salto” para un valor umbral. A la llegada, cada cliente decide si compra la información sobre
cuál cola es más corta o selecciona una de las colas al azar. En específico se calculan las probabilidades
estacionarias para tres distintos valores umbral, con variaciones en las tasas de servicio. También se estu-
dian las externalidades impuestas por un cliente sobre los demás, se obtiene una expresión explicita en el
caso en que un “salto” se lleva a cabo tan pronto como las colas difieran en tres.

En el capítulo 6 daremos las conclusiones generales de todo el trabajo y propondremos algunos puntos
para trabajo futuro.

El apéndice A se muestra de manera muy breve una descripción de un sistema de espera en la teoría
de colas, y alguno de sus conceptos importantes que nos serán útiles en este trabajo, así como la notación
universal de colas que se utiliza.

El apéndice B presenta algunos elementos básicos de la teoría de juegos.

Por último, en el apéndice C se incluye un poco de álgebra lineal, donde se analiza como una matriz
simétrica puede ser representada por su descomposición espectral.
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CAPÍTULO2
Preliminares

2.1. Cadena de Markov a tiempo continuo

Esta sección y la subsección siguiente están basadas en las referencias: [27] y [10].

Suponga que tenemos un proceso estocástico a tiempo continuo {X(t), t ≥ 0} donde las variables aleatorias
toman valores en el conjunto de los enteros no negativos. En analogía con la definición de una cadena
de Markov a tiempo discreto, decimos que el proceso {X(t), t ≥ 0} es una cadena de Markov a tiempo
continuo si para todo s, t ≥ 0 y enteros no negativos i, j, x(u), 0 ≤ u < s

P{X(t+ s) = j|X(s) = i, X(u) = x(u), 0 ≤ u < s} = P{X(t+ s) = j|X(s) = i}. (2.1)

En otras palabras, una cadena de Markov a tiempo continuo es un proceso estocástico con la propiedad
(conocida como propiedad de Markov) de que la distribución condicional de el futuro X(s + t) dado el
presente X(s) y el pasado X(u), 0 ≤ u < s depende solo del presente y es independiente del pasado. Si
en adición P{X(t+ s) = j|X(s) = i} es independiente de s, entonces la cadena a tiempo continuo se dice
que tiene probabilidades de transición estacionarias u homogéneas.

Suponga que una cadena de Markov a tiempo continuo entra al estado i en algún momento, por ejemplo
al estado 0, y suponga que el proceso no deja el estado i (es decir, una transición no ocurre) durante los
próximos 10 minutos. ¿Cuál es la probabilidad de que el proceso no deje el estado i durante los siguientes
5 minutos? Ya que el proceso esta en el estado i al tiempo 10 se sigue por la propiedad markoviana, que la
probabilidad de que se mantenga en ese estado durante el intervalo [10,15] es justamente la probabilidad
(incondicional) que se mantenga en el estado i de por lo menos cinco minutos.
Es decir, si denotamos a Ti la cantidad de tiempo que el proceso se mantiene en el estado i antes de hacer
una transición a un estado diferente, entonces

P{Ti > 15|Ti > 10} = P{Ti > 5},

7
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o en general, por la misma razón

P{Ti > s+ t|Ti > s} = P{Ti > t} ∀ s, t ≥ 0.

Por lo tanto, Ti es una variable aleatoria sin memoria y por lo tanto debe estar distribuida de forma
exponencial (véase sección 5.2.2 de [27]).
De hecho, lo anterior nos da otra manera de definir una cadena de Markov a tiempo continuo. A saber,
es un proceso estocástico que tiene la propiedad que cada vez que entra en el estado i:

(a) la cantidad de tiempo que pasa en ese estado antes de hacer una transición a un estado diferente
tiene una distribución exponencial con media 1/νi, νi > 0 (por ejemplo), y

(b) cuando el proceso deja el estado i, entra al próximo estado j con cierta probabilidad, por ejemplo Pi,j .
Por supuesto la Pi,j debe satisfacer

Pi,i = 0 ∀i ;∑
j

Pi,j = 1 ∀i.

En otras palabras, una cadena de Markov a tiempo continuo es un proceso estocástico que se mueve de
un estado a otro de acuerdo a una cadena (a tiempo discreto) de Markov, pero es tal que la cantidad de
tiempo que pasa en cada estado, antes de proceder al siguiente estado, es una distribución exponencial.
Además la cantidad de tiempo que el proceso pasa en el estado i y visita al siguiente estado, deben ser
variables aleatorias independientes. Porque si el siguiente estado fuera dependiente de Ti, entonces la
información del tiempo en que el proceso ha permanecido en el estado i sería relevante para la predicción
del siguiente estado, y esto contradice el supuesto markoviano.

2.1.1. Procesos de nacimiento y muerte

Definición 2.1.1 Un proceso de nacimiento y muerte (PNM) es una cadena de Markov (homogénea) en
tiempo continuo {X(t), t ≥ 0} con espacio de estados S = {0, 1, 2, · · · } cuyas probabilidades infinitesimales
son de la forma

qi,j=


λi si j = i+ 1, i ≥ 0
µi si j = i− 1, i ≥ 1

−(λi + µi) si i = j, i ≥ 0
0 si |j − i| ≥ 2

(2.2)

para λi, µi valores no negativos; y con µ0 = 0 por definición. Los parámetros λi = qi,i+1, i = 0, 1, 2, · · ·
se llaman los índices (o intensidades) de nacimiento y los parámetros µi = qi.i−1, i = 1, 2, · · · se llaman
los índices (o intensidades) de muerte.
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La última de las relaciones de (2.2), o sea

qi,j = 0 si |j − i| ≥ 2,

es una característica importante de los PNM; nos dice que un PNM es una cadena de Markov a tiempo
continuo cuyas transiciones infinitesimales desde un estado i sólo pueden ocurrir a sus vecinos inmediatos
(i+ 1, i− 1).

Así, estamos listos para darle una interpretación de los PNM a teoría de colas. Denotemos al proceso
X(t) como el número de clientes en un sistema de espera al tiempo t. Supongamos que cada vez que hay
i personas en el sistema, entonces

1. las llegadas entran en el sistema a una tasa exponencial λi y

2. las personas abandonan el sistema a una tasa exponencial µi.

Es decir cada vez que hay i personas en el sistema, entonces el tiempo hasta la próxima llegada tiene una
distribución exponencial con media 1/λi y este tiempo es independiente de la próxima salida la cual es
en sí una distribución exponencial con media 1/µi.

De (2.1) (junto con (7.11) en [27]) , vemos que cuando t −→ 0+, las probabilidades infinitesimales del
PNM están dadas por:

pi,j(t) = λit+ o(t) si j = i+ 1 (i ≥ 0),
= µit+ o(t) si j = i− 1 (i ≥ 1),
= 1− (λi + µi)t+ o(t) si i = j (i ≥ 0),
= o(t) si |j − i| ≥ 2 (i ≥ 0).

Por otra parte, la ecuación de Kolmogorov hacia atrás para el PNM es

p′i,j(t) = −(λi + µi)pi,j(t) + λipi+1,j(t) + µipi−1,j(t), (2.3)

para i = 0, 1, · · · (µ0 = 0), así como la ecuación de Kolmogorov hacia adelante resulta

p′i,j(t) = −(λj + µj)pi,j(t) + λj−1pi,j−1(t) + µj+1pi,j+1(t). (2.4)

Así, la ecuación diferencial para la distribución pj(t) = P{X(t) = j}, j = 0, 1, ... del proceso en el
tiempo t está dada por:
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p′j(t) = −(λj + µj)pj−1(t) + λj−1pj−1(t) + µj+1pj+1(t), (2.5)

para j = 0, 1, ..., con p−1(t) ≡ 0. Así podemos expresar estas probabilidades de transición por medio de
la siguiente matriz Q = (qi,j)

Q =


−λ0 λ0 0 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 · · ·
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) λ3 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

 .

Donde se define la matriz Q como la matriz generadora infinitesimal (o matriz de transición de tasas) ya
que sus elementos son las tasas instantáneas de salir de un estado para pasar a otro [10].

2.1.2. Distribución estacionaria para el PNM

La distribución estacionaria πj , j = 0, 1, ... del PNM se puede calcular directamente de la ecuación (2.5),
tomando pj(t) ≡ πj (constante). Puesto que la derivada de una constante es cero, obtenemos de (2.5) que
para j = 1, 2, ..., las πj satisfacen

0 = −πj(λj + µj) + πj−1λj−1 + πj+1µj+1, (2.6)

0 = −π0λ0 + π1µ1 . (2.7)

En teoría de colas, la ecuación (2.8), la cual se puede escribir como

πj(λj + µj) = πj−1λj−1 + πj+1µj+1, (2.8)

se llama ecuación de balance porque describe el hecho de que, en estado estacionario, el “flujo de entrada”
al sistema es igual al “flujo de salida”.

Para determinar las distribución estacionaria πj debemos resolver el sistema de ecuaciones (2.6) y (2.7).
Supongamos que µj > 0 para todo j ≥ 1. Luego, de (2.7), se tiene que π1 = (λ0/µ)π0, y de (2.6),

π2µ2 = π1(λ1 + µ1)− π0λ0 = π0
λ0λ1

µ1
,
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o bien

π2 = π0
λ0λ1

µ1µ2
.

Análogamente se pueden obtener π3, π4, · · · . En general, se puede probar fácilmente, por inducción, que

πj = π0
λ0λ2 · · ·λj−1

µ1µ2 · · ·µj
, j = 1, 2, · · · (2.9)

Para que {πj , j ≥ 0} sea, efectivamente, una distribución de probabilidad debe satisfacer que
∑∞

j=0 πj = 1,
es decir,

π0

1 +
∞∑
j=0

λ0λ2 · · ·λj−1

µ1µ2 · · ·µj

 = 1,

en cuyo caso

π0 =

1 +
∞∑
j=0

λ0λ2 · · ·λj−1

µ1µ2 · · ·µj

−1

. (2.10)

Obviamente ésto se cumple si y sólo si la serie entre paréntesis converge. Así podemos concluir que el
PNM con probabilidades infinitesimales (A.2) tiene una distribución estacionaria si, y sólo si, la serie

∞∑
j=1

λ0λ2 · · ·λj−1

µ1µ2 · · ·µj
(2.11)

converge.

2.2. Modelo de colas paralelas basados en el proceso de nacimiento y
muerte

El modelo de colas M/M/s (véase apéndice A) es el más utilizado en el análisis de las estaciones de
servicio con más de un servidor, como los bancos, las cajas registradoras en las tiendas, mostradores de
facturación, en los aeropuertos y similares. Como ya hemos mencionamos en la sección 2.1, existen distin-
tos comportamientos de clientes que van llegando al sistema, en particular, saltar entre colas para reducir
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el tiempo de espera, que denotaremos como “salto”. Este “salto” describe forzosamente un sistema de espe-
ra en paralelo, el cual se puede analizar como un proceso de Markov bidimensional de nacimiento y muerte.

Sea Nk(t) la longitud de la cola k, (k = 1, 2) en el tiempo t. Ya que las llegadas son procesos de Poisson y
los tiempos de servicio son exponenciales, entonces {(N1(t), N2(t)), t ≥ 0} describen un proceso de Mar-
kov. El espacio de estados del proceso de Markov es bidimensional {(i, j) : i ≥ 0, 0 ≤ j ≤ H}, para un H
dado entero positivo y se hace referencia por el nivel n al conjunto de estados {(n, 0), (n, 1), ..., (n,H)}.
Tal proceso de Markov es llamado un PNM homogéneo donde las transiciones de un paso están restringi-
das a estados en el mismo nivel o a dos niveles adyacentes y suponemos que las tasas de transiciones son
independientes en cada nivel .

En este proceso de Markov de nacimiento y muerte se encuentra descrito (en términos probabilísticos)
cómo cambia Nk(t) al aumentar t. Donde supondremos que para un cierto estado, una llegada a la cola
se interpreta como un nacimiento y una salida (o término de servicio) como una muerte. Sea un estado
(i, j) en el cual se encuentra el proceso, entonces se describe que

desde (i, j) a (i+ 1, j) hay un nacimiento con tasa λ/2,

desde (i, j) a (i, j + 1) hay un nacimiento con tasa λ/2,

desde (i+ 1, j) a (i+ 1, j + 1) hay un nacimiento con tasa λ,

desde (i, j + 1) a (i+ 1, j + 1) hay un nacimientos con tasa λ,

desde (i+ 1, j) a (i, j) hay una muerte con tasa µ1,

desde (i, j + 1) a (i, j) hay una muerte con tasa µ2,

desde (i+ 1, j + 1) a (i+ 1, j) y (i, j + 1) hay dos muertes con tasas respectivamente µ1 y µ2.

2.3. Estabilidad en colas paralelas

Para un PNM como se describe en la sección 2.2, ordenamos los estados lexicograficamente, es decir

{(0, 0), ..., (0, H), (1, 0), ..., (1, H), ..., (n, 0), ..., (n,H), ...},

y suponemos que la matriz generadora infinitesimal Q tiene la siguiente estructura de tridiagonal en
bloques:

Q =



B1 B0

B2 A1 A0

A2 A1 A0

A2 A1 A0

A2 A1 A0

. . . . . . . . .


,

donde A0, A1 y A2 son matrices cuadradas de orden H+1. Las matrices A0, A2, B0 y B2 son no negativas
y las matrices B1 y A1 tienen elementos no negativos fuera de la diagonal y estrictamente negativos en la
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diagonal. Los renglones de Q suman cero.

El PNM dado por Q es ergódico si y solo si satisface el método de “mean drift condition” (ver [24],
Teorema 1.7.1)

ωA0e < ωA2e, (2.12)

donde ω = (ω0, ..., ωH) es la distribución de equilibrio del generador A0 + A1 + A2 y e es el vector
unitario. Cuando (2.12) se satisface, la distribución estacionaria de el PNM existe. Denotando por π(i, j)
la probabilidad estacionaria del proceso iniciando en el estado (i, j), y usando la notación del vector
πn = (π(n, 0), ..., π(n,H)), las ecuaciones de balance de el PNM están dadas por

πn−1A0 + πnA1 + πn+1A2 = 0, n ≥ 2, (2.13)

y

π0B1 + π1B2 = 0, (2.14)

π0B0 + πA1 + πA2 = 0. (2.15)

Introduciendo la matriz de tasas R como la solución mínima no negativa de la ecuación de matriz no
líneal

A0 +RA1 +R2A2 = 0, (2.16)

se puede probar que las probabilidades de equilibrio satisfacen (véase por ejemplo [24], pp. 80-83)

πn+1 = πnR, n ≥ 1. (2.17)

Los vectores π0 y π1 se determinan de las condiciones límite (2.14)-(2.15) y la condición de normalización

∞∑
i=0

H∑
j=0

π(i, j) = π0e+ π1(I −R)−1e = 1, (2.18)

donde I representa la matriz de identidad. Con el fin de determinar la distribución estacionaria, uno
debería de poder determinar la matriz de tasas R. Varios procedimientos iterativos existen para resolver
(2.18). Por ejemplo, el método modificado SS (véase [26] y [1]) utiliza el siguiente esquema

R(k+1) = −[A0 +R(k)2A2]A−1
1 , k = 0, 1, ..., (2.19)

iniciando con R(0) la matriz cuyas entradas son ceros.
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CAPÍTULO3
Equilibrios de Nash para los sistemas de Colas
FCFS con tasa de servicio creciente.

3.1. Introducción

Uno de los trabajos primarios y más relevante en el análisis de teoría de juegos dentro de la clase de sis-
temas de colas se llevó a cabo por Altman y Shimkin [3], en el que se investigó un sistema de procesador
compartido, el cual que será el ejemplo de motivación para este capítulo.

Altman y Shimkin consideran a los usuarios potenciales de un ordenador, donde cada uno requiere el uso
de un ordenador para ejecutar un cierto trabajo, estos llegan secuencialmente a una instalación informá-
tica. Los usuario, a su llegada, pueden elegir entre las siguientes dos opciones: o bien conectarse a una
computadora central (MF), que normalmente sirve a muchos usuarios en paralelo, o utilizar una compu-
tadora personal (PC), donde esta alternativa es una opción que tiene costos constantes. Cada usuario es
el único interesado en minimizar su tiempo de servicio, que coincide con el tiempo de permanencia.

El servicio en el ordenador MF se realiza de acuerdo a la disciplina de procesador compartido. Un usuario
que llega puede observar la intensidad de la corriente de llegadas, a saber, el número de usuarios que ya
están en MF. Sin embargo, para evaluar su tiempo de servicio esperado en MF se debe tener en cuenta
la posible intensidad en este ordenador a lo largo de su tiempo de servicio, la cual se ve afectada por las
decisiones de los usuarios subsiguientes. Esto le llevó a considerar un problema en un marco de teoría de
juegos donde se exploró la solución de equilibrio de Nash para un juego dinámico.

Ahora bien, en este capítulo, consideremos un sistema de servicio compartido denotado por Qs, donde
cada cliente (usuario) a su llegada, podrá elegir unirse a Qs (interpretado como el ordenador MF), o
negarse a ésto (interpretado como unirse al ordenador PC).

15
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creciente.

En este capítulo se analiza el comportamiento del cliente al unirse a un sistema de colas de un solo servidor
con disciplina First Come First Service (FCFS) y cupo finito o infinito. El proceso de salida es un proceso
de Poisson con tasa µ(x) si x clientes están presentes, donde la tasa de servicio responde a los cambios en
el tamaño de la cola. Los clientes a su llegada deciden unirse o no en base a la longitud de la cola y están
dispuestos a unirse al sistema solo si su tiempo estimado no es demasiado alto, es decir, cada cliente está
interesado en seleccionar una regla que cumpla con un criterio de optimalidad con respecto a su tiempo
estimado de permanencia en el sistema.

Esto nos lleva a analizar el problema como un juego no cooperativo, con jugador infinito (estacionario),
donde los tiempos de permanencia estimados, en particular, los estados iniciales en que entran son los
considerados. El objetivo es caracterizar las condiciones bajo las cuales las políticas de unión de equilibrio
de Nash existen y explorar la estructura de dichas políticas.

En la siguiente sección se específica en detalle el modelo, que incluye una descripción minuciosa de las
reglas de decisión utilizadas por los clientes que llegan al sistema. En la sección 3.3 se presentan las va-
riables aleatorias que se generan en el modelo y los diversos procesos definidos con respecto a éstas. En la
sección 3.4 se utilizan argumentos de acoplamiento para establecer resultados de orden estocástico para el
tiempo de permanencia en Qs con respecto al estado de entrada. A esto, le sigue la sección 3.5 un debate
sobre la monotonicidad y la continuidad del tiempo de permanencia en lo que respecta a las políticas de
umbral simétrico. Las propiedades establecidas en estas dos últimas secciones se reunieron en la sección
3.6 para caracterizar la existencia de políticas de equilibrio de Nash simétricas (SNEPs).

3.2. El modelo

Sea Z+ = {1, 2, ...}, N = Z+∪{0} y R+ = {x ∈ R |x > 0} en todo el capítulo. Consideremos un sistema de
servicio compartido Qs. Un cliente que llega al sistema tiene que elegir entre unirse a Qs, o negarse a ésto.

Se supone que Qs tiene un cupo de tamaño B, que puede ser finito o infinito. Cualquier cliente que llega
cuando el cupo está lleno no se le permite entrar al sistema.

El proceso de salida en Qs de longitud de cola x, forma un proceso de Poisson a una tasa µ(x),
donde µ(x), x ∈ N es una función estrictamente creciente y acotada en N, con µ(0)=0. El conjunto
µ = sup{µ(x) : x = 1, 2, ...}.

Sea θ un número no negativo, donde éste se define como el valor umbral de servicio, es decir la tasa de
servicio máxima a la cual los clientes estarían dispuestos a ser atendidos en el sistema Qs. Si un cliente
que llega percibe que el tiempo de permanencia esperado en Qs es mayor que este valor, entonces se
mostrará renuente a entrar al sistema. Se supone que µ(1)−1 < θ. Esta condición garantiza que siempre
vale la pena para un cliente acceder a Qs si el sistema está vacío a su llegada.
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Sea el número de clientes en Qs al tiempo t denotado por X(t) con el estado inicial X(0) = x0. Sea Ak
el tiempo de llegada del k-ésimo cliente al sistema (aunque no necesariamente dentro), donde 0 = A0 <
A1 < A2 < ...; denotamos a este k-ésimo cliente por la etiqueta Ck, k ∈ N donde se supone que C0 llega
al tiempo A0 (i.e., al tiempo 0). Llamamos a la sucesión de clientes C0, C1, ..., Ck,... corriente de arribos
(total). La decisión de si Ck entra o no, se toma sobre la base de X(Ak); la longitud de la cola en Qs justo
antes de la llegada de Ck.

Una regla de decisión, u(·) : {0, 1, ..., B−1} −→ [0, 1], se define como una función que específica la probabi-
lidad con la que un cliente entra aQs, la cual es igual a u(x) si el número de clientes enQs es igual a x, justo
antes de su llegada. La regla de decisión para Ck está representada por u(·), y la colección de reglas de de-
cisión usadas por cada cliente, una política, esta denotada por el vector δ = (u0(·), u1(·), u2(·), ..., uk(·), ...).
Sea vk(x, δ), x ∈ {0, 1, ..., B − 1} el tiempo de permanencia de Ck en Qs, dado que x clientes están pre-
sentes en Qs justo antes de su llegada, y que cualquier cliente que llega en el futuro se adhiere a esta regla
de decisión inferida por δ. Además se define Vk(x, δ) por el valor de la esperanza de vk(x, δ).

Se supone que no hay colaboración entre clientes y cada cliente busca elegir una regla óptima para unirse
con respecto a alguna medida de su tiempo de permanencia previsto en Qs y la calidad de servicio esti-
pulado. Teniendo en cuenta estos puntos, estamos preparados para analizar este sistema en el paradigma
de un juego no cooperativo con jugador infinito.

Una regla de decisión uk(·) para el k-ésimo cliente de la corriente de llegada total se dice que es óptima
respecto a la política δ si

uk(x) =


1 Vk(x, δ) < θ,
0 Vk(x, δ) > θ,
q Vk(x, δ) = θ,

(3.1)

para 0 ≤ q ≤ 1, x ∈ {0, 1, ...B − 1}. Así, la colección de todas las posibles reglas de decisión para Ck que
son óptimas respecto a δ es denotado por Uk(δ).

Una política δ = (u0(·), u1(·), u2(·), ..., uk(·), ...) se dice que es una política de equilibrio de Nash si, para
todo k ∈ N, la regla de decisión de el k-ésimo cliente, uk(·), es óptima respecto a δ.

3.3. Variables aleatorias y procesos estocásticos asociados al modelo

Sea {Mi : i ∈ Z+}, {Nj : j ∈ Z+}, {Uk : k ∈ Z+} y {U ′l : l ∈ Z+} sucesiones mutuamente independientes
de variables aleatorias, donde:

{Mi : i ∈ Z+} es una sucesión de variables aleatorias continuas independientes idénticamente
distribuidas (i.i.d) con media 0 < λ−1 <∞;
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creciente.

{Ak : k ∈ N} es una sucesión de tiempos de llegada al sistema donde A0 := 0 y Ak :=
∑k

i=1Mi,
k ∈ Z+.

{Uk : k ∈ N} es una sucesión de variables aleatorias i.i.d las cuales están distribuidas uniformemente
en el intervalo (0,1]. La variable aleatoria Uk se utiliza para decidir si el cliente Ck entra o no a Qs;

{Nj : j ∈ Z+} es una sucesión de variables aleatorias i.i.d exponenciales con media µ−1 <∞;

{Sl : l ∈ Z+} es una sucesión de tiempos de complementación de servicio potencial para los clientes
en Qs, donde Sl :=

∑l
j=1Nj ;

{U ′l : l ∈ Z+} es una sucesión de variables aleatorias i.i.d uniformes en (0,1] utilizadas para deter-
minar si un tiempo de salida potencial corresponde a una salida efectiva o a un evento ficticio.

Además definimos {tn : n ∈ Z+} siendo las estadísticas de orden para el conjunto {Ak : k ∈ N} ∪ {Sl :
l ∈ Z+}, donde ti < tj para i < j.
Las especificaciones de las decisiones de llegada y salida de Qs se representan al final de la sección. Esto
proporcionará una mayor motivación para las definiciones formales de los procesos estocásticos que se dan
a continuación.

Definición 3.3.1 (Proceso de longitud de cola) Para un determinado estado inicial X(0) = x0 y po-
lítica δ, sea el proceso {X(t) : t ≥ 0} la longitud de la cola, donde X(t) representa el número de clientes en
el sistema al tiempo t. Este proceso está definido de forma tal que es continuo por la izquierda, constante
a trozos y con saltos potenciales descritos por las siguientes relaciones

X(A+
k ) = X(Ak) + 1{Uk < uk(X(Ak))}, k ∈ N

(3.2)
X(S+

l ) = xl − 1{U′l < µ(X(Sl))/µ}, l ∈ Z+

donde 1 es la función indicadora.

Observemos que si U′l fuera elegida uniforme en el intervalo [0,1] en lugar de (0,1], entonces tendríamos
que incluir X(Sl) > 0 dentro del indicador de la segunda relación de funciones en (3.2).

Definición 3.3.2 (Proceso de “transiciones de servicios residual” (RST)) Sea {Z(t) : t ≥ 0} el
proceso-RST. Este proceso está definido y es continuo por la izquierda, constante por pedazos y no crecien-
te, tal que Z(0) = X(0) = x0 y con saltos potenciales (coincidiendo con tiempos de salida), satisfaciendo
la siguiente relación:

Z(S+
l ) = Z(Sl)− 1{Z(Sl) > 0, U′l < µ(X(Sl))/µ}, l ∈ Z+. (3.3)
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Cuando C0 está en la cola, entonces Z(t) representa el número de clientes presentes menos los que se
encuentran detrás de C0 (o el número de transiciones de servicio actual que todavía tiene que ocurrir
antes de las salidas de C0) al tiempo t, y Z(t) = 0 si el cliente C0 no está presente en el tiempo t (se
sugiere ver el apéndice A.2).

Definición 3.3.3 (Tiempo de permanencia/estancia) Si C0 realmente entra a Qs, entonces su tiem-
po de permanencia sera igual a

v0 = min{t : Z(t) = 0}.

3.3.1. Llegadas a Qs

Al tiempo Ak, el cliente Ck llega a Qs y entra al sistema con probabilidad γ, donde este valor depende
de su regla de decisión y el valor de X(Ak). Así su decisión actual está basada en el valor de la variable
aleatoria Uk y γ de manera que Ck entra a Qs si y solo si Uk < γ.

3.3.2. Servicio en Qs

Para facilitar la exposición, definimos xl a ser igual a X(Sl), la longitud de la cola en Qs justo antes
de una salida potencial en el tiempo Sl. Si U′l ∈

(
µ(xl)
µ , 1

]
, entonces Sl es considerado un instante de

complementación de servicio ficticio; de lo contrario cualquier cliente en el servidor completa su servicio
y se aparta del sistema.

El procedimiento anterior invoca una técnica de uniformización [22]. El hecho de que este procedimiento
genera los tiempo reales de salida con la correcta distribución puede considerarse como sigue. Siempre y
cuando la longitud de la colas permanezca en x ∈ Z+, la salida potencial siguiente se genera a partir de
un proceso de Poisson con tasa µ(x). Consideremos ahora un proceso de Poisson en el cual los eventos
ocurren con la tasa uniforme µ, la tasa más rápida a la cual una salida podría ocurrir. Siempre que la
longitud de la cola es x, y un evento del proceso de Poisson con tasa µ se produce, entonces corresponde
a una salida real con una probabilidad µ(x)/µ, independientemente de todos los demás eventos. Pero
como este evento corresponde a un muestreo Bernoulli de un proceso de Poisson, entonces las salidas en
la longitud x de la cola son de Poisson con tasa µ× µ(x)/µ = µ(x), como se había previsto.

3.4. Monotonicidad con respecto al tamaño de la cola al entrar

Se presenta, en un sentido de dominación estocástica, que v0(x, δ) en una función creciente de x para
cualquier δ que es miembro de una determinada clase de políticas, está clase está definida como sigue:

Definición 3.4.1 Sea T∞ la clase de políticas en las que la regla de decisión para cada cliente es una
función no creciente de x ∈ {0, 1, ..., B − 1}.
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Evaluar la distribución de v0(x, δ) no parece ser tan sencillo. Esta dificultad se evita mediante la utili-
zación de la técnica de acoplamiento [29] y las técnicas de inducción hacia adelante. Las colecciones de
variables aleatorias y procesos estocásticos que entre comillas se refiere como “sistemas” en las que estas
comparaciones estocásticas se basarán, se introducen a continuación.

Definición 3.4.2 El sistema X está caracterizado por los conjuntos de variables aleatorias, reglas de
decisión y los procesos estocásticos que se mencionan a continuación.
(I):M={Mi}, N={Nj}, U={Uk} y U ′={U ′l};
(II): La sucesión de tiempos de arribos A = {Ak}, y sucesión de tiempos potenciales de salida S = {Sl};
(III): el cliente C0 entra a Qs al tiempo A0 = 0 con todos los clientes adheridos a la política δ ∈ T∞;
(IV ): el proceso de longitud de cola {X(t) : t ≥ 0} con X(0) = x;
(V ): el proceso-RST {Z(t) : t ≥ 0} con Z(0) = x;
(V I): vo, el tiempo de permanencia de C0 en Qs.

Definición 3.4.3 El sistema X̃ está caracterizado de manera similar a la del sistema X , excepto que
las cantidades de (ĨI)-(Ṽ I) se definen en términos de (Ĩ) de manera obvia.

(Ĩ): M̃={M̃i}, Ñ={Ñj}, Ũ={Ũk} y Ũ ′={Ũ ′l} tienen las mismas distribuciones como enM, N , U , Uφ y
U ′;
(ĨI): La sucesión de tiempos de arribos Ã = {Ãk} y sucesión de tiempos potenciales de salida S̃ = {S̃l};
(ĨII): como en (II) para Ã0 = 0;
(ĨV ): el proceso de longitud de cola {X̃(t) : t ≥ 0} con X̃(0) = x+ 1;
(Ṽ ): el proceso-RST {Z̃(t) : t ≥ 0} con Z̃(0) = x+ 1;
(Ṽ I): ṽ0, el tiempo de permanencia de C0 en Qs.

Tenemos la intención de relacionar X con X̃ entre sí con el siguiente acoplamiento. Este acoplamiento se
puede definir ya que existe un proceso de Markov a tiempo continuo, un estado inicial en el proceso y un
espacio de probabilidad común [29], Teorema 2.10.

Definición 3.4.4 (Acoplamiento C) Sea

Mi = M̃i, i ∈ Z+

Nj = M̃j , j ∈ Z+

Uk = Ũk, k ∈ N
U ′l = Ũ ′k, l ∈ Z+

El efecto de este procedimiento es que los instantes de llegada {Ak}, los tiempos potenciales de salida
{Sl}, las {Uk}, posiciones de los clientes controlados en la sucesión de llegada total, y la {U ′l} toman los
mismos valores bajo X que sus contra partes en X̃ en cada realización.

El siguiente resultado nos permite inferir que bajo el acoplamiento descrito arriba, v0 ≤ ṽ0.
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Lema 3.4.1 Para el sistema (X , X̃ ) bajo el acoplamiento C, en el que δ ∈ T∞, uno de los siguientes
conjuntos de relaciones se llevará a cabo en cada tiempo t ∈ R+:

X(t) + 1 = X̃(t), (3.4)
Z(t) + 1 = Z̃(t),

X(t) = X̃(t), (3.5)
Z(t) = Z̃(t),

X(t) = X̃(t), (3.6)
Z(t) + 1 = Z̃(t).

Demostración: Por definición de X y X̃ ,

Z(0+) = X(0+) = x+ 1 < x+ 2 = X̃(0+) = Z̃(0+). (3.7)

Supongamos que tn+1 corresponde a una llegada, con tn+1 = Ar o una salida con tn+1 = Sm, tal que C0

está todavía presente en Qs bajo X . Antes de continuar, observemos que si tn+1 efectivamente corresponde
a un tiempo de llegada, entonces debido a la clase de políticas y el acoplamiento, se considera que uno de
los siguientes tres escenarios se debe cumplir:

(i) Cr entra a Qs bajo ambos X y X̃ ,
(ii) Cr entra a Qs bajo solo X ,
(iii) Cr no entra a Qs bajo X y X̃ .

Caso 1: Suponga que (3.4) se cumple al tiempo t+n .

tn+1 ∈ {Ak}.
Bajo (i),

X(t+n+1) = X(t+n ) + 1 = X̃(t+n ) = X̃(t+n+1)− 1 . (3.8)

Bajo (ii),

X(t+n+1) = X(t+n ) + 1 = X̃(t+n ) = X̃(t+n+1) . (3.9)

Bajo (iii), los estados del proceso de la longitud de cola para X y X̃ al tiempo t+n+1 son el mismo como
lo fueron en el tiempo t+n .

También dado que Cr se colocaría detrás de C0 si fuera a entrar a Qs, entonces no habría ningún cambio
en los procesos de Z(t)-RST en cada uno de los escenarios anteriores, es decir,
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Z(t+n+1) = Z(t+n ) = Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1)− 1 . (3.10)

Así al tiempo tn+1, (3.4) se mantiene bajo escenarios (i) y (iii), mientras (3.6) se mantiene bajo el esce-
nario (ii).

tn+1 ∈ {Sl}
ya que xm < x̃m por hipótesis, entonces µ(xm) < µ(x̃m).
Si U′m ≤ µ(xm)/µ, entonces una actual salida ocurre bajo ambos X y X̃ . Por lo tanto

X(t+n+1) = X(t+n )− 1 = (X̃(t+n )− 1)− 1 = X̃(t+n+1)− 1 , (3.11)

Z(t+n+1) = Z(t+n )− 1 = (Z̃(t+n )− 1)− 1 = Z̃(t+n+1)− 1 . (3.12)

Así (3.4) se cumple al tiempo t+n+1.
Si U′m ∈ (µ(xm)/µ, µ(x̃m)/µ], entonces una salida real ocurre bajo X̃ , pero no bajo X .

X(t+n+1) = X(t+n ) = X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1) , (3.13)

Z(t+n+1) = Z(t+n ) = Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1) . (3.14)

es decir, (3.5) se cumple al tiempo tn+1.

Si U′m > µ(x̃m)/µ, entonces los estados de los procesos permanecen inalterados,

X(t+n+1) = X(t+n ) = X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1)− 1 , (3.15)

Z(t+n+1) = Z(t+n ) = Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1)− 1 . (3.16)

es decir, (3.4) se cumple al tiempo t+n+1.

Caso 2: Supongamos que (3.5) se cumple al tiempo t+n .

Se sigue que (3.5) también se cumple al tiempo t+n+1, como se muestra en los siguientes argumentos.
Otra vez, supongamos primero que tn+1 corresponde a una llegada,

tn+1 ∈ {Ak}.
Dado que las longitudes de colas son idénticas en ambos X y X̃ , como son las reglas de decisión para Cr,
la decisión de entrar o no entrar a Qs será la misma en ambos sistemas. Por lo tanto
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X(t+n+1) = X̃(t+n+1) . (3.17)

Una vez más, ya que Cr se forma detrás de C0 en caso de que efectivamente ingrese a Qs, entonces los
estados de los procesos-RST permanecen invariantes.

t+n+1 ∈ {Sl}
Ya que xm = x̃m, tenemos que µ(xm) = µ(x̃m). Si U′m ≤ µ(xm)/µ, entonces ocurre una salida real bajo
ambos X y X̃ . Por lo tanto

X(t+n+1) = X(t+n )− 1 = X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1) , (3.18)

Z(t+n+1) = Z(t+n )− 1 = Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1) . (3.19)

Si U′m > µ(xm)/µ, entonces no hay salidas reales bajo ambos X y X̃ , por lo que no hay cambios ya sea
en la longitud de la cola o en el proceso-RST, es decir,

X(t+n+1) = X(t+n ) = X̃(t+n ) = X̃(t+n+1) , (3.20)

Z(t+n+1) = Z(t+n ) = Z̃(t+n ) = Z̃(t+n+1) . (3.21)

Caso 3: Supongamos que (3.6) se cumple al tiempo t+n .

Se sigue que (3.6) también se cumple al tiempo tn+1, con los argumentos que se presentan a continuación.
Una vez más, supongamos primero que tn+1 corresponde a una llegada,

tn+1 ∈ {Ak}.
Por la misma razón como en el caso anterior, las longitudes de las colas permanecen iguales, es decir

X(t+n+1) = X̃(t+n+1) , (3.22)

y no hay cambios en los procesos-RST.

Finalmente, supongamos que tn+1 corresponde a una salida,

t+n+1 ∈ {Sl}.
Ya que xm = x̃m, tenemos que µ(xm) = µ(x̃m). Otra vez, como en los casos previos, si U′m ≤ µ(xm)/µ,
entonces
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X(t+n+1) = X(t+n )− 1 = X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1) , (3.23)

Z(t+n+1) = Z(t+n )− 1 = (Z̃(t+n )− 1)− 1 = Z̃(t+n+1)− 1 . (3.24)

Por otro lado, si U′m > µ(xm)/µ, entonces no hay cambios ya sea en la longitud de la cola o en el proceso-
RST. �

Recordando la definición del tiempo de permanencia de C0 en Qs, el siguiente lema se tiene ahora.

Lema 3.4.2 Para todo δ ∈ T∞ y k ∈ N, Vk(x, δ) es estrictamente creciente en x, en el sentido de que
para x ∈ {1, 2, ..., B − 2}, existe una constante {εx} tal que

Vk(x+ 1, δ)− Vk(x, δ) ≥ εx > 0 ,

independientemente de δ.

Demostración: Sin perdida de generalidad, y para ser específicos, consideremos al cliente C0 y a los
sistemas X y X̃ bajo el acoplamiento C. A partir de las definiciones de v0 y ṽ0, y el lema 3.4.1, v0 ≤ ṽ0 lo
cual implica que E[v0] ≤ E [̃v0]. Para establecer la desigualdad, definimos el evento Ix:

Ix = {Sx+1 < A1,U′m ≤ µ(xm)/µ,m = 1, ..., x+ 1} .

Este es el caso en el que el cliente C1 llega después que la (x + 1)-énesima salida bajo ambos sistemas,
donde C0 deja bajo X al tiempo Sx+1, pero se convierte en el único cliente que queda en Qs bajo X̃ en
ese momento. Al condicionar en este evento, note que v0 < ṽ0 en Ix y que P (Ix) > 0, entonces el resultado
se sigue. �

3.5. Monotonicidad y continuidad con respecto a políticas umbrales

En esta sección se examina el comportamiento del tiempo de permanencia en Qs con respecto a un cierto
tipo de regla umbral, que se introduce a continuación.

Definición 3.5.1 Para L ∈ N y q ∈ [0, 1], una [L, q]-regla de decisión umbral u(·) está definida como
sigue:

u(x) =


1 x < L ,
q x = L ,
0 x > L .

(3.25)
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Esto puede ser representado de manera más compacta por [L, q] o en efecto [g], donde g = L+ q. Cuando
B <∞ cualquier [g], con g > B es equivalente a [B].

Estamos interesados en este caso, en la caracterización de las políticas simétricas: éstas son políticas en
las que cada cliente adopta la misma regla de decisión. Así, si tenemos una política δ en la cual la regla de
decisión para cada cliente está dada por [g], esta se denota por [g]∞: llamamos a ésta, una política umbral
simétrica.

A continuación presentamos otros dos “sistemas” que facilitarán las pruebas de los resultados de esta
sección.

Definición 3.5.2 (Sistema G) (I), (II), (IV), (V) y (VI) son exactamente como en el sistema X , sin
embargo (III) se convierte en:
(III): El cliente C0 entra a Qs al tiempo A0 = 0, con todos los clientes adheridos a la política [g]∞, donde
g ∈ [0, B).

Definición 3.5.3 (Sistema G̃) (Ĩ), (ĨI) y (Ṽ I) son precisamente los mismos que para X̃ ;
(ĨII): el cliente C0 entra a Qs al tiempo A0 = 0, con todos los clientes adheridos a la política [g̃]∞, con
g < g̃ ≤ B (donde la última desigualdad es estricta si B =∞);
(ĨV ): el proceso de longitud de cola {X̃(t) : t ≥ 0} con X̃(0) = x;
(Ṽ ): el proceso-RST {Z̃(t) : t ≥ 0} con Z̃(0) = x.

Esto implica de la definición de g y g̃ que L < B. De aquí en adelante, g ∈ [0, B] se entenderá como:
0 ≤ g ≤ B cuando B es finito y 0 ≤ g < B cuando B es infinito, a menos que se especifique lo contrario.

Los siguientes dos resultados serán utilizados para deducir algunas consecuencias sobre Vk(·, [g]∞) en los
intervalos [0, 1] y [1, B].

Lema 3.5.1 Para el sistema (G, G̃) bajo el acoplamiento C, el siguiente conjunto de relaciones se mantiene
en cada momento t ∈ R+,

X(t) ≤ X̃(t), (3.26)
Z(t) ≥ Z̃(t). (3.27)

Demostración: Suponga que tn+1 corresponde a un tiempo de arribo, donde tn+1 = Ar, o un tiempo
potencial de salida, donde tn+1 = Sm, tal que C0 todavía está presente en Qs bajo G.
Primero note que

Z(0+) = X(0+) = x+ 1 = X̃(0+) = Z̃(0+) .

Ahora suponga que
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X(t+n ) ≤ X̃(t+n ), (3.28)
Z(t+n ) ≥ Z̃(t+n ). (3.29)

Caso 1: La relación (3.26) es estricta
tn+1 ∈ {Ak}
Si X̃(t+n ) < B entonces Cr entra a Qs bajo ninguna, una, o ambos sistemas G y G̃; resulta que

X(t+n+1) ≤ X̃(t+n+1) , (3.30)

(la cual se cumple con igualdad cuando Cr entra a Qs bajo G solamente y X(t+n ) = X̃(t+n )− 1).

Si X̃(t+n ) = B entonces Cr puede solo entrar a Qs bajo G. Aquí

X(t+n+1) ≤ X̃(t+n+1) = B.

Dado que Cr nunca puede colocarse por delante de C0 en cualquiera de estos escenarios, entonces no
puede haber ningún cambio en los procesos-RST, de modo que

Z(t+n+1) = Z(t+n ) ≥ Z̃(t+n ) = Z̃(t+n+1). (3.31)

t+n+1 ∈ {Sl}
Ya que xm < x̃m, entonces µ(xm) < µ(x̃m).
Si U′m ≤ µ(xm)/µ, entonces una salida real ocurre bajo ambos G y G̃ y también

X(t+n+1) = X(t+n )− 1 < X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1), (3.32)

Z(t+n+1) = Z(t+n )− 1 ≥ Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1). (3.33)

Si U′m ∈ (µ(xm)/µ, µ(x̃m)/µ], entonces una salida real ocurre bajo G̃ pero no bajo G, y también

X(t+n+1) = X(t+n ) ≤ X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1), (3.34)

Z(t+n+1) = Z(t+n ) ≥ Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1). (3.35)

Si U′m > µ(x̃m)/µ, entonces no hay cambios, i.e., (3.25) se mantiene estrictamente y (3.26) también man-
tiene al tiempo t+n+1.
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Caso 2: La relación (3.27) se cumple con la igualdad
tn+1 ∈ {Ak}
Aquí, o Cr entra a Qs bajo ninguno, o bajo ambos sistemas G y G̃, o bien sólo por G̃. Por lo tanto

X(t+n+1) ≤ X̃(t+n+1). (3.36)

Como en el caso anterior, Cr no puede se residir delante de C0 y así una vez más, (3.26) tiene al tiempo
t+n+1.
tn+1 ∈ {Sl}
ya que xm = x̃m, entonces µ(xm) = µ(x̃m).
Si U′m ≤ µ(xm)/µ, entonces una salida real ocurre bajo ambos G y G̃, y también

X(t+n+1) = X(t+n )− 1 = X̃(t+n )− 1 = X̃(t+n+1), (3.37)

Z(t+n+1) = Z(t+n )− 1 ≥ Z̃(t+n )− 1 = Z̃(t+n+1). (3.38)

Si U′m > µ(xm)/µ, entonces no hay cambios, es decir (3.25) se cumple con la igualdad y (3.26) tiene al
tiempo t+n+1. �

Lema 3.5.2 Para el sistema (G, G̃) bajo el acoplamiento C, con 0 < g < g̃ ≤ 1, el siguiente conjunto de
relaciones se mantiene en cada momento t ∈ R+ durante toda la permanencia de C0 (en cualquier sistema)

X(t) = X̃(t), (3.39)
Z(t) = Z̃(t). (3.40)

Demostración: Ya que X(0) = x = X̃(0), llegan a Qs, salidas reales y ficticias coincidirán en los dos
sistemas durante la estancia de C0 por lo menos hasta el momento en que ocurra una desigualdad en la
decisión de llegada. Sin embargo, ya que 0 < g < g̃ ≤ 1, entonces la primera oportunidad de que un cliente
entre a Qs bajo G̃ pero no bajo G es cuando las colas están completamente vacías, pero C0 obviamente ha
abandonado por ese momento al sistema. Por lo tanto, como consecuencia las relaciones (3.38) y (3.39)
se llevarán a cabo. �

A continuación, se define la siguiente cantidad para el análisis posterior, donde [g̃] = [L̃, q̃]:

q̂ := 1− (1− q̃)1{L=eL}. (3.41)
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Lema 3.5.3 Para cada k ∈ N, y x ∈ {0, 1, ..., B − 1}
(i) Vk(x, [g]∞) es constante en g sobre [0,1] y
(ii) Vk(x, [g]∞) es estrictamente decreciente en g sobre [1,B].

Demostración: Sin perdida de generalidad, y siendo específicos consideremos el cliente C0 y los sistemas
G y G̃ bajo el acoplamiento C. De las definiciones de v0 y ṽ0, e invocando el lema 3.5.1, tenemos que
v0 ≥ ṽ0, por lo que E[v0] ≥ E [̃v0]. Luego E[v0] = E [̃v0] cada vez que 0 < g < g̃ ≤ 1 por el lema 3.5.2,
estableciendo así (i).

Ahora, supongamos que 1 ≤ g < g̃ y definiendo los siguientes eventos:

Para x < L:

Fα = {AL−x < S1;AL−x+1 > Sx+1;UL−x ∈ (q, q̂ ] ;
U ′1 ∈ (µ(X(S1))/µ, µ(X̃(S1))/µ ];
U ′m ≥ µ(X(Sm))/µ : m = 2, , ..., x+ 1}.

Cualquier realización de los sistemas en Fα bajo el acoplamiento de C da como resultado los siguientes
acontecimientos, en el orden indicado a continuación:

1. L − x − 1 clientes entran a Qs bajo ambos sistemas G y G̃, dando como resultado el aumento del
tamaño de cola hasta L y C0 queda en la posición x+ 1 en ambos casos.

2. Un cliente entra a Qs bajo G̃, pero no bajo G. Esto da como resultado que el tamaño de la cola bajo
G̃ aumenta desde L a L + 1, pero permanece en L bajo G, con C0 todavía en la posición x + 1 en
ambos casos.

3. Una salida ocurre bajo G̃, pero no bajo G. Esto da como resultado que el tamaño de la cola es igual
a L en ambos casos, C0 permanece en la posición x+ 1 bajo G, y C0 se mueve a la posición x (o de
hecho sale del sistema si x = 0) bajo G̃.

4. Otras x salidas ocurren bajo ambos sistemas (antes del próximo arribo), dando como resultado que
C0 sale bajo G̃ (si todavía está presente), pero residiendo al inicio de las colas bajo G, al tiempo
Sx+1.

Para L ≤ x < B:

Fβ = {Sx−L+1 < A1 < Sx−L+2;Sx+1 < A2;U1 ∈ (q, q̂ ] ;
U ′m ∈ (µ(X(Sm))/µ : m = 1, ..., x+ 1,m 6= x− L+ 2;
U ′m ∈ (µ(X(S1))/µ, µ(X̃(S1))/µ] : m = x− L+ 2},

Cualquier realización de los sistemas en Fβ bajo el acoplamiento de C da como resultado los siguientes
acontecimientos, en el orden en que se presentan.

1. El tamaño de la cola bajo ambos sistemas G y G̃ decrece desde x + 1 hasta L, y C0 se mueve a la
posición L en ambos casos.
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2. Un cliente entra a Qs bajo G̃, pero no bajo G; dando como resultado que el tamaño de la cola sea
igual a L y L+ 1 bajo G y G̃ respectivamente; C0 permanece en la posición L en ambos casos.

3. Una salida ocurre bajo G̃ pero no bajo G. Esto da como resultado que el tamaño de la cola sea igual
a L en ambos casos, C0 permanece en la posición x + 1 bajo G, y C0 se mueve a la posición x (o
incluso sale del sistema si x = 0) bajo G̃.

4. Otras L− 1 salidas ocurren bajo ambos sistemas G y G̃ después del segundo arribo, resultando que
C0 sale bajo G̃ (si todavía está presente) pero residiendo al inicio de la cola bajo G, al tiempo Sx+1.

Defina

Fζ = Fα 1{x<L} + Fβ 1{x≥L}.

Por el condicionamiento de Fζ , se establece que E[v0] > E [̃v0] y se sigue (ii). �

Observación
En la prueba anterior, para mayor claridad de la exposición, µ(xm) y µ(x̃m) se han escrito más explícita-
mente como µ(X(Sm)) y µ(X̃(Sm)) con el fin de evitar confusiones con x que aparece en la indicación de
las variables aleatorias.

A continuación se muestra que el valor esperado del tiempo de permanencia de un cliente en Qs, cuando
otros clientes se adhieren a la regla de decisión [g], en particular para x estados de entrada, es una función
continua de g. Este resultado está establecido bajo la siguiente condición no estricta, la cual se presenta
a continuación.

Condición de Estabilidad (CE): Bajo el sistema G, existe una cota Dx, tal que

E

[ ∞∑
k=1

1{Ak≤v0}

]
≤ Dx,

uniformemente en g ∈ [0, B].

Esta condición dice que el número esperado de las llegadas que se producen durante la estancia de C0 en
Qs cuando los clientes adoptan la regla de decisión umbral [g], está acotada superiormente por Dx, sobre
todo g ∈ [0, B]. Esta condición ciertamente se cumple cuando los tiempos de inter-arribos, los cuales
están dados por {Mi}, son exponenciales. Para ver esto, considere un sistema similar a G, excepto
que la tasa de servicio es siempre µ(1). Indicaremos por un subíndice “∗” a los valores asociados a este
sistema G con tasa de servicio fija µ(1). Bajo un acoplamiento similar a C entre este sistema y G se puede
demostrar que v0 ≤ v∗0 para todo g ∈ [0, B]. Sin embargo, es también claro que v∗0 solo depende de las
{Nj} y de las {U ′l} y por lo tanto es independiente de los instantes de llegada {Ak}.

Por lo tanto
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E

[ ∞∑
k=1

1{Ak≤v0}

]
≤ E

[ ∞∑
k=1

1{Ak≤v∗0}

]
=

∫ ∞
0

E

[ ∞∑
k=1

1{Ak≤t}

]
fv∗0(t)dt

= λ

∫ ∞
0

tfv∗0(t)dt

= λ E[v∗0],

donde fv∗0(·) es la función de densidad de probabilidad de v∗0. Sin embargo E[v∗0] es justamente el valor
esperado de la suma de x+ 1 variables aleatorias i.i.d. exponenciales cada una con media µ(1)−1. Así,

E

[ ∞∑
k=1

1{Ak ≤ v0}

]
≤ λ(x+ 1)

µ(1)
.

Lema 3.5.4 Supongamos que la condición de estabilidad CE (los tiempos de inter-arribos son exponen-
ciales) se mantiene, entonces para todo k ∈ N, x ∈ {0, 1, ..., B− 1}, Vk(x, [g]∞) es continua en g ∈ [0, B].

Demostración: Sin perdida de generalidad, y siendo específicos, considere al cliente C0 y los sistemas G y
G̃ bajo el acoplamiento C, con la restricción adicional que g = L+ q y g̃ = L+ q̃ tal que 0 ≤ q < q̃ ≤ 1.
Defina

k0 = ı́nf{k ∈ Z+ : Ak < v0, X(Ak) = L, Uk ∈ (q, q̃]

donde ı́nf ∅ :=∞. En efecto si k0 =∞, entonces v0 = ṽ0.
Para k0 = k <∞, entonces ṽ0 > Ak y

E [ṽ0 − v0|k0 = k] = E [ṽ0 −Ak|k0 = k]− E [v0 −Ak|k0 = k] ≤ L+ 1
µ(1)

,

esto se deriva del hecho de que el primer término está acotado por arriba por la esperanza de tiempo de
servicio a L+ 1 clientes a la tasa más lenta posible µ(1), y que el segundo término está acotado por cero.

Es fácil deducir que {Ak < v0} es independiente de {Uk ∈ (q, q̃]} (señalando que el primero es equivalente
a {Z(Ak) > 0}). Para ello,
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P (k0 = k) ≤ P (Ak < v0, Uk ∈ (q, q̃])
= P (Ak < v0)P (Uk ∈ (q, q̃])
= (q̃ − q)P (Ak < v0)

y por lo tanto,

E [ṽ0 − v0] ≤ L+ 1
µ(1)

∞∑
k=1

P(k0 = k)

≤ (q − q̃)L+ 1
µ(1)

∞∑
k=1

P(Ak < ṽ0).

Por el teorema de convergencia monótona,
∑∞

k=1 P(Ak < ṽ0) puede ser expresada como

E

[ ∞∑
k=1

1{Ak ≤ v0}

]
.

Además observe que q̃ − q = g̃ − g. Así

E [ṽ0 − v0] ≤ (g̃ − g)
L+ 1
µ(1)

Dx,

como es requerido. �

3.6. Estructura y existencia del equilibrio de Nash

En esta sección en primer lugar exploraremos la estructura necesaria para ser candidato a una política de
equilibrio de Nash simétrica (SNEP) dentro de la clase T∞. A continuación se demuestra que existe un
número finito de SNEPs dentro de esta clase, y que al menos uno de estos se caracteriza por un umbral
no aleatorio.

Lema 3.6.1 Supongamos que δ ∈ T∞, entonces
(a) cualquier regla de decisión óptima de Ck respecto a δ es una regla de decisión umbral;

(b) el conjunto de reglas de decisión óptimas de Ck respecto a δ, es decir Uk(δ), se puede encontrar de la
siguiente manera: donde L̂ := mı́n{L ∈ Z+ : Vk(L, δ) ≥ θ}:

(i) Si Vk(L̂, δ) = θ, entonces Uk(δ) = {[L̂, q] : 0 ≤ q ≤ 1};
(ii) en otro caso, Uk(δ) = {[L̂, 0]}.
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Demostración: De la definición de una regla de decisión óptima y el resultado de la monotonicidad del
lema 3.4.2, ya que Vk(L, δ) ≥ (L+ 1)/µ −→∞ cuando (L −→∞), entonces L̂ está bien definido.

En la siguiente discusión, el mejor plano de respuesta de un cliente arbitrario, por ejemplo Ck se cons-
truye en el contexto de otros clientes que se adhieren a la política [g]∞. Por simplicidad, sin perdida de
generalidad, construimos este plano para el cliente C0; esto es como decir que Ck corresponde a C0 en la
corriente de llegada total. A continuación se define el plano l(·) como sigue:
Para g ∈ [0, B], sea

l(g) = mı́n{n ∈ N : n < B, V0(n, [g]∞) ≥ θ}, (3.42)

con mı́n ∅ = B. Ya que V0(x, ·) ≥ x+ 1/µ −→∞ cuando x −→∞, entonces l(·) está bien definido.

Además, sean {g1, g2, ..., gJ} los puntos de discontinuidad de l(g) para g ∈ [0, B], donde

0 := g0 ≤ g1 < g2 < · · · < gJ−1 < gJ ≤ gJ+1 := B.

Note que g1 = 0 si hay un punto de discontinuidad en el origen y gJ = B si hay uno en B cuando B es finito.

Siguiendo la metodología similar a la de [3]. Definimos la función del punto al conjunto potencia G∗(g) :
[0, B] −→ 2[0,B], que se asocia con cada umbral g ∈ [0, B] el conjunto de “umbrales óptimos” contra [g]∞,
a saber

G∗(g) = {g′ ∈ [0, B] : [g′] optima para C0 contra [g]∞}. (3.43)

Ya que [g]∞ es un miembro de T∞, entonces podemos invocar el lema 3.6.1 y deducir que G∗(·) está dado
por

G∗(g) =


{l(g) + q : 0 ≤ q ≤ 1} V0(l(g), [g]∞) = θ, l(g) < B ,

l(g) V0(l(g), [g]∞) > θ, l(g) < B ,

B l(g) = B.

(3.44)

Por las propiedades antes mencionadas de V0(·, [g]∞), y siempre que CE se mantiene, puede deducirse que
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l(g) = l(0), 0 ≤ g ≤ 1; (3.45)

l(g) = l(0) + j, g > 1, gj < g ≤ gj+1. (3.46)

Así G∗(g) puede ser re-escrito como:

G∗(g) =



l(0) g < g1

[l(0) + j − 1, l(0) + j] g = gj , j = 1, ..., J

[l(0), l(0) + j] g0 = g1 y g ≤ 1

l(0) + j gj < g < gj+1, j = 2, ..., J

l(0) + 1 g0 < g1 < g < g2, o g0 = g1 y 1 < g < g2.

(3.47)

Observe que la gráfica de G∗(·) es una escalera conectada y no decreciente cuando g0 < g1; una estructura
similar cuando g0 = g1, excepto que se produce una región rectangular con coordenadas inferior izquierda
y superior derecha dadas por (0, l(0)) y (1, l(0)+1), respectivamente.

Defina el mapeo H(g) := G∗(g) − g con el mismo dominio como G(·). Aquí G∗(g) − g se entiende por
[mı́n{G∗(g)}−g,máx{G∗(g)−g}]. La gráfica de H(·) tiene un “diente de sierra” como estructura, excepto
que en el caso cuando g0 = g1, este se modifica para incluir un rombo en el intervalo [0,1] con coordenadas
(0, l(0)), (0, l(0) + 1), (1, l(0) − 1) y (1, l(0)). Veamos esta construcción en la demostración del siguiente
teorema.

Teorema: Supongamos que la CE (los tiempos de inter-arribos son exponenciales) se cumple, entonces
en la clase de políticas T∞,

(i) existe un número finito de SNEPs;
(ii) al menos uno de los SNEPs es no aleatorio.

Demostración: Los umbrales asociados con los SNEPs corresponden a los ceros del mapeo H(·). Por el
lema 3.5.3 (i), y usando el hecho de que l(0) ≥ 1, tenemos que mı́n{H(g)} > 0 para todo g ∈ [0, 1). Así,
restringimos muestra discusión a g ∈ [1, B].

Supongamos queB es finito. Entonces, ya que mı́n{G∗(1)} ≥ 1 y máx{G∗(B)} ≤ B, tenemos mı́n{H(1)} ≥
0 y máx{H(B)} ≤ 0. Así, por la estructura de la gráfica de H(·), y el Teorema de valor intermedio, debe
existir un g∗ ∈ [1, B] para el cual 0 ∈ H(g∗).
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g
0

g
1

g
2 g

3 J+1g

G	(g)*

g

l(0)

l(0)+1

l(0)+2

l(0)+ J

l (0)+3

Ahora supongamos que B es infinito. Notemos que V0(x, [g]∞) esta acotada por abajo de (x + 1)/µ, el
cual es independiente de g, y que (x + 1)/µ −→ ∞ cuando x −→ ∞. Así, existe algún n ∈ Z+ para el
cual V0(n, [g]∞) > θ para todo g ≥ 0. Esto implica que l(g) ≤ n para todo g ≥ 0 y, así el número de saltos
de G∗(·) (y H(·)), el cual está dado por J debe ser finito. Por lo tanto, G∗(g) = l(gJ) + 1 <∞ para todo
g > gJ , el cuál implica que H(g) < 0 para todo g suficientemente grande. A partir de esto, junto con el
hecho de que mı́n{H(1)} ≥ 0, se deduce que existe un g∗∗ ∈ [1,∞) tal que 0 ∈ H(g∗∗).

g
0 J+1g

H(g)

g
g

1
g

2 g
3

min{					}G (g)*

G (g)*max{						}

1

1

Como se ha comentado anteriormente, ya que el número J de saltos verticales es finito, el número de ceros
de H(·) está acotado (para B finito e infinito) y, así existe un número finito de SNEPs, estableciéndose la
parte (i).
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Supongamos ahora, en contradicción con la parte (ii), que no hay SNEPs no aleatorios. Por la parte (i),
al menos un SNEP aleatorio existe. Tal punto debe corresponder a un punto de salto de H(·). En efecto,
un SNEP ocurre en g = gm si y sólo si un cero que es estrictamente interior a la parte vertical de la
gráfica en gm, es decir mı́n{H(gm)} < 0 < máx{H(gm)}, también ocurre. Sin embargo, sabemos que el
mı́n{H(1)} ≥ 0; así por el Teorema de valor intermedio, existe al menos un punto g′ ∈ [1, gm), en una
sección diagonal de la gráfica (que se toma para incluir esquinas), para el cual 0 ∈ H(g′). Todo punto tal
debe corresponder a un umbral no aleatorio, proporcionando la contradicción necesaria para la parte (ii).
�

3.7. Conclusiones

En este capítulo, fuimos capaces de aplicar los conceptos y definiciones de la teoría de juegos a cierta clase
de colas simples, pues gracias a ello se estableció la existencia de una política con cierto equilibrio simétrico
de Nash para los clientes que se unen a una cola con tasa de servicio creciente basada en el tamaño de
la cola observable, al llegar al sistema. Se examinó el comportamiento del tiempo de permanencia en el
sistema Qs con respecto a un cierto tipo de regla umbral.

Además, hemos demostrado que al menos uno de los equilibrios de Nash es no aleatorio. Este es un fe-
nómeno algo diferente a la exhibido en otros trabajos, (por ejemplo [3]). Más aún, el valor constante del
tiempo de permanencia estimado en g (Vk(x, [g]∞)) en la región [0,1], y la monotonicidad estricta en el
intervalo [1, B], se estableció como un escalón fundamental para resultados en la teoría de juegos.

Por último, es importante hacer mención que cuando un único (no aleatorio) SNEP del juego estacionario
existe en la clase T∞, sería interesante adquirir información de cantidades tales como las medias empíricas
y probabilidades con ayuda de la simulación (esto se deja como problema a futuro).
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CAPÍTULO4
Cálculo de probabilidades estacionarias para el
modelo de dos colas en paralelo

4.1. Introducción

Un sistema de espera con dos colas (o filas) en paralelo puede ser analizado extensamente. Una cola (o fila)
se produce cuando la demanda de un servicio por parte de los clientes excede la capacidad del servicio.
En tales casos, debe ser posible formular una estrategia a seguir para los clientes con el fin de reducir el
tiempo de permanencia en el sistema. La estrategia estudiada en esta parte del trabajo son las maniobras.
Este tipo de maniobras puede ser descrito como el “salto” que un cliente en espera realiza, de una cola a
otra. Por lo que en este capítulo y el siguiente, nos referimos a dicha estrategia como la estrategia “salto”.
Por un lado, se encuentra el modelo con “salto” instantáneo, en el que cada vez que la diferencia entre la
longitud de las dos colas es mayor que uno, el cliente en la parte de atrás de la cola brinca hasta atrás de
la otra cola. En este modelo, las llegadas siempre se unen a la cola más corta. Por otro lado se encuentra
el modelo de no “salto”, donde las llegadas todavía se unen a la cola más corta, pero no se permite brincar
más tarde a la otra cola, incluso si es mucho más corta. Así un modelo intermedio sería el de estrategia
con “salto umbral”, éste ocurre sólo cuando la diferencia entre la longitud de las dos colas alcanza un valor
umbral, digamos N . Este valor umbral está definido como el valor máximo en el cual los clientes de la
cola más larga ya no están a gusto con la diferencia de las longitudes de las colas.

El estudio de las propiedades de dos colas paralelas ha recibido mucha atención. El problema original
se planteó por Haight [15]. El supone tiempos de arribos y tiempos de servicio exponenciales. Haight
encuentra las propiedades de las probabilidades límite cuando el “salto” no es permitido. Gertsbakh[14]
discutió algunos aspectos y propiedades del modelo “salto” umbral, el cual llamó el sistema de colas pe-
queño modificado (MSQS). El supone que las tasas de servicio de los dos servidores son iguales. En este
trabajo lo resolvemos a tasas distintas a través del método de solución geométrica descrito por Neuts [24].

En la sección 4.2 se analizan dos tipos de “salto”: el “salto” instántaneo y el “salto” umbral. Este último
se describirá cuando un cliente se mueve desde la cola más larga a la cola más corta tan pronto como la
diferencia en las longitudes de las dos colas sea mayor o igual que N + 1 (o estrictamente mayor que N)

37
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para algún valor prescrito N . Para ambos tipos de “salto”, se supone que los arribos son un proceso de
Poisson con tasa de arribo λ y los tiempo de servicio tienen distribución exponencial con tasas de servicio
µ1 y µ2 (donde λ < µ1 + µ2). Si la longitud de las colas no son iguales, entonces al llegar un cliente se
une a la cola más corta. Si la longitud de las colas son iguales, el cliente se une a cualquiera de las dos
con probabilidad 0.5.

De manera similar, en la sección 4.3 se analiza un modelo de dos colas en paralelo con la estrategia “salto”,
pero con la restricción de que hay una capacidad limitada a un valor finito L, incluyendo a los clientes que
están siendo servidos. Los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson con tasa λ con servidores
independientes que ofrecen servicio con distribución exponencial. Un cliente que llega se une a la cola más
corta; si la dos colas son iguales, él elige la primera cola con probabilidad α o la segunda con probabilidad
β, donde α+ β = 1.

4.2. Dos colas en paralelo con “salto” instantáneo y “salto” umbral

4.2.1. N = 2, µ1 = µ2 = µ

Descripción del modelo

El modelo que aquí se considera, es el sistema de colas más corto mejor llamado como el “salto”
instantáneo cuando N = 2.

Suponemos que los arribos son un proceso de Poisson con tasa de arribo λ y los tiempo de servicio
tienen distribución exponencial con tasas de servicio µ1 = µ2 = µ (donde λ < 2µ).

Si las longitudes de las colas no son iguales, entonces al llegar un cliente se une a la fila más corta.

Si las longitudes de las colas son iguales, al llegar un cliente se une a cualquiera de las dos con
probabilidad 0.5.

Sea N1(t) y N2(t) las variables aleatorias que describen el número de clientes al tiempo t en la cola
1 y en la cola 2, respectivamente.

Ya que las llegadas son procesos de Poisson y los tiempos de servicio son exponenciales, entonces tenemos
que {(N1(t), N2(t)), t ≥ 0} describen un PNM de Markov. Sea (i, j) el estado del sistema que denota que
hay i clientes en la colas 1 y j clientes en la cola 2 (incluyendo los clientes que están siendo servidos).
Luego, como la estrategia “salto instantáneo ” ocurre siempre que |i − j| > 2, entonces el espacio de
estados (bidimensional) está conformado por los únicos estados en el sistema {(i, j) : |i − j| ≤ 2}. Sea
πi,j la probabilidad de equilibrio del sistema, en el estado (i, j), esto es πi,j = P{N1 = i,N2 = j} y como
µ1 = µ2, entonces tenemos simetría en nuestras probabilidades, pues πi,j = πj,i para todo i, j. Por lo que
solo necesitamos considerar πi,j para i ≥ j. Este modelo está representado por el diagrama de la figura
4.1
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(0,0)

(1,0)

(1,1)(2,0) (0,2)

(2,1) (1,2)

(3,1) (2,2) (1,3)

(3,2) (2,3)

(4,2) (3,3) (2,4)

(0,1)

(i+1, i) (i+1,i+1) (i,i+2)

(i+2,i+1) (i+1,i+2)

Figura 4.1: Diagrama para umbral N=2

Del diagrama, podemos observar que los niveles quedan descritos por:

n = 1 {(0, 0)},
n = 2 {(1, 0), (0, 1)},
n = 3 {(2, 0), (1, 1), (0, 2)},
n = 4 {(2, 1), (1, 2)},
n = 5 {(3, 1), (2, 2), (1, 3)},

. . . , etc.

Así, obtenemos un proceso de Markov llamado un PNM (proceso de nacimiento y muerte) homogéneo
donde las transiciones de un paso están restringidas a estados en el mismo nivel o a dos niveles adyacentes
y las tasas de transiciones se supone están en niveles independientes. Es importante observar que todo
nivel (después del primer nivel) tiene o bien, dos o tres estados. Cada estado da lugar a una ecuación de
equilibrio. Si se cuenta a partir del estado (0, 0) hasta el final de un nivel de tres estados, solo contando
estados (i, j) con i ≥ j, entonces el número de ecuaciones que se obtienen es justamente uno menor que
el número de variables conocidas πi,j involucradas (una variable a partir del siguiente nivel aparece en las
dos últimas ecuaciones). Por lo tanto se pueden resolver para todas las πi,j en términos de π0,0. Cuando
se visualizan todos los estados y usando el hecho de que todas las probabilidades suman uno, obtenemos
a π0,0 y por lo tanto todas las πi,j .

La técnica anterior tiene dificultad, sin embargo, para N > 2 o para µ1 6= µ2 la dificultad se debe a que
el número de ecuaciones obtenidas al final de cualquier nivel no es lo suficientemente grande como pa-
ra que coincida con el número de variables desconocidas (estas incluyen variables de los niveles posteriores).
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La distribución estacionaria

Ahora procedemos a resolver para πi,j en el caso N = 2, para µ1 = µ2 = µ. De las tasas de salida y tasas
de entrada en equilibrio para los estados (0,0), (1,0), (1,1) y (2,0), obtenemos las siguientes ecuaciones:

(0,0) λπ0,0 = 2µπ1,0 ,

(1,1) (2µ+ λ)π1,1 = 2λπ1,0 + 2µπ2,1 ,

(2,0) (µ+ λ)π2,0 = µπ2,1 ,

(1,0) (µ+ λ)π1,0 = µπ1,1 + µπ2,0 + λ
2π0,0 ,

(4.1)

o bien, el sistema homogéneo



λπ0,0 − 2µπ1,0 = 0

(2µ+ λ)π1,1 − 2λπ1,0 − 2µπ2,1 = 0

(µ+ λ)π2,0 − µπ2,1 = 0

(µ+ λ)π1,0 − µπ1,1 − µπ2,0 − λ
2π0,0 = 0


0 0 0 −2µ λ

−2µ 0 2µ+ λ −2µ 0
−µ µ+ λ 0 0 0

0 −µ −µ µ+ λ −λ/2



π2,1

π2,0

π1,1

π1,0

π0,0

 =


0
0
0
0

 .

Para resolver este sistema de ecuaciones donde tenemos más variables que ecuaciones, procederemos a uti-
lizar el método de eliminación de Gauss, donde la matriz asociada al sistema de ecuaciones homogéneo es:


0 0 0 −2µ λ

−2µ 0 2µ+ λ −2µ 0
−µ µ+ λ 0 0 0

0 −µ −µ µ+ λ −λ/2

 −−−−−−→E1 ↔ E3


−µ µ+ λ 0 0 0

0 −µ −µ µ+ λ −λ/2
−2µ 0 2µ+ λ −2µ 0

0 0 0 −2µ λ

−−−−−−→E3 − 2E1
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−µ µ+ λ 0 0 0

0 −µ −µ µ+ λ −λ/2
0 −2(µ+ λ) 2µ+ λ −2µ 0
0 0 0 −2µ λ

−−−−−−−−−−−−→E3 − 2(1 + λ
µ)E2


−µ µ+ λ 0 0 0

0 −µ −µ µ+ λ −λ/2
0 0 4µ2 + 3λµ −(6λ+ 2µ+ 2λ2) µ(λ+ µ)
0 0 0 −2µ λ

 .

Esta matriz se encuentra de forma triangular. Despejando y sustituyendo recursivamente y haciendo
ρ = λ/2µ, obtenemos las siguientes ecuaciones:

π1,0 = ρπ0,0 ; π1,1 =
4ρ2(1 + ρ)
(2 + 3ρ)

π0,0 ;

π2,0 =
2ρ3

(2 + 3ρ)
π0,0 ; π2,1 =

2ρ3(1 + 2ρ)
(2 + 3ρ)

π0,0 .

Similarmente, si consideramos estados (i, i), (i+ 1, i), (i+ 2, i) y (i+ 1, i+ 1) para i ≥ 1, obtenemos:

(2µ+ λ)πi+1,i+1 = 2λi+1,i + 2µπi+2,i+1 , (4.2)

(2µ+ λ)πi+1,i = 2µπi+2,i +
λ

2
πi,i + µπi+1,i+1 + λπi+1,i−1 , (4.3)

(2µ+ λ)πi+2,i = µπi+2,i+1 . (4.4)

De (4.2):

πi+1,i+1 =
2ρπi+1,i + πi+2,i+1

1 + ρ
. (4.5)

De (4.4):

πi+2,i =
πi+2,i+1

2(1 + ρ)
. (4.6)

Así sustituyendo (4.5) y (4.6) en (4.3) logramos tener:

(2µ+ λ)πi+1,i = 2µ
[
πi+2,i+1

2(1 + ρ)

]
+
λ

2
πi,i + µ

[
2ρπi+1,i + πi+2,i+1

1 + ρ

]
+ λ πi+1,i−1 ,
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(2µ+ λ)πi+1,i =
λ

µ

[
πi+2,i+1

2(1 + ρ)

]
+
λ

2
πi,i +

λ

2ρ

[
2ρπi+1,i + πi+2,i+1

1 + ρ

]
+ λ πi+1,i−1 ,

πi+2,i+1 =
ρ(1 + ρ)

λ

[
λ(1 + ρ+ ρ2)
ρ(1 + ρ)

πi+1,i −
λ

2
πi,i − λπi+1,i−1

]
.

Por lo tanto

πi+2,i+1 = (1+ρ+ ρ2)πi+1,i − ρ
2(1 + ρ)πi,i − ρ(1 + ρ)πi+1,i−1 ,

πi+1,i+1 = ((1+ρ)2 + ρ)/(1 + ρ)πi+1,i − (ρ/2)πi,i − ρπi+1,i−1 ,

πi+2,i = (1+ρ+ ρ2)/(2(1 + ρ))πi+1,i − (ρ/4)πi,i − (ρ/2)πi+1,i−1 .

(4.7)

Para las ecuaciones (4.1) obtenemos, para i ≥ 1,


πi+2,i+1

πi+1,i+1

πi+2,i

 = X


πi+1,i

πi,i

πi+1,i−1

 = X2


πi,i−1

πi−1,i−1

πi,i−2

 = · · · = Xi−1


π3,2

π2,2

π3,1

 = Xi


π2,1

π1,1

π2,0

 .

Y este último por la primera solución obtenida anteriormente la cuál está en términos de P0,0, se sigue
que:


πi+2,i+1

πi+1,i+1

πi+2,i

 = Xi


π2,1

π1,1

π2,0

 = Xi


ρ+ 2ρ2

2 + 2ρ

ρ

 2ρ2

(2 + 3ρ)
π0,0 ,

Donde

X =


1 + ρ+ ρ2 −ρ

2(1 + ρ) −ρ(1 + ρ)

((1 + ρ)2 + ρ)/1 + ρ −ρ/2 −ρ

(1 + ρ+ ρ2)/2(1 + ρ) −ρ/4 −ρ/2

 .

Sea M = X


ρ+ 2ρ2

2 + 2ρ

ρ

 . Se puede verificar que XM = ρ2M . Por consiguiente



4.2 Dos colas en paralelo con “salto” instantáneo y “salto” umbral 43


πi+2,i+1

πi+1,i+1

πi+2,i

 = Xi−1M
2ρ2

(2 + 3ρ)
π0,0 =Xi−2M

2ρ4

(2 + 3ρ)
=Xi−3M

2ρ6

(2 + 3ρ)

= · · · =Xi−iMρi
2ρ2

(2 + 3ρ)
π0,0 =Mρ2i 2

(2 + 3ρ)
π0,0

=


2ρ(1 + 2ρ)/(2 + 3ρ)

2(2 + ρ)(1 + 2ρ)/(1 + ρ)(2 + 3ρ)

ρ(1 + 2ρ)/(1 + ρ)(2 + 3ρ)

 ρ2i+2π0,0 (i ≥ 1).

Finalmente, ya que
∑

i,j πi,j = 1, tenemos que

π0,0 + 2π1,0 + 2π2,0 + 2π2,1 +
∞∑
i=1

(πi+1,i+1 + 2πi+2,i+1 + 2πi+2,i) = 1 .

Así

π0,0

{
1 +

4ρ2(1 + ρ)
2 + 3ρ

+ 2ρ+
4ρ3(1 + 2ρ)

2 + 3ρ
+
∞∑
i=1

{
2(2 + ρ)(1 + 2ρ)
(1 + ρ)(2 + 3ρ)

+
4ρ(1 + 2ρ)

2 + 3ρ
+

2ρ(1 + 2ρ)
(1 + ρ)(2 + 3ρ)

}
ρ2i+2

}
= 1.

Resolviendo y simplificando tenemos

π0,0 =
(2 + ρ− 3ρ2)

2 + 5ρ+ 3ρ2 + 2ρ3
. (4.8)

Para las ecuaciones (4.1), (4.7) y (4.8), obtuvimos las probabilidades de equilibrio para el sistema en
términos de la intensidad de trafico ρ = λ/2µ.

4.2.2. N arbitraria, µ1 6= µ2

Descripción del modelo

El modelo que aquí se considera, es el sistema de colas con “salto umbral”, con N arbitrario (3 ≤
N <∞).

Suponemos que los arribos son un proceso de Poisson con tasa de arribo λ y los tiempo de servicio
están distribuidos exponencialmente con diferentes tasas de servicio µ1 y µ2.
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Si las longitudes de las colas no son iguales, entonces al llegar un cliente se une a la fila más corta.

Si las longitudes de las colas son iguales, entonces al llegar un cliente se une a cualquiera de las dos
con probabilidad 0.5.

Sea N1(t) y N2(t) las variables aleatorias que describen el número de clientes al tiempo t en la cola
1 y en la cola 2, respectivamente.

De igual manera, como en en la sección 4.2.1, ya que las llegadas son procesos de Poisson y los tiempos de
servicio son exponenciales, entonces tenemos que {(N1(t), N2(t)), t ≥ 0} describen un PNM de Markov.
Sea (i, j) el estado del sistema que denota que hay i clientes en la colas 1 y j clientes en la cola 2 (inclu-
yendo los clientes que están siendo servidos). Aún más, como la estrategia “salto umbral” ocurre siempre
que |i − j| > N (3 ≤ N < ∞), entonces el espacio de estados (bidimensional) está conformado por los
únicos estados en el sistema {(i, j) : |i− j| ≤ N}. Sea πi,j la probabilidad de equilibrio del sistema, en el
estado (i, j), y como esta vez µ1 6= µ2, entonces tenemos que las probabilidades πi,j 6= πj,i para todo i, j.
El diagrama de estados está dado como sigue, en la figura 4.2:

Figura 4.2: Diagrama con umbral N , para N arbitrario

En el diagrama podemos observar que en éste, a diferencia del anterior, todo nivel a partir del primero
va creciendo el número de estados; más aún, hay n estados en cada nivel n (ver Figura 4.3) por lo que
la técnica anterior ya no funciona para este caso. Es así como desearíamos encontrar una técnica que nos
permita encontrar una solución a las ecuaciones de equilibrio que surgen de este PNM.

Análisis del modelo

Para el PNM que describe este modelo, ordenando los estados de manera lexicográfica, se obtiene la matriz
generadora infinitesimal Q descrita como sigue:
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Q =



A1 C1

B1 A2 C2

B2 A3 C3

. . . . . . . . .
CN

BN AN+1 D2

E1 F1 D1

E2 F2 D2

E1 F1 D1

E2 F2 D2

. . . . . . . . .



,

donde todas las entradas que no se muestran son cero. Esta matriz generadora infinitesimal Q, muestra
una estructura en forma tridiagonal en bloques, donde cada bloque está formado por submatrices. Las
matrices Ai, Bi, Ci y Di son submatrices definidas de la siguiente manera: para el n-ésimo renglón de Q
que se muestra, consiste de submatrices que corresponde al conjunto de estados {(i, j) : i + j = n − 1}.
El n-ésimo renglón de Q también corresponde al n-ésimo nivel horizontal (véase sección 2.2) como se
muestra en la Figura 4.3. con lineas punteadas horizontales.

(N+1,1) (1, N+1)(N,2) (2, N)

(N,0)

(5,0)

(0,0)

(1,0) (0,1)

(2,0)

(1,2)

(1,1) (0,2)

(3,0) (2,1) (0,3)

(4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4)

(4,1) (3,2) (2,3) (1,4) (0,5)

(0,N)(1, N-1)(N-1,1)

(N,1) (N-1,2) (1,N)(2, N-1)

n=1

n=2

n=3

n=4

n=5

n=6

n=N

n=N+1

n=N+2

Figura 4.3: Diagrama para umbral N arbitrario, con los niveles horizontales.

Por lo que las submatrices son como se muestran a continuación: sea a = −(λ + µ1), b = −(λ + µ2),
c = −(λ+ µ1 + µ2). Entonces

A1 =
(
−λ

)
, A2 =

(
b 0
0 a

)
, A3 =

 b 0 0
0 c 0
0 0 a

 ,



46Capítulo 4. Cálculo de probabilidades estacionarias para el modelo de dos colas en paralelo

A4 =


b 0 0 0
0 c 0 0
0 0 c 0
0 0 0 a

 , . . . , AN+1 =



b 0 0 . . . 0 0
0 c 0 . . . 0 0
0 0 c . . . 0 0

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . c 0
0 0 0 . . . 0 a


(N+1)×(N+1)

.

B1 =
(
µ2

µ1

)
, B2 =

 µ2 0
µ1 µ2

0 µ1

 , B3 =


µ2 0 0
µ1 µ2 0
0 µ1 µ2

0 0 µ1

 ,

BN =



µ2 0 0 0 . . . 0 0
µ1 µ2 0 0 . . . 0 0
0 µ1 µ2 0 . . . 0 0
0 0 µ1 µ2 . . . 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 0 . . . µ1 µ2

0 0 0 0 . . . 0 µ1


(N+1)×N

.

C1 =
(
λ/2 λ/2

)
, C2 =

(
0 λ 0
0 λ 0

)
, C3 =

 0 λ 0 0
0 λ/2 λ/2 0
0 0 λ 0

 ,

C4 =


0 λ 0 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 λ 0

 ,
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CN =



0 λ 0
0 0 λ
0 0 0 λ
...

. . .
λ
λ/2 λ/2

λ
. . .

...
λ 0 0 0

λ 0 0
λ 0


N×(N+1)

si N es impar ,

CN =



0 λ 0
0 0 λ
0 0 0 λ
...

. . .
λ

λ
λ

. . .
...

λ 0 0 0
λ 0 0

λ 0


N×(N+1)

si N es par .
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D2 =



λ 0
0 λ
0 0 λ

. . .
λ
λ/2 λ/2

λ
. . .

λ 0 0
λ 0

λ


N×(N+1)

si N es impar ,

D2 =



λ 0
0 λ
0 0 λ

. . .
λ

λ
λ

. . .
λ 0 0

λ 0
λ


N×(N+1)

si N es par .

E1 =



µ1 µ2

µ1 µ2

µ1 µ2

. . . . . .
µ1 µ2

µ1 µ2


N×(N+1)

, E1 =



µ1 + µ2 0
µ1 µ2

µ1 µ2

. . . . . .
µ1 µ2

0 µ1 + µ2


N×(N+1)

.

F1=


c

c
. . .

c
c


N×N

, F2=


c

c
. . .

c
c


(N+1)×(N+1)

.

Como podemos observar, la forma en que Q esta representada, a pesar de que tiene la forma tridiagonal
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por bloques, no es la que necesitamos para aplicar el método de la solución geométrica ([24] y sección 2.4)
pues los bloques no se comportan en la forma estándar que necesitamos.

Otra forma de obtener la matriz generadora infinitesimal es la descrita a continuación, donde todas las
entradas que no aparecen son ceros.

Q̃ =



X0 Y0

Y2 X1 Y1

Y2 X1 Y1

Y2 X1 Y1

Y2 X1 Y1

. . . . . . . . .


.

Para la (n−1)-ésima fila que se muestra en Q̃ corresponde al conjunto {(n,N+n), (n,N+n−1), . . . , (n, n),
. . . , (N + n − 1, n), (N + n, n)} o equivalentemente, el (n + 1)-ésimo renglón involucra todos los estados
{(i, j) : mı́n{i, j} = n}. La figura 4.4 puede ayudar a entender como esta descrito este espacio de estados,
donde podría considerarse que los niveles (véase sección 2.2) tienen la forma de un gorro.

n = 1 {(0, N), (0, N − 1), ...,(0, 0), ..., (N − 1, 0), (N, 0)},
n = 2 {(1, N + 1), (1, N), ...,(1, 1), ..., (N, 1), (N + 1, 1)},
n = 3 {(2, N + 2), (2, N + 1), ...,(2, 2), ..., (N + 2), (N + 1, 2)},

· · · , etc.

(1, N+1)(N,2) (2, N)

(N,0)

(5,0)

(0,0)

(1,0) (0,1)

(2,0)

(1,2)

(1,1) (0,2)

(3,0) (2,1) (0,3)

(4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4)

(4,1) (3,2) (2,3) (1,4) (0,5)

(0,N)(1, N-1)(N-1,1)

(N,1) (N-1,2) (1,N)(2, N-1)
n=1

n=2

n=3

(4,4)

(N+1,2) (2,N+1)

(2,N+2)(N+2,2)

(N+1,1)

Figura 4.4: Diagrama para umbral N arbitrario, con los niveles en forma de gorro.
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Así X0, X1, Y0, Y1, Y2 son submatrices definidas de la siguiente forma, con a, b, y c definidos como
anteriormente y J = 2N + 1:

X0=



b µ2

b µ2

. . . . . .
b µ2

λ/2 −λ λ/2
µ1 a

. . . . . .
µ1 a


J×J

, X1=



c µ1+ µ2

c µ2

. . . . . .
c µ2

λ/2 c λ/2
µ1 c

. . . . . .
µ1 + µ2 c


J×J

,

Y1=



0 λ
0 λ

. . .
λ
0

λ
. . .

0
λ 0

λ 0


J×J

, Y2=



0
µ1 0

µ1 0
. . .
µ1 0 µ2

. . .
0 µ2

0 µ2

0


J×J

.

La segunda forma de la matriz generadora infinitesimal Q̃ tiene la ventaja de que todas las filas excepto
la primera tiene la misma forma, es decir la estructura tridiagonal en bloques que deseamos. Al usar el
tipo de matrices Q̃ como anteriormente se describieron, ahora somos capaces calcular las probabilidades
estacionarias.

La distribución estacionaria

Ahora estamos listos para calcular la distribución estacionaria para el modelo de dos colas en paralelo
donde ocurre la estrategia “salto” cuando la diferencia entre las dos colas alcanza el valor N , para algún
N arbitrario dado, y el sistema tiene tasas de servicio distintas, a saber µ1 y µ2.

Sea π el vector de probabilidad estacionaria, donde π=(π0, π1, π1, ...), con

π0 = (π(N, 0), π(N − 1, 0), ..., π(1, 0), π(0, 0), π(0, 1), ...π(0, N − 1), π(0, N)),
π1 = (π(N + 1, 1), π(N, 1), ..., π(2, 1), π(1, 1), π(1, 2), ...π(1, N), π(1, N + 1)),
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πn = (π(N + n, n), π(N + n− 1, n), ..., π(n, n), ...π(n,N + n− 1), π(n,N + n)), n ≥ 2.

Donde π(i, j) nos denota la probabilidad estacionaria de que el proceso está en el estado (i, j). Los vectores
de probabilidad pueden ser expresados como

πn+1 = πnR, n ≥ 1, (4.9)

donde la matriz R es llamada la matriz de tasas R que es la solución mínima no negativa de la ecuación
matriz cuadrática

Y1 +RX1 +R2Y2 = 0 . (4.10)

Método de la matriz geométrica

Volviendo a describir la matriz generadora infinitesimal Q̃

Q̃ =



X0 Y0

Y2 X1 Y1

Y2 X1 Y1

Y2 X1 Y1

Y2 X1 Y1

. . . . . . . . .


,

donde Y1, X1 y Y2 son matrices cuadradas de orden 2J . Las matrices Y0, Y1 y Y2 son no negativas y
las matrices X0 y X1 tienen elementos no negativos fuera de la diagonal y estrictamente negativos en la
diagonal. La suma de los renglones de Q̃ es igual a cero.

El PNM de Markov Q̃ es irreducible y aperiódico trivialmente. Además, ya que los estados en los niveles
mayores a N pueden comunicarse unos con otros vía sus rutas, no pasando de niveles ≥ N , el generador
A0 + A1 + A2 es también irreducible. Así por el teorema 1.7.1 del libro de Neuts [24] se puede aplicar
fácilmente. En concreto, el proceso de Markov Q es ergódico si y solo si satisface la condición

πY0e < πY2e (4.11)

donde π = (π0, π1, ...) es la distribución de equilibrio de el generador Y1 +X1 +Y2 y e es el vector unitario.
Cuando la condición (4.11) se cumple, la distribución estacionaria del PNM existe.

Así, la condición de estabilidad para que exista Q̃ según (4.11) es

2λ < µ1 + µ2
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Designando por π(i, j) la probabilidad estacionaria de que el proceso se encuentre en el estado (i, j), y el
uso de la notación vectorial πn = (π(N+n, n), π(N+n−1, n), ..., π(n, n), ...π(n,N+n−1), las ecuaciones
de balance del PNM están dadas por

πn−1Y1 + πnX1 + πn+1Y2 = 0, n ≥ 2, (4.12)

y

π0X0 + π1Y2 = 0, (4.13)
π0Y0 + π1X1 + π2Y2 = 0. (4.14)

Introduciendo la matriz de tasas R como la solución mínima no negativa de la ecuación matricial no líneal

Y1 +RX1 +R2Y2 = 0 , (4.15)

se puede demostrar que las probabilidades de equilibrio satisfacen (véase [24], pp. 80-83).

πn+1 = πnR, n ≥ 2. (4.16)

Los vectores π1 y π0 se derivan de las condiciones límite (4.13) y (4.14)

π0X0 + π1Y2 = 0 , (4.17)

π0Y0 + π1(X1 +RY2) = 0 ,

y la condición de normalización

∞∑
n=0

πn = π0e + π1(I −R)−1e = 1 , (4.18)

donde I representa la matriz identidad.

Cálculo de la matriz de tasas R

Con el fin de obtener la distribución estacionaria, debemos obtener la matriz de tasas R. Existen va-
rios algoritmos iterativos para resolver (4.15) (ver [26] y [1]). Uno de ellos (el más común) es el que
desarrollaremos aquí. Antes, probamos un lema.

Lema 4.2.1 La inversa de X1 existe y su determinante puede ser calculado por

det(X1) = cN

Demostración: Probamos el lema mediante el cálculo de la inversa X−1
1 . La idea del método es evaluar

el determinante de X1, esto es, reducir la matriz a la forma triangular superior por las operaciones
elementales sobre las filas, obteniendo así:
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det(Bk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c x0 0 0 0
0 c µ2 0 0 0
... 0

. . . . . . 0 0
...

... 0 c µ2 0 0
... 0 1 x1 0

... 0 1 x2

. . . . . . . . .
0 1 0

0 0 0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
donde x0 = µ1 + µ2, x1 = µ2

c , x2 = 2λc
−2λµ1+2c2

, hay que mencionar que el primer renglón que tiene 1 en la
diagonal, corresponde al N -ésimo renglón.
Ahora simplemente por las propiedades del determinante, el valor es la multiplicación de la diagonal

det(X1) = cN−1c = cN .

Claramente, el det(X1) 6= 0, pues recordemos que c = −(λ+µ1 +µ2), entonces existe la inversa de X1. �

Ahora bien, de la ecuación (4.15) y del lema 4.2.1

RX1 = −Y1 −R2Y2,

RX1X
−1
1 = −[Y1 +R2Y2]X−1

1 ,

RI = −[Y1 +R2Y2]X−1
1 ,

R = −[Y1 +R2Y2]X−1
1 ,

Rk+1 = −[Y1 +R2
k Y2] X−1

1 k = 0, 1, ...· (4.19)

y tomando el valor inicial de R igual a la matriz cero, se puede resolver iterativamente para R y se puede
verificar la exactitud de esta aproximación usando la igualdad RA2e = A0e. El valor de R convergerá ya
que el valor de −A−1

1 y [A0 +R2A2] son positivos. Por lo que después de cada iteración, los elementos de
R aumentarán de manera monótona.

Resumen para el cálculo de las probabilidades estacionarias

PASO 1: Obtener la matriz de tasas R con el método iterativo (4.19).
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PASO 2: Calcular los valores π0 y π1 resolviendo el sistema de ecuaciones (4.17) y la condición de nor-
malización (4.18), es decir resolver el sistema

[ π0 π1 ]


e X0∗ Y0

(I −R)−1e Y2∗ X1 +RY2

 = [ 1 0 ] .

Donde M∗ es M con la primer columna eliminada.

PASO 3: Cálculo de las demás probabilidades estacionarias πn, para n ≥ 2, con la condición (4.16).

4.3. Dos colas en paralelo con “salto” y capacidad restringida a L

4.3.1. Descripción del modelo

En este modelo, el proceso de llegadas de los clientes es un proceso de Poisson con tasa de arribos
λ. El sistema de colas consiste de dos servidores independientes en paralelo que ofrecen servicio (
tiempos distribuidos exponencialmente) con diferentes tasas de servicio µ1 y µ2, respectivamente.

Si las longitudes de las dos colas no son iguales, entonces un cliente al llegar se une a la fila más
corta.

Si las longitudes de las dos colas tienen misma longitud, entonces ellos eligen una primer cola con
probabilidad α o la segunda con probabilidad β, donde α+ β = 1.

La capacidad de cada cola está restringida a L, L ≥ 1 incluyendo el cliente que está siendo servido.

En el momento en que el servidor se vuelve inactivo y hay un cliente esperando en la otra cola, el
cliente inmediatamente después del cliente que está recibiendo el servicio en ese servidor se transfiere
a la cola del servidor inactivo.

Sea N1(t) y N2(t), respectivamente el número de clientes en cada cola al tiempo t.

Otra vez, como en las secciones 4.2.1 y 4.2.2, ya que las llegadas son procesos de Poisson y los tiempos
de servicio son exponenciales, el proceso estocástico {(N1(t), N2(t)), t ≥ 0} describe un PNM de Markov
con espacios de estados (bidimensioanal) en {0, 1, 2, ...L} × {0, 1, 2, ...L}. Sea (i, j) el estado del sistema
que denota que hay i clientes en la colas 1 y j clientes en la cola 2 (incluyendo los clientes que están
siendo servidos). Sea πi,j = P (N1 = i,N2 = j) la probabilidad de estado de equilibrio del sistema y como
µ1 6= µ2, entonces tenemos que las probabilidades πi,j 6= πj,i para todo i, j.

A partir de los supuestos anteriores, la probabilidad πi,j satisface el siguiente sistema de ecuaciones
de equilibrio y el diagrama que forma este modelo se muestra en la Figura 4.5.
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λπ0,0 = µ1π1,0 + µ2π0,1, (4.20)

(λ+ µ2)π0,1 = λβπ0,0 + µ1π1,1, (4.21)

(λ+ µ1)π1,0 = αβπ0,0 + µ2π1,1, (4.22)

(λ+ µ1 + µ2)π1,1 = λ(π0,1 + π1,0) + (µ1 + µ2)(π1,2 + π2,1), (4.23)

(λ+ µ1 + µ2)π1,2 = λβπ1,1 + µ1π2,2 + (µ1 + µ2)π1,3, (4.24)

(λ+ µ1 + µ2)π2,1 = λαπ1,1 + µ2π2,2 + (µ1 + µ2)P3,1, (4.25)

(λ+ µ1 + µ2)π2,2 = λ(π1,2 + µ1π2,1) + µ1π3,2 + µ2π2,3, (4.26)

(λ+ µ1 + µ2)π1,n = (µ1 + µ2)π1,n+1 + µ1π2,n, 3 ≤ n ≤ L− 1, (4.27)

(λ+ µ1 + µ2)πn,1 = (µ1 + µ2)πn+1,1 + µ2πn,2, 3 ≤ n ≤ L− 1, (4.28)

(λ+ µ1 + µ2)πk,n = λπk−1,n + µ1πk+1,n + µ2πk,n+1, 2 ≤ k ≤ n− 2, (4.29)

(λ+ µ1 + µ2)πn,k = λpn,k−1 + µ1pn,k+1 + µ2πn+1,k, 2 ≤ k ≤ n− 2, (4.30)

(λ+ µ1 + µ2)πn−1,n = λpn−2,n + βλπn−1,n−1 + µ1πn,n + µ2πn−1,n+1, (4.31)

(λ+ µ1 + µ2)πn,n−1 = λπn,n−2 + βλπn−1,n−1 + µ1πn+1,n−1 + µ2πn,n, (4.32)

(λ+ µ1 + µ2)πn,n = λ(πn,n−1 + πn−1,n) + µ1πn+1,n + µ2πn,n+1, (4.33)

(λ+ µ1 + µ2)π1,L = µ1π2,L, (4.34)

(λ+ µ1 + µ2)πL,1 = µ2πL,2, (4.35)

(λ+ µ1 + µ2)πk,L = λπk−1,L + µ1πk+1,L, 2 ≤ k ≤ L− 2, (4.36)

(λ+ µ1 + µ2)πL,k = λπL,k−1 + µ2πL,k+1, 2 ≤ k ≤ L− 2, (4.37)

(λ+ µ1 + µ2)πL−1,L = λπL−2,L + βλπL−1,L−1 + µ1πL,L, (4.38)
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(λ+ µ1 + µ2)πL,L−1 = λπL,L−2 + αλπL−1,L−1 + µ2πL,L, (4.39)

(µ1 + µ2)πL,L = λ(πL−1,L + πL,L−1). (4.40)

(0,0)

(1,0) (0,1)

(1,1)

(2,1) (1,2)

(3,1) (2,2) (1,3)

(4,1) (3,2) (2,3) (1,4)

(5,1) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5)

(L,1) (L,2)

( L , L)

(L,L-1) (L-1,L)

(L,L-2) (L-1,L-1) (L-2,L)

(2,L) (1,L)

(L,L-3) (L-1,L-2) (L-2,L-1) (L-3,L)

Figura 4.5: Diagrama para umbral N

Definimos el vector columna πk = (π1,k, πk,1, π2,k, πk,2, . . . , πk−1,k, πk,k−1, πk,k)t, k = 1, 2, 3, ..., L, y
π+
k = (π0,1, π1,0, πk)t, k = 1, 2, 3, ..., L. También, sea ρ = α

µ1+µ2
y γ1 = µ1

µ1+µ2
y γ2 = µ2

µ1+µ2
. Ignorando las

ecuaciones (4.20)-(4.23) el sistema anterior del (4.24)-(4.26) puede ser re-escrito en la siguiente forma de
matriz de bloques:

A1π1 +B2π2 + C3π3 = 0,

donde

A1=

 βρ
αρ
0

 , B2=

 −(1 + ρ) 0 γ1

0 −(1 + ρ) γ2

ρ ρ −(1 + ρ)

 , y
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C3

 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 γ2 γ1 0

 .

Así por el método de solución geométrica [24] ya bien conocido en las subsecciones previas, el sistema
anterior del (4.24)-(4.39) se pueden rescribir como

Ak−1πk−1 +Bkπk + Ck+1πk+1 = 0, k = 2, 3, 3, ..., L− 1, (4.41)

AL−1πL−1 +BLπL = 0, k = L, (4.42)

y la ecuación de normalización

L∑
i=0

L∑
j=0

πi,j = 1,

donde
Ak = (ai,j)(2k+1)×(2k−1), k = 1, 2, ..., L− 1,

a2k−1,2k−1 = βρ, a2k,2k−1 = αρ y ai,j = 0 en otro caso.

Bk = (bi,j)(2k−1)×(2k−1), k = 2, 3, ..., L− 1,

con
b2k−1,2k−2 + b2k−1,2k−3 = ρ, b2k−3,2k−1 = γ1, b2k−2,2k−1 = γ2, k = 2, 3, ..., L ,

bi,i = −(1 + ρ), i = 1, 2, 3, ..., 2k − 2,

bi+2,i = ρ, i = 1, 2, 3, ..., 2k − 4,

b2i−1,2i+1 = γ1, b2i,2i+2 = γ2, i = 1, 2, 3, ..., k − 2,

b2k−1,2k−1 = −(1 + ρ), k 6= L,

b2L−1,2L−1 = −1 y

bi,j = 0 en otro caso. Finalmente

Ck = (ci,j)(2k−3)×(2k−1) , k = 3, 4, ..., L,
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con
c1,1 = c2,2 = 1,

c2k−3,2k−2 = γ1, c2k−3,2k−3 = γ2, k = 3, 4, ..., L,

c2i,2i = γ1, c2i−1,2i−1 = γ2, i = 2, 3, ..., k − 2, y

ci,j = 0, en otro caso.

4.3.2. Resultados teóricos

En esta sección, formularemos la solución para la distribución estacionaria de el sistema (4.20)-(4.40).
Claramente, usando las ecuación (4.41) y (4.42) la distribución estacionaria de el proceso de Markov
tiene una matriz de solución y puede ser obtenida recursivamente resolviendo la ecuación (4.41). Más
específicamente, tenemos primero que probar el siguiente lema que nos ayudará en la obtención de la
distribución estacionaria del sistema anterior.

Lema 4.3.1 Las inversas de Bk, k = 2, 3, ..., L existen y sus determinantes pueden ser calculados por

det(Bk) =
(
−s+

γ1ρ

dk−1

γ2ρ

ek−1

)
Πk−1
i=1 diei, k = 2, 3, ..., L,

donde

d1 = −(1 + ρ), di = (1 + ρ)− γ1ρ
di−1

, i = 2, 3, ..., k − 1,

e1 = −(1 + ρ), ei = (1 + ρ)− γ2ρ
ei−1

, i = 2, 3, ..., k − 1,

s = (1 + ρ) para k 6= L y s = 1 para k = L .

Demostración: Probamos el lema mediante el cálculo de la inversa B−1
k . La idea del método es evaluar

el determinante de Bk, esto es, reducir la matriz dada a la forma triangular superior por las operaciones
elementales de fila, obtenemos

det(Bk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−d1 0 γ1 0 0

0 −e1 0 γ2 0 0
... 0 −d2 0 γ1 0

...
... 0 −e2 0 γ2

... 0 −d3 0
. . . . . . . . .

ek−1 0 γ2

0 0 0 −s+ γ1ρ
dk−1

+ γ2ρ
ek−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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donde

d1 = −(1 + ρ), di = (1 + ρ)− γ1ρ
di−1

, i = 2, 3, ..., k − 1,

e1 = −(1 + ρ), ei = (1 + ρ)− γ2ρ
ei−1

, i = 2, 3, ..., k − 1,

s = (1 + ρ) para k 6= L y s = 1 para k = L.

Ahora simplemente tenemos que

det(Bk) =
(
−s+

γ1ρ

dk−1

γ2ρ

ek−1

)
Πk−1
i=1 diei,

Claramente, det(Bk) 6= 0 para cualquier valor de ρ, entonces Bk es invertible para k = 2, 3, ..., L. Por lo
que se completa la demostración. �

Teorema 4.3.1 Sea π+
k la única solución positiva del sistema (4.20)-(4.40), entonces

πk = (−1)k+1RkAk−1Rk−1Ak−2 · · ·R2A1π1,1, k = 1, 2, 3, ..., L, (4.43)

π1,0 =
ρ1[β(µ1 + µ2) + λ]

(µ1 + µ2) + 2λ
π0,0 , (4.44)

π0,1 =
ρ2[α(µ1 + µ2) + λ]

(µ1 + µ2) + 2λ
π0,0 , (4.45)

π1,1 =
ρ1ρ2[βµ1 + λµ2) + λ]

(µ1 + µ2) + 2λ
π0,0 , (4.46)

con

π0,0 =
(1 + 2ρ)(1− ρ)

(1 + 2ρ)(1− ρ) + (1− ρ)[ρ1(β + ρ) + ρ2(α+ ρ)] + ρ1ρ2[βγ1 + αγ2 + ρ](1− ρ2L−1)
, ρ 6= 1

π0,0 =
3

3 + ρ1β + ρ2α+ ρ1ρ2 + ρ1ρ2(1 + βγ1 + αγ2)(2L− 1)
, ρ = 1

(4.47)

ρ1 = λ/µ1, ρ2 = λ/µ2, R1 = A0 = 1, RL = B−1
k , γ1 = µ1

µ1+µ2
, γ2 = µ2

µ1+µ2
y Rk = [Bk − Ck+1Rk+1Ak]−1,

k = L− 1, L− 2, ..., 3, 2.,



60Capítulo 4. Cálculo de probabilidades estacionarias para el modelo de dos colas en paralelo

Demostración: Por el lema 4.3.1, probamos que la matriz Bk es invertible. Ahora usando la ecuación
(4.42) obtenemos:

BLπL = −AL−1πL−1,

B−1
L BLπL = −B−1

L AL−1πL−1, (B−1
L existe)

πL = −B−1
L AL−1πL−1,

πL = −π−1
L AL−1πL−1, k = L (4.48)

donde RL = B−1
L . Por lo tanto RL−1RL−2, ..., R2 se pueden resolver recursivamente por la siguiente

formula:
Rk = [Bk − Ck+1Rk+1Ak]−1, k = L− 1, L− 2, ..., 3, 2.

Además. de la ecuación (4.41) obtenemos

πk = −RkAk−1πk−1, k = 2, 3, ..., L− 1. (4.49)

Por lo tanto πL−1, πL−2, πL−3, ..., π1 puede obtenerse recursivamente usando (4.48) y (4.49) en términos
de π1,1

π2 = −R2A1π1 = −R2A1π1,1 ,

π3 = −R3A2π2 = R3A2R2A1π1,1 ,

π4 = −R4A3π3 = −R4A3R3A2R2A1π1,1 ,

...

por lo tanto,

πk = (−1)k+1RkAk−1Rk−1Ak−2 · · ·R2A1π1,1. k = 1, 2, 3, ..., L. (4.50)

Ahora por simples manipulaciones algebraicas, las ecuaciones (4.44)-(4.46) pueden ser obtenidas por el
sistema (4.20)-(4.22) en términos de π0,0.


µ1π1,0 − µ2π0,1,0 − λπ0,0 = 0

λβπ0,0 − µ1π1,1 − (λ+ µ2)π0,1 = 0

λαπ0,0 − µ2π1,1 − (λ+ µ1)π1,0 = 0
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µ1 0 −(λ+ µ2) −λβ

µ2 −(λ+ µ2) 0 λβ

0 µ1 µ2 −λ



π1,1

π1,0

π0,1

π0,0

 =


0
0
0
0

 .

Para resolver este sistema de ecuaciones, procederemos a utilizar el método de eliminación de Gauss,
donde la matriz asociada al sistema de ecuaciones homogéneo está dada por:


1 0 −λ+µ2

µ1

λβ
µ1

0 −(λ+ µ1) µ2(λ+µ2)
µ1

+λβ − λµ2β
µ1

0 0 2λµ2+µ2
2+µ2µ1

λ+µ1

−λ(µ2β−αµ1+(λ+µ1))
λ+µ1

 .

Finalmente para completar la demostración, supongamos que N = N1 + N2, el número de clientes en
el sistema y sea gk = Pr(N = k). Ahora, por inducción sobre k necesitamos mostrar que gk = ρk−2g2,
k = 2, 3, ..., 2L.

De los siguientes casos surge: para el caso simple, usando (5.4), obtenemos

(λ+ µ1 + µ2)π1,1 = λ(π0,1 + π1,0) + (µ1 + µ2)(π1,2 + π2,1),

(λ+ µ1 + µ2)g1 = λg1 + (µ1 + µ2)g3,

g3 =
(

1 +
λ

µ1 + µ2

)
g2 −

λ

µ1 + µ2
g1 .

Por lo que
g3 = ρg2.

Similarmente , trabajando sobre las ecuaciones (4.24) y (4.25), obtenemos

(λ+ µ1 + µ2)(π2,1 + π1,2) =λπ1,1 + (µ1 + µ2)(π2,2 + π3,1 + π1,3) ,

g4 =(1 + ρ)g3 − ρg2 ,

g4 =(1 + ρ)ρg2 − ρg2 ,

g4 = ρ2g2.
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De (4.25)

(λ+ µ1 + µ2)π2,2 = λ(π1,2 + π2,1) + (µ1 + µ2)(π3,2 + p2,3) ,

(λ+ µ1 + µ2)g2 = λg3 + (µ1 + µ2)g5 ,

g5 =
(

1 +
λ

µ1 + µ2

)
g4 −

λ

µ1 + µ2
g3 ,

g5 = (1 + ρ)g4 − ρg3 ,

g5 = (1 + ρ)ρ2g2 − ρ2g2 ,

g5 = ρ3g2.

En general para k = 2r, remplazando n por (2r− 1), (2r− 2), (2r− 3), ..., r en las ecuaciones (4.27)-(4.33)
respectivamente e insertando, obtenemos:

(λ+ µ1 + µ2)

[
r−1∑
i=1

πi,2r−i +
r−1∑
i=1

π2r−i,i + πr,r

]
= λ

[
r−1∑
i=1

πi,2r−i−1 +
r−1∑
i=1

π2r−i+1,i

]

+(µ1 + µ2)
r∑
i=2

πi,2r−i+1 + (µ1 + µ2)
r∑
i=2

π2r−i+1,i + (π1,2r + π2r,1) ,

(λ+ µ1 + µ2)g2r = λg2r−1 ,+(µ1 + µ2)g2r+1 + (µ1 + µ2)g2r+1 + g2r+1 ,

(λ+ µ1 + µ2)g2r = λg2r−1 + (µ1 + µ2)g2r+1 ,

g2r+1 = (1 + ρ)g2r − ρg2r−1 , r = 3, 4, ..., L− 1. (4.51)

Trabajando del mismo modo para el caso k = 2r+ 1, remplazando n por 2r, (2r− 1), (2r− 2), ..., r+ 1 se
puede fácilmente establecer la siguiente relación:

g2r+2 = (1 + ρ)g2r+1 − ρg2r , r = 3, 4, ..., L− 1. (4.52)

De manera general, podemos escribir

gk = (1 + ρ)gk−1 − ρgk−2 , k = 3, 4, ..., 2L. (4.53)
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Claramente, el caso para k = 2L puede ser fácilmente obtenida usando las ecuaciones (4.38) y (4.39).
Ahora podemos decir que la relación gk = ρk−2g2, es verdadera para algún m ≤ k. Al hacer uso de la
ecuación (4.49), obtenemos

gm+1 = (1 + ρ)gm − ρgm−1 ,

= (1 + ρ)ρm−2g2 − ρρm−3g2 ,

=
[
(1 + ρ)ρm−2 − ρρm−3

]
g2 ,

=
[
ρm−2 + ρm−1 − ρm−2

]
g2 ,

= ρm−1g2.

Por lo tanto la relación gk = ρk−2g2, es verdadera para toda k, k = 2, 3, ..., 2L. Usando la ecuación de
normalizadora

∑2L
k=0 gk = 1, obtenemos

g0 + g1 + g2 + g3 + g4 + ...+ g2L = 1 ,

g0 + g1 + g2

2L∑
k=2

ρk−2 = 1 .

Usando el hecho de que g0 = π0,0, g1 = π1,0 + π0,1, g2 = π1,1
1 y usando las ecuaciones (4.44)-(4.46) en la

ecuación pasada, el teorema queda establecido por completo. �

4.3.3. Casos particulares

1. Si ponemos α = β en el Teorema 4.3.1, obtenemos π1,0 = 1
2ρ1π0,0, π0,1 = 1

2ρ2π0,0 y π1,1 =
ρ1ρ2π0,0, donde

π0,0 =


2µ1µ2(1−ρ)

2µ1µ2(1−ρ)+ρ(1−ρ)(µ1+µ2)2+λ2(1−ρ2L−1)
, ρ 6= 1,

1
1+Lρ1ρ2

, ρ1 = 1.

2. Además, otro resultado interesante puede ser obtenido por el sistema de colas espacio de tiempo de
espera finito poniendo α = β, µ1 = µ2 = µ y ρ = λ

2µ , obtenemos π1,0 = ρπ0,0 y π1,1 = 2ρ2π0,0, donde

gn =



1−ρ
1+ρ−2ρ2L+1 n = 0, ρ 6= 1,

1
1+4L , n = 0, ρ = 1,

2ρnπ0,0, 1 ≥ n ≥ 2L,

1Recordemos que por el quinto supuesto en la descripción del modelo, el estado (2,0) y (0,2) nunca ocurren. Véase también
el diagrama en la figura 4.5.
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el cual da las probabilidades de estados estable para el modelo M/M/2/2L. En adición, tomando
L → ∞ uno puede fácilmente obtener la bien conocida distribución de estado estacionario para el
espacio infinito de espera del sistema de colas M/M/2.

4.4. Conclusiones

Hemos sido capaces de calcular las probabilidades estacionarias de un sistema en paralelo el cual permi-
te la estrategia “salto” cuando la diferencia de la longitud de las dos colas es suficientemente grande.
Hemos resuelto explícitamente las probabilidades estacionarias para los casos específicos cuando N = 1
con tasas de servicio µ1 = µ2 y 3 ≤ N < ∞ con tasas de servicio µ1 6= µ2 con la suposición de que
si la longitud de las dos colas son iguales, una llegada de un cliente se une a cualquiera de las dos con
probabilidad 0.5. Y el caso cuando hay una capacidad restringida L ≥ 1, 1 < N ≤ L con tasas de servicio
µ1 6= µ2 con la propiedad de que si la longitud de las dos colas son iguales, una llegada de un cliente
se une a cualquiera de las dos filas con probabilidad α o a la segunda con probabilidad β, donde α+β = 1.

En el primer caso (N = 1, µ1 = µ2 = µ, α = β = 0.5) solo fue necesario resolver un sistema de ecuaciones
(no despreciando su grado de dificultad) con manipulación algebraica. Para el segundo caso (3 ≤ N <∞,
µ1 6= µ2, α = β = 0.5) ya no nos fue posible resolver con solo manipulación algebraica, pues las ecuaciones
de equilibrio formaban un sistema entre ellas con mucho más incógnitas que en el anterior. Así, por la
matriz generadora infinitesimal que generó la cadena de Markov de PNM descrita, y después modificando
sin alterar el proceso, pudimos utilizar el método de la solución geométrica estudiado en el capítulo de
preliminares. Finalmente, para el último caso (L ≥ 1, 1 ≤ N ≤ L y α + β = 1), otra vez, por el método
de la solución geométrica pudimos calcular las probabilidades estacionarias.

A todo esto, es importante mencionar la relevancia del método de solución geométrica, ya que de manera
general permite obtener una solución explícita de las probabilidades estacionarias del modelo de dos colas
en paralelo y sus variaciones (en N , µ1, µ2, α y β), para que pueda ser lo más parecido a la vida real.



CAPÍTULO5
Valor de la información en un sistema de dos
colas con “salto” umbral.

5.1. Introducción

Para los dos modelos descritos en el capítulo anterior, salto instantáneo y no salto, observemos que son los
dos casos extremos, N = 2 y N = ∞, respectivamente. Para valores finitos de N estos modelos son más
tratables que en el caso N =∞ ya que la distribución estacionaria sigue un patrón de matriz geométrica
donde el tamaño de la matriz es a lo más de N ×N . Una vez que la distribución estacionaria se conoce
es posible calcular el número esperado de clientes en el sistema y el tiempo esperado de espera [18], [16].

La cuestión que se aborda, en particular en este capítulo, es un asunto diferente de las distribuciones
estacionarias y tiempos de espera tradicionales. Esto es concerniente con la cuestión de el valor de la
información. Supongamos que a su llegada un cliente no conoce cual cola (o fila) es más corta y por lo
tanto él se une a cada cola con probabilidad 0.5. También supongamos que él tiene la opción de adquirir
la información sobre cuál cola es más corta. Si él ejerce la opción, él se forma en la cola más corta. Esta
opción no viene gratis: supongamos que el costo tiene algún valor el cuál, por conveniencia, es medido
en unidades de tiempo. Así una llegada que busca su auto optimización compara el costo asociado con
adquirir la información con la ganancia esperada de unirse a la fila más corta en lugar de hacerlo con
una probabilidad 0.5. Por supuesto en el caso de “salto” instantáneo (N = 2) la información no tiene
valor. Pero en otros casos si es importante. Cabe señalar que en nuestro modelo, los clientes informados
y desinformados se comportan de la misma manera con respecto al “salto”.

Una observación fundamental para este modelo es que el valor de la información para un cliente (y por lo
tanto la decisión de adquirir o no esta información) dependerá de lo que decidan los otros clientes. Así, el
concepto de solución de referencia es de una estrategia de equilibrio de Nash. Al limitarnos a estrategias
simétricas, una estrategia de equilibrio de Nash se caracteriza por un parámetro p, 0 ≤ p ≤ 1, donde p es
la probabilidad de adquirir la información. Por supuesto, cuando p = 0 quiere decir que nadie adquiere la
información y p = 1 quiere decir que todo mundo adquiere la información. Si p = 0 o p = 1 la estrategia
es llamada estrategia pura, en otro caso es llamada estrategia mixta.

65
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Con el fin de encontrar una estrategia de equilibrio de Nash, primero tenemos que deducir el valor de la
información para una llegada individual, es decir, la reducción en el tiempo de espera estimado debido a
la adquisición de información, donde el resto de los clientes están usando la estrategia p. Llamaremos a
este valor g(p). El valor de la información tiene que ser comparado con el costo de la información (medido
en unidades de tiempo) el cual es denotado aquí por C. Una probabilidad p, 0 < p < 1 específica una
estrategia de equilibrio de Nash si y sólo si g(p) = C. También si g(p) ≤ C entonces p = 0 es una estrategia
de equilibrio de Nash y si g(1) ≥ C entonces p = 1 es una estrategia de equilibrio de Nash. Puede suceder
que existan más de una estrategia de equilibrio de Nash.

Vamos a decir que el valor de la actual información para un cliente depende solo del estado del sistema a
su llegada al tiempo t. Si los clientes que llegan más tarde son o no informados, no es de importancia para
él. Por lo tanto, todo lo que importa para determinar el valor de la información para un cliente individual
son las probabilidades que él ve en los estados donde la información es útil y la ganancia correspondiente
a esos estados (el cual no es función de p). Por ejemplo, en el caso cuando N = 3 estos son los estados en
los cuales la diferencia entre las dos longitudes de las colas es exactamente uno.

Otro aspecto que aparece en este problema, es la cuestión de las externalidades asociadas con la compra de
información (véase definición B.0.2). Lo cual nuestra intuición nos dice que cuanto mayor sea la porción de
llegadas que adquieren la información menos es el tiempo total de espera. Esto parecería que es verdad, ya
que la probabilidad de que un servidor esté inactivo mientras que un cliente está esperando por un servicio
tendría que disminuir. Sin embargo, cuando C > 0, no podemos decir, sin un análisis más cuidadoso que
los clientes deben ser alentados a comprar más información. La razón es que la reducción en el tiempo
de espera de los que compran la información puede ser debido a que otro tendrá que esperar más. Por lo
tanto una cuestión cualitativa interesante es si el efecto (externalidad) de la acción individual debido a la
adquisición de la información en otros es positiva o negativa. Si ésta es negativa, entonces para algunos
posibles valores de C se optimiza de manera individual (es decir, se comportan como se prescribe por la
estrategia de equilibrio), por lo que van a comprar más información de lo que es socialmente deseable.
Para N = 3, obtenemos una expresión cerrada para las partes positivas y negativas de las externalidades.
Tratar el problema de externalidades para un valor arbitrario de N parece ser una tarea mucho más difícil.

5.2. La distribución estacionaria

En esta sección mostraremos como calcular la distribución estacionaria para el modelo de dos colas en
paralelo M/M/2/FCFS cuando ocurre un “salto” entre ellas tan pronto como la diferencia entre las dos
colas alcanza el valor de N para algún N dado, con 3 ≤ N <∞.

Utilizaremos las técnicas de matriz geométrica descritas por Neuts [24] en la sección 2.4. La técnica
requiere una descomposición en el espacio estado. Esta descomposición no es la única y la que hemos
seleccionado es la más conveniente para nuestro propósito.
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5.2.1. Descripción del modelo

Supongamos que a su llegada un cliente no conoce cuál cola es más corta (cola no observable) y por
lo tanto tiene dos opciones:

1. unirse a cada cola con probabilidad 0.5 ó bien,

2. adquirir la información sobre cuál de las colas es más corta para después formarse en ella.

Así, los clientes que llegan toman una sola cola de espera basados en el orden de su llegada con
tasas λ1 y λ2 respectivamente, donde λ1 = λ(1 + p)/2 y λ2 = λ(1− p)/2.

Suponemos que los dos servidores están distribuidos exponencialmente con tasas de servicio µ donde
se supone una escala de λ y µ de tal manera que λ+ 2µ = 1

Sea N1(t) y N2(t) las variables aleatorias que describen el número de clientes al tiempo t en la cola 1 y 2
respectivamente. Entonces {(N1(t), N2(t)), t ≥ 0} es un proceso de Markov bidimensional con espacio de
estados en un conjunto Ω. Sea N1 y N2 las variables aleatorias estacionarias, por lo que podemos denotar
como la distribución estacionaria por

πi,j = P{N1 = i,N2 = j} = ĺım
t−→∞

P{N1(t) = i,N2(t) = j}, (i, j) ∈ Ω.

Donde πi,j denota que i clientes están en una cola 1 y j clientes están en la cola 2 en cualquier mo-
mento 1. Estos números incluyen a los clientes en servicio. Sin perdida de generalidad, supongamos que
i ≤ j. Para i ≥ 0, sea L(i)2 el conjunto de N estados (i, j) tal que i ≤ j ≤ i+N − 1. Ordenando estos N
estados por (i, i), (i, i+1), . . . , (i, i+N−1) obtenemos el espacio de estados descrito de la siguiente forma:

L(0) = { (0, j)| 0 ≤ j ≤ N − 1}
L(1) = { (1, j)| 1 ≤ j ≤ N}

...
L(i) = { (i, j)| i ≤ j ≤ i+N − 1}

...

por lo que

Ω = {L(0) ∪ L(1) ∪ L(2) ∪ · · · ∪ L(i) ∪ . . . }.
1En general, no se es necesario etiquetar cada cola como 1 y 2, pues πi,j puede denotar la distribución estacionaria de

que i clientes estén en una cola (no importa cual) y j clientes estén en la otra cola.
2Cada conjunto L(i) tiene cardinalidad N , estos son los n niveles (ver sección 2.2)
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Es decir

Ω ={(0, 0), (0, 1), (0, 2), ..., (0, N − 1)} ∪ {(1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (1, N)}∪

{(2, 2), (2, 3), (2, 4), ..., (2, N + 1)} ∪ · · · ∪ {(i, i), (i, i+ 1), (i, i+ 2), ..., (1, i+N − 1)} ∪ · · ·

(0,0)
(0,1)

(0,2)
(0,3)

(0,N-1)

(1,1)
(1,2)

(1,3)

(1,N)

(2,2)

(2,3)
(2,4)

(2,N+1)

(0,4)

(0,5)(1,4)

(1,5)
(2,5)

(2,6)
(1,6)

(2,7)

(3,4)

(3,3)

(3,5)

(3,6)
(3,7)

(3,8)

(3,N+2)

Figura 5.1: Diagrama para umbral 3 ≤ N <∞

Sea πi el vector renglón de la probabilidad estacionaria de los estados en L(i) ordenados como antes.
Entonces, estos vectores están particionados de la siguiente manera:

π0 = (π0,0, π0,1, π0,2, ..., π0,N−1),

π1 = (π1,1, π1,2, π1,3..., π1,N ) y

πi = (πi,i, πi,i+1, πi,i+2, ..., πi,i+N−1), i ≥ 2.
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Este PNM origina la matriz generadora infinitesimal Q que tiene la siguiente estructura tridiagonal en
bloques:

Q =



B0 C0

B1 A1 A0

A2 A1 A0

A2 A1 A0

A2 A1 A0

. . . . . . . . .



Donde las submatrices A0, A1 y A2 son matrices cuadradas de orden 2N donde λ1 = λ(1 + p)/2 y
λ2 = λ(1− p)/2, definidas de la siguiente manera:
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A0 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
λ1 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 λ1 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 λ1 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 λ1 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . λ1 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 λ 0


A0(i, j)=


λ1 i = 2, ..., N − 1, j = i− 1
λ i = 1, j = N − 1
0 otro caso

A1 =



−1 λ 0 0 0 . . . 0 0 0
µ −1 λ2 0 0 . . . 0 0 0
0 µ −1 λ2 0 . . . 0 0 0
0 0 µ −1 λ2 . . . 0 0 0
0 0 0 µ −1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . −1 λ2 0
0 0 0 0 0 . . . µ −1 λ2

0 0 0 0 0 . . . 0 2µ −1


A1(i, j)=



1 j = i, i = 1, ..., N
λ i = 1, j = 2
µ i = 2, ..., N − 1, j = i− 1
λ2 i = 2, ..., N − 1, j = i+ 1
2µ i = N, j = N − 1
0 otro caso

A2 =



0 2µ 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 µ 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 µ 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 µ . . . 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 0 µ 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 µ
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0


A2(i, j)=


2µ i = 1, j = 2
µ i = 2, ..., N − 1, j = i+ 1
0 otro caso

Y las matrices de la parte inicial
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B0 =



−λ∗ λ∗ 0 0 . . . 0 0
2µ −1 λ2 0 . . . 0 0
0 2µ −1 λ2 . . . 0 0
0 0 2µ −1 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 −1 . . . −1 λ2

0 0 0 0 . . . 2µ −1



B1 =



0 2µ 0 0 . . . 0 0
0 0 µ 0 . . . 0 0
0 0 0 µ . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 0 µ
0 0 0 0 0 0 0



El PNM de Markov Q es irreducible y aperiódico trivialmente. Además, ya que los estados en los niveles
mayores a N pueden comunicarse unos con otros vía sus rutas, no pasando de niveles ≥ N , el generador
A0 +A1 +A2 es también irreducible. Así por el teorema 1.7.1 en el libro de Neuts [24] junto con el capítulo
2, sección 2.3 se puede obtener la condición de estabilidad.

En efecto, el proceso de Markov Q es ergódico si y solo si

πA0e < πA2e (5.1)

donde e es el vector columna de unos y π es la solución de

π(A0 +A1 +A2) = 0, πe = 1.

NOTA: En [18], p. 425 se afirma que la distribución estacionaria existe para

λ < 2µ

que se sigue de (5.1).

Ahora bien, vamos a resolver las ecuaciones de balance del PNM correspondiente

para la parte repetitiva:

Para i ≥ 1, las transiciones de los estados en L(i) puede llevarse acabo solo en los estados de L(i − 1),
L(i), o L(i+ 1). Así para las matrices A0, A1 y A2 en RN×N , se cumple que
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πiA0 + πi+1A1 + πi+2A2 = 0, i ≥ 1 (5.2)

Por lo tanto, πj es una función solo de las tasas de transiciones entre estados con j − 1 clientes en la cola
y estados con j clientes en la cola. Luego, de la condición (2.12) de la sección 2.3

πi = πi−1R , i ≥ 2,

o bien

πi = π1Ri−1, i ≥ 2, (5.3)

Luego, sustituyendo (5.3) en (5.2), tenemos:

π1R
i−1A0 + π1R

iA1 + π1R
i+1A2 = 0

De donde obtenemos la ecuación cuadrática:

R2A2 +RA1 +A0 = 0. (5.4)

donde R es llamada la matriz de tasas y ésta es la solución mínima no negativa de la ecuación cuadrática.

Para la parte inicial:

π0B0 + π1B1 = 0, (5.5)

π0C0 + π1A1 + π2A2 = 0, (5.6)

y finalmente utilizando el factor de que las suma de las probabilidades es uno

π0e + π1(I −R)−1e = 1 (5.7)

donde I es la matriz identidad y e es el vector columna de puros unos.

5.2.2. Cálculo de la matriz de tasas R

Una alternativa para el cálculo de la matriz de tasas R, es utilizar su representación espectral (véase el
apéndice C). Específicamente sean w1, w2, ..., wN los valores propios de R. Alguno de ellos pueden coincidir
pero supondremos que la matriz R no es mal condicionada, es decir, existe una base ortonormal de RN×N

para R formada por los vectores propios existentes de R. Por lo tanto, existen N matrices (de proyección)
de rango 1 E1, E2, ..., EN con la propiedad de que EiEj = 0 si i 6= j y EiEi = Ei, REi = EiR = wiEi
para 1 ≤ i, j ≤ N . Por lo que se puede representar a R como:

R =
N∑
i=1

wiEi (5.8)
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que es la representación espectral de R. Por lo tanto,

Rk =
N∑
i=1

wki Ei, k ≥ 1. (5.9)

Así estamos listos para calcular cualquier potencia de R.

5.2.3. Vectores de probabilidades límite

Si desglosamos la ecuación (5.3)

i = 0 π1 = π0R

i = 1 π1 = π1

i ≥ 2 πi = π1R
i−1

podemos observar que nos indica como calcular πi, para i ≥ 2 una vez que π0 es conocido. Por lo tanto,
dirijamos nuestra atención ahora al cálculo de π0.

Con el fin de obtener los vectores de probabilidad limite π0 y π1, necesitamos resolver las siguientes
ecuaciones:

π0B0 + π1B1 = 0,
(5.10)

π0C0 + π1(A1 +RA2) = 0,

o bien

[ π0 π1 ]


B0 C0

B1 A1 +RA2

 = 0.

Pero también necesitamos la condición de normalización

[ π0 π1 ]


e

(I −R)−1e

 = 1.

Por lo que entonces tenemos que resolver el sistema

[ π0 π1 ]


e B0∗ C0

(I −R)−1e B1∗ A1 +RA2

 = [ 1 0 ] .
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donde M∗ es M con la primer columna eliminada.

5.3. El tiempo de espera previsto

La siguiente observación, se cumple para cualquier valor de N para el “salto umbral”, esto es fundamental
para nuestro análisis.

“En cualquier caso, el tiempo de permanencia (futuro) de un cliente depende del número total de clientes
en el sistema y la cantidad de ellos que están delante de él en su propia fila. Sin embargo, dado estos dos
números, el tiempo de permanencia no depende de la división de los clientes entre las dos filas”.

Definición 5.3.1 De acuerdo con la observación anterior, para k ≥ 0, sea Mk,i el tiempo de permanencia
(futuro) estimado de un cliente que ve k clientes en frente de él (en esa fila) y un total de i clientes detrás
de él en su fila.

Note que bajo la suposición del modelo de si un cliente ve k clientes enfrente de él en su fila para algún
k con k > N − 2, entonces todas las posiciones en la otra fila desde la posición 1 y hasta la posición
k −N + 2 están ocupadas. Claramente, Mk,i = (k + 1)/µ para 0 ≤ k ≤ N − 2, i ≥ 0.

Antes de resolver paraMk,i señalamos que nuestro interés es el cálculo del valor esperado de la información
como una función de p, véase [16]:

g(p) =
∞∑
k=0

N−2∑
i=0

πk,k+i

[
Mk+i,N−i−2 +Mk,N−2+i

2
−Mk,N−2+i

]

=
∞∑
k=0

N−2∑
i=0

πk,k+i
2

(Mk+i,N−i−2 −Mk,N−2+i) . (5.11)

Aquí nosotros mostramos como calcular los valores de la esperanza condicional y sus funciones generado-
ras. La misma función g(p) se dará en las siguientes 2 secciones.

Si suponemos que M−1,i = 0 entonces la siguiente ecuación en diferencias parcial está satisfecha por
la Mk,i (suponiendo λ+ 2µ = 1),

Mk,i = 1 + λMk,i+1 + µMk,i−1 + µMk−1,i+1, k ≥ 0, i ≥ 1. (5.12)
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También, si suponemos que para k ≤ N − 2,Mk−N+1,2N−3 = (k + 1)/µ, entonces las condiciones de
frontera son

Mk,0 = 1 + λMk,1 + µMk−1,1 + µMk−N+1,2N−3, k ≥ 0 (5.13)

Mk,i =
k + 1
µ

, 0 ≤ k ≤ N − 2, i ≥ 0. (5.14)

y finalmente

ĺım
i−→∞

Mk,i ≤
k + 1
µ

, k ≥ 0. (5.15)

Note que las ecuaciones (5.12)-(5.15) y por lo tanto su solución es independiente de p. Sin embargo, las
probabilidades estacionarias y por lo tanto la esperanza incondicional del tiempo de espera y el valor de la
información, son funciones de p. También notemos que la ecuación en diferencia (5.12) pero con diferentes
condiciones de frontera aparece en [23] (ecuación (23)).

Ahora estamos listos para resolver (5.12)-(5.15).

Teorema 5.3.1 La solución de las ecuaciones (5.12)-(5.15) están dadas por

Gi(t) =
1

µ(1− t)2
+ C−(t)(f−(t))i + C+(f+(t))i (5.16)

para algunas funciones C−(t) y C+(t).

Demostración: Utilizando el método de funciones generadoras. Primero para i ≥ 0, y para un número
complejo t con |t| < 1, sea Gi(t) =

∑∞
k=0 Mk,it

k. Segundo, fijar un valor de i con i ≥ 1. Entonces,
multiplicando la k-ésima ecuación en (5.12) con tk se suman éstas, y recordando queM−1,i = 0, obtenemos

∞∑
k=0

Mk,i t
k =

∞∑
k=0

tk + λ

∞∑
k=0

Mk,i+1 t
k + µ

∞∑
k=0

Mk,i−1 t
k + µ

∞∑
k=0

Mk−1,i+1 t
k

Gi(t) = (1 + t+ t2 + · · · ) + λGi+1(t) + µGi−1(t) + µ(M−1,i+1 +M0,i+1t+M1,i+1t
2 + · · · )

Gi(t) =
1

1− t
+ λ Gi+1(t) + µGi−1(t) + µ(M0,i+1t+M1,i+1t

2 + · · · )

Gi(t) =
1

1− t
+ λ Gi+1(t) + µGi−1(t) + µ tGi+1(t).
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Por lo que

(λ+ tµ)Gi+1(t)−Gi(t) + µGi−1(t) =
−1

1− t
, i ≥ 1. (5.17)

Notemos que para un valor dado de t, la ecuación en diferencia (anterior) es ordinaria y de segundo orden.
Una solución particular es:

Gi(t) ≡
1

µ(1− t)2
, i ≥ 0.

Mirando a la parte homogénea vemos que ambas secuencias (f−(t))i y (f+(t))i, 0 ≤ i <∞, con

f−(t) =
1−

√
1− 4µ(λ+ µt)
2(λ+ µt)

y

f+(t) =
1 +

√
1 + 4µ(λ+ µt)
2(λ+ µt)

como raíces. Por lo tanto

Gi(t) =
1

µ(1− t)2
+ C−(t)(f−(t))i + C+(t)(f+(t))i (5.18)

para algunas funciones C−(t) y C+(t). �

Ya que supusimos λ+ 2µ = 1 entonces µ ≤ 0.5 y por lo tanto |f+(t)| ≥ 1 para cualquier t con |t| ≤ 1 (con
igualdad si y solo si t = 1). Esto unido con (5.11) implica que C+(t) = 0. Igualmente |f−(t)| ≤ 1 para
cualquier t con |t| ≤ 1 (con igualdad si y solo si t = 1).

Por lo tanto todo lo que queda es encontrar el valor de C−(t). Esto se hará para utilizar (5.13). En
realidad, multiplicando cada una de las ecuaciones en (5.13) por tk y resumiendo que desde k = 0 a
infinito, conduce a una identidad (con respecto a la variable t) la cual implica G0(t), G1(t) y G2N−3(t).
Usando la forma 1

µ(1−t)2 +C−(t)(f−(t))i para Gi(t) cuando i toma los valores 0, 1 y 2N−3 en la identidad,
conduce a una ecuación para una sola incógnita C−(t) cuyo valor a su vez se encuentra que es

C−(t) =
(N − 1)tN−1

(1− t)[µtN−1(f−(t))2N−3 + (λ+ µt)f−(t)− 1]
. (5.19)
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5.4. El valor de la información y estrategias de equilibrio de Nash

Con el fin de calcular el valor de la información (véase la definición de g(p) en la ecuación (5.11) es
necesario de calcular primero el valor de alguna de las transformaciones Gi(t) donde t corre sobre los
valores propios no nulos de R. Específicamente, el valor de la información es la mitad de

∞∑
k=0

πk,k+1(Mk+1,N−3 −Mk,N−1) +
∞∑
k=0

πk,k+2(Mk+2,N−4 −Mk,N )

+ · · ·+
∞∑
k=0

πk,k+N−2(Mk+N−2,0 −Mk,2N−4).

Sea I el conjunto de valores propios no nulos de R y sea (x)i la i-ésima entrada del vector x. Entonces el
valor de la suma anterior es igual a

π0,1(M1,N−3 −M0,N−1) +
∑
i∈I

(π0Ei)2
∞∑
k=1

wki (Mk+1,N−3 −Mk,N−1)+

π0,2(M2,N−4 −M0,N ) +
∑
i∈I

(π0Ei)3
∞∑
k=1

wki (Mk+2,N−4 −Mk,N ) + · · ·+

π0,N−2(MN−2,0 −M0,2N−4) +
∑
i∈I

(π0Ei)N−1

∞∑
k=1

wki (Mk+N−2,0 −Mk,2N−4)

que es igual a

π0,1

µ
+
∑
i∈I

(π0Ei)2

{
1
wi

[
GN−3(wi)−

1
µ
− 2wi

µ

]
−
[
GN−1(wi)−

1
µ

]}
+

2
π0,2

µ
+
∑
i∈I

(π0Ei)3

{
1
w2
i

[
GN−4(wi)−

1
µ
− 2wi

µ
+

3w2
i

µ

]
−
[
GN (wi)−

1
µ

]}
+ · · ·+

(N − 2)
π0,N−2

µ
+
∑
i∈I

(π0Ei)N−1

{
1

wN−2
i

[
G0(wi)−

1
µ
− 2wi

µ
− · · · −

(N − 1)wN−2
i

µ

]
−
[
G2N−4(wi)−

1
µ

]}
.

Así, una tarea posterior (no se realiza en este trabajo) sería evaluar la función g(p) para valores selecciona-
dos de N y ρ = λ/2µ. Poniendo todos los valores en la misma escala de tiempo y con µ ≤ 0.5 (recordemos
λ + 2µ = 1) para analizar el comportamiento del valor g(p) respecto a p. Es de un particular interés, si
g es una función monótona creciente o decreciente respecto a la proporción de personas que adquieren la
información.

5.5. Las externalidades de comprar información para N = 3

La acción de adquirir información para un individuo en la cual la fila es corta, tiene un efecto sobre el
tiempo de espera en otros. Este efecto es la externalidad asociado con la acción. En esta subsección se
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analizará las externalidades por la compra de información para N = 3. Tenga en cuenta que no es del
todo claro si las externalidades son positivas o negativas. Por un lado la información puede ayudar a un
individuo en rebasar a otros y afectarlos con una demora adicional (i.e., externalidades negativas), pero
por otro lado puede conducir a una mejor utilización de los dos servidores y reducir el tiempo de espera de
los otros clientes por lo tanto los clientes que de otro modo podrían haber esperado para este individuo,
no tendrían que hacerlo (i.e., externalidades positivas). Observemos que definimos las externalidades de
una acción sobre el resto de la sociedad 3 como la diferencia esperada entre el costo esperado del resto de
los clientes cuando esta acción no se toma y cuando se toma. El efecto sobre el individuo que lleva a cabo
la acción no se considera como parte de la externalidad.

Comenzando con una observación (que se cumple para N = 3):

A menos que el estado es (0,1), la acción de adquirir la información (a una llegada) afectará a nadie o
solo a la próxima llegada.

A continuación, argumentamos que éste es de hecho el caso. Primero, es fácil ver que aquellos que están ya
en el sistema no son afectados por la posibilidad de que una nueva llegada adquiera la información sobre
el tamaño de la cola. Segundo, supongamos que a la llegada el estado es (i, i+ 1) para algún i ≥ 1. Note
que éste es el único caso cuando la información tiene cualquier valor. Si el próximo evento es una salida,
entonces el próximo estado y las suposiciones relativas a los clientes son las mismas, independientemente
si la llegada actual se une a la cola más corta o la más larga. Si el próximo evento es una llegada, entonces
no importa si el nuevo arribo adquiere la información o no, el estado (i+ 1, i+ 2) se alcanzará. La única
posible diferencia puede ser que la nueva llegada y la actual llegada intercambiarán lugares dependiendo
si la actual llegada se une a la cola más corta o más larga. Los que llegan después no se ven afectados.

Considere de nuevo un estado (i, i + 1) para i ≥ 1, si la actual llegada se une a la fila más corta y si
el próximo evento es una llegada (este último con probabilidad λ), entonces el nuevo que viene tendrá
un tiempo de espera estimado de Mi+1,1, mientras que si la actual llegada se une a la cola más larga, el
valor correspondiente es Mi,3. Por lo tanto la externalidad negativa de que una llegada informada para
el estado (i, i+ 1) afecta sobre la próxima llegada (si el próximo evento es efectivamente una llegada) es
(0.5Mi,3 + 0.5Mi+1,1) −Mi+1,1 = 0.5(Mi,3 −Mi+1,1). Por lo tanto, la porción de la externalidad debido
a la información adquirida y consecuentemente la posibilidad de intercambiar posiciones entre un cliente
informado y una llegada a su lado es

EX1 ≡
∞∑
i=0

0.5λ(Mi,3 −Mi+1,1)(πi)2.

Por lo tanto,

3Entendemos por sociedad a todos los clientes que se encuentran en el sistema.
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EX1 = 0.5λ π0,1(M0,3 −M1,1) + 0.5λ
∞∑
k=1

(Mk,3 −Mk+1,1)
∑
i∈I

wki (π0Ei)2

= −0.5λ
π0,1

µ
+ 0.5λ

∑
i∈I

(π0Ei)2

(
G3(wi)−

1
µ

)
− 0.5

∑
i∈I

(π0Ei)2
1
wi

(
G1(wi)−

1
µ
− 2wi

µ

)
.

Una mejora en la utilización de los dos servidores debido al uso de información es una fuente de exter-
nalidad positiva. Como se señaló anteriormente, estos efectos pueden verse sólo cuando se enfrenta una
llegada al estado (0,1). En otros estados, adquirir la información puede afectar la posición relativa de
los clientes pero no afecta a la utilización de los servidores. Por lo tanto dirigimos nuestra atención al
estado (0,1). Aquí muchas llegadas futuras pueden ser afectadas por esperar menos ya que el servidor
se utiliza mejor cuando la llegada es informada. Ahora investigaremos la diferencia de tiempo (futuro)
de espera total estimado cuando la llegada se une a la fila más larga para alcanzar el estado (0,2), o
la fila más corta para alcanzar el estado (1,1). Esta diferencia viene dada que es posible que el mismo
proceso aleatorio de los acontecimientos en el sistema bajo el último caso causará una transición del es-
tado (1,1) en el estado (0,1) mientras que en virtud del estado en el primer caso (0,2) permanecerá como
está. (En particular el servidor inactivo (0,2) será considerado como el que sirve a un cliente ficticio).
Esto sucederá con probabilidad µ. En este caso, habrá un cliente más en el sistema que inicia con (0,2) en
comparación con el sistema que inicia con (0,1) y éste será el caso siempre que los sistemas difieran en dos.

Por lo tanto, tenemos interés en calcular el tiempo estimado hasta que los estados en los dos sistemas
coincidan (o se acoplen) ya que es el beneficio social de la adquisición de información. Más aún, para este
valor tenemos que sustraerM1,0 = 2/µ la cual es la ganancia esperada del cliente en cuestión. Este cliente,
si él selecciona la fila más corta, se coloca en segundo lugar en la fila en el momento inicial. (y entonces el
estado (0,2) se alcanza), y no queremos incorporar su ganancia, mientras el cálculo de las externalidades.
Para ver porque 2/µ es justamente el valor a restar de la ganancia total, considere una llegada el estado
(0,1). Por supuesto, el siguiente estado es (1,1) o (0,2) dependiendo de si él se une a la cola más corta o
a la más larga. Tengamos en cuenta que en el primer caso, el servicio comienza en uno de los servidores
a la llegada. Suponga que el siguiente evento (para ambos casos) es completar el servicio en éste servicio
(una probabilidad µ evento). Hasta este evento, la última llegada ha pasado al mismo tiempo en ambos
sistemas. Sin embargo, si se hubiera unido a la cola más larga, tendría él que permanecer en el sistema
durante un tiempo adicional cuyo valor esperado es 2/µ.

Con el fin de encontrar el tiempo esperado hasta el acoplamiento, tenemos que incorporar el problema en
uno más general: dados dos sistemas que se diferencia por un cliente, ¿cuál es el tiempo de espera hasta
acoplarse dado que los dos sistemas están sujetos a los mismos sucesos (o eventos) aleatorios (llegadas,
salidas y adquisición de información)?. Para j ≥ 3, sea fj el tiempo esperado hasta que se acoplan, cuando
el número total inicial de un sistema es j mientras que en el segundo es j + 1. No es difícil ver que para
j ≥ 3 el tiempo esperado para acoplarse es invariante con respecto a como estos clientes se dividen entre
las dos colas paralelas en los dos sistemas (siempre que las disciplinas de la cola se mantengan). Por lo
tanto, para j ≥ 4,

fj = 1 + λfj+1 + 2µfj−1. (5.20)
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Para tres clientes o menos en total en el sistema menos congestionado, es necesario dar más detalles. Por
lo tanto, denotamos su estado por un superíndice, mientras que el subíndice se refiere al sistema más
congestionado. Por ejemplo f2,0

2,1 es el tiempo esperado hasta acoplarse cuando el estado inicial de un
sistema es (2,0), mientras que el estado inicial del otro es (2,1). Notemos que nuestro interés final es en
f1,0
2,0 .
A continuación escribimos seis ecuaciones las cuales son satisfechas por estos valores.

f3 = 1 + λf4 + µf2,0
2,1 + µf1,1

2,1

f2,0
2,1 = 1 + λf3 + µf1,0

1,1

f1,1
2,1 = 1 + λf3 + µf1,0

1,1 + µf1,0
2,0

f1,0
1,1 = 1 + λ1f

1,1
2,1 + λ2f

2,0
2,1 + µf1

(1− µ)f1,0
2,0 = 1 + λ1f

1,1
2,1 + λ2f

2,0
2,1 + µf1

(1− µ)f0,0
0,1 = 1 + λ1f

1,0
1,1 + λ2f

1,0
2,0 + µf1.

A continuación describimos como resolver las ecuaciones acopladas anteriores con la ecuación en diferencia
(5.20). Luego la ecuación en diferencia definida en la ecuación (5.20) es resuelta por

j

2µ− λ
+ k1 + k2ρ

−j , j ≥ 3, (5.21)

para alguna constante k1 y k2. Claramente, k2 = 0, de lo contrario el valor esperado será (asintóticamente)
un factor mayor que 1. Este por supuesto no es el caso, ya que en las condiciones de frontera, las fj son
como el tiempo hasta el primer éxito de cero hasta iniciar en j en un paso aleatorio con un desplazamiento
diferente de cero a cero. Por lo tanto, para j ≥ 3,

fj =
j

2µ− λ
(5.22)

para alguna constante k. Insertando esta expresión para f3 y para f4 en las seis ecuaciones definidas
anteriormente y obtener un sistema de seis ecuaciones lineales con las seis variables k, f0,1

1,0 , f
0,1
1,1 , f

1,0
2,0 , f

2,0
2,1

y f1,1
2,1 . Este sistema puede ser resuelto. En particular, el valor de f1,0

2,0 es el que buscamos encontrar.

Podemos concluir aquí que la contribución al valor de las externalidades, debido a la adquisición de la
información cuando se está en el estado (0,1) es
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EX2 ≡ π0,10.5µ
[
f1,0
2,0 −

2
µ

]
.

Como se ha dicho anteriormente EX2 es positivo. También notemos que 0.5µf1,0
2,0π0,1 es la ganancia

esperada de toda la sociedad, cuando una llegada adquiere la información.

5.6. Conclusiones

En la vida real, es posible que uno esté dispuesto a pagar más con el propósito de saber cuál cola es más
corta. Así se introdujo el concepto de valor de información en un sistema de dos colas y obtenemos una
expresión para determinar dicho valor de la información para una llegada individual en la cual una parte
de los clientes compran la información. Mostramos también que con la ayuda del método de solución de
la matriz geométrica el valor de la información puede calcularse para un sistema de dos colas paralelas sin
memoria con un esquema de “salto” umbral para cualquier valor umbral N . Una vez que la distribución
estacionaria se conoce será posible calcular el número de clientes en el sistema y el tiempo de espera.

También calculamos las externalidades asociadas con la información adquirida para un valor umbralN = 3
(son los estados en los cuales la diferencia entre las dos longitudes de las colas es uno) y en el cual fui-
mos capaces de descomponer las externalidades en dos fuentes: una para la posibilidad de que un cliente
informante adelanta a otro cliente; el otro debido a la mejora del servidor cuando más clientes utilizan la
información. Tratar el problema de externalidades para un valor arbitrario de N es una tarea mucho más
difícil.

Finalmente, se deja como un problema a futuro, el cálculo con valores específicos (que cumplan con la
condición de existencia de probabilidad estacionaria) para el valor de la información y el valor de las
externalidades con la proporción de personas que adquieren la información, 0 ≤ q ≤ 1.
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CAPÍTULO6
Conclusiones y Perspectivas

En el presente trabajo hemos estudiado dos tipos de modelos de colas: una cola con un servidor donde
la tasa de servicio es creciente y dos colas en paralelo, cada una con su servidor, donde es permitido la
estrategia “salto” entre ellas.

Modelo de una sola cola con tasa creciente

El primer modelo, fue analizado como un juego no cooperativo, donde los clientes representan los jugadores
y cada uno de ellos busca su propio beneficio. Se estudió el comportamiento de los clientes al unirse a un
sistema donde varía la tasa del servicio de manera creciente, en función de las personas que se van acu-
mulando en la cola. Por lo anterior, nos dimos cuenta que nuestro modelo tenía una estructura dinámica,
por lo que fuimos capaces de presentar las variables aleatorias que generan tal comportamiento respecto a
reglas de decisión que los clientes pudieran tomar y respecto a las características que el sistema de espera
mantiene (véase apéndice A.1). Después de realizar un acoplamiento entre el tiempo de servicio y técnicas
de inducción pudimos así caracterizar las condiciones bajo las cuales se presenta un equilibrio de Nash, es
decir cuando éste existe.

Modelo de dos colas paralelas con estrategia salto

En el segundo modelo nos enfocamos de manera principal, al análisis del cálculo de las probabilidades es-
tacionarias, esto es, las dificultades que contiene este modelo (hay pocos ejemplos en la literatura) respecto
a las variaciones en los valores: umbral (N), tasas de servicio (µ) y probabilidades de elegir una de las
colas para unirse (α y β). Todo esto con el propósito de llevar este problema lo más posible a las distintas
variaciones que existen en la vida real. No olvidando la importante herramienta que permitió este análisis
y posteriormente el cálculo de las probabilidades estacionarias: el método de la matriz geométrica descrito
por Neuts [24]. También, entre el análisis del cálculo de las probabilidades estacionarias, introducimos un
concepto importante: el valor de información en un sistema de dos colas paralelas, donde la obtención de
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las probabilidades estacionarias es diferente a los métodos tradicionales estacionarias y tiempos de espera.

Trabajo a futuro

Para el primer modelo, el trabajo futuro que se deja en este modelo, es encontrar a través de experimentos
de simulación, valores tales como las medias empíricas y las probabilidades simuladas de entrada, y así
mostrar si existe estrecha correspondencia en los tiempos de permanencia esperados y en las probabilida-
des de ingreso bajo las políticas de equilibrio de Nash simétricas SNEP en el juego estacionario asociado.
Propiedades de convergencia y estabilidad en el caso de múltiples equilibrios de Nash no se conocen bien
en este modelo, sin embargo, con experimentos de simulación podríamos saber si se sugiere que los SNEPs
son viables de atracción y proporcionar una guía aproximada de los puntos de funcionamiento del sistema.

Para el segundo modelo el trabajo futuro que requiere, igualmente que en el primer modelo, es encontrar
a través de experimentos de simulación estimar, el cálculo de las probabilidades estacionarias y analizar
el comportamiento del valor de la información respecto a la proporción p (proporción de población que
la adquiere).



APÉNDICEA
Teoría de colas

A.1. Descripción de un sistema de espera

En el lenguaje de la teoría de colas, un sistema de colas es un lugar donde los clientes llegan de acuerdo
a un “proceso de llegada” para obtener los servicios de un centro de servicio. El centro de servicio pueden
contener más de un servidor y se supone que un servidor puede servir un cliente a la vez. Si un cliente que
llega encuentra todos los servidores ocupados, se une a una cola de espera. Este cliente recibirá su servicio
más tarde, ya sea cuando llega a la cabeza de la cola de espera o de acuerdo a una cierta disciplina de
servicio. Él sale del sistema al término de su servicio.
En términos generales un sistema de espera consiste de una unidad de servicio, un proceso de arribo de
clientes que deben ser atendidos por la unidad y un proceso de servicio. El diagrama esquemático de un
sistema de colas se representa en la Figura 2.1.

servidor 1

servidor 2

servidor c

c o l a
s a l i d a s

s  i  s  t  e  m  a          d e         e  s  p  e  r  a  

u n i d a d   de    s e r v i c i o

a r r i b o s

Figura A.1: Componentes de un sistema de espera

Entonces, dada una imagen dinámica de un sistema de colas, ¿cómo podemos describir analíticamente?
¿Cómo formular un modelo matemático que refleja esta dinámica? ¿Cuáles son los parámetros que carac-
terizan un sistema de colas completamente? Antes de continuar vamos a examinar la estructura de un
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sistema de colas. Básicamente, un sistema de cola consta de tres componentes principales (véase [10]):

Proceso de entrada

La estructura del sistema

El proceso de salida

Diseño de la instalación

Características del proceso de entrada

Cuando hablamos sobre el proceso de entrada, de hecho, estamos preocupándonos por los siguientes tres
aspectos del proceso de llegada:

(1) El tamaño de la población de llegada:
El tamaño de la población cliente que llega puede ser infinito en el sentido de que el número de clientes
potenciales procedentes de fuentes externas es muy grande en comparación con los del sistema, de modo
que la tasa de llegada no se ve afectada por el tamaño. El tamaño de la población que llega tiene un
impacto en los resultados de colas. Una población infinita tiende a hacer que el análisis de colas más
manejable y, a menudo capaz de ofrecer simples soluciones de forma cerrada, por lo tanto, este modelo se
supone para nuestros sistemas de colas posteriores, salvo se indique lo contrario. Por otro lado, el análisis
de un sistema de colas con el tamaño finito población cliente es más complicada debido a que el proceso
de llegada se ve afectada por el número de clientes ya en el sistema.

(2) Patrones de llegada
Los clientes pueden llegar a un sistema de colas, ya sea en un patrón regular o de una forma totalmente
aleatoria. Cuando los clientes llegan con regularidad en un intervalo fijo, el patrón de llegada puede ser
fácilmente descrito por un único número - la tasa de llegada. Sin embargo, si los clientes llegan de acuerdo
con algún modo aleatorio, entonces tenemos que ajustar una distribución estadística con el patrón de
llegar a fin de hacer el análisis de colas matemáticamente factible.
El parámetro que se utilizan comúnmente para describir el proceso de llegada es el tiempo entre llegadas
entre dos clientes. Por lo general, adaptarse a una probabilidad de distribución a fin de que podamos
pedir a los vastos conocimientos de la teoría de la probabilidad. El patrón más comúnmente de llegada es
el proceso de Poisson cuyo tiempos entre llegadas están distribuidos exponencial mente. La popularidad
del proceso de Poisson reside en el hecho de que describe muy bien un patrón de llegada completamente
al azar, y también conduce a resultados muy sencillo y elegante.
A continuación enumeramos algunas distribuciones de probabilidad que se utilizan comúnmente para des-
cribir el tiempo entre la llegada de un proceso de llegada. Estas distribuciones son generalmente denotado
por una sola letra, como se muestra:

M: Markov (o sin memoria), implica el proceso de Poisson;
D: los tiempos entre llegadas constantes, los deterministas;
Ek: distribución de Erlang de orden K de los tiempos entre llegadas;
G: distribución de probabilidad general de tiempos entre llegadas;
GI: distribución general e independiente de tiempo entre llegadas.

(3) Comportamiento de los clientes que llegan:
Se dice que los clientes son impacientes si al llegar al sistema ven que este está lleno
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Los clientes que llegan a un sistema de colas puede comportarse de manera diferente cuando el sistema está
lleno debido a una cola de espera muy larga o cuando todos los servidores están ocupados. Si un cliente
que llega encuentra que el sistema está lleno y deja siempre al sistema sin entrar, el sistema de formación
de colas se conoce como bloqueo o si el tiempo que creen que les queda por esperar es suficientemente
corto se conoce como renegase. Un tercer tipo de impaciente es el que va cambiando de cola entre colas
paralelas, es decir

1. No querer unirse a ninguna cola (Balk)

2. Salirse de la cola por mucho tiempo de espera. (renegade)

3. Saltar entre colas para reducir tiempo (Jockey)

Es importante mencionar que la literatura únicamente considera los primeros dos tipos de clientes impa-
cientes; los que no se unen a a cola o los que abandonan antes de tiempo. En particular, en este trabajo se
analizara este tercer tipo de comportamiento utilizando nuevos métodos para su estudio. Cabe mencionar
que al igual para los modelos de colas simples, debe cumplir con ciertas condiciones para que el sistema
pueda ser estudiado (o tratable), es decir que cumpla con condiciones de estabilidad.

Características de la Estructura del Sistema

(1) Número de servidores (c):
En los sistemas de espera más simples se tiene sólo un servidor, c = 1, pero en muchas situaciones prácti-
cas se tiene un número c > 1 de servidores. También se puede considerar sistemas con un número infinito
de servidores. En tales sistemas no se forman colas porque siempre se dispone de servidores libres para
atender a los nuevos clientes que llegan. Algunas veces, se puede usar un sistema con c =∞ para aproxi-
mar un sistema con un número finito pero muy grande de servidores.

(2) La capacidad máxima del sistema (K):
La capacidad del sistema se refiere al número máximo de clientes que puede contener el sistema y en el
caso de que haya c servidores se tiene que

K = Cq + c,

en donde Cq es la capacidad de la cola, es decir el número máximo de clientes que se permiten estar en la
cola esperando servicio.
Hay sistemas de espera llamados “sistemas con perdida”, en los Cq = 0, y por lo tanto K = c. El nom-
bre se los sistemas de pérdida se debe al hecho de que Cq = 0 significa que si un cliente llega cuando
todos los servidores están ocupados, no se les permite esperar y es rechazado, es decir, el cliente se “pierde”.

Características del proceso de salida

(1) Disciplina de cola o disciplina de servicio:
Disciplina de colas, a veces conocido como disciplina de servicio, se refiere a la forma en que los clientes
en la cola de espera se seleccionan para el servicio. En general, tenemos:

En primero en llegar, es el primero en ser servido (FCFS)
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El último que llega es al primero que se atiende (LCFS)

Prioridad

Procesador de intercambio

Aleatorio.

La disciplina de cola FCFS no asigna las prioridades y atiende a clientes en el orden de sus llegadas. Al
parecer esta es la disciplina más frecuente en una cola ordenada. La disciplina LCFS es justo lo contrario
de la FCFS. Los clientes que llegan al último se sirven en primer lugar. Este tipo de disciplina de encola-
miento se encuentra comúnmente en las operaciones de la pila, donde los puntos (en nuestra terminología
a los clientes) se apilan y las operaciones se producen sólo en la parte superior de la pila. En la disciplina
de colas de prioridad, los clientes se dividen en varias clases de prioridad de acuerdo a sus prioridades
asignadas. Aquellos que tienen una mayor prioridad que otros se sirven antes que otros que reciben su
servicio. Hay dos subclasificaciones: de suscripción preferente y no preferente.
En el procesador de intercambio, la capacidad se dividen por igual entre todos los clientes en la cola, que
es cuando hay k clientes, el servidor dedica 1/k de su capacidad de cada uno. Del mismo modo, cada
cliente obtiene el servicio en 1/k de velocidad y sale del sistema al término de su servicio.

A.2. Tiempo de servicio residual

Ahora dirigimos nuestra atención a otro enfoque de análisis - Tiempo de servicio residual. En este enfoque,
nos fijamos en las épocas de llegada en lugar de las épocas de salida y de obtener el tiempo de espera de
un cliente que llega [10].
Considere el instante en que un nuevo cliente (por ejemplo el i-ésimo cliente) llega al sistema, el tiempo
de espera en la cola de este cliente debe ser igual a la suma de los tiempos de servicio de los clientes
por delante de él en la cola y el tiempo de servicio residual del cliente actualmente en servicio. El tiempo
de servicio residual es el tiempo restante hasta la finalización de servicios del cliente en el servicio y se
denota como ri para poner de relieve el hecho de que este es el momento que el cliente i tiene que esperar
al cliente en el servicio para completar su servicio, como se muestra en la Figura A.2.

Llegada del i-ésimo 
         cliente

Comienzo de
     servicio

Fin   del 
 servicio

ri

tiempo   de  servicio  del   j-ésimo   cleinte

tiempo

Figura A.2: Tiempo de servicio residual

El tiempo restante de servicio ri es igual a cero si no hay clientes en el servicio cuando el i-ésimo cliente
llega.
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Supongamos que hay n clientes delante de él en la cola de espera, entonces el tiempo de espera (wi) se
da como

wi = u(k)ri +
i−1∑

j=i−n
xj (A.1)

donde u(k) se define como sigue para tener en cuenta ya sea un sistema que se encuentra vacío o un
sistema con k clientes:

u(k) =
{

1 k ≥ 1
0 otro caso

(A.2)

A.3. Notación Kendall

Vemos que hay muchos procesos estocásticos y una multiplicidad de parámetros (variables aleatorias)
que participan en un sistema de colas, por lo que dada una situación tan compleja, ¿cómo clasificarlos
y describirlos en una forma abreviada matemática? David G Kendall, un estadista británico, ideó una
notación abreviada, se muestra a continuación, para describir un sistema de colas que contiene una sola
cola de espera. Esta notación se conoce como notación de Kendall :
donde

A / B / X / Y / Z

A: Distribución de tiempos de llegada;
B: distribución de tiempo de servicio;
X: número de servidores;
Y: la capacidad del sistema;
Z: disciplina de la cola.

Por ejemplo, M/M/1/∞/FCFS representa un sistema de colas, donde los clientes llegan de acuerdo
a un proceso de Poisson y los tiempos de servicio del servidor tienen una distribución exponencial. El
sistema tiene sólo un servidor, una cola infinita de espera y los clientes son atendidos de forma FCFS.
En muchas situaciones, sólo utilizamos los tres primeros parámetros, por ejemplo, M/D/1. Los valores
predeterminados para los dos últimos parámetros son Y =∞ y Z = FCFS.



90 Capítulo A. Teoría de colas



APÉNDICEB
Teoría de juegos

La teoría de juegos es una herramienta que ayuda a analizar problemas de optimización interactiva. La
mayoría de las situaciones estudiadas por la teoría de juegos implican conflictos de intereses, estrategias
y trampas.

La teoría de juegos se divide en dos ramas, la cooperativa y la no cooperativa. La distinción puede ser muy
difícil a veces, pero esencialmente podemos decir que en la teoría de los juegos no cooperativos el individuo
que participa en el juego tratando de obtener lo “máximo” posible para él, sin cooperar con el resto de los
jugadores, sujeto a las reglas y posibilidades claramente definidas. En otro caso, si los individuos muestran
una conducta cooperativa esto nos llevaría, obviamente, a la situación de juegos cooperativos (véase [13]).

Hay dos formas o tipos básicos de modelos formales empleados en la teoría de juegos no cooperativos. La
primera y más simple es una forma estratégica o un juego de forma normal. Esta clase de modelo tiene
tres elementos:

a) una lista de jugadores;
b) para cada jugador, una lista de estrategias; y
c) para cada conjunto de estrategias (una para cada jugador), una lista de pagos que reciben los jugadores.

Cuando un jugador tiene en cuenta las reacciones de otros jugadores para realizar su elección, se dice
que el jugador tiene una estrategia. Una estrategia es un plan completo de acciones que se llevan a cabo
cuando se desarrolla el juego. Se prescribe, antes de que comience el juego, cada decisión que los jugadores
deben tomar durante el transcurso de éste, dada la información disponible para el jugador. La estrategia
puede incluir movimientos aleatorios.

El segundo tipo de modelo que se utiliza en la teoría de juegos no cooperativos es el juego de forma
extensa. En un juego de forma extensa se presta atención al tiempo de las acciones que pueden realizar
los jugadores, y a la información que tendrán cuando deban realizar tales acciones.

Por tanto, tenemos dos clases diferentes de modelos en un juego: el modelo de forma estratégica y el modelo
de forma extensa. ¿Cuáles conexiones existen entre las dos? Para cada juego de forma extensa hay un
juego de forma estratégica correspondiente, donde imaginamos a los jugadores escogiendo simultáneamente
estrategias que pondrán en práctica. Pero un juego de forma estratégica puede corresponder a varios juegos
de forma extensa diferentes (véase [21]).
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Si intentamos predecir los resultados de los juegos, podríamos hacernos las siguientes preguntas: ¿qué
acciones pueden descartar los jugadores?, y ¿existen en estos juegos un modo obvio de jugarlos? Lo que
cada jugador se supone que va a hacer, debe ser la mejor respuesta a lo que se supone que harán los otros
jugadores.

Definición B.0.1 Un juego simétrico es un juego en el que las recompensas por jugar una estrategia
en particular depende sólo de las estrategias que empleen los otros jugadores y no de quién los juega. es
decir, las identidades de los jugadores pueden cambiarse sin que cambie las recompensas de las estrategias.

Definición B.0.2 Se puede definir una externalidad como la situación en la cual los costos o bene-
ficios de producción y/o consumo de algún bien o servicio no son reflejados en el precio de mercado de
los mismos. En otras palabras, son externalidades aquellas actividades que afectan a otros para mejorar o
para empeorar, sin que éstos paguen por ellas o sean compensados.

Las externalidades negativas son las que llevan a los mercados a producir cantidades superiores a
las socilamente deseables. Las externalidades positivas llevan a los mercados a producir cantidades
inferiores a las socialmente deseables.



APÉNDICEC
Descomposición espectral de una matriz real

Las matrices simétricas reales constituyen uno de los tipos más importantes de matrices para las cuales
puede garantizarse la diagonalización. Además, dicha diagonalización se puede obtener matrices de paso
ortogonales.

Diagonalización

Teorema C.0.1 Sea A uma matriz real simétrica. Entonces:
(a) Todos los autovalores de A son reales.
(b) Si v1 y v2 son autovectores (reales) de A asociados a autovalores distintos λ1 y λ2, entonces v1 y v2
son ortogonales.

Teorema C.0.2 (espectral para matrices simétricas) Sea A una matriz cuadrada real n × n. Son
equivalentes:
(a) A es simétrica.
(b) A es diagonalizable mediante una matriz de paso ortogonal, es decir, existe una matriz ortogonal Q
tal que Q−1AQ = QTAQ = D es diagonal.

En este caso, las columnas de la matriz {q1, ..., q2} de Q son un conjunto de autovectores de A que
forman una Base Ortonormal de Rn y, ademas, tenemos que

A = QDQT =
[
q1

∣∣∣∣ . . . ∣∣∣∣q2]

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn



qT1
qT2
...
qTn



= λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + · · ·+ λnqnq

T
n

(C.1)

Cada matriz qkqTk es la matriz de proyección ortogonal sobre el subespacio generado por el correspondiente
vector qk (es una matriz de rango 1). Así obtenemos la expresión
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A =
n∑
k=1

λkqkq
T
k (C.2)

que se llama descomposición espectral de A. Esta expresión nos da la matriz simétrica real A como
una combinación lineal de matrices de proyección de rango 1. El conjunto de valores propios se llama el
espectro de A. Si dos o más valores propios de A son idénticos, el espectro de la matriz se llama dege-
nerada. La nomenclatura “espectro” es una analogía exacta con la idea del espectro de la luz como se
muestra en un arco iris. El brillo de cada color del espectro nos dicen “cuánta” luz de longitud de onda
que existía en la luz blanca no disperso. Por esta razón, el procedimiento se refiere a menudo como una
descomposición espectral.

A la hora de obtener una diagonalización ortogonal de una matriz simétrica real A pueden aparecer dos
situaciones distintas:

Todos los valores de A son simples. En este caso, los autovectores correspondientes tienen que
ser ortogonales dos a dos y formarán una base ortogonal de Rn. Normalizando dichos autovectores
(dividiendo cada uno con su norma) seguiremos teniendo autovectores ortogonales que además serán
unitarios. Una matriz Q que tenga (como columnas)0 a dichos autovectores ortonormales será una
matriz de paso que diagonaliza A ortogonalmente.

La matriz A tiene algún autovalor de multiplicidad m. En este caso, cuando calculamos los au-
tovectores asociados a uno de los autovalores λ, obtenemos una base del espacio propio asociado
Nul(A− λI). En general esta base no es una base ortogonal de dicho subespacio. Ortogonalizando
primero y normalizando a continuación, tendremos una base ortonormal de autovectores asocia-
dos a dicho autovalor. Haciendo esto con cada uno de los autovalores múltiples y normalizando los
autovectores asociados a autovalores simples tendremos una base ortonormal de Rn formada por
autovectores de A. Basta considerar una matriz Q cuyas columnas sean los vectores de dicha base
para obtener una diagonalización ortogonal de A.

Este es un resultado útil, ya que ayuda a facilitar el cálculo de las matrices A−1, A1/2 y A−1/2.

A−1 = QD−1QT =
n∑
k=1

1
λk

qkq
T
k

A1/2 = QD1/2QT =
n∑
k=1

√
λk qkq

T
k

A−1/2 = QD−1/2QT =
n∑
k=1

1√
λk

qkq
T
k
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