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Introducci on

Si estuvieramos interesados en estudiar la topalagediante la con-
vergencia, veremos que las sucesiones no son suficientes para tal fin. Por
ejemplo, pensemos en la compactificacte Stonezech de los naturales
ON. Cada conjunto cerrado @#N es finito u homeomorfo gN-vease 1].

Sear € AN\ N. ComoN es denso epN, se sigue que € N. Sin embar-
go, ninguna sucesn N converge a. Este ejemplo nos deja dos formas de
proceder para estudiar la topologia usando sucesiones:

1. Dejar de usar sucesiones. En su lugar podos usar filtros o redes.

2. No considerar espacios topglicos en general. En su lugar p@inos
limitarnos a aquellas clases de espacios en los cuales las sucesiones son
suficientes para estudiar la topoilag

El esquema anterior fue planteado primeramente por Frankéh [
Otro camino en este estudio es considerar sucesiones dedamiatrario;
es decir que en vez de funcionfs w — X, consideraremos funciones
S: a — X dondea es cualquier ordinal. Bajo esta generalibagiel
analogo de espacio secuencial es la nocion de espacio pseudoradial.

Los espacios pseudoradiales son una generaizals los espacios se-
cuenciales en el sentido de que en los primeros la longitud de las suce-
siones esv y en los segundos, consideramos sucesiones cuya longitud es
un ordinal arbitrario. En general, cuando desarrollamos una generatizaci
tenemos el projsito de superar una restriéai. Con ello, la clase de ob-
jetos que cumplen el nuevo concepto se vuehas mmplio, pero sin sus
restricciones. En este sentido, soaswicos en cuanto a propiedades y de
ahi el inteés que pueden suscitar para su estudio.

En el estudio de los espacios topgicos se buscan invariantes, es de-
cir, aquellas propiedades que se preservan bajo mapeos, productos, inmer-
siones, etc. Es decir, que en topdkngcomo en toda la mateitica, la clasi-
ficacibn se debe hacer tomando en cuenta las propiedades que permanecen
sin modificacbn bajo ciertas acciones. Sin embargo, para el caso del pro-
ducto topobgico, no siempre se preservan las propiedadestgjmals de
los espacios factores, ejemplo de ello es el hecho de que el producto de es-
pacios normales no es normal. En esta situadb natural es indagar si hay
condiciones que preservan la propiedad estudiada bajo productodayml

7



8 INTRODUCCION

Muchas veces la clasificani de ciertas propiedades se hacasrii-
evadera mediante propiedades equivalentes o caracterizaciones; este es el
caso de los espacios pseudoradiales. La dearan ellos toma auge a par-
tir de la cecada del 90 del siglo pasado cuando Shapirovskii demuestra la
equivalencia de la compacidad secuencial y la pseudoradialidad en espacios
compactoss.

Entre los resultados que vamos a abordaa este el producto, (m
finito, de espacios pseudoradiales no es pseudoradial. Sin embargo, cuando
agregamos la condion de que los factores sean R-madtiobs, entonces el
producto de espacios pseudoradiales es pseudoradial.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Propiedades hsicas

En esta secoin formularemos los axiomas de sepabadijue son nece-
sarios para el desarrollo de esta tesis y remarcaremos ciertas propiedades de
espaciod’, y T, compactos que se usaren lo sucesivo. Sin embargo, todo
el material que a continudm se expone se encuentra en la bibliograel
area—en particular, referimos al lectorla 2, 3.

El espacio topdlgico que consiste en un conjuntdy una topologa
7 en X se denotar por (X, 7). Cuando no hay posibilidad de confosi
suprimimosr y nos referimos aéspacio topdlgico X .

DEFINICION 1.1.1 Sea(X,7) un espacio topdlgico. Diremos que
B C 7 es unabasede 7 si para todolU € 7y para todor € U existe
un B € Btal que se cumple € B C U. Ahora3 C 7 es una subbase de
si la colecodbn de todas las intersecciones finitas de elementdseeuna
base para.

DEFINICION 1.1.2 Sean(X,7) un espacio topdigico y » € X.
Diremos que la colecon de conjuntos abiertds, de X es unabase local
dex si paratodd/ € B, satisface que € V' y para todo conjunt®/ € 7
tal quex € U existe unV € B, talquezr € V C U.

DEFINICION 1.1.3 Diremos que un espacio tojgjico X esT; si {z}
es un conjunto cerrado para cad& X. El espacioX es deHausdorffo
T, si para todos log,y € X conxz # y existen en el espacid conjuntos
abiertos y disjunto#/ y V talesquer € U, y € V.

Recordemos que urtabiertade un conjuntoX es una familig{ A, }ses
de subconjuntos d& tal quel,.g As = X. Si X es un espacio topdgico
la familia {A,}.cs €s unacubierta abiertasi todos sus elementos son
abiertos enX. Una cubiertad’ = {A’},cs» de X es unasubcubiertade
otra cubiertad = {A;}scs de X siS' C Sy A, = A, paratoda € 5.

DEFINICION 1.1.4 SeaX un espacio topdigico. Diremos queX es
un espaci@ompactcsi es Hausdorff y cada cubierta abiertaXi¢giene una
subcubierta finita.



10 1. PRELIMINARES

Si en la definigdn anterior no requerimos la lifesis de que el espacio
sea Hausdorff diremos que el espaci@easi-compacto

PROPOSICON1.1.5 Sea( X, 7)unespacid,yB={U e7:x €U},
entonceqz} = N B.

DEMOSTRACION. Sear € X. Entonces, por seX un espacid’, para
caday € X \ {z} el conjuntoU, = X \ {y} es abierto. En consecuencia,

se sigue quéz} = (U, :y € X \ {z}}. O

DEFINICION 1.1.6 Diremos que un espacio tofgjico X esT; 0
regular si esT) y para cualquierr € X y cualquier cerradd” C X tal
quex ¢ F hayU,,U; € ttalesquer € Uy, F C Uy y U, NU, = @.

DEFINICION 1.1.7 Sea X un espacio top@lgico. Diremos queX
esT, o normal si esT; y para cualquier par de subconjuntos cerrados
disjuntos A, B C X hay un par de conjuntos disjunté§V € 7 tales
queAcCU,BcCV.

PROPOSICON 1.1.8 SeaX un espacio topdigico y T,. Entonces X es
normal si y $lo si para cadaF’ C X, F cerrado y para todo abierto V tal
queF C V existe un abiertd/ c X talqueF c U c U C V.

DEMOSTRACION. SeaF C X un conjunto cerrado ¥ un conjunto
abierto tal queF’ C V. Los conjuntosF' y X \ V son cerrado ajenos,
entonces existen conjuntos abiertog T tales quer’ € S, X \V C Ty
SNT = @, porque el espaci& es normal. Luegd" c S c SC X\T C
V.

Inversamente, seatl, D cerrados ajenos, entonc€sC X \ D = V.
Puesto queX \ D = V es un conjunto abierto ¢ es un conjunto cerrado,
entonces existe un conjuntd abierto tal queC ¢ U c U C V, por
que este es nuestro supuesto. Por lo tanto los conjuhtpsY \ U son
abiertos ajenos tales qaéc Uy D C X \ U por lo tanto el espaci&’ es
normal. O

PROPOSICON 1.1.9 SeaX un espacio topdgico compacto , si el
conjuntoC' es compacto eX y x ¢ C, entonces existen conjuntos abiertos
UyVtalesquer e V,C cUyVNU=a.

DEMOSTRACION. Comoz ¢ C'y X esTs, entonces para cadac C
existen conjuntos abiertds, y V, tales quey € U,z € V, y adenas
U,NnV, = @.LuegoC C U = UyecU,. ComoC es compacto existen
puntosyi, ys, . . ., y, €nC' tales queC’ C Ui, U,, = U.Comoz € V,,,1 <
© < n, se sigue que el conjunfy’_, V,, = V es abierto y contiene el punto
x. Por lo tanto los conjuntos abiertdsy V' satisfacen qué' C U,z € V
yvnu =g. O
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ProPOSICON 1.1.1Q Si (X, 7) es un espacids, y C;, C, C X son
subconjuntos compactos ajenos, entonces exigtetl; € T ajenos tales
queC, C Uy, Cy C Us.

DEMOSTRACION. Seaz € (5, entonces por la proposisi 1.1.9
existen conjuntos abiertd¥’,, V, tales quer € V,,,C, ¢ W, V, N W, =
@. Luego U,cc, V> €S una cubierta abierta d&,, por lo tanto existen
x1, Ta, ..., Ty €NCy tales quely, C UL, V.., = Us, porqueC; es compacto.
PeroC, ¢ W,, conl < i < m, por lo tantoC; C N, W,, = U;. Se
sigue que los conjuntos abiertosy U, satisfacerC; C U; y Cy C U, con
U1 N U2 = . |:|

CoROLARIO1.1.11 Si(X,7) esT, compacto, entonces, &3.

DEFINICION 1.1.12 Sea) un cardinal y( X, 7) un espacio. Un conjunto
L C X esunG, en X si hay una familia{U, : « € A\} C 7 tal que
L={U,:ael}

PROPOSICON 1.1.13 Si(X,7)es T, K C X es cerrado yK C V,
V' € 7, entonces existe un conjuribcerradoy G en X talque K C G C
V.

DEMOSTRACION. Usando la proposioh 1.1.8, escogemos inducti-
vamente conjuntos abiertd$, tales que para cada, K C U,,; C
Ups1 C U, C V.SeaG = Npew Un = Nnew Un. EntoncesG satisface
KcGcV. O

COROLARIO 1.1.14 Si X es un espacio topogyicoT,, K C X es
cerrado enX y seal/ un conjunto, en X tal queK C V, entonces existe
un conjuntoG cerrado en( X, 7) y G, talqueK C G C V.

DEMOSTRACION. Suponemos qu& = (,-, V. dondeV,, es abierto
para todax < A. Usando la proposion 1.1.13 para cada < A podemos
encontrar un conjunt&'s cerradoG,, tal queK ¢ G, C V,. Entonces el
conjuntoG = N, G €s el conjunto buscado. O

DEFINICION 1.1.15 Sea(X, 7) un espacio topdigico. Diremos que la
familia de subconjunto$B, : n € N} de X, converge al puntp € X si
para toddJ € 7 que contiene el puntp existe unny € N tal queB, C U
para todar > ny.

OBSERVACION 1.1.16 Sea(X, 7) un espacidy. Sean: y y puntos de
(X, 7) tal quex # y. Entonces existen conjunt@§, C, cerrados elX tales
quezx € int (C1),y € int (Cy), C1 N Cy = .

DEMOSTRACION. El espacio(X,7) es Ty,luego existen conjuntos
Uy,Uy; € Ttalesquer € Uy, y € Uy y Uy NU; = @. Por ser el espacio
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(X, 7) regular ,existen conjuntdg, V, € rtalesquer € V; C cl(Vy) C Uy
yy € Vo C cl(Vy) C Us. Luego siCy = cl(Vh) y Cy = cl(V2) se sigue el
resultado O

COROLARIO1.1.17 Si(X,7)escompactoy,y € X,z # y, entonces
existen conjuntos disjuntdg, M que son cerrados y &lisjuntos tales que
satisfacen: € int (N),y € int (M).

DEMOSTRACION. Sea(X, ) un espacio compacto. Por la obseraaci
1.1.16, existen cerrados ajends C, tales quer € int(C), y € int(Cy).
Por el corolario 1.1.11X esT, y por lo tanto existen abiertos ajenos
Vo, Wy tales quel; C Vg, Cy € W,. Aplicando repetidamente la Proposi-
cion 1.1.9 construimos recursivamente familias de abigitgs n € N}

y {W, : n € N} tales que para cada € N se sigue qu&; C W, C
Woi1 C W, C Wy yadenasC, C V,.1 C Vi C Vp. Es claro que
V= Mhew Vo Y W = Npew Wy sON los conjuntosys cerrados busca-
dos. O

OBSERVACION 1.1.18 Sea(X, 7) un espacio Tinfinito, entonces hay
un conjuntolU € 7 tal que @ # U y no es denso en el espaciotal que
’X \U‘ > w.

DEMOSTRACION. En efecto, seam,y € X puntos distintos, entonces
hay un par de conjunto¥, I/ abiertos enX tales quexr € V)y €
W,V NW = @, es decir qud/ C X \ W. SiV es infinito, entonces
W es el conjunto abierto buscado. Por el otro ladd] &s finito, entonces
V=V y por lo tantoV es el abierto buscado. O

COROLARIO 1.1.19 Si (X, 7) es un espacio Jinfinito, entonces hay
una familia{U,: n € N} C 7, dondeU,, # &, U, N U,, = & para todo
n # m.

DEMOSTRACION. Por la observadin 1.1.18 sabemos que hay un
conjuntol; abierto enX tal quelU/; no denso erX y ‘X \71’ > w. Luego
restringiendonos al conjunt® \ Uy, existe un conjuntd’, abierto enX \ U,
tal quel, # X \ U, | X \72) > w; ad obtenemos un conjuntd; abierto
enX \ (U,Uls) tal quel, # &, ’X \ (@Uﬁl)‘ > w. Asl recursivamente
construimos la familia requerida. O

1.2. Los nimeros ordinales

Vamos a utilizar en la tesis a losimeros ordinales, en particular un
subconjunto de ellos, losimeros cardinales. La caracteriZatde cardinal
regular y singular, nos sede mucha utilidad— referimos al lector 4].[
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DEFINICION 1.2.1 Un conjunto P es parcialmente ordenadpor la
relacbn < si se cumplen las siguientes condiciones:

() Para cualquier p € P, se tienep £ p (antisimetria);
(i) Sip < qyq<rentoncesp < r (transitividad).
Diremos qug P, <) es unorden linealSi
(i) Paratodos los p,q € P,secumples < qgop=qop>q.
SeanP un conjunto parcialmente ordenadozy # X C P. Para
todos lost, y € P el dmboloz < y lo vamos a entender como< y 0
T =1.
Diremos quex € P esel minimo elementale X sia € X ya < x
paratodor € X.
(P, <) es unconjunto bien ordenadsi
(iv) cualquier subconjunto no vacio de P tiene elemento minimo

Diremos quez € P es unelemento minimate X sia € X yx £ a
paratodar € X .

Diremos que: € P es uneacota inferiorde X sia < x paratodor € X.

Diremos que: € P es elinfimo de X sia es cota inferior deX y para
todob € P sia < bentonces existe € X tal quea < .

Es decir, sk es la naxima cota inferior deX.

Similarmente, definimo®lemento r@ximo, elemento maximal, cota
superior, y al supremo.

Si f es una fun@n de un conjunto parcialmente ordenddd<p) en
el conjunto parcialmente ordenafg, <), entonces:

Diremos quef es unhomomorfismesi para todos los,y € P

se satisface <p ysiDlosif (z) <g f (v);

Diremos quef es unainmersbn si f es uno a uno y para todos los
r,y € X
se satisface <p ysiy losif (z) <q f (y);

Diremos quef es unisomorfismoentreP'y () si f es una inmersin
del conjunto( P, <p) en el conjuntd @, <q) y rng (f) = Q;

Diremos quef preserva el ordesiz <p y siy Dlo si f (z) <q f ().

El rango de la fundn f es el conjuntong(f) = {y : 3x[(z,y) € f]}.

DEFINICION 1.2.2 Un conjuntoS estransitivosi
Ve(x e S= 1z CJS)
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Los nimeros ordinales son tipos de orden de conjuntos bien ordenados.
La siguiente definiéin de rumero ordinal se debe a Von Neumann.

DEFINICION 1.2.3 Un conjunto es unimero ordinal (o simplemente
ordinal) si es transitivo y bien ordenado par

A los nimeros ordinales los denotaremos porigitslo On.

LEMA 1.2.4 [4] Sea {, <) un conjunto bien ordenado, $i: P — P
es una fundn que preserva el orden de, entonces: < f (z) para cada
r € P.

DEMOSTRACION. Suponemos que hay unc P tal quef (z) < z,
luego el subconjuntel = {z € P : f(z) < z} de P es no vam, se sigue
queA tiene un elemento mimo, digamos:,. Comof (zq) < z,, entonces
f(f (z0)) < f (o) < zo. Por lo tantof (zq) € A, pero esto contradice la
minimalidad de,. O

Si (P, <) es un conjunto bien ordenadarye P entonces el conjunto
T ={y € P:y <z} es elsegmento iniciatle P determinado pot.

LEMA 1.2.5 [4] Ningln conjunto bien ordenado es isomorfo a un
segmento inicial del mismo.

DEMOSTRACION. Suponemos qué¢: P — Z es un isomorfismo entre
Py z paraalguna € P. Entonces (x) € zy por lo tantof (z) < x, pero
esto contradice el lema 1.2.4, porque en particfilreserva el orden. [

LEMA 1.2.6 [4] Si Py @ son conjuntos bien ordenados, entonces uno
y 0lo uno de los siguientes incisos se cumple:
1) El conjuntoP es isomorfo al conjunt@;
I1) El conjuntoP es isomorfo a un segmento inicial del conjuntp
1) El conjunto@ es isomorfo a un segmento inicial del conjutito

DEMOSTRACION. Observemos que los casos son mutuamente ex-
cluyentes, porque si por ejemplo suponemos |y Il, entoites isomorfo
a@y P esisomorfo a un segmento inicial de entonces) es isomorfo
a un segmento inicial contenido en el mismplo cual contradice el lema
1.2.5. Los otros casos se tratardbngamente.

Sea

f=A{(p,q) € PxQ:pesisomorfo a}.
Entonces se verifica:

1) f es funcon

En efecto f C P x Q; aden&s si(p,q) € fy (p,¢') € f, entonces
tenemos que es isomorfo al segmento inicialy p es isomorfo &, por
lo tantog’ es isomorfo &. Luego,q = ¢/, porque de no ser Bsuponemos
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queq < ¢'. Entoncesg € ¢’y § es segmento inicial dg, lo cual contradice
el enunciado del lema 1.2.5. Alngamente llegamos a una contraddcci
si suponemos la desigualdgld< ¢. Por lo tantay = ¢'.

2) f es uno a uno

Seanp,p’ € P y suponemos que y p’ son isomorfos. Vamos a
demostrar que = p'. En efecto, pues si suponemos que p’ entonces
p € ¢/, es decir que es segmento inicial dg/, esto contradice el lema
1.2.5. Por otra parte si suponemos glle< p también llegamos a una
contradicodbn. Por lo tante = p'.

3) f preserva el orden

Vamos a demostrar que $i,p’ € P son tales quep < p' vy
(p,q), (P, ¢")son elementos dé entonces; < ¢' . Sea(p’,¢') € f,y sea
h : o — ¢ un isomorfismo. Com@ < p' luego ,p € p'. Por lo tanto
h(p) € ¢'. Es decir :

(*) hip) < f@)-
Ahora comop C p/, tiene sentido considerar la restrimsi

hlz=A{(r,s) € h:r € p}.

—

Afirmamos qué: | es isomorfismo entrgy h (p). Para demostrar nuestra
afirmacbn debemos comprobar que:
) h|;es unoauno;

i) h |>preserva el orden;

i) rng (h \];) = h(p).

Los incisos(:), (iz) son obvios, pueé |- hereda estas propiedades/dg
basta verificafiii).

Siqy € ™ng (h ]5), entonces por la definioh del conjuntang (h |5)
existep, € p tal queh (po) = h |5 (po) = qo- Ademas, puesto qug, < p,
se tieney, = h (py) < h (p), por lo tantog, € h/@).

Inversamente, si, € hf@), es decirgy < h(p), entonces existe
po € ptal queh (py) = qo,esto ocurre porqueng(h |5) = h/(E). Luego
q € rng(h |5). Por lo tantorng (h |];) = h/@). Se sigue que y
h/@) son isomorfos, y esto ocurre si 9le si (p,h(p)) € f. Entonces

f(p)=h(p) < f@) por(x).
De 1), 2) y 3) concluimos qug es un isomorfismo entre su dominio, un
subconjunto de” y su rango, un subconjunto dg

a) Ahora sidom (f) = Py rng (f) = @, tenemos el cas@), es decir los
conjuntosP y () son isomorfos.
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b) Sidom (f) # P, se verifica qué& = dom (f) es un segmento inicial del
conjuntoP.

En efecto pues,sic Sy z < z, entonc/es\existe un isomorfisrh@ntre el

segmento iniciak y el segmento iniciaf (z), luegoh |- es un isomorfismo

entre el segmento inicialy el segmento iniciak (z), se sigue que la pareja

ordenaddz, i (z)) es un elemento dg, y finalmentez € S.

Basta verificar qué es isomorfo &).

El rango def es segmento inicial dé€). En efecto suponemos lo
contrario, es decir qué = rng (f) # Q. Por el buen orden dE se tiene
que el conjuntaP \ S tiene elemento imimo, digamos, luegoS = zy.
Seanl € Ly z < [, entonces € L. Por otra parte existe € z, tal que
f ( ) =1, VY estolltimo ocurre si y 6lo si existe un isomorfismg tal que

. I' - 1. Luego, coma: € 1, eX|stez e I' tal queg (2') = z. Méas dIn

g ]A es un isomorfismo entre y g( "y = z. Entonceq?’, z) € f. Luego
z € rng(f) = L. Por lo tanto si tomamog = min{@ \ L}, L = . En
otras palabrasf es isomorfismo entrg; y 7, luego, por la definién de
la funcion f se tieng(xg, yo) € f 0 quexy € dom (f) = Zg, lo cual es una
contradiccbn.

¢) Con un argumento @&togo al de)) se demuestra que &m/(f) = P
perorng(f) # @ , entoncesP es isomorfo a un segmento inicial e

O

Ahora vamos a hacer unas observaciones con respecto a ciertas propiedades
de los rumeros ordinales, pero antes necesitamos unos resultados previos.

LEMA 1.2.7. [4] Un conjunto S es transitivo si y 8lo si cuando
u € v e Sentonces; € S.

DEMOSTRACION. Notemos que € Sy u € ventonces C Syu € v
luegou € S. Inversamente seatal quev € S, entonces, si € v Se sigue
queu € S luego se tiene que C S.

O

TEOREMA 1.2.8 Cualquier elemento de unimero ordinal es un
nimero ordinal

DEMOSTRACION. Seaa un ordinal yz € «. Es claro quer es bien
ordenado y procederemos a demostrar gues transitivo. Para tal fin,
suponemos que es elemento de y quewv es elemento de ; como «
es transitivo yr € «, se sigue que € « y por lo tantou € a. Asi u,v
son elementos dey u € v € z, puesto ques ordena linealmente a,
concluimosu € . O
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Por el teorema 1.2.8 se tiene:
sia € Onentoncesy = {f € On : § < a}.

TEOREMA 1.2.9 [4] Elconjuntoa U {«} es el ninimo ordinal mayor
quea.

DEMOSTRACION. i) El conjuntoa U {«} €s un conjunto transitivo. En
efecto, sitomamos € aU{a} = U{a, {a}}, entonceg) € a0 € {a}.
Luegos C w0 3 = a. En ambos casasU {a} es conjunto transitivo.

i1) El conjuntoa U {a} est bien ordenado paf . Sip,q € a U {a}
sesigueque € aop € {a} 0g € v 0q € {a}. Sip,q € a no hay nada
gue demostrar porquees un conjunto bien ordenado.;5€ o y tomamos
q € {a}, entoncey < q. Siq € o,y p € {a}, entonces; < p. Por
altimo sip,q € {a}, entoncedy = ¢. Es decir que tenemos las siguientes
posibilidadesp < g0 ¢ < p 0op = ¢q. Entoncesy U {a} es linealmente
ordenado. Ahora seaC o U {a},y # &, se siguen dos posibilidades una
esquey C aylaotraesa € y. Siy C «, se tiene que tiene elemento
minimo, puesto quer es un conjunto bien ordenado. &i€ y, entonces
hay dos subcasos.

Subcaso 1.

Si any # @yy C aU{a} entonces existenin {o Ny}, porque
a Ny C « adends el conjuntey esé bien ordenado.

Subcaso 2.
SianNy=0yy C aU{a}, entoncey = {a}, min{y} = a. Porlo
tantoy tiene mnimo. d

Al conjuntoa U {«} lo denotaremos: + 1.

TEOREMA 1.2.1Q [4] SeaA un subconjunto de inmeros ordinales.
EntoncesA tiene elemento mimo.

DEMOSTRACION. Seax € A, hay dos casos:

i) SiaN A = @, entoncesy es el Mnimo; pues si existierd € A tal
ques < «, entonces’? € a, porquea est bien ordenado por la por ser
un ordinal. Luegg’ € a N A, lo cual contradice nuestra supoéitide que
la intersecdn a N A es vaga.

i1) SiaN A # @, entoncesr N A C «, luego dicha interseoon tiene
elemento rmimo, digamosy, porquex es un conjunto bien ordenado. Para
demostrar quey es el mnimo de A sead € A tal qued < -, entonces
) €v€anA,luegoy < 4, lo cual contradice la antisimédrdel orden de
€. O

LEMA 1.2.11 [4] Si A es un conjunto de ordinales, entoncep A =
UA
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DEMOSTRACION. i) El conjuntoUA es un ordinal

Primero se verifica quig A es transitivo.

Siz € y € UA, entoncegy € « para algina € A, dado quex es
un conjunto transitivo, se tiene quec «. luegox € |J A. Por el teorema
anterior se tiene qug/ A est bien ordenado pog, por lo tantoJ A es
ordinal.
i1) Se verificaqueup A = J A

Seaa € A, entoncesy C JA. Luegoa € JAoa = JA. Porlo
tanto tenemos que < U A, es decir quéJ A es cota superior dd. Ahora
tomamos? € On tal que(Va € A) [« < 3]. Luego para cada € A ocurre
quea € foa = (. Sia € 3, entoncesy C 3, por serd conjunto transitivo.
Sia = [, entoncesyx C (. En cualquiera de los dos casgsA C 7,
entonces se tieng A € folUA = 3, es decitJ A < 3, por lo tantoJ A
es la mnima cota superior dd. O

COROLARIO 1.2.12 [4] No existe ningn conjunto que contenga a
todos los ordinales.

DEMOSTRACION. SeaX un conjunto de numeros ordinales, entonces
por el lema anterior) X es un mumero ordinal. Ader@as por el teorema
1.2.9 tenemos qug X + 1 = a es un ordinal.

Para demostrar que ¢ X, suponemos que € X, entonces tenemos
dos casosr € UX o0a = U X, encualquiercasa € X +1 = q, lo
cual es una contradidm. O

Se ha demostrado que para cualquier conjiint@y un ordinakxy tal
quea ¢ X.

DEFINICION 1.2.13 Un ordinala se dice urordinal sucesorsi o =
(G + 1 para algin ordinal3. En otro casev se di@ordinal limite.

LEMA 1.2.14 [4] El ordinal o es un ordinal imite si y $lo sia =
sup a.

DEMOSTRACION. Seaj € «a, entonces, dado quees imite, se sigue
qguea # B+ 1.Sia < g+ 1, entoncess < a < [+ 1, lo cual
contradice el hecho de que el ordimal 1 es sucesor dg. Sia > (§ + 1,
entonces € 0+ 1 € «, luego tenemos qué € |Ja. Ahora tratamos
la otra contendn, siz € supa = Ja, entonces, existe up € a, tal
quex € y € «, Se sigue que € «, porque el ordinaky es un conjunto
transitivo. Inversamente. Si = [ + 1 para algin nimero ordinals,
entonces Joa = U(B+1) = 5 # «. Por lo tanto sie no es un ordinal
l[imite, entonces # sup a. O

DEFINICION 1.2.15 SeanA, B conjuntos. Diremos que el conjuntb
esequipotentecon el conjuntaB si hay una biyecéin f: A — B.
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DEFINICION 1.2.16 Un nimero ordinalp le llamaremos urordinal
inicial si no es equipotente a cualquier ordindhl quey < p.

DEFINICION 1.2.17 Si X es un conjunto que se puede bien ordenar,
entonces eliamero cardinal d&, denotadd.X |, esel tnico rimero ordinal
inicial equipotente aX.

Es decir que siX es un conjunto que se puede bien ordenar entonces
el nimero cardinak = |X| no es equipotente con ningun ordinal <
. Cuando no haya posibilidad de confucien vez de iimero cardinal
diremos cardinal.

PROPOSICDON 1.2.18 Seax un mumero cardinal. Entonces todo ordinal
a tal quea < k satisface quén| < k.

DEMOSTRACION. Suponemos lo contrario, es decir que para un cardi-
nal x existe un ordinak tal quea < ky k < |a|. Ahora, no es posible
querx = |«| por la definicon de cardinal. Ais podemos asumit < «.
Entonces, existe una inyeoai f: k — « tal quea \ rng(f) # . Sea
ag = min{« \ rng(f)}. Afirmamos quex = rng(f). En efecto, por la
minimalidad den, deducimos que i < «, entonce® € rng(f), es decir
a C rng(f). Ahora sea\ € rng(f). Luego < ayg, es decirng(f) C ay.

Por lo tantox = |ag| conagy < k, lo cual esh en contradicéin con la
definicion de cardinal. O

La siguiente definidéin es de gran importancia en los ttafps suce-
Sivos.

DEFINICION 1.2.19 SeanX un conjunto yo un ordinal. Una sucesn
transfinita del conjunt&’ es una fundn f: o — X.

En lo sucesivo, omitiremos la palabra “transfinita”y nos referimgs a
como “una suceén”.

DEFINICION 1.2.2Q Seax cardinal infinito, llamaremos a cardinal
singular si existe una sucési{«a, : v < ¥} de ordinalesy, < x cuya
longitud ¥ es un ordinalimite menor ques, y x = sup{a, : v < ¥9}. Un
cardinal que no es singular le llamaremmegular.

DEFINICION 1.2.21 Seaa un ordinal Imite, entonces la cofinalidad
de o es elmenor umero ordinaly tal quea es supremo de una suc@si
{a,, : v < ¥} creciente de iimeros ordinales de longitudl La vamos a
denotar porf («)

LEMA 1.2.22 [4] Si un ordinal imite & no es un cardinal entonces
tenemos quef(a) < a.
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DEMOSTRACION. Seaa un ordinal Imite tal que no es unimero
cardinal. Sea = |a/, entonces hay una fur@m uno a uno con imagen igual
aa y dominiok, es decir una sucési uno a unda, : v < k} de longitud
k tal quea = {a, : v < k}. Para demostrar quiy, : v < k} tiene
una subsuce8n creciente que convergenaseaf, = min{f : § < a},
luego definimos?; = min{n € « : By < n}. Ahora al siguiente ordinal
lo definimos en forma similaf, = min{d € a : B, < 4}, ad por
recursbn construimos una subsud@simonotona crecient¢fs : 6 < A}
de{«a, : v < k} donde tomamo3 < k. Afirmamos que{fs : 0 < A}
tiene comoimite a«. En efecto, pues gi € ay u ¢ Us<\ [s, €NtONCES
para today € o pasa que: > v, es decir que: > U,¢, v lo cual es una
contradiccdbn. Ahora como la longitud de la subsu@sies a lo rasx y
comox = |a| es menor quey, porquea no es un cardinal, por lo tanto
cf(a) < a. O



CAPITULO 2

Pseudoradialidad y compacidad secuencial

2.1. Preliminares

En este cajpulo vamos a introducir un concepto, el de pseudoradialidad,
y vamos a estudiar algunas relaciones de dicho concepto con la compacidad
secuencial.

DEFINICION2.1.1 Sea X, 7) un espacio topdlgico y seas un nimero
ordinal y{z,}acs C X. Diremos que{z, }a.cs CONVErge a un punto de
X si paratodd/ € 7 tal quex € U existe un ordinab < [ tal que para
todo ordinalae cond < a < (3, se satisface que, € U. El espacioX
es pseudoradial si cada conjurfiono cerrado erX contiene una sucedsi
{4 }aep Que converge eX a un puntar ¢ H .

DEFINICION 2.1.2 Si H es un conjunto no cerrado ¢, 7), donde el
espacio e§, entonces se define elimero cardinah (H, X') como:

A(H,X)=min{k: k es un cardinal tal que existe un
conjuntoK cerrado Y, en X con
KNH=0yKNH+ o}

LEMA 2.1.3 [5] Sean(X,7) un espacio compacto ¥ un cardinal.

Tomamosk' C X un G, y cerrado en(X, 7). Entonces, existe una base
U C TparaX enK con|U| = .

DEMOSTRACION. Sea{V,, : a € \} una familia de abiertos tal que
K = Naex Vo Por serX compacto, para cada, existe un abiertdV, tal

quekK Cc W, C W, C V,.EntoncesX \ K = U,e.\ (X \Wa) . Ademas,
si tenemod/ € 7 tal queK C U, entoncesX \ U C Uner (X \ Wa) y
X\ U es compacto. Por lo tanto, existe una familia firfitat \ 77,,) :
1 <i<n}cCrtaqueX\U C U~ (X\W%.). Luego, al tomar

complementos, obtenemés C N}, W,, C Ni_, W,, C U. Por lo tanto,
la familial/ de intersecciones finitas de elemento dé, : a € A} forma
unabase pard enK'y |[U| = . O

DEFINICION 2.1.4 Sea(X,7) un espacio topdigico. Diremos que la
sucesbn{zs3}s<» C X converge erX al conjuntoL de X, lo denotaremos

21
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comozg: — L, siparatodd/ € 7tal queL C U, hay und < A tal que
para todo amero ordinal3 con\ > 3 > §, se satisface que; € U.

PROPOSICON 2.1.5 [5] SeanX un espacio topdigico compacto y
un cardinal. SearH, K C X , dondeH no es cerrado elX, tales que:

1) El conjunto K es Gy cerrado enX;

2) El conjuntoK N H es vaéo;

3) El conjuntoK N H es no vam;

4) El cardinal \ es el ninimo con respecto a las propiedades 1), 2), 3).

Entonces existe una suc@si{z,: « < A\} C H tal quez, — K.

DEMOSTRACION. Puesto queX es un espacio compactofy es un
conjuntoG, deducimos del lema 2.1.3 que existe una base locAl de X
de cardinalidad\, digamos{V,, : o < A\}. Para cad@ < A, N, V. €S un
conjuntoG g, y sigue del corolario 1.1.14 que existe un conjuritoque es
Gy y cerrado enX tal quek” C W5 C Ny<p Va- Ahora, de la minimalidad
del cardinal\ respecto de 1), 2), 3) y por la proposini 1.2.18 deducimos
queN,<s WoaNH # @. Por lo tanto, podemos escogey € ,.s WoNH.
Afirmamos que la sucesin {z3} 3, converge enX a . Para ver esto, sea
U abierto,U D K. Entonces existg < A\ tal queK C V3 C Uy, por lo
tanto, siy > 3, entonces:, € N, W, C Nuey Vo C V3 C UL O

2.2. Espacios CSC y pseudoradialidad

NOTACION 1. Los espacio$.X, ) compactos y secuencialmente com-
pactos los denotaremos, por cuestiones de brevedad;$Gn

DEFINICION 2.2.1 SeaX un espacio topdigico y x un ordinal. Un
A C X esradialmente(x-radialment@ cerrado si contiene los puntos
limites de toda sucdsi en A que converge eX (sucesiones de taria
a lo mask).

LEMA 2.2.2 [5] SeaX un espacio topdlgico compacto. Tomamos
H C X no cerrado enX y « un niumero cardinal. Si K es un conjunto,&
cerrado enX , que verifica que\(H, X ) = x. Afirmamos:
a) Si K es un conjunto unitariok” = {z}, entoncedd no es radialmente
cerrado.
b) SiA(H,X) = wy X es secuencialmente compacto, entondeso es
siquiera secuencialmente cerrado.

DEMOSTRACION. (a) SeaX un espacio compacto. Suponemos que
el conjuntoK tiene un $lo elemento y es un conjuni®, y cerrado en
X, tal que el iimero cardinak satisface\(H, X) = «. Entonces por la
proposicon 2.1.5 existe una sucési{x,}.c. C H que converge eX al
conjunto unitarioK” = {z}. Ahora por definiddn del cardinak tenemos
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que K N H = @. Luego basta demostrar que la subasjz, o< C H
converge ac. Para tal fin se& un conjunto abierto eX tal quex € U,
luego K C U. Puesto que la sucési{z, }.. converge a entonces hay
un s < k tal que para todo ordinal > 3 tenemose, € U. Por lo tanto la
sucesbn {z, }.c, CONverge a en X.

(b) SeaX un espacio compacto. Suponemos que el conjintes un
conjuntoG,, y cerrado enX tal que el fimero cardinak satisfacex =
AMH,X) = w. Entonces por la proposam 2.1.5 existe una sucési
{z,}new C H que converge al conjunt’. Puesto que el espaci® es
secuencialmente compacto, la suéadiz, } .., contiene una subsucési
{zn, }mew que converge a en X. Claramenter,, converge enX al
conjunto K. Puesto quek’ N H = @, basta demostrar que el punto
es elemento dé(; para tal fin, suponemos que ¢ K, entonces por la
proposicon 1.1.9 hay conjunto8 y V' abiertos y disjuntos eX tales que
x € Uy K C V. Entonces hay un € w tal que para toda: > r sucede
quezx,, € Uyuxz,, € V.Peroestoes una contradiagj por lo tanto el
puntox pertenece al conjuntd” y no pertenece al conjuntd. O

DEFINICION 2.2.3 El caracter de un espacio tof@glicoX en un punto
p se define como el &s pequo de los cardinales,, donde \ es la
cardinalidad de una base dé en p. Dicho cardinal lo vamos a denotar
por el Smboloy (p, X).

TEOREMA 2.2.4 [5] Sea X un espacio topdlgico CSC tal que
cualquier F C X no vado y cerrado enX tiene un puntop tal que
x(p, F') < w;. Entonces el espacio X es pseudoradial.

DEMOSTRACION. SeaH C X un conjunto radialmente cerrado y no
cerrado enX. Sin perdida de generalidad, podemos suponer Kue H.
Searx = A (H,X). Ahora, si existe un conjunt& de X \ H tal que
AMH, K) = w, deducimos inmediatemente del lema 2.8\ 2(ue H no es
radialmente cerrado. Por lo tanto, podemos asumirgae\(H, X ) > w.

Si H # X, tomamos un subconjuntd no vaéo G, y cerrado enX de
X \ H. Por otra parte, por el lema 2.202(si un puntop de F' satisface
x(p, F') < wy, entonces satisface con senite de una sucesin de taméo
x en H. Esto contradice la cerradura radial He O

En lo sucesivo el cardinal representa la cardinalidad del continuo.
Mas adelante usaremos la siguiente nétacEi A es un conjunto y un
cardinal,[A]" = {B C A: |B| =k}

LEMA 2.2.5 [5] Para cada espacio topogico X compacto secuen-
cialmente compacto hay un cardinaltal que A < ¢ y una sucesin
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{H, : n € w} de conjuntos no vaes G, y cerrados que convergen a
un puntop € X.

DEMOSTRACION. Suponemos que el lema falla parataigespacioX
compacto secuencialmente compaétoora por inducdn transfinita sobre
B € c definimos una suce@n { H,,: n € w} de conjuntos no vaos G,

y cerrados e’ como sigue:

Fijemos una enumerami {M;: § € ¢} = [w]* de todos los subconjun-
tos infinitos dev. Ahora, paras = 0, sea{ H?: n € w} cualquier colecdn
disjunta de cerrado&’s no vados enX. Luego asumimog > 0y que para
caday € (3 hemos definido conjuntos no vas G, .., H}, de tal forma
que sin < vy entonced? O H? para cada € w.

a) Siv es un ordinaliimite entonces definimag) = N{H": n € v}

b) Por otra parte s = 1 + 1, entonces consideremos la subesie
conjuntos{ H,: n € Mz} no vadosGy, .., y cerrados erX que suponemos
gue no puede converger a ningpuntop € X. Ahora, tomamos un
punto z,, en H! para cadan € M,. Puesto queX es secuencialmente
compacto la suce®i{z,},ca, tiene un punto de acumuldci, digamos
p. PeroH]! no converge @, es decir hay un abiertd’ conp € V tal que
A ={n € M,: H C V} esinfinito. Para cada € A escogemos un
puntoy, en H \ V. Notemos quer,, ¢ V para cadax € A. Puesto que
el espacioX es secuencialmente compacto, la sumes$i,, }.c4 tiene un
punto de acumulaéhn, digamosp, y claramentep, # p. Entonces hay
conjuntosU y V abiertos enX y disjuntos tales que, € U,p € V
por que el espacio €E,, por la proposidn 1.1.17 podemos escoger dos
conjuntos disjuntods;, K5, G5 y cerrados enX tales quepy € Int(K;),

p € Int(K,), y tomamos los conjuntaS; = {n € M,: H' N K; # @}y
Cy={ne M,: H'N K, # &}. SiCy N C; es infinito se& By, By} una
particibn deC; N Cs, tal que tanta3; como B, son infinitos.

Si C; N Cy es finito, digamog’; N C, = C, entonces definimos los
conjuntosB; = C4 \ C, By = (5 \ C. Es decir, en ambos casos podemos
escoger conjuntos inifinitos disjuntds, B, € [M,]* tal queK; N H" # &
cuandon € B; coni € {1,2}. Podemos entonces definir los conjuntos:

H!=K NH! sine B coniec{l,2}oH) sinecw)\ (BUB,).

Puesto que{H: n € ¢} es una familia de cerrados encajados en el
espacio compactX para cadan € w podemos escoger un pungg en

el conjuntoN{H’: n € c}. Se verifica que la sucési {p,: n € w} no
tiene subsucedn convergente.

Para cualquien € ¢ por nuestra construdm tenemos una cantidad infinita
den € M,, es decim € B;, p, € H"' C K; coni € {1,2}. Puesto
gue el espacio es normal entonces existen conjuntd$ abiertos enX y
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disjuntos tales qu&l; ¢ Ly K, C M. Verificandose que la subsuo@si
{pn: n € M,} no converge. Pero esto contradice la compacidad numerable
deX. Con lo cual concluimos. O

Seap un namero cardinal, entonces vamos a entendeppagl menor
de los cardinales que son mayores guBara cualquier cardinal infinito
tenemos:~ = A six = A" y si x es cardinalimite entonces™ = k.

TEOREMA 2.2.6 [5] SeaX es un espacio topoyico CSC. Tomamos
H c X radialmente cerrado y no cerrado eé¥. Entoncesy < cf (A (H, X)) <
AMH,X) <c¢

DEMOSTRACION. La primera desigualdad ya latenemos porellema2.2.2,
y por eso basta demostrar la tercera desigualdad. Podemos asumir que el
conjuntoH es denso elX. Seax = A\ (H, X). Tomamos un conjunté,
cerrado yG,, en el espacid(, talqueK N H = oy K N H # @.

Suponemos, que > ¢~ . Ahora, vamos a aplicar el lema 2.2.5 al
conjunto K. Seay un cardinal tal que: < ¢. Asi, tenemos una Sucesi
{H,: n € w} de conjuntos cerraddS, en K conyu < ¢, 0 seayu < k,

y un puntop € K tal que la suceén {H,: n € w} converge al punto
p. Comoy < k, los conjuntos de la sucési { H,},c, tambén sonG,
en X, ad tambén el cardinak cumple con que: = X\ (H, X), luego por
la proposiodn 2.1.5 podemos seleccionar para cada w una sucesin
de tamdio x, digamos{¢,.: « € x} de puntos end que converge a
H,,. Puesto queX es secuencialmente compactdfyes secuencialemente
cerrado, para cualquier € x podemos escoger un punto de acumdlaci
Pa € H de la suceéin {¢,,: n € w}. Afirmamos que laz-sucesbn
formada por los punto§,, } <. converge a un punte ¢ H, contradiciendo
la cerradura radial d&/.

SeaV una vecindad de y U un abierto tal quep € U c U C V.
Entonces, puesto qu€, — p, para casi toda € w, salvo un fimero
finito de ellas, tenemos qué,, C U. Pero para cada una de tatebay un
segmento final de la sucési{q,.: @ € s} contenido erl/. Puesto que
cf(k) > w hay unan, € « tal que

{o:a€r\ap} CU

para todan tal que H,, C U, i.e., para cualquier € w salvo un fimero
finito de ellas. Entonces para cada « \ o, Se tiene

Pa E{Gna: €L\t CUCV
Asi probando quép, : « € k} converge @, con lo clal concluimos. [

Del teorema anterior se tiene inmediatamente el siguiente resultado
importante.
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COROLARIO 2.2.7. [5] Si¢ < wy entonces cada espacio CSC es
pseudoradial.

DEFINICION 2.2.8 [12] Seaw]” el conjunto de todos los subconjun-
tos infinitos del ordinalv. Un subonjuntoS de [w]” se di@d una famil-
ia separadora dev]” si para todaV € [w]” existe unS € S tal que
INNS|=|N\S|=w

DEFINICION 2.2.9 SeanA, B € [w]”, se dice quel esh casi contenido
enB si|A\ B| < w. Esto lo vamos a denotar combC* B.

LEMA 2.2.1Q SeaS C [w]“. Diremos que, la familigs es una familia
separadora si y@o si no existed € [w]” tal que para cadas € S ocurre
AC*S6ACTw\ S

DEMOSTRACION. Si la familiaS no fuera separadora entonces fiabr
un N € [w]” tal que paracadd € S INNS| = [N\ (w\9)| < w,
0|N\ S| < w, es decir queV est casi contenido ey o N esh casi
contenido ew \ S.

Inversamente, suponemos que exi$te [w]* tal que para cadd € S,
luegoA c* S0 A C* w\ S. PerosiA c* S, entoncegA \ S| < wy
SiA C*w)\ S, entoncesA N S| < wy por lo tantoS no es una familia
separadora. O

DEFINICION 2.2.11 Seas un nimero cardinal tal que
s = min{|S| : S es una familia separadora de w}.
Al cardinals le llamaremos el imero de separam.

DEFINICION 2.2.12 SeaX un espacio topdigico yw(X) un nimero
cardinal tal quev(X) = min{|.A4]| : A es una base de abiertos 48 . Al
nmero cardinalb(.X) le llamaremos el peso del espacio

LEMA 2.2.13 [12] SeaX es un espacio topogico numerablemente
compactdl; tal quew (X) < s. Entonces, el espacii es secuencialmente
compacto.

DEMOSTRACION. SeaX un espacio numerablemente compacto con
w(X) = k < s. SeaB una base deX de cardinalx y seaA una
sucesbn de longitudw en X. Ahora se define la familia de conjuntos
B* = {B € B :|BNA| = w}. Puesto que, la cardinalidad ¢i8*| es
menor que el cardinal, la familia de conjuntoss = {BN A : B € B*}
no es separadora pald]”. Por el lema 2.2.10 existe Wi € [A]” tal que,
para cadaB € B* ocurreC C* BN AoC C* A\ B. Puesto queX es
compacto, el conjunt@’ tiene un punto de acumulaci, digamo$. Ahora,

Sip € B € Bentonces3 € B*. AdemasC C* A\ B, porquelC N B| > w.
LuegoC C* BN A. Por lo tantoC' converge a&. U
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LEMA 2.2.14 [12] Si k > s entonces2” no es secuencialmente
compacto

DEMOSTRACION. Suponer queS es una familia separadora. Afir-
mamos queX = 2° no es secuencialmente compacto. Vamos a definir
una funcon f : w — 25 dada porrs[f (n)] = 1 siy Slo sin € S para
cadaS € S. Denotamos el rango de la fupai f por C. Afirmamos que”
es un conjunto numerablemente infinito pero no contiene ninguna 8acesi
convergente. Para ver que es infinito, basta demostrar que la fumtif es
finita a uno. Si suponemos lo contrario, es decir que el conjdntof ! (¢)
es infinito para aln¢ € 2°, entonces tenemos queC S0ANS = @
para cadé € S, contradiciendo qué& es una familia separadora.

Ahora, suponemos que la sud@sil’ = {t,,}nec., €S uUna sucesn en
C digamost,, = f(n,,) que converge etX. Puesto que la convergencia
en (X, 7) es puntual, paréd € S, la sucedin {rg (¢,,)} es finalmente
constante (0 0 1). Pero esto implica que para ¢adaS , existesg € {0, 1}
tal que{m € w : 75 (t,,) = s} es finito. Para cadd € S,cs = 00
s = 1 sedin sea que la sucési finalmente termina en 1 o 0. Entonces,
dadoS € S sieg = 0 tenemos quer,, € S para todom excepto un
numero finito de ellas; mientras si = 1, tenemosz,, ¢ S excepto un
namero finito dem. Es decir, si ponemo® = {n,, : m € w}, entonces
D n S esfinitooD \ S es finito, lo cual contradice qug es una familia
separadora. O

TEOREMA 2.2.15 [12] Los siguientes son equivalentes para un cardi-
nal k

i) El espacio2” es secuencialmente compacto

ii) EI nUmero cardinak es menor que elinmero cardinak

iii) Todo espacio numerablemente compacto de peso menor o igual a
es secuencialmente compacto.
En particular2‘ no es secuencialmente compacto.

DEMOSTRACION. (i) = (ii) Es el lema 2.2.14.
(11) = (iii) Es el lema 2.2.13.
(7i1) = (i) Puesto queé” es compacto con peso O

LEMA 2.2.16 SeaX un espacid;, pseudoradial yA C X no cerrado.
Entonces existe una suc@siz, }.c. en A convergiendo a: ¢ A, donde
el nimero cardinals es tal ques < |A|y x regular.

DEMOSTRACION. Primero observemos quefSt, }c. €S una sucesn
enA que converge & ¢ Ay k es singular, entonces existe una fmuno
a uno creciente y cofingl: c¢f(x) — x. Entonces{ s(a) }acer(x) CONVErge
ax tambien. Por lo tanto podemos asumir ques regular.
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Ahora suponemos qu& es un espacid’; pseudoradial YA C X no
cerrado y{z,}.cx €S Una sucedh enA que converge a ¢ A, donde
asumimos que: es regular. Entonces si > |A| por la regularidad de
existea € k tal que|{f : z, = 23}| = K, tomamos/ = {§ : z, =
xg}, por lo tanto{x,}.e; converge ar, € Ay no az, lo cual es una
contradicobn. O

TEOREMA 2.2.17 [5] El espacia2® no es pseudoradial.

DEMOSTRACION. Seaf: w — 2°¢ la sucesdn definida er2® en el lema
2.2.14. Luego definimo§’ = {f(n)},ec,. Puesto que el conjunt6’ es
numerable, tenemos de los lemas 2.2.14y 2.2.16(¢es radialmente
cerrado. Por otra parte, el conjunfbno es cerrado e@®, ya que si el
conjunto numerabl€’ fuera cerrado en el espacio compa2ipentonces
sefia compacto y por lo tanto segundo numerable. Es decir que el conjunto
C' contiene una sucesi convergente. Pero esto contradice lo demostrado
en el lema 2.2.14, qu€ no contiene sucesiones convergentes. O

TEOREMA 2.2.18 [5] EIl enunciado “el producto dev; espacios
pseudoradiales compactos es siempre pseudoradial’es independiente de
los axiomas de Zermelo Frankel



CAPITULO 3

Productos

3.1. Preliminares

En este cajulo veremos que la pseudoradialidad no es una propiedad
gue se preserva incluso bajo el producto finito, como a contionare-
mos. Posteriormente se introducel concepto dé&—monoitico, y se de-
mostraa que bajo el producto numerable de espagiesnonoiticos com-
pactos, dicha propiedad si se preserva.

DEFINICION 3.1.1 SeaX un espacio topdigico, un punto de acumu-
lacibn completaz de A € X es un punto tal que para cada conjubto
abierto enX que contiene a, satisface queA N U| = |A].

LEMA 3.1.2 SeaX un espacio topdlgico de Hausdorff entonces los
siguientes son equivalentes

1) El espacioX es compacto
2) Cada subconjunto infinito del espaciotiene un punto de acumulamri
completo

DEMOSTRACION. Vamos a probar la implicagh 1) = 2) por con-
tradiccbn. Suponemos que el espadices compacto, y que no tiene puntos
de acumuladn completa. Es decir que para toda X existe un conjunto
abiertoU, en X tal quez € U, y |U,| < |X|. Claramente se tiene que
{U, : = € X} es una cubierta abierta dé. Puesto que, el espacio es com-
pacto, dicha cubierta tiene una subcubierta finita digafbgs}! , de X.
Luego|X| = Y1, |U,,|, pero|U,,| < |X| paracadd < i < n, por lo que
| X | =>", |Us| <|X], locual es una contradicum.

Para probar la implicaén 2) = 1) suponemos que el espaciono es
compacto. Luego, existe una familia de cerrados(econ la propiedad de
la intersecdn finita, digamo = {V,,: a € k}, talque NV, = @. Sea

a<k
W, = N V. Entoncesn W, = @. Sea\ < x el minimo ordinal tal que
ﬂ<o¢ a<k

N W, = . Podemos asumir quees un cardinal regular, por que de no
a<<

ser a§ tenemos:f(\) < A, luego hay una sucesi mbnotona creciente de
ordinales{, : i < n} donden es nmnimo con respecto de la propiedad de

quesupB, = Ay (N W3, = @. Entonces{W,, : a < A} es una familia
p<n Bu<n

29
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descendente de cerrados noieaccuya intersecon es va@. Escogemos
un puntaz,, € W, paratodax € \. Sead = {z, : @ € A\}. Afirmamos que
A no tiene punto de acumuld@ci completa. En efecto, sie X, entonces
existea, € A tal quez ¢ W,,. Luego el conjuntd/ = X \ W,, es una
vecindad de: en X. Se sigue qu& N A C {z, : @ < ap}. Es decir, que
U N A| <lag| < A. Con lo dial conclimos O

DEFINICION 3.1.3 Un espacio topdlgico X es de Lindebf si toda
cubierta abierta del espacio tiene subcubierta numerable.

Empecemos con un ejemplo para mostrar que el producto de dos espa-
cios pseudoradiales no tiene que ser pseudoradial.

SeaY un conjunto tal qué¢Y'| = w;. Seap ¢ Y. Ahora, vamos a definir
en el conjuntaX = Y U {p} una topolo@a. Los puntos del conjuntd son
aislados enX . Las vecindades del puntcen X son los conjuntost U {p},
dondeA C Y estal que tal qu&” \ A| < w.

PrROPOSICDN 3.1.4 El espacio X es Lindéfy X es pseudoradial

DEMOSTRACION. Seal/ una cubierta de conjuntos abiertos de
Luego existeB € U tal quep € B . Entonces,X \ B es numerable.
Escogemos(B, : n € w} C U tal que UB, > X \ B entonces

{B, : n € w} U{B} es una subcubierta numerableldele X. Seap € B.
Luego|B| > w. Ahora, si{b, : @ < w;} es un buen orden dB, se sigue
queb, — p O

PrROPOSICDN 3.1.5 El espacioZ = [0, 1] x X no es pseudoradial

DEMOSTRACION. Por el lema 3.1.4, el espaci® es Lindebf, por lo
tanto, Z tambén lo es por ser el producto de un espacio compacto con un
espacio de Lindéf— vease el corolario 3.8.10 d&][ Afirmamos queZ
no es pseudoradial.

Comow; < 2¥ entonces hay una inyeéti f: w; — [0, 1], digamos
que para cada € wy, f(a) = r,. Sead = {(ra,a): a € w;}. Puesto
que el conjuntdr, : « € w,} es infinito en el interval@, 1], luego, por el
lema 3.1.2 tiene un punto de acumuéccompleta: € [0, 1]. Afirmamos
que(r,p) € A. Para demostrar esto, tomamos una vecindegicalU de
(r,p)en[0,1] x X , digamos/ = (r —e,r+¢) x (X \ N), dondeN C w;
es numerable. Ahora bien, puesto gues punto de acumulam completa
del conjunto{r,, : « € wy}, tenemos qué&{a : r, € (r —e,r +¢)}| = wy.
Por lo tanto, hayr € w, tal quer, € (r —e,r +¢)y a ¢ N. Entonces
(re, ) € UNA. Porlo tantqr, p) € A. Asi se ha demostrando queno es
cerrado erZ. Finalmente afirmamos que ninguna suoaesi en A converge
a(r,p). No obstante, afirmamos que ninguna sumesinA converge fuera
de A. Consideremos dos casos.
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)Si S = {z,:n € w} C A, entonces existee € w,; tal que
S C [0,1] x a. Pero, si(tg, 5) € [0,1] x a entoncests —e,t5+¢) x {5}
contiene a lo ras un punto ded. Por lo tanto(ts, 5) no es punto de
acumuladdn deA.

i) SeaS = {z,: a € w;} unasucesin enA. Suponemos quer, }acw,
converge erZ a un puntoz € Z. Vamos a denotar pat; la funcion
proyeccon deZ en el conjuntd0, 1] y por , la funcién proyecadbn deZ
en el conjuntaX. Sim,y(7) = a € w, entoncesr = (t,a) para algn
t € [0,1]. Mas din (t — ¢,t + ¢) x {a} es una vecindad d& en la cual
hay a lo nas un puntoA. Por lo tantoz’ = (s, p) para algin s € [0, 1].
Sea{B, : n € w} una base local anidada enSiz, — (s,p) para toda
n € w existea,, tal quez,, € B, x X paratodax > «,. Seay = sup{a, };

new

entoncesr (z,) = s para todax > ~, pero la fibra{s} x X contiene a lo
mas un elemento da, por lo que la suce8h no converge &s, p). O

DEFINICION 3.1.6 SeaX un espacio topdigico y tomamog € X.
La estrechez del punte es el menor cardinah > N, tal que siC C X
satisface cop € C, entonces exist€, C C tal que|Cy| < myp € Cp.
Este cardinal lo vamos a denotar goX, p). La estrechez del espaci®
es el cardinat(X) = sup{t(p, X): p € X}.

DEFINICION 3.1.7. SeaX un espacio topdigico. Diremos quel C X
esk—cerradosi para todd/ C A tal que|U| = k, satisfacd/ C A. Esto
lo vamos a denotar comé” = A.

LEMA 3.1.8 SeaX un espacio topdlgico. Tomamos: un cardinal.
Tenemos quE X)) < k si y sélo si cada conjunto k — cerrado es cerrado

DEMOSTRACION. Para la suficiencia suponemos q(&) > , existe
AC Xyz e Atalquer ¢ B paratodoB C A. A" esk—cerrado pero no
cerrado. Para la necesidad,sic X yx € A\ A, puesto que(X) < x,
existeB C A, |B| < ky z € B, entoncesA no esk-cerrado. O

PROPOSICON 3.1.9 SeaX un espacio topdigico 7;. SeaY un es-
pacio compacto. Entonces, la proyemtity: X x Y — X es un mapeo
cerrado.

DEMOSTRACION. SeaF C X xY cerrado. Para demostrar qug(F)
es cerrado, sea ¢ nx(F). Entonces{z} x Y C (X x Y) \ F. Ahora,
vamos a construir una cubierta abierta{dé x Y. Afirmamos que, para
caday € Y, el punto(z, y) tiene una vecindal, <V, C (X xY)\ F abierta
enX x Y, tal que los conjunto#/, C X,V, C Y son abiertos elX y YV’
respectivamente. En efectose Y tomamos un conjunt®, C Y abierto
enY tal quey € V,. Por otra parte, como € X \ mx(F) y el conjunto
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X \ mx(F') es un conjunto abierto el entonces, hay un conjunto abierto
U C X \ nx(F) tal quez € U, ad hacemod/ = U,. Luego, el conjunto
U, x V, es abierto etX x Yy es tal qugz,y) € U, x V,,. Porultimo , por
construcadn del conjuntd’, x V, tenemos qué/, x V,, C (X xY)\ F.
Claramentgz} xY C Uyey (U, xV,). Es decir que la familiql, x V,,: y €
Y} es una cubierta abierta del conjufto} x Y. Puesto que, el espacio
es compacto entonces, el conjufitg x Y tambén es compacto, porque es
homeomorfo &". Se sigue que, hay un conjunto finig,, yo, ..., yx} C Y

tal que{z} x Y < U,(U,, x V,,). EntoncesU = nk_,U,. satisface
FN(UxY)=g@.Porlotantory(F) N U = &. Asi hemos demostrado
que parar ¢ wx(F') hay un abiertd/ C (X \ nx(F)) tal quex € U. Es
decir, que el conjunt& \ mx (F') es abierto etX. Por lo tanto, el conjunto
wx(F) es cerrado eX . O

LEMA 3.1.1Q0 SeaX un espacio topdlgico 7. Tomamos el espacio
topologicoY un espacio compacto. Entonagx x Y) < ¢(X)t(Y)

DEMOSTRACION. Seax = t(X)t(Y'). Vamos a probar que un conjunto
k—cerradoH C X x Y es cerrado etX x Y. Sea(p,q) € H. Como
el espacioX esTj, se tiene qugp} es cerrado. Entonces,' ({p}) =
{p} xY C X x Y es cerrado por la continuidad a@eg . Afirmamos que
T = Hn ({p} xY) C H esk—cerrado. En efecto, pues i C T
tal que|L| < k, entoncesL C H. Ademas L C {p} x Y entonces
L C {p} xY = {p} x Y, por lo queL C T. Es decir que basta probar
queq € my(T). Ahora, siqg € my(T) entonces(p,q) € T C H. Por lo
que es suficiente probar qyes 7y (7'). Suponemos lo contrario, es decir
queq ¢ my(T). Comot(Y) < ky el conjuntol’ esk—cerrao en{p} x Y,
entonces por lema 3.1.8 el conjurfices cerrado efip} x Y, esto implica
quemy(T") es un conjunto cerrado en, por queny ({p} x (Y \ 7)) es
un conjunto abierto el’”. Puesto que el espacio es73 podemos escoger
una vecindad’ cerrada ert” deq tal que el conjuntd” N 7y (7") es vago.
EntoncesX x V es una vecindad del puntp, ¢) en X x Y, por lo tanto
(p,q) € (X x V)N H. Comory* (V) = X x V, este conjunto es cerrado
por la continuidad dery y del hecho de quél esx—cerrado se tiene que
(X x V)N H esk—cerrado enX x Y. Deducimos de la compacidad e
y de la proposi@n 3.1.9 que el mapeoy: X xY — X es cerrado. Por lo
tantoS = 7x((X x V)N H) esk—cerrado. Coma(X) < x se tiene que
el conjuntoS es tambgn cerrado. Ahora por la continuidad de tenemos
penx(X xV)NH) Crx(X xV)NH)=7nx(X xV)nH)=S8.
Entonces, hay un punto € V con (p,r) € H, contradiciendo que
{p}xV)NH={p} xV)NnT =2. O
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DEFINICION 3.1.11 SeaX un espacio topdigico y pseudoradial. Para
A C X, donde el conjuntd no es cerrado, llamaremos @racter de
sucesiones del conjuntd, a la funcdn cardinalo.(A, X) que definimos
como:

0. (A, X) = min{|S|: S es una sucesién en A que
converge a un punto fuera de A}.
Se define el cacter secuencial del espaciocomo:
o.(X) =sup{o.(4,X): AC X, A+ A}

DEFINICION 3.1.12 Diremos que el espacio tofmico X es semi-
radial si para todoA C X que no esk—cerrado, hay una sucési
{z¢: &€ A} C A, con) < k, que converge fuera dé.

OBSERVACION 3.1.13 Para nuestro siguiente resultado es importante
la siguiente constructn por recurgin. SeaX un espacio top@lgico pseu-
doradial y seav un ordinal. Tomamo® C X, se define por recuin :

(1) By =B
(2) Al haber definidaB; para todo ordinab, tal ques < «, definimos:
UBg, sia es imite
B, ={ B<a
{x : x es limite de una sucesn enB, }, sia = + 1

LEMA 3.1.14 SeaX un espacio topdlgico pseudoradial. Entonces,
para todoB C X tenemos qu® = U{B, : a < o.(X)*}

DEMOSTRACION. Se verifica por inducéin transfinita queB, C B.
Sabemos qué, = B C B. SeaB, C B. Entonces, como cada elemento
de B,., es Iimite de una sucesin enB,, luego cada elemento dg,
esh en la cerradura dB,,. PeroB, C B, C B, por lo queB,,; C B. Por
ultimo, si el ordinalx # 0 es imite y B; C B para toda3 < « entonces,
por definicbn de lasB,, tenemos qués, C B. Ahora, sigue de la definich
de un espacio pseudoradial gieC U{B,: a < A}, para ald@n ordinal\
(donde) < | X|T)y por eso basta demostrar quéB,,: o < 0.(X)"} es
cerrado. Supngamos que noy que(X) = «. Entonces, hay una suceési
{xs}s<x C U{Ba: a < 0.(X)"} que converge a un punto fuera de
U{Ba: @ < 0.(X)*"}. Para cada ordinal, cond < x, vamos a escoger
un ordinala (9) < k™ tal quexs € Bys). Seay = sup{a () : § < k}.
Entonces:s € B, para todo ordina que satisfacer (0) < § < «. Por lo
tantox € B, lo cual es una contradidm. O

DEFINICION 3.1.15 Sea X un espacio topdigico. Tomamoss un
cardinal y una sucesn {z,}.c. C X.Diremos que la sucesi {z, }acx
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es estrictamente convergente Enal puntoz € X, si converge ar, el
cardinalx es regular, yr ¢ {z, : a € 5} V(3 < k.

DEFINICION 3.1.16 SeaX un espacio topdigico. Se dice que un sub-
conjuntoA de X es cadena (estrictamente cadena) cerrada si contiene to-
dos los puntosiinites de todas las sucesiones convergentes éstricta-
mente convergentes) contenidasArSeay un ordinal. Diremos quél es
p—cadena cerradai contiene todos los puntosriites de todas las suce-
siones convergentes de longitudontenidas eml.

DEFINICION 3.1.17 El espacio topdgico X se llamaa casi-radial si
cada subconjunto A estrictamente cadena cerrada es cerrada

OBSERVACION 3.1.18 Cada espacio casi-radial es pseudoradial

DEMOSTRACION. SeaA C X cadena cerrada. Comd es estricta-
mente cadena y puesto gifees casi radial, el conjuntd es cerrado elX .
Por lo tanto,X es pseudoradial. O

DEFINICION 3.1.19 La estrechez de un conjuntd en un espacio
topologico X es el menor amero cardinam > X, con la propiedad de que
si ANC # @, entonces exist€, C C tal que|Cy| < my ANC, # 2.
Este cardinal lo vamos a denotar pod, X).

PrROPOSICDON 3.1.2Q Si el espacio topdigico X es pseudoradial
entonces (X) < o, (X)

DEMOSTRACION. Seaor,. (X) = k. Sit(X) > &, entonces por el
lema 3.1.8 existe uml C X que esk—cerrado pero no es cerrado. Sea
z € A\ A. Entonces, por la definioh de estrechez hay ufi, C A tal
que|Ag| < t(X)y 2z € A;. Como el conjuntad esx—cerrado tenemos
que|Ay| > k. Ahora, por la observagn 3.1.13 y por el lema 3.1.14, hay
una familia de conjunto$A,: a < o.(X)"} tal queA = U{4,: a <
o.(X)*}. Sea

v = min{a: « es un ordinal com < 0.(X)™" y existe
z € A, talquet ({z}, A) > k}.

Por la construcdin de lasA,, tenemos que es sucesor, digames= 1+ 1.

Puesto quer.(X) = &, tenemos que el puntoes imite de una sucesn

en el conjunta4,, de longitud a lo rasx. Sea\ = |A,|. Luego, para cada

B € A hay un puntaiz € A, y una suce$in Sz C A, que converge ag.

Peroo.(X) = x entonces, para caga< A tenemos quéSs| < . Por lo

tantoz € U Szy | U S,| < &, lo cual es una contradidmi. O
B<A F<A

PROPOSICON 3.1.21 SeaX un espacio topolagico T} y casi-radial.
Entoncesr.(X) < ¢(X).
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DEMOSTRACION. Sear.(X) = «. Por definicon de caraér secuen-
cial, tenemos que para cada ordipak x existe un subconjuntd C X
no cerrado erX, tal queA es cerrado con respecto a cadenas estrictamente
convergentes de longitud. Entonces, existe € A \ Ay una suce$in
{za},<, C A que converge estrictamente adonde el ordinal: es tal que
p < A< k.SeaB = {Zq}a<r. LUegOT € B, perox ¢ {z,:a < 3}
para todo ordinalj tal ques < A. Por lo tantot(X, B) > \. Entonces
t(X) > A > p. Puesto que es arbitrario, se tiene qué.X ) > . O

LEMA 3.1.22 Si el espacio topdlgico X es casi-radial entonces
t(X) = 0.(X)

DEMOSTRACION. Ya hemos verificado la desigualdagd X) > t(X)
en la proposidn 3.1.20. Ahora, cada espacio casi-radial es pseudoradial,
por la observaéin 3.1.18. Es decir que, se satisfacen las condiciones de la
proposicon 3.1.21. Por lo tanto tenemos la desigualddd’) < ¢(X), con
lo cual concluimos. O

3.2. R-Monoliticidad y Pseudoradialidad

DEFINICION 3.2.1 SeaX un espacio topdigico pseudoradial. Al es-
pacio X' le llamaremosR-monoaitico si para cadad C X se satisface
ag.(A) < |A].

LEMA 3.2.2 SeaX un espacio topdlgico. Si el espaci& esR—monoltico
entonces el espaci es casi-radial.

DEMOSTRACION. SeaX un espacio pseudoradial y tal que para cada
A C X se satisfacer.(A) < |A|. Ahora, suponemos que hay C
X tal que A es estrictamente cadena cerrada pero, el conjdntm es
cerrado. Entonces, hay una suées{z,}.cn C A que converge a un
r ¢ A\ A, donde) es un cardinal regular y mimo respecto de que
la sucegdn {z,}.cx CONverge ar ¢ A. Puesto que, el conjuntd es
estrictamente cadena cerrada, existe un ordinainimo tal quey < A
yz ¢ {z,:a€ pu}. HacemosB = {z, : a € u}. Ahora, definimos por
recurson:
(1) Bo=B
(2) Al haber definidaB; para todo ordinab, tal ques < «, definimos:
UBjg, Sia es imite
Ba — B<a
{z : x es linte de una sucesin enB, }, Sia = v+ 1

Luego para alguna, tenemos qués,, \ A # . Para salir del necesitamos
una cadena de longitud a lo menasObservemos qu& C B, C B. Por
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lo tantoo, (E) > A > |B| = p. Asi, contradiciendo el hecho de que el
espaciaX es R—monoiltico. O

TEOREMA 3.2.3 [6] La clase de los espacia®—monoiticos com-
pactos es numerablemente productiva

DEMOSTRACION. SeanX,Y espacioskR—monoiticos y compactos.
Vamos a demostrar qug x Y es casi-radial.

Suponemos qu& x Y no es casi-radial. Seael menor cardinal tal
gue existe un conjunto estrictamente cadena cerfada X x Y que no
es k—cerrado. Seleccionemos un conjuitoC A tal que|B| < x con
B\ A # @. Ahora, fijlemos un puntér, y) € B\ A. Como cada conjunto
R—monoiltico es casi-radial por el lema 3.2.2 y el conjuffe} x Y)N A
es estrictamente cadena cerrada. Tenemos${gyex Y) N A es cerrado en
X.

Ahora sed” unavecindad cerrada de, y) tal queVN[({z} xY)NA] = 2.
Luego el conjuntad’ = A NV satisfacerx(z) ¢ mx (A’). Es decir, que
cambiando aA por A’ se tienerx(z) ¢ wx (A). Ahora, el conjuntoA’
sigue siendo estrictamente cadena cerradd enY . Adenas, puesto que
A=AU[({z} xY)nN A], se sigue que

() e A=A U{z} xY)NA=AU{z} xY)NA.

Por lo tanto(z,y) € A’. Como(z,y) € B se sigue quex(z,y) = x €
mx (B) . Por otra partery (B) C mx (B) por lo quer (B) \ mx (A) # @.
Sabemos que.(7x (B)) < ’wX(B)‘ < |B| < k. Por la proposién 3.1.9
se tiene querx es un mapeo cerrado. Por lo tantp (A) es< x-cerrado,
por que siC' C mx(A) es tal qugdC| < k, entonces para todac C, existe
y € Ytalque(l,y,) € A. SeaK = {(I,y;): | € C'}. PeroA es un conjunto
< k—cerrado. Luegd{ C A. Por lo tanto, tenemaS C 7x(K) C 7x(A).
Se sigue que hay una sud@si z, }.c. C Tx (A) convergiendo a un punto
¥ ¢ wx (A). Para cadax escogemog, tal que (z,,y.,) € A. Seaz
un punto de acumula@mn completo del conjuntdy,,: o € x}. Luego, el
conjuntoX x {z} N A es un conjunto cerrado et x Y. Ahora, puesto que
el conjuntory! (z) = X x {2} es cerrado eX x Yy puesto que el conjunto
A es cadena estrictamente cerrada, entonces el conjinto {z}) N A
es cadena estrictamente cerrada. P€res R—monoiltico. Es decir, en
particular es pseudoradial, por lo que el conjulitox {z} N A es cerrado.
EntoncesX x {z} N A no contiene ', z).

SeaV’ una vecindad cerrada €¥i x Y de (2/, z) que no intersecta a
(X x {z})N A. Ahora, como: es punto de acumuldm completa de lag,
se tiene que:

Ha € k: yo € 1y (V) } = k.
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Ahora, tomamos/ = {a € k:y, € ny(V)}. Comoz, — 2, por lo
tanto, existed € « tal quex, € wx(V) para todax > (. Puesto que
J N [B,k) # @, existea tal que(z,,y,) € V. Por lo tanto(z/, z) €
{(za,ya): a € [, k) }. Reemplazamos al conjuntb con el conjunte4 N
V,y el conjunto{y,: a € x} con el conjunto{y,: a« € J N [B,k)}.
Notemos que el conjuntel es estrictamente cadena cerradia, x)—
cerrado, pero no es—cerrado. Ahora, puesto que¢ my(A), y my(A)
es< xk— cerrado, tenemogy,: ¢ < a} C my(A) peroz € {y,: p € K} \
{yy,: ¢ € K}

SeaC, = {ys: B € a} C my(A)y hacemo” = | C,. Entonces

aEk

por lo anterior sabemos qu& no es cerrado. Afirmamos qué es (<

r)—cerrado. En efecto, pues B C C', y tomamos al cardinal tal que
A = |D| < k, digamosD = {sz: § < A}, entonces para toda € A

existeas € k tal quesg € {y,: o < ag}. Seap = sup{ag: € \} <k

( por que al sek regular tenemos quef(x) = x )y D C C,, entonces,
DcC,cC.

Puesto que&”' no es cerrado en uR—monoltico, entonces hay una
suceshn {y.,: a« € k} C C convergiendo a un puntg ¢ C. Pasando a
una subsucesn; {y,.): o < x} definida porg (o) = min{o: y5 ¢ C,}.
Podemos asumir qug, ¢ C, Va < k.

Vamos definir por recurén una funan f: x — « tal que

Yo €{ys: @ € B € fla)}

Sean el minimo ordinal tal quey, € C,. Hacemosf(0) = 7. Al haber
definido y; para todo ordina3 < a'y f(3) para todo ordinal3 < «,
entonces, se defing«) = p, dondep € « es el mnimo ordinal respecto
aquey, € {ys: 0< B <ply fla) > f(B) V6 < . Ahora escogemos
vy € {z: a < B < f(a)}, de manera quer,,.y;,) € A. Afirmamos que
{(2},,y.) }a<w €S UNa Suce8n que converge estrictamentéd ') ¢ A. En
efecto pues dadd < «, se tiene adedsz’ ¢ wx({(z,v),) : a < d}),y ¢
my ({(z,y.,) : « < 0}) lo cual implica que(z’,y') ¢ {(«],v.,) : a < d}.
Sabemos queg/, converge a/, basta demostrar que, converge a’. En
efecto, sed/ una vecindad cerrada d& entonces existe tal que para toda
B >a z, € U porlotantosifg > «o,2), € {zg:a<f < f(a)} C
{xg: B>a} € U = U. Es decir que la sucesi {(z,y.)}a<x €S
estrictamente convergente. Rittimo (z/, ') ¢ A puest’ ¢ mx(A), lo cual
es una contradicon. El argumento de est@pafo se usa as adelante, nos
referiremos &l por ().
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Hemos verificado el producto de dos espaci®sy” R—monoiticos com-
pactos es casi-radial. Poltimo siA C X x Y entonces, por el lema 3.1.22

0e(A) = 1(A) C t(mx (A))t(7y (A)) < oc(mx (A))oe(my (A)) < [A].

Ahora vamos a demostrar el teorema. $&g: n € w} una familia de
espacios compactds—monolticos, seaX = IET X,,. Vamos a indicar con
ncw

7, la proyeccdn deX sobre el producto de los+ 1 primeros factores. La
estreclez se preserva bajo el producto numerable de espacios compactos
[15], y por lo tanto por el mismo razonamiento expuesto al principio
de esta prueba, basta demostrar gues casi-radial. Hacemos esto por
contradiccbn, asumimos que existé C X no cerrado pero estrictamente
cadena cerrada, seael minimo cardinal tal qued no esx cerrado. Sea
B C Atalque|B| = ky B\ A # o, ahora escogemos un punto
s € B\ A. Para demostrar que existe € w tal quer,, (s) ¢ m,, (A),
supongamos quer, (s) € m,(A) Vn € w; escogemoss, € A tal
quem, (s) = m, (s,). Claramente por la eled@m de lass,’s la sucesin
{sn: n € w} de A converge estrictamenteza lo cual es imposible pues
A es estirctamente cadena cerrada. Luego parf@nalg € w pasa que
Tm (8) ¢ T (A),y en consecuencia,, (A) no es cerrado en,, (X). Porla
productividad finita de los espaciés-monolticos, podemos reindexar de
tal manera que el cero ahora pase a ocupar el lugar &=indexando como
se menciof, es claro query(A) no esk-cerrado, perd< x)—cerrado
Ahora usando el argumenté) se va definir por recursh una suceén
{Sn.a: a € K} de tal forma que la sucesi {m,(s,.): @ € k} converja

al punto (s, s}, ...,s,,) ¢ m(A). En (&) empezamos con!, — '

y constrimos (z,,y,) C A tal que (2),y.,) — (2/,v). Puesto que
mo(A) no esk—cerrado y es(< k)—cerrado, por lo tanto existe una
suceshn {sp,: @ < k} C A tal quemy(son) — S5 € Xo \ mo(A).
Aplicamos (&) para obtener una sucési{s;,: o < k} C A tal que
m1(s10) — (85,51) € (Xo x X) \ m1(A), etc. En general aplicandah)
por recursbn, obtenemos una sucesi{s, .} C A tal quern,(s,.) —
(8, Shy s 8h) € (1<1}<nXi> \ m, (A). Notemos que en la construoai
(%), constrdmos una suceSn {y/: o« < k} tal que(z.,y,) € Ay
(x,y,) — (2',y') ¢ A. AdemBsy., € {ys: a < [ < f(a)}, por lo tanto,
Sik = w, entonces la sucesi{y, },c. €S una subsucesi de{y, }ocx, POr

lo tantomy(so.a) — sp, Y @adendsm (si.) — (s, s)). Seas’ € X tal que
sun-ésima coordenada seg. Entonces, la construd@m (&) nos muestra
que la sucedin {s,1.,: m € w} se puede tomar como subsuéestle
{Sn.m: m € w}. La sucesdn diagonal{s, ,: n € w} converje as’, en
contradiccdbn con el hecho de qud es cadena cerrada. Por lo tanto el
cardinalx no es numerable. Para cadac ~ seleccionamos un punto de
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acumulaaddn s/, de la sucesin {s,, ,: n € w}. ComoA esw-cerrado, dicho
punto esh enA. Afirmamos que la sucesn {s/,: a € k} converge a'.
Basta demostrar que para toda vecindad cerradadtela formar; ' (U),
dondeU es una vecindad cerrada dgs’) en;(X), la sucesin a partir
de un ordinals € « satisface que/, € =; '(U) para todo ordinak > (3
cona < k. Por construcdn, para cada > j hay un ordinal,, €
tal quem,(sna,) € U x X411 X ... x X,, cuandoa > «,, puesx es
regular. Sea = sup{a,,: n > j}. Para cualquienr > ayn > I
tenemos que,, € ;' (U) y porlotanto s/, € 7; ' (U), esto demuestra la
convergencia, claramente estricta,{@é: a € k} as’ € A\ A. Lo cual es
una contradicén y la prueba eatcompleta. O

TEOREMA 3.2.4 Searx un cardinal. Tomamo$X,, : « € s} una fa-
milia de espacios compactds—monolticos y un cardinal\ tal que\ > k.
Entonces, cada subconjunte «)—cerrado)\ cadena cerrada dél, .. X,
es\ cerrada

DEMOSTRACION. El resultado se ha verificado para todos los cardi-
nalesx tales quex < w en el teorema 3.2.3. Ahora, asumimos gues
un cardinal tal que: > w y que el teorema es cierto para cada cardinal
menor quex. Basta verificar que sl es un subconjuntp< «)—cerrado no
A —cerrado ddl,¢.X,, entoncesA no esh—cadena cerrada . Tomamos

A = min{#: ¢ es un cardinal y el conjuntd
es menor qué — cerrado}.

SeaB C A talque|B|] = Ay B\A # @. Sea un ordinal tal
que S < k. El mapeong: e, X0 — IaepX, denotad la proyecdn
carbnica. Sear € B\A. Sing(z) € m3(A) para cadal € « entonces,
escogemos puntos; € A tal queng(x) = mg(z). Por construcdn la
sucesbn {z3: B € k} converge ar. Por lo tanto, el conjuntol no es
A—cadena cerrada. Ahora, suponemos que pafmalge x, se satisface
quems(z) € mz(B)\ms(A). Es decir, querz(A) no es un subconjunto
A—cerrado ddl,.3.X,, pero si es menor que—cerrado. En efecto, pues
siD C m3(A) es tal qugD| < X entonces, por la eledm de X hay un
D' c Atalque|D| = |D'|, que satisface que;(D’) = D. Ahora, por ser
A un conjunto(< \)-cerrado eff] ¢, X, se tiene queD’ C A. Entonces
D C m(D’) C m3(A) porque la proyecon 75 es cerrada. Ahora, por
hipotesis de inducéin, hay una sucesn {z°: « € \} € Ay un punto
2P € M,epX, \ m3(A) tal que, la sucedh {rs(z7): a € A} converge a
z%. De lo anterior se tiene que debe de ser regular, pues de no ser asi
existifia un ordinaly, menor que\, tal que hay una sucedsi creciente de
ordinalesu, que cumple col..,, v. = A, lo cual contradice la minimalidad

een
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de) . SeaC, = {z5: a € v}, luego tomamog’ = U,ex C5. Afirmamos
quems;1(C) es un subconjunto< \)—cerrado ddl,c5.1.X,. En efecto,
seaD C w4 (C) tal que|D| < A. Entonces, hay uD’ C C con
|D'| < X tal quemsyq(D') = D. Puesto que el espacids,i<,<»X, €s
compacto se tiene que C w5, (D’) C ms41(C). Claramente el conjunto
ms+1(C) no esh—cerrado. Luego, aplicando la laifesis de inducoin hay
una sucedin{z™: a € A} € C'yun puntozr”™ € Il,c5:1X, \ 7551 (C)
tal que {ms,1(2%%1) : a € A} converge ar’*!. Mas din, la sucegin
puede ser escogida de tal formé+1 ¢ C, paratoday € \. En efecto,
definimos una funéin f : A — X\ definida porf(§) = min{6

0 es un ordinal y:;*! ¢ Cjs}. Es decir que podemos reindexar de tal
forma que la propiedad requerida se cumpla. En consecuefjtia

{5 v € a € \}. Ahora, la suceéin {m3(z%*!): a € A} converge ar’
enll,., X, pues cualquier vecindad d€ contiene a lag . (z2™!) por lo
quez’*! es una extendn dez’, es decir que para todo ordinalc 3 se
cumple quer,(z°1) = 7 (7).

Continuando este proceso inductivamente cofsis sucesione?*": o €
A} de tal forma que(ms., (z57™): a € A} converge a un punto’ €
540Xy, tal que:

(%) xfj“”’l e{zbt: v eae N},

adenas el punte®t"*! es una extenoin dex’*". En el pasoilmite 5 + w

definimosz®** = U, 27T y para cualquier € A\ escogemos un punto

de acumuladn 22+ ¢ {z5"" : n € w} C A. Afirmamos que la sucesi

{ma10(x27): a € A} converge a’™ € I1,.44,X,. En efecto, se&’
una vecindad &sica der” . Luego el conjuntd’es una vecindad cerrada
enl,c, X dez? <, digamos/ = 111, U, x axa, X,. LUego sin, es tal

aEk

ques+ny > a,, paratodar = 1, .., ny, se sigue que’™™ € m5,.,(V) para
todan > n, por lo quez’*"est finalmente em s, (V) para todar > n;.
Ahora, para cada > n,; vamos a escogey, € A tal que para toda > -,

se satisface que, € m3.,(V). Seayy = sup,c,{7.}. Tomamosy > ~,
luegozf*" € Iz, (V) para cada € w. Por lo tantar?*" € V para cada

~v > 79. Asi por induccon transfinita se construyen para cualquies «
sucesionegz?™: a € A} C Ay puntosz®™ € Il,cs5.,X, de tal forma
que {ms(22T): a € A} converge a’™7 y paratoday € 4 el punto
2P+% es una extenén dex’t7. Mas din, para cada ordinal sucesor digamos

v = 0 + 1 se satisface quej "' ¢ {227°: n € a € A}. Ahora para cada

ordinal imite v el puntoz”*” es un punto de acumul@ci completa del
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conjunto{z?*°: § € ~}. Porltimo seaz = |
Tenemos dos casos:

Caso 1: Si\ = « entonces hacemas = z°*. Afirmamos que la suce-
sion{z,: a € k} converge:. En efecto, tomamos el conjurnits una vecin-
dad dez. Sin gerdida de generalidad, podemos suponerifjue wﬁ‘i,y(V)
dondeV es una vecindad cerradad&™ enll, 5., X,. Puesto que el con-
junto V' esh restringido 6lo en un rimero finito de coordenadas, por lo
tanto hay un ordinak tal quexz’*" € V para cualquier ordinal > &. Por
construcadn para cada: > a. Tenemosy?+7+1 € {xf”: €k E>al
vemos quer’ Tt e wgiv(V) para cualquierx > & y para cualquier
n € w. Pero entonces’ ™" e m;! (V) y ad inductivamente tenemos
quez’t € wgiw(V) para cualquiery > &y para cualquiety < 0 € . Sea
v = max{a, v} tenemos que, = z°+* ¢ W para cualquierr > vy por
lo tanto{z,: a € k} converge &a.

Caso 2: S\ > x entonces para cualquier ordinale A escogemos un
punto de acumuladn completa,, del conjunto{z’™: v € x}. Observe-
mos quez, € A paratodax € ), por queA es(< \)—cerrado. Afirmamos
que{z,: a € A} converge a. En efecto, fijemos como antes una vecindad
U dez. Ahora, por regularidad del espadipc,..X,, hay un conjunto abier-
toV talquez € V C V C U. Seay un ordinal fijo tal que el conjunto
W = wgi,y(V) contiene a todas las coordenadas que determinanemn-
tonces, para cadd> « hay un ordinah; € ytal quexz?*? ¢ V cV c U
para cadax > «;. Luegoms s(z2+°) € mg,5(W) cuandoa > ;. Dado
que es regulal) = sup;.,.{as} € A\. Tenemos:?+? € W para toda € «

y paratodal € o € Ay por lo tantoz, € W para cada € a € \.

En ambos casos se tiene que la suwes$t, : « € A} converge & y

esto completa la prueba. O

27 € Mo Xa \ A
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CAPITULO 4

La propiedad de Whyburn y la pseudoradialidad

En este cajpulo vamos a introducir dos nuevos conceptos, el concepto
de espacio de Whyburn y el de espac@biimente Whyburn, y posterior-
mente vamos que relari tienen dichos conceptos con la pseudoradialidad
y con el producto de espacios pseudoradiales. Para el desarrollo idglcap
se consufh [14, 11, 9.

4.1. Las propiedades de Whyburn

DEFINICION 4.1.1 Diremos que un espaci&® topologico tienela
propiedad de Whyburiinformalmente diremos que el espa@s Why-
burn) si cuandaV/ C X'y M no es cerrado, entonces para cada M \ M
existe A ¢ M tal queA\ M = {z}. Diremos que el espaci® es
débilmente Whyburrsi cuandoM C X no es cerrado, entonces existe
reM\MyACcC MtalqueA\ M = {z}.

OBSERVACION 4.1.2 De la definicon anterior se sigue que todo espa-
cio de Whyburn esé&bilmente Whyburn.

DEFINICION 4.1.3 SeaX un espacio topdigico. Diremos que el espa-
cio X essecuenciaki los A C X cerrados son aquellos que contienen los
puntos Imites de las sucesiones convergentes contenidds en

DEFINICION 4.1.4 SeaX un espacio topéigico. Diremos queX’ es un
espacio Frechet-Urysohn si para catla X y para cada: € A existe una
sucesbn {z, },c. C A que converge a.

PROPOSICDN 4.1.5
i) Un espacio Frechet-Urysohn Hausdorff es de Whyburn
i) Un espacio secuencial Hausdorff eshilmente Whyburn.

DEMOSTRACION. i) SeaX un espacio Frechet-Urysohn Hausdorff.
TomamosM C X no cerrado y unz € M \ M. Puesto que
X es Frechet-Urysohn existe una suées{z,}.c., en M que con-
verge ax. Por Ultimo, por ser el espaciX Hausdorff se tiene que

{zn, new}\ M= {z}.

43
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i) SeaX un espacio secuencial Hausdorff. TomamosMnC X no
cerrado. Entonces, hay una suées{z,},c., C M tal quez, —
r € M\ M. Luego, por ser el espacid Hausdorff se sigue que
{z, :new}\ M ={z}.
O

EJEMPLO4.1.6 Sea
1 1 1
T = — =] — : .
{(55) mmeNpU{(--0) : me N} U{(0,0)

Cada conjunto{(%, %)} dondem,n € N, es abiertoed. UnU C T
es vecindad del punt@®, 0) si y s0lo si para todos los naturales excepto
para un amero finito de ellos el conjuntén : (%, %) ¢ U} es finito.

Afirmamos que el espacit cumple con ser &bilmente Whyburn pero no
de Whyburn.

DEMOSTRACION. Sead = {(, 1) : m,n € N}, si hay unM c A4
tal queM \ M = {(0,0)}, entonces--,0) ¢ M paratodan € N, luego la

——esma columna contiened$o un rimero finito de elementos dé para
todam € N. Se sigue quéA\ M)U{(0,0)} es unavecindad d@,0). O

PROPOSICDN 4.1.7. SeaX un espacio de Hausdorff semiradial, en-
toncesX es cebilmente Whyburn.

DEMOSTRACION. SeaM C X no cerrado, sea el minimo cardinal
tal queM no esk—cerrado. Puesto que el espadiaes semiradial, se sigue
que hay una sucesi {z, : « < k} C M, que converge a un punio¢ M.
Puesto que el espacio es de Hausdorff y de la minimalidae tiene que
{2, :a <k} \ M ={z}. O

DEFINICION 4.1.8 SeaX un espacio topdlgicoT;. El pseudocaracter
de un puntor € X es el menor cardinal de la forma = |/|, dondel{ es
una familia de abiertos d¥ tales queNi/ = {x}. Este imero cardinal lo
denotaremos pap(x, X). El pseudocaracterde X es el rumero cardinal

U(X) = sup{v(z, X): x € X}.
LEMA 4.1.9 SeaX un espacio topdlgico compacto. Entoncgg.X) =
P(X)

DEMOSTRACION. Sea X un espacio compacto. Vamos a tomar un
x € X yunabase locas, dex. Luego, por la proposién 1.1.5 se sigue que
{z} = N B,. Es decir que)(z, X) < x(z, X). Por lo tanta)(X) < x(X).
Notemos que esta desigualdad éfida para cualquier espaciq. Ahora,
como antes, sea< X. Tomamos una familigd de abiertos d&X tales que
NU = {z}. Seald| = k entonces, el conjuntpr} es unG,. Luego, por el
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lema 2.1.3 hay una base para el conjupitd en X de cardinalidad. Asi,
tenemos que(x, X') > x(z, X). Por lo tantoy(X) > ¥(X).
]

PROPOSICDN 4.1.1Q [9] SeaX un espacio compacto yedilmente
Whyburn. EntonceX es pseudoradial.

DEMOSTRACION. SeaM C X no cerrado. Puesto que el espacio
es cebilmente Whyburn, hay un € M \ M y un A C M tal que
A\ M = {z}. Escogemos una familia minimal de abier{@$, : a < x}
tal quen,e.U, = {z}. Podemos escoger dicha familia de tal forma que
sea una base local en esto es posible por que en un espacio compacto el
pseudocacter es igual al cacter, por el lema 4.1.9. Por la minimalidad de
K se tiene quése (UsNA))\{z} # @ paratoda\ € x. Ahora escogemos
zy € (Ngex(Us N A)) \ {z}, luego por la compacidad dé se tiene que la
sucesbn{z, : A < k} converge a ¢ M. O

DEFINICION 4.1.11 Sea(X, 7) un espacio de Whyburn. Diremos que
M C X esWhyburn-cerradasi para todad C M tal queA \ A = {z},
pasa que € M.

OBSERVACION 4.1.12 SeaX un espacio top@lgico cEbilmente Why-
burn. Entonces, cada C X Whyburn-cerrado es cerrado.

DEMOSTRACION. Suponemos lo contrario. Es decir que existérT
X que es Whyburn-cerrado pero no es cerrado. Ahora, como es espacio
es tebilmente Whyburn entonces, existe uine M\ M yun A C M
tal queA \ M = {z}. Seay € A\ A. Entoncesy ¢ M. Por lo tanto
ye€ A\ M.Esdecirqued \ A C A\ M. LuegoA \ A = {x}. Puesto que
el conjuntoM es Whyburn-cerrado eN tenemos que € M, lo cual es
una contradicdn. O

TEOREMA4.1.13 [9] SeaX un espacio semiradial compacto glall-
mente Whyburn, sed un espacio compacto yetlilmente Whyburn, en-
toncesX x Y es cebilmente Whyburn.

DEMOSTRACION. Suponemos que hay un espacio compadbild
mente Whyburn y semiradidl, y un espacio ébilmente Whyburn'y com-
pactoY’, tal queX x Y no es @bilmente Whyburn. Entonces, hay un con-
junto Whyburn-cerradol ¢ X x Y que no es cerrado. Seael minimo
cardinal tal qued no esk —cerrado. Ahora, escogemos un conjunfoC A
que satisface cofB| = ky B\ A # @. Tomamos un puntfr,y) € B\ A.

El conjunto{z} x Y es dbilmente Whyburn, pues es homeomorfd a
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Afirmamos que sid N ({z} x Y) # @ entonces hay una vecindad cer-
rada de(z,y) que es disjunta del N ({z} x Y). En efecto, puesto que
AN ({z} xY) es Whyburn-cerrado, luego el conjuton ({z} x Y) es
cerrado,por la observam 4.1.12, en{z} x Y. Por lo tanto el conjunto
N={yeVY:(r,y € An ({z} x Y)} es cerrado ely’. Se sigue que
An({z} xY) = a,(N)N7y'(z), es decir que el conjuntdn ({z} x Y)
es cerrado etX x Y. Puesto que el espaci® x Y es compacto hay una
vecindad cerrad® de(z,y) enX x Y talqueVN[AN ({z} xY)] = 2.
HaciendoA’ = ANV tenemos que ¢ mx(A")y (z,y) € A’y A’ es Why-
burn cerrado pero no cerrado.if®demos asumir quén ({z} xY) = .
Como(z,y) € B se tienerx(z,y) = = € 7x (F) C 7wy (B) por lo que

m(B)\ mx (A) # @. Puesto quer € mx(B) se sigue querx(A) no es
k — cerrado. Por otra parte, siend& semiradial, podemos fijar una suce-
sion {z. : ¢ € A\} C 7x(A) que converge a un puntd € X \ mx(A).
Afirmamos que el conjuntex(A) es(< k) — cerrado. En efecto, por la
proposicon 3.1.9 sabemos queg; s un mapeo cerrado por lo tantg (A)
es(< r)-cerrado, por que U’ C wx(A),|C| < k, para todd € C, ex-
istey, € Y tal que(l,y;) € A. SeaK = {(l,y;) : | € C}, peroA es
< r—cerrado, entonceE C A por lo tantoC' C 7x(K) C wx(A). En
consecuencia tenemos gie-= ~ y por lo tantox es cardinal regular. Para
cualquier{ € x, escogemog; tal que(z¢,ye) € A. Ahora escogemos un
punto de acumulaoh completap € Y del conjunto{y; : £ € x}. Se tiene
que el puntqz’,p) ¢ A, ad podemos asumir como antes qué y (A).
Para cualquiet € « , denotamos po€: la cerradura erY” del conjun-
to{y, : v € {}yseaC = Uge, Ce. Comomy(A) es(< k) — cerrado
se sigue qu& C my(A). Mas din puesto que € C \ 7y (A), se sigue
que C no es cerrado en. Por sery débilmente Whyburn hay un conjunto
D c Cyunpuntoy ¢ Ctal queD \ C = {y'}. Claramente podemos
escribir aD = {y'} U(Ueen(D N C¢)). Para todet € x escogemos una
vecindad cerrad& dey’ en el subespaci® tal queUs N (D N Cy) = &

y seaV; = N,cU,. Puesto que el espacid es compacto YD \ {y'} es
(< k) — cerrado, se sigue que cadg \ {y'} es no va@. Ahora, esco-
giendo un puntg; € V. \ {y'} para tod& < x, tenemos una sucési que
converge @'. Vamos a definir por recui@n una funadn f: x — « tal que:

ye €E{y s €v e f(E)}

Sean minimo tal quey, € C, y hacemosf(0) = 7. Al haber definido
y,, paratodavr < £y f(v) para todar < &, entonces se defing¢) =
p, dondep € r es ninimo respecto a queg; € {y,:0<v <p}y

f(&) > f(v)Vv < & Ahora escogemos!, € {z,: £ <v < f(§)}, de
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manera quézg, y:) € A. Afirmamos que{(:c’é,yg) }e<r €S una sucesn
que converge &', y’) ¢ A. En efecto, sabemos qygconverge &/, basta
demostrar que; converge a’. En efecto, se& una vecindad cerrada de
2/, entonces existé tal que para toda > ¢ z, € U, por lo tanto si
v>&ap e o, E<v<f(§)} C{z,:v>¢& €U = U. Es decir
que la suceéin { (xg,yg)}w es estrictamente convergente. Riiimo
(',y') ¢ A puesz’ ¢ wx(A). Asi la sucesin F' = {(@% ) = € € K}
esh en la cerradura de un segmento inicialf/dg por lo tanto enA, por
loqueF \ A = {(2/,y')}, en contradicdn con el supuesto de quees
Whyburn-cerrado. O

4.2. Espacios submaximales, espacios dispersos y pseudoradialidad.

DEFINICION 4.2.1 Diremos que el espacio tof@glico X es un espacio
submaximal si cada subconjunto denso es abierto

LEMA 4.2.2 El espacio topdigico X es submaximal si yodo si para
todo A C X con interior vago es cerrado y discreto.

DEMOSTRACION. SeanX un espacio submaximal, \ C X un
conjunto con interior vdo. Puesto que para todo abierto noied¢, ocurre
queU C A; esdecir qué/ N (X \ A) # @, por lo tantoA es cerrado.
SeaB C A, entonces claramente para todo abierto ndoveG ocurre que
U C B;esdecirquéd/ N (X \ B) # @, luegoB es cerrado para todo
B C A por lo queA es discreto. Inversamente; sBac X denso enX,
entonces para todo abieftono vado ocurre qué/ C (X \ D), por lo tanto
el interior deX \ D es va@o. LuegoX \ D es cerrado, esto implica que
es abierto. O

PROPOSICON 4.2.3 [14] Un espacio submaximdl, es de Whyburn.

DEMOSTRACION. SeanX un espacio submaximdl, de Whyburn y
r € A\ A. El conjuntoA \ int(A) tiene interior vam en X y entonces es
cerrado y discreto eX. Por lo tanto,r € int(A). Puesto quent(A) \ A
es cerrado y discreto, hay una vecindad abiert@ldde z, tal que N
(int(A) \ A) = {z}. Claramente qué3 = W N int(A) satisface con
B\ A={z}. O

Para notar que la hiptesis de que el espacio s&a se expone el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO4.2.4 Consideremos al conjuntt! = {0} U { : n € N}
como subespacio d& con su topoloa natural. Ahora elX = M U{2} las
vecindades de un punto dé¢ son sus vecindades inducidas por la top@og
deR y las vecindades del punfoson de la formd< U {2}, dondeK C M
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es cofinito (o sea) \ K es finito). Por construcen el espacio e§’ y
submaximal, pues lonicos conjuntos densos son los que contienen a
{% : n € N} y éstos son abiertos eki. Aderas cualquier subconjunto
de {2 : n € N} que tiene & en su cerradura, va a tereen su cerradura
tambén.

DEFINICION 4.2.5 El espacio topdigico X es denso enisnismo si
cadar € X es punto de acumulam deX.

TEOREMA 4.2.6 [9] Si X es un espacio topoyico numerablels,
submaximal y denso eri mismo, entonceg = X X (w + 1) no es
débilmente Whyburn.

DEMOSTRACION. Fijamos una biyecoin f : X — w. Afirmamos
que el conjuntoA = {(z, f(z)) : = € X} es no cerrado por que
A D AU (X x {w}). En efecto, sk € X y U es una vecindaddsica
de(c,w), digamosy/ =V x ((w+ 1)\ V), dondeN es un conjunto finito
dew y V es una vecindad abierta dePor serX denso enismismo,c
es punto de acumulam de X, es decirn(V' \ {c}) N X es infinito. Luego
(V x[(w+1)\ N])NnAesinfinitoy por lo tantqU \ (¢, w)) N A es infinito.
Ahora suponemos que existe BhC X tal queD = {(z, f(z)) : € B}
y ‘E\A‘ = 1. Claramente D\ A = {(y,w)} para alginy € X pues
todos los puntos de acumuléni de A yacen enX x {w} y sin pérdida
de generalidad, asumimos quyeZ B. Puesto quev + 1 es compacto, la
proyecconry : Z — X es cerrada, lo cual implica que; (D) es cerrado
y por lo tanto,7x (D) = B U {y}. Hay dos posibilidades; € B o B es
cerrado emlBU{y}. No obstante, la segunda no es posible gdes 7y (B)
yy € D. Porlotanto,y € B\ B; ad por el lema 4.2.2B no tiene
interior vado en X. Seaz un punto arbitrario dénty (B); afirmamos que
(z,w) € DNA. Enefecto(z,w) € AysiU =V x ((w+1)\ F) esuna
vecindad lsica d€z, w) (dondeV es una vecindad deen X'y F' C w es
finito), puesto qué’ N B es infinito,U N D tambén lo es, a@sdemostrando
nuestra afirmadin. Por lo tanto, tal conjunt® no existe y la demostraim
es completa. O

DEFINICION 4.2.7. El espacio topdlgico X es disperso si no contiene
subconjuntos no vaas densos er smismos.

LEMA 4.2.8 SeanX un espacio topdilgico disperso VA el conjunto
de todos sus puntos aislados, entondess denso elX.

DEMOSTRACION. Suponemos qu& \ A # &, entonces por ser el
espacio disperso el conjunio \ A tiene un punto aisladeen X \ A . Por
serX \ A un abierto enX se tiene que es un punto aislado eH, lo cual
es una contradicon. O
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TEOREMA4.2.9 [14] Un espacidls, disperso esé&bilmente Whyburn.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio disperso y de Hausdorff. Para
cualquierL C X, denotamos pou(L) el conjunto de puntos aislados
del subespacid.. Suponemos que hay uB C X no cerrado que es
Whyburn cerrado erX. SeaB, = a(B)y Cy = By \ By. Por el lema
4.2.8 B, es denso eB y C es cerrado elX. Sin perdida de generalidad
asumimos qués = X. Ahora por recurgin transfinita si se han definido
los conjunto’,, B,, seaB,i1 = a(Cy) Y Cor1 = Cy \ Bay1- Sif es
un ordinal Imite y si esan definidosC,, B, para todan < [, hacemos
Bs = 2,03 ={C, : a < f}. ComoX es disperso , hay un ordinatal
queX = B=U{B,: a < d}.Sea\ = min{a < § : B,N(B\ B) # o},
entonces por la definioh de losB),, A no es un ordinalinite, digamos
A = X + 1. Escogemos un punto € B, \ B = a(C),) \ B. Como
x es aislado e, hay un abiertd/ en X tal queU N C,, = {z}. Por
ser el espacid; podemos encontrdr € rtalquex ¢ V c V Cc Uy
considere el conjuntd” = (V N B) \ {z}. Puesto quec € B tenemos
quex € F. Afirmamos queF es tal queF \ F' = {z}. En efecto, pues
FCB=U{B,:a<)\}UCy,YFNC,, CVNC),, = {x}.Porlotanto
F\{z} =U{B,: a < \} C B. Se siguer est en la Whyburn-cerradura
de B, una contradicéin. O

OBSERVACION 4.2.1Q En contraste, un espacig disperso no tiene
que ser de Whyburn como lo demuestra el ejemplo 4.2.15.

Tampoco es &lido el teorema 4.2.9 para espacigglispersos como se
demuestra el siguiente ejemplo. Primero necesitamos una definici

DEFINICION 4.2.11 SeaX un espacio de Hausdorffsu topologa.
Sedl'(X) la familia de todos los ultrafiltros en(o sea, ultrafiltros abiertos)
que no convergen a nifig punto deX. Se le dota de una topologia al
conjuntoxrX = X UT(X) tomando como vecindad de un puntoXie la
familia de todas las vecindades.den X y como vecindades d€ € T'(X)
la familia de todos los conjuntdsF} U U, dondeU € F. El espacio que
ad se obtiene se llamka extensbn de Katetowdel espaciaX; es facil ver
quexX es un espacio de HausdorfiiX \ X es discreto.

EJEMPLO 4.2.12 Suponer guev tiene la topologa discreta;xw es
disperso;l; y no cebilmente Whyburn.

DEMOSTRACION. Que kw sea de Hausdorff es consecuancia de la
definicion. Adenas, puesto que tiene la topologa discreta yxw \ w es
discreta, sigue quew es disperso. Para demostrar gueno es @&bilmente
Whyburn, sead C w tal que|A| = X,, notemos que los punteso \ w
gue pertenecen a la cerradura4ison aquellos filtrosF tales qued € F.
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Ahora para cad® € 24\ {@, A} hay un filtro £ que no contiene &.
En efecto, sead’ = {D : w\ B C DoA C D}, E = {DinND,:
Dy, D, € E}, cerrando aF' bajo superconjuntos obtenemos el filifo
Mas din siL — x, entoncesL’ = L\ {z} es un filtro que no converge
ax. Porlo tanto{ L'} UV, V € L' es una vecindad dd. Es decir que
la familia de filtros que contienen 4 tiene cardinalidad mayor o igual a
‘2“( = |2¥|. Puesto quev es abierto eniw y cualquierA C w infinto

tiene en su cerradug’ puntos, se sigue que para tod@ xw \ w no hay
subconjuntod C w tal queA \ w = {p}. O

COROLARIO 4.2.13 [14] Un espacio compacto y disperso es pseudo-
radial.

DEMOSTRACION. El resultado es consecuencia inmediata del lema
4.2.8 y de la proposion 4.2.2. O

PROPOSICON 4.2.14 [9] SeaX un espacio topdigico disperso de
Whyburn, entonces cada punto de acumiagi € X puede incluirse en
un conjunto cerradd” C X tal quep es eltnico punto de acumula@n de
F.

DEMOSTRACION. Seap € X un punto de acumula@n deX, y sead
el conjunto de todos los puntos aisladosXiePor el lema 4.2.% < A.
Comop € Ay puesto que el espacii es de Whyburn, hay un conjunto
B C AtalqueB )\ A = {p}. Claramente el conjuntd' = B U {p} cumple
lo requerido. O

COROLARI04.2.15 [14] Un espacio compactd,, disperso y de Why-
burn es Féchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. SeaX un espacio compactb,, disperso y de Why-
burn. SiA C X no es cerradp € A\ A, entonces puesto que el espacio es
de Whyburn, hay ui C A tal queB\ A = {p}. Aplicamos la proposiéin
anterior al espacio disperd®; se tiene que exist€' C B cerrado (y por
lo tanto, cerrado erX) que tiene comainico punto de acumulaim ap.

Por ser cerrado e, F' es compacto, luego cualquier subconjunto infinito
numerable dé’' \ {p} C A es una suceSh convergente a. O

TEOREMA 4.2.16 [14] Un espacio numerablemente compatioy de
Whyburn es Frechet-Urysohn.

DEMOSTRACION. SeanX un espacio numerablemente compabiy
de WhyburnA C X no cerrado, yt € A\ A. Por ser el espacio de Whyburn
A contiene un conjuntd/ tal queM \ M = {x}. Tomamos una familia de
abiertos déV/ que sea maximal y disjunta, digamostal que las cerraduras
de sus elementos no contienen.é&Entoncesr € J L y por lo tanto, por
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ser el espaci de Whyburn, hay uiv ¢ J £ tal queN \ N = {z}. Sea

L ={U € L:UNN # @}. Afrmamos quel’ es infinito. En efecto,

ya que sil’ fuera finito entonces € U ,(U;NN) = UL, (U;NN);

0 sea, para algn elemento de dicha um, digamosj, se cumple que

x € U;NN C U, lo que contradice la eledm de los elementos dé.
Ahora para cad®& € £’ escogemos umy € V N N. Por construcdin el
conjuntoD = {zy : V € L'} esdiscretoed/ y (D\ D)N (UL) = 2.

Es decir, queD es cerrado etV y por lo tantox debe de ser dlnico punto

de acumuladn de D en el espacio numerablemente compatto {z}.

Por lo tantoD U {z} es un espacio infinito numerablemente compacto cuyo
Gnico punto no aislado es Este espacio es compacto, por lo que hay una
sucesbn numerable e que converge a. O

DEFINICION 4.2.17 El espacio topdlgico X esk—espacio si eds y
para cad& C X, Z es cerrado en X si la intersebai deZ con cualquier
subespacio compacto de X es cerrado erx'.

COROLARIO 4.2.18 [14] Un k—espacio de Whyburn es &thet-
Urysohn.

DEMOSTRACION. SeanX un k—espacio de Whyburmd ¢ Xy z €
A\ A. Por ser el espacio de Whyburn hay BrC A tal queF' \ F = {z}.
Podemos asumir quén A = F'N A(si no son iguales es reemplazamds a
por F' N A). El conjuntoF’ no es cerrado pues = F U {z}. Ahora por ser
X unk—espacio, hay C X compacto tal qué’ N F' no es cerrado eA’.
PeroK N F C KNF C KN(FU{z}).Porlotantak N F = (KNF)u{x},

y como consecuencia€ K N F, luego por el corolario 4.2.15 el espacio
K es Fechet-Urysohn, asiay una suceén S C K N F' que converge a,;
claramentes C A. O







Conclusiones

En el cafitulo 2 se expone una caracterizatide la pseudoradialidad
y su relacbn con la compacidad secuencial, y adsnibajo el supuesto
de ¢ < w, se concluye que cada espacio secuencialmente compacto es
pseudoradial. Se define elimero de separam y con el se caracteriza la
compacidad secuencial como sigue:

i) Si X es rumerablemente compacto®; conw < s entoncesX es
secuencialmente compacto.

i) Sik > s entonceg” no es secuencialmente compacto.

Con los resultados anteriores se caracteriza la compacidad secuencial y
se tiene:

i) 2% no es pseudoradial.
En el cajitulo 3 se trata el producto de espacios pseudoradiales, la

propiedad no se preservarabajo producto finito, y se buscan las condi-

ciones bajo las cuales se preserva la propiedad bajo el productodam!
en particular:

iv) El producto numerable de espacios R-maticas es pseudradial

En el caftulo 4 se abordan las propiedades de Whyburn y su mlaci
con la pseudoradialidad, concluyendose:

v) Un espacio Hausdorff compacto glilmente Whyburn es pseudoradial.

Ademas se vio que un espacit disperso es @&bilmente Whyburn,
como consecuencia se conabuy

vi) Un espacio Hausdorff disperso y compacto es pseudoradial.
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