
Universidad Autónoma Metropolitana
Iztapalapa

Ciencias B́asicas e Inginenierı́a
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Índice general

Introduccíon 7
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Introducci ón

Si estuvieramos interesados en estudiar la topologı́a mediante la con-
vergencia, veremos que las sucesiones no son suficientes para tal fin. Por
ejemplo, pensemos en la compactificación de Stone-̌Cech de los naturales
βN. Cada conjunto cerrado deβN es finito u homeomorfo aβN-vease [1].
Seax ∈ βN \ N. ComoN es denso enβN, se sigue quex ∈ N. Sin embar-
go, ninguna sucesiónN converge ax. Este ejemplo nos deja dos formas de
proceder para estudiar la topologia usando sucesiones:

1. Dejar de usar sucesiones. En su lugar podrı́amos usar filtros o redes.
2. No considerar espacios topológicos en general. En su lugar podrı́amos

limitarnos a aquellas clases de espacios en los cuales las sucesiones son
suficientes para estudiar la topologı́a.

El esquema anterior fue planteado primeramente por Franklin [16].
Otro camino en este estudio es considerar sucesiones de tamaño arbitrario;
es decir que en vez de funcionesS : ω → X, consideraremos funciones
S : α → X dondeα es cualquier ordinal. Bajo esta generalización, el
analogo de espacio secuencial es la nocion de espacio pseudoradial.

Los espacios pseudoradiales son una generalización de los espacios se-
cuenciales en el sentido de que en los primeros la longitud de las suce-
siones esω y en los segundos, consideramos sucesiones cuya longitud es
un ordinal arbitrario. En general, cuando desarrollamos una generalización
tenemos el proṕosito de superar una restricción. Con ello, la clase de ob-
jetos que cumplen el nuevo concepto se vuelve más amplio, pero sin sus
restricciones. En este sentido, son más ricos en cuanto a propiedades y de
ahi el inteŕes que pueden suscitar para su estudio.

En el estudio de los espacios topológicos se buscan invariantes, es de-
cir, aquellas propiedades que se preservan bajo mapeos, productos, inmer-
siones, etc. Es decir, que en topologı́a, como en toda la matemática, la clasi-
ficación se debe hacer tomando en cuenta las propiedades que permanecen
sin modificacíon bajo ciertas acciones. Sin embargo, para el caso del pro-
ducto topoĺogico, no siempre se preservan las propiedades topológicas de
los espacios factores, ejemplo de ello es el hecho de que el producto de es-
pacios normales no es normal. En esta situación, lo natural es indagar si hay
condiciones que preservan la propiedad estudiada bajo producto topológico.
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8 INTRODUCCIÓN

Muchas veces la clasificación de ciertas propiedades se hace más ll-
evadera mediante propiedades equivalentes o caracterizaciones; este es el
caso de los espacios pseudoradiales. La atención en ellos toma auge a par-
tir de la d́ecada del 90 del siglo pasado cuando Shapirovskii demuestra la
equivalencia de la compacidad secuencial y la pseudoradialidad en espacios
compactosT2.

Entre los resultados que vamos a abordar está que el producto, áun
finito, de espacios pseudoradiales no es pseudoradial. Sin embargo, cuando
agregamos la condición de que los factores sean R-monolı́ticos, entonces el
producto de espacios pseudoradiales es pseudoradial.



CAṔıTULO 1

Preliminares

1.1. Propiedades b́asicas

En esta sección formularemos los axiomas de separación que son nece-
sarios para el desarrollo de esta tesis y remarcaremos ciertas propiedades de
espaciosT4 y T2 compactos que se usarán en lo sucesivo. Sin embargo, todo
el material que a continuación se expone se encuentra en la bibliografı́a del
área—en particular, referimos al lector a [1, 2, 3].

El espacio topoĺogico que consiste en un conjuntoX y una topoloǵıa
τ en X se denotaŕa por (X, τ). Cuando no hay posibilidad de confusión,
suprimimosτ y nos referimos alespacio topoĺogicoX.

DEFINICIÓN 1.1.1. Sea(X, τ) un espacio topológico. Diremos que
B ⊂ τ es unabasede τ si para todoU ∈ τ y para todox ∈ U existe
unB ∈ B tal que se cumplex ∈ B ⊂ U . AhoraB ⊂ τ es una subbase deτ
si la coleccíon de todas las intersecciones finitas de elementos deB es una
base paraτ .

DEFINICIÓN 1.1.2. Sean(X, τ) un espacio topológico y x ∈ X.
Diremos que la colección de conjuntos abiertosBx deX es unabase local
dex si para todoV ∈ Bx satisface quex ∈ V y para todo conjuntoU ∈ τ
tal quex ∈ U existe unV ∈ Bx tal quex ∈ V ⊂ U .

DEFINICIÓN 1.1.3. Diremos que un espacio topológicoX esT1 si {x}
es un conjunto cerrado para cadax ∈ X. El espacioX es deHausdorff o
T2 si para todos losx, y ∈ X conx 6= y existen en el espacioX conjuntos
abiertos y disjuntosU y V tales quex ∈ U, y ∈ V .

Recordemos que unacubiertade un conjuntoX es una familia{As}s∈S

de subconjuntos deX tal que
⋃

s∈S As = X. Si X es un espacio topológico
la familia {As}s∈S es unacubierta abiertasi todos sus elementos son
abiertos enX. Una cubiertaA′ = {A′

s}s∈S′ de X es unasubcubiertade
otra cubiertaA = {As}s∈S deX si S ′ ⊂ S y A′

s = As para todas ∈ S ′.

DEFINICIÓN 1.1.4. SeaX un espacio topológico. Diremos queX es
un espaciocompactosi es Hausdorff y cada cubierta abierta deX tiene una
subcubierta finita.
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10 1. PRELIMINARES

Si en la definicíon anterior no requerimos la hipótesis de que el espacio
sea Hausdorff diremos que el espacio escuasi-compacto.

PROPOSICÍON 1.1.5. Sea(X, τ) un espacioT1 yB = {U ∈ τ : x ∈ U},
entonces{x} =

⋂B.

DEMOSTRACIÓN. Seax ∈ X. Entonces, por serX un espacioT1, para
caday ∈ X \ {x} el conjuntoUy = X \ {y} es abierto. En consecuencia,
se sigue que{x} =

⋂{Uy : y ∈ X \ {x}}. ¤
DEFINICIÓN 1.1.6. Diremos que un espacio topológico X es T3 o

regular si esT1 y para cualquierx ∈ X y cualquier cerradoF ⊂ X tal
quex /∈ F hayU1, U2 ∈ τ tales quex ∈ U1, F ⊂ U2 y U1 ∩ U2 = ∅.

DEFINICIÓN 1.1.7. SeaX un espacio topológico. Diremos queX
es T4 o normal si esT1 y para cualquier par de subconjuntos cerrados
disjuntosA,B ⊂ X hay un par de conjuntos disjuntosU, V ∈ τ tales
queA ⊂ U,B ⊂ V .

PROPOSICÍON 1.1.8. SeaX un espacio topológico y T1. Entonces X es
normal si y śolo si para cadaF ⊂ X, F cerrado y para todo abierto V tal
queF ⊂ V existe un abiertoU ⊂ X tal queF ⊂ U ⊂ U ⊂ V.

DEMOSTRACIÓN. SeaF ⊂ X un conjunto cerrado yV un conjunto
abierto tal queF ⊂ V . Los conjuntosF y X \ V son cerrado ajenos,
entonces existen conjuntos abiertosS y T tales queF ⊂ S, X \ V ⊂ T y
S ∩T = ∅, porque el espacioX es normal. LuegoF ⊂ S ⊂ S ⊂ X \T ⊂
V .

Inversamente, seanC,D cerrados ajenos, entoncesC ⊂ X \ D = V .
Puesto queX \D = V es un conjunto abierto yC es un conjunto cerrado,
entonces existe un conjuntoU abierto tal queC ⊂ U ⊂ U ⊂ V , por
que este es nuestro supuesto. Por lo tanto los conjuntosU y X \ U son
abiertos ajenos tales queC ⊂ U y D ⊂ X \ U por lo tanto el espacioX es
normal. ¤

PROPOSICÍON 1.1.9. SeaX un espacio topológico compacto , si el
conjuntoC es compacto enX y x /∈ C, entonces existen conjuntos abiertos
U y V tales quex ∈ V , C ⊂ U y V ∩ U = ∅.

DEMOSTRACIÓN. Comox /∈ C y X esT2, entonces para caday ∈ C
existen conjuntos abiertosUy y Vy tales quey ∈ Uy, x ∈ Vy y adeḿas
Uy ∩ Vy = ∅. LuegoC ⊂ U =

⋃
y∈C Uy. ComoC es compacto existen

puntosy1, y2, . . . , yn enC tales queC ⊂ ⋃n
i=1 Uyi

= U . Comox ∈ Vyi
, 1 ≤

i ≤ n, se sigue que el conjunto
⋂n

i=1 Vyi
= V es abierto y contiene el punto

x. Por lo tanto los conjuntos abiertosU y V satisfacen queC ⊂ U , x ∈ V
y V ∩ U = ∅. ¤
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PROPOSICÍON 1.1.10. Si (X, τ) es un espacioT2, y C1, C2 ⊂ X son
subconjuntos compactos ajenos, entonces existenU1, U2 ∈ τ ajenos tales
queC1 ⊂ U1, C2 ⊂ U2.

DEMOSTRACIÓN. Seax ∈ C2, entonces por la proposición 1.1.9
existen conjuntos abiertosWx, Vx tales quex ∈ Vx, C1 ⊂ Wx, Vx ∩Wx =
∅. Luego

⋃
x∈C2

Vx es una cubierta abierta deC2, por lo tanto existen
x1, x2, ..., xm enC2 tales queC2 ⊂ ⋃m

i=1 Vxi
= U2, porqueC1 es compacto.

PeroC1 ⊂ Wxi
con 1 ≤ i ≤ m, por lo tantoC1 ⊂ ⋂n

i=1 Wxi
= U1. Se

sigue que los conjuntos abiertosU1 y U2 satisfacenC1 ⊂ U1 y C2 ⊂ U2 con
U1 ∩ U2 = ∅. ¤

COROLARIO 1.1.11. Si (X, τ) esT2 compacto, entonces, esT4.

DEFINICIÓN 1.1.12. Seaλ un cardinal y(X, τ) un espacio. Un conjunto
L ⊂ X es unGλ en X si hay una familia{Uα : α ∈ λ} ⊂ τ tal que
L =

⋂{Uα : α ∈ λ}.
PROPOSICÍON 1.1.13. Si (X, τ) es T4, K ⊂ X es cerrado yK ⊂ V ,

V ∈ τ , entonces existe un conjuntoG cerrado y Gδ enX tal queK ⊂ G ⊂
V .

DEMOSTRACIÓN. Usando la proposición 1.1.8, escogemos inducti-
vamente conjuntos abiertosUn tales que para cadan, K ⊂ Un+1 ⊂
Un+1 ⊂ Un ⊂ V . SeaG =

⋂
n∈ω Un =

⋂
n∈ω Un. EntoncesG satisface

K ⊂ G ⊂ V . ¤
COROLARIO 1.1.14. Si X es un espacio topológico T4, K ⊂ X es

cerrado enX y seaV un conjuntoGλ enX tal queK ⊂ V , entonces existe
un conjuntoG cerrado en(X, τ) y Gλ, tal queK ⊂ G ⊂ V .

DEMOSTRACIÓN. Suponemos queV =
⋂

α<λ Vα dondeVα es abierto
para todaα < λ. Usando la proposición 1.1.13 para cadaα < λ podemos
encontrar un conjuntoGδ cerradoGα tal queK ⊂ Gα ⊂ Vα. Entonces el
conjuntoG =

⋂
α<λ Gα es el conjunto buscado. ¤

DEFINICIÓN 1.1.15. Sea(X, τ) un espacio topológico. Diremos que la
familia de subconjuntos{Bn : n ∈ N} deX, converge al puntop ∈ X si
para todoU ∈ τ que contiene el puntop existe unn0 ∈ N tal queBn ⊂ U
para todon ≥ n0.

OBSERVACIÓN 1.1.16. Sea(X, τ) un espacioT3. Seanx y y puntos de
(X, τ) tal quex 6= y. Entonces existen conjuntosC1, C2 cerrados enX tales
quex ∈ int (C1) , y ∈ int (C2), C1 ∩ C2 = ∅.

DEMOSTRACIÓN. El espacio(X, τ) es T2,luego existen conjuntos
U1, U2 ∈ τ tales quex ∈ U1, y ∈ U2 y U1 ∩ U2 = ∅. Por ser el espacio
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(X, τ) regular ,existen conjuntosV1, V2 ∈ τ tales quex ∈ V1 ⊆ cl(V1) ⊆ U1

y y ∈ V2 ⊆ cl(V2) ⊆ U2. Luego siC1 = cl(V1) y C2 = cl(V2) se sigue el
resultado ¤

COROLARIO 1.1.17. Si(X, τ) es compacto yx, y ∈ X, x 6= y, entonces
existen conjuntos disjuntosN,M que son cerrados y Gδ disjuntos tales que
satisfacenx ∈ int (N) , y ∈ int (M).

DEMOSTRACIÓN. Sea(X, τ) un espacio compacto. Por la observación
1.1.16, existen cerrados ajenosC1, C2 tales quex ∈ int(C1), y ∈ int(C2).
Por el corolario 1.1.11,X es T4 y por lo tanto existen abiertos ajenos
V0,W0 tales queC1 ⊂ V0, C2 ⊂ W0. Aplicando repetidamente la Proposi-
ción 1.1.9 construimos recursivamente familias de abiertos{Vn : n ∈ N}
y {Wn : n ∈ N} tales que para cadan ∈ N se sigue queC1 ⊂ Wn+1 ⊂
Wn+1 ⊂ Wn ⊂ W0 y adeḿasC2 ⊂ Vn+1 ⊂ Vn+1 ⊂ V0. Es claro que
V =

⋂
n∈ω Vn y W =

⋂
n∈ω Wn son los conjuntosGδ cerrados busca-

dos. ¤
OBSERVACIÓN 1.1.18. Sea(X, τ) un espacio T2 infinito, entonces hay

un conjuntoU ∈ τ tal que ∅ 6= U y no es denso en el espacioX tal que∣∣∣X \ U
∣∣∣ ≥ ω.

DEMOSTRACIÓN. En efecto, seanx, y ∈ X puntos distintos, entonces
hay un par de conjuntosV,W abiertos enX tales quex ∈ V, y ∈
W,V ∩ W = ∅, es decir queV ⊂ X \ W . Si V es infinito, entonces
W es el conjunto abierto buscado. Por el otro lado, siV es finito, entonces
V = V y por lo tantoV es el abierto buscado. ¤

COROLARIO 1.1.19. Si (X, τ) es un espacio T2 infinito, entonces hay
una familia{Un: n ∈ N} ⊂ τ , dondeUn 6= ∅, Un ∩ Um = ∅ para todo
n 6= m.

DEMOSTRACIÓN. Por la observación 1.1.18 sabemos que hay un
conjuntoU1 abierto enX tal queU1 no denso enX y

∣∣∣X \ U1

∣∣∣ ≥ ω. Luego

restringiendonos al conjuntoX\U1, existe un conjuntoU2 abierto enX\U1

tal queU2 6= X \ U1,
∣∣∣X \ U2

∣∣∣ ≥ ω; aśı obtenemos un conjuntoU3 abierto

enX \ (U2∪U2) tal queU2 6= ∅,
∣∣∣X \ (U2 ∪ U1)

∣∣∣ ≥ ω. Aśı recursivamente
construimos la familia requerida. ¤

1.2. Los ńumeros ordinales

Vamos a utilizar en la tesis a los números ordinales, en particular un
subconjunto de ellos, los números cardinales. La caracterización de cardinal
regular y singular, nos será de mucha utilidad— referimos al lector a [4].
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DEFINICIÓN 1.2.1. Un conjuntoP es parcialmente ordenadopor la
relacíon< si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Para cualquier p ∈ P , se tienep ≮ p (antisimetrı́a);
(ii) Si p < q y q < r entonces p < r (transitividad).

Diremos que(P, <) es unorden linealSi
(iii) Para todos los p, q ∈ P , se cumplep < q o p = q o p > q.

SeanP un conjunto parcialmente ordenado y∅ 6= X ⊂ P. Para
todos losx, y ∈ P el śımbolox ≤ y lo vamos a entender comox < y o
x = y.

Diremos quea ∈ P esel ḿınimo elementodeX si a ∈ X y a ≤ x
para todox ∈ X.

(P,<) es unconjunto bien ordenadosi
(iv) cualquier subconjunto no vacı́o de P tiene elemento mı́nimo

Diremos quea ∈ P es unelemento minimaldeX si a ∈ X y x ≮ a
para todox ∈ X .

Diremos quea ∈ P es unacota inferiordeX si a ≤ x para todox ∈ X.

Diremos quea ∈ P es eĺınfimo deX si a es cota inferior deX y para
todob ∈ P si a < b entonces existex ∈ X tal quea < x.

Es decir, sia es la ḿaxima cota inferior deX.
Similarmente, definimoselemento ḿaximo, elemento maximal, cota

superior, y al supremo.
Si f es una funcíon de un conjunto parcialmente ordenado(P,<P ) en

el conjunto parcialmente ordenado(Q,<Q), entonces:
Diremos quef es unhomomorfismosi para todos losx, y ∈ P
se satisfacex ≤P y si śolo sif (x) ≤Q f (y);

Diremos quef es unainmersíon si f es uno a uno y para todos los
x, y ∈ X

se satisfacex <P y si y śolo sif (x) <Q f (y);

Diremos quef es unisomorfismoentreP y Q si f es una inmersión
del conjunto(P,<P ) en el conjunto(Q,<Q) y rng (f) = Q;

Diremos quef preserva el ordensi x <P y si y śolo sif (x) <Q f (y).

El rango de la funcíon f es el conjuntorng(f) = {y : ∃x[(x, y) ∈ f ]}.
DEFINICIÓN 1.2.2. Un conjuntoS estransitivosi

∀x (x ∈ S =⇒ x ⊂ S)
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Los ńumeros ordinales son tipos de orden de conjuntos bien ordenados.
La siguiente definicíon de ńumero ordinal se debe a Von Neumann.

DEFINICIÓN 1.2.3. Un conjunto es un ńumero ordinal (o simplemente
ordinal) si es transitivo y bien ordenado por∈.

A los números ordinales los denotaremos por el sı́mbolo On.

LEMA 1.2.4. [4] Sea (P, <) un conjunto bien ordenado, sif : P → P
es una funcíon que preserva el orden deP , entoncesx ≤ f (x) para cada
x ∈ P .

DEMOSTRACIÓN. Suponemos que hay unx ∈ P tal quef (x) < x,
luego el subconjuntoA = {z ∈ P : f (z) < z} deP es no vaćıo, se sigue
queA tiene un elemento ḿınimo, digamosx0. Comof (x0) < x0, entonces
f (f (x0)) < f (x0) < x0. Por lo tantof (x0) ∈ A, pero esto contradice la
minimalidad dex0. ¤

Si (P, <) es un conjunto bien ordenado yx ∈ P entonces el conjunto
x̂ = {y ∈ P : y < x} es elsegmento inicialdeP determinado porx.

LEMA 1.2.5. [4] Ningún conjunto bien ordenado es isomorfo a un
segmento inicial del mismo.

DEMOSTRACIÓN. Suponemos quef : P → x̂ es un isomorfismo entre
P y x̂ para algunax ∈ P . Entoncesf (x) ∈ x̂ y por lo tantof (x) < x, pero
esto contradice el lema 1.2.4, porque en particularf preserva el orden.¤

LEMA 1.2.6. [4] SiP y Q son conjuntos bien ordenados, entonces uno
y śolo uno de los siguientes incisos se cumple:

I) El conjuntoP es isomorfo al conjuntoQ;
II ) El conjuntoP es isomorfo a un segmento inicial del conjuntoQ;

III ) El conjuntoQ es isomorfo a un segmento inicial del conjuntoṖ .

DEMOSTRACIÓN. Observemos que los casos son mutuamente ex-
cluyentes, porque si por ejemplo suponemos I y II, entoncesP es isomorfo
a Q y P es isomorfo a un segmento inicial deQ; entoncesQ es isomorfo
a un segmento inicial contenido en el mismoQ, lo cual contradice el lema
1.2.5. Los otros casos se tratan análogamente.

Sea
f = {(p, q) ∈ P ×Q : p̂ es isomorfo âq}.

Entonces se verifica:
1) f es funcíon
En efecto f ⊂ P × Q; adeḿas si(p, q) ∈ f y (p, q′) ∈ f , entonces

tenemos quêp es isomorfo al segmento inicialq̂ y p̂ es isomorfo âq′, por
lo tantoq̂′ es isomorfo âq. Luego,q = q′, porque de no ser ası́, suponemos
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queq < q′. Entoncesq ∈ q̂′ y q̂ es segmento inicial dêq′, lo cual contradice
el enunciado del lema 1.2.5. Análogamente llegamos a una contradicción
si suponemos la desigualdadq′ < q. Por lo tantoq = q′.

2) f es uno a uno
Seanp, p′ ∈ P y suponemos quêp y p̂′ son isomorfos. Vamos a

demostrar quep = p′. En efecto, pues si suponemos quep < p′ entonces
p ∈ p′, es decir quêp es segmento inicial dêp′, esto contradice el lema
1.2.5. Por otra parte si suponemos quep′ < p tambíen llegamos a una
contradiccíon. Por lo tantop = p′.

3) f preserva el orden
Vamos a demostrar que sip, p′ ∈ P son tales quep < p′ y

(p, q), (p′, q′)son elementos def entoncesq < q′ . Sea(p′, q′) ∈ f , y sea
h : p̂′ → q̂′ un isomorfismo. Comop < p′ luego ,p ∈ p̂′. Por lo tanto
h (p) ∈ q̂′. Es decir :

(∗) h (p) < f (p′) .

Ahora como,̂p ⊂ p̂′, tiene sentido considerar la restricción:

h|p̂ = {(r, s) ∈ h : r ∈ p̂}.

Afirmamos queh |p̂ es isomorfismo entrêp y ĥ (p). Para demostrar nuestra
afirmacíon debemos comprobar que:

i) h|p̂ es uno a uno;
ii) h |p̂ preserva el orden;

iii) rng
(
h |p̂

)
= ĥ (p).

Los incisos(i), (ii) son obvios, puesh|p̂ hereda estas propiedades deh y
basta verificar(iii).

Si q0 ∈ rng
(
h |p̂

)
, entonces por la definición del conjuntorng

(
h |p̂

)

existep0 ∈ p̂ tal queh (p0) = h |p̂ (p0) = q0. Adeḿas, puesto quep0 < p,

se tieneq0 = h (p0) < h (p), por lo tantoq0 ∈ ĥ (p).
Inversamente, siq0 ∈ ĥ (p), es decirq0 < h (p), entonces existe

p0 ∈ p̂ tal queh (p0) = q0,esto ocurre porquerng(h |p̂) = ĥ(p). Luego

q0 ∈ rng(h |p̂). Por lo tantorng
(
h |p̂

)
= ĥ (p). Se sigue quêp y

ĥ (p) son isomorfos, y esto ocurre si y sólo si (p, h (p)) ∈ f . Entonces
f (p) = h (p) < f (p′), por(∗).

De 1), 2) y 3) concluimos quef es un isomorfismo entre su dominio, un
subconjunto deP y su rango, un subconjunto deQ.

a) Ahora sidom (f) = P y rng (f) = Q, tenemos el caso(i), es decir los
conjuntosP y Q son isomorfos.
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b) Si dom (f) 6= P , se verifica queS = dom (f) es un segmento inicial del
conjuntoP .

En efecto pues, six ∈ S y z < x, entonces existe un isomorfismoh entre el

segmento inicial̂x y el segmento inicial̂f (x), luegoh |ẑ es un isomorfismo
entre el segmento inicial̂z y el segmento inicialĥ (z), se sigue que la pareja
ordenada(z, h (z)) es un elemento def , y finalmentez ∈ S.

Basta verificar queS es isomorfo aQ.
El rango def es segmento inicial deQ. En efecto suponemos lo

contrario, es decir queL = rng (f) 6= Q. Por el buen orden deP se tiene
que el conjuntoP \ S tiene elemento ḿınimo, digamosx0, luegoS = x̂0.
Seanl ∈ L y z < l, entoncesz ∈ L. Por otra parte existel′ ∈ x̂0 tal que
f (l′) = l, y estoúltimo ocurre si y śolo si existe un isomorfismog tal que
g : l̂′ → l̂. Luego, comoz ∈ l̂, existez′ ∈ l̂′ tal queg (z′) = z. Más áun

g |
ẑ′ es un isomorfismo entrêz′ y ĝ (z′) = ẑ. Entonces(z′, z) ∈ f . Luego

z ∈ rng(f) = L. Por lo tanto si tomamosy0 = min{Q \ L}, L = ŷ0. En
otras palabras,f es isomorfismo entrêx0 y ŷ0, luego, por la definicíon de
la función f se tiene(x0, y0) ∈ f o quex0 ∈ dom (f) = x̂0, lo cual es una
contradiccíon.

c) Con un argumento análogo al deb) se demuestra que sidom(f) = P
perorng(f) 6= Q , entoncesP es isomorfo a un segmento inicial deQ.

¤

Ahora vamos a hacer unas observaciones con respecto a ciertas propiedades
de los ńumeros ordinales, pero antes necesitamos unos resultados previos.

LEMA 1.2.7. [4] Un conjunto S es transitivo si y śolo si cuando
u ∈ v ∈ S entoncesu ∈ S.

DEMOSTRACIÓN. Notemos quev ∈ S y u ∈ v entoncesv ⊂ S y u ∈ v
luegou ∈ S. Inversamente seav tal quev ∈ S, entonces, siu ∈ v se sigue
queu ∈ S luego se tiene quev ⊂ S.

¤

TEOREMA 1.2.8. Cualquier elemento de un número ordinal es un
número ordinal

DEMOSTRACIÓN. Seaα un ordinal yx ∈ α. Es claro quex es bien
ordenado y procederemos a demostrar quex es transitivo. Para tal fin,
suponemos queu es elemento dev y que v es elemento dex ; comoα
es transitivo yx ∈ α, se sigue quev ∈ α y por lo tantou ∈ α. Aśı u, v
son elementos deα y u ∈ v ∈ x, puesto que∈ ordena linealmente aα,
concluimosu ∈ x. ¤
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Por el teorema 1.2.8 se tiene:
si α ∈ On entoncesα = {β ∈ On : β < α}.
TEOREMA 1.2.9. [4] El conjuntoα ∪ {α} es el ḿınimo ordinal mayor

queα.

DEMOSTRACIÓN. i) El conjuntoα∪ {α} es un conjunto transitivo. En
efecto, si tomamosβ ∈ α∪{α} = ∪{α, {α}}, entoncesβ ∈ α o β ∈ {α}.
Luegoβ ⊂ α o β = α. En ambos casosα ∪ {α} es conjunto transitivo.

ii) El conjuntoα ∪ {α} est́a bien ordenado por∈ . Si p, q ∈ α ∪ {α}
se sigue quep ∈ α o p ∈ {α} o q ∈ α o q ∈ {α}. Si p, q ∈ α no hay nada
que demostrar porqueα es un conjunto bien ordenado. Sip ∈ α y tomamos
q ∈ {α}, entoncesp < q. Si q ∈ α, y p ∈ {α}, entoncesq < p. Por
último si p, q ∈ {α}, entoncesp = q. Es decir que tenemos las siguientes
posibilidadesp < q o q < p o p = q. Entoncesα ∪ {α} es linealmente
ordenado. Ahora seay ⊂ α ∪ {α}, y 6= ∅, se siguen dos posibilidades una
es quey ⊂ α y la otra esα ∈ y. Si y ⊂ α, se tiene quey tiene elemento
mı́nimo, puesto queα es un conjunto bien ordenado. Siα ∈ y, entonces
hay dos subcasos.

Subcaso 1.
Si α ∩ y 6= ∅ y y ⊂ α ∪ {α} entonces existemin {α ∩ y}, porque

α ∩ y ⊂ α adeḿas el conjuntoα est́a bien ordenado.
Subcaso 2.
Si α ∩ y = ∅ y y ⊂ α ∪ {α}, entoncesy = {α}, min {y} = α. Por lo

tantoy tiene ḿınimo. ¤

Al conjuntoα ∪ {α} lo denotaremosα + 1.

TEOREMA 1.2.10. [4] SeaA un subconjunto de ńumeros ordinales.
EntoncesA tiene elemento ḿınimo.

DEMOSTRACIÓN. Seaα ∈ A, hay dos casos:
i) Si α ∩ A = ∅, entoncesα es el ḿınimo; pues si existieraβ ∈ A tal

queβ < α, entoncesβ ∈ α, porqueα est́a bien ordenado por la∈ por ser
un ordinal. Luegoβ ∈ α ∩ A, lo cual contradice nuestra suposición de que
la interseccíonα ∩ A es vaćıa.

ii) Si α ∩ A 6= ∅, entoncesα ∩ A ⊂ α, luego dicha intersección tiene
elemento ḿınimo, digamosγ, porqueα es un conjunto bien ordenado. Para
demostrar queγ es el ḿınimo deA seaδ ∈ A tal queδ < γ, entonces
δ ∈ γ ∈ α ∩ A, luegoγ < δ, lo cual contradice la antisimetrı́a del orden de
∈. ¤

LEMA 1.2.11. [4] Si A es un conjunto de ordinales, entoncessup A =⋃
A
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DEMOSTRACIÓN. i) El conjunto∪A es un ordinal
Primero se verifica que

⋃
A es transitivo.

Si x ∈ y ∈ ⋃
A, entoncesy ∈ α para alǵun α ∈ A, dado queα es

un conjunto transitivo, se tiene quex ∈ α. luegox ∈ ⋃
A. Por el teorema

anterior se tiene que
⋃

A est́a bien ordenado por∈, por lo tanto
⋃

A es
ordinal.
ii) Se verifica quesup A =

⋃
A

Seaα ∈ A, entoncesα ⊂ ⋃
A. Luegoα ∈ ⋃

A o α =
⋃

A. Por lo
tanto tenemos queα ≤ ⋃

A, es decir que
⋃

A es cota superior deA. Ahora
tomamosβ ∈ On tal que(∀α ∈ A) [α ≤ β]. Luego para cadaα ∈ A ocurre
queα ∈ β oα = β. Siα ∈ β, entoncesα ⊂ β, por serβ conjunto transitivo.
Si α = β, entoncesα ⊂ β. En cualquiera de los dos casos

⋃
A ⊂ β,

entonces se tiene
⋃

A ∈ β o
⋃

A = β, es decir
⋃

A ≤ β, por lo tanto
⋃

A
es la ḿınima cota superior deA. ¤

COROLARIO 1.2.12. [4] No existe ninǵun conjunto que contenga a
todos los ordinales.

DEMOSTRACIÓN. SeaX un conjunto de numeros ordinales, entonces
por el lema anterior,

⋃
X es un ńumero ordinal. Adeḿas por el teorema

1.2.9 tenemos que
⋃

X + 1 = α es un ordinal.
Para demostrar queα /∈ X, suponemos queα ∈ X, entonces tenemos

dos casosα ∈ ⋃
X o α =

⋃
X, en cualquier casoα ∈ ⋃

X + 1 = α, lo
cual es una contradicción. ¤

Se ha demostrado que para cualquier conjuntoX hay un ordinalα tal
queα /∈ X.

DEFINICIÓN 1.2.13. Un ordinalα se dice unordinal sucesorsi α =
β + 1 para alǵun ordinalβ. En otro casoα se diŕaordinal lı́mite.

LEMA 1.2.14. [4] El ordinal α es un ordinal ĺımite si y śolo si α =
sup α.

DEMOSTRACIÓN. Seaβ ∈ α, entonces, dado queα es ĺımite, se sigue
que α 6= β + 1. Si α < β + 1, entoncesβ < α < β + 1, lo cual
contradice el hecho de que el ordinalβ + 1 es sucesor deβ. Si α > β + 1,
entonces,β ∈ β + 1 ∈ α, luego tenemos queβ ∈ ⋃

α. Ahora tratamos
la otra contencíon, si x ∈ sup α =

⋃
α, entonces, existe uny ∈ α, tal

quex ∈ y ∈ α, se sigue quex ∈ α, porque el ordinalα es un conjunto
transitivo. Inversamente. Siα = β + 1 para alǵun ńumero ordinalβ,
entonces

⋃
α =

⋃
(β + 1) = β 6= α. Por lo tanto siα no es un ordinal

lı́mite, entoncesα 6= sup α. ¤
DEFINICIÓN 1.2.15. SeanA,B conjuntos. Diremos que el conjuntoA

esequipotentecon el conjuntoB si hay una biyecciónf : A → B.
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DEFINICIÓN 1.2.16. Un número ordinalρ le llamaremos unordinal
inicial si no es equipotente a cualquier ordinalγ tal queγ < ρ.

DEFINICIÓN 1.2.17. Si X es un conjunto que se puede bien ordenar,
entonces el ńumero cardinal deX, denotado|X|, esel único ńumero ordinal
inicial equipotente aX.

Es decir que siX es un conjunto que se puede bien ordenar entonces
el número cardinalκ = |X| no es equipotente con ningun ordinalα <
κ. Cuando no haya posibilidad de confución en vez de ńumero cardinal
diremos cardinal.

PROPOSICÍON 1.2.18. Seaκ un ńumero cardinal. Entonces todo ordinal
α tal queα < κ satisface que|α| < κ.

DEMOSTRACIÓN. Suponemos lo contrario, es decir que para un cardi-
nal κ existe un ordinalα tal queα < κ y κ < |α|. Ahora, no es posible
queκ = |α| por la definicíon de cardinal. Aśı, podemos asumirκ < α.
Entonces, existe una inyección f : κ → α tal queα \ rng(f) 6= ∅. Sea
α0 = mı́n{α \ rng(f)}. Afirmamos queα = rng(f). En efecto, por la
minimalidad deα0 deducimos que siδ < α, entoncesδ ∈ rng(f), es decir
α ⊂ rng(f). Ahora seaλ ∈ rng(f). Luegoλ < α0, es decirrng(f) ⊂ α0.
Por lo tantoκ = |α0| con α0 < κ, lo cual est́a en contradicción con la
definición de cardinal. ¤

La siguiente definicíon es de gran importancia en los capı́tulos suce-
sivos.

DEFINICIÓN 1.2.19. SeanX un conjunto yα un ordinal. Una sucesión
transfinita del conjuntoX es una funcíonf : α → X.

En lo sucesivo, omitiremos la palabra “transfinita”y nos referimos af
como “una sucesión”.

DEFINICIÓN 1.2.20. Seaκ cardinal infinito, llamaremos aκ cardinal
singular si existe una sucesión {αυ : υ < ϑ} de ordinalesαυ < κ cuya
longitudϑ es un ordinal ĺımite menor queκ, y κ = sup{αυ : υ < ϑ}. Un
cardinal que no es singular le llamaremosregular.

DEFINICIÓN 1.2.21. Seaα un ordinal ĺımite, entonces la cofinalidad
deα es elmenor ńumero ordinalϑ tal queα es supremo de una sucesión
{αυ : υ < ϑ} creciente de ńumeros ordinales de longitudϑ. La vamos a
denotar porcf (α)

LEMA 1.2.22. [4] Si un ordinal ĺımite α no es un cardinal entonces
tenemos quecf(α) < α.
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DEMOSTRACIÓN. Seaα un ordinal ĺımite tal que no es un número
cardinal. Seaκ = |α|, entonces hay una función uno a uno con imagen igual
aα y dominioκ, es decir una sucesión uno a uno{αυ : υ < κ} de longitud
κ tal queα = {αυ : υ < κ}. Para demostrar que{αυ : υ < κ} tiene
una subsucesión creciente que converge aα, seaβ0 = min{β : β < α},
luego definimosβ1 = min{η ∈ α : β0 < η}. Ahora al siguiente ordinal
lo definimos en forma similarβ2 = min{δ ∈ α : β1 < δ}, aśı por
recursíon construimos una subsucesión mónotona creciente{βδ : δ < λ}
de {αυ : υ < κ} donde tomamosλ ≤ κ. Afirmamos que{βδ : δ < λ}
tiene como ĺımite aα. En efecto, pues siµ ∈ α y µ /∈ ⋃

δ<λ βδ, entonces
para todaγ ∈ α pasa queµ > γ, es decir queµ >

⋃
γ∈α γ lo cual es una

contradiccíon. Ahora como la longitud de la subsucesión es a lo ḿasκ y
comoκ = |α| es menor queα, porqueα no es un cardinal, por lo tanto
cf(α) < α. ¤



CAṔıTULO 2

Pseudoradialidad y compacidad secuencial

2.1. Preliminares

En este caṕıtulo vamos a introducir un concepto, el de pseudoradialidad,
y vamos a estudiar algunas relaciones de dicho concepto con la compacidad
secuencial.

DEFINICIÓN 2.1.1. Sea(X, τ) un espacio topológico y seaβ un ńumero
ordinal y{xα}α∈β ⊂ X. Diremos que{xα}α∈β converge a un puntox de
X si para todoU ∈ τ tal quex ∈ U existe un ordinalδ < β tal que para
todo ordinalα con δ < α < β, se satisface quexα ∈ U . El espacioX
es pseudoradial si cada conjuntoH no cerrado enX contiene una sucesión
{xα}α∈β que converge enX a un puntox /∈ H .

DEFINICIÓN 2.1.2. Si H es un conjunto no cerrado en(X, τ), donde el
espacio esT1, entonces se define el número cardinalλ (H ,X ) como:

λ (H ,X ) = mı́n{κ : κ es un cardinal tal que existe un

conjuntoK cerrado yGκ enX con

K ∩H = ∅ y K ∩H 6= ∅}.
LEMA 2.1.3. [5] Sean(X, τ) un espacio compacto yλ un cardinal.

TomamosK ⊂ X un Gλ y cerrado en(X, τ). Entonces, existe una base
U ⊂ τ paraX enK con|U| = λ.

DEMOSTRACIÓN. Sea{Vα : α ∈ λ} una familia de abiertos tal que
K =

⋂
α∈λ Vα. Por serX compacto, para cadaα, existe un abiertoWα tal

queK ⊂ Wα ⊂ Wα ⊂ Vα. EntoncesX \K =
⋃

α∈λ

(
X \Wα

)
. Además,

si tenemosU ∈ τ tal queK ⊂ U , entoncesX \ U ⊂ ⋃
α∈λ

(
X \W α

)
y

X \ U es compacto. Por lo tanto, existe una familia finita{
(
X \W αi

)
:

1 ≤ i ≤ n} ⊂ τ tal queX \ U ⊂ ⋃n
i=1

(
X \Wαi

)
. Luego, al tomar

complementos, obtenemosK ⊂ ⋂n
i=1 Wαi

⊂ ⋂n
i=1 Wαi

⊂ U. Por lo tanto,
la familiaU de intersecciones finitas de elementos de{Wα : α ∈ λ} forma
una base paraX enK y |U| = λ. ¤

DEFINICIÓN 2.1.4. Sea(X, τ) un espacio topológico. Diremos que la
sucesíon{xβ}β<λ ⊂ X converge enX al conjuntoL deX, lo denotaremos

21
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comoxβ : → L, si para todoU ∈ τ tal queL ⊂ U, hay unδ < λ tal que
para todo ńumero ordinalβ conλ > β ≥ δ, se satisface quexβ ∈ U .

PROPOSICÍON 2.1.5. [5] SeanX un espacio topológico compacto yλ
un cardinal. SeanH, K ⊂ X , dondeH no es cerrado enX, tales que:
1) El conjunto K es Gλ y cerrado enX;
2) El conjuntoK ∩H es vaćıo;
3) El conjuntoK ∩H es no vaćıo;
4) El cardinalλ es el ḿınimo con respecto a las propiedades 1), 2), 3).
Entonces existe una sucesión{xα: α < λ} ⊂ H tal quexα → K.

DEMOSTRACIÓN. Puesto queX es un espacio compacto yK es un
conjuntoGλ, deducimos del lema 2.1.3 que existe una base local deK enX
de cardinalidadλ, digamos{Vα : α < λ}. Para cadaβ < λ,

⋂
α<β Vα es un

conjuntoG|β|, y sigue del corolario 1.1.14 que existe un conjuntoWβ que es
G|β| y cerrado enX tal queK ⊂ Wβ ⊂ ⋂

α<β Vα. Ahora, de la minimalidad
del cardinalλ respecto de 1), 2), 3) y por la proposición 1.2.18 deducimos
que

⋂
α<β Wα∩H 6= ∅. Por lo tanto, podemos escogerxβ ∈ ⋂

α<β Wα∩H.
Afirmamos que la sucesión{xβ}β<λ converge enX aK. Para ver esto, sea
U abierto,U ⊃ K. Entonces existeβ < λ tal queK ⊂ Vβ ⊂ U y, por lo
tanto, siγ > β, entoncesxγ ∈ ⋂

η<γ Wη ⊂ ⋂
α<γ Vα ⊂ Vβ ⊂ U. ¤

2.2. Espacios CSC y pseudoradialidad

NOTACIÓN 1. Los espacios(X, τ) compactos y secuencialmente com-
pactos los denotaremos, por cuestiones de brevedad, conCSC.

DEFINICIÓN 2.2.1. SeaX un espacio topológico y κ un ordinal. Un
A ⊂ X es radialmente(κ-radialmente) cerrado si contiene los puntos
lı́mites de toda sucesión enA que converge enX (sucesiones de tamaño
a lo másκ).

LEMA 2.2.2. [5] SeaX un espacio topológico compacto. Tomamos
H ⊂ X no cerrado enX y κ un ńumero cardinal. Si K es un conjunto Gλ y
cerrado enX , que verifica queλ(H,X) = κ. Afirmamos:
a) SiK es un conjunto unitario,K = {x}, entoncesH no es radialmente
cerrado.
b) Si λ(H,X) = ω y X es secuencialmente compacto, entoncesH no es
siquiera secuencialmente cerrado.

DEMOSTRACIÓN. (a) SeaX un espacio compacto. Suponemos que
el conjuntoK tiene un śolo elemento y es un conjuntoGκ y cerrado en
X, tal que el ńumero cardinalκ satisfaceλ(H, X) = κ. Entonces por la
proposicíon 2.1.5 existe una sucesión{xα}α∈κ ⊂ H que converge enX al
conjunto unitarioK = {x}. Ahora por definicíon del cardinalκ tenemos
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queK ∩ H = ∅. Luego basta demostrar que la sucesión {xα}α<κ ⊂ H
converge ax. Para tal fin seaU un conjunto abierto enX tal quex ∈ U ,
luegoK ⊂ U . Puesto que la sucesión{xα}α<κ converge aK entonces hay
un β < κ tal que para todo ordinalα ≥ β tenemosxα ∈ U . Por lo tanto la
sucesíon{xα}α∈κ converge ax enX.
(b) SeaX un espacio compacto. Suponemos que el conjuntoK es un
conjuntoGκ y cerrado enX tal que el ńumero cardinalκ satisfaceκ =
λ(H,X) = ω. Entonces por la proposición 2.1.5 existe una sucesión
{xn}n∈ω ⊂ H que converge al conjuntoK. Puesto que el espacioX es
secuencialmente compacto, la sucesión {xn}n∈ω contiene una subsucesión
{xnm}m∈ω que converge ax en X. Claramentexnm converge enX al
conjuntoK. Puesto queK ∩ H = ∅, basta demostrar que el puntox
es elemento deK; para tal fin, suponemos quex /∈ K, entonces por la
proposicíon 1.1.9 hay conjuntosU y V abiertos y disjuntos enX tales que
x ∈ U y K ⊂ V . Entonces hay unr ∈ ω tal que para todam ≥ r sucede
quexnm ∈ U y xnm ∈ V . Pero esto es una contradicción, por lo tanto el
puntox pertenece al conjuntoK y no pertenece al conjuntoH. ¤

DEFINICIÓN 2.2.3. El caŕacter de un espacio topológicoX en un punto
p se define como el ḿas pequẽno de los cardinalesλ, dondeλ es la
cardinalidad de una base deX en p. Dicho cardinal lo vamos a denotar
por el śımboloχ (p,X).

TEOREMA 2.2.4. [5] Sea X un espacio topológico CSC tal que
cualquier F ⊂ X no vaćıo y cerrado enX tiene un puntop tal que
χ(p, F ) ≤ ω1. Entonces el espacio X es pseudoradial.

DEMOSTRACIÓN. SeaH ⊂ X un conjunto radialmente cerrado y no
cerrado enX. Sin ṕerdida de generalidad, podemos suponer queX = H .
Seaκ = λ(H,X). Ahora, si existe un conjuntoK de X \ H tal que
λ(H,K) = ω, deducimos inmediatemente del lema 2.2.2(b) queH no es
radialmente cerrado. Por lo tanto, podemos asumir queκ = λ(H,X) > ω.
Si H 6= X, tomamos un subconjuntoF no vaćıo Gκ y cerrado enX de
X \ H. Por otra parte, por el lema 2.2.2(b), si un puntop de F satisface
χ(p, F ) ≤ ω1, entonces satisface con ser lı́mite de una sucesión de tamãno
κ enH. Esto contradice la cerradura radial deH. ¤

En lo sucesivo el cardinalc representa la cardinalidad del continuo.
Más adelante usaremos la siguiente notación: Si A es un conjunto yκ un
cardinal,[A]κ = {B ⊂ A : |B| = k}

LEMA 2.2.5. [5] Para cada espacio topológico X compacto secuen-
cialmente compacto hay un cardinalλ tal que λ < c y una sucesión
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{Hn : n ∈ ω} de conjuntos no vacı́os Gλ y cerrados que convergen a
un puntop ∈ X .

DEMOSTRACIÓN. Suponemos que el lema falla para algún espacioX
compacto secuencialmente compacto. Ahora por induccíon transfinita sobre
β ∈ c definimos una sucesión {Hn : n ∈ ω} de conjuntos no vacı́osG|β|+ω

y cerrados enX como sigue:
Fijemos una enumeración{Mβ : β ∈ c} = [ω]ω de todos los subconjun-

tos infinitos deω. Ahora, paraβ = 0, sea{H 0
n : n ∈ ω} cualquier coleccíon

disjunta de cerradosGδ no vaćıos enX. Luego asumimosβ > 0 y que para
cadaγ ∈ β hemos definido conjuntos no vacı́os G|γ|+ω, Hγ

n, de tal forma
que siη < γ entoncesHη

n ⊃ Hγ
n para cadan ∈ ω.

a) Siγ es un ordinal ĺımite entonces definimosH γ
n =

⋂{H η
n : η ∈ γ}

b) Por otra parte siγ = η + 1, entonces consideremos la sucesión de
conjuntos{H η

n : n ∈ Mβ} no vaćıosG|η|+ω y cerrados enX que suponemos
que no puede converger a ningún puntop ∈ X . Ahora, tomamos un
punto xn en Hη

n para cadan ∈ Mη. Puesto queX es secuencialmente
compacto la sucesión{xη}η∈Mη tiene un punto de acumulación, digamos
p. PeroHη

n no converge ap, es decir hay un abiertoV conp ∈ V tal que
A = {n ∈ Mη : Hη

n ⊂ V } es infinito. Para cadan ∈ A escogemos un
puntoyn enHη

n \ V . Notemos quexn /∈ V para cadan ∈ A. Puesto que
el espacioX es secuencialmente compacto, la sucesión {yn}n∈A tiene un
punto de acumulación, digamosp0 y claramentep0 6= p. Entonces hay
conjuntosU y V abiertos enX y disjuntos tales quep0 ∈ U , p ∈ V
por que el espacio esT2, por la proposicíon 1.1.17 podemos escoger dos
conjuntos disjuntosK1, K2, Gδ y cerrados enX tales quep0 ∈ Int(K1),
p ∈ Int(K2), y tomamos los conjuntosC1 = {n ∈ Mη : H η

n ∩K1 6= ∅} y
C2 = {n ∈ Mη : H η

n ∩K2 6= ∅}. Si C1 ∩ C2 es infinito sea{B1, B2} una
partición deC1 ∩ C2, tal que tantoB1 comoB2 son infinitos.

Si C1 ∩ C2 es finito, digamosC1 ∩ C2 = C, entonces definimos los
conjuntosB1 = C1 \ C,B2 = C2 \ C. Es decir, en ambos casos podemos
escoger conjuntos inifinitos disjuntosB1,B2 ∈ [Mη]

ω tal queKi ∩ H η
n 6= ∅

cuandon ∈ Bi coni ∈ {1, 2}. Podemos entonces definir los conjuntos:

H γ
n = Ki ∩ H η

n , si n ∈ Bi con i ∈ {1, 2} o H γ
n si n ∈ ω \ (B1∪B2) .

Puesto que{Hη
n : η ∈ c} es una familia de cerrados encajados en el

espacio compactoX para cadan ∈ ω podemos escoger un puntopn en
el conjunto

⋂{H η
n : η ∈ c}. Se verifica que la sucesión {pn : n ∈ ω} no

tiene subsucesión convergente.
Para cualquierη ∈ c por nuestra construcción tenemos una cantidad infinita
de n ∈ Mη, es decirn ∈ Bi, pn ∈ H η+1

n ⊂ Ki con i ∈ {1, 2}. Puesto
que el espacio es normal entonces existen conjuntosL,M abiertos enX y
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disjuntos tales queK1 ⊂ L y K2 ⊂ M . Verificandose que la subsucesión
{pn : n ∈ Mη} no converge. Pero esto contradice la compacidad numerable
deX. Con lo cual concluimos. ¤

Seaρ un ńumero cardinal, entonces vamos a entender porρ+ el menor
de los cardinales que son mayores queρ. Para cualquier cardinal infinitoκ
tenemosκ− = λ si κ = λ+ y si κ es cardinal ĺımite entoncesκ− = κ.

TEOREMA 2.2.6. [5] SeaX es un espacio topológico CSC. Tomamos
H ⊂ X radialmente cerrado y no cerrado enX. Entoncesω < cf (λ (H ,X )) ≤
λ (H ,X ) < c−

DEMOSTRACIÓN. La primera desigualdad ya la tenemos por el lema 2.2.2,
y por eso basta demostrar la tercera desigualdad. Podemos asumir que el
conjuntoH es denso enX. Seaκ = λ (H, X). Tomamos un conjuntoK,
cerrado yGκ en el espacioX, tal queK ∩H = ∅ y K ∩H 6= ∅.

Suponemos, queκ ≥ c−. Ahora, vamos a aplicar el lema 2.2.5 al
conjuntoK. Seaµ un cardinal tal queµ < c. Aśı, tenemos una sucesión
{Hn : n ∈ ω} de conjuntos cerradosGµ en K con µ < c, o sea,µ ≤ κ,
y un puntop ∈ K tal que la sucesión {Hn : n ∈ ω} converge al punto
p. Comoµ ≤ κ, los conjuntos de la sucesión {Hn}n∈ω tambíen sonGκ

enX, aśı tambíen el cardinalκ cumple con queκ = λ (H, X), luego por
la proposicíon 2.1.5 podemos seleccionar para cadan ∈ ω una sucesión
de tamãno κ, digamos{qn,α : α ∈ κ} de puntos enH que converge a
Hn. Puesto queX es secuencialmente compacto yH es secuencialemente
cerrado, para cualquierα ∈ κ podemos escoger un punto de acumulación
pα ∈ H de la sucesión {qn,α : n ∈ ω}. Afirmamos que laκ-sucesíon
formada por los puntos{pα}α∈κ converge a un puntop /∈ H, contradiciendo
la cerradura radial deH.

SeaV una vecindad dep y U un abierto tal quep ∈ U ⊂ U ⊂ V .
Entonces, puesto queHn → p, para casi todan ∈ ω, salvo un ńumero
finito de ellas, tenemos queHn ⊂ U . Pero para cada una de talesn hay un
segmento final de la sucesión {qn,α : α ∈ κ} contenido enU . Puesto que
cf(κ) > ω hay unaα0 ∈ κ tal que

{qn,α : α ∈ κ \ α0} ⊂ U

para todan tal queHn ⊂ U , i.e., para cualquiern ∈ ω salvo un ńumero
finito de ellas. Entonces para cadaα ∈ κ \ α0 se tiene

pα ∈ {qn,α : α ∈ κ \ α0} ⊂ U ⊂ V

Aśı probando que{pα : α ∈ κ} converge ap, con lo cúal concluimos. ¤
Del teorema anterior se tiene inmediatamente el siguiente resultado

importante.
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COROLARIO 2.2.7. [5] Si c ≤ ω2 entonces cada espacio CSC es
pseudoradial.

DEFINICIÓN 2.2.8. [12] Sea[ω]ω el conjunto de todos los subconjun-
tos infinitos del ordinalω. Un subonjuntoS de [ω]ω se diŕa una famil-
ia separadora de[ω]ω si para todaN ∈ [ω]ω existe unS ∈ S tal que
|N ∩ S| = |N \ S| = ω

DEFINICIÓN 2.2.9. SeanA,B ∈ [ω]ω, se dice queA est́a casi contenido
enB si |A \B| < ω. Esto lo vamos a denotar comoA ⊂∗ B.

LEMA 2.2.10. SeaS ⊂ [ω]ω. Diremos que, la familiaS es una familia
separadora si y śolo si no existeA ∈ [ω]ω tal que para cadaS ∈ S ocurre
A ⊂∗ S ó A ⊂∗ ω \ S

DEMOSTRACIÓN. Si la familiaS no fuera separadora entonces habrı́a
un N ∈ [ω]ω tal que para cadaS ∈ S |N ∩ S| = |N \ (ω \ S)| < ω,
o |N \ S| < ω, es decir queN est́a casi contenido enS o N est́a casi
contenido enω \ S.

Inversamente, suponemos que existeA ∈ [ω]ω tal que para cadaS ∈ S,
luegoA ⊂∗ S o A ⊂∗ ω \ S. Pero siA ⊂∗ S, entonces|A \ S| < ω y
si A ⊂∗ ω \ S, entonces|A ∩ S| < ω y por lo tantoS no es una familia
separadora. ¤

DEFINICIÓN 2.2.11. Seas un ńumero cardinal tal que

s = min{|S| : S es una familia separadora de ω}.
Al cardinals le llamaremos el ńumero de separación.

DEFINICIÓN 2.2.12. SeaX un espacio topológico yω(X) un ńumero
cardinal tal queω(X) = min{|A| : A es una base de abiertos deX} . Al
número cardinalω(X) le llamaremos el peso del espacioX.

LEMA 2.2.13. [12] SeaX es un espacio topológico numerablemente
compactoT1 tal quew (X) < s. Entonces, el espacioX es secuencialmente
compacto.

DEMOSTRACIÓN. SeaX un espacio numerablemente compacto con
w (X) = κ < s. SeaB una base deX de cardinalκ y seaA una
sucesíon de longitudω en X. Ahora se define la familia de conjuntos
B∗ = {B ∈ B : |B ∩ A| = ω}. Puesto que, la cardinalidad de|B∗| es
menor que el cardinals, la familia de conjuntosS = {B ∩ A : B ∈ B∗}
no es separadora para[A]ω. Por el lema 2.2.10 existe unC ∈ [A]ω tal que,
para cadaB ∈ B∗ ocurreC ⊂∗ B ∩ A o C ⊂∗ A \ B. Puesto queX es
compacto, el conjuntoC tiene un punto de acumulación, digamosp. Ahora,
si p ∈ B ∈ B entoncesB ∈ B∗. AdeḿasC (∗ A\B, porque|C ∩B| ≥ ω.
LuegoC ⊂∗ B ∩ A. Por lo tantoC converge ap. ¤
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LEMA 2.2.14. [12] Si κ ≥ s entonces2κ no es secuencialmente
compacto

DEMOSTRACIÓN. Suponer queS es una familia separadora. Afir-
mamos queX = 2S no es secuencialmente compacto. Vamos a definir
una funcíon f : ω → 2S dada porπS[f (n)] = 1 si y śolo si n ∈ S para
cadaS ∈ S. Denotamos el rango de la función f porC. Afirmamos queC
es un conjunto numerablemente infinito pero no contiene ninguna sucesión
convergente. Para ver queC es infinito, basta demostrar que la funciónf es
finita a uno. Si suponemos lo contrario, es decir que el conjuntoA = f−1 (t)
es infinito para alǵun t ∈ 2S , entonces tenemos queA ⊂ S o A ∩ S = ∅
para cadaS ∈ S, contradiciendo queS es una familia separadora.

Ahora, suponemos que la sucesión T = {tm}m∈ω es una sucesión en
C digamostm = f(nm) que converge enX. Puesto que la convergencia
en (X, τ) es puntual, paraS ∈ S, la sucesíon {πS (tm)} es finalmente
constante (0 o 1). Pero esto implica que para cadaS ∈ S , existeεS ∈ {0, 1}
tal que{m ∈ ω : πS (tm) = εS} es finito. Para cadaS ∈ S, εS = 0 o
εS = 1 seǵun sea que la sucesión finalmente termina en 1 o 0. Entonces,
dadoS ∈ S si εS = 0 tenemos quenm ∈ S para todom excepto un
número finito de ellas; mientras siεS = 1, tenemosnm /∈ S excepto un
número finito dem. Es decir, si ponemosD = {nm : m ∈ ω}, entonces
D ∩ S es finito oD \ S es finito, lo cual contradice queS es una familia
separadora. ¤

TEOREMA 2.2.15. [12] Los siguientes son equivalentes para un cardi-
nal κ

i) El espacio2κ es secuencialmente compacto
ii) El número cardinalκ es menor que el ńumero cardinals
iii) Todo espacio numerablemente compacto de peso menor o igual aκ

es secuencialmente compacto.
En particular2c no es secuencialmente compacto.

DEMOSTRACIÓN. (i) ⇒ (ii) Es el lema 2.2.14.
(ii) ⇒ (iii) Es el lema 2.2.13.
(iii) ⇒ (i) Puesto que2κ es compacto con pesoκ. ¤

LEMA 2.2.16. SeaX un espacioT2 pseudoradial yA ⊂ X no cerrado.
Entonces existe una sucesión {xα}α∈κ enA convergiendo ax /∈ A, donde
el número cardinalκ es tal queκ ≤ |A| y κ regular.

DEMOSTRACIÓN. Primero observemos que si{xα}α∈κ es una sucesión
enA que converge ax /∈ A y κ es singular, entonces existe una función uno
a uno creciente y cofinalf : cf(κ) → κ. Entonces{xf(α)}α∈cf(κ) converge
ax tambíen. Por lo tanto podemos asumir queκ es regular.
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Ahora suponemos queX es un espacioT1 pseudoradial yA ⊂ X no
cerrado y{xα}α∈κ es una sucesión enA que converge ax /∈ A, donde
asumimos queκ es regular. Entonces siκ > |A| por la regularidad deκ
existeα ∈ κ tal que|{β : xα = xβ}| = κ, tomamosI = {β : xα =
xβ}, por lo tanto{xα}α∈I converge axα ∈ A y no a x, lo cual es una
contradiccíon. ¤

TEOREMA 2.2.17. [5] El espacio2s no es pseudoradial.

DEMOSTRACIÓN. Seaf : ω → 2s la sucesíon definida en2s en el lema
2.2.14. Luego definimosC = {f(n)}n∈ω. Puesto que el conjuntoC es
numerable, tenemos de los lemas 2.2.14 y 2.2.16 queC es radialmente
cerrado. Por otra parte, el conjuntoC no es cerrado en2s, ya que si el
conjunto numerableC fuera cerrado en el espacio compacto2s, entonces
seŕıa compacto y por lo tanto segundo numerable. Es decir que el conjunto
C contiene una sucesión convergente. Pero esto contradice lo demostrado
en el lema 2.2.14, queC no contiene sucesiones convergentes. ¤

TEOREMA 2.2.18. [5] El enunciado “el producto deω1 espacios
pseudoradiales compactos es siempre pseudoradial”es independiente de
los axiomas de Zermelo Frankel



CAṔıTULO 3

Productos

3.1. Preliminares

En este caṕıtulo veremos que la pseudoradialidad no es una propiedad
que se preserva incluso bajo el producto finito, como a continuación vere-
mos. Posteriormente se introducirá el concepto deR−monoĺıtico, y se de-
mostraŕa que bajo el producto numerable de espaciosR−monoĺıticos com-
pactos, dicha propiedad si se preserva.

DEFINICIÓN 3.1.1. SeaX un espacio topológico, un punto de acumu-
lación completaz de A ⊂ X es un punto tal que para cada conjuntoU
abierto enX que contiene az, satisface que|A ∩ U | = |A|.

LEMA 3.1.2. SeaX un espacio topológico de Hausdorff entonces los
siguientes son equivalentes
1) El espacioX es compacto
2) Cada subconjunto infinito del espacioX tiene un punto de acumulación

completo

DEMOSTRACIÓN. Vamos a probar la implicación 1) ⇒ 2) por con-
tradiccíon. Suponemos que el espacioX es compacto, y que no tiene puntos
de acumulacíon completa. Es decir que para todax ∈ X existe un conjunto
abiertoUx en X tal quex ∈ Ux y |Ux| < |X|. Claramente se tiene que
{Ux : x ∈ X} es una cubierta abierta deX. Puesto que, el espacio es com-
pacto, dicha cubierta tiene una subcubierta finita digamos{Uxi

}n
i=1 deX.

Luego|X| = ∑n
i=1 |Uxi

|, pero|Uxi
| < |X| para cada1 ≤ i ≤ n, por lo que

|X| = ∑n
i=1 |Uxi

| < |X|, lo cual es una contradicción.
Para probar la implicación 2) ⇒ 1) suponemos que el espacioX no es

compacto. Luego, existe una familia de cerrados enX con la propiedad de
la interseccíon finita, digamosL = {Vα : α ∈ κ}, tal que

⋂
α<κ

Vα = ∅. Sea

Wα =
⋂

β<α
Vβ. Entonces

⋂
α<κ

Wα = ∅. Seaλ ≤ κ el ḿınimo ordinal tal que
⋂

α<λ
Wα = ∅. Podemos asumir queλ es un cardinal regular, por que de no

ser aśı, tenemoscf(λ) < λ, luego hay una sucesión mónotona creciente de
ordinales{βµ : µ < η} dondeη es ḿınimo con respecto de la propiedad de
quesup

µ<η
βµ = λ y

⋂
βµ<η

Wβµ = ∅. Entonces{Wα : α < λ} es una familia

29



30 3. PRODUCTOS

descendente de cerrados no vacı́os cuya intersección es vaćıa. Escogemos
un puntoxα ∈ Wα para todaα ∈ λ. SeaA = {xα : α ∈ λ}. Afirmamos que
A no tiene punto de acumulación completa. En efecto, siz ∈ X, entonces
existeα0 ∈ λ tal quez /∈ Wα0. Luego el conjuntoU = X \ Wα0 es una
vecindad dez enX. Se sigue queU ∩ A ⊂ {xα : α < α0}. Es decir, que
|U ∩ A| ≤ |α0| < λ. Con lo ćual conclúımos ¤

DEFINICIÓN 3.1.3. Un espacio topológico X es de Lindel̈of si toda
cubierta abierta del espacio tiene subcubierta numerable.

Empecemos con un ejemplo para mostrar que el producto de dos espa-
cios pseudoradiales no tiene que ser pseudoradial.

SeaY un conjunto tal que|Y | = ω1. Seap /∈ Y . Ahora, vamos a definir
en el conjuntoX = Y ∪ {p} una topoloǵıa. Los puntos del conjuntoY son
aislados enX. Las vecindades del puntop enX son los conjuntosA∪{p},
dondeA ⊂ Y es tal que tal que|Y \ A| ≤ ω.

PROPOSICÍON 3.1.4. El espacio X es Lindelöf y X es pseudoradial

DEMOSTRACIÓN. SeaU una cubierta de conjuntos abiertos deX.
Luego existeB ∈ U tal quep ∈ B . Entonces,X \ B es numerable.
Escogemos{Bn : n ∈ ω} ⊂ U tal que ∪

n∈ω
Bn ⊃ X \ B entonces

{Bn : n ∈ ω} ∪ {B} es una subcubierta numerable deU deX. Seap ∈ B.
Luego|B| > ω. Ahora, si{bα : α < ω1} es un buen orden deB, se sigue
quebα → p ¤

PROPOSICÍON 3.1.5. El espacioZ = [0, 1]×X no es pseudoradial

DEMOSTRACIÓN. Por el lema 3.1.4, el espacioX es Lindel̈of, por lo
tanto,Z tambíen lo es por ser el producto de un espacio compacto con un
espacio de Lindelöf— vease el corolario 3.8.10 de [1]. Afirmamos queZ
no es pseudoradial.

Comoω1 ≤ 2ω entonces hay una inyección f : ω1 → [0, 1], digamos
que para cadaα ∈ ω1, f(α) = rα. SeaA = {(rα, α) : α ∈ ω1}. Puesto
que el conjunto{rα : α ∈ ω1} es infinito en el intervalo[0, 1], luego, por el
lema 3.1.2 tiene un punto de acumulación completar ∈ [0, 1]. Afirmamos
que(r, p) ∈ A. Para demostrar esto, tomamos una vecindad básicaU de
(r, p) en[0, 1]×X , digamosU = (r− ε, r + ε)× (X \N), dondeN ⊂ ω1

es numerable. Ahora bien, puesto quer es punto de acumulación completa
del conjunto{rα : α ∈ ω1}, tenemos que|{α : rα ∈ (r − ε, r + ε)}| = ω1.
Por lo tanto, hayα ∈ ω1 tal querα ∈ (r − ε, r + ε) y α /∈ N . Entonces
(rα, α) ∈ U∩A. Por lo tanto(r, p) ∈ A. Aśı se ha demostrando queA no es
cerrado enZ. Finalmente afirmamos que ninguna sucesiónS enA converge
a (r, p). No obstante, afirmamos que ninguna sucesión enA converge fuera
deA. Consideremos dos casos.
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i) Si S = {xn : n ∈ ω} ⊂ A, entonces existeα ∈ ω1 tal que
S ⊂ [0, 1]× α. Pero, si(tβ, β) ∈ [0, 1]× α entonces(tβ − ε, tβ + ε)× {β}
contiene a lo ḿas un punto deA. Por lo tanto(tβ, β) no es punto de
acumulacíon deA.

ii) SeaS = {xα : α ∈ ω1} una sucesión enA. Suponemos que{xα}α∈ω1

converge enZ a un punto−→x ∈ Z. Vamos a denotar porπ1 la función
proyeccíon deZ en el conjunto[0, 1] y por π2 la función proyeccíon deZ
en el conjuntoX. Si π2(

−→x ) = α ∈ ω1, entonces−→x = (t, α) para alǵun
t ∈ [0, 1]. Más áun (t − ε, t + ε) × {α} es una vecindad de−→x en la cual
hay a lo ḿas un puntoA. Por lo tanto−→x = (s, p) para alǵun s ∈ [0, 1].
Sea{Bn : n ∈ ω} una base local anidada ens. Si xα → (s, p) para toda
n ∈ ω existeαn tal quexα ∈ Bn×X para todaα ≥ αn. Seaγ = sup

n∈ω
{αn};

entoncesπ1(xα) = s para todaα ≥ γ, pero la fibra{s} ×X contiene a lo
más un elemento deA, por lo que la sucesión no converge a(s, p). ¤

DEFINICIÓN 3.1.6. SeaX un espacio topológico y tomamosp ∈ X.
La estrechez del puntop es el menor cardinalm ≥ ℵ0 tal que siC ⊂ X
satisface conp ∈ C, entonces existeC0 ⊂ C tal que|C0| ≤ m y p ∈ C0.
Este cardinal lo vamos a denotar port(X, p). La estrechez del espacioX
es el cardinalt(X) = sup{t(p,X) : p ∈ X}.

DEFINICIÓN 3.1.7. SeaX un espacio topológico. Diremos queA ⊂ X
esκ−cerradosi para todoU ⊂ A tal que|U | = κ, satisfaceU ⊂ A. Esto
lo vamos a denotar comoA

κ
= A.

LEMA 3.1.8. SeaX un espacio topológico. Tomamosκ un cardinal.
Tenemos quet(X) ≤ κ si y sólo si cada conjunto κ−cerrado es cerrado

DEMOSTRACIÓN. Para la suficiencia suponemos quet(X) > κ, existe
A ⊂ X y x ∈ A tal quex /∈ B para todoB ⊂ A. A

κ
esκ−cerrado pero no

cerrado. Para la necesidad, siA ⊂ X y x ∈ A \ A, puesto quet(X) ≤ κ,
existeB ⊂ A, |B| ≤ κ y x ∈ B, entoncesA no esκ-cerrado. ¤

PROPOSICÍON 3.1.9. SeaX un espacio topológico T1. SeaY un es-
pacio compacto. Entonces, la proyección πX : X × Y → X es un mapeo
cerrado.

DEMOSTRACIÓN. SeaF ⊂ X×Y cerrado. Para demostrar queπX(F )
es cerrado, seax /∈ πX(F ). Entonces{x} × Y ⊂ (X × Y ) \ F . Ahora,
vamos a construir una cubierta abierta de{x} × Y . Afirmamos que, para
caday ∈ Y , el punto(x, y) tiene una vecindadUy×Vy ⊂ (X×Y )\F abierta
enX × Y , tal que los conjuntosUy ⊂ X, Vy ⊂ Y son abiertos enX y Y
respectivamente. En efecto, siy ∈ Y tomamos un conjuntoVy ⊂ Y abierto
enY tal quey ∈ Vy. Por otra parte, comox ∈ X \ πX(F ) y el conjunto
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X \ πX(F ) es un conjunto abierto enX entonces, hay un conjunto abierto
U ⊂ X \ πX(F ) tal quex ∈ U , aśı hacemosU = Uy. Luego, el conjunto
Uy × Vy es abierto enX × Y y es tal que(x, y) ∈ Uy × Vy. Porúltimo , por
construccíon del conjuntoUy × Vy tenemos queUy × Vy ⊂ (X × Y ) \ F .
Claramente{x}×Y ⊂ ∪y∈Y (Uy×Vy). Es decir que la familia{Uy×Vy : y ∈
Y } es una cubierta abierta del conjunto{x} × Y . Puesto que, el espacioY
es compacto entonces, el conjunto{x}×Y tambíen es compacto, porque es
homeomorfo aY . Se sigue que, hay un conjunto finito{y1, y2, ..., yk} ⊂ Y
tal que{x} × Y ⊂ ⋃k

i=1(Uyi
× Vyi

). EntoncesU = ∩k
i=1Uyi

satisface
F ∩ (U × Y ) = ∅. Por lo tantoπX(F ) ∩ U = ∅. Aśı hemos demostrado
que parax /∈ πX(F ) hay un abiertoU ⊂ (X \ πX(F )) tal quex ∈ U . Es
decir, que el conjuntoX \ πX(F ) es abierto enX. Por lo tanto, el conjunto
πX(F ) es cerrado enX. ¤

LEMA 3.1.10. SeaX un espacio topológico T1. Tomamos el espacio
topológicoY un espacio compacto. Entoncest(X × Y ) ≤ t(X)t(Y )

DEMOSTRACIÓN. Seaκ = t(X)t(Y ). Vamos a probar que un conjunto
κ−cerradoH ⊂ X × Y es cerrado enX × Y . Sea(p, q) ∈ H. Como
el espacioX es T1, se tiene que{p} es cerrado. Entoncesπ−1

X ({p}) =
{p} × Y ⊂ X × Y es cerrado por la continuidad deπX . Afirmamos que
T = H ∩ ({p} × Y ) ⊂ H es κ−cerrado. En efecto, pues siL ⊂ T
tal que |L| ≤ κ, entoncesL ⊂ H. Adeḿas L ⊂ {p} × Y entonces
L ⊂ {p} × Y = {p} × Y , por lo queL ⊂ T . Es decir que basta probar
queq ∈ πY (T ). Ahora, siq ∈ πY (T ) entonces,(p, q) ∈ T ⊂ H. Por lo
que es suficiente probar queq ∈ πY (T ). Suponemos lo contrario, es decir
queq /∈ πY (T ). Comot(Y ) ≤ κ y el conjuntoT esκ−cerrao en{p} × Y ,
entonces por lema 3.1.8 el conjuntoT es cerrado en{p} × Y , esto implica
queπY (T ) es un conjunto cerrado enY , por queπY ({p} × (Y \ T )) es
un conjunto abierto enY . Puesto que el espacioY esT3 podemos escoger
una vecindadV cerrada enY deq tal que el conjuntoV ∩ πY (T ) es vaćıo.
EntoncesX × V es una vecindad del punto(p, q) enX × Y , por lo tanto
(p, q) ∈ (X × V ) ∩H. Comoπ−1

Y (V ) = X × V , este conjunto es cerrado
por la continuidad deπY y del hecho de queH esκ−cerrado se tiene que
(X × V )∩H esκ−cerrado enX × Y . Deducimos de la compacidad deY
y de la proposicíon 3.1.9 que el mapeoπX : X × Y → X es cerrado. Por lo
tantoS = πX((X × V ) ∩H) esκ−cerrado. Comot(X) ≤ κ se tiene que
el conjuntoS es tambíen cerrado. Ahora por la continuidad deπX tenemos
p ∈ πX((X × V ) ∩H) ⊂ πX((X × V ) ∩H) = πX((X × V ) ∩H) = S.
Entonces, hay un puntor ∈ V con (p, r) ∈ H, contradiciendo que
({p} × V ) ∩H = ({p} × V ) ∩ T = ∅. ¤



3.1. PRELIMINARES 33

DEFINICIÓN 3.1.11. SeaX un espacio topológico y pseudoradial. Para
A ⊂ X, donde el conjuntoA no es cerrado, llamaremos elcarácter de
sucesiones del conjuntoA, a la funcíon cardinalσc(A,X) que definimos
como:

σc (A,X) = mı́n{|S| : S es una sucesión en A que

converge a un punto fuera de A}.
Se define el carácter secuencial del espacioX como:

σc(X) = sup{σc(A,X) : A ⊂ X, A 6= A}.
DEFINICIÓN 3.1.12. Diremos que el espacio topológico X es semi-

radial si para todoA ⊂ X que no esκ−cerrado, hay una sucesión
{xξ : ξ ∈ λ} ⊂ A, conλ ≤ κ, que converge fuera deA.

OBSERVACIÓN 3.1.13. Para nuestro siguiente resultado es importante
la siguiente construcción por recursíon. SeaX un espacio topológico pseu-
doradial y seaα un ordinal. TomamosB ⊂ X, se define por recursión :

(1) B0 = B
(2) Al haber definidoBβ para todo ordinalβ, tal queβ < α, definimos:

Bα =





∪Bβ
β<α

, si α es ĺımite

{x : x es liḿıte de una sucesión enBγ}, si α = γ + 1

LEMA 3.1.14. SeaX un espacio topológico pseudoradial. Entonces,
para todoB ⊂ X tenemos queB =

⋃{Bα : α < σc(X)+}
DEMOSTRACIÓN. Se verifica por inducción transfinita queBα ⊂ B.

Sabemos queB0 = B ⊂ B. SeaBα ⊂ B. Entonces, como cada elemento
de Bα+1 es ĺımite de una sucesión enBα, luego cada elemento deBα+1

est́a en la cerradura deBα. PeroBα ⊂ Bα ⊂ B, por lo queBα+1 ⊂ B. Por
último, si el ordinalα 6= 0 es ĺımite y Bβ ⊂ B para todaβ < α entonces,
por definicíon de lasBα tenemos queBα ⊂ B. Ahora, sigue de la definición
de un espacio pseudoradial queB ⊂ ∪{Bα : α < λ}, para alǵun ordinalλ
( dondeλ < |X|+) y por eso basta demostrar que

⋃{Bα : α < σc(X)+} es
cerrado. Suṕongamos que no y queσc(X) = κ. Entonces, hay una sucesión
{xδ}δ<κ ⊂ ⋃{Bα : α < σc(X)+} que converge a un puntox fuera de⋃{Bα : α < σc(X)+}. Para cada ordinalδ, con δ < κ, vamos a escoger
un ordinalα (δ) < κ+ tal quexδ ∈ Bα(δ). Seaγ = sup{α (δ) : δ < κ}.
Entoncesxδ ∈ Bγ para todo ordinalδ que satisfaceα (δ) < δ < κ. Por lo
tantox ∈ Bγ+1, lo cual es una contradicción. ¤

DEFINICIÓN 3.1.15. SeaX un espacio topológico. Tomamosκ un
cardinal y una sucesión {xα}α∈κ ⊂ X.Diremos que la sucesión {xα}α∈κ



34 3. PRODUCTOS

es estrictamente convergente enX al puntox ∈ X, si converge ax, el
cardinalκ es regular, yx /∈ {xα : α ∈ β} ∀β < κ.

DEFINICIÓN 3.1.16. SeaX un espacio topológico. Se dice que un sub-
conjuntoA deX es cadena (estrictamente cadena) cerrada si contiene to-
dos los puntos lı́mites de todas las sucesiones convergentes enX (estricta-
mente convergentes) contenidas enA. Seaµ un ordinal. Diremos queA es
µ−cadena cerradasi contiene todos los puntos lı́mites de todas las suce-
siones convergentes de longitudµ contenidas enA.

DEFINICIÓN 3.1.17. El espacio topoĺogicoX se llamaŕa casi-radial si
cada subconjunto A estrictamente cadena cerrada es cerrada

OBSERVACIÓN 3.1.18. Cada espacio casi-radial es pseudoradial

DEMOSTRACIÓN. SeaA ⊂ X cadena cerrada. ComoA es estricta-
mente cadena y puesto queX es casi radial, el conjuntoA es cerrado enX.
Por lo tanto,X es pseudoradial. ¤

DEFINICIÓN 3.1.19. La estrechez de un conjuntoA en un espacio
topológicoX es el menor ńumero cardinalm ≥ ℵ0 con la propiedad de que
si A

⋂
C 6= ∅, entonces existeC0 ⊂ C tal que|C0| ≤ m y A

⋂
C0 6= ∅.

Este cardinal lo vamos a denotar port(A, X).

PROPOSICÍON 3.1.20. Si el espacio topológico X es pseudoradial
entoncest (X) ≤ σc (X)

DEMOSTRACIÓN. Seaσc (X) = κ. Si t (X) > κ, entonces por el
lema 3.1.8 existe unA ⊂ X que esκ−cerrado pero no es cerrado. Sea
z ∈ A \ A. Entonces, por la definición de estrechez hay unA0 ⊂ A tal
que |A0| ≤ t(X) y z ∈ A0. Como el conjuntoA esκ−cerrado tenemos
que |A0| > κ. Ahora, por la observación 3.1.13 y por el lema 3.1.14, hay
una familia de conjuntos{Aα : α < σc(X)+} tal queA =

⋃{Aα : α <
σc(X)+}. Sea

γ = min{α : α es un ordinal conα < σc(X)+ y existe

z ∈ Aα tal quet ({z}, A) > κ}.
Por la construcción de lasAα tenemos queγ es sucesor, digamosγ = η+1.
Puesto queσc(X) = κ, tenemos que el puntoz es ĺımite de una sucesión
en el conjuntoAη de longitud a lo ḿasκ. Seaλ = |Aγ|. Luego, para cada
β ∈ λ hay un puntoaβ ∈ Aγ y una sucesión Sβ ⊂ Aη que converge aaβ.
Peroσc(X) = κ entonces, para cadaβ < λ tenemos que|Sβ| ≤ κ. Por lo
tantoz ∈ ⋃

β<λ
Sβ y | ⋃

γ<λ
Sγ| ≤ κ, lo cual es una contradicción. ¤

PROPOSICÍON 3.1.21. SeaX un espacio topolóogicoT1 y casi-radial.
Entoncesσc(X) ≤ t(X).



3.2. R-MONOLITICIDAD Y PSEUDORADIALIDAD 35

DEMOSTRACIÓN. Seaσc(X) = κ. Por definicíon de caract́er secuen-
cial, tenemos que para cada ordinalµ < κ existe un subconjuntoA ⊂ X
no cerrado enX, tal queA es cerrado con respecto a cadenas estrictamente
convergentes de longitudµ. Entonces, existex ∈ A \ A y una sucesión
{xα}α<λ ⊂ A que converge estrictamente ax, donde el ordinalµ es tal que
µ < λ ≤ κ. SeaB = {xα}α<λ. Luegox ∈ B, perox /∈ {xα : α < β}
para todo ordinalβ tal queβ < λ. Por lo tantot(X,B) ≥ λ. Entonces
t(X) ≥ λ > µ. Puesto queµ es arbitrario, se tiene quet (X) ≥ κ. ¤

LEMA 3.1.22. Si el espacio topológico X es casi-radial entonces
t(X) = σc(X)

DEMOSTRACIÓN. Ya hemos verificado la desigualdadσc(X) ≥ t(X)
en la proposicíon 3.1.20. Ahora, cada espacio casi-radial es pseudoradial,
por la observación 3.1.18. Es decir que, se satisfacen las condiciones de la
proposicíon 3.1.21. Por lo tanto tenemos la desigualdadσc(X) ≤ t(X), con
lo cual concluimos. ¤

3.2. R-Monoliticidad y Pseudoradialidad

DEFINICIÓN 3.2.1. SeaX un espacio topológico pseudoradial. Al es-
pacio X le llamaremosR-monoĺıtico si para cadaA ⊂ X se satisface
σc(A) ≤ |A|.

LEMA 3.2.2. SeaX un espacio topológico. Si el espacioX esR−monoĺıtico
entonces el espacioX es casi-radial.

DEMOSTRACIÓN. SeaX un espacio pseudoradial y tal que para cada
A ⊂ X se satisfaceσc(A) ≤ |A|. Ahora, suponemos que hayA ⊂
X tal queA es estrictamente cadena cerrada pero, el conjuntoA no es
cerrado. Entonces, hay una sucesión {xα}α∈λ ⊂ A que converge a un
x /∈ A \ A, dondeλ es un cardinal regular y ḿınimo respecto de que
la sucesíon {xα}α∈λ converge ax /∈ A. Puesto que, el conjuntoA es
estrictamente cadena cerrada, existe un ordinalµ mı́nimo tal queµ < λ
y x /∈ {xα : α ∈ µ}. HacemosB = {xα : α ∈ µ}. Ahora, definimos por
recursíon:

(1) B0 = B
(2) Al haber definidoBβ para todo ordinalβ, tal queβ < α, definimos:

Bα =





∪Bβ
β<α

, si α es ĺımite

{x : x es liḿıte de una sucesión enBγ}, si α = γ + 1

Luego para algunaα, tenemos queBα\A 6= ∅. Para salir deA necesitamos
una cadena de longitud a lo menosλ. Observemos queB ⊂ Bα ⊂ B. Por
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lo tantoσc

(
B

)
> λ > |B| = µ. Aśı, contradiciendo el hecho de que el

espacioX esR−monoĺıtico. ¤
TEOREMA 3.2.3. [6] La clase de los espaciosR−monoĺıticos com-

pactos es numerablemente productiva

DEMOSTRACIÓN. SeanX, Y espaciosR−monoĺıticos y compactos.
Vamos a demostrar queX × Y es casi-radial.

Suponemos queX × Y no es casi-radial. Seaκ el menor cardinal tal
que existe un conjunto estrictamente cadena cerradaA ⊂ X × Y que no
esκ−cerrado. Seleccionemos un conjuntoB ⊂ A tal que|B| ≤ κ con
B \ A 6= ∅. Ahora, fijemos un punto(x, y) ∈ B \ A. Como cada conjunto
R−monoĺıtico es casi-radial por el lema 3.2.2 y el conjunto({x}× Y )∩A
es estrictamente cadena cerrada. Tenemos que({x}×Y )∩A es cerrado en
X.
Ahora seaV una vecindad cerrada de(x, y) tal queV ∩[({x}×Y )∩A] = ∅.
Luego el conjuntoA′ = A ∩ V satisfaceπX(x) /∈ πX (A′). Es decir, que
cambiando aA por A′ se tieneπX(x) /∈ πX (A) . Ahora, el conjuntoA′

sigue siendo estrictamente cadena cerrada enX × Y . Adeḿas, puesto que
A = A′ ∪ [({x} × Y ) ∩ A], se sigue que

(x, y) ∈ A = A′ ∪ ({x} × Y ) ∩ A = A′ ∪ ({x} × Y ) ∩ A.

Por lo tanto(x, y) ∈ A′. Como(x, y) ∈ B se sigue queπX(x, y) = x ∈
πX

(
B

)
. Por otra parteπX

(
B

)
⊂ πX (B) por lo queπ (B) \ πX (A) 6= ∅.

Sabemos queσc(πX (B)) ≤
∣∣∣πX(B)

∣∣∣ ≤ |B| ≤ κ. Por la proposicíon 3.1.9
se tiene queπX es un mapeo cerrado. Por lo tantoπX (A) es< κ-cerrado,
por que siC ⊂ πX(A) es tal que|C| < κ, entonces para todal ∈ C, existe
yl ∈ Y tal que(l, yl) ∈ A. SeaK = {(l, yl) : l ∈ C}. PeroA es un conjunto
< κ−cerrado. LuegoK ⊂ A. Por lo tanto, tenemosC ⊂ πX(K) ⊂ πX(A).
Se sigue que hay una sucesión{xα}α∈κ ⊂ πX (A) convergiendo a un punto
x′ /∈ πX (A). Para cadaα escogemosyα tal que (xα, yα) ∈ A. Seaz
un punto de acumulación completo del conjunto{yα : α ∈ κ}. Luego, el
conjuntoX×{z}∩A es un conjunto cerrado enX×Y . Ahora, puesto que
el conjuntoπ−1

Y (z) = X×{z} es cerrado enX×Y y puesto que el conjunto
A es cadena estrictamente cerrada, entonces el conjunto(X × {z}) ∩ A
es cadena estrictamente cerrada. PeroX es R−monoĺıtico. Es decir, en
particular es pseudoradial, por lo que el conjuntoX × {z} ∩ A es cerrado.
EntoncesX × {z} ∩ A no contiene a(x′, z).

SeaV una vecindad cerrada enX × Y de (x′, z) que no intersecta a
(X×{z})∩A. Ahora, comoz es punto de acumulación completa de lasyα

se tiene que:
|{α ∈ κ : yα ∈ πY (V )}| = κ.
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Ahora, tomamosJ = {α ∈ κ : yα ∈ πY (V )}. Comoxα → x′, por lo
tanto, existeβ ∈ κ tal quexα ∈ πX(V ) para todaα ≥ β. Puesto que
J ∩ [β, κ) 6= ∅, existeα tal que (xα, yα) ∈ V . Por lo tanto(x′, z) ∈
{(xα, yα) : α ∈ [β, κ)}. Reemplazamos al conjuntoA con el conjuntoA ∩
V , y el conjunto{yα : α ∈ κ} con el conjunto{yα : α ∈ J ∩ [β, κ)}.
Notemos que el conjuntoA es estrictamente cadena cerrada,(< κ)−
cerrado, pero no esκ−cerrado. Ahora, puesto quez /∈ πY (A), y πY (A)
es< κ− cerrado, tenemos{yϕ : ϕ ≤ α} ⊂ πY (A) peroz ∈ {yϕ : ϕ ∈ κ} \
{yϕ : ϕ ∈ κ}.

SeaCα = {yβ : β ∈ α} ⊂ πY (A) y hacemosC =
⋃

α∈κ
Cα. Entonces

por lo anterior sabemos queC no es cerrado. Afirmamos queC es (<
κ)−cerrado. En efecto, pues siD ⊂ C , y tomamos al cardinalλ tal que
λ = |D| < κ, digamosD = {sβ : β < λ}, entonces para todaβ ∈ λ

existeαβ ∈ κ tal quesβ ∈ {yα : α < αβ}. Seaϕ = sup{αβ : β ∈ λ} < κ
( por que al serκ regular tenemos quecf(κ) = κ ) y D ⊂ Cϕ, entonces,
D ⊂ Cϕ ⊂ C.

Puesto queC no es cerrado en unR−monoĺıtico, entonces hay una
sucesíon {y′α : α ∈ κ} ⊂ C convergiendo a un puntoy′ /∈ C. Pasando a
una subsucesión; {yg(α) : α < κ} definida porg (α) = min{δ : y′δ /∈ Cα}.
Podemos asumir quey′α /∈ Cα ∀α < κ.

Vamos definir por recursión una funcíonf : κ → κ tal que

y′α ∈ {yβ : α ∈ β ∈ f(α)}

Seaη el minimo ordinal tal quey′0 ∈ Cη. Hacemosf(0) = η. Al haber
definido y′β para todo ordinalβ < α y f(β) para todo ordinalβ < α,
entonces, se definef(α) = ρ, dondeρ ∈ κ es el ḿınimo ordinal respecto
a quey′α ∈ {yβ : 0 < β < ρ} y f(α) > f(β) ∀β < α. Ahora escogemos
x′β ∈ {xβ : α < β < f(α)}, de manera que(x′α.y′α) ∈ A. Afirmamos que
{(x′α, y′α)}α<κ es una sucesión que converge estrictamente a(x′, y′) /∈ A. En
efecto pues dadoδ < κ, se tiene adeḿasx′ /∈ πX({(x′α, y′α) : α < δ}), y′ /∈
πY ({(x′α, y′α) : α < δ}) lo cual implica que(x′, y′) /∈ {(x′α, y′α) : α < δ}.
Sabemos quey′α converge ay′, basta demostrar quex′α converge ax′. En
efecto, seaU una vecindad cerrada dex′, entonces existeα tal que para toda
β > α xα ∈ U , por lo tanto si β > α, x′α ∈ {xβ : α < β < f (α)} ⊂
{xβ : β > α} ⊂ U = U . Es decir que la sucesión {(x′α, y′α)}α<κ es
estrictamente convergente. Porúltimo (x′, y′) /∈ A puesx′ /∈ πX(A), lo cual
es una contradicción. El argumento de este párrafo se usa ḿas adelante, nos
referiremos áel por(♣).
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Hemos verificado el producto de dos espacios,X, Y R−monoĺıticos com-
pactos es casi-radial. Porúltimo siA ⊂ X×Y entonces, por el lema 3.1.22
σc(A) = t(A) ⊂ t(πX(A))t(πY (A)) ≤ σc(πX(A))σc(πY (A)) ≤ |A| .

Ahora vamos a demostrar el teorema. Sea{Xn : n ∈ ω} una familia de
espacios compactosR−monoĺıticos, seaX = Π

n∈ω
Xn. Vamos a indicar con

πn la proyeccíon deX sobre el producto de losn + 1 primeros factores. La
estrech́ez se preserva bajo el producto numerable de espacios compactos
[15], y por lo tanto por el mismo razonamiento expuesto al principio
de esta prueba, basta demostrar queX es casi-radial. Hacemos esto por
contradiccíon, asumimos que existeA ⊂ X no cerrado pero estrictamente
cadena cerrada, seaκ el ḿınimo cardinal tal queA no esκ cerrado. Sea
B ⊂ A tal que |B| = κ y B \ A 6= ∅; ahora escogemos un punto
s ∈ B \ A. Para demostrar que existem ∈ ω tal queπm (s) /∈ πm (A),
suṕongamos queπn (s) ∈ πn (A) ∀n ∈ ω; escogemossn ∈ A tal
queπn (s) = πn (sn). Claramente por la elección de lassn’s la sucesíon
{sn : n ∈ ω} de A converge estrictamente ax, lo cual es imposible pues
A es estirctamente cadena cerrada. Luego para algún m ∈ ω pasa que
πm (s) /∈ πm (A), y en consecuenciaπm (A) no es cerrado enπm (X). Por la
productividad finita de los espaciosR−monoĺıticos, podemos reindexar de
tal manera que el cero ahora pase a ocupar el lugar dem. Reindexando como
se menciońo, es claro queπ0(A) no esκ-cerrado, pero(< κ)−cerrado.
Ahora usando el argumento(♣) se va definir por recursión una sucesión
{sn,α : α ∈ κ} de tal forma que la sucesión {πn(sn,α) : α ∈ κ} converja
al punto (s′0, s

′
1, ..., s

′
n) /∈ πn(A). En (♣) empezamos conx′α → x′

y constrúımos (x′α, yά) ⊂ A tal que (x′α, yά) → (x′, ý). Puesto que
π0(A) no esκ−cerrado y es(< κ)−cerrado, por lo tanto existe una
sucesíon {s0,α : α < κ} ⊂ A tal queπ0(s0,α) → s′0 ∈ X0 \ π0(A).
Aplicamos (♣) para obtener una sucesión {s1,α : α < κ} ⊂ A tal que
π1(s1,α) → (s′0, s

′
1) ∈ (X0 × X) \ π1(A), etc. En general aplicando(♣)

por recursíon, obtenemos una sucesión {sn,α} ⊂ A tal queπn(sn,α) →
(s′0, s

′
1, ..., s

′
n) ∈

(
Π

1≤i≤n
Xi

)
\ πn (A). Notemos que en la construcción

(♣), constrúımos una sucesión {y′α : α < κ} tal que (x′α, y′α) ∈ A y
(x′α, y′α) → (x′, y′) /∈ A. Adeḿasy′α ∈ {yβ : α < β < f(α)}, por lo tanto,
si κ = ω, entonces la sucesión{y′α}α∈κ es una subsucesión de{yα}α∈κ, por
lo tantoπ0(s0,α) → s′0, y adeḿasπ1(s1,α) → (s′0, s

′
1). Seas′ ∈ X tal que

sun-ésima coordenada seas′n. Entonces, la construcción (♣) nos muestra
que la sucesión {sn+1,m : m ∈ ω} se puede tomar como subsucesión de
{sn,m : m ∈ ω}. La sucesíon diagonal{sn,n : n ∈ ω} converje as′, en
contradiccíon con el hecho de queA es cadena cerrada. Por lo tanto el
cardinalκ no es numerable. Para cadaα ∈ κ seleccionamos un punto de
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acumulacíons′α de la sucesión{sn,α : n ∈ ω}. ComoA esω-cerrado, dicho
punto est́a enA. Afirmamos que la sucesión {s′α : α ∈ κ} converge as′.
Basta demostrar que para toda vecindad cerrada des′ de la formaπ−1

j (U),
dondeU es una vecindad cerrada deπj(s

′) enπj(X), la sucesíon a partir
de un ordinalβ ∈ κ satisface ques′α ∈ π−1

j (U) para todo ordinalα ≥ β
con α < κ. Por construccíon, para cadan ≥ j hay un ordinalαn ∈ κ
tal queπn(sn,αn) ∈ U × Xj+1 × ... × Xn cuandoα ≥ αn, puesκ es
regular. Seâα = sup{αn : n ≥ j}. Para cualquierα ≥ α̂ y n ≥ l
tenemos quesn,α ∈ π−1

j (U) y por lo tanto ,s′α ∈ π−1
j (U), esto demuestra la

convergencia, claramente estricta, de{s′α : α ∈ κ} a s′ ∈ A \ A. Lo cual es
una contradiccíon y la prueba está completa. ¤

TEOREMA 3.2.4. Seaκ un cardinal. Tomamos{Xα : α ∈ κ} una fa-
milia de espacios compactosR−monoĺıticos y un cardinalλ tal queλ ≥ κ.
Entonces, cada subconjunto(< κ)−cerradoλ cadena cerrada deΠα∈κXα

esλ cerrado.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se ha verificado para todos los cardi-
nalesκ tales queκ ≤ ω en el teorema 3.2.3. Ahora, asumimos queκ es
un cardinal tal queκ > ω y que el teorema es cierto para cada cardinal
menor queκ. Basta verificar que siA es un subconjunto(< κ)−cerrado no
λ −cerrado deΠα∈κXα, entoncesA no esλ−cadena cerrada . Tomamos

λ = min{θ : θ es un cardinal y el conjuntoA

es menor queθ − cerrado}.
SeaB ⊂ A tal que |B| = λ y B\A 6= ∅. Seaβ un ordinal tal

queβ < κ. El mapeoπβ : Πα∈κXα → Πα∈βXα denotaŕa la proyeccíon
cańonica. Seax ∈ B\A. Si πβ(x) ∈ πβ(A) para cadaβ ∈ κ entonces,
escogemos puntosxβ ∈ A tal queπβ(x) = πβ(xβ). Por construccíon la
sucesíon {xβ : β ∈ κ} converge ax. Por lo tanto, el conjuntoA no es
λ−cadena cerrada. Ahora, suponemos que para algún β ∈ κ, se satisface
que πβ(x) ∈ πβ(B)\πβ(A). Es decir, queπβ(A) no es un subconjunto
λ−cerrado deΠµ∈βXµ, pero si es menor queλ−cerrado. En efecto, pues
si D ⊂ πβ(A) es tal que|D| < λ entonces, por la elección deλ hay un
D′ ⊂ A tal que|D| = |D′| , que satisface queπβ(D′) = D. Ahora, por ser
A un conjunto(< λ)-cerrado en

∏
µ∈κ Xµ se tiene queD′ ⊂ A. Entonces

D ⊂ πβ(D′) ⊂ πβ(A) porque la proyección πβ es cerrada. Ahora, por
hipótesis de inducción, hay una sucesión {xβ

α : α ∈ λ} ⊂ A y un punto
xβ ∈ Πµ∈βXµ \ πβ(A) tal que, la sucesión {πβ(xβ

α) : α ∈ λ} converge a
xβ. De lo anterior se tiene queλ debe de ser regular, pues de no ser asi
existiŕıa un ordinalη, menor queλ, tal que hay una sucesión creciente de
ordinalesυε que cumple con

⋃
ε∈η υε = λ, lo cual contradice la minimalidad
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deλ . SeaCγ = {xβ
α : α ∈ γ}, luego tomamosC =

⋃
γ∈λ Cγ. Afirmamos

queπβ+1(C) es un subconjunto(< λ)−cerrado deΠµ∈β+1Xµ. En efecto,
seaD ⊂ πβ+1(C) tal que |D| < λ. Entonces, hay unD′ ⊂ C con
|D′| < λ tal queπβ+1(D

′) = D. Puesto que el espacioΠβ+1<µ<λXµ es
compacto se tiene queD ⊂ πβ+1(D′) ⊂ πβ+1(C). Claramente el conjunto
πβ+1(C) no esλ−cerrado. Luego, aplicando la hipótesis de inducción hay
una sucesión{xβ+1

α : α ∈ λ} ⊂ C y un puntoxβ+1 ∈ Πµ∈β+1Xµ \πβ+1(C)
tal que{πβ+1(x

β+1
α ) : α ∈ λ} converge axβ+1. Más áun, la sucesíon

puede ser escogida de tal formaxβ+1
γ /∈ Cγ para todaγ ∈ λ. En efecto,

definimos una función f : λ → λ definida porf(δ) = min{θ :

θ es un ordinal yxβ+1
θ /∈ Cδ}. Es decir que podemos reindexar de tal

forma que la propiedad requerida se cumpla. En consecuenciaxβ+1
γ ∈

{xβ
α : γ ∈ α ∈ λ}. Ahora, la sucesión {πβ(xβ+1

α ) : α ∈ λ} converge axβ

enΠµ<αXµ pues cualquier vecindad dexβ contiene a lasπβ+1(x
β+1
α ) por lo

quexβ+1 es una extensión dexβ, es decir que para todo ordinalρ ∈ β se
cumple queπρ(x

β+1) = πρ(x
β).

Continuando este proceso inductivamente construı́mos sucesiones{xβ+n
α : α ∈

λ} de tal forma que{πβ+n(xβ+n
α ) : α ∈ λ} converge a un puntoxβ+n ∈

Πµ∈β+nXµ, tal que:

(∗) xβ+n+1
γ ∈ {xβ+n

α : γ ∈ α ∈ λ},

adeḿas el puntoxβ+n+1 es una extención dexβ+n. En el paso ĺımite β + ω
definimosxβ+ω =

⋃
n∈ω xβ+n y para cualquierα ∈ λ escogemos un punto

de acumulacíon xβ+ω
α ∈ {xβ+n

α : n ∈ ω} ⊂ A. Afirmamos que la sucesión
{πβ+ω(xβ+ω

α ) : α ∈ λ} converge axβ+ω ∈ Πµ<β+ωXµ. En efecto, seaV
una vecindad b́asica dexβ+ω. Luego el conjuntoV es una vecindad cerrada
en

∏
α∈κ Xα dexβ+ω, digamosV = Πn0

i=1Uαi
×Πα6=αi

α∈κ
Xα. Luego sin1 es tal

queβ +n1 ≥ αn para todan = 1, .., n0, se sigue quexβ+n ∈ πβ+n(V ) para
todan ≥ n1 por lo quexβ+nest́a finalmente enπβ+n(V ) para todan ≥ n1.
Ahora, para cadan ≥ n1 vamos a escogerγn ∈ λ tal que para todaγ ≥ γn

se satisface quexγ ∈ πβ+n(V ). Seaγ0 = supn∈ω{γn}. Tomamosγ ≥ γ0,
luegoxβ+n

γ ∈ Πβ+n(V ) para cadan ∈ ω. Por lo tantoxβ+n
γ ∈ V para cada

γ ≥ γ0. Aśı por induccíon transfinita se construyen para cualquierγ ∈ κ
sucesiones{xβ+γ

α : α ∈ λ} ⊂ A y puntosxβ+γ ∈ Πα∈β+γXα de tal forma
que{πβ+γ(x

β+γ
α ) : α ∈ λ} converge axβ+γ y para todaγ ∈ δ el punto

xβ+δ es una extensión dexβ+γ. Más áun, para cada ordinal sucesor digamos

γ = σ + 1 se satisface quexβ+δ+1
η ∈ {xβ+δ

α : η ∈ α ∈ λ}. Ahora para cada
ordinal ĺımite γ el puntoxβ+γ

α es un punto de acumulación completa del
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conjunto{xβ+δ
α : δ ∈ γ}. Por último seaz =

⋃
γ∈κ xβ+γ ∈ Πα∈κXα \ A.

Tenemos dos casos:
Caso 1: Siλ = κ entonces hacemoszα = xβ+α

α . Afirmamos que la suce-
sión{zα : α ∈ κ} convergez. En efecto, tomamos el conjuntoW una vecin-
dad dez. Sin ṕerdida de generalidad, podemos suponer queW = π−1

β+γ(V )

dondeV es una vecindad cerrada dexβ+γ enΠµ∈β+γXµ. Puesto que el con-
junto V est́a restringido śolo en un ńumero finito de coordenadas, por lo
tanto hay un ordinal̃α tal quexβ+γ

α ∈ V para cualquier ordinalα ≥ α̃. Por

construccíon para cadaα ≥ α̃. Tenemosxβ+γ+1
α ∈ {xβ+γ

ξ : ξ ∈ κ, ξ > α̃}
vemos quexβ+γ+1

α ∈ π−1
β+γ(V ) para cualquierα ≥ α̃ y para cualquier

n ∈ ω. Pero entoncesxβ+γ+ω
α ∈ π−1

β+γ(V ) y aśı inductivamente tenemos
quexβ+δ

α ∈ π−1
β+γ(V ) para cualquierα ≥ α̃ y para cualquierγ ≤ δ ∈ κ. Sea

υ = máx{α̃, γ} tenemos quezα = xβ+α
α ∈ W para cualquierα ≥ υ y por

lo tanto{zα : α ∈ κ} converge az.
Caso 2: Siλ > κ entonces para cualquier ordinalα ∈ λ escogemos un

punto de acumulación completazα del conjunto{xβ+γ
α : γ ∈ κ}. Observe-

mos quezα ∈ A para todaα ∈ λ, por queA es(< λ)−cerrado. Afirmamos
que{zα : α ∈ λ} converge az. En efecto, fijemos como antes una vecindad
U dez. Ahora, por regularidad del espacioΠµ∈κXµ hay un conjunto abier-
to V tal quez ∈ V ⊂ V ⊂ U . Seaγ un ordinal fijo tal que el conjunto
W = π−1

β+γ(V ) contiene a todas las coordenadas que determinan aV . En-
tonces, para cadaδ ≥ γ hay un ordinalαδ ∈ γ tal quexβ+δ

α ∈ V ⊂ V ⊂ U
para cadaα ≥ αδ. Luegoπβ+δ(x

β+δ
α ) ∈ πβ+δ(W ) cuandoα ≥ αδ. Dado

queλ es regularϑ = supδ∈κ{αδ} ∈ λ. Tenemosxβ+δ
α ∈ W para todaδ ∈ κ

y para todaϑ ∈ α ∈ λ y por lo tantozα ∈ W para cadaϑ ∈ α ∈ λ.
En ambos casos se tiene que la sucesión {zα : α ∈ λ} converge az y

esto completa la prueba. ¤





CAṔıTULO 4

La propiedad de Whyburn y la pseudoradialidad

En este caṕıtulo vamos a introducir dos nuevos conceptos, el concepto
de espacio de Whyburn y el de espacio débilmente Whyburn, y posterior-
mente vamos que relación tienen dichos conceptos con la pseudoradialidad
y con el producto de espacios pseudoradiales. Para el desarrollo del capı́tulo
se consult́o [14, 11, 9].

4.1. Las propiedades de Whyburn

DEFINICIÓN 4.1.1. Diremos que un espacioX topológico tiene la
propiedad de Whyburn(informalmente diremos que el espacioes Why-
burn) si cuandoM ⊂ X y M no es cerrado, entonces para cadax ∈ M \M
existeA ⊂ M tal queA \ M = {x}. Diremos que el espacioX es
débilmente Whyburnsi cuandoM ⊂ X no es cerrado, entonces existe
x ∈ M \M y A ⊂ M tal queA \M = {x}.

OBSERVACIÓN 4.1.2. De la definicíon anterior se sigue que todo espa-
cio de Whyburn es d́ebilmente Whyburn.

DEFINICIÓN 4.1.3. SeaX un espacio topológico. Diremos que el espa-
cio X essecuencialsi losA ⊂ X cerrados son aquellos que contienen los
puntos ĺımites de las sucesiones convergentes contenidas enA.

DEFINICIÓN 4.1.4. SeaX un espacio topológico. Diremos queX es un
espacio Frechet-Urysohn si para cadaA ⊂ X y para cadax ∈ A existe una
sucesíon{xn}n∈ω ⊂ A que converge ax.

PROPOSICÍON 4.1.5.
i) Un espacio Frechet-Urysohn Hausdorff es de Whyburn
ii) Un espacio secuencial Hausdorff es débilmente Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. i) SeaX un espacio Frechet-Urysohn Hausdorff.
TomamosM ⊂ X no cerrado y unx ∈ M \ M . Puesto que
X es Frechet-Urysohn existe una sucesión {xn}n∈ω en M que con-
verge ax. Por último, por ser el espacioX Hausdorff se tiene que
{xn : n ∈ ω} \M = {x}.

43



44 4. ESPACIOS WHYBURN Y PSEUDORADIALIDAD

ii) SeaX un espacio secuencial Hausdorff. Tomamos unM ⊂ X no
cerrado. Entonces, hay una sucesión {xn}n∈ω ⊂ M tal que xn →
x ∈ M \ M . Luego, por ser el espacioX Hausdorff se sigue que
{xn : n ∈ ω} \M = {x}.

¤
EJEMPLO4.1.6. Sea

T = {
(

1

m
,
1

n

)
: m,n ∈ N} ∪ {

(
1

m
, 0

)
: m ∈ N} ∪ { (0, 0)}.

Cada conjunto{
(

1
m

, 1
n

)
}, dondem,n ∈ N, es abierto enT . Un U ⊂ T

es vecindad del punto(0, 0) si y śolo si para todos los naturalesm excepto
para un ńumero finito de ellos el conjunto{n :

(
1
m

, 1
n

)
/∈ U} es finito.

Afirmamos que el espacioT cumple con ser d́ebilmente Whyburn pero no
de Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. SeaA = {
(

1
m

, 1
n

)
: m,n ∈ N}, si hay unM ⊂ A

tal queM \M = {(0, 0)}, entonces( 1
m

, 0) /∈ M para todam ∈ N, luego la
1
m
−eśıma columna contiene sólo un ńumero finito de elementos deM para

todam ∈ N. Se sigue que(A\M)∪{(0, 0)} es una vecindad de(0, 0). ¤
PROPOSICÍON 4.1.7. SeaX un espacio de Hausdorff semiradial, en-

toncesX es d́ebilmente Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. SeaM ⊂ X no cerrado, seaκ el ḿınimo cardinal
tal queM no esκ−cerrado. Puesto que el espacioX es semiradial, se sigue
que hay una sucesión{xα : α ≤ κ} ⊂ M , que converge a un puntox /∈ M .
Puesto que el espacio es de Hausdorff y de la minimalidadκ, se tiene que
{xα : α ≤ κ} \M = {x}. ¤

DEFINICIÓN 4.1.8. SeaX un espacio topológicoT1. El pseudocaracter
de un puntox ∈ X es el menor cardinal de la formam = |U|, dondeU es
una familia de abiertos deX tales que

⋂U = {x}. Este ńumero cardinal lo
denotaremos porψ(x,X). El pseudocaracterdeX es el ńumero cardinal
ψ(X) = sup{ψ(x,X) : x ∈ X}.

LEMA 4.1.9. SeaX un espacio topológico compacto. Entoncesχ(X) =
ψ(X)

DEMOSTRACIÓN. SeaX un espacio compacto. Vamos a tomar un
x ∈ X y una base localBx dex. Luego, por la proposición 1.1.5 se sigue que
{x} =

⋂Bx. Es decir queψ(x,X) ≤ χ(x,X). Por lo tantoψ(X) ≤ χ(X).
Notemos que esta desigualdad es válida para cualquier espacioT1. Ahora,
como antes, seax ∈ X. Tomamos una familiaU de abiertos deX tales que⋂U = {x}. Sea|U| = κ entonces, el conjunto{x} es unGκ. Luego, por el
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lema 2.1.3 hay una base para el conjunto{x} enX de cardinalidadκ. Aśı,
tenemos queψ(x, X) ≥ χ(x,X). Por lo tantoχ(X) ≥ ψ(X).

¤

PROPOSICÍON 4.1.10. [9] SeaX un espacio compacto y débilmente
Whyburn. EntoncesX es pseudoradial.

DEMOSTRACIÓN. SeaM ⊂ X no cerrado. Puesto que el espacio
es d́ebilmente Whyburn, hay unx ∈ M \ M y un A ⊂ M tal que
A \M = {x}. Escogemos una familia minimal de abiertos{Uα : α ≤ κ}
tal que∩α∈κUα = {x}. Podemos escoger dicha familia de tal forma que
sea una base local enx, esto es posible por que en un espacio compacto el
pseudocaŕacter es igual al carácter, por el lema 4.1.9. Por la minimalidad de
κ se tiene que(∩β∈λ(Uβ∩A))\{x} 6= ∅ para todaλ ∈ κ. Ahora escogemos
xλ ∈ (∩β∈λ(Uβ ∩ A)) \ {x}, luego por la compacidad deA se tiene que la
sucesíon{xλ : λ ≤ κ} converge ax /∈ M . ¤

DEFINICIÓN 4.1.11. Sea(X, τ) un espacio de Whyburn. Diremos que
M ⊂ X esWhyburn-cerradosi para todaA ⊂ M tal queA \ A = {x},
pasa quex ∈ M .

OBSERVACIÓN 4.1.12. SeaX un espacio topológico d́ebilmente Why-
burn. Entonces, cadaM ⊂ X Whyburn-cerrado es cerrado.

DEMOSTRACIÓN. Suponemos lo contrario. Es decir que existe unM ⊂
X que es Whyburn-cerrado pero no es cerrado. Ahora, como es espacioX
es d́ebilmente Whyburn entonces, existe unx ∈ M \ M y un A ⊂ M
tal queA \ M = {x}. Seay ∈ A \ A. Entoncesy /∈ M . Por lo tanto
y ∈ A \M . Es decir queA \A ⊂ A \M . LuegoA \A = {x}. Puesto que
el conjuntoM es Whyburn-cerrado enX tenemos quex ∈ M , lo cual es
una contradiccíon. ¤

TEOREMA 4.1.13. [9] SeaX un espacio semiradial compacto y débil-
mente Whyburn, seaY un espacio compacto y débilmente Whyburn, en-
toncesX × Y es d́ebilmente Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. Suponemos que hay un espacio compacto débil-
mente Whyburn y semiradialX, y un espacio d́ebilmente Whyburn y com-
pactoY , tal queX × Y no es d́ebilmente Whyburn. Entonces, hay un con-
junto Whyburn-cerradoA ⊂ X × Y que no es cerrado. Seaκ el ḿınimo
cardinal tal queA no esκ−cerrado. Ahora, escogemos un conjuntoB ⊂ A
que satisface con|B| = κ y B \A 6= ∅. Tomamos un punto(x, y) ∈ B \A.
El conjunto{x} × Y es d́ebilmente Whyburn, pues es homeomorfo aY .



46 4. ESPACIOS WHYBURN Y PSEUDORADIALIDAD

Afirmamos que siA ∩ ({x} × Y ) 6= ∅ entonces hay una vecindad cer-
rada de(x, y) que es disjunta deA ∩ ({x} × Y ). En efecto, puesto que
A ∩ ({x} × Y ) es Whyburn-cerrado, luego el conjuntoA ∩ ({x} × Y ) es
cerrado,por la observación 4.1.12, en{x} × Y . Por lo tanto el conjunto
N = {y ∈ Y : (x, y) ∈ A ∩ ({x} × Y )} es cerrado enY . Se sigue que
A∩ ({x}×Y ) = π−1

Y (N)∩π−1
X (x), es decir que el conjuntoA∩ ({x}×Y )

es cerrado enX × Y . Puesto que el espacioX × Y es compacto hay una
vecindad cerradaV de(x, y) enX × Y tal queV ∩ [A ∩ ({x} × Y )] = ∅.
HaciendoA′ = A∩V tenemos quex /∈ πX(A′) y (x, y) ∈ A′ y A′ es Why-
burn cerrado pero no cerrado. Ası́ podemos asumir queA∩({x}×Y ) = ∅.
Como(x, y) ∈ B se tieneπX(x, y) = x ∈ πX

(
B

)
⊂ πX (B) por lo que

π (B) \ πX (A) 6= ∅. Puesto quex ∈ πX(B) se sigue queπX(A) no es
κ − cerrado. Por otra parte, siendoX semiradial, podemos fijar una suce-
sión {xε : ε ∈ λ} ⊂ πX(A) que converge a un puntox′ ∈ X \ πX(A).
Afirmamos que el conjuntoπX(A) es(< κ) − cerrado. En efecto, por la
proposicíon 3.1.9 sabemos queπX es un mapeo cerrado por lo tantoπX (A)
es(< κ)-cerrado, por que siC ⊂ πX(A), |C| < κ, para todal ∈ C, ex-
iste yl ∈ Y tal que(l, yl) ∈ A. SeaK = {(l, yl) : l ∈ C}, peroA es
< κ−cerrado, entoncesK ⊂ A por lo tantoC ⊂ πX(K) ⊂ πX(A). En
consecuencia tenemos queλ = κ y por lo tantoκ es cardinal regular. Para
cualquierξ ∈ κ, escogemosyξ tal que(xξ, yξ) ∈ A. Ahora escogemos un
punto de acumulación completap ∈ Y del conjunto{yξ : ξ ∈ κ}. Se tiene
que el punto(x′, p) /∈ A, aśı podemos asumir como antes quep /∈ πY (A).
Para cualquierξ ∈ κ , denotamos porCξ la cerradura enY del conjun-
to {yν : ν ∈ ξ} y sea C =

⋃
ξ∈κ Cξ. ComoπY (A) es(< κ) − cerrado

se sigue queC ⊂ πY (A). Más áun puesto quep ∈ C \ πY (A), se sigue
que C no es cerrado enY . Por sery débilmente Whyburn hay un conjunto
D ⊂ C y un puntoy′ /∈ C tal queD \ C = {y′}. Claramente podemos
escribir aD = {y′}⋃

(∪ξ∈κ(D ∩ Cξ)). Para todoξ ∈ κ escogemos una
vecindad cerradaUξ dey′ en el subespacioD tal queUξ ∩ (D ∩ Cξ) = ∅
y seaVξ = ∩ν∈ξUν . Puesto que el espacioD es compacto yD \ {y′} es
(< κ) − cerrado, se sigue que cadaVξ \ {y′} es no vaćıa. Ahora, esco-
giendo un puntoy′ξ ∈ Vξ \ {y′} para todaξ ∈ κ, tenemos una sucesión que
converge ay′. Vamos a definir por recursión una funcíonf : κ → κ tal que:

y′ξ ∈ {yν : ξ ∈ ν ∈ f(ξ)}.

Seaη mı́nimo tal quey′0 ∈ Cη y hacemosf(0) = η. Al haber definido
y′ν para todaν < ξ y f(ν) para todaν < ξ, entonces se definef(ξ) =
ρ, dondeρ ∈ κ es ḿınimo respecto a quey′ξ ∈ {yν : 0 < ν < ρ} y
f(ξ) > f(ν)∀ν < ξ. Ahora escogemosx′ν ∈ {xν : ξ < ν < f(ξ)}, de
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manera que(x′ξ, y
′
ξ) ∈ A. Afirmamos que{

(
x′ξ, y

′
ξ

)
}ξ<κ es una sucesión

que converge a(x′, y′) /∈ A. En efecto, sabemos quey′ξ converge ay′, basta
demostrar quex′ξ converge ax′. En efecto, seaU una vecindad cerrada de
x′, entonces existeξ tal que para todaν > ξ xξ ∈ U , por lo tanto si
ν > ξ, x′ξ ∈ {xν : ξ < ν < f (ξ)} ⊂ {xν : ν > ξ} ⊂ U = U . Es decir

que la sucesión {
(
x′ξ, y

′
ξ

)
}ξ<κ es estrictamente convergente. Porúltimo

(x′, y′) /∈ A puesx′ /∈ πX(A). Aśı la sucesíon F = {(x′ξ, y′ξ) : ξ ∈ κ}
est́a en la cerradura de un segmento inicial deF y por lo tanto enA, por
lo queF \ A = {(x′, y′)}, en contradiccíon con el supuesto de queA es
Whyburn-cerrado. ¤

4.2. Espacios submaximales, espacios dispersos y pseudoradialidad.

DEFINICIÓN 4.2.1. Diremos que el espacio topológicoX es un espacio
submaximal si cada subconjunto denso es abierto

LEMA 4.2.2. El espacio topoĺogicoX es submaximal si y sólo si para
todoA ⊂ X con interior vaćıo es cerrado y discreto.

DEMOSTRACIÓN. SeanX un espacio submaximal, yA ⊂ X un
conjunto con interior vaćıo. Puesto que para todo abierto no vacı́o U , ocurre
queU ( A; es decir queU ∩ (X \ A) 6= ∅, por lo tantoA es cerrado.
SeaB ⊂ A, entonces claramente para todo abierto no vacı́o U , ocurre que
U ( B; es decir queU ∩ (X \ B) 6= ∅ , luegoB es cerrado para todo
B ⊂ A por lo queA es discreto. Inversamente; seaD ⊂ X denso enX,
entonces para todo abiertoU no vaćıo ocurre queU ( (X \D), por lo tanto
el interior deX \D es vaćıo. LuegoX \D es cerrado, esto implica queD
es abierto. ¤

PROPOSICÍON 4.2.3. [14] Un espacio submaximalT2 es de Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. SeanX un espacio submaximalT2 de Whyburn y
x ∈ A \ A. El conjuntoA \ int(A) tiene interior vaćıo enX y entonces es
cerrado y discreto enX. Por lo tanto,x ∈ int(A). Puesto queint(A) \ A
es cerrado y discreto, hay una vecindad abierta deW de x, tal queW ∩
(int(A) \ A) = {x}. Claramente queB = W ∩ int(A) satisface con
B \ A = {x}. ¤

Para notar que la hipótesis de que el espacio seaT2 se expone el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.2.4. Consideremos al conjuntoM = {0} ∪ { 1
n

: n ∈ N}
como subespacio deR con su topoloǵıa natural. Ahora enX = M ∪{2} las
vecindades de un punto deM son sus vecindades inducidas por la topologı́a
deR y las vecindades del punto2 son de la formaK ∪ {2}, dondeK ⊂ M
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es cofinito (o sea,M \ K es finito). Por construcción el espacio esT1 y
submaximal, pues lośunicos conjuntos densos son los que contienen a
{ 1

n
: n ∈ N} y éstos son abiertos enX. Adeḿas cualquier subconjunto

de{ 1
n

: n ∈ N} que tiene a0 en su cerradura, va a tener2 en su cerradura
tambíen.

DEFINICIÓN 4.2.5. El espacio topoĺogico X es denso en sı́ mismo si
cadax ∈ X es punto de acumulación deX.

TEOREMA 4.2.6. [9] Si X es un espacio topológico numerableT2,
submaximal y denso en sı́ mismo, entoncesZ = X × (ω + 1) no es
débilmente Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. Fijamos una biyección f : X → ω. Afirmamos
que el conjuntoA = {(x, f(x)) : x ∈ X} es no cerrado por que
A ⊃ A ∪ (X × {ω}). En efecto, sic ∈ X y U es una vecindad básica
de(c, ω), digamosU = V × ((ω + 1) \N), dondeN es un conjunto finito
de ω y V es una vecindad abierta dec. Por serX denso en śı mismo,c
es punto de acumulación deX, es decir(V \ {c}) ∩ X es infinito. Luego
(V × [(ω +1)\N ])∩A es infinito y por lo tanto(U \ (c, ω))∩A es infinito.
Ahora suponemos que existe unB ⊂ X tal queD = {(x, f(x)) : x ∈ B}
y

∣∣∣D�A
∣∣∣ = 1. Claramente,D�A = {(y, ω)} para alǵun y ∈ X pues

todos los puntos de acumulación deA yacen enX × {ω} y sin ṕerdida
de generalidad, asumimos quey 6∈ B. Puesto queω + 1 es compacto, la
proyeccíonπX : Z → X es cerrada, lo cual implica queπX(D) es cerrado
y por lo tanto,πX(D) = B ∪ {y}. Hay dos posibilidades,y ∈ B o B es
cerrado enB∪{y}. No obstante, la segunda no es posible puesD ⊂ π−1

X (B)
y y ∈ D. Por lo tanto,y ∈ B \ B; aśı por el lema 4.2.2,B no tiene
interior vaćıo enX. Seaz un punto arbitrario deintX(B); afirmamos que
(z, ω) ∈ D�A. En efecto,(z, ω) 6∈ A y si U = V × ((ω + 1) \ F ) es una
vecindad b́asica de(z, ω) (dondeV es una vecindad dez enX y F ⊂ ω es
finito), puesto queV ∩B es infinito,U ∩D tambíen lo es, aśı demostrando
nuestra afirmación. Por lo tanto, tal conjuntoD no existe y la demostración
es completa. ¤

DEFINICIÓN 4.2.7. El espacio topoĺogicoX es disperso si no contiene
subconjuntos no vacı́os densos en sı́ mismos.

LEMA 4.2.8. SeanX un espacio topológico disperso yA el conjunto
de todos sus puntos aislados, entoncesA es denso enX.

DEMOSTRACIÓN. Suponemos queX \ A 6= ∅ , entonces por ser el
espacio disperso el conjuntoX \A tiene un punto aisladoz enX \A . Por
serX \ A un abierto enX se tiene quez es un punto aislado enX, lo cual
es una contradicción. ¤
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TEOREMA 4.2.9. [14] Un espacioT3, disperso es d́ebilmente Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. SeaX un espacio disperso y de Hausdorff. Para
cualquierL ⊂ X, denotamos pora(L) el conjunto de puntos aislados
del subespacioL. Suponemos que hay unB ⊂ X no cerrado que es
Whyburn cerrado enX. SeaB0 = a(B) y C0 = B0 \ B0. Por el lema
4.2.8B0 es denso enB y C0 es cerrado enX. Sin ṕerdida de generalidad
asumimos queB = X. Ahora por recursíon transfinita si se han definido
los conjuntosCα, Bα, seaBα+1 = a(Cα) y Cα+1 = Cα \ Bα+1. Si β es
un ordinal ĺımite y si est́an definidosCα, Bα para todaα < β, hacemos
Bβ = ∅, Cβ =

⋂{Cα : α < β}. ComoX es disperso , hay un ordinalδ tal
queX = B =

⋃{Bα : α < δ}. Seaλ = min{α < δ : Bα ∩ (B \B) 6= ∅},
entonces por la definición de losBλ, λ no es un ordinal lı́mite, digamos
λ = λ0 + 1. Escogemos un puntox ∈ Bλ \ B = a(Cλ0) \ B. Como
x es aislado enCλ0 hay un abiertoU en X tal queU ∩ Cλ0 = {x}. Por
ser el espacioT3 podemos encontrarV ∈ τ tal quex ∈ V ⊂ V ⊂ U y
considere el conjuntoF = (V ∩ B) \ {x}. Puesto quex ∈ B tenemos
quex ∈ F . Afirmamos queF es tal queF \ F = {x}. En efecto, pues
F ⊂ B = ∪{Bα : α ≤ λ0}∪Cλ0 y F ∩Cλ0 ⊂ V ∩Cλ0 = {x}. Por lo tanto
F \ {x} = ∪{Bα : α ≤ λ0} ⊂ B. Se siguex est́a en la Whyburn-cerradura
deB, una contradiccíon. ¤

OBSERVACIÓN 4.2.10. En contraste, un espacioT3 disperso no tiene
que ser de Whyburn como lo demuestra el ejemplo 4.2.15.

Tampoco es v́alido el teorema 4.2.9 para espaciosT2 dispersos como se
demuestra el siguiente ejemplo. Primero necesitamos una definición:

DEFINICIÓN 4.2.11. SeaX un espacio de Hausdorff yτ su topoloǵıa.
SeaT (X) la familia de todos los ultrafiltros enτ (o sea, ultrafiltros abiertos)
que no convergen a ningún punto deX. Se le dota de una topologia al
conjuntoκX = X ∪ T (X) tomando como vecindad de un punto deX a la
familia de todas las vecindades dex enX y como vecindades deF ∈ T (X)
la familia de todos los conjuntos{F} ∪ U , dondeU ∈ F . El espacio que
aśı se obtiene se llamala extensíon de Katetovdel espacioX; es f́acil ver
queκX es un espacio de Hausdorff yκX \X es discreto.

EJEMPLO 4.2.12. Suponer queω tiene la topoloǵıa discreta;κω es
disperso,T2 y no d́ebilmente Whyburn.

DEMOSTRACIÓN. Que κω sea de Hausdorff es consecuancia de la
definición. Adeḿas, puesto queω tiene la topoloǵıa discreta yκω \ ω es
discreta, sigue queκω es disperso. Para demostrar queκω no es d́ebilmente
Whyburn, seaA ⊂ ω tal que|A| = ℵ0, notemos que los puntosκω \ ω
que pertenecen a la cerradura deA son aquellos filtrosF tales queA ∈ F .
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Ahora para cadaB ∈ 2A \ {∅, A} hay un filtroL que no contiene aB.
En efecto, seanC = {D : ω \ B ⊂ D o A ⊂ D}, E = {D1 ∩ D2 :
D1, D2 ∈ E}, cerrando aE bajo superconjuntos obtenemos el filtroL.
Más áun siL → x, entoncesL′ = L \ {x} es un filtro que no converge
a x. Por lo tanto{L′} ∪ V , V ∈ L′ es una vecindad deA. Es decir que
la familia de filtros que contienen aA tiene cardinalidad mayor o igual a∣∣∣2A

∣∣∣ = |2ω|. Puesto queω es abierto enκω y cualquierA ⊂ ω infinto
tiene en su cerradura2ω puntos, se sigue que para todop ∈ κω \ ω no hay
subconjuntoA ⊂ ω tal queA \ ω = {p}. ¤

COROLARIO 4.2.13. [14] Un espacio compacto y disperso es pseudo-
radial.

DEMOSTRACIÓN. El resultado es consecuencia inmediata del lema
4.2.8 y de la proposición 4.2.2. ¤

PROPOSICÍON 4.2.14. [9] SeaX un espacio topológico disperso de
Whyburn, entonces cada punto de acumulación p ∈ X puede incluirse en
un conjunto cerradoF ⊂ X tal quep es elúnico punto de acumulación de
F .

DEMOSTRACIÓN. Seap ∈ X un punto de acumulación deX, y seaA
el conjunto de todos los puntos aislados deX. Por el lema 4.2.8p ∈ A.
Comop ∈ A y puesto que el espacioX es de Whyburn, hay un conjunto
B ⊂ A tal queB \A = {p}. Claramente el conjuntoF = B ∪ {p} cumple
lo requerido. ¤

COROLARIO 4.2.15. [14] Un espacio compactoT1, disperso y de Why-
burn es Fŕechet-Urysohn.

DEMOSTRACIÓN. SeaX un espacio compactoT1, disperso y de Why-
burn. SiA ⊂ X no es cerradop ∈ A \A, entonces puesto que el espacio es
de Whyburn, hay unB ⊂ A tal queB \A = {p}. Aplicamos la proposición
anterior al espacio dispersoB; se tiene que existeF ⊂ B cerrado (y por
lo tanto, cerrado enX) que tiene comóunico punto de acumulación ap.
Por ser cerrado enX, F es compacto, luego cualquier subconjunto infinito
numerable deF \ {p} ⊂ A es una sucesión convergente ap. ¤

TEOREMA 4.2.16. [14] Un espacio numerablemente compactoT2 y de
Whyburn es Frechet-Urysohn.

DEMOSTRACIÓN. SeanX un espacio numerablemente compactoT2 y
de Whyburn,A ⊂ X no cerrado, yx ∈ A\A. Por ser el espacio de Whyburn
A contiene un conjuntoM tal queM \M = {x}. Tomamos una familia de
abiertos deM que sea maximal y disjunta, digamosL, tal que las cerraduras
de sus elementos no contienen ax. Entoncesx ∈ ⋃L y por lo tanto, por
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ser el espacioX de Whyburn, hay unN ⊂ ⋃L tal queN \N = {x}. Sea
L′ = {U ∈ L : U ∩ N 6= ∅}. Afirmamos queL′ es infinito. En efecto,
ya que siL′ fuera finito entoncesx ∈ ⋃n

i=1(Ui ∩N) =
⋃n

i=1 (Ui ∩N);
o sea, para alǵun elemento de dicha unión, digamosj, se cumple que
x ∈ Uj ∩N ⊂ U , lo que contradice la elección de los elementos deL.
Ahora para cadaV ∈ L′ escogemos unxV ∈ V ∩ N . Por construccíon el
conjuntoD = {xV : V ∈ L′} es discreto enM y (D \ D) ∩ (

⋃L) = ∅.
Es decir, queD es cerrado enN y por lo tantox debe de ser eĺunico punto
de acumulacíon deD en el espacio numerablemente compactoN ∪ {x}.
Por lo tantoD∪{x} es un espacio infinito numerablemente compacto cuyo
único punto no aislado esx. Este espacio es compacto, por lo que hay una
sucesíon numerable enD que converge ax. ¤

DEFINICIÓN 4.2.17. El espacio topoĺogicoX esk−espacio si esT2 y
para cadaZ ⊂ X, Z es cerrado en X si la intersección deZ con cualquier
subespacio compactoK deX es cerrado enK.

COROLARIO 4.2.18. [14] Un k−espacio de Whyburn es Fréchet-
Urysohn.

DEMOSTRACIÓN. SeanX un k−espacio de Whyburn,A ⊂ X y x ∈
A \ A. Por ser el espacio de Whyburn hay unF ⊂ A tal queF \ F = {x}.
Podemos asumir queF ∩A = F ∩A(śı no son iguales es reemplazamos aF
porF ∩A). El conjuntoF no es cerrado puesF = F ∪ {x}. Ahora por ser
X unk−espacio, hayK ⊂ X compacto tal queK ∩F no es cerrado enK.
PeroK ∩ F ⊂ K∩F ⊂ K∩(F∪{x}). Por lo tantoK ∩ F = (K∩F )∪{x},
y como consecuenciax ∈ K ∩ F , luego por el corolario 4.2.15 el espacio
K es Fŕechet-Urysohn, ası́ hay una sucesiónS ⊂ K ∩ F que converge ax;
claramenteS ⊂ A. ¤





Conclusiones

En el caṕıtulo 2 se expone una caracterización de la pseudoradialidad
y su relacíon con la compacidad secuencial, y además bajo el supuesto
de c ≤ ω2 se concluye que cada espacio secuencialmente compacto es
pseudoradial. Se define el número de separación y con el se caracteriza la
compacidad secuencial como sigue:
i) Si X es ńumerablemente compacto yT1 con ω < s entoncesX es

secuencialmente compacto.
ii) Si κ ≥ s entonces2κ no es secuencialmente compacto.

Con los resultados anteriores se caracteriza la compacidad secuencial y
se tiene:

iii) 2κ no es pseudoradial.
En el caṕıtulo 3 se trata el producto de espacios pseudoradiales, la

propiedad no se preserva aún bajo producto finito, y se buscan las condi-
ciones bajo las cuales se preserva la propiedad bajo el producto topológico,
en particular:

iv) El producto numerable de espacios R-monolı́ticos es pseudradial
En el caṕıtulo 4 se abordan las propiedades de Whyburn y su relación

con la pseudoradialidad, concluyendose:
v) Un espacio Hausdorff compacto y débilmente Whyburn es pseudoradial.

Además se vio que un espacioT3 disperso es d́ebilmente Whyburn,
como consecuencia se concluyó

vi) Un espacio Hausdorff disperso y compacto es pseudoradial.
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