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Introduccion

La idea de grupo topoldgico, que se remonta al inicio del siglo XX, es uno
de los ejemplos més interesantes de la interaccién exitosa de dos areas distintas
de las matemadticas: la teoria de grupos y la topologia general. Un grupo
topolégico es un grupo en el que se define una topologia de tal forma que
se relacione con las operaciones del grupo: se pide que las operaciones tomar
inverso y multiplicacién de gripo sean continuas. La interaccién del algebra y
la topolgia, es decir, lograr que una topologia haga continua a las operaciones
del grupo, genera una estructura muy rica e interesante en donde se consiguen
resultados inesperados y elegantes. Podemos encontrar a los grupos topolégicos
en casi todas las areas de las matemdticas, desde la geometria algebraica y
teoria de nimeros (grupos algebraicos, variedades abelianas, etcétera), analisis
matematico (representacién de grupos de Lie, grupos reductivos, etcétera) hasta
las ciencias de la computacion.

Esta tesis presenta los resultados de una investigacién que contribuye a
la tarea de caracterizar y clasificar los grupos topoldgicos. En particular, se
aportan elementos para la caracterizacién de los grupos R-factorizables y se
introducen dos tipos nuevos de grupos topoldgicos que se ubican entre los sub-
grupos de los grupos o-compactos y los Ng-acotados.

El capitulo 1 presenta una introduccién a los grupos topoldgicos en donde
aparecen hechos generales y bésicos de la teoria asi como las definiciones fun-
damentales. En es‘e capitulo se desarrolla la teoria de grupos T-acotados intro-
ducidos por I. Guran [7] en 1981. Los resultados mas importantes de esta parte
son el lema 1.42 y el teorema de encaje (teorema 1.43, este ltimo caracteriza
a los grupos 7T-acotados como subgrupos de un producto de grupos con peso
menor o igual a 7), porque son herramientas fundamentales para el desarrollo
de la teoria de grupos R-factorizables. Ademads se estudian algunos temas so-
bre invariantes cardinales en grupos topolégicos, en particular, la nocién de
Y-grupo de Lindeldf, que también juega un papel importante en el estudio de
los grupos R-factorizables.

En el capitulo 2 estudiamos los grupos R-factorizables v sus subgrupos. El
origen de este tema se remonta a los anos treinta, cuando en un ejemplo del
libro de Pontriagin (pdg. 118-119 de [10]) aparecié el enunciado siguiente:
Para toda funcién real continua sobre un grupo topolégico compacto existe un
subgrupo normal y cerrado tal que el grupo cociente correspondiente tiene una
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vi ‘ INTRODUCCION

base numerable y la funcién es constante sobre cada clase lateral. W. Comfort
v K. Ross [5] generalizaron este teorema probando que la misma conclusién es
valida para funciones continuas de valores reales sobre grupos topolégicos seu-
docompactos. Més adelante, en 1988 M. Tkachenko [13] probé que el mismo
hecho sigue siendo valido para los grupos totalmente acotados, los de Lindelsf y
otras clases importantes de grupos topolégicos. Entre las contribuciones resul-
tantes de nuestra investigacion se caracteriza a los subgrupos de los grupos R-
factorizables que heredan esta propiedad. Mediante una pequena modificacién
de una construccién en [12], damos una gran cantidad de subgrupos densos
de grupos R-factorizables que no son R-factorizables (teorema 2.16). También
construimos un subgrupo cerrado y Gs de un grupo abeliano R-factorizable que
no es R-factorizable (ejemplo 2.17). Por dltimo, damos una caracterizacién de
los grupos R-factorizables en términos de la nocién, formalmente méas débil, de
grupos semi-R-factorizables.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de dos conceptos nuevos: los grupos
o-acotados y estrictamente o-acotados. O. Okunev propuso el concepto de o-
acotacién para grupos topolégicos como un intento de dar una caracterizacion
interna de los subgrupos de grupos o-compactos. Mas adelante, M. Tkachenko
la modificé levemente introduciendo los grupos estrictamente o-acotados. La
idea es definir dos clases nuevas de grupos topolégicos tan parecidas a la clase de
los o-compactos como sea posible. Primero estudiamos las propiedades elemen-
tales de los grupos o-acotados y estrictamente o-acotados. Luego, encontramos
las relaciones entre los grupos o-acotados y estrictamente o-acotados, por un
lado, vy los grupos o-compactos, R-factorizables y Ng-acotados por el otro. Por
ultimo, probamos que las clases de los grupos o-acotados y estrictamente o-
acotados son distintas.

Los resultados de estas investigaciones se expusieron y comentaron en el
Seminario de Grupos Topologicos del Departamento de Matemadticas de la
Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa, en el Seminrario
de Topologia de la Facultad de Ciencias de la UNAM y en el II Cor eso
Iberoamericano de Topologia y sus Aplicaciones.

Por tltimo, quiero expresar mi més sincero agradecimiento al doctor Mikhail
G. Tkachenko, sin cuya ayuda no hubiera sido posible esta tesis, por haberme
dirigido con tanta atencién, paciencia y dedicacién durante mi trabajo doctoral
y porque debido a sus valiosas sugerencias pude mejorar de manera importante
mis resultados.



CAPITULO 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar un breve estudio de las propiedades
elementales mas importantes de los grupos topolégicos. No se pretende dar una
introduccién a los grupos topoldgicos, el objetivo es dar una referencia lo mas
completa posible a quien lea esta tesis sobre los resultados utilizados en la parte
principal del trabajo, la cual se ubica en los capitulos 2 y 3. Por esto mismo
se omitirdn muchas demostraciones y sélo en las secciones 4 y 3 se probaran
todos o casi todos los resultados.

1. Propiedades elementales de los grupos topolégicos

Un grupo topoldgico es un conjunto con dos estructuras, una operacion
binaria y una topologia, relacionadas entre si.

DEFINICION 1.1. Un conjunto G con una operacién binaria - y una familia
7 de subconjuntos de G se llama grupo topoldgico si

(1) (G,) es un grupo;

(2) (G, 7) es un espacio topolégico;

(3) las funciones g;: (G,7) x (G,7) — (G,7) y g2: (G,7) — (G, 7) dadas
por gi(z,y) =1 -y y g2(z) = x7! son continuas, donde 7! es el inverso
de z.

En ocasiones prescindiremos del uso del simbolo de operacién binaria - es
decir, en vez de z - y escribiremos sirmiplemente xy.

Sea G un grupo topoldgico, si denotamos como N(x) a la familia de vecin-
dades de un punto = € G, podemos describir la condicién (3) de la definicién 1.1
como sigue: si x y y son elementos de G, para cada U € N(zy) existen vecin-
dades V € N(z) y W € N(y) tales que V- W C U, donde V- W = {vw : v €
V,w € W}y para cada U € N(z™!) existe V € N(z) tal que V=1 C U, donde
V=1 = {v7!: v e V}. Elsimbolo ¢z denotars siempre a la identidad de un
grupo G.

Un grupo topolégico G con operacién - y topologia 7 es por lo tanto una
terna (G, -, 7). Sin embargo, si no hay ambigiiedad, escribiremos sélo G en vez
de (G,-, 7).

Es fécil ver que una terna (G, -, 7), donde (G, -) es un grupo y 7 una topologfa
en G es un grupo topoldgico si y sélo si la funcién gs: (G,7) x (G, 7) — (G, 1),
dada por g3(x,y) = zy ™!, es continua.
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Sea G un grupo topolégico. Para cada g € G fijo, las funciones p,(z) = zg
y 04(z) = gz, z € G, de G en s mismo, son homeomorfismos. La inversién
f: G — G, definida por f(y) = y~!, también es un homeomorfismo. Las fun-
ciones @, y 04 se llaman traslaciones por g derecha e izquierda, respectivamente.

Observe que una consecuencia de que ¢, y 0, sean homeomorfismos es que
todo grupo topoldgico es un espacio homogéneo. Esto permitira estudiar las
propiedades topoldgicas locales de un grupo topolégico G en un solo punto. que
por simplificar siempre tomaremos como la identidad e del grupo.

De la misma manera que nos interesan los isomorfismos entre grupos o los
homeomorfismos entre espacios topoldgicos, en grupos topolégicos estaremos
interesados en funciones que preservan tanto la estructura algebraica como la
topoldgica, de acuerdo con la siguiente definicién.

DEFINICION 1.2. Decimos que una funcién biyectiva f: G — G’ entre dos
grupos topolégitos G y G’ es un isomorfismo topolégico si f y f~' son ho-
momorfismos continuos. Si G = G, el isomorfismo f se llama automorfismo
topoldgico. Dos grupos topoldgicos son topoldgicamente isomorfos si existe un
isomorfismo topoldgico de uno al otro. Utilizaremos el simbolo G = H para
indicar que los grupos GG y H son topolégicamente isomorfos.

Es facil ver que un isomorfismo topolégico y su inverso son homomorfismos
ablertos. Si G' es un grupo topoldgico y a € G estd fijo, entonces la funcién
g(z) = aza™! es un automorfismo topoldgico. Por lo tanto, si G no es abeliano,
es facil construir muchos automorfismos de G en G. En el caso de los grupos
abelianos, estos automorfismos son triviales, es decir, son la identidad.

Describir la topologia en un grupo topoldgico es generalmente una tarea
mas facil que hacerlo en un espacio topolégico arbitrario. Basta describir una
base local para la identidad e del grupo.

LEMA 1.3. Sea G un grupo topoldgico, y sea N{eg) una base local para la
identidad eq del grupo. Entonces las familias {zU} y {Ux}, donde z toma
valores en los elementos de G y U varia sobre todos los elementos de N(eg),
son bases para la topologia de grupo de G.

El lema siguiente nos proporciona una base local para la identidad formada
por vecindades tales que V™! = V. Estas vecindades reciben el nombre de
simeétricas.

LEMA 1.4. St G es un grupo topoldgico y U € N(eg), entonces existe V €
N(eg) tal que V-l =V C U. Por lo tanto, las vecindades simétricas de la
identidad eq constituyen una base local para ec.

En lo sucesivo denotaremos con N*(es) la base de vecindades abiertas y
simétricas para la identidad eg de un grupo topolégico G.

La identidad de un grupo topoldgico tiene aun otra propiedad muy impor-
tante: admite una red local formada por subconjuntos cerrados.
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LEMA 1.5. Sea G un grupo topoldgico.

(1) SiU € N(eg), entonces para cadan € Nt eziste V € N(eg) con V* C U
V=V ...V, n factores).

(2) Si U € N(eg), entonces eziste V € N(eg) con V C U. En particular las
vecindades cerradas de eg constituyen una red local de la identidad.

DEMOSTRACION. Sélo probaremos 2. Sea V € N*(eg) tal que V2 C U. Si
z € V, entonces xV NV # @; es decir, existen vy, v2 € V' con zv; = v, por lo
cual z = v €eVV I =V2CU. Asique V C U. O

El hecho de que las traslaciones en los grupos topolégicos son homeomorfis-
mos se utiliza para probar que el producto de un abierto por cualquier conjunto
es abierto. En el caso de los conjuntos cerrados tenemos una situacién similar
s6lo para conjuntos compactos.

TEOREMA 1.6. Sean G un grupo topoldgico, a € G y A, B, O, M subcon-
juntos de G. Entonces:

(1) Si O-es abierto, los conjuntos a0, Oa, O™, MO y OM son abiertos.
(2) Si A es cerrado, aA, Aa, A™! son conjuntos cerrados.
(3) Si A y B son compactos, también lo son AB y A~

Ya sabemos que todo grupo topoldgico es un espacio homogéneo. Por lo
tanto, para demostrar propiedades locales en un grupo topolégico (P. Ej., conex-
idad local, compacidad local, cardcter numerable, etc.) es suficiente con ver-
ificar la propiedad en la identidad del grupo. Por ello, y como consecuencia
inmediata del lema 1.5, tenemos:

TEOREMA 1.7. Todo grupo topoldgico es un espacio T3.

Si G es un grupo no trivial con la topologia indiscreta, tenemos un grupo
topoldgico que no es 77 o Ty. Pero si un grupo topolégico es Ty, dado que
también es Tj, el grupo es regular y por lo tanto es un espacio de Hausdorff.
En adelante consideraremos sélo grupos 7g, es decir, todos nuestros grupos
seran espacios regulares. De hecho, més adelante se probard que todo grupo
Ty es un espacio de Tikhonov. Observe que para todo grupo topolégico G, la
propiedad de ser T equivale a ser T3; en particular, {eg} es un conjunto cerrado
en G.

El siguiente teorema es de suma importancia. En él se resumen varias
de las propiedades obtenidas anteriormente para la familia N(eg); de hecho,
esta familia se caracteriza completamente. Esta es una de las propiedades
que distinguen a los grupos topolégicos de los espacios topoldgicos arbitrarios.
Ademas, dicho teorema nos proporciona un método para definir topologias de
grupos topolégicos.

TEOREMA 1.8. Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff. FEriste una base
local V para e que cumple las condiciones siguientes.
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Hr = {ec};

(2) &« ¥V son dos elementos arbitrarios de V, entonces existe W € V tal
gue W CUNV;

(3) para cada U € V existe V €V tal que VV~—1 C U;

(4) para cada U € V y para cada x € U existe V € V con 2V C U;

(5) para cada U € Vya € G eriste W €V con aWa™! C U.

Reciprocamente, si tenemos un grupo G y una familia V no vacia de sub-
conjuntos de G que contienen a eg, tal que se satisfacen las condiciones (1)
a (5) para V, entonces cada una de las familias {zU : U € V, 2 € G} y
{Uz :U €V, z € G} es base para una topologia de grupo T para G. Ademds
V es una base local para e en (G, 7).

Veamos algunos ejemplos de grupos topolégicos.

EJEMPLO 1.9. Sea G un grupo arbitrario con la topologia discreta. En-
tonces G forma un grupo topolégico llamado un grupo discreto.

EJEMPLO 1.10. Cualquier grupo G con la topologia indiscreta es un grupo
topologico. Este no es un grupo topoldgico Ty si G contiene mas de un elemento.

Ahora estudiaremos los conceptos de morfismos para grupos topoldgicos.
Decimos que el homomorfismo f: G — G’ es abierto si f es una funcién abierta.
El concepta de homomorfismo abierto es muy importante porque permite es-
tablecer el concepto de grupos topolégicos equivalentes.

A continuacién enunciaremos algunas de las propiedades elementales mas
importantes de los homomorfismos continuos.

El lector con experiencia en andlisis funcional recordara que basta probar
la continuidad de un operador lineal en la identidad de un espacio vectorial
topolégico para saber que es continuo en todo el espacio. Esta propiedad es
aun valida para grupos topologicos.

LeEMA 1.11. Sea p: G — H un homomorfismo entre grupos topolégicos. El
homomorfismo ¢ es continuo jresp. abierto) si lo es en la identidad eq, es
decir, si p satisface la condicidon (1) (resp. (2)) siguiente:

(1) para toda W vecindad de ey en H, existe U vecindad de eg en G tal que
p(U) CW;

(2) para toda vecindad U de eq en G existe W vecindad de ey tal que W &
p(U).

De manera similar al caso de subespacios topolégicos, la operacion de tomar
subgrupos topolégicos es una fuente muy importante para construir “nievos”
grupos topoldgicos a partir de los ya conocidos.

DEFINICION 1.12. Sea G un grupo topoldgico, un subconjunto H de G se
llama subgrupo topoldgico de G si

(1) H es subgrupo del grupo G,
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(2) H es un subespacio con la topologia inducida de G.

El siguiente resultado justifica la definicién de subgrupo topolégico en el
sentido de que este Ultimo es por si mismo un grupo topoldgico.

PROPOSICION 1.13. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo topoldgico
de G. Entonces H es un grupo topoldgico con la topologia que hereda de G.

Recordemos que un subgrupo N de un grupo G se llama subgrupo normal de
G si a"'Na C N para todo a € G. Note que la ultima inclusién es equivalente
a la igualdad aNa™! = N para todo a € G.

PROPOSICION 1.14. Sean G un grupo topoldgico y H, N subgrupos de G.
Entonces: .

(1) H es un subgrupo de G; B

(2) Si N es un subgrupo normal de G, entonces N es un subgrupo normal de
G; .

(3) H es abierto si y sélo si su interior no es vacto;

(4) Si H es abierto, entonces H = H.

Pasemos ahora al estudio de grupos cocientes. Definiremos una topologia
de grupo en el conjunto de clases laterales.

Recordemos que si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo de G,
entonces se define una relacién de equivalencia en G como a ~ b si y sélo si
ab~! € H. Las clases de equivalencia de esta relacién reciben el nombre de
clases laterales derechas de H. Denotaremos con G/H al conjunto formado por
las clases laterales derechas, es decir, G/H = {Ha : @ € G}. De manera similar
se definen las clases laterales izquierdas de H. Usaremos la misma notacién para
designar al conjunto formado por dichas clases, es decir G/H = {¢H : a € G}.
Los siguientes resultados se establecen para el conjunto G/H de clases laterales
derechas y los resultados correspondientes se cumplen para el conjunto de clases
laterales izquierdas.

Introducimos en G/ H una topologia de la manera siguiente. Sea B una base
del grupo topolégico G y H un subgrupo de G. Para cada U € B definamos
Us={Hx:2€U}yB*={U*:U € B}.

PROPOSICION 1.15. Para todo subgrupo H de G, B* es una base para una
topologia 7 en G/H. Si H es cerrado en G, la topologia T es T;.

El espacio topolégico (G/H, 1) asf construido recibe el nombre de espacio
cociente de G entre H, o grupo cociente de G entre H para el caso cuando H
es un subgrupo normal de G.

A continuacién estudiaremos las propiedades de la funcién canénica 7: G —
G/H, que le asigna a cada x € GG la clase lateral Hzx.

PROPOSICION 1.16. Sean G un grupo topoldgico, H un subgrupo cerrado de
Gyn:G— G/H la funcidn candnica dada por w(x) = Hx para todo z € G.
Entonces m es continua y abierta.
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DEMOSTRACION. Sea z € G y U w erto en G tales que Hz = 7(x)
pertenece a U* = {Hy : y € U}. Para ar la continuidad de 7 debemos
hallar un abierto V' 3 z en G tal que € U~*. De hecho, el conjunto

V = HU es un abierto de G y x € V. Adewds, n(V) = 7(HU) = #(U) = U*
y, por lo tanto, 7 es continua.

Sean U un abierto en G y B una base para la topologia de G, entonces
U = Ujes By, donde B; € B. Observe que n(U) = 7(Ujey Bj) = Ujey m(B;) =
Ujes B, y por lo tanto, 7(U) es un abierto. O

En general la funcién canénica 7: G — G/H no es cerrada. Sin embargo,
si H es compacto entonces 7 resulta ser cerrada.

El resultado siguiente nos muestra que las propiedades topoldgicas locales
del espacio cociente de G entre H también se pueden estudiar en un solo punto.

. TEOREMA 1.17. Sean G un grupo tepoldgico y H un subgrupo cerrado de
G, entonces G/H es un espacio homogéneo.

El siguiente resultado es un lema auxiliar que nos permitirs establecer dos
propiedades topoldgicas del espacio cociente G/H.

LeMA 1.18. Sean G un grupo topoldgico, H un subgrupo cerrado de G y U,
V' wecindades abiertas de e en G tales que VV -1 C U. Entonces si m: G —
G/H es la funcion candnica, se cumple que n{V) C n(U).

DEMOSTRACION. Sea Hz € 7(V) para un elemento z € G, entonces 7(zV')
es una vecindad abierta que contiene a Hz y por lo tanto intersecta a w(V)

por lo que existen v;,v, € V tales que Hav, = Hu,, esto es Hx = Huv, ' €
a(VV—H C (V). O

TEOREMA 1.19. Sean G un grupo topoldogico y H un subgrupo cerrado de
(. Entonces

(1) G/H es un espacio regular y por tanto de Hausdorff.
(2) G/H es un espacio discreto st y solo si H es abierto en G.

En el caso particular en él que el subgrupo N de G resulte ser normal, de
modo que G/N es un grupo, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.20. Sean G un grupo topoldgico y N un subgrupo normal y
cerrado de G, entonces
(1) G/N con la topologia cociente es un grupo topoldgico;
(2) la funcién candnica w: G — G/N es un homomorfismo abierto y con-
tinuo;
(3) el grupo G/N es un espacio Ty y por tanto regular;
(4) el grupo G/N es discreto si y sélo si N es abierto.

Sea {G}ic; una familia de grupos topolégicos. Damos estructura de grupo
al producto cartesiano G = [[;¢; G; definiendo (z;)ier(¥i)ier = (@:yi)icr- S1 €
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es el elemento identidad de Gj, entonces e = (e;);cs es el elemento identidad de
G, v tenemos (7;);c; = (27 ')ier. La topologfa producto de Tikhonov es com-
patible con esta estructura de grupo porque la funcién h: G x G — G dada por
h((z:)ser, (8:)ier) = (@7 ier es la composicién de las funciones ((z;, ¥i)ics) —
(ziy; “)ier de Tlie;(Gs x G;) en G y la proyeccion ((zi)ier, (Yi)ier) — (i, Yi)ier)
de G x G en [I;c;(G; x G;), y estas dos funciones son continuas.

DEFINICION 1.21. El producto cartesiano de una familia de grupos topo-
16gicos {G; : ¢ € I} se obtiene al dar al producto
G =]]G:
el
la topologia producto de Tikhonov.

La proyeccién natural 7;: G — G; con j € I definida por 7;(z) = z; para
todo x = (z;)ie; € G es un homomorfismo continuo. Este ultimo hecho se
deduce directamente de la definicién de la topologia producto. Mas aun, la
funcién ¢;: G; — G definida por ¢;(z) = (¥:)ies, donde y; = ¢; para i # j y
y; = z, es un isomorfismo topoldgico entre G; y N; = ¢;(G;). Es decir, ¢; es
una inmersién de G; en G.

2. Seudonormas y teoremas de metrizaciéon

FEn esta seccién estudiaremos el concepto de seudonorma en grupos topoldgi-
cos. El objetivo serd caracterizar la familia de vecindades de la identidad en
términos de seudonormas.

Comenzamos con la definicién y las propiedades elementales de las seudonor-
mas.

DEFINICION 1.22. Sean G un grupo y N una funcién de valores reales no
negativos definida en G. Diremos que N es una seudonorma en G si cumple
las condiciones siguientes:

(S.1) Si e es la identidad del grupo G, entonces N(e) = 0.
(S.2) Si z y y son elementos arbitrarios de G, entonces

Nzy™) < N()+ N(y).
Si ademds se cumple la condicién N(z) # 0 para todo z # e, entonces

diremos que N es una norma en G.

Las siguientes propiedades se deducen facilmente a partir de la definicién
de seudonorma.

LEMA 1.23. Si¢ N es una seudonorma en el grupo G, entonces
(1) N(z) >0 y N(z) = N(z™!) para x € G arbitrario.
(2) N(zy) < N(z) + N(y), para cualesquier z, y € G.
(3) IN(z) — N(y)| < N(z™*y), para cualesquier =, y € G.
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LEMA 1.24. El producto de una seudonorma ¢ - G por un ndmero real no
negativo es una seudonorma en G.

LEMA 1.25. La suma de dos seudonormas de un grupo G también es una
seudonorma de G.

El siguiente lema nos proporciona un método para definir una seudonorma
a partir de una funcién.

LEMA 1.26. St f es una funcion real acotada cuyo dominio es el grupo G,
entonces la funcion N en G definida por

N(z) =sup|f(yz) — f(v)l, (z € G)
yeG
es una seudonorma en G.

DEMOSTRACION. Es evidente que N(e) = 0. Por otr» lado, tenemos que
N(zy™) = sup|f(zzy™) ~ f(2)|

— f(
<sup|f(zzy™") — f(zx)| +sup|f(zz) - f(2)]
zeG z€G
=sup | f(ty™") — f(1)] + sup | f(z2) — f(2)]
teG z€G
= N(y™') + N(z).
Ademds, si definimos z = yz~!, entonces

N(z™) = sup flyz™") = fy)| = sup |f(2) — f(zz)] = N(z).

En consecuencia, aplicando esta iltima igualdad con y en lugar de z, ten-
emos que N(zy™1') < N(y ')+ N(z) = N(y) + N(x). La funcién N cumple
entonces las condiciones (S.1) v (S.2) de la definicién de seudonorma. O

LEMA 1.27. Sean ¢ un homomorfismo del grupo G al grupo H y P una
seudonorma en H; entonces la funcion P o ¢ es una seudonorma en G.

DEFINICION 1.28. Sean G un grupo y N una seudonorma en G. Diremos
que N es una seudonorma invariante si N(x) = N(y 'zy) para cualesquier =
yvyenG.

Observe que si sustituimos z por yz en la definicién 1.28, obtenemos la
siguiente condicién equivalente para seudonormas invariantes:

N(zy) = N(yz) para cualesquier zy y en G.

Hasta ahora sélo hemos considerado seudonormas en grupos sin estructura
topoldgica. En lo sucesivo consideraremos grupos topolégicos y seudonormas
continuas. Una seudonorma es continua si es continua como funcién de G x G
a R. El siguiente resultado es una consecuencia sencilla del hecho de que para
toda a en un grupo topolégico G la funcién ¢ -finida por = +— a 'za es un
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automorfismo continuo de G, y de que la composicion de funciones continuas
es continua.

LEMA 1.29. Sia € G y N es una seudonorma continua en el grupo G,
entonces la seudonorma N, en G definida por la formula

N,(z) = N(a"'za), (x € G)
también es una seudonorma continua en G.

El siguiente resultado establece la continuidad de una seudonorma a par-
tir de su continuidad en la identidad del grupo. Como ya vimos antes, este
resultado también es vdlido para homomorfismos.

LEMA 1.30. Una seudonorma N en un grupo topoldogico G es continua st y
sélo si dado un numero positivo € existe una vecindad U del elemento unitario
eq tal aue para todo punto x de la vecindad U, N(x) < €. Esto es, si N es
continua en eg, esta seudonorma es continua en todo el grupo.

En el siguiente lema, que es muy importante por sus consecuencias, uti-
lizaremos la siguiente notacién, donde N es una seudonorma definida en un
grupo topolégico G: By(e) ={z € G: N(z) < ¢}

LEMA 1.31. Supongamos que {U;}2, es una sucesidn decreciente de vecin-
dades simétricas de la identidad de un grupo topolégico G tales que para todo
1 €N,

(1.1) Uz, CU,.

Entonces podemos definir en el grupo G una seudonorma N tal que

(12)  Bu(3)CUiC {reG: N@) < =

St los conjuntos de esta sucesién poseen ademds la propiedad

(1.3) y Uy = U para y € G et € N arbitrario

} para todo i € N.

entonces se puede definir la seudonorma N de manera que sea invariante.

DEMOSTRACION. Primero construiremos por induccién una familia de ve-
cindades de la identidad comenzando con U(1)

= Upy. Luego definimos las
vecindades U(3%), en donde n es fijo y m = 1, 2, 3,...

,2", de la siguiente

manera.
(14> U(f#ﬁ) = Un+1>
(1.5) U(Z) =U(2) Vs, (m=12....,2" 1),

Hemos definido por induccién un sistema de vecindades U(r) de la identidad,
en donde 7 recorre todas las fracciones diddicas positivas. Ademads, definimos

(1.6) U(%) =G para m > 2"
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Ahora probaremos por induccién que
(1.7) U(2)U(%) cu(mh).

En efecto, si m > 2", entonces esta relacién se deduce directamente de 1.6.
Cuando n = 1 tenemos U(3)U(3) = U, U, C U, = U(1).

Ahora tomaremos dos casos: m par y m impar. Supongamos primero
que m = 2k, donde k es un entero positivo, y que la relacién vale para
p < n, entonces en virtud de las relaciones (1.1), (1.4) y (1.5) tenemos que
U()U () = U(5E5)Un = U(ZE) = U(BE); y si ahora m = 2k + 1,

()0 () = 0(%2)0, = 0 (54Ut € Ui
(k) (k) V(2 = U (352).

Con esto terminamos la verificacién de (1.7).

Supongamos que tenemos un par de fracciones diddicas tales que 0 < r < s.
Entonces podemos suponer que r = Q‘— y 8§ = 3z, donde k < m, por lo tanto,
de (1.7) y (1.4) se deduce que U(r) C U(s). Sea ahoraz € G,y deﬁmmos f(ac)
como la maxima cota inferior de todas las fracciones r para las cuales z € U(r).
Como U(r) = G si r > 1, entonces f(z) < 1 para todos los elementos de G.
De la definicién de f vemos que si f(z) < r, entonces € U(r). Puesto que
e € U(zx) para todo n € NT, deducimos que f(e) = 0.

Como la funcién f(z) estd acotada en G, podemos, de acuerdo con el
lema 1.26, definir la seudonorma N en el grupo G mediante la férmula N(z) =
supyeq |f(yr) — f(y)|, y probaremos que esta seudonorma cumple con la condi-
cién (1.3).

En efecto, si N(z) < 2 para alguna z de G, como f(e) = 0, obtenemos
debido a la definicién de la seudonorma N, f(z) = |f(ex) — f(e)] < N( af) <5
De acuerdo con la observacién mencionada antes, se deduce que z € U(5;) = UZ—
v, por lo tanto, By(z;) C U..

Por otro lado, siz € U; y y es un elemento arbitrario de G, se puede hallar
un numero natural k > 1 tal que %1 < f(y) <

Sin embargo, de acuerdo con la observamon anterior, tenemos que y € U (25)
y, por tanto, yx € U( Uyt € U( U, '; como la vecindad U; es simétrica,
y de (1.4) y (1.7), obtenemos yz € U(Hl) yr~l e U(ER).

En consecuencia, f(yr) < 2, f(yz~') < &L, Sin embargo,

k+1 k-1 1
flyz) — fly) < 9i 9 9i1’

k+1 k-1 1
-1y _ _ )
f(y:r ) f(y) < 9 i 9i—1
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Las relaciones anteriores valen para todo y en G y, por lo tanto, sustituyendo
yz en lugar de y en la segunda, obtenemos f(y) — f(yz) < 51+, y por consigu-
iente, |f(yz) — f(y)| < 54+ para y € G arbitrario, de donde N(z) < 7, y
de esta forma U; C {z € G : N(z) < 525}, con lo cual hemos demostrado la
validez de la relacién (1.2) para la seudonorma N. La misma condicién (1.2)
implica que N es continua en la identidad e del grupo G, y por el lema 1.30,
N es continua en todo el grupo G.

Por dltimo, observemos que si el conjunto U; (i = 0,1...) cumple la
condicién (1.3), entonces esta misma condicién la cumplen todos los conjun-
tos U(r) definidos inductivamente segun las férmulas (1.4), (1.5) y (1.6). No
obstante, para la funcién f definida antes tenemos

f(y~'zy) = f(z) para cualesquier 7,y € G.

En consecuencia,
Ny 'zy) = sup |f(zy ™ 2y) ~ f(2)]
= sup |flyzy~ ) = fyzy 1) = N(2).

Como z recorre todos los elementos del grupo G, yzy~! también recorre
todos los elementos del grupo G. De esta forma, en el caso especial que consid-
eramos, la seudonorma N es invariante y el lema 1.31 queda demostrado. [

El siguiente resultado dice que la topologia de un grupo se puede definir
mediante seudonormas continuas. Lo aplicaremos para probar que todo grupo
topoldgico es completamente regular (Teorema 1.33) y todo grupo primero nu-
merable es metrizable (Teorema 1.37).

TEOREMA 1.32. Sean G un grupo topoldgico y U una vecindad de la identi-
dad de G. Entonces, en el grupo topoldgico G existe una seudonorma continua
N tal que el conjunto Uy = {z € G : N(z) < 1} estd contenido en la vecindad
U.

DEMOSTRACION. Si suponemos que Uy = U N U™}, tomemos una sucesion
{U; : i € N} de vecindades simétricas de la identidad en el grupo G' que cumple
la condicién 1.1 del lema 1.31. De acuerdo con esto, en el grupo G existe una
seudonorma continua N tal que

1 )
(1.8) BN<%) CU; C {:c €G:N(x) < 22,_1} para todo ¢ € N.
Para i = 0 deducimos de 1.8 que Uy = Bx(1) C Uy C U vy, por lo tanto
Uy CU. . O

Como se sabe, existen espacios topoldgicos Hausdorft no regulares y ademds
hay espacios regulares Hausdorff que no son completamente regulares (Ejs.
1.5.7 y 2.4.21 de [6]). La presencia de la estructura de grupo impide estas
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situaciones: segun el lema 1.7, todo grupo :+  légico Hausdorfl es regular. A
partir del teorema 1.32, obtenemos el siguic  resultado:

TEOREMA 1.33. Todo grupo topoldgico 1, s completamente regqular.

DEMOSTRACION. Sean z un elemento arbitrario y U una vecindad de éste
en el grupo topolégico G. Debemos mostrar la existencia de una funcién con-
tinua fen Gtalque f(z) =0y {yeG: fly) <1} CU.

Con este fin, consideremos la vecindad z7'U de la identidad en el grupo
G. Por el teorema 1.32, en el grupo G existe una seudonorma continua N
tal que By(1) € z7'U. Sin embargo, la funcién f definida por la férmula
f(y) = N(z7'y) es continua en G, f(z) = 0y de f(y) < 1 se deduce que
7y € z7!U; por lo tanto, y € U, es decir, {y € G : f(y) <1} C U, que es lo
que se queria demostrar. O

Otra consecuencia importante del teorema 1.32 es que la topologia de cual-
quier grupo topolédgico se puede generar mediante una familia de seudonormas.
En efecto, si U es cualquier vecindad de la identidad, por el teorema 1.32
existe una seudonorma continua N tal que Uy C U. Esto implica que todas
las vecindades de la identidad se pueden generar mediante alguna seudonorma
continua.

Ahora estudiaremos grupos que cumplen con el primer axioma de numer-
abilidad y su relacién con la existencia de métricas invariantes por un lado en
grupos topoldgicos.

DEFINICION 1.34. Sea GG un grupo con una métrica p. La métrica p es in-
variante por la izquierda si la relacién p(zz, zy) = p(z,y) se cumple para cua-
lesquier z, vy y z elementos de G. De una manera similar se define una métrica
invariante por la derecha. Una métrica en el grupo G' que es simultaneamente
invariante por la izquierda y por la derecha recibe el nombre de métrica invari-
ante.

Sea (G un grupo topolégico con una métrica continua p. Diremos que p
genera la topologia de G si la familia {O,(z,€) : © € G,& > 0} es una base
para la topologia original de G, donde

Oy(z,e)={ye G:ply,z) <e} parazeGye>0

Si en un grupo topolégico G existe una métrica invariante por la izquierda
p que genera su topologia, entonces en este grupo existe una métrica invariante
por la derecha p; que genera la topologia de G definida por la férmula p, (z,y) =
p(z~1, y~1). El reciproco también es vélido.

En los siguientes resultados relacionaremos los conceptos de métrica y nor-
ma. Para ello, las métricas invariantes por algin lado son las mas adecuadas, y
més atin las métricas invariantes porque existe una relacién sencilla entre éstas
y las normas en un grupo topolégico. Sea p una métrica continua invariante
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por la derecha en grupo G; entonces la funcién N(z) = p(z,€) es una norma
continua en el grupo G. En efecto, es evidente que N(e) =0y

N(zy™) = plzy™,e) = plz,y)
< p(z,€) +ply,e) = N(z) + N(y).

Por ltimo, si x # e, entonces N(z) = p(z,e) > 0. La continuidad de N es
evidente.

Ahora demostraremos un teorema sobre metrizacién de grupos topoldgicos.
Por supuesto, un espacio topolégico metrizable cumple con el primer axioma
de numerabilidad. En general, la afirmacién inversa no es verdadera. Existen
espacios no metrizables que son normales y cumplen el primer axioma de nu-
merabilidad, por ejemplo la flecha de Sorgenfrey (véase el Ej. 1.5.17 de [6]). Si
se trata de grupos topoldgicos, la afirmacién inversa es verdadera.

TEOREMA 1.35. Todo grupo topolégico G que cumple el primer azioma de
numerabilidad posee una métrica continua tnvariante por la derecha que genera
la topologia de G.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo topolégico primero numerable, entonces
existe una base numerable {V; : i € N} de la identidad e de G. Se puede elegir
como sistema de vecindades de e una sucesién de conjuntos abiertos {U, : i € N}
tales que U; ' = U;, y U, C U; NV, para todo i € N.

Por el lema 1.31, para esta sucesion existe una norma N continua en G tal
que Oy (e) = {z € G: N(z) < 5=} C U, para todo n € N.

Como O, C U, C V,, la familia {O,, : n € N} es una base de vecindades de
e. Es facil ver que la funcién p: G x G — R definida por p(z,y) = N(zy™?)
es una métrica continua invariante por la derecha en el grupo GG. Por ello, la
familia {O,(e) : n € N} forma una base de vecindades de la identidad de G, y al
ser p invariante por la derecha concluimos que la métrica p genera la topologia
de este grupo. O

DEFINICION 1.36. El conjunto A en el grupo G se llama invariante si para
cualquier z € G se cumple la igualdad z71 Az = A.

TEOREMA 1.37. Un grupo topoldgico primero numerable posee una métrica
nvariante que genera su topologia si y solo si tiene una base de vecindades de
la identidad formada por conjuntos invariantes.

3. Acotacién en grupos topolégicos

El resultado méas importante de esta seccién es el teorema de encaje (Teo.
1.43). Este resultado caracteriza a los grupos 7-acotados, el objeto de estudio
de esta seccidn, como subgrupos de productos de grupos con peso < 7. Sin
embargo, el lema 1.42 tiene una importancia especial porque es una herramienta
fundamental para el desarrollo de uno de los temas m4s importantes de esta
tesis: los grupos R-factorizables.
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DEFINICION 1.38. Sea 7 un cardinal infinito. Decimos que un grupo topo-
logico G es T-acotado si para toda vecindad U de la identidad en G existe un
subconjunto K C G con |K| <7 talque K - U = G.

Es facil ver que los grupos o-compactos y de Lindelof son Ry-acotados. Mis
aun, los subgrupos de los grupos de Lindelof también son Rg-acotados. En la
primera proposicién enunciamos las propiedades mds elementales de los grupos
T-acotados.

PROPOSICION 1.39.  (a) Todo subgrupo de un grupo T-acotado es T-aco-
tado.

(b) Sim: G — H es un homomorfismo continuo de un grupo T-acotado G
sobre un grupo topoldgico H, entonces H es T-acotado.

(¢) El producto cartesiano de una cantidad arbitraria de grupos T-acotados
es T-acotado.

DEMOSTRACION. No probaremos los puntos (a) y (b) porque sus demostra-
ciones son elementales y muy similares a las de los teoremas 3.1 y 3.3.

(¢) Sea G = [];c; G; un producto cartesiano de grupos 7-acotados G;. Si
U es una vecindad de la identidad e en G, existe un conjunto abierto candnico

VenGtalqueeec V CU. Sean iy,...,7, € I las coordenadas de las cuales
depende el conjunto V, es decir, las coordenadas que satisfacen la igualdad
V=pi'pa (V)N N tp (V), (%)

donde p; es la proyeccién de G sobre el factor G, @ € I. Note que Vi, = p;, (V) es
una vecindad de la identidad en G;, para cada k& < n, y escoja un subconjunto
Cr con |Cy| < 7 de G;, de manera que Cj, - V;, = G;,. Defina el subconjunto
K de G mediante K = [];c; K, donde K; = Cj, si 1 = i para algin £ < n,

v K; = {eg,} en caso contrario. Es claro que |K| = |C, x --- x C,] < 7. De
(+) se deduce que K -V = Gy, consecuentemente, & - U = G. Esto termina la
demostracion. O

LEMA 1.40. Sea H un grupo topolégico T-acotado con cardcter < 7. En-
tonces w(H) < 1.

DEMOSTRACION. Denote con H una base local de la identidad e de H que
cumpla con |H| < 7. Como H es 7-acotado, para todo U € H existe un
conjunto Sy C G con |Sy| < 7 tal que Sy -U = G. Para toda U € H, hacemos
By = {zU : v € Sy} y definimos B = U{By : U € H}. Entonces [B| <7y
afirmamos que B es una base de H.

En efecto, sea O una vecindad de un punto a € . Podemos hallar U,
VeHtalesqueal COy VL.V CU. Existe z € Sy tal que a € zV/, por lo
tanto, z € ¢V ~!. Entonces tenemos

2V C(aV ™). V=aV1.V)Cal CO,
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es decir, zV es una vecindad abierta de a y zV C O. Por 1ltimo, observe que
zV € B. O

LEMA 1.41. Suponga que una familia Q de seudonormas continuas sobre un
grupo topoldgico G y un conjunto S C G cumplen las condictones siguientes:
(@) N1+ No € Q para todas las Ny, Ny € Q;
(b) Si N € Qyz € S, entonces la seudonorma N, definida por N,(g) =
N(zgz™"), para todo g € G, pertenece a Q;
(¢) Uy +-S =G para cada N € Q, donde Uy = {x € G : N(z) < 1}.
Entonces K = (Nyeo Un €s un subgrupo normal cerrado de G. Mds ain, si
w: G — G/K es el homomorfismo cociente, entonces la familia {n(U,) : N €
Q} es una base local en la identidad para una topologia Hausdorff de grupo sobre
G/K contenida en la topologia cociente.

DEMOSTRACION. Primero demostraremes que K es un subgrupo normal
cerrado de G. Denote con F la familia {Ux : N € Q}. Observe que todos los
conjuntos de F son simétricos. Afirmamos que F cumple la condicién (3) del
teorema 1.8, es decir,

para todo U € F existe V € Ftal que V- V1 CU. (%)

En efecto, todo U € F tiene la forma U = Uy para alguna N € Q. Por
(a), 2N = N+ N € Q asique V = Uy € F. Siz, y € V, entonces
N(zy™') < N(z)+ N(y) < 3 + 5 = 1, por lo tanto, zy~! € U. Esto prueba
que V-V CU.

Es claro que la identidad e de G pertenece a K. Sean z, y € K yU € F
abitrarios. Por (), existe V. € Fcon V-V~! C U, dedonde, zy ' € V-V~1 C
U. Esto implica que K - K~! C NF = K, por lo tanto, K es un subgrupo de
G.

Para probar que K es normal en G, probaremos que la familia F satisface
la condicién (5) del teorema 1.8:

paratodo U € Fy x € G, existe W € F tal que zWa! C U. (%)

Sean U € Fy o € G. Por (), podemos hallar V € F tal que V3 C U. Existe
N e Qtalque V = Uy. Por (¢), existe y € S tal que z € Vy y, en consecuencia,
zy~t €V yyzt € V1 =V. De (b) se deduce que N, € Q vy, por lo tanto, el
conjunto W = {g € G : N,(g) < 1} pertenece a F. Observe que yWy! C V
por la definicién de W. Ahora bien, de esto deducimos que

aWa™l = (zy™) - (yWy ™) - (yz™H) CV- V-V CU.
Esto prueba (#x*). Para probar que K es normal en (¢, tomamos U € Fy z € G.
Por (xx), existe W € & con Wz C U, de donde, zKz7! C NF = K. En
consecuencia, £ es un subgrupo normal de G.

Observe que si V2 C U, entonces U C U, para todo par de vecindades
U,V € § (podemos aplicar la argumentacién del teorema 1.5). Procediendo
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como en la demostracién de (*), :demos probar que para todo U € F, existe
VeFtalque V2CU. Porlot o, como K C V, K CV CU. De donde
K CNJF =K, es decir, K es cerra:.o en G.

Para probar que la familia H = {7(U) : U € F} es una base en la identidad
€ de G/K para una topologfa de grupo Hausdorff es suficiente verificar que H
cumple las condiciones (1) a (5) del teorema 1.8.

1. Probemos que NH = {€}. Es claro que ¢ € NH y que 77 1(¢) = K.
Sea U € F arbitrario. Por (%), existe V€ Fcon V-V~ = V2 C U, de donde
7 in(V)=K -V =V?CU. Como e € n(V) para cada V € F, tenemos

K=" cr ' (NH) =(Ur'x(V): VeF} T =K.

Esto implica de inmediato que N H = {e}.

2. Para todo par U, Uy € H, existe V € H con V C U, N U,. Primero
observe que la misma condicién se cumple para F en lugar de H. En efecto,
Si 01, Oy € F, existen Ni, N € Q tales que O; = {g € G : Ny(g9) < 1},
¢ =1, 2. Por (a), la seudonorma N = Nj + N, pertenece a Q. asf el conjunto
W ={g€G:N(g) <1} estd en F. Observe que N;(g) < N(g) < 1 para todo
geW (i=1,2), de donde W C O; N Os.

Dados Uy, Uy € H arbitrarios, elija Oy, Oy € F con 7(0;) = U, i = 1, 2.
Por lo demostrado en el parrafo anterior, existe W € F tal que W C O, N O,.
Por lo tanto, 7 (W) e H y

71'(”/) g 7T(01 N OQ) Q ’/T(01> M W(OQ) Q U1 n UQ.

3. Para todo U € H, existe V € H tal que V - V! C U. En efecto, para
U € K, elegimos Uy, Vi € F tales que n(U;) = U y V; - V7! C U,. Entonces
Van(Vi)eHyV - VICa(Vi- V") Cn(lh) CU.

4. Paratodo U € Hya € U, existe V € H con oV C U. Es suficiente
probar que la condicién se cumple para F en lugar de H. Sean U € Fya e U
arbitrarios. Por la definicién de F, existe N € Q tal que U = {z € G : N(z) <
1}. Como a € U, tenemos que N(a) < 1y, por lo tanto, podemos hallar £ € N*
con 1 < 1 — N(a). Entonces M = kN € Q por (a), y definimos V = Uy, es
decir, V = {z € G : M(x) < 1}. Es claro que V € J. Si z € V, entonces
N(az) < N(a) + N(z) < (1 = )+ 1 = 1, de donde ax € U. Esto prueba que
aV CU.

5. Paratodo U € Hya € G/K, existe V € H tal que aVa ! C U. Esto es
consecuencia inmediata de ().

La deducimos que H es una base en la identidad é de G/K para una
topologia de grupo Hausdorff del teorema 1.8 y es claro que esta topologia
es mas débil que la topologia cociente. 0

LEMA 1.42. Sea U una vecindad abierta de la identidad de un grupo 7-
acotado G. Entonces existe un homomorfismo continuo m: G — H de G sobre
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un grupo topoldgico H con w(H) < 7 y una vecindad abierta V' de la identidad
de H tales que 71 (V) C U.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracion es construir una familia Q de
seudonormas continuas sobre Gy un subconjunto S C G, ambos de cardinali-
dad menor o igual que 7, que cumplan las condiciones (a) a (c¢) del lema 1.41.
. Procederemos por induccién sobre n € w.

Sea P la familia de todas las seudonormas continuas de G. Para toda N € P
y k € NT, definimos U(N, k) = {z € G : N(z) < 1/k}. Denote con B la familia
de todos los subconjuntos de G de la forma U(N, k), donde N € Py k € N*.
Es claro que B consta de vecindades abiertas y simétricas de la identidad de G.
Para toda N € P, defina u(N) = {U(N, k) : k € N*}. Observe que u(N) C B.

Por el teorema 1.32, existe Ny € P tal que Uy = U(Ny,1) C U. Defina
Fo = u(No) y Qo = {No}. Como el grupo G es T-acotado, podemos hallar un
subconjunto Sy de G con |Sg| < 7 tal que V - Sy = G para cada V € Fy.

Suponga que para alguna n € w, hemos definido las familias Q, C P, J, C B
y el conjunto S,, C G que satisfacen las condiciones siguientes:

0) 1] <7, [Fa| STy [Sul <73
(1) F,=U{u(N): N e€Q,};
(2) V-S,=GparacadaV € J,.

Como |Q,| - |S,] < 7, podemos aplicar el lema 1.25 y el lema 1.29 para
definir una subfamilia Q,,;; € P que satisface

(3) 9 € Qi1 ¥ |l £ 73
(4) St Ny, Ny € Q,,, entonces Ny + Np € Q4 1;
(5) SINe€Q,yxz€S,, entonces N, € Q1.

Definamos F,+1 = U{p(N) : N € Quq1}. Es facil ver que |F,11] < |Qn41] -
Rg < 7. Como el grupo G es T-acotado, existe un subconjunto S,,; de G con
Sp C Snt1 ¥ |Sny| < 1talque V- S, 1 = G paracada V € F, ;. Es claro que
Qni1, Fng1 ¥ Snyr cumplen (0) a (2).

Ahora definimos las familias Q = {Q, :n € w} yF=U{F. :new}y
el conjunto S = U{S, : n € w}. Es facil ver que |Q| - |F| - |S] < 7. Observe
que 9, € Q.41 v S, € Spy1 para cada n € w. Ahora aplicamos (2) a (5) para
deducir que Q y S cumplen las condiciones (a) a (c¢) del lema 1.41.

Por el lema 1.41, K = NF es un subgrupo normal cerrado de G. Sea
7: G — G/K el homomorfismo cociente. Definimos H = {#(U) : U € F}.
Observe que |H| < 7. De nuevo, por el lema 1.41, H es una base de la identidad
para una topologia Hausdorff T de grupo topoldgico sobre G/K. Denote con
H el grupo G/K con la topologia T. De la definicién de T, deducimos que el
cardcter de H no es mayor que 7. La proposicién 1.39 (b) implica que el grupo
H es T-acotado. Aplicamos el lema 1.40 para deducir que w(H) < 7.



18 1. PRELIMINARES

Para finalizar la prueba, elegimos O € JF tal que O? C Uy C U y hac 0s
V = 7m(0). Entonces V es abierto en H, la identidad & de H pertenece a v

' (V)=7""7(0)=0-KCO*CU.
El lema estd probado. O

TEOREMA 1.43 (Teorema de encaje). Un grupo topoldgico G es T-acotado
st y solo st G se puede encajar como un subgrupo topoldgico en un producto
cartesiano de grupos topoldgicos de peso < T.

DEMOSTRACION. Es evidente que todo grupo topolégico de peso < 7 es 7-
acotado. En consecuencia, la proposicion 1.39 implica que todo subgrupo de un
producto cartesiano [[,.; f1; de grupos topolégicos H; que cumplen w(H;) < 7
para cada i € [ es T-acotado.

Supongamos ahora que GG es un grupo topoldgico m-acotado con icentidad
e. Denote con B = {U; : i € I} la familia de todas las vecindades abiertas
de e en (G. Por el lema 1.42, para toda ¢ € I existe un homomorfismo con-
tinuo m;: G — H; de G sobre un grupo topolégico H; con w(H;) < 7 tal que
771 (V;) C U, para alguna vecindad V; de la identidad en H;. Sea I = [[;c; H
el producto cartesiano de los grupos H; y ¢: G — 1l el producto diagonal de
los epimorfismos 7;, ¢ € I. Es facil ver que ¢ es un homomorfismo continuo de
G en II. Sélo queda demostrar que ¢ es un encaje topolégico.

Sea H = ¢(G). Elija una vecindad arbitraria U de e en G. Existe i €
tal que U; C U v, por lo tanto, 7; }(V;) € U; por la eleccién de la vecindad
abierta V; de la identidad H;. Denote con p; la provecciéon de I sobre el factor
H,. El conjunto W = p;'(V;) es una vecindad abierta de la identidad en I,
donde p;: I — H; es la proyeccién. Como ¢ es el producto diagonal de los
homomorfismos 7;, j € I, tenemos m; = p; o . En consecuencia, ¢~ (W) =
77 (Vi) C U; € U. En particular, W' = W N H es una vecindad abierta de la
identidad en H que satisface o~ (") C U.

Hemos demostrado que para todo conjunto abierto U en G que contiene a
e, existe un conjunto abierto W’ en H que contiene a la identidad de H tal que
© Y (W") C U. Esto implica de inmediato que ¢: G — H es un isomorfismo
continuo y su inversa ¢~! también es continua. Por lo tanto, ¢: G — H es un
isomorfismo y un encaje topolégico. O

4. Cardinales invariantes elementales

Ahora estudiaremos algunas propiedades de las funciones cardinales defini-
das en grupos topoldgicos. Utilizamos w(X), nw(X), d(X). x(X), ¢(X) y I(X)
para denotar el peso, la densidad. el cardcter, el seudocardcter y el ntumero de
Lindel6f de un espacio X. La primera propiedad, respecto a las funciones
cardinales, que encuentra una expresion muy especial en el caso de grupos
topologicos, estd descrita en el siguiente teorema:
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LEMA 1.44. Sea G un grupo topoldgico. Suponga que D es un subespacio
denso en G y que U es una vecindad de la identidad eg, entonces G =D - U.

DEMOSTRACION. Sea g € G. Dado que D es denso y gU™! es abierto no
vacio, existe x € DNgU~!. Por lo tanto, g € zU € D-U. Al ser g un elemento
arbitrario de G concluimos que G = D - U. O

El indice de acotacion de un grupo topoldgico G, el cual denotaremos por
ib(G), es el cardinal minimo 7 > W, tal que G es T-acotado. Es ficil ver que
ib(G) < I(G). El resultado siguiente es una reformulacién del lema 1.40.

TEOREMA 1.45. Sea G un grupo topolégico. Entonces w(G) = ib(G)-x(G).

COROLARIO 1.46. Si G es un grupo topolégico, entonces w(G) = d(G) -
x(G).

Antes de continuar presentamos una desigualdad cardinal muy importante
valida en cualquier grupo topolégico.

PROPOSICION 1.47. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal
cerrado de G. Entonces w(H) < w(G) yw(G/H) < w(G). Ademds x(G/H) <
x(G).-

DEMOSTRACION. La desigualdad w(H) < w(G) es evidente. Para probar
que w(G/H) < w(G) note que si U es abierto en G, entonces U* = 7(U) es
abierto en G/H, donde 7 es el homomorfismo canénico 7: G — G/H. Ademas,
si B es una base para G, m(B) = {m(U) : U € B} es una base para G/H. Asies
que w(G/H) < w(G). La desigualdad x(G/H) < x(G) se prueba de la misma
forma. O

El i-peso de un espacio de Tikhonov X, el cual denotaremos con iw(X) se
define como el cardinal minimo 7 tal que existe una funcién biyectiva y continua
de X sobre un espacio de Tikhonov de peso 7. Ahora utilizaremos el indice de
acotacién para dar una estimacién del ¢-peso de un grupo topoldgico.

PROPOSICION 1.48. Sea G un grupo topolégico. Entonces existe un iso-
morfismo continuo p: G — H de G sobre un grupo topoldgico H que satisface
w(H) < ib(G) - Y(G). Por lo tanto, iw(G) < ib(G) - ¥(G) para todo grupo
topoldgico G.

DEMOSTRACION. Sea T = ib(G)-¢(G). Existe una familiay = {U, : o € 7}
de vecindades abiertas de la identidad ¢ en G tal que Ny = {e}. Por el lema
1.42, para toda a € 7 podemos hallar un homomorfismo continuo 7, : G — H,,
sobre un grupo topoldgico H, con w(H,) < 7 tal que 7' (V,,) C U, para alguna
vecindad abierta V,, de la identidad en H,.

Sea ¢: G — [[,e. Hy el producto diagonal de los homomorfismo 7, a € 7.
Si H = (G, entonces es claro que w(H) < 7y de la eleccién de « se deduce que
¢: G — H es un homomorfismo uno a uno, es decir, un isomorfismo continuo.
Por lo tanto, 1w(@) < 7. O
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Ahora definiremos un invariant- cardinal llamado ndmero de Nagami de
un espacio de Tikhonov X. el cual denotaremos con Nag(X). Este cardinal
topolégico es muy importante en los teoremas de factorizacién de funciones
continuas. Llamaremos subconjunto G, de X, o subconjunto de tipo G,, a una
interseccion de a lo méds 7 subconjuntos abiertos de X.

DEFINICION 1.49. Sean X es un espacio de Tikhonov y Fy la familia de
todos los subconjuntos cerrados de la compactificacién de Cech-Stone 8X de X.
Hacemos Nag(X) = min{|B| : B C Fx y para cualesquier z € X, y € X \ X
existe B € Btalquexz € By y ¢ B}.

El teorema siguiente establece una desigualdad entre el nimero de Lindelof
y el nimero de Nagami.

TEOREMA 1.50. Para todo espacio de Tikhonov X, I(X) < Nag(X).

DEMOSTRACION. Usaremos la caracterizacién del nimero de Lindeléf que
dice que I(X) < 7 siy sélo si para todo conjunto cerrado F' C SX \ X, existe
un conjunto Z de tipo G, en §X tal que F C Z C X \ X. Supongamos que
Nag(X) <7 ysea F C X \ X un conjunto cerrado en 3X. Sea B C Fy una
familia con |B| < 7 que separa puntos de X de puntos del residuo. Podemos
suponer que B es cerrada bajo intersecciones finitas, porque de no ser asi,
agregamos todas las intersecciones finitas de elementos de B sin modificar la
cardinalidad de B. Considere un elemento y € F fijo. Observe que para cada
z € X podemos hallar un conjunto B, € B tal x € B, y y ¢ B,. Mas
ain, como B es cerrada bajo intersecciones finitas y F' es compacto, podemos
hallar B, € Bconz € B, y F C X \ B,. Entonces la familia de cerrados
{B; : ¢ € X} tiene cardinalidad < 7 y, en consecuencia, Z = N,ex(8X \ B,)
tiene las propiedades deseadas, es decir, Zes G, en fX y F C Z C X\ X. O

Si Nag(X) < Ny, entonces decimos que X es un 2-espacio de Lindelof. El
nimero de Nagami es mondtono al tomar subconjuntos cerrados y no crece bajo
imégenes continuas. Es claro que Nag(X) < Ry para todo espacio o-compacto.
La clase de los ¥-espacios de Lindeldf es cerrada bajo uniones numerables y
productos numerables.

DEFINICION 1.51. Un espacio de Tikhonov X se llama p-espacio de Lindelof
si existe una funcién perfecta y suprayectiva f: X — M donde M es un espacio
métrico separable.

TEOREMA 1.52. Un espacio de Tikhonov X es un X-espacio de Lindeldf siy
sdlo si existe un p-espacio de Lindelof Y y una funcion continua y suprayectiva
g: Y — X.

DEMOSTRACION. Sean X un Y-espacio de Lindelof y B una familia numer-
able de subconjuntos cerrados de SX que separa puntos de X de puntos de
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BX \ X. Supongamos que B = {By, By,...}. Definimos el subespacio Y del
producto SX x N“ de la manera siguiente:

Y = {(z,a) € BX x N*:z € (| Bam) € X},
n=0
Para todo o € N¥, denotaremos con Ui(«) al conjunto abierto definido por
Up(a) = {8 € N¥ : 8(i) = a(t), para 0 < i < k}. Es claro que la familia
{Up(cx) : k € w} es una base local para o en N¥. La funcion g=p; 1 Y: Y —
X, donde p;: BX x N¥ — (X es la proyeccién sobre la primera coordenada,
es continua y suprayectiva. Ahora probaremos que f = p, | Y: YV — M,
donde ps: X x N¥ — N es la proyeccién sobre la segunda coordenada y
M = f(Y), es una funcién perfecta. Es claro que es continua. Como f~'(a) =
Mi—o Kam) X {a}, la funcién f tiene fibras compactas. Con el propdsito de
probar que es cerrada, considere un abierto V x W que contiene a f~*(«). Por
el lema de Shura-Bura, existe ¢ € w tal que Ky € V. Sea j € w tal que
Uja € W. Sea k = max{i,j}. Es claro que f~'(Ux(a)) € V x W. Esto
demustra que f es cerrada. El enunciado del teorema se deduce porque N y,
por lo tanto M, son espacios métricos separables. t

LEMA 1.53. Sea G un grupo topoldgico con I(G) < 7 y H un subgrupo
normal cerrado del tipo G, en G. Entonces Y(G/H) < 1.

DEMOSTRACION. Sea 7 una familia de conjuntos abiertos en G tal que
H=Nyy <7. Si0O € vyz e G\ O, elija una vecindad abierta y
simétrica U(z, O) de la identidad e de G tal que U (z, O)N H = &. La familia
{zU(z,0) : z € G\ O} cubre al conjunto cerrado G \ O, por lo tanto, existe
una subfamilia p(O) de esta familia tal que G\ O C Uu(O) v |[p(0)] < 1.
Defina p = U{p(O) : O € v}. Es fécil ver que |u| < 7.

Denote con 7 el homomorfismo cociente de G sobre G/H. Afirmamos que
N{m(U) : U € pu} contiene sélo a la identidad &€ de G/H. En efecto, seaz € G/H
un elemento arbitrario con Z # é. Elija z € G con 7(x) = Z. Por la definicién
de u, existe U € p tal que zUNH = @, dedonde, z ¢ H-U™' = H-U.
En consecuencia, Z = n(z) ¢ n(U). Como la familia {7(U) : U € u} tiene
cardinalidad < 7, concluimos que ¥(G/H) < 7. O

LEMA 1.54. Sea G un grupo topoldgico con Nag(G) < 7. Entonces para
todo subgrupo normal cerrado N de tipo G, en G, tenemos nw(G/N) < 7.

DEMOSTRACION. Sea N un subgrupo normal cerrado de G con (N, G) < 7
y K = G/N. Como [(G) < Nag(G) < 7, el lema 1.53 implica que ¢(K) < 7.
Ademads, tenemos ib(K) < [(K) < {(H) < 7. Por lo tanto, por la proposicién
1.48, existe un isomorfismo continuo de K sobre un grupo topolégico H con
w(H) < 7. Sin embargo, sabemos que nw(X) < Nag(X)-1w(X) para cualquier
espacio de Tikhonov X (véase el teorema 8 de [2]), asi, podemos concluir que
nw(K) < 7. O
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LEMA 1.55. Sea G un grupo topoldgico con Nag(G) < 7. Entonces los
conjuntos de la forma 7= (V) forman una base de G, donde 7: G — K es un
epimorfismo continuo y abierto sobre un grupo topoldgico K con nw(K)<rty
V' es un abierto en K.

DEMOSTRACION. Sea U una vecindad de la identidad de G. Por el lema
1.42, podemos hallar un epimorfismo continuo p: G — H de G sobre un grupo
topoldégico H con w(H) < 7 y una vecindad abierta W de la identidad de H
tal que p~'(W) C U. Denote on N el niicleo de p v considere el grupo cociente
K = G/N. Sea m: G — G/N el homomorfismo cociente. Por el lema 1.54,
nw(K) < 7. Los grupos K y H son algebrdicamente isomorfos, por lo tanto,
existe un isomorfismo ¢: K — H tal que pom = p. Como 7 es abierto,
el isomorfismo ¢ es continuo. Por dltimo, con V = =1 (W), tenemos que
w1 (V) = 7l (9 (W) = p (W) C U o

LEMA 1.56. Sea G un grupo topolégico con Nag(G) < 7. Entonces para
todo conjunto Gs y cerrado ® en G, eziste un epirmorfismo abierto y continuo
m: G — K sobre un grupo topolégico K con nw(K) < 7 y un subconjunto
cerrado F C K tal que ® = n~1(F).

DEMOSTRACION. Sea ® un conjunto G, y cerrado en G y v una familia de
conjuntos abiertos en G tales que ® = N~y y |y] < 7. Tomemos un elemento
arbitrario W € ~. Existe una cubierta abierta de ® formada por conjuntos del
tipo 771 (V') que satisfacen 7=1(V) C W, donde 7 y V son como en el lema 1.55.
Como {(®) < I(G) < Nag(G) < 7, esta cubierta de ® contiene una subcubierta
pw de cardinalidad < 7, digamos puw = {7;'(V,) : @ < 7}. Entonces el
producto diagonal ¢y de la familia {7, : & < 7} es un homomorfismo continuo
de G en el producto de una cantidad 7 de grupos topoldgicos con peso de red < 7
y, en consecuencia, el grupo Gy = ¢w(G) satisface nw(Gw) < 7. Es facil
verificar que el conjunto Ow = |J puw comple con ® C O = o ow (Ow) T W
v ow(Ow) es abierto en G .

Sea p el producto diagonal de la familia {¢w : W € v}. Como |y| < 7, el
grupo H = p(G) satisface nw(H) < 7. De la definicién de p se deduce que Oy =
p~'p(Ow) C W para cada W € v, asf que la igualdad ® = v implica que
® = p~p(®). Como en el lema 1.55, considere el nicleo N del homomorfismo
p vy el grupo cociente K = G/N. Sea n: G — G/N el homomorfismo cociente.
Entonces existe un homomorfismo continuo ¢: G/N — H tal que pom = p.
De 1.54 se deduce que nw(K) < 7. Como el homomorfismo 7 es cociente y
$ = 7 17(®), el conjunto F = (®P) es cerrado en K. O



CAPITULO 2

Grupos R-factorizables

Decimos que un grupo G es R-factorizable [12], [13] si para toda funcién
continua ¢g: G — R existen un homomorfismo continuo 7: G — H de G sobre
un grupo topolégico segundo numerable H y una funcién continua h: H — R
tales que g = hom. En esta definicién, podemos sustituir los nimeros reales por
cualquier espacio X regular y segundo numerable, ddndonos, asi, la posibilidad
de factorizar funciones continuas f: G — X mediante homomorfismos contin-
uos sobre grupos topoldgicos segundo numerables [13]. La clase de los grupos
R-factorizables es muy amplia; contiene a los grupos totalmente acotados, a
los grupos o-compactos (o, en forma mads general, a los grupos de Lindeldf,
teorema 2.11) y a los subgrupos arbitrarios de los X-grupos de Lindeldf (véase
teorema 2.7 o [12], [13]). Sin embargo, se sabe que los subgrupos de los grupos
R-factorizables no heredan esta propiedad [12, Ejemplo 2].

Uno de los primeros teoremas sobre grupos R-factorizables establece que
cualquier grupo compacto es R-factorizable (pags. 118-119 de [10]). El teorema
1.2 de [5] implica, en particular, que todo grupo topolédgico seudocompacto es
R-factorizable. Observe que todo grupo seudocompacto es totalmente acotado
(5, Teorema 11].

1. Teoremas de factorizacion para grupos topoldgicos

El objetivo principal de esta seccién es probar que todo subgrupo de un
-grupo de Lindelof es R-factorizable (teorema 2.7).

LEMA 2.1. Sean X un Y-espacio de Lindeldf, {zq : @ € w1} C X y {pa :
a € wi} una familia de seudométricas continuas sobre X . Entonces existen c,
BEw, cona< B yxeX tales que po(z,25) =0 y ps(z,x4) < 1.

DEMOSTRACION. Como la propiedad de X indicada por el lema se preserva
bajo funciones continuas, se puede suponer que X es un p-espacio de Lindelof
(véase 1.52). Entonces X admite un mapeo perfecto y suprayectivo p*: X —
M, donde w(M) < Ny. Para cada o € wy, sea X, el espacio métrico asociado
con el espacio seudométrico (X, p,) v sea p,: X — X, la proyeccién natural.
Para cada o < wy, considere la funcién f, definida por

fa :p*A(A5<0p5) X - M x H Xﬁ
B<a
23
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Como p* es perfecta, todas las funciones f, son perfectas. Sean Y = {z,: a <
wi}y Yo ={zp: 8 < a}. Observe que para cada o < wy, M X [[3., X es un
espacio segundo numerable y, por lo tanto, es hereditariamente separable. En
consecuencia, existe s(a) < w; tal que s(a) > 0y fo(Yi(a)) es denso en f,(Y').
Definimos tina sucesién haciendo Gy = 0 v Bue1 = s(8.). Si 8 es el limite
de esta sucesién, entonces fz(Yp) es denso en f3(Y). En particular, fz(zs) €
f8(Ys) = fs(Ys). Fije una z € Y con fg(x) = fz(xs). Para cualquier a < 3,
tenemos po(7,z5) = 0y se deduce de la condicién x € Yy que pg(z,z,) < 1
para alguna « < 3. El lema estda demostrado. O

DEFINICION 2.2. Un espacio X se llama espacio de Mal’tsev si existe una

funcién continua f: X® — X tal que f(z,v,y) = f(vy,y,z) para todo par z,
y € X.

Observe que todo grupo topo'égico G es un espacio de Mal'tsev. En efecto,
la funcién f: G® — G definida por f(z,y,z) = zy~'z cumple las condiciones
de la definicién 2.2.

TEOREMA 2.3. Sea X un X-espacio de Lindeldf que ademds es un espacio
de Mal'tsev, y sea v una familia de conjuntos Gs en X. Entonces existe una
subfamilia p C v tal que |u] < Ry yUp =U~.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, es decir, que la cerradura de la
unién de toda subfamilia numerable de ~ estd propiamente contenida en U~.
Si o C ~ es numerable, entonces existe Co € y tal que Cp \ Upo # @. Defina
Fy = Cy y sea Uy cualquier abierto que contenga a Fy. Sea pp = po U {Co}.
Entonces existe C; € v tal que C; \Uu1 # @. Defina Fy = C1\U 1 v Up como
cualquier abierto tal que C1 C Uy y Uy N ky = @. Repetimos el razonamiento
para toda o € wy y obtenemos una sucesién {F, : o € wy} de conjuntos G no
vacios en X y una sucesién de abiertos {U, : o < w;} tales que

(1) F, C U, para todo a < w;.
(2) F,NUg=@sia<f<w.

Sea f: X% — X una funcién de Mal'tsev. Para cada o € w, elegimos

Yo € Fy v definimos

Vo ={(z,2) € X*: f(z,2,9a) €Ua} ¥

V= {(z,2) € X*: f(Ya,x,2) € Fu}.
Es claro que V,, es un entorno de la diagonal en X 2 v V! contiene a la diagonal
y es un conjunto Gs en X 2 Como X es paracompacto, cualquier vecindad de
la diagonal en X? sirve como una vecindad en la estructura uniforme de X. En

: . ) s
consecuencia, para cada o € wy, existe una seudométrica continua pa sobre X
tal que

{(:1.:,2) Dol 2) <13 C Ve v {(m,2): palz,z) =0} C V-
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Aplicando el lema 2.1 a las familias {y, : @ € w1} y {pa : @ € w;}, hallamos
a<f<wyxe X tales que po(z,ys) = 0y ps(z,vya) < 1. Para estas o,
y = tenemos que (z,y3) € Vo ¥ (Ya,z) € V3, lo cual implica que f(ya,z,y3) €
Fy, N Ug. Como el ultimo conjunto es vacio por (2), hemos llegado a una
contradiccion. O

LEMA 2.4. Sea G un grupo topolégico con nw(G) < Wy y v una familia
numerable de conjuntos abiertos en G. Entonces existen un isomorfismo con-
tinuo p: G — H sobre un grupo topoldgico sequndo numerable H y una familia
numerable p de conjuntos abiertos en H tales que v = {p~ (V) :V € u}.

DEMOSTRACION. De las hipétesis del lema tenemos ib(G) < I(G) < nw(G)
< Rg y ¥(G) < nw(H) < N, asi que de la proposicién 1.48 deducimos que
existe un homomorfismo continuo i: G — Hy de G sobre un grupo topolégico
segundo numerable Hj.

Sea U un conjunto abierto arbitrario en G. Por el lema 1.42, existe una base
B para la topologia de G’ que consta de conjuntos de la forma ¢ 1(V), donde
¢: G — K es un homomorfismo continuo sobre un grupo segundo numerable
K y V es abierto en K. Como G es hereditariamente de Lindelof, podemos
hallar una familia numerable {U, : n € w} € B tal que U = J,¢, Un. Sea
¢on: G — K, el homomorfismo continuo sobre un grupo segundo numerable K,
correspondiente a U,, n € w. Entonces el producto diagonal ¢ de la familia
{¢n : n € w} es un homomorfismo continuo de G en el grupo segundo numer-
able [1,¢, Kn, de donde el grupo H; = ¢(G) es también un grupo segundo
numerable. Por construccién, tenemos que U, = ¢~ '¢(U,), con ¢(U,) abierto
en H, para cadan € w. Sea py: G — Hy x H; el producto diagonal de i y ¢ v
sea Hy = py(G). Es facil ver que py es un homomorfismo continuo de G sobre
un grupo segundo numerable Hy, U = pi;'py (U) v py(U) es abierto en Hy,.

Por tltimo, definimos p como el producto diagonal de la familia {p; : U €
v}, H=p(G)y p={p(U): U € v}. Es ficil verificar que p, H y 1 son como
se requiere. L]

LEMA 2.5. Sean S un subespacio de un grupo topoldgico Ry-acotado H con
nw(S) < Vo y f: S — R una funcién continua. Entonces existen un homo-
morfismo continuo p: H — K sobre un grupo topoldgico segundo numerable K
y una funcion continua h: p(S) — R tales que f =hop | S.

DEMOSTRACION. Suponga primero que S genera a H, es decir, que H =
(S). Entonces nw(H) < Xg. Sea {O,, : n € w} una base numerable de R. Para
todo n € w, elija un subconjunto abierto U, de H tal que U, NS = 0 v
defina v = {U, : n € w}. Por el lema 2.4, podemos hallar un homomorfismo
continuo p: H — K sobre un grupo topolégico segundo numerable K y una
familia numerable 1 = {V,, : n € w} de conjuntos abiertos en K tales que
U, = p~}(V,) para todo n € w. Afirmamos que para todo par x, y € S que
cumple p(z) = p(y), tenemos f(z) = f(y). En efecto, si f(z) # f(y), entonces
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existe n € w tal que f(z) € O,y f(y) ¢ O,. Cony U,NS = f~(0,), tenemos
r€U,yy ¢ U, DelU, =p ' (V,) se deduce ¢ p(x) €V, y ply) ¢ V,, es
decir, p(z) # p(y).

El hecho que acabamos de demostrar permite definir una funcién h: p(S) —
R tal que f = hop [ S, asf que sblo queda probar que % es continua. Sean
z € p(S) y € > 0 arbitrarios. Existe n € w tal que h(z) € O, C {r € R :
Ir — h(z)| <e}. De la definicién de U, V,, y h, deducimos que h(V,, N p(S)) =
h(p(U, N S)) = f(U,NS) CO,. Esto prueba la continuidad de A.

Si (S) = Hy # H, aplicamos el argumento anterior al grupo Hy para hallar
un epimorfismo continuo py: Hy — Kj sobre un grupo topolégico segundo
numerable K y una funcién continua fg: po(S) — R tales que f = hgopy [ S.
Sea {V,, : m € w} una base local de la identidad en K. Para todo n € w,
elija una vecindad U, de la identidad de H tal que U, N H C py'(V,). Como
H es Rg-acatado, podemos aplicar el lema 1.42 para hallar un homomorfismo
continuo p: H — K sobre un grupo topolégico segundo numerable K y una
sucesién {W, : n € w} de vecindades abiertas de la identidad en K tal que
p ' (W,) C U, para cada n € w. Es fécil ver que la restriccién de p a Hp es
mas fina que po, es decir, existe un homomorfismo continuo ¢: p(Hy) — K tal
que pg = ¢ op | Hy. Lafuncién h = hyo ¢ [ p(S) es continua y satisface la
condicién f = hgopg [ S=hop | S. O

LEMA 2.6. Sean S C X un subespacio denso de X, f: S —Y yg: X — Z
Sfunciones continuas y T C Z. Suponga que para toda t € T, existe y, € Y tal
que ¢71(t) C f~Y(y.). Suponga también que la funcién g es abierta suprayectiva
y defina So = SN g Y T) y Ty = ¢(So). Entonces existe una funcién continua
h: Ty — Y tal que f [ Sog = fog [ S.

DEMOSTRACION. Para todo conjunto abierto V en Y, definimos e(V) =
X\ S\ f~1(V). Es facil ver que e(V) es abierto en X, que e(V) NS = f~1(V)
y que si V;, V4 son subconjuntos abiertos disjuntos de Y, entonces e(V;) Ne(Vz).
Maés anin, probaremos que si Vi, V5 son subconjuntos abiertos de Y que cumplen
V1NV, =@, entonces g(e(Vh)) Ng(e(Va)) N Ty = @. Suponga lo contrario y
defina O = g(e(V})) Ng(e(V2)). Como ONTy # @y Ty €T, podemos elegir
un punto t € ONT. De g7 (t) C f~'(y;) se deduce que e(V;) N f~y;) # 2,
i=1,2. Siy, ¢V, para alguna i = 1, 2, entonces existe una vecindad abierta
W de y; en Y tal que W NV, = @. Por lo tanto, e(W)Ne(V) = <. Es facil ver
que f~'(y) C e(W) C X \ e(Vi) v, en consecuencia, f~'(y) Ne(V;) = &, una
contradiccién. Por lo tanto, deducimos que 3, € VMV 5. Esto dltimo contradice
la eleccién de los conjuntos V; y Vs, de donde se obtiene la afirmacién.

Probaremos ahora que

21,22 € So y glzr) = g(x2) = f(x1) = f(z2). (%)

Suponga Jo contrario y elija vecindades abiertas V; v V, de los puntos f(z1) y
f(zz) en Y tales que V; NV, = @. Entonces z; € e(Vi) = O; parai =1, 2.




1. TEOREMAS DE FACTORIZACION PARA GRUPOS TOPOLOGICOS 27

Por lo tanto, g(z;) € g(O1) N g(O2) N Ty, lo cual contradice la afirmacién del
parrafo anterior y, por lo tanto, (x) se cumple.

Por (*), existe una funcién h: Ty — Y tal que f [ So = fog T So.
Probaremos que h es continua. Tome un punto ¢ € T y una vecindad abierta
V de y = h(t). Luego elegimos una vecindad abierta W de y tal que W C V
y definimos O = e(W) y U = g(O) N Ty. Es facil ver que t € U y afirmamos
que h(U) C W C V. Suponga que h(U) \ W # @. Entonces existen puntos
y1 € Y\ W y t; € U tales que h(t;) = y;. Elegimos un conjunto abierto W,
que contiene a y; tal que W, NW = @ y defina O, = ¢(W,), U; = g(0,) N Ty.
Elija un punto z € Sy tal que f(z) = h(g(z)) = h(t;) = y1 € Wi, de donde
z € O;. Asi, t; € g(0)Ng(O) NTy lo cual contradice (*). Esto demuestra que
h(U) C V y, por lo tanto, h es continua. O

TEOREMA 2.7. Cualquier subgrupo de un %-grupo de Lindelof es R-factori-
zable.

t

DEMOSTRACION. Sea G un X-grupo de Lindel6f, H un subgrupo de G y
f: H — R una funcién continua. Podemos suponer sin perder generalidad que
H es denso en G porque, en caso contrario, podemos sustituir a G con H ya
que Nag(H) < X,.

Por ser f continua, para todo z € H existe un conjunto Gy y cerrado F' en
G tal que x € F, f admite una extensién continua a H U F' y esta extension es
constante en F'. Denotemos con F a la familia de estos conjuntos F. Como H
es denso en G, existe una extensién continua de f a S ={JTF, y esta extension
(la cual denotaremos con la misma letra f) es constante en cada F € F. Por
el teorema 2.3, podemos hallar una subfamilia numerable Fy de F tal que U Fy
es denso en S. Sea Fy = {F,, : n € w}. El lema 1.56 implica que para toda
n € w existe un epimorfismo continuo p,, de G sobre un grupo topoldgico con
peso de red numerable tal que F,, = ¢ ', (F,). Sea p el producto diagonal
de los epimorfismos ¢,, n € w. Entonces F, = p~'p(F,) para toda n € w.
El epimorfismo p no necesariamente es abierto, asi que sea N el nicleo de p y
@: G — G/N el correspondiente homomorfismo cociente. Como el grupo p(G)
tiene peso de red numerable, el grupo N es de tipo Gs en G vy, por lo tanto,
nw(G/N) < Xy por el lema 1.54. Es facil ver que F,, = ¢ ¢(F,) para toda
necw.

Por nuestra eleccién, la unién P = |, F, es densa en UF D H, asi que
podemos aplicar el lema 2.6 (con X = G, Y =R, g = ¢y T = p(P)) para
definir una funcién continua h: ¢(S) — R tal que f = how | S. Por 1ltimo,
H* = ¢(H) es un subgrupo de G/N que tiene peso de red numerable, y en
consecuencia, del lema 2.5 se deduce que existe un homomorfismo continuo
p": G/N — K sobre un grupo topolégico segundo numerable K v una funcién
continua h*: p*(H*) — R tales que h = h* op* | H*. Ahora, si definimos
$~p" oy, tenemos un homomorfismo de G sobre K y observe que éste satisface
f=~h"ovy | H. Esto completa la prueba. []
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COROLARIO 2.8. Sean S un subespacio denso de un grupo topoldgico G con
Nag(G) < Ng y f: S — X una funcidn continua sobre un espacio X de PESO
numerable. Entonces existe un homomorfismo continuo w: G — H suprayectivo
tal que w(H) < g y una funcidn continua h: ©(S) — H tal que how | S = f.

2. Subgrupos de grupos R-factorizables

Recordemos que un grupo topoldgico G es Rg-acotado si y sélo si se encaja
en un producto cartesiano de grupos topoldgicos segundo numerables como un
subgrupo topolégico (véase el lema 1.43 o [7]). Aunque el resultado siguiente
se menciond en [13], su demostracién sélo se delineo en esa ocasién.

LEMA 2.9. Todo grupo R-factorizable es Ng-acotado.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo R-factorizable. Es suficiente probar que
G se puede encajar como un subgrupo topolégico en un producto de grupos
segundo numerables. Sea N(e) una base de vecindades de la identidad e de
G. Para toda vecindad U € Nfe), sea fy: G — R una funcién continua tal
que f(e) =1y f(G\U) = {0}. Como G es R-factorizable, existen un grupo
segundo numerable Hy;, un homomorfismo continuo 7y : G — Hy y una funcién
continua ~: Hy — R tal que f = h o my. Observe que el producto diagonal
¢ = A{ny : U € N(e)} es un monomorfismo topolégico de G en el grupo
I =T{Hy:U € N(e)}.

Como los grupos segundo numerables Hy; son Ryp-acotados, el grupo IT es Rp-
acotado también. Ahora, los subgrupos de grupos Ryp-acotados son Np-acotados,
asi, GG hereda esta propiedad. O

Demostraremos que todo grupo de Lindelof es R-factorizable. Para lograr
este propdsito, primero probaremos un lema general de factorizacion de fun-
ciones continuas (véase [11]).

LEMA 2.10. Sea S un subespacio de un producto cartesiano X = [l,c; Xi
de espacios arbitrarios X;. St ((S) < 1, entonces para toda funcion continua
f: S — R existen un conjunto J C I con |J| < 7 y una funcion continua
h: m;(S) — R tales que f = homy [ S, donden;: X — [lc; X es la proyeccion
natural.

DEMOSTRACION. Para todo n € N*t, sea v, la cubierta de R que consta
de intervalos abiertos de didmetro < 1/n. Como f es continua, para todo
z € §yn e NT existe un abierto canénico Uy, (z) en X tal que z € Up(x) ¥
f(U,(x) N S) C V para alguna V € ~,. Por hipétesis, I(S) < 7, asl que para
todon € N7 la cubierta {U, (z) : n € N*} de S contiene una subcubierta j1,, con
lin| < 7. Cada elemento U € p,, depende de un conjunto finito de coordenadas
J(U) C 1. Ahora, definimos J, = {J(U): U € p,} y J =U{J, :n € NT}. Es
facil ver que |J] < 7y U = 75 'm;(U) para cada U € p = U{jtn, :n € NT}.
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Afirmamos que f(z) = f(y) para todos los z, y € S con 7;(z) = 7;(y). En
efecto, supongamos lo contrario y elijan € NT tal que 1/n < |f(z)— f(y)|. Por
la definicién de y, existen U € p, y V € v, talesquez € Uy f(UNS) C V.
De U = 7;'m;(U) vy my(z) = m;(y) se deduce que z, y € U, de donde f(z),
f(y) € V. En consecuencia, |f(z) — f(y)| < 1/n, lo cual contradice la eleccién
de n.

Es claro que lo anterior implica que existe una funcién h: 7;(S) — R tal
que f = homy | §. Sélo queda probar que h es continua. Sean y un punto
arbitrario de Y = 7;(S), z = h(y) y € > 0 un ntmero real. Podemos hallar
n € N* tal que 1/n < . Eljja un punto z € S con 7;(z) = y y un elemento
U € pu, que contiene a z. Es facil ver que f(z) = h(m (x)) = h(y) = 2, asi que
existe V' € v, tal que f(UNS) CV C O.(z)donde O,(z) = {t e R: [t—z| < ¢}.
Entonces W = 7;(U) NY es una vecindad abierta de y en Y, y tenemos

W) = h(m,(U)NY) = f(UNS) € O:(2).
Esto prueba la continuidad de h. ]
TEOREMA 2.11. Todo grupo de Lindeldf es R-factorizable.

DEMOSTRACION. Un grupo topolégico de Lindeléf G es Rg-acotado, de
donde, por el teorema 1.43, se puede encajar G como un subgrupo topoldgico
en un producto cartesiano II = [],c; H;, de grupos segundo numerables H;.
Identifiquemos a G con su imagen bajo este encaje. Por el lema 2.10, para toda
funcién continua f: G — R existen un conjunto numerable J C [ y una funcién
continua h: 7; — R tales que f = hom,; [ S, donde 7;: Il — [[;c; X, es la
proyeccién natural. Observe que 7; y su restriccién 7y [ .S son homomorfismos
continuos, y la imagen H = m;(G) de G es un grupo topolédgico segundo numer-
able por ser subgrupo del grupo segundo numerable [];-; X;. Esto completa la
demostracién. 0

TEOREMA 2.12. Un grupo localmente compacto es R-factorizable si y solo
81 es o-compacto.

DEMOSTRACION. Todo grupo topolégico o-compacto es de Lindelof y, por
lo tanto, es R-factorizable por el teorema 2.11. Reciprocamente, sea G un
grupo R-factorizable localmente compacto. Entonces existe una vecindad U
de la identidad de G tal que U is compacto. Como todo grupo R-factorizable
es No-acotado (lema 2.9), existe un subconjunto numerable C' C G tal que
C-U = G. Porlo tanto, {g-U : g € C} es una familia numerable de conjuntos
compactos cuya unién es G. 0

M. G. Tkagenko [12] probd que los subgrupos de los grupos R-factorizables
no son necesariamente R-factorizables. Por otro lado, un subgrupo R-factoriza-
ble de un grupo topolégico arbitrario G esté z-encajado en G {8]. En el teorema
siguiente damos una caracterizacién completa de los subgrupos de los grupos
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R-factorizables que preservan la propiedad de ser R-factorizabes. Sea X un
espacio topolégico y sea A € X. Decimos que A estéd z-encajado en X si todo
conjunto cero B en A es de la forma B = AN C, donde C es un conjunto cero
en X.

TEOREMA 2.13. Un subgrupo H de un grupo R-factorizable G es R-factori-
zable si y solo si H estd z-encajado en G.

DEMOSTRACION. Supongamos que H es un subgrupo R-factorizable de G.
Sea F’ un conjunto cero en H y considere una funcién real continua f sobre H tal
que F'= f71(0). Como H es R-factorizable, podemos hallar un homomorfismo
continuo m de H en un grupo segundo numerable K y una funcién continua ¢
de K en R tales que f = gon. Sea {V,, : n € w} una base numerable de la
identidad de K. Denote con Hj el nucleo de m. Podemos definir una sucesién
{Un : n € w} de vecindades simétricas de la identidad en G que cumplan para
cada n € w las condiciones

( ) U2+1 C U'm

(i) U, NH Ca 1{(V,).

Es facil ver que Gy = Mhew Un es un subgrupo cerrado de Gy GgNH C H,.
Sea ¢ el homomorfismo canénico de G en el espacio de las clases laterales
izquierdas G/Gy. Como Go N H es un subgrupo de Hy, existe una funcién ¢
de ¢(H) en K que satisface pop | H = 7.

RN \

P<—<9 Vo— G/ K

Diagrama 1

Los conjuntos abiertos U, satifacen ¢ € U,, = U;' y U} C U, para cada
n € w. Por lo tanto, el lema 1.31 implica que existe una seudonorma continua
N sobre G tal que

(*) {-T € G JV(.T) < 1/2”} C Un - {1; c G .N(.’L") < 1/27171}’

Defina una seudométrica continua invariante por la izquierda d sobre G me-
diante d(z,y) = N(z~'y) para todos los z, y € G. Es fécil verificar que
d(z,y) = 0si y sélo si 7'y € Go. Esto dltimo nos permite definir una métrica
p sobre G /G tal que d(z,y) = p(p(x), ¢(y)) para todos los z, y € G.

Para todo z € G, y € G/Gy y £ > 0, definimos B.(x) = {a € G:dla,x) <
e} v C(y) = {b € G/Gy : p(b.y) < e}. Por la definicién de p, tenemos

(a) @(B:(x)) = Celp(z)).
En otras palabras, las imagenes bajo ¢ de las bolas abiertas de GG son abiertas

en el espacio métrico (G/Gy. p). Es facil verificar que las bolas abiertas B.(x)
satisfacen
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(b) Be(z) = ¢~ (B ().

Sea t, la topologia de G/G| generada por p. Observe que t, es mas gruesa
que la topologia cociente de G/Go. Afirmamos que la funcién ¢ de ¢(H) en
K es continua si ¢(H) se considera como un subespacio de (G/Gy,t,). Esta
es la clave de la demostracién. En efecto, sea T € p(H) arbitrario y considere
una vecindad O de z = ¥(Z) en K. Elija un punto z € H tal que p(z) = 7,
entonces 7(x) = z. La imagen ¢(zB)/2x(e)) es una vecindad abierta de T en
(G/Gy,t,) por (a). Observe que el conjunto U = Byn(e) estd contenido en
U,. Por lo tanto, (b), (i¢) y la igualdad H NzU = z(H NU) implican que

P(p(zU) No(H)) = ¢(p(H N2U)) = =(H NzU)
=zn(HNU) Canr(HNU,) Cz0, CO.

Esto prueba que 1 es continua sobre el subespacio ¢(H) de (G/Gy,t,).

Sea ® = g71(0) € K. Como f =gom, n1{®) = F. Es claro que ®* =
1~1(®) es un conjunto cero en ¢(H). Por ser un subespacio del espacio métrico
(G/Go,d), ¢(H) esta z-encajado en G/Gy. Por lo tanto, existe un conjunto
cero F* en (G/Go,d) tal que F* N p(H) = ®*. Verifiquemos que F = Fy N H,
donde Fy = ¢ (F*) es un conjunto cero en G. Como ¢ o p|y = 7, tenemos
O MW Y @) N H = n7HP), esto es, ¢~ (®*) N H = F. En consecuencia,

FENH=p ' (F)YNH=¢ Y {F'Np(H)NH=¢p (®)NH=F

Es decir, H esta z-encajado en G.

Suponga que H esta z-encajado en G. Probaremos que H es R-factorizable.
Sea f: H — R una funcién continua. Considere la familia v de todos los
intervalos abiertos en R con extremos racionales. Para todo U € =, sea V;; un
conjunto cocero en G tal que Vy N H = f~1(U). Existe una funcién continua
gu: G — R tal que g;'(U) = V. El producto diagonal ¢ = Apye,gy es una
funcién continua de G en el espacio segundo numerable RY y, como G es R-
factorizable, existen un epimorfismo continuo 7 de G sobre un grupo topoldgico
segundo numerable G* y una funcién continua g*: G* — R” tales que ¢ = g*o7.

G——n-—1.r
A

AN b
gu |

Ry — RY - G* > H*

Diagrama 2

Afirmamos que 7(zp) = w(xy) implica f(zo) = f(x,) para todos los o,
z1 € H. Suponga lo contrario, es decir, que f(zy) # f(z;) para xy, 1 €
H con m(xzy) = m(z1). También podemos suponer que f(xy) < f(z1). Si
Ty, 71 and 7z son racionales y 1o < f(xo) < 13 < f(z1) < 79, considere los
intervalos Uy = (rg,71) € vy Uy = (r1,72) € v. Sean py,: R — R = Ry, las
proyecciones naturales, g o py, = gy, (1 = 0, 1). Por otro lado, los conjuntos
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9oa (Uo) NH = f~YUp) v gz-(Uy) N H = f~1(U;) son ajenos. Esto equivale a
decir que g7} (O) N H y g~1(O1) N H son ajenos, donde O, = pi(Us) 3 glx;)
(¢ = 0, 1). En particular, g(zo) # g(z;). Por otro lado, g = ¢* o 7, de donde
g{zo) = g(z1), una contradiccién.

Defina H* = n(H). La afirmacién recién probada implica que existe una
funcién g,: H* — R tal que f = g, om | H. Sélo falta verificar que g, es
continua. Sea U & +y arbitrario. Entonces

;' (U) == (1 U)) = (95" (W) N H) = (¢ (5" (V) N w(H)

es abierto en 7(H) = H*. Como + es una base de R, esto prueba la continuidad
de g,. Asi, tenemos f = ¢, o ¢, donde ¢ = 7 | H es un epimorfismo continuo
de H sobre el grupo segundo numerable H* C G* vy, por lo tanto, H es R-
factorizable. O

Es facil ver que todo retracto de un espacio X estd z-encajado en X. En
efecto, si r: X — X es un retracto y ¥ = r(X), entonces para cada funcién
continua f:Y — R, la funcién f = f or es una extensién continua de f en
X. Observe que si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo abierto de G,
entonces H es un retracto de G. En efecto, en toda clase lateral izquierda U de
H en G, elija un punto zy € U. Defina r: G — H de la manera siguiente: si
g € H, entonces f(g) = g;sig € Uy U # H, hagar(g) = z;;'g. Como las clases
laterales izquierdas son abiertas y ajenas, la continuidad de r es inmediata. De
estas dos observaciones deducimos los resultados siguientes.

COROLARIO 2.14. Sea G un grupo R-factorizable y H un subgrupo de G.
St H es un retracto de G, entonces H es R-factorizable.

COROLARIO 2.15. Un subgrupo abierto de un grupo R-factorizable es R-
factorizable.

3. Algunos ejemplos

Por el teorema 2.11, todo grupo topoldgico de Lindeldf es R-factorizable
(véase también el corolario 1.13 de [13]). Decimos que un grupo topoldgico
G es P-grupo si toda interseccion de una cantidad numerable de conjuntos
abiertos en G es abierta. Utilizando la existencia de un P-grupo de Lindelof
especial G* de peso Ny (véase [4]), Tkacenko [12] construyé un ejemplo de un
subgrupo denso propio de G* que no es R-factorizable (la descripcion de este
grupo se da después del siguiente teorema). Nuestro propdsito es probar que
cualquier subgrupo denso propio de un P-grupo de Lindeldf arbitrario de peso
N; no es R-factorizable.

TEOREMA 2.16. St H es un subgrupo denso propio de un P-grupo de Lin-
delof (3 de peso Ry, entonces H no es R-factorizable.
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DEMOSTRACION. Como G es un P-grupo, es de dimensién cero. Por lo
tanto, elegimos una base B = {O, : a@ < w;y} en la identidad e de G que
satisfaga las condiciones siguientes para cada o < wy:

(1) O, es un conjunto abierto cerrado y simétrico;

(2) Oq = Ng<a Op para todo ordinal limite o < wy;

(3) 0211 C Oa;

(4) O \ Oq41 = A, U B, donde A, y B, son conjuntos ajenos abiertos
cerrados no vacios.

Ahora definimos U’ y V' como U’ = (G\ Og) U (Ua<u, 4a) ¥ V' = Ua<w, Ba-
De las condiciones (1) y (4) se deduce que U’ y V' son conjuntos abiertos. Las
condiciones (2) y (4) implican que U' UV’ = G\ {e}. Por ultimo, (4) garantiza
que U’ y V! no son vacios.

Elija un punto g € G\ H ydefina U = gU'NH yV = gV'NH. Entonces U y
V son subconjuntos abiertos no vacios de H y H = UUV. Sea f la funcién sobre
H definida mediante la regla f(z) =0siz e UNHy f(z)=1siz e VNH.
Es facil ver que f es continua. Sea w: H — K un homomorfismo continuo de
H en un grupo metrizable K. Entonces el nicleo de 7 es un conjunto Gs en H
y, por lo tanto, es una vecindad abierta de e. Asi, podemos hallar o < w; tal
que O, N H C kerw. Elija puntos a € H NgAs+1 vy b € H N gByyq. Entonces
a~'b e O, por (3) y (4), lo cual implica que m(a) = w(b), mientras que f(a) = 0
y f(b) = 1. Esto significa que el grupo H no es R-factorizable. O

Sea Z(2) = {0,1} el grupo discreto de dos puntos. Considere el pro-
ducto cartesiano II = [],.,, Ga, donde G, = Z(2) para toda a < w;, con
la topologia de ia Wy-caja 7. Una base de esta topologia consta de conjuntos
de la forma p;'(z) con @ < w1 y ¢ € U, = [lgeq Ga, donde p,: 11 — 11,
es la proyeccién. Es fécil ver que II = (II,7) es un grupo topolégico abeliano
donde cada subconjunto Gy es abierto, es decir, II es un P-grupo. Para todo
g € I1 denote con suppg = {a < wy : Ta(g) = 1}, donde 71, es la proyeccién
de II sobre GG,. Sea G* la suma débil de los grupos G, o < w;, es decir,
G* = {g € 11 : |suppg| < Wy}. Considere a G* como subgrupo de II. Es
evidente que G* es un P-grupo y, por lo tanto, es de dimensién cero. Por el
resultado de Comfort [4], el grupo G* es de Lindel6f. Ahora, considere el sub-
conjunto i de G* que consta de todos los elementos g tales que |supp g| es un
nimero par. Es facil ver que H es un subgrupo propio denso de G*. Por el teo-
rema anterior, A es un ejemplo de un grupo topldgico que no es R-factorizable.
Este ultimo razonamiento simplifica la construcién de Tkac¢enko [12, Ejemplo
2.1).

El teorema anterior muestra que hay muchos subgrupos de grupos R-facto-
rizables que no son R-factorizables. En clases especiales de grupos R-factoriza-
ble la situacién cambia: por el corolario 1.13 de [13], todo subgrupo de un
grupo topolégico o-compacto es R-factorizable. Intuitivamente, los subgrupos
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G's de un grupo topoldgico parecen casi estar z-encajados en éste. Por ello, el
teorema 2.13 puede sugerir la conjectura de que un subgrupo cerrado Gy de un
grupo R-factorizable es también R-factorizable. A continuacién probamos que
esto no ocurre.

EJEMPLO 2.17. Sea H un grupo abeliano Ry-acotado de peso Ny que no es
R-factorizable construido anteriormente. Por el teorema de Guran (véase 1.43 o
[71), H se puede considerar como un subgrupo de un producto Il = [T, Ga,
donde cada G, es un grupo abeliano segundo numerable. Sea G = II*. El
subgrupo H' de G que consta de todos los elementos de la forma (h, h,...) con
h € H es isomorfo a H.

Por el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, existe un subconjunto
denso numerable S de II. Counsidere el subconjunto D de G de todos los el-
ementos € G tales que para un conjunto finito ni,...,ny € w, x(n,;) € S
y z(n) = 0 para el resto de los indices. Es facil ver que el conjunto D es
numerable y denso en G. Sea K = (D) el subgrupo de G generado por D.
Entonces K es un subgrupo denso numerable de G y K N H' = {eg}. Como
cualquier subgrupo denso de un producto de grupos segundo numerables es R-
factorizable [13, Corolario 1.10], deducimos que el subgrupo L = K + H' de ¢
es R-factorizable. Por otro lado, como la diagonal A = {(z,z,...) : 2z € G} del
grupo G =1I1“ es cerradaen Gy H' C A, tenemos H' C Ay ANK = {eg}, de
donde H' N L = H'. Esto significa que H' es un subgrupo cerrado de L. Para
cada z € K, x + H' es un subconjunto cerrado de L y es facil ver que

H= (] L\(@+H).
reK\{ec}
Por lo tanto, H =~ H es un subgrupo cerrado Gs del grupo R-factorizable
L = K + H’, el cual no es R-factorizable.

4. Grupos semi-R-factorizables

El hecho de que un grupo topoldgico GG sea R-factorizable se puede expresar
en la forma siguiente equivalente a la original: dada una funcién continua
f: G — R, existen un subgrupo cerrado normal H de G, una topologia de
grupo Hausdorff segundo numerable 7 para el grupo cociente G/ H més gruesa
que la topologfa cociente 7, y una funcién continua h: (G/H,7) — R tales que
f="hom, donde m: G — G/H es el homomorfismo cociente.

La idea de la definition 2.18 proviene de omitir la condicién de normalidad
del subgrupo H C G. Asi, definimos una clase de grupos topologicos que
contiene a los grupos R-factorizables. Veremos, sin embargo, que las dos clases
coinciden (Teorema 2.20).

Sea H un subgrupo cerrado de un grupo topoldgico Gy sea G/H = {zH :
x € G} el espacio de clases laterales izquierdas con la topologia cociente 7.
Una topologia 7 C 7, para G/H se llama invariante izquierda si las funciones
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¢o: G/H — G/H definidas por ¢,(zH) = axH, z € G, son continuas para
toda a € (. Esta notacién se usard en las demostraciones del lema 2.19 y el
teorema 2.20.

DEFINICION 2.18. Decimos que un grupo topolégico G es semi-R-factoriz-
able siempre que para toda funcién continua f: G — R exista un subgrupo
cerrado H de G, una topologia segundo numerable y 77 invariante izquierda
T sobre el espacio de las clases laterales izquierdas G/H mads gruesa que la
topologia cociente y una funcién continua h: (G/H,7) — R tales que f = hom,
donde w: G — G/H es la proyeccién natural.

LEMA 2.19. Todo grupo semi-R-factorizable es Ny-acotado.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo semi-R-factorizable y V una vecindad
abierta de la identidad e de G. Como un grupo topoldgico es completamente
regular, existe una funcidn continua f: G — [0,1] tal que f(e) = 1y f(G\V) =
{0}. Ya que G es semi-R-factorizable, existen un subgrupo cerrado / de G, una
topologia T} invariante izquierda segundo numerable 7 sobre G/H mds gruesa
que la topologfa cociente y una funcién continua h: (G/H,7) — R tal que f =
hom, donde m: G — G/H es la proyeccién natural. El conjunto U = hfl(%, 1]
es abierto en (G/H,7)ye e n ' (h7'(},1]) = f71(3,1] C V. Para cada g € G,
la funcién o,: G — G definida por o4(z) = gz es un homeomorfismo de G sobre
G. Observe que mo oy, = ¢ 07 y, por lo tanto, foo, =homo¢,=hog,om.
Como

(f © Uz“l)_l(%’ 1] = U;—ll (f_l(%> 1]) = Uz(f_l(’%, 1]) - UI(V) =zV,
deducimos que U, = ¢}, (h7'(3,1]) es abierto en (G/H,7) y n7'(U,) C zV.
La coleccién {U, : z € G} cubre a G/H. Ya que G/H tiene peso numerable,
existe una sucesién zg, z1,... de elementos de G tales que G/H C U2, U,,.
En consecuencia, la familia {7=}(U,,) : i € w} cubre G y, por lo tanto, la

familia correspondiente {x;V : i € w} también cubre G. Esto prueba que G es
Rg-acotado. O

TEOREMA 2.20. Todo grupo semi-R-factorizable es R-factorizable.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo semi-R-factorizable y f: G — R una
funcién continua. Entonces G tiene un subgrupo cerrado H tal que existen una
topologia T segundo numerable invariante izquierda 7 sobre G/H més gruesa
que la topologia cociente y una funcién continua h: (G/H,7) — R tales que
f =hom donde m: G — G/H es la proyeccién natural. Si {W; : i € w}
es una base local de G/H en {H}, entonces H = (e, 7~ {(W;). Como G es
Ng-acotado (lema 2.19), para todo U; = 7~ (W,) existen un homomorfismo
continuo m;: G — H,; de G sobre un grupo segundo numerable H; y una vecin-
dad V; de la identidad en H; tales que n;'(V;) C U; (véase el lema 1.42 o

2

{7]). Entonces N = N, ker m; es un subgrupo normal cerrado de Gy N C H.
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Primero, definimos una topologia de grupo segundo numerable ¢ para G/N. Sea
i1 G/N — H; el homomorfismo definido por ¢;(aN) = 7;(a), a € G. Observe
que ; estd bien definido porque si b € aN, entonces a”'b € N C kerm; y. por
lo tanto, m;(a) = m;(b). Sea t la topologia de grupo més débil sobre G/N que
hace continuo a cada uno de los homomorfismos ;. Es facil ver que (G/N,t)
es un grupo topolégico porque la topologia t esta generada por una familia de
homomorfismos, y ¢t es segundo numerable porque cada grupo H; es segundo
numerable. Definimos la funcién h: G/N — R como h(aN) = h(aH), es decir,
h = ho1, donde ¢: G/N — G/H estd dada por ¢¥(aN) = aH. Es facil ver
que ¢ esta bien definida porque las clases laterales izquierdas de N en G estdn
contenidas en las clases laterales izquierdas de f{ en G. Sea 7y la proyeccién
natural de G sobre G/N. Entonces hony = hoony = horm = f (véase
Diagrama 3).
!

G R
o T
T /
ky HzTG/N //
v 7
G/H _ _ _--'»n

Diagrama 3

Por ultimo, debemos probar que la funcién h es continua. Para este propogito,
es suficiente mostrar que v es continua, esto es, para cada A € G/N y cada
conjunto abierto V € 7 que contiene a ¥(A), existe U € t con A € U tal que
P(U) C V. Como A = gN para alguna g € G, de la definicién de v se deduce
que ¥(A) = gH. Como la topologia 7 sobre G/H es invariante izquierda, el
conjunto V tiene la forma ¢,(V’), donde H € V' € 7. Existe i € w tal que
W; C V. Recuerde que 7; (V;) C U; = 7= }(;) por la eleccién de la vecindad
V; de la identidad en H;. Defina O = ¢; ' (V;) y U = a- O, donde a = 7n(g).
Entonces AcU ety

G(U) = v(a-0) =m(g-m (Vi) = dg(m(m:(V0))
C ¢g(m(Us)) C dy(mm™ ! (Wi)) = dg(Wi) € ¢y (V') = V.

Esto implica la continuidad de ¢ y, por lo tanto, la funcién h = h ot también
es continua. ]



CAPITULO 3

Grupos o-acotados

Los grupos Ng-acotados se definieron con el proposito de caracterizar a los
subgrupos de los grupos de Lindelof de la misma manera que los grupos to-
talmente acotados son exactamente los subgrupos de los grupos compactos.
Sin embargo, resulté que la primera clase es mas amplia y con un mejor com-
portamiento respecto a las operaciones principales, como productos y cocientes,
que la segunda. En el caso de los grupos o-compactos existe una caracterizacion
de sus subgrupos en términos de conjuntos acotados: un grupo G es subgrupo
de un grupo o-compacto si y sélo si G es o-acotado, es decir, se puede expresar
como unién numerable de subconjuntos funcionalmente acotados en G.

1. Introduccién

Nuestro propésito es definir dos clases nuevas de grupos topoldgicos tan
parecidas a la clase de los o-compactos como sea posible, y luego estudiar las
relaciones éntre los grupos Rg-acotados y o-compactos por un lado y los grupos
(estrictamente) o-acotados por el otro. Decimos que un grupo topolégico G es
o-acotado si para toda sucesion Uy, Uy, ... de vecindades de la identidad en G
existen conjuntos finitos Fy, F1,... tales que G = U2, Fi - U;. Es facil ver que
todo grupo g-compacto es o-ocotado.

El concepto siguiente se define en términos de juegos topolégicos. Suponga
que GG es un grupo topolégio y que tenemos dos jugadores, I y II. El jugador
I elige una vecindad abierta Uy de la identidad en G. Entonces el jugador II
elige un subconjunto finito Fy de G. En el segundo turno, el jugador I elige
otra vecindad U; de la identidad en G y el jugador II elige un subconjunto
finito F} de G. El juego continta de la misma manera hasta que tenemos una
sucesion Uy, Ui, ... de vecindades de la identidad y una secesién Fp, Fi,...
de subconjuntos finitos de G. El jugador Il gana si G = U2, F; - U;. En otro
caso, el jugador I gana. Decimos que el grupo G es estrictamente o-acotado si
existe una estrategia ganadora para el jugador II. Es evidente que todo grupo
estrictamente o-acotado es o-acotado. Es facil verificar que todo grupo o-
compacto es estrictamente o-acotado. O. Okunev propuso el concepto de o-
acotacion para grupos topoldgicos como un intento de dar una caracterizacion
interna de los subgrupos de grupos o-compactos. Mas adelante, M. Tkachenko
la modificéd. levemente introduciendo los grupos estrictamente o-acotados.

37
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En la seccién 2 estudiaremos las propiedades elementales de los grupos o
acotados y estrictamente o-acotados. La clase de los grupos ¥y-acotados es
productiva, (véase Prop. 1.39(c) o [7]). Es claro que todo grupo o-acotado es
Ry-acotado. Probaremos que el reciproco es falso atin para los grupos segundo
numerables (véase el ejemplo 3.6).

En la section 3 damos un ejemplo de un grupo estrictamente o-acotado
que no se puede encajar como un subgrupo en un grupo o-compacto (Ejemplo
3.7). Es claro que todos los grupos segundo numerables son R-factorizables.
Ya sabemos que todo grupo topoldgico de Lindelof es R-factorizable (véase
el teorema 2.11 o [13, Corolario 1.13]). El ejemplo 3.7 (junto con el ejemplo
2.1 en [12]) también muestran que un grupo estrictamente o-acotado no es
necesariamente R-factorizable.

En la section 4 presentamos una caracterizacién de los grupos o-acotados
en términos de sus imédgenes horiomorfas continuas segundo numerables.

La section 5 contiene una caracterizacién de la o-acotacién del grupo abelia-
no C,(X) de las funciones reales continuas sobre X con la topologia de la con-
vergencia puntual. Allf también estudiamos las propiedades de productividad
de los grupos o-acotados.

Por ultimo, en la section 6 probamos que las clases de los grupos o-acotados
y estrictamente o-acotados son distintas (véase ejemplo 3.14).

Las clases de los grupos o-acotados y estrictamente o-acotados son mds
amplias que la clase de los subgrupos de los grupos o-compactos, pero son
subclases propias de la clase de los grupos Np-acotados. El diagrama siguiente
ilustra la situacién.

estnctamente o-acotado — o-acotado

subgrupo de un

grupo o- compacto\ \ 7Z/

R-factorizable

Ng-acotado

El ejemplo 3.7 muestra que no todo grupo estrictamente o-acotado es subgrupo
de un grupo o-compacto. La existencia de un grupo o-acotado que no es es-
trictamente o-acotado se deduce del ejemplo 3.14. El grupo R* del ejemplo
3.6 muestra que no todo grupo Rp-acotado es o-acotado. El mismo grupo R*
es R-factorizable, pero no es o-acotado. El grupo G* del ejemplo 3.7 es estric-
tamente o-acotado y, por. el teorema 2.16, contiene un subgrupo H que no es
R-factorizable. El teorema 3.1 implica que H es estrictamente o-acotado. Asf,
los grupos estrictamente o-acotados no necesariamente son R-factorizables. Por
lo tanto, ninguna de las flechas del diagrama anterior es invertible. El hecho de
que los subgrupos de los grupos topoldgicos o-compactos son R-factorizables se
deduce del teorema 2.11.
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2. Propiedades elementales

En esta seccién estudiaremos las propiedades relativamente elementales de
los grupos o-acotados y estrictamente o-acotados relacionadas con las opera-
ciones de tomar subgrupos e imégenes continuas homomorfas.

TEOREMA 3.1. Todo subgrupo de un grupo (estrictamente) o-acotado es
(estrictamente) o-acotado.

DEMOSTRACION. Sean G un grupo estrictamente o-acotado, e su identidad
y H un subgrupo de G. Supongamos que en el turno ¢, el jugador I elige una
vecindad U; de la identidad en H. Existen vecindades V; y W; de la identidad en
G tales que V,NH = U; y W1 W; C V;. Como G es estrictamente o-acotado, el
jugador II puede elegir los conjuntos finitos F; correspondientes a la estrategia
ganadora en G para W, de tal manera que G = U2y F; - W;. Stz € F; y aW,
intersecta a H, elegimos a, € H N (zW;); en otro caso, hacemos a, = e. Es
facil ver que A; = {a, : © € F;} es finito. Verifiquemos que H = X, A;-U;. Es
claro que U2, A - U; € H. Siy € H, existe x € F; tal que y € W, para algin
i € w. Por lo tanto, a, € H N zW;, es decir, z € a,W,!. En consecuencia,

y € aWi C a, W W C a, Vi

Como y y a, son elementos de H, se deduce que aj'y € V; N H = U,. Asi,
y € a,U; € A; - U; y hemos terminado.
El argumento para el caso de un grupo o-acotado G es similar. O

Note que todo grupo o-compacto es estrictamente o-acotado: si G' es un
grupo topoldgico tal que G = ;. K;, donde K; es compacto para toda 1 € w,
entonces la estrategia para el jugador II es cubrir al conjunto K, con un nimero
finito de traslaciones del abierto U, elegido por jugador I en el paso n. Asi, el
teorema 3.1 implica lo siguiente.

COROLARIO 3.2. Todo subgrupo de un grupo o-compacto es estrictamente
o-acotado.

TEOREMA 3.3. Sea ¢: G — H un epimorfismo continuo donde G es un
grupo estrictamente o-acotado. Entonces H es estrictamente o-acotado. Una
aftrmacion similar es vdlida para grupos o-acotados.

DEMOSTRACION. Supongamos que en el paso 1 el jugador I elige una vecin-
dad U; de la identidad ey en H. El conjunto V; = ¢~ !(U;) es una vecindad de la
identidad es en G. Como G es estrictamente o-acotado, el jugador II puede ele-
gir los conjuntos finitos L; correspondientes a la estrategia ganadora en G para
Vi. Los conjuntos F; = ¢(L;) son finitos y U2, Fi-U; = o(U2, Li- Vi) = ¢(G) =
H. Un argumento similar muestra que una imagen homomorfa continua de un
grupo o-acotado es o-acotada. ]

TEOREMA 3.4. Todo P-grupo de Lindelof G es o-acotado.
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DEMOSTRACION. Supongamos que U, Ui,... es una sucesién de vecin-
dades de la identidad en G. Como G es un P-grupo, U = N2, U; es una
vecindad de la identidad. Si utilizamos el hecho de que G es un grupo de Lin-
delof, podemos hallar un subconjunto numerable N = {zg,z;,...} de G tal
que N -U =G. Si F; = {z;} para todo i € N, tenemos

i=0
y por lo tanto G es o-acotado. O

En la seccién 3 presentamos una serie de P-grupos de Lindeléf que son
estrictamente o-acotados. Sin embargo, el siguiente problema estd abierto.

PROBLEMA 3.5. ;Es todo P-grupo de Lindelof G estrictamente o-acotado?

EJEMPLO 3.6. Considere el grupo aditivo de los reales R con la topologia
usual. Probemos que R“ no es o-acotado. Para todo i € w, sea U; la vecindad
de la identidad en R¥ definida por

Ui =[] Vij
JEW
donde V;; = (—=1,1)si j < iy Vi; = R en cualquier otro caso. Para toda
sucesién {F; : ¢ € w} de subconjuntos finitos de R*, podemos definir un punto
en R fuera de U2, F; - U;. En efecto, considere el punto z = (2;);e, € R*,
cuya i-ésima coordenada x; satisface

z; € R\ pi(Fy) - pi(Uy),
donde p;: R — R; = R es la proyeccion. Es facil ver que 2 no pertenece al
conjunto U;e,, Fi - U;. Por lo tanto, el grupo R¥ no es o-acotado.

El ejemplo anterior implica que si H es un subgrupo denso de un grupo
topolégico Gy H es o-acotado, G no necesariamente es o-acotado (tome G = RY
y defina H como el g-producto de los grupos R;, H C (). Esta es una diferencia
mads entre las clases de los grupos o-acotados y los RNg-acotados (véase, por
ejemplo, la proposicién 3 de [7]).

3. Grupos o-acotados y o-compactos

Demostremos que la clase de los grupos estrictamente o-acotados contiene
a los subgrupos de los grupos o-compactos como una subclase propia.

EJjEMPLO 3.7. Sea {G, : a € A} una familia de grupos numerables dis-
cretos. Considere el producto II = [[,e4 Ga con la topologia de la Ry-caja 7,
cuya base consta de los conjuntos de la forma pg'(x) donde pg: Il — llp es
la proyeccién, B es un subconjunto numerable de A y 2 € Il = [[,ep Ga-
Es facil ver que IT = (I1,7) es un grupo topoldgico Hausdorff donde todos los
subconjuntos G5 son abiertos, es decir, Il es un P-grupo.
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Para g € II, sea suppg = {a € A : 7,(g) # e} donde 7, es la proyeccién
de II sobre G, y e, es la identidad de G,. Sea G* la suma débil de los grupos
Ga, es decir, G* = {g € II : |suppg| < No}. Es evidente que G* es un
P-grupo y, por lo tanto, tiene dimensién cero. Por un resultado de Comfort
(véase [4, Teorema 2.3]), el grupo G* es de Lindelof. Demostraremos que G*
es estrictamente o-acotado.

Denote con [A]=* la familia de todos los subconjuntos numerables no vacios
de A. Para todo B € [A]=*, sea ep la identidad de IIz. Entonces la familia
U = {Up : B € [A]**} es una base de la identidad e de G*, donde Uy =
p5' (ep) N G*. Es facil verificar lo siguiente:

(1) los conjuntos Up son cerrados abiertos;
(2) todo Up es un subgrupo de G*;
(3) |G*/Ug| < R para cada B € [A]*~.

Podemos suponer sin perder generalidad que el jugador I elige elementos
de U. Méds atn, supongamos que si Up, y Up, ., son las elecciones del primer
jugador en los pasos n y m + 1, respectivamente, entonces Ug, 2 Ug . . Asi,
el jugador I formaréd una sucesion decreciente Up, 2 Up, 2 ... de subgrupos
abiertos de indice numerable en G*. Para todo Up, en esta sucesién, definimos
un conjunto numerable A; = {z;0,2;1,...} eligiendo un elemento z;; en toda
clase lateral izquierda de Up, en G* de tal manera que supp z; ; C B; para cada
JjEw.

Sea Up; la eleccion del primer jugador. Entonces el jugador I elige F =
{zo,0}. Siel jugador 1 elige Ug,, el jugador 11 elige Fy = {x00, 201,210,211}
En el paso n, si el jugador I elige Ug, , el jugador 11 elige F,, = {x;; : 4,j < n}.
Es facil ver que U2, F; = U2y A

Ahora, probaremos que G* = |2, F; - Up,. Sea z € G* arbitrario, y defina
B = U2, B;. Entonces K = zUp es una clase lateral izquierda de Up que
contiene a z. Para todo i € w, K es un subconjunto de alguna clase lateral
izquierda de Up,, digamos K C z;, - Up,. Tenemos una sucesion decreciente

ZokoUBy 2 T10 Uy 2+ 2 T Up, 2 -+ 2 K.

Observe que si i < j v yUp, € zUg,, entonces 7'y € Up,. Por lo tanto,
v~ a)y(a) = e, para cada o € B;. En consecuencia,

SUpp Lok, © SUPP L1, & -+ C SUPD Tk

o —

En efecto, si n < m, entonces Ty i, = Zng,u para algin v € Ug,. Como
SUpp Tnix, & By, los soportes de z,k, vy u son ajenos. Esto implica que
SUPP Zn k, S SUPP Lk, -

Para todo 7 € w, tenemos « € z,4,Up,, de donde suppz;x, C suppz. En
consecuencia, existe un entero m tal que

Tk, = Trmd1,kmer = Tm+42 kmye —
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Defina y = @ ,,- Entonces z € y - Up, para todo ¢ > m, es decir, z € yUg.
Observe que y € F,, para n = max{m, k,,}, asi que G* = (U, F;) - Ug. Como

(UFR) - Usc UF Us,

1=() 1=0
tenemos G* = ;2 F; - Ug,. Por lo tanto, G* es estrictamente o-acotado.

Es facil ver que todo P-grupo de Lindel6f es completo. En efecto, todo
subespacio de Lindeléf de un P-espacio de Hausdorff es cerrado. Ademsés, si
un P-grupo G es un subgrupo denso de un grupo topolégico H, entonces H es
un P-grupo. Por lo tanto, un P-grupo de Lindeldf coincide con su complecién.
Asi, el grupo anterior G* no puede ser un subgrupo de un grupo o-compacto H,
de otra forma G seria cerrado en H vy, por lo tanto, o-compacto. Deducimos
que los grupos estrictamente o-acotados no coinciden con los subgrupos de los
grupos o-compactos.

4. Una caracterizacién de los grupos o-acotados

Un grupo topoldgico segundo numerable no necesariamente es o-acotado
(véase el ejemplo 3.6). El teorema siguiente caracteriza la clase de los gru-
pos o-acotados en términos de sus imagenes homomorfas continuas segundo
numerables.

TEOREMA 3.8. Un grupo topologico Ny-acotado G es o-acotado st y solo
si todas las imdgenes homomorfas continuas seqgundo numerables de G son o-
acotadas.

DEMOSTRACION. La necesidad de la condicién se deduce del teorema 3.3.
Suponga que G es un grupo Ng-acotado cuyas imégenes homomorfas continuas
segundo numerables son o-acotadas. Sea Uy, Uy, ... una sucesion de vecindades
de la identidad en G. Para todo 7 € w, elija una vecindad V; de la identidad
tal que Vf C U,. Como G es Np-acotado, para todo V; podemos hallar un
homomorfismo continuo v¢;: G — H; sobre un grupo segundo numerable H;
y una vecindad V;* de la identidad en H; tales que ¢; (V") C V (véase el
lema 1.42 o [7]). Sea ¢ = Ajew¥i: G — [lic, H; el producto diagonal de los
homomorfismos ;. El grupo K = ¢(QG) es segundo numerable y, por hipotesis,
o-acotado. Considere el siguiente diagrama conmutativo

G d K C e, H;

N

H;

donde f; es la restriccién de la proyeccion m;: e, H; — H; en K. Para ca-
da i € w, defina W; = f71(V,*). Como K es o-acotado, existe una sucesion
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{E; : i € w} de subconjuntos finitos de K tal que
K=JE W.

1€w
Para todo z € E;, elija g, € ¢! (z) y defina F; = {g, : = € E;}.
Probaremos que G = Uje,, Fi - U;. Para todo g € G, existeni € wy y € E;
tales que (g) € yW,. Como N =kery C V] para cada i € w, tenemos

g € Qﬁ_l(yWi) = gyN . Q_I(Wz) - gy]V . sz - gy‘/i2 - gin-

En consecuencia, g € F; - U; y, por lo tanto, G = U;e,, Fi - U;. Deducimos que
G es o-acotado. M

El teorema 3.8 nos permite dar otra demostracién del hecho de que todo
P-grupo de Lindelof es o-acotado (véase el teorema 3.4). En efecto, si G es un
P-grupo de Lindeléf y ¢: G — H es un homomorfismo continuo sobre un grupo
segundo numerable H, entonces H debe ser numerable y, en consecuencia, o-
acotado. Por lo tanto, G es o-acotado por el teorema 3.8.

PROBLEMA 3.9. ;FEs cierto que todo grupo Rg-acotado G es estrictamente
o-acotado si y solo si todas sus imdgenes homomorfas continuas seqgundo nu-
merables son estrictamente o-acotadas?

5. Los espacios C,(X) y propiedades de productividad

Para un espacio de Tikhonov X, denotamos con C,(X) el anillo de todas las
funciones reales continuas sobre X con la topologia de la convergencia punto
por punto (véase [3] para resultados bésicos en Cp-teoria). Con la operacién de
suma, C,(X) es un grupo topolégico abeliano. Comenzamos esta seccién con
un teorema que caracteriza la o-acotacién del grupo Cp(X).

TEOREMA 3.10. El grupo Cp(X) es estrictamente o-acotado si y sdlo si X
es seudocompacto.

DEMOSTRACION. Si X es seudocompacto, entonces C,(X) C Upen+ [—72,1m) %
Asi, Cp(X) es un subgrupo de un grupo o-compacto, y el corolario 3.2 implica
que C,(X) es estrictamente o-acotado. Por otro lado, si X no es seudocom-
pacto, entonces contiene un subespacio discreto infinito numerable C*-encajado
Y. Por lo tanto, la funcién restriccion 7: Cp(X) — C,(Y) = RY, n(f) = fly
para f € C,(X), es un epimorfismo continuo. En consecuencia, C,(X) no
puede ser estrictamente o-acotado por el teorema 3.3 y el ejemplo 3.6. O

No sabemos si la o-acotacién es una propiedad productiva:
PROBLEMA 3.11. ;Es o-acotado el producto de dos grupos o-acotados?

Resolveremos el problema 3.11 en sentido afirmativo si uno de los factores
es un subgrupo de un grupo o-compacto.
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TEOREMA 3.12. Si G es un subgrupo de un grupo topoldgico o-compacto Yy
H es un grupo o-acotado, entonces G x H es o-acotado.

DEMOSTRACION. Primero suponga que G es o-compacto. Sea Uy, U, ...
una sucesion de vecindades de la identidad en G x H. Podemos suponer sin
perder generalidad que cada U; tiene la forma U; = V. x W, donde Viv W;
son vecindades de la identidad en G y H, respectivamente. Como el grupo G
es o-compacto, lo podemos representar como G = |, K,,, donde los K,, son
subconjuntos compactos de G y K,, C K, para cada n € w.

Para todo 7 € w, sea D; C G un conjunto finito tal que K; C D, - V..
Considere las sucesiones W,, = {W, 1, : i € w}, n € w. Como H es o-acotado,
para todo n € w existe una sucesién &,, = {E,,; : ¢ > n} de subconjuntos finitos
de H tal que

H=|JE., W.
>n

Defina un subconjunto finito F; de G x H por

E - Dz' X (U Enﬂ').

n<i

Probaremos que

oc
Gx H= U F;, - U;.
i=0
Para un punto (g,h) € G x H, existe n € w tal que g € K,,. Por la eleccién
de &,, existen ¢ > ny y € E,; tales que y - w = h para algin w € W,.
Como K, C K, existe z € D, tal que - v = g para algin v € V;. Entonces
(g, h) = (z,y) - (v,w) € F; - U;, y esto pruba que G x H es o-acotado.
Ahora, si G es un subgrupo de un grupo o-compacto K, entonces K x H
es o-acotado. Aplicamos el teorema 3.1 al subgrupo G x H de K" x H para
concluir que G X H es o-acotado.

Si combinamos los teoremas 3.10 y 3.12 obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 3.13. Si G es un grupo o-acotado y X es un espacio seudo-
compacto, entonces G x C,(X) es o-acotado.

6. Un grupo o-acotado que no es estrictamente o-acotado

El ejemplo siguiente muestra que los conceptos de o-acotacion y o-acotacion
estricta son diferentes atn en la clase de los grupos segundo numerables. Uti-
lizamos la notacién siguiente: Si {X; : ¢ € I} es una familia de conjuntos,
A; C X, paracadai € Iy V = [[;e; Ai C Ie; Xi, definimos coord V = {i €



6. UN GRUPO O-ACOTADO QUE NO ES ESTRICTAMENTE O-ACOTADO 45

EJEMPLO 3.14. Para todo z € R¥, definimos suppz = {n € w : z(n) # 0}.
Sea {n; : k € w} una enumeracién de supp z en orden creciente. Denote con
X el conjunto de todos los x € R tales que

x(n
lim ——( 2
k=00 Ngyq

= 0.

Considere el subgrupo G de R generado por X, es decir, G = (X). En lo que
sigue, utilizaremos la notacion aditiva para la operacién de grupo en R¥.
Probaremos que GG no es estrictamente o-acotado dando una estrategia
ganadora para el jugador I. En el primer turno, el jugador I elige Uy = G N
(Tjew Vo5), donde Vgo = (=1,1) y Vo; = Rsi j > 0. Suponga que para este
turno la eleccién del jugador II es el conjunto finito Fy C G. Para ng = 0,
tome z(0) € R\ mp(Fp + Up) donde 7mp: R¥ — Ry es la proyeccién. Tome
un entero ny tal que |z(0)| < n;. En el segundo turno, el jugador 1 elige
Ui = GN([ljen V1), donde Vi ; = (—=1,1) para 0 < j < my y V4; = Rsi

j > mn1. En general, suponga que ya se eligieron las vecindades Uy, Uy, ..., U
de la identidad en G, los subconjuntos finitos Fy, F1,..., Fy de G, los enteros
positivos g < ng < - -+ < ny y los nimeros reales x(ng), z(n1), ..., z(ng) de tal

manera que ! -|z(n-1)] < ny y z(n) ¢ m(F;+U,)) para cada | < k. Elegimos un
entero ng41 tal que (k+1)|z(ng)| < ng41. Entonces, en el turno k41 el jugador
I elige Upy1 = G N (I1jew Vit1,;), donde Vg j = (=1,1) para 0 < j < myyy v
Vit1,; = R sl j > ngyq. Es facil ver que el punto p € R¥ definido por

p(n) = {x(n) sin € {ng,ny,...}

0 en otro caso

es un elemento de X C G y que p ¢ U (F; + U;). Esto implica que @ #
G\ Uiew(Fi +U;), asi que el primer jugador tiene una estrategia ganadora, v el
grupo G no es estrictamente o-acotado.

Demostraremos que G es o-acotado. Para este propdsito, asociamos a cada
sucesion creciente de enteros no negativos gy < ¢; < -+, una sucesién By,
By, ... de subconjuntos de R definidos por

Bi =] A, donde A,,= {[—Qi+1a%+1] 51] < G,
icw R st J > q;.
Probemos que X C U, B; para toda sucesién de este tipo. En efecto, si
z € X, entonces limg_o(z(nk)/nit1) = 0. Asi, podemos elegir un entero N
tal que
k>N = l.T(nQ] < Mpegt1-
Defina M = max{|z(no)|, [x(n1)],...,]z(nn)|}. Elijads € wy p € w tales que
Gio > MY qiy <1y < Gio41. Sea k € w arbitrario. Siny > g, entonces Aig s
R y, por lo tanto, z(ng) € Ay ,,; si k < Ny ng < ¢, entonces lx(ng)] <
M < g, y z(ng) € Ajyn,; por dltimo, si k > N y ng < gi,, entonces k£ < p y
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|z(rk)| < Tk41 < Gig+1- Esto implica que z(ng) € Aign, = [~Gip11, Gio+1]- En
consecuencia, |z(j)| € A;,; para todo j € w, es decir, z € B;,.
Si Uy, Uy, ... es una sucesion de vecindades de la identidad en G, para

toda k € w elegimos una vecindad béasica V, de la identidad en G tal que
Vi+-- -+ Vi C U, donde V; se toma k veces como sumando. Ahora, definimos
una sucesion creciente de enteros gy < ¢1 < ... tal que coord V, C [0.¢,] para
cada k € w. Para todo k£ € w, elegimos un conjunto finito £, C G de tal
manera que E, + V, cubra Bg, el k-ésimo elemento de la sucesién asociada con
Go < @1 < .... Defina F, = E;, 4+ --- + E}, donde E} es k veces sumando.
Probemos que G C Useo (Fi+ Uy). Siz € G, entonces z =y, + -+ - + ¥y, donde
y; € X para cada ¢ < n. Por el argumento anterior, y; € By, para algun entero
ki, 1 =1,...,n. Sik = max{ky,ko,...,kn,n}, entonces y; € By, para cada
1 < n. En consecuencia, tenemos

Y1+t Y €E B+ Vi + -+ Ep+ Vg

CE+Vi+-- +E+V

k veces
CE A+ +E+Vet+ -+ Vi C F+ Uy
k veces k veces

Esto demuestra que G es o-acotado.
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