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Resumen

Los sistemas de transporte y reaccion en mas de una fase han ido adquiriendo un
interés creciente en la comunidad cientifica y tecnologica debido a que la gran mayoria
de los procesos industriales se llevan a cabo en sistemas no homogéneos. De la misma
forma, es notable el interés que se ha dado en las ultimas décadas por los sistemas
catalizados por enzimas.

Las enzimas como catalizadores son utilizadas actualmente en una gran variedad
de procesos, como son la fabricacion de etanol, insulina, 4cido lactico, cerveza, vacunas,
entre muchos otros; de hecho varias procesos clasicos han sido reemplazados por
procesos enzimaticos debido a que en ocasiones ofrecen condiciones de reaccion mas
faciles de lograr y un menor dafio al ambiente.

Comprendiendo la importancia de las investigaciones dedicadas a sistemas
bioldgicos, en este trabajo se aborda el problema de desarrollar soluciones de modelos de
un reactor de tipo tanque agitado de dos fases donde se lleva a cabo una reaccion
enzimatica con cinética de tipo Michaelis-Menten. Debido a la no linealidad del modelo
exacto, se aproximara la expresion cinética de manera tal que no se pierda la fisica del
problema.

El modelado de sistemas biologicos no es un tema nuevo, en la literatura se han
reportado soluciones analiticas en estado estacionario para sistemas homogéneos y
heterogéneos simplificando la cinética a ordenes cero o uno dependiendo de la cantidad
de sustrato presente y los estudios dedicados a sistemas en estado no estacionario han
sido primordialmente de tipo numérico; por lo anterior, es claro que hasta el momento no

se han reportado soluciones analiticas del modelo en estado transitorio y que linealicen la



expresion cinética sin perder la fisica del problema original. Para mejorar la
aproximacion se incorpora la existencia de un frente de agotamiento del sustrato.

Con el fin de comprobar los resultados obtenidos en forma aproximada, se
compararon con los que se obtienen en forma numérica al resolver el problema de
transporte y reaccion en su forma exacta, es decir, sin aproximar, obteniendo en general
un porcentaje de error menor al 10% entre las concentraciones en la fase fluida predichas
por las dos soluciones en estado estacionario. Ademas, se resolvio el problema usando la
idea de la Capa Limite, obteniendo resultados similares, en la fase fluida, a los obtenidos

usando el método aproximado.
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Introduccion Francisco José Valdés Parada

Introduccion

El disefio de reactores de tipo tanque agitado ha llamado la atencién de los ingenieros
quimicos desde hace mucho tiempo. Sin embargo, el aspecto de la cinética de la reaccion
ha sido siempre un factor limitante en el tipo de problemas a resolver en forma analitica; es
por ello que en este trabajo se desarrollan soluciones aproximadas que permitan predecir el
comportamiento de un reactor de este tipo de dos fases donde se lleva a cabo una reaccioén
enzimatica que sigue una cinética de tipo Michaelis-Menten, en donde ademas se incorpora
la idea de un frente mévil de reaccion.

La tesis esta organizada de la siguiente manera: en el Capitulo I se hace el planteamiento
general del problema y de las tres etapas del trabajo para posteriormente, en el Capitulo II,
exponer el estado actual del conocimiento. En el Capitulo III se reportan los resultados
obtenidos con la solucion en estado estacionario, dejando la solucion en estado
cuasiestacionario para el Capitulo IV; en el Capitulo V se presenta la solucion del problema
en estado transitorio; posteriormente en el Capitulo VI se presenta la comparacion de los
resultados obtenidos en este trabajo con los de la idea de Capa Limite. Por ultimo, en el
Capitulo VII, se presentan las graficas de porcentaje de error de la solucidon en estado
transitorio con respecto a la solucion numérica y se discuten criticamente. Los detalles de
las soluciones analitica y numérica se exponen en los apéndices. En otros apéndices se
describe la aplicacion del método del promedio volumétrico para obtener la ecuacion de la
particula; el uso de balances macroscopicos para obtener las ecuaciones a resolver y su
adimensionalizacion; los detalles de la solucion de Capa Limite y por tltimo dos apéndices

de graficas que complementan a los capitulos IVy V.
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Capitulo I: Planteamiento del problema Francisco José Valdés Parada

Capitulo I:

Planteamiento del problema

1.1.- Motivacion y Justificacion.

Recientemente Marroquin y col. (1998) desarrollaron una metodologia para obtener en
forma aproximada el factor de efectividad de sistemas de transporte y reaccidon con cinética
no lineal; esta metodologia permite el desarrollo de soluciones analiticas y se ha aplicado al
transporte aumentado en membranas, problemas de desactivacion, sistemas no isotérmicos,
entre otros. Sin embargo, las contribuciones mencionadas se han llevado a cabo suponiendo
que el sistema se encuentra en estado estacionario, lo que sugiere estudiar la aplicacion de

este método a problemas dindmicos.
Algunas de las ventajas que se encuentran en este tipo de soluciones son:

e Ofrecen una buena aproximacion de ciertas variables que se obtendrian con la

correspondiente solucion numérica.

e Muestran explicitamente la influencia de los parametros involucrados en un modelo,
de tal forma que se puede obtener informacidon a priori del comportamiento del

sistema en los casos limite con examinar el resultado analitico.

e Para el caso de soluciones de problemas dindmicos de dos fases, la solucion
numérica requiere calculos desde las condiciones iniciales hasta el tiempo deseado y
de resolver el problema en ambas fases, mientras que la solucion analitica puede

obtener el resultado deseado en la fase e instante requeridos sin necesidad de
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conocer la historia de la variable a determinar ni el resultado en la otra fase. Esto es

conveniente cuando se necesitan realizar varios célculos a tiempos especificos.

En los ultimos anos, el creciente desarrollo de computadoras digitales de alta velocidad, ha
favorecido el uso de métodos numéricos, (elemento finito, colocacién ortogonal, etc.),
respecto a las soluciones analiticas, para resolver una gran variedad de problemas de interés
cientifico y tecnoldgico. Sin embargo, aun si las soluciones numéricas fueran la
herramienta de trabajo, las soluciones analiticas, exactas y aproximadas, pueden ser una

base de referencia para comprobar la capacidad de los programas de computo.

1.2.- Objetivos

1.2.1-Objetivo General

Evaluar el uso del método aproximado en un problema dindmico, incorporando la idea de
un frente de agotamiento para obtener predicciones aceptables en la concentracion del
efluente de un reactor tipo tanque agitado de dos fases donde se lleva a cabo una reaccion

con cinética de tipo Michaelis Menten.
1.2.2.-Objetivos Particulares

a) Desarrollar soluciones analiticas aproximadas en estados: estacionario, cuasi-
estacionario y transitorio, con y sin la idea del frente de agotamiento

b) Comparar las soluciones aproximadas.

¢) Comparar los resultados anteriores con los de la solucién numérica del problema exacto

y la solucion aproximada usando la idea de Capa Limite.
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1.3.- El problema

El sistema a tratar se muestra en la Figura I-1, donde se pueden distinguir dos regiones: una
donde se encuentra una fase dispersa (I) y otra con una fase fluida (II); para las cuales los

balances puntuales de materia, para el componente clave, son:

Region I:
D.
P aCAw — 8—;‘/‘2(}/2 8Cij_avRAw (I-l)
ot r- or or
Region I1:
oC
LAY N, =0 (-2)

Los detalles de la deduccion de la Ecuacion (I-1) se encuentran en el Apéndice A-0 y en
concreto en coordenadas esféricas en el Apéndice A-1. En dicha ecuacion ¢ es la fraccion

hueca de las particulas, D, es la difusividad efectiva y a, es la razon entre el area

interfacial y el volumen de la particula. Se supone que el sistema es isotérmico, por lo que
en este trabajo solamente se discute la solucion de los balances de materia. Definiendo la

concentracion promedio en la fase fluida como:
a1
(C,) = A jw C,,dV (I-3)
se obtiene, al aplicar este operador a (I-2):

gldw—mzi(cn(r)-<cM>}‘)+‘%—W(cj;;—(Cuy). (1-4)
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Donde ¢, es la fraccion del volumen del tanque (V) ocupada por el fluido, 7, es el tiempo
de residencia en el tanque, C,, (t) es la concentracion en la entrada del tanque, 4,, es el

area interfacial fluido-sélido, K/ es el coeficiente de transferencia de masa 'y C}% es la

concentracion en la interfase. Los detalles de esta deduccion se encuentran en el Apéndice

A-1.

Cin(t)

Enzima
inmovilizada

Figura I-1: Tanque agitado con una fase fluida y otra dispersa donde se encuentran

enzimas inmovilizadas.

Las condiciones de frontera e iniciales para el problema descrito por las ecuaciones (I-1) y
(I-4) son:

Condiciones de frontera:

Enr=r,: (c,) =c,, (1-5)

En r=r,: ke (cj;;. ~(Cy)')=-eD, = (1-6)
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Condiciones iniciales:

Cuandot=0:  (C,)' =C,.; C, =C,, (1-7) y (I-8)

1.4.-El problema adimensional

Definiendo las siguientes variables adimensionales:

A
v, Ay, G o P

r
f P -
C,. C,. r r,

(1-9)

sustituyendo las definiciones de (I-9) en (I-1) y (I-4) se obtienen (los detalles estan en el

Apéndice A-2):

oU oU
po 1 0020 gop (1-10)
or 2O o&
du,
S _
=, (U, (5)-U, )+, (U], -0, (-11)
donde:
R
@ = el (1-12)
eDefCAw
R=La (I-13)
RAw
7’2
v, = P (1-14)
TRDefe;",1
A4, kf“’rp2
=T I-15
v, D, z, (I-15)
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Hasta este punto se ha manejado una forma general de la expresion de la cinética de
reaccion, de aqui en adelante manejaremos la cinética de Michaelis-Menten, por lo que la

Ecuacion (I-10) se puede escribir como:

oU oU kU
. (1-16)
or & 0& o0& 1+kU,
donde:
C*
klzK—A: (I-17)
k, =1+k, (I-18)

Cabe mencionar que en todas las graficas que se presentan en este trabajo se usa un valor

de K, de .025, el cual corresponde a la reaccion de sintesis de la urea.

Los conceptos como la cinética de Michaelis-Menten, el método aproximado para resolver
problemas con cinética no lineal y el frente de agotamiento, se discutiran hasta el siguiente

capitulo dedicado al estado actual del conocimiento.
1.5.- Aproximacion de la cinética de reaccion.

Para poder resolver analiticamente el problema es necesario aproximar la expresion de
velocidad de reaccion; para ello se sigue la metodologia de Marroquin y col. (1998), de

manera que,

i=nc 8R
R= RL;:1 + ZW

i=1 pi

(v, -U,..) (1-19)

=1

Por lo que la ecuacion para la fase solida queda finalmente:
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oU oU
£ :in 652 - _AlUp_AZ
or & o0& o0&
Donde:
D’k
AN=——-—"2— 5
(1 Tk, UP\H)

2
A, = kA, (Up‘le)

En resumen, el problema a resolver, esta descrito por:

U, 1.,
or  EPOE d o&

j—AlUp —A,

du.,
d_z'f =Vin (Um (T)_Uf>+l//” (Up‘le _Uf)

Con condiciones de frontera e iniciales:

Condiciones de frontera:

oU
Ené=1 -—2 :Bi(U | —U,»)
ag Ple=1 J

En 0<&<Il U, estd definida
Condiciones iniciales:
Cuando 7 =0 u,=U,,U0,=U,

Aw
_ k; r,

eD »

Donde: Bi

(1-20)

(I-21)

(1-22)

(1-20)

(I-11)

(1-23)

(1-24)

(1-25), (1-26)

(1-27)

Cuando se considera el frente de agotamiento, la condicion (I-24) se modifica por:

ou,
Eng=g =0

(1-27)
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Donde &, es el radio critico, definido como la posicion en la particula donde el flux y la

concentracion del reactivo son cero; por lo que para encontrar su valor se usa:
Ené=¢ U,=0 (1-28)

Como se puede notar, en la Ecuacion (I-21), para poder evaluar las soluciones analiticas
desarrolladas se necesita conocer la concentracion en la superficie, por lo que se tendran
que elaborar rutinas de coémputo de tipo iterativas; debido a esto el problema a resolver
consiste en ecuaciones lineales y una no lineal, por lo que el sistema debe considerarse

como no lineal.

1.6.- Etapas de la solucion.

Para lograr un mejor entendimiento, el problema se resolverd en tres etapas; para cada
una de ellas los modelos son:

Etapa I: Estado Estacionario:

ii(ﬁz &] =AU, +A (1-29)
gadg\" oag) U
Vin (Uiﬂ (T) - Uf) =V, (Uf B Up‘g:l) (I-30)

Etapa II: Estado cuasiestacionario en la particula:

Li(gz dU”]—AU +A (1-31)
/;:2 df df - 1~ p 2

duU,

Ly (U0, )y, (v.l.-v)) (1-32)
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Etapa III: Estado transitorio:

oU oU
R A N (1-20)
or & oE\° of ’
U
Ly, (U, (7)-U,)+w, (U], -U,) (I-11)
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Capitulo II:

Estado actual del conocimiento

En este capitulo se presenta el panorama general en el cual se ubica el trabajo, para ello
se distinguen tres partes: La primera consiste en el estudio de la cinética enzimatica que
lleva a la deduccion de la ecuacion de Michaelis-Menten. La segunda parte consiste en
presentar lo mas relevante sobre los reactores continuos de tipo tanque agitado ya que es
en ese tipo de reactor donde se propone llevar a cabo la reaccion enzimatica a modelar.
Por ultimo se presenta el método aproximado para resolver analiticamente problemas con
cinética no lineal y la idea del frente de agotamiento que son los temas que le dan el
caracter de aproximado a las soluciones desarrolladas. Debido a la analogia que presenta
el problema al de capa limite, se incluye una seccion con los aspectos mds relevantes de

esta idea.

2.1.- Catalisis y Cinética Enzimatica

Las reacciones quimicas de la vida estan facilitadas por enzimas, las cuales son proteinas
con propiedades cataliticas; un sustrato es la sustancia que se transforma quimicamente a
velocidad acelerada gracias a la accion de dichas proteinas. La propiedad mas importante
de estos catalizadores es que son individualmente muy especificos de reacciones

determinadas y a la vez son muy versatiles desde el punto de vista colectivo, ya que
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millones de ellas llevan a cabo reacciones tan diversas como la hidroélisis, la
polimerizacion, la transferencia de grupos funcionales, entre muchas otras.

Las enzimas tienen, ademds de la propiedad de reducir la energia de activacion, la
capacidad de fijar y orientar en el espacio las moléculas reactivas de tal forma que se
incrementa al maximo la frecuencia de reaccion productiva. Estas actividades de fijacion
y reaccion ocurren en un sitio activo de la superficie de la enzima.

Las enzimas se pueden encontrar dentro o fuera de los microorganismos; cuando lo
ultimo sucede, es posible “inmovilizarlas” con un medio adecuado (como los geles) y asi
formar unidades individuales porosas que se pueden tratar (matematicamente) como si
fuesen catalizadores porosos, es justamente éste tipo de sistemas los que se analizan en

este trabajo.

2.2.- Ecuacion de Michaelis-Menten

El estudio de la cinética enzimatica se inici6 cuando Brown (1902) describié la velocidad
de hidrolisis de la sacarosa catalizada por la enzima de levadura invertasa (actualmente 3-
fructofuranosidasa) demostrando que, cuando la concentracion de sacarosa es mucho
mayor que la de la enzima, la velocidad de reaccion tiende a ser independiente (o de

orden cero) de la concentracion de sacarosa. Tal autor propuso que la reaccion global esta

constituida por dos reacciones elementales en las que el sustrato [S] forma (de manera
reversible) un complejo [ES] con la enzima [E], que a su vez se descompone en

productos [P] y enzima libre en su forma original,
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E+S’k‘iESL>P+E

2
Se recopilaron datos experimentales sobre los cambios en la velocidad inicial (v, )

obteniendo la siguiente forma general de la velocidad de reaccion:

v, = % =k, [ ES] (II-1)

Michaelis y Menten (1913) basandose en los trabajos de Henri (1903) supusieron que

k, >> k, , de modo que en el primer paso de la reaccion se alcanza el equilibrio. Aunque

este supuesto es frecuentemente incorrecto, la relevancia de éste primer intento por
analizar el mecanismo original y proponer un modelo matematico es innegable. A su
trabajo se le puede llamar el “supuesto del equilibrio” y a pesar de su simplicidad, se ha
encontrado que una gran variedad de procesos bioldgicos se ajustan a este tipo de modelo
cinético.

El otro supuesto es el de “estado estacionario” el cual se debe a Briggs y Haldane (1925),
el cual se basa en la premisa de que, con excepcion de la fase inicial de la reaccion (la
transitoria), la cual termina normalmente dentro de los primeros milisegundos después de
la mezcla de la enzima y el sustrato, la concentracion del complejo permanece
aproximadamente constante hasta que el sustrato estd practicamente agotado. En otras
palabras, no hay cambio en la concentracion de ES con el tiempo.

De esta forma expresando las velocidades de formacion y descomposicion como:

Velocidad de formacion de ES = k, [E ] [S ] (I1-2)
Velocidad de desaparicion de ES = (k2 +k, )[ES ] . (I1-3)

En el equilibrio,
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k[E][S]=(k, +k,)[ES] (11-4)
Por otro lado, la concentraciéon de enzima total [E,,] se define como la suma de la

concentracion del complejo [ES]y la enzima libre [Ef], que no forma parte del
complejo:
[E,.|=[ES]+[ E, . (11-5)
La velocidad inicial de la reaccion v,, en términos de la velocidad de formacion del
producto, esta dada por:
v, =k, [ES] (I1-6)
Cuando la concentracion de ES alcance un valor maximo se habra llegado a la velocidad

inicial maxima (V ); dicha concentracidon maxima se alcanza cuando toda la enzima

max

disponible forma parte del complejo. De (II-5) obtenemos entonces que, [ES ]mx = [Em,] ,

por lo que, aplicando estos conceptos en (I1-6) se obtiene:

V... =k [ES]max =k, [Em,] . (I1-7)

Rearreglando (11-4):

k| E, ||S
[ES]=—L—— L5 ][5] (I1-8)
k, +k,
Definiendo:
K, - k, +k, (11-9)
kl

donde K, se denomina constante de Michaelis-Menten, por lo que,
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_k[E (5] |

K

m

(11-10)

0

y despejando [E f] de (II-5) y sustituyéndolo en (II-10) junto con las definiciones de (II-

6) y (II-7) se obtiene:

— Vmax [S]
Vv, = —Km +[S] . (II-11)

Esta ultima es la forma cléasica de la ecuacion de Michaelis-Menten y constituye la base

de la cinética enzimdtica. Dicha ecuacion describe una curva como la de la Figura I1-1.

De (1I-11) se puede notar que cuando [S] < K,,:

Vo ¥ _sz[s] (1I-12)

m

La cual es una cinética de primer orden, que se puede apreciar en la parte creciente de la

Figura II-1. Por otro lado, si [S]> K|,

Vo=V (I1-13)
En éste caso la cinética es de orden cero y se identifica con la parte aproximadamente
horizontal de la Figura II-1.

Como se puede notar, ésta expresion tiene dos extremos, sin embargo, en éste trabajo se

considerara la forma completa, es decir, la ecuacion (II-11) la cual es no lineal.

Los valores de K, y V. reflejan la accion de una enzima. La constante V,  es una

medida de la eficiencia de operacion, es el limite superior de rendimiento de cierta

cantidad de enzima, por lo que suele usarse para comparar enzimas diferentes. Mientras
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que la constante de Michaelis-Menten representa la cantidad de sustrato necesaria para

fijarse a la mitad de enzima disponible y producir la mitad de la velocidad méxima.

0.20 ‘/",’ p—
0.16 4

0.12

v, (AA/min)

0.08

o447
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9

[S] (mM)

Figura II-1: Grafica directa de Michaelis-Menten para la reaccion de formacion de p-

nitrofenol a partir de fosfato de p-nitrofenilo, catalizada por fosfatasa acida.

Lo anterior puede demostrarse si en (II-11) se sustituye

vy=V_ /2 (I1-14)
y se despeja K, se obtiene:
K, =[5] (1I-15)

Por otro lado, los valores de K, pueden usarse para evaluar la especificidad de accion de

una determinada enzima hacia los sustratos similares. La regla general que se sigue es: en

cuanto mas bajo sea el valor de K, mejor sera el sustrato. Lo cual se pude demostrar de

(II-9) para el caso en que k, sea mucho mayor que &; :
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bl

K ~=2 (11-16)

m kl
Por ello, un valor bajo de K, indica que se tiene una baja tendencia a descomponer el

complejo ES en E y S, o lo que es lo mismo, una gran afinidad de £ por S. La

magnitud de K, es una funcion del tipo de enzima, la naturaleza del sustrato, la

temperatura y el pH.

2.3.- Tanque Agitado de dos Fases

Este tipo de sistema de reaccion ha sido un tdpico de interés para los ingenieros quimicos
debido a que es el sistema preferido para llevar a cabo la determinacion de datos
cinéticos. Bajo la suposicion de buen mezclado, se asume que la concentracion del
efluente es igual al valor promedio dentro del recipiente.

Recientemente Marroquin y col. (2002) presentaron la solucion de las ecuaciones que
gobiernan el transporte de reactivos en un sistema de tanque agitado donde se encuentran
dos fases, una continua y otra dispersa, esta Ultima contiene particulas suspendidas de

radio r,, donde se lleva a cabo un proceso de difusion-reaccion con cinética de primer

orden. La ecuacion de conservacion del reactivo en la particula es:

a(cy ol alcy
g%# ef%g 7’2% —ak(C,)". (I-17)
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.7 ’ /4 ., .
Donde ¢ es la fraccion hueca de la particula, <Cy> es la concentracion promedio

intrinseca en la particula catalitica. La ecuacion para el fluido es:

(11-18)

En este caso, ¢, es la fraccion de V' (el volumen de suspension en el reactor) ocupada

. H .y . . ’ . .
por el fluido, <C > es la concentracion promedio intrinseca en el fluido bien mezclado,

H

Ay, es el area de la interfase fluido-particula y &, es el coeficiente de transferencia de

masa del fluido alrededor de las particulas; la concentracién de entrada de reactivos es

C, (t) y la concentracion promedio intrinseca del fluido en la superficie de las particulas

de frontera:

v
Enr=r,, —€D, 6<C7> =k, (<C,>ﬂ

or

Las condiciones iniciales son:

Cuando =0 <C >#:C

10

Cuando t=0 <C7>7 =C,, (en toda la particula).

. Las dos ecuaciones anteriores estan acopladas por medio de las condiciones

(11-19)

(11-20)

(11-21)

(11-22)

Las ecuaciones (II-17) y (II-18) se resolvieron por el método de transformada de Laplace

para distintas funciones de concentracion de entrada (escalon, pulso infinito y

oscilatorias), obteniendo soluciones que incluyen la evaluacion de resistencias internas y
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externas a la transferencia de masa y pueden ser usadas para determinar los efectos de
dichas resistencias en experimentos en situaciones dindmicas.

Recientemente Gonzalez Rugerio (2003), resolvid analiticamente un problema similar al
planteado, con la diferencia de que la cinética fue de tipo Michaelis Menten aproximada a
orden cero, por lo que la Ecuacion (II-17) se vuelve no homogénea y es necesario usar la

idea de un frente de agotamiento, de la cual se hablard mas adelante.

2.4.- Unicidad de las soluciones y estabilidad de un CSTR isotérmico.

Al formular los modelos matematicos que describen el funcionamiento de los reactores
quimicos, se supone implicitamente que los resultados que se obtienen son unicos, por lo
que es necesario hacer un analisis que compruebe esta suposicion inicial.

En su texto, Carberry (1976) expone una metodologia para la determinacion de la
unicidad de las soluciones en el caso isotérmico; se tiene especial interés en éste ya que el
sistema a modelar se supone en condiciones isotérmicas.

Partiendo de la ecuacion de disefio en estado estacionario para un reactor homogéneo,
donde se esta llevando a cabo la reaccion de oxidacion del CO,

C0,-CO _ kCO
T (1+KCOY’

(11-23)

como se puede notar, la ecuacidn tiene tres raices, para localizarlas graficamente es

conveniente definir,

(11-24)
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R, = __ ko (11-25)

(1+KCO)

mismas que se grafican en la Figura (II-2), como se puede notar, la curva que describe la
Ecuacion (II-25) se encuentra con la recta de (II-24) en tres posiciones, de las cuales la
intermedia representa un punto inestable.

Es posible hacer un andlisis de estabilidad en estado transitorio para determinar si el
reactor regresara a un estado estacionario dado tras ser sometido a una perturbacion; para
ello se resuelven en forma acoplada los balances en estado estacionario transitorio
linealizando la expresion de reaccion alrededor de las condiciones en estado estacionario;
sin embargo no se emplea esta metodologia en este trabajo, sino que se limita al analisis

de unicidad de las soluciones y estabilidad del reactor en estado estacionario.

1.0

Figura I1-2: Multiplicidad isotérmica en un CSTR para k =70, K =20 (mol /1 )_l ,

7,=13s.
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2.5.- Método aproximado para resolver problemas de transporte y

reaccion con cinética no lineal.

Con el objeto de obtener expresiones analiticas para el factor de efectividad, se han
tomado algunas consideraciones, como la forma algebraica del modelo cinético, la forma
de la ecuacion de balance y el comportamiento asintotico que la solucion debe cumplir.
La primera consideracion, esta relacionada con asumir pseudo primer orden para algunas
cinéticas, entre ellas la de Michaelis Menten (Buong y Bailey, 1981; Lobo y cols., 1999);
dicha aproximacion es aplicable en cinéticas normales cuando existe una relacion casi
lineal entre el reactivo limitante y la velocidad de reaccion. En la ultima consideracion
(carécter asintdtico de la solucion) se han usado métodos de aproximacion numérica,
como el de colocacion ortogonal; sin embargo éste método no reproduce el limite
asintotico para valores grandes del modulo de Thiele.

En 1998 Marroquin y col. desarrollaron un método aproximado para la estimacion del
factor de efectividad que consiste en expandir en series de Taylor la ecuacion cinética

alrededor de las condiciones en la superficie externa del catalizador:

< OR

R=R|,+D =+ (1,-7,)
L (11-26)
GG PR
"Ly oy, (=X )(1 ).
i=l j=1 i Jlx=1

Donde Y se refiere a las concentraciones adimensionales de los componentes de la
reaccion y X =1 se refiere a las condiciones en la superficie. La Ecuacion (II-26) es

truncada
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v &4 op v
J J
Loy )y = (11-27)

A
J=1 Jlx=1

j=n, OR
R=R| _+Y, Y —
X=1 k ,Z_;aY/

Jlx=1

de tal manera que se obtenga un problema lineal en la ecuacion de la particula:

1 d (deyk

x"dx\© d Xj_ Yopr = R|,_ (m+ 1)@ Y07 (1I-28)

donde se incluy6 el Modulo de Thiele Modificado

Jj=n,.
\OR| Vv,
@, =0, |[~(m+l)y — L (11-29)
Fona]

x=1 J

L2
o, = |2 (11-30)
‘ D, Cis

en esta Ultima ecuacion r, se refiere a la velocidad de la reaccion intrinseca evaluada en

donde,

la superficie y L es la longitud caracteristica de la particula. De esta forma se obtuvieron
expresiones andlogas a las obtenidas con una cinética de primer orden segin la
geometria.

La ventaja que presenta este método es que no se estd modificando el problema original
(excepto por la expresion de la velocidad de reaccion). En otras palabras, no se hacen
tantas suposiciones que impliquen la pérdida de la fisica del problema original. Ademas
el error entre la solucidon que propusieron Marroquin y col. con la correspondiente
solucion numérica no tuvo un valor mayor de 5%, por lo que se considera aceptable.

Cabe mencionar que la idea de linealizar la ecuacion de velocidad de reaccion ya habia
sido usada antes (Haynes, 1986), sin embargo el método reportado involucra un médulo

de Thiele modificado donde se tiene que resolver una integral de la velocidad de
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reaccion; asi cuando se tengan expresiones demasiado complicadas como para obtener
dicha integral analiticamente, se tendrd que recurrir a un método numérico, a diferencia
del método de Marroquin donde no se involucra ninguna técnica de integracion para la
obtencion del modulo de Thiele modificado.

El método aproximado también lo han empleado otros autores como Szukiewicz (2002)
para obtener soluciones en una particula catalitica donde se lleva a cabo una reacciéon con
cinética no lineal de tipo ley de potencia o bien Langmuir-Hinshelwood, limitando su
andlisis a casos en que no existe multiplicidad de estados estacionarios, obteniendo
resultados bastante satisfactorios. Sin embargo, el no considerar que el reactivo se agota

limita significativamente el uso de sus resultados.

2.6.- El frente de agotamiento

La metodologia presentada se ha aplicado a varios problemas, en estado estacionario,
como es el transporte facilitado en membranas liquidas (Morales-Cabrera y col., 2002),
donde la expansion en series de Taylor de la velocidad de reaccion (la cual es reversible y
no lineal) se hace alrededor de las dos superficies limitantes de la membrana liquida; otro
ejemplo es el de sistemas donde hay varias reacciones, como la desactivacion isotérmica
en serie y en paralelo del coque. Cuando se realizo6 el estudio de la prediccion aproximada
del factor de efectividad no isotérmico (Cordero-Sanchez, 2002), se encontrd que el
término de orden cero genera resultados carentes de sentido fisico en la concentracion y
el factor de efectividad. Dicha dificultad llevo a un replanteamiento del problema, donde

se toma en cuenta el concepto de frente de agotamiento. Dicha consideracion permite
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encontrar predicciones aproximadas del factor de efectividad no muy diferentes a los
valores exactos; es decir, los del problema no linealizado resuelto por métodos
numeéricos. La comparacion de ambas soluciones se muestra en la Figura II-3.

Para la deduccién de la condicién de frontera que se usard en este caso resulta util
analizar el sistema mostrado en la Figura II-4 donde se distingue la zona £ que es donde
se estd llevando a cabo la reaccion y la zona o que es la que se denomina zona muerta y

tiene la propiedad que dentro de dicha zona no existe reactivo.

La condicion de salto de masa que es aplicable a la superficie divisora de las dos zonas

€S
dC

As —

d + Ys .( CASYAS ) + CAS (Ys q],ﬂo‘ )(W.Gﬂo‘ ) -
4 150 (Wengs ) v : :

transporte efecto de cambio de area

acumulacion superficial A
superficial (11_3 1)

[cAﬁ (Vg =w)on +Cop (Va —w)-'zaﬂ]+ Ry

reaccion
heterogenea

flux interfacial de los senos de las fases a la interfase
donde C,; es la concentracion del componente 4 en el frente de agotamiento que esta en
& =¢.. Sin embargo, se define la zona muerta como aquella en la que se cumple la
condicion:
ené=¢, C, =0 (I1-32)
esto hace que los términos de acumulacion, transporte superficial y efecto del cambio de

area se eliminen, por lo que la Ecuacion (I1-31) se reduce a:

|:CAﬁ’ (YAﬁ - W)”fﬁo— +Cy (YAG - W)":lcrﬁJ R, =0 (II-33)
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10 -
=
=]
2 -
- 3
-5 .
[+
2
w
[+ ]
=
=
g
= 014
= 3
Analitico (modelo linalizadao)
= = Muménen (madele complata)
0.01 ——rr S
01 1 10

Modulo de Thiele

Figura II-3: Factor de efectividad no isotérmico obtenido en forma analitica (linea

continua) y numérica (linea discontinua) contra el médulo de Thiele (Cordero-

Sanchez M.A., 2002).
Frente de
agotamient
A
Region Region ﬁ
o zona activa
zona muerta

Figura I1-4: Identificacion de la zona muerta (region o )
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Por otro lado, la expresion de velocidad de reaccion heterogénea R, , sea cual fuere su

forma estara en funcion de la concentracion superficial, la cual ya se aclar6 que es nula,

por lo que la ecuacion anterior se reduce a:

Cop (Vg =W)ng, +Cop (Vg —w)en,, =0 (11-34)
el segundo término se elimina dado que para & <& la concentracion vale cero, es decir,
C,, =0; otra forma de decir esto es que no hay flux de la regiono ala . Entonces:

Cap (YAﬂ - W)”Zﬂa =0 (I1-35)
En la ecuacion anterior podemos distinguir dos términos, uno de ellos es el flux en la fase
f en las proximidades de la zona muerta:
Ny =ClipVus (I1-36)
y el otro es la componente normal de la velocidad de desplazamiento de la interfase, la

cual la podemos expresar como:

g
Wen, =—— 11-37
~ ~po dt ( )
Sustituyendo (1I-36) y (I1-37) en (II-35):
Nt _ d&, (11-38)
Cp dt

Suponiendo que la velocidad de desplazamiento del frente de agotamiento es

despreciable, es decir:

ené &, N, =0 (11-39)
dé,
Toe 20 11-40
4 (I1-40)
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lo cual quiere decir que

&, = cte. (I1-41)
Estas dos ecuaciones representan la suposicion de que el radio critico se encuentra en
estado cuasiestacionario, esto ultimo debido a que en realidad si cambia con el tiempo el
radio critico. Sin embargo, para los propositos de este trabajo el radio critico se manejara
como constante, aunque se admite que en un desarrollo méas formal se debe usar (II-38)
en lugar de (I1-40).

En resumen, las condiciones que derivan de la idea del frente de agotamiento son:

E — %—0 11-42
né:_é:c’ 8§ - ( - )
Ené&=¢£, U, =0 (11-43)

En la Ecuacion (I1-42) se supuso aplicable la ley de Fick.

Para llegar a este resultado se pudo partir de la ecuacion de conservacion del componente
clave y suponer que en la region cercana a la zona muerta las contribuciones difusivas y
reactivas son despreciables respecto al término de acumulacién, esta metodologia la
detalla Levenspiel (1990).

Si bien la idea de un frente de agotamiento no es novedosa, los trabajos en la literatura
(Aris, 1975; Temkin, 1982; Garcia-Ochoa y cols., 1988) no discuten la suposicion que se
encuentra detras de considerar al radio critico como cuasiestacionario y su analisis ha
sido enfocado basicamente al estudio de reacciones con ordenes fraccionales de reaccion.
En este trabajo al usar la metodologia de Marroquin y col. es forzoso que se tome en
cuenta el frente de agotamiento ya que al simplificar la expresion cinética se introducen

términos de ordenes uno y cero en la ecuacion de conservacion del reactivo. Debido al
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término de orden cero es posible, bajo determinadas condiciones, que se obtengan valores
negativos de la concentracion del reactivo, para evitar esto, es necesario que en el
planteamiento del problema se especifique en donde la concentracion debe ser nula.

Se enfatiza que cuando el radio critico es nulo se deben obtener las soluciones que se

tenian cuando no se consideraba el frente de agotamiento, y cuando & =1 se tiene tal

rapidez en los términos de reaccion que la reaccion es equivalente a una superficial.

2.7.- La idea de capa limite

Recientemente Ochoa Tapia (2003) resolvido en forma aproximada el problema de
difusién y reaccion en estado estacionario de una particula catalitica esférica con cinética
de primer orden, mostrando la importancia de tomar en cuenta el fendémeno de
agotamiento. La aproximacion consistio en proponer una solucion de tipo polinomial y
determinar las incognitas de la misma por medio de las condiciones de frontera; esta
metodologia es analoga a la usada en la solucion aproximada de problemas de Capa
Limite.

El problema que resolvié esta definido por:

dU
izd— EF—L|-®’U, =0, para 0<&<] (11-44)
& dé dé ’
Con las condiciones de frontera,
en &=L U, |, =U, (11-45)
Sin & e=0, 22 g (11-46)
cn = y = _
in &, o
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Con &, en =&, =0, U,=0 (11-47)
d 5
De esta forma, propuso una solucién de tipo,
U,(&)=a,+a &+a, £ (I11-48)

Usando las condiciones de frontera en la ecuacién anterior, resultan:

Sin frente de agotamiento:

(1) 2
U, €)_ 1 5][ 10-® j (11-49)

U, 10+2®?/3

Con frente de agotamiento:

U@ _ 1

U, 1-2&

[52—2§é]+1_]§§ [1-g+266 28] (1-50)

donde los superindices 1 y 2 denotan que se trata de la solucién sin y con la idea del
frente de agotamiento, respectivamente. En la Ecuacion (II-50) H es funcion del radio

critico, la cual cumple con la condicion de,

lim H (&)= 10—¢- (1I-51)

&0 10+2 ®*/3

al evaluar estas soluciones se obtuvieron los resultados mostrados en la Figura II-5.
Donde se puede notar la mejora que se logra al tomar en cuenta la idea de un frente de

agotamiento en la solucion aproximada.
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[ (1)
L o
ﬁ“:_ Exncla
Derivada ]
:‘iu|‘.-l_‘|'ﬁ-..".i=.'. -
40+ )
- .'I|"|'I"CII'I'IIIL'IUII {2
}l;_l :- [Ualpii el IR e e | (13
i . rrer——
0.1 | 10 10

)]

Figura II-5: Comparacion de las soluciones exacta y aproximadas a partir de la derivada

superficial como funcién del modulo de Thiele.
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Capitulo IIII:

Solucion en estado estacionario

3.1.- Planteamiento del problema

Como se menciond anteriormente, el problema estd descrito en este caso por las
ecuaciones:

Para el sélido:

dU
in E—L =AU, +A, (IIT1-1)
g dé\~ dg !
Para el fluido:
v, (U, (2)-U, )+, (UPL=1 —Uf) -0 (I11-2)
Con condiciones de frontera:
B auj, .
Bn ¢=1 - =B (vl.-u)) (I11-3)
En 0<&<1 U, estadefinida (I11-4)

3.2.- Solucion sin frente de agotamiento

La solucion de la Ecuacion (I11-2) es (los detalles estan en el Apéndice A-3):

31



Capitulo III: Solucién en estado estacionario Francisco José Valdés Parada

U. = vU, (7)+v, UP‘§=1 (1I1-5)
4 l//in + l//.ﬂ

mientras que la solucidn de la Ecuacion (I11-1) es:

SenhfA Cosh|A
U, =c2 6 o, ComAe Ay (I11-6)
4 g A

yaqueen ¢ =0 U, esta definida, C, debe ser cero, por lo que:

SenhyyA
U, =¢ SenhyAig A, (I11-7)
g A,

Aplicando la condicién de la Ecuacion (I11-3) se obtiene:

Bi(A2+ Uf]
A
L (111-8)

B (Bi—l)Senh A, +\/A—1C0Sh\/A—l

Evaluando en & =1 la Ecuacion (I11-7):

¢

A
UPLZI = C,Senhy[A, —A—? (111-9)
Sustituyendo esta ultima en la Ecuacion (I11-5):

U — A

Vinlin (T)+WpClSenh Al _72,)”!7

Uf = 1‘1 (III_IO)
Win +lr//p

por lo que la Ecuacion (I11-8) se reduce a:

c, = LB¥ud (L1I-11)

- Senh\//\—1

donde:
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qAﬂ+§%

A= (I1-12)

v, Bl-l-(l//m-i-l//p)(\/—coth\/— )

Para la evaluacion de las soluciones obtenidas, se le asignara a U, el valor de la unidad, lo

m

que equivale a haber usado una funcién de entrada de tipo escalon unitario.

Entonces, la Ecuacion (I1I-10) se puede escribir como:

U, =U,(7)=w, (A CothfA, ~1) 4 (I11-13)

Sustituyendo la Ecuacion (I11-11) en la (I11-7):

— Bil//inA Senh\/A—lé: _ﬁ

U, = (I11-14)
b Senh\/AT ¢ A,
Si se define una concentracién promedio para la particula, de la forma:
U,gids .
(U,)= I =3[ U,&d¢ (I1I-15)
[ &ac

se obtiene entonces, al aplicar el operador de (III-15) a la Ecuacion (I11-14):

(v,)=22 ”""" (\/7 Cothy[A, - ) (II1-16)

3.3.- Agotamiento del reactivo:

En este caso, la condicion dada por la Ecuacion (I11-4) se reemplaza por:

dU
2= (I11-17)

En §=§c, dé: =
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Como solo se esta involucrando un cambio en la condicion de frontera, la solucion general
(III-6) sigue siendo valida, por lo que derivandola respecto a £ y aplicando la condicion de
la Ecuacion (I11-17) se obtiene:

C, =B,C, (II1-18)

donde:

. \/AT/:C —Tanh(\//\ilgi)
* I—JAilfc,Tanh(\/Ailéc)

Dado que sélo se cambid la condicion de (I11-4), 1a condicion de (I11-3) sigue siendo valida,

(111-19)

por lo que:

Bi‘//in A

C =il
: Senh\/l\_1

BC, (111-20)

donde:

[(\/ATTanh\//Tl - 1)(1//,»,, +ty, ) + Biy,, } Coth\/A71

B = (I1-21)

v, Bi+ (1//[,1 +ty, )(\/A—lCoth\/A—1 - 1)

Igualando las ecuaciones (I11-18) y (II1-20):

Bil//in A

C =
" (1+B,B,) Senh\[A,

Por lo que las soluciones para la particula y el fluido son, respectivamente:

U - Biy, A Senh A, & Cosh A& | A,
» = +B, -— (1I1-23)
(1+ B,B, ) Senhy/A, 4 ¢ A

(I11-22)

Biy,, B,Coth\[
U, =U, (z)- Ay, [\//TlcothJAT W i ‘/_‘] (I11-24)

Win + Wp

34



Capitulo III: Solucién en estado estacionario Francisco José Valdés Parada

Por ultimo, se debe redefinir el promedio de la particula; se propone:

[ugae
[ &g

(v)

_3 L' U,&dé (I1-25)

ya que U, no esta definida para 0 <& <&, . Esta ecuacion considera el caso en que &, =0

y asi se recupera la ecuacion (I1I-15).

Aplicando el operador de (II1-25) a la Ecuacién (I111-23):

3Biy, A 1 1
)= (1+ B,B, ) Senh [A, {x//\—l (Cost/A, —&.Contf ) E(Senh\/x‘ - Senhfé )

1 1 A, 3
+ B, {K(Senh\/A_1 - (fL,Senh\/A—lfc ) - A—l(Cosh\//\_1 - Cosh\/A_lfc )}} - rl(l - )

Para encontrar el valor del radio critico, es necesario usar la condicion adicional:

(111-26)

Ené=¢ U, =0 (I11-27)

Que al aplicarla a la Ecuacion (I11-23) se obtiene:

Biy. A Senh\|\, &, Cosh\ A&, | A,
= + B, -—=0 (I11-28)
(1+ B B, ) Senhy|A, Se Se Ay

Las raices de esta ecuacidn son el radio critico.
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3.4.- Evaluacion

Inicialmente se comparan los perfiles de concentracion en la particula obtenidos con las

soluciones analiticas aproximadas y con la solucion numérica del problema exacto. Con

[U W } se denotan los resultados obtenidos con la solucion que considera el frente de

aprox

agotamiento y con [U 2) ] los obtenidos sin usar esta idea. El propdsito es notar la

aprox

influencia del numero de Biot y del modulo de Thiele sobre los perfiles que se obtienen de
las soluciones aproximadas.

En la Figura III-1 se muestra la funcionalidad de las soluciones desarrolladas con el nimero
de Biot manteniendo fijo el mdédulo de Thiele; como se muestra, conforme disminuye el
valor del nimero de Biot, las concentraciones en la particula también lo hacen, ya que llega
menos reactivo a la superficie de la particula, lo que implica que tiene menor oportunidad
de reaccionar.

Como se esperaba, uUnicamente cuando es necesario considerar el radio critico las

soluciones aproximadas difieren entre si. Se puede observar que los resultados obtenidos

por la soluciéon aproximada que no incluye la idea del frente de agotamiento [U 2) },

aprox

disminuyen hasta alcanzar valores negativos; mientras que la solucién que si toma en
cuenta el frente de reaccidon, se mantiene siempre en la region positiva de las graficas,
logrando una mayor proximidad con la solucion numérica del problema exacto.

En todas las graficas de este trabajo la zona por debajo del eje de las abscisas denota la
region donde los resultados carecen de sentido fisico, misma que nunca es tocada por la

solucidon numérica ni por la solucioén que si toma en cuenta el frente de agotamiento.
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Figura I1I-1: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del nimero de Biot,

en todos los casos ®* =5, y, =5, v, =0.1,

U,

mn

=1.
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En la Figura III-2 se muestra una comparacion similar a la anterior, solo que el parametro
variable en cada figura es el modulo de Thiele y se mantiene constante el nimero de Biot;
se puede apreciar que al hacer un cambio del mismo orden de magnitud que en el caso
anterior los perfiles se ven mas afectados.

Se observa que al disminuir el modulo de Thiele los perfiles tienden cada vez mas a las
regiones positivas pues el efecto de la reaccion intraparticula se vuelve menos importante
respecto al de la difusion. Mientras que al aumentar el modulo de Thiele, la solucion
aproximada que toma en cuenta el frente de agotamiento no s6lo se acerca mas a la
solucion numérica del problema exacto, sino que se mantiene en la region positiva,
mientras que la solucion aproximada que no involucra dicha idea predice valores cada vez
mas negativos en posiciones radiales inferiores al radio critico.

Por otro lado, las concentraciones del fluido, la interfase y promedio en la particula fueron
evaluadas a distintos valores del nimero de Biot (Figura III-3) y del médulo de Thiele
(Figura I11-4).

En el primer caso se puede apreciar que, la concentracion del fluido, predicha por las
soluciones aproximadas y la exacta, es practicamente la misma; mientras que la
concentracion en la superficie difiere en mayor proporcion de la predicha por la solucion
aproximada que no contempla el frente de agotamiento, mientras que los resultados
obtenidos con la otra solucion se acercan mucho mas a los obtenidos con la solucion exacta.
Por ultimo en el caso de la concentracion promedio se aprecia la formacién de una campana
en la zona negativa, predicha por la solucién aproximada que no contempla el frente de
reaccion. Esto se debe a que cuando el nimero de Biot es bajo, la concentracion promedio

es practicamente cero; posteriormente, al incrementar dicho parametro, llega mas reactivo a
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Figura III-2: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del modulo de Thiele,

en todos los casos Bi=50, v, =5, y,=0.1,U, =1.
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la superficie, pero el efecto de la reaccion, reflejado en el valor modulo de Thiele, es mayor
que el de la difusion externa. Cabe mencionar que en el intervalo de valores del numero de

Biot que se manejaron, el radio critico fue siempre mayor que cero.

1.0+

—— Solucion numérica
0.8 =-=-- Solucion analitica con &_

= === Solucién analitica sin &_
(v,)

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2 1

Figura III-3: Concentraciones en el fluido, la interfase y promedio en la particula como

funcion del niimero de Biot, para ®* =10, y, =5 y w,=0.1

En la Figura III-4 se muestra la funcionalidad de las soluciones aproximadas con el médulo
de Thiele; es claro que a valores muy bajos de dicho pardmetro la velocidad de reaccion es
tan lenta que las concentraciones tanto en el fluido, como en la interfase y en la particula
son practicamente de la unidad.

Sin embargo, al incrementarse este pardmetro, la reaccion se vuelve cada vez mads
importante que la difusion dentro de la particula, lo que se refleja en una disminucién de las

concentraciones.
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Figura III-4: Concentraciones en el fluido, la interfase y promedio en la particula como

funcion del modulo de Thiele, para Bi =50, v, =5y y, =0.1.

En este caso, al igual que en el anterior, las concentraciones predichas para el fluido, por las
soluciones aproximadas y la exacta, son practicamente las mismas; las concentraciones en
la superficie predichas por las soluciones aproximadas difieren mas conforme se
incrementa el modulo de Thiele, ya que se hace necesario incorporar la idea del frente de
agotamiento. Si bien la diferencia no es grande, lo es en el caso de la concentracion
promedio, donde la solucién que no involucra al frente de reaccién predice resultados
negativos para valores del modulo de Thiele al cuadrado superiores a 11.

En todos los casos, la desviacion que presenta la solucion aproximada que contempla el

frente de agotamiento respecto a la solucidon numérica exacta es bastante baja. Esto sugiere
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que el método aproximado puede ser utilizado para casos dindmicos sin que se genere un

error demasiado grandeen U, .-

3.5.- Funcionalidad del radio critico

En el Capitulo II se definio al radio critico como la posicion en la particula donde se agota
el reactivo; de la Ecuacion (I1I-28) se puede observar que el radio critico es funcion de

varios parametros, como son el nimero de Biot, el moédulo de Thiele, v, vy w,. Sin

embargo, los pardmetros en los que se tiene especial interés, debido a su significado fisico,
son el modulo de Thiele y el niimero de Biot, por lo que a continuacion se muestran las
graficas de la dependencia del radio critico con dichos pardmetros (en las dos gréficas

¥, =5,y,=0.1). En la Figura III-5 se varia el namero de Biot y se mantiene fijo el

modulo de Thiele, mientras que en la Figura I11-6 se varia el modulo de Thiele manteniendo
constante el nimero de Biot.

En la Figura III-5 se confirma lo observado en la Figura III-3, ya que se observa que al
aumentar el nimero de Biot disminuye el radio critico, lo que se traduce en mayores
concentraciones en la particula, ya que llega mas reactivo a la superficie de la misma.

En dicha figura se puede apreciar que en todos los casos el valor del radio critico es la
unidad cuando el numero de Biot es pequefio, ya que llega muy poco reactivo a la particula,
mientras que al aumentar su valor alcanza un valor constante dependiendo del modulo de

Thiele.
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1E-3 0.01 0.1 1 10 100

Figura III-5: Comportamiento del radio critico(£, ) como funcion del numero de Biot a

distintos modulos de Thiele, en estado estacionario.

Lo anterior nos indica que, cuando el mdédulo de Thiele es suficientemente elevado, las
soluciones aproximadas no coincidiran en sus resultados, al menos en la concentracién
promedio en la particula, aiin si el nimero de Biot es grande.

Por otro lado en la Figura I11-6 se comprueban los resultados de la Figura II1-4, ya que al
aumentar en modulo de Thiele también lo hace el radio critico, alcanzando el valor de la
unidad cuando el efecto de este parametro vence por completo el del nimero de Biot.

En este caso, se aprecia con mucha claridad que los cambios drasticos en el nliimero de
Biot, no afectan en la misma proporcion a los resultados que se obtendrian si se modificara
el médulo de Thiele. En los casos presentados se observa que los cambios mas importantes

se dan para moddulos de Thiele al cuadrado entre 10 y 100, lo cual concuerda con la
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tendencia negativa de la concentracion promedio, predicha por la solucion que no toma en

cuenta al frente de agotamiento, mostrada en la Figura I11-4.

15 3\
"] Bi=1

0.9 1
0.8 1

N, N

10

07
064
05
04
03
02

0.14

0.0

= —— T
100 1000

Figura II1-6: Comportamiento del radio critico (fc) como funcion del modulo de Thiele a

distintos numeros de Biot, en estado estacionario.

En general se puede decir que los resultados son muy similares, lo cual indica que el efecto
que tiene el mdédulo de Thiele sobre el radio critico es mayor que el del nimero de Biot.
Con los resultados obtenidos hasta el momento se tiene una mejor idea del tipo de perfiles a
obtener en el caso dinamico, sin embargo aun no se abordard el modelo totalmente
transitorio, sino que se resolverd el modelo en estado cuasiestacionario por la mayor
simplicidad matematica que implica resolverlo.

La relevancia de los resultados reportados en este capitulo radica en que los resultados de

los dos capitulos siguientes deben lograr reproducir, a tiempos elevados, los obtenidos
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hasta el momento. Por lo que este capitulo sirve de guia sobre la forma en como afectan
parametros como el numero de Biot y el médulo de Thiele a los resultados obtenidos con

las soluciones aproximadas.

3.6.- Analisis de estabilidad del sistema.

Con las soluciones desarrolladas hasta este momento es posible realizar un analisis de
estabilidad del sistema que se estd analizando. Dado que el sistema se considera isotérmico,
no es posible determinar la estabilidad a partir de balances acoplados de materia y energia,
por lo que se sigue la metodologia expuesta por Carberry (1976).

Partiendo de la Ecuacién (I11-2) y definiendo,

n=v,(U,(7)-x) (IT1-29)
»n=v, (x—Up\ §_1) (111-30)
x=U, (I11-31)

es claro que la Ecuacion (III-29) es una recta, mientras que la Ecuacion (I1I-30) no
necesariamente lo es, ya que depende de la concentracion del sustrato en la superficie; para

el caso de la solucion aproximada que no toma en cuenta el frente de agotamiento, se tiene,

Bi[ljtz+xj Senh\//\_l A
U = , A
PLf:l (Bi—l)Senh\/A_1+\/A—1C0Sh\/A_l A,

por otro lado, la concentracion superficial obtenida con la solucién que si toma en cuenta el

(111-32)

frente de agotamiento es,
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A
UPLZI =C, {Senh\/A—l + B,Cosh\[A, —A—j} (I11-33)

Bi[Aer x]
Al

donde,

C = 111-34

" [JA + B, (Bi=1) | Cosh A, +| B,JA, +(Bi~1) | Senh A, (-39
JA, = Tanh(JA

_ é:c 1 an ( lé:c) (III_35)

& 1= A& Tanh(JAE)

De esta forma, se obtuvieron los resultados mostrados en la Figura I1I-7, donde se grafican

Y, ¥ »,; ésta Gltima obtenida a partir de la solucion aproximada sin usar la idea del radio

critico ( yzl), usando esta idea ( yzz) y con la solucion numérica del problema exacto

( y23); como funcidon de x; se aprecia que en los dos casos analizados existe s6lo una
solucion y que al disminuir el modulo de Thiele, las soluciones tienden al mismo valor, ya

que el radio critico tiende a cero.

La forma de las curvas de y, estd en concordancia con los resultados mostrados en la

Figura III-3.
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Figura III-7: Evaluacion de estabilidad del sistema para, Bi =50, y,, =y, =0.1,a) O* =

b) @ =3.
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Capitulo IV:

Solucion en estado cuasiestacionario

4.1.- Planteamiento del problema

En este caso el problema estd definido por:

ii(gﬂ dUpJ—AU +A (IV-1)
gag\" ag) T

duU,

L, (00U ), (v, -0 av-2)

Es importante recalcar que la Ecuacion (IV-1) es valida siempre y cuando el tiempo
necesario para alcanzar el estado estacionario sea corto, por lo que el tiempo caracteristico
en la ecuacion de conservacion en la particula es grande, de tal forma que su contribucion
es despreciable comparada con la difusion y reaccidn intraparticula.

Condiciones de frontera,

dU
Enesl, - 8i(v,|,-U,) (IV-3)
En 0<&<1, U, estadefinida (IV-4)
Condicion inicial:
Cuandot=0 U, =U, (IV-5)
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4.2.- Solucion sin frente de agotamiento

La solucion de (IV-1), después de aplicar la condicion dada por (IV-3), es:

Bi Senh,/Alcf[Az j A,
U U IV-6
g (Bz‘JrJA1 Coth A, —1) &Senhy| A, (V-0

—= 4+ = —=
A ) A,

Como se puede notar la solucion estd en funcion de la solucion en el fluido (U /,). Para

obtener dicha solucion se aplicé transformada de Laplace a (IV-2) obteniéndose:

_ B Uﬁ) y/inljm(s) B l//pAza1] 1 ]
Uf(S)_(S'H//m+‘//pa1)+(s+l//m+lﬂpal) ( vyl (IV-7)

Los detalles de ésta solucion se encuentran en el Apéndice A-4. En la Ecuacion (IV-7) se

usO la definicion:

o JA Coth\JA, 1 P
' Bi+JA Coth A, -1

La transformada inversa de (IV-7) es:

U,(7)= o urtvon)e (Ufn +y, J‘OT e(w"”w”a‘)ﬂUm (B)dB+vy,aa; ) -y, aa,. (IV-9)

Donde:

a, = (IV-10)
Sustituyendo (IV-9) en (IV-6) se obtiene:

U, (5,1_) _ azSenghE\/A_lg [‘/’m%

(IV-11)
—\y;, tv,a |t ’ Vo A
. (Vv ) (Uﬁ) ‘v, J‘O e(wm v, 1)ﬂUm(6)d S l//Pala3)} A2

1
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donde:

a (IV-12)

Bi
t Senh\/A_l(Bi+\/A_lC0th\/A_l—1)

Por ultimo se calculard la concentracion promedio en la particula usando el operador

definido en la Ecuacion (I11-15), obteniendo:

<Up>:SaZ%\/A—l(\/A_ICoth\/A_I—I)[V/M%
1

o vwra)e T |y, +v, a A
ve o) (U.f’o +Win,[0 s ])ﬁUm (B)dp+y,aa, )}_/\_2

1

(IV-13)

4.3.- Funcion de entrada

Para poder realizar la evaluacion de las soluciones obtenidas son necesarias las

concentraciones de entrada U, (z‘), en éste trabajo se proponen 3 formas:

1) Funcion escalon:

1 T27,
U (r)=U(r-1,)= IvV-14
B I v-14)
i1) Pulso Finito
0 T>7,
U,(r)=1 1 7,<r<g, (Iv-15)
0 T<T,

ii1) Funcion Oscilatoria

U (z-)— 1+0.SSen(107zr) T271, (IV-16)
" T<71,
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Entonces es necesario sustituir cada uno de estos casos en las soluciones anteriores,

particularmente en:

J-re(r//;,,wpal )ﬁU} (,B)dﬁ (IV-17)

0 mn
Sustituyendo (IV-14) en (IV-17):

(Vintwpan)r e(wmwpal)ro

T (vatv,m)B e
T W1 ) B e dﬂ_ r>7
[Frrly, (pydp = J. v+ V4, " (IV-18)
0 T<71,
Sustituyendo (IV-15) en (IV-17)
0 T>7T,
J»r (v vy B Y, ~ e(u/,w//pal)rz _ e('//inwpal)n
e U, (B)dp = I e dp = 7, <t <7, (IV-19)
’ § l//in + y/pal
0 <71,

Por ultimo, sustituyendo (IV-16) en (IV-17):

T WMW/MI)ﬁU- dB = €f1T -1
Joe n(B)df=—
+—f?.iff222 {ef" (% Sen(fzr) - Cos(fzr)}—ef"’O (%Sen(fzro)— Cos(f21'0 )H
(I1-20)
Donde:
fi=v,tv,a, =107 (II-21 a,b)
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4.4.- Solucion con frente de agotamiento

En este caso, se debe cambiar la condicion de frontera de (IV-4) por:

du,
En é=¢& - 0 (IV-22)

La solucion de (IV-1) es ahora:

Cosh(JA,
P V)| I SR
: & | A

U :L[ﬁﬂjfj Senh(\[A,£)

3 Bl Al

Donde:

(\/A—]+B2 (Bi—l))Cosh(\/A_l)+(Bz\/A—]+Bi—l)Senh(\/A—l)

B =
Bi

(IV-24)

. JAE —Tanh((JA &)
=N ETanh(JAE)

Mientras que la solucion para el fluido es:

(IV-25)

B . B, —1) A (B;-1) A
U =e™| U .| €U, (B)dB - (B-DA, 22 (IV-26
f e ( /0 + l//m IO e in (ﬂ) ﬁ l//p B4 A] J—'_ l//p B4 Al ( )

Donde:

[Senh(\/AT) + BzCosh(Jxl)}
B, = 3 Iv-27

B, =y, +vy,(1-B;) (IV-28)

y por ultimo, la concentracion promedio es:
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(i—? +U J{\/f(Cosh\/i §C0sh\/7§) (Senh\/7 Senh\/7§)
{T(Senh\/— g, Senh\/_f ) (Cosh A, Cosh\/_(.f ) A2 (1—53)
(IV-29)

En el Apéndice A-4 se demuestra la equivalencia de las dos soluciones cuando & =0.

4.5.- Evaluacion

Primeramente se muestran en la Figura IV-1 las graficas del avance, de los perfiles de
concentracion, en el tiempo a valores fijos del modulo de Thiele y el numero de Biot; en
ellas se hace una comparacion de los valores que da la solucidon numérica del problema
exacto y las dos soluciones aproximadas. La funcién de entrada que se us6 fue de tipo
escalon unitario. Es importante notar como durante las cuatro primeras gréaficas la solucion
aproximada que no toma en cuenta el frente de agotamiento comienza dando valores
negativos, carentes de sentido fisico; debido a que la cantidad de reactivo que ha llegado a

la particula es tan baja que ocupa solo una fraccion del area disponible para reaccionar, lo

cual hace necesario tomar en cuenta el frente de agotamiento, por ello los perfiles de v

aprox
se encuentran mas cercanos a los predichos por la soluciéon numérica exacta. Cuando el
tiempo es lo suficientemente grande para que se ocupe toda el area disponible, entonces las

dos soluciones aproximadas coinciden, ya que, como se demuestra en el Apéndice A-4,
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Figura I'V-1: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del tiempo y su

I <y o . 2
comparacion con la solucion numérica para Bi =50, ®" =5, y, =5y
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cuando & =0, se recupera la soluciéon aproximada que no considera el frente de

agotamiento, a partir de la que si lo hace.

La Figura IV-2, es similar a la anterior, s6lo que se muestra ahora la funcionalidad con el
modulo de Thiele para un nimero de Biot y tiempo fijos, se eligié un tiempo que no fuera
el correspondiente al estado estacionario. En dicha figura se puede apreciar como al ir
disminuyendo el médulo de Thiele el perfil de concentracion de la solucién aproximada,
que no incluye el radio critico, pasa de valores negativos a positivos coincidiendo con la
solucion que si toma en cuenta el frente de agotamiento solo cuando el médulo de Thiele es
bajo. Esta figura corrobora los perfiles mostrados en la Figura III-2, donde se muestran los
perfiles en estado estacionario.

Por ultimo en la Figura IV-3 se muestra la funcionalidad con el niimero de Biot, al igual
que en el caso anterior se eligid un tiempo que no fuera el del estado estacionario. La
funcionalidad de los perfiles con este pardmetro con el tiempo es similar a la observada en
la Figura IV-1. Es decir, conforme aumenta este parametro las concentraciones se
incrementan ya que llega mas reactivo a la particula. Sin embargo, se necesitan cambios
mas drasticos en el nimero de Biot, que en el tiempo, para que se ocupe toda el area
disponible para la reaccion.

De lo anterior, se puede afirmar que los perfiles de concentracion dentro de la particula, son
mas sensibles a cambios en el tiempo y en el médulo de Thiele que en el nimero de Biot.
Ya que este ultimo parametro influye mas la relacion entre la concentracion en la superficie

de la particula y la del fluido.
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1.0, 1.0+

a) ®°=100 | b) ®°=25
0.8 0.8
0.6 0.6
P 0.4—- Up 0_4_-
0.2 0.2
0.0 0.0
-0.2- -0.2
1.0 1.0-
0.8 0.8
0.6 0.6
L 04; P 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0 —
| 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.2- -0.2 3

Figura I'V-2: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del modulo de Thiele

y su comparacion con la solucion numérica para Bi =50, 7=05, y, =5y

y,=0.1.

Con el fin de observar el comportamiento dinamico del radio critico con el médulo de
Thiele, se hicieron varias pruebas que se resumen en la Figura IV-4. Esta figura es andloga
a la Figura III-5 que se hizo en estado estacionario, ya que la funcionalidad del radio critico

con el numero de Biot es similar a la dependencia con el tiempo.
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1.0 ) 1.0
a)Bi=5 | b)Bi=10
0.8
0.6

7 0.4

0.2

0.0

02d-cnmmemmT g -0.2- 3

1.0
d) Bi > 50

02 g 2] 13

Figura IV-3: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del nimero de Biot y

su comparacion con la solucién numérica para ®* =5, 7=0.5, y, =5y

y, =0.1.
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Como se puede notar a valores bajos del modulo de Thiele el radio critico alcanza (en el
estado estacionario) un valor de cero; mientras que, al aumentar este parametro, se
alcanzan valores constantes, lo cual concuerda con los resultados obtenidos en el capitulo
anterior. Al inicio de todas las pruebas el radio critico tiene el valor de la unidad debido a

que no se ha iniciado la reaccion.

=25
20

10

Figura I'V-4: Comportamiento dinamico de &, , de la solucion con la suposicion de estado

. . . y . 2 .
cuasiestacionario en la particula, para diferentes valores de @, manteniendo

fijos Bi =10, v, =1y w,=0.1.

Un aspecto que no se debe perder de vista es el hecho de que a pesar que aqui se presenta el

comportamiento dindmico del radio critico, cuando se resolvié el modelo se considero
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como una constante en el tiempo, lo cual le confiere un cardcter de aproximado a las
soluciones desarrolladas, ademas de la expansion en series y truncamiento del término de

reaccion.

Figura IV-5: Comportamiento dindmico de ¢, de la solucion con la suposicion de estado
cuasiestacionario en la particula, para diferentes valores de Bi, manteniendo

fijos ®* =5, y, =2y y,=0.1.

En la Figura IV-5, se muestra la funcionalidad del radio critico con el tiempo y el nimero
de Biot. Se puede observar una tendencia inversa al caso anterior; es decir, al aumentar este
parametro disminuye el radio critico, lo cual se debe a que llega mas reactivo a la superficie

de la particula.
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Al igual que en el caso anterior, el radio critico adquiere, en el estado estacionario, valores

constantes los cuales estan entre cero y uno dependiendo del valor del niumero de Biot.

4.6.- Evaluacion II: Concentraciones en el fluido, promedio en la

particula e interfase

En el Apéndice C-1 se presentan las evaluaciones de las concentraciones en el fluido, en la
interfase solido-fluido y promedio en la particula; se utilizaron las tres funciones de entrada
de las que se habl6 anteriormente. En el caso de la funcion pulso finito se examinaron dos

casos, en el primero 7, = 0.8 y 7, =1.3, mientras que en el segundo 7, =0.8 y 7, =0.81.

Todas las evaluaciones se hicieron de la misma forma; es decir, primeramente se usé un
nimero de Biot bajo y se ensayaron dos modulos de Thiele y se repitio el procedimiento
para un numero de Biot elevado; en cada caso se incluyen graficas del comportamiento
dindmico del radio critico para tener una mejor idea de la respuesta del frente de
agotamiento respecto a las distintas funciones de entrada.

Los comentarios referentes a las soluciones que se obtienen con los tres tipos de funciones
de entrada son similares: al incrementar el médulo de Thiele los perfiles en el promedio en
la particula y la concentracion interfacial se vuelven mas distintos de la solucion numérica
en general, siendo la desviacion menor en el caso de la solucion que contempla el frente de
agotamiento; por otro lado al incrementar el nimero de Biot, las soluciones en el fluido y
en la interfase se vuelven muy similares, lo cual es de esperarse pues elevar el nimero de

Biot equivale a disminuir las resistencias externas a la transferencia de masa. En este caso
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la mejora que introduce el tomar en cuenta el frente de agotamiento solo es visible a
tiempos bajos, si el modulo de Thiele es alto.

En todos los casos, salvo a tiempos cortos, la desviacion predicha, por las soluciones
aproximadas y la exacta, para la concentracion del fluido, es la menor de las tres.

Por medio de las graficas del comportamiento dindmico del frente de agotamiento se puede
apreciar que, en general, al inicio en todos los casos el radio critico es la unidad, pues no
ha ingresado el reactivo al sistema, lo cual concuerda con lo observado en las figuras IV-4
y IV-5. Por otro lado, cuando el mddulo de Thiele es bajo, el radio critico logra alcanzar el
valor de cero en el estado estacionario, mientras que cuando se incrementa dicho parametro
alcanza un determinado valor constante, lo cual corrobora lo presentado en la Figura III-5
del capitulo anterior. Ademas se encontré que al incrementar el nimero de Biot disminuye
el radio critico aunque no en una forma tan drastica como lo hace el cambiar el modulo de
Thiele, lo cual no contradice lo presentado en la Figura II1-6.

Por ultimo, es importante mencionar el por qué de usar dos duraciones para las funciones
pulso finito. Como se puede notar en las ultimas figuras al usar un pulso de duraciéon mas
pequena las soluciones aproximada y exacta se parecen grandemente, ya que no hay
suficiente tiempo para que se desvien los valores, como en el caso de una duracion mas

grande.

61



Capitulo V: Solucién en estado transitorio Francisco José Valdés Parada

Capitulo V:

Solucion en estado transitorio

5.1.- Planteamiento del problema

En este capitulo se aborda el problema completo, es decir, en estado transitorio, el
contenido es similar al del capitulo anterior excepto que ahora se incluyen comparaciones

con el caso cuasiestacionario. Del Capitulo I retomamos la definicion del problema:

Ty (0a(0)-U,) 4, (U], v v2)

Condiciones de frontera:

oU
Ené=1, - 6§p :Bi(UpL:l —Uf) (V-3)
En 0<&<I, U, estd definida (V-4)
Condiciones iniciales:

Cvando 7=0, U,=U, (V-5)
u,=U, (V-6)
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5.2.- Solucion sin frente de agotamiento

Las soluciones de (V-1) y (V-2) en el dominio de Laplace son (los detalles detras de estas

ecuaciones estan en el Apéndice A-5):

’ sa’ aM(s)§

A, Senh(af) {V/m 7 () a’U,, - ZPO (s+w,) A (s+vy,)

U,
U, =—5r-—5+Bi 4 HE (VD)

— U +l/jinl7in s l// A
U — f0 ( )+ P ( 20 Zj

S 2
B a’ p s
5 (V-8)
v, Senh(a)( -~ a’U, —U,(s+v,) A (s+y,)
+ Bi—~Z v, U, (s)+ - -
B M(s)a a a’s
donde:
a’=A,+s (V-9)
B=s+y,+y, (V-10)
Aplicando transformada inversa a las ecuaciones (V-7) y (V-8):
Bl - Sen(/u g)e—(,uf-*—Al)r (,L[Z 4 A _ l// ) A2 (Q(AI+#S)T _ lj
n n 1 in
UP = _Z UfO + l//inlin (T) + 2 2 a UPO
&4 D,Sen(u,) H, A+,
(V-11)
—(;12+A )1 ( P T A ) Az( (‘”34'1\])1 1)
e\ : H, 1 _y/in
U, =B U, v -U V-12
donde:
1,(0)=[ ", (pup (V-13)
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An =V, +l//p _ﬂj _Al (V_14)
an(l//in_ﬂj_Al)(Bi_l)_l/jp (V-IS)
D, =Bi—l—ﬂ+i’2 1+B” +A" (V-16)
A, 2u, A, 2
y 4, son las raices de:
Sen
AnCos(,un)-i-BnM:O (V-17)
M,

por ultimo se calculd la concentracién promedio en la particula con la definicién (IV-15):

(Aﬁ/lﬁ)r
w —(,uerAl)r ( 2 +A —w. ) AZ (e -1
. Bn e /un 1 l//m
<Up>=33’2(1+/1 Jﬂz—D Uyo +l, (7)+ 7 A U
n= n n""n n 1 n
(V-18)

Las funciones de entrada a sustituir en la integral de (V-13) fueron definidas en las

ecuaciones (IV-14), (IV-15) y (IV-16), por lo que:

i) Funcion escalon:

T27,
Izn (T): (ﬂf+A1) 0 (V-19)

0 T<71,

ii) Pulso finito:
0 T>7,
( ) e(/l +/\1)72 _ (ﬂn2+Al)Tl
I (7)= 7,<7<7, (V-20)
(:uj + Al)
0 <71,
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iii) Funcion Oscilatoria:

a7 (& Sen (ng) —Cos (gzr)J
&1t __
()¢ : 1, goz.igéz 2 (V-21)
| 1 2 8™ (&Sen(gzro)—COS(ngo )j
8> -
donde:

g =M1 +A, (V22

g, =10x (V-23)

Ahora pasaremos a la evaluacion de esta solucion, para posteriormente desarrollar la

solucion con frente de agotamiento.

5.3.- Evaluacion I: Sin frente de agotamiento.

La primera evaluacion corresponde a los perfiles concentracion de la particula como

funcion del tiempo. En la Figura V-1 se muestra la comparacion de esta solucidon con la

correspondiente solucion numérica en estado estacionario (U,mm) y con la solucion

analitica en estado estacionario (U (1)

aprox

). Como se espera, al aumentar el tiempo las

soluciones convergen; la desviacion media relativa entra la soluciéon analitica y la

numérica es de 3.75%.
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Figura V-1: Perfil de concertacion de la particula como funcion del tiempo para los

pardametros ®* =1.5,Bi=1, y, =1, y,=01,U,=U, =7,=0.

Mas adelante se presenta, en las figuras V-4 a V-6, graficas mas detalladas sobre la
funcionalidad con el tiempo, el médulo de Thiele y el nimero de Biot, incluyendo la
comparacion con la solucion numeérica en estado transitorio y con la solucion aproximada
que toma en cuenta el frente de agotamiento. Mientras que en la Figura V-7, se muestra
la comparacion con el caso cuasiestacionario.

Por el momento, se presentara el desarrollo de la solucion con frente de agotamiento, para

posteriormente presentar las figuras mencionadas.
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5.4.- Solucion con frente de agotamiento

En este caso la condicion dada por (V-4) se reemplaza por,

ou,
En £=¢, o 0 (V-24)

Por lo que las soluciones para la concentracion en la particula y en el fluido son ahora en

el dominio de Laplace:

Up =T A22 Up20
sa’ «a
Bi | Tanh Senh(ag) Tanh(ag,) \ Cosh(a&) (V-25)
+N(s) (1-a& Tan ((Jlfc))a—g"r e~ ” :
Ufoaz _(S TV )UpO T A2
{ e +y,, Ui (s)+(s+y/in)sa2}

Uf Uf() T l//in Ui’7 (S) AZWp i Up()l//p

B B Y

Biy, v ,Senh(a Tanh(aé,
o (S)[(l—agcTanh(afc)) a( )J{;,— o 0(!0‘ )JCOSh(a)J (V-26)
[U/'oa _(S;'V/in)Upo _H//[nUm (S)+A2 (S -Zl//in)]
a sa

Es muy importante notar que para obtener la solucion se consideré a £, como constante

en el tiempo, sin embargo, como se mostrara mas adelante, esto no es del todo cierto, por
lo que ésta simplificacion le da, ademas del uso de la metodologia de Marroquin y col.,
un caracter de aproximado a la solucién. Pasando las dos ecuaciones del dominio de

Laplace al dominio del tiempo, se obtienen:
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7(;(3 +A )T

= Sen(yx,& Tan( <.

(113+A1)T
T 5+A1 B ° _1
[Zj |:U/-0 + l//in -[0 Uin (ﬁ)e(l ) dﬂjl + ((//in - Zj - Al )[Upo a AZ {W]i}

n

(V-27)

o —(;(,2, +A1)r

U, =Bi
f lylp;(!//m +l//p _Zj _AI)ZI?H"

{H 2,8.T an(;c,,é.)+[é. —%Jm&)t(zﬂ)}

(;(erA,)r
e -1
UpO _AZ{ 2

Zn +A1

(V-28)

{Zj (Ufo TV .[OT e(ﬁMl)ﬁUin (ﬂ)dﬂj + (V/in - l’? - Al)

Como se puede notar cuando &, =0 estas dos ecuaciones se transforman en (V-11) y (V-

12); una demostracion mas detallada se encuentra al final del Apéndice A-5.

En las dos ecuaciones anteriores se usaron:

=[P B S B G ) B2 v

n

E(w)=[v,~(v.-2 —Al)(Bz‘—l)](f Sec? MC)ﬁCTLWJ

+(Bi-1)(1+z,&.Tan(2,£.))

Lo Tan(;{nﬁc) B Sec’ (anc)
U 2zl 2

Tan
+§c [l_ﬂj(_zlj _Al +V/in +Wp)

nJc

(V-30)

](wm +y, =20 —A)
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&

T.
G, (x)=(vu+v, -2 —Al)[—?Secz (anc)_ch(%fc)j

2%,

T
+1+Zn§cTa”(Zn§c)+(§c—Mj(Bi_l) (V-31)

n

&.Sec’ (x,8.) Tan(z,é. > .
_{ 662;; )_ anz(;é )][(V/in_ln_Al)(Bl_l)_WP]

F ()= (W22 =N )(Bi-1) =y, |(1+ z,&Tan(2,£.))

Tan(y,&.)
Y P U4 T2
5‘( Za%:

(V-32)
jzf (v tw,-7.-M)

G,(2,)=(v+v,— 2, =\ )(1+ z,ETan(7,£.))

v (1_ Tan()(nfc)j[(wm _ —Al)(Bi—l)—t//p] (V-33)

Z n gc

donde y, son las raices de:

F, Serh( “S+Al)+GnCosh(1/s+A])=0 (V-34)

s+ A,

Por ultimo, la ecuacion promedio de la particula, calculada con las ecuaciones (I11-25) y

(V-27) es:

~(zm+n)r (1 . ancT‘m(ZnéEc )) [ £, + IJ

K > e l}f G"
(U,)=3Biy o
n=l X1, n é: _Tan(lné:c) I_LEI
‘ Xn l}f Gn

(1112 [l//in .[()TU"” (ﬂ)e(ngrA‘)ﬁd’B+Uf0i|+(l//i” _Zj _Al)

(2’3+A])T

e -1

UpO —A, [2—
ln +A1

(V-35).
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5.5.- Evaluacion II: Con frente de agotamiento

En primer lugar se presenta la evaluacion del radio critico contra el tiempo como funcion
del modulo de Thiele y el nimero de Biot. Para saber qué tan cercanos son los resultados
a los presentados en las figuras IV-4 y IV-5 del capitulo anterior, se incluyen en cada
grafica los resultados obtenidos con la solucion en estado cuasiestacionario. En estas
graficas se us6 una funcion de entrada de tipo escalon unitario.

En la Figura V-2, se muestra la funcionalidad con el modulo de Thiele; como se
esperaba, al aumentar dicho pardmetro también lo hace el radio critico, pues se
incrementa la resistencia por reaccion intraparticula, alcanzando en el estado estacionario
valores constantes que estan en el intervalo entre cero y la unidad. En relacion con el caso
cuasiestacionario, se puede observar que cuando el tiempo es bajo las soluciones difieren,
alcanzando el mismo valor en el estado estacionario; por ello cuando el médulo de Thiele
es pequefio, se alcanza rapidamente el estado estacionario teniendo las dos soluciones una
diferencia visible.

De la misma forma, en la Figura V-3, se confirma lo presentado en la Figura IV-5; es
decir, al aumentar el nimero de Biot el radio critico disminuye pues llega més reactivo a 1
superficie de la particula, teniendo mayor oportunidad de reaccionar. Cuando el niimero
de Biot es suficientemente elevado, se alcanza en el estado estacionario un valor de cero a
tiempos cortos, por lo que los resultados presentaran en cada instante una diferencia

visible, similar al caso de modulos de Thiele pequefios de la Figura V-2.
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----- Cuasiestacionario
—— Transitorio

Figura V-2: Comportamiento dindmico del radio critico &, , a distintos modulos de

Thiele y su comparacion con el caso cuasiestacionario, para Bi =10, y, =1.

------ Cuasiestacionario
Transtorio

Figura V-3: Comportamiento dinamico del radio critico &, a distintos numeros de Biot

., . . . 2
y su comparacion con el caso cuasiestacionario, para ®° =8, v, =1.
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5.6.- Evaluacion III: Comparacion de las soluciones en la particula.

En las figuras V-4, V-5 y V-6 se presentan ejemplos de la funcionalidad de la solucion

con (U " ) y sin (U 2) ) considerar el frente de agotamiento, como funcién del tiempo,

aprox aprox

del modulo de Thiele y del nimero de Biot, respectivamente. Posteriormente, en las

figuras V-7 y V-8 se presenta la comparacion de las soluciones con y sin radio critico con

las soluciones obtenidas en estado cuasiestacionario (Ucm), como funcioén del tiempo.

En todas las graficas se usé una funcion de entrada de tipo escalon unitario.

De nuevo, los perfiles no son muy distintos a los presentados en la figuras IV-1 a IV-3; es
decir, al aumentar el tiempo la solucién que no contempla el frente de agotamiento pasa
de valores negativos a positivos en el centro de la particula, el mismo comportamiento lo
presenta al disminuir el médulo de Thiele y/o aumentar el nimero de Biot para un
tiempo fijo como se muestra en las figuras V-5 y V-6. Es importante reconocer que este
paso de negativo a positivo en el estado estacionario no siempre se da, es decir, existen
condiciones tales que en el estado estacionario la solucion que no contempla el radio
critico permanece con ciertos valores negativos.

De la comparacion con el caso cuasiestacionario, mostrado en las figuras V-7 (sin
considerar el frente de agotamiento) y V-8 (considerando el frente de agotamiento), se
puede notar que si bien los perfiles obtenidos en estado transitorio tardan mas en pasar de
positivo a negativo, la desviacion respecto a la solucion numérica es menor que en el caso
cuasiestacionario. Obteniendo, como se esperaba, en el estado estacionario los mismos

resultados.
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Figura V-4: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del tiempo para

w, =15,0> =5y Bi=10.
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0.4
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c) ®°=10
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Figura V-5: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del moédulo de Thiele

para, 7=0.5y Bi=10.
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Figura V-6: Perfiles de concentracion en la particula como funcion del nimero de Biot

para 7=0.5y ®* =5,
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Figura V-7: Perfiles de concentracion como funcion del tiempo, obtenidos con la

solucidn exacta y las soluciones aproximadas, sin tomar en cuenta el frente

de agotamiento, en estados cuasiestacionario y transitorio, para Bi =20,

®*=3,y, =15y w,=0.1.
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Figura V-8: Perfiles de concentracion como funcion del tiempo, obtenidos con la
solucidn exacta y las soluciones aproximadas, tomando en cuenta el frente
de agotamiento, en estados cuasiestacionario y transitorio, para Bi =20,

®*=3,y,=15yy,=0.1.
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5.7.- Evaluacion IV: Soluciones en el fluido, en la interfase y promedio

en la particula

Al igual que en el capitulo anterior, finaliza este capitulo con la evaluacion de las tres
funciones de entrada: escaldn, oscilatoria y pulso finito de dos duraciones de tiempo,
junto con las evaluaciones del comportamiento dindmico del radio critico.

Las gréficas de la evaluacion en estado transitorio se encuentran en el Apéndice C-2;
donde se observa que a mddulos de Thiele altos y numeros de Biot bajos la solucion que
no toma en cuenta el frente de agotamiento presenta, a tiempos pequeios, perfiles que no
tienen sentido fisico, lo cual se refleja en los altos valores del radio critico, mismos que
son mejorados por la solucion que si contempla la idea del radio critico. Ademas cuando
el nimero de Biot se incrementa, las soluciones en el fluido y en la interfase se vuelven
mas parecidas, mientras que al aumentar el médulo de Thiele el promedio en la particula
se aleja de estas dos Ultimas; lo primero se explica dado que un aumento en el namero de
Biot implica una disminucion en las resistencias externas a la transferencia de masa y lo
segundo se explica debido a que un incremento en el modulo de Thiele significa una
velocidad de reaccion superior a la velocidad de difusion intraparticula, por lo que es
logico que el promedio en la particula se aleje de los perfiles de la concentracion
interfacial y del fluido.

Es importante mencionar que en este capitulo se incluy6 una evaluacion mas en el pulso
finito de espesor mas pequefio, se presentan ahora dos casos con moddulos de Thiele

elevados (50 y 100), los cuales son valores a los que se sabe que las soluciones
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aproximadas con los otros tipos de funciones de entrada daran una desviacion
significativa respecto a las solucion exacta. Sin embargo, se puede apreciar que a pesar de
los altos valores las soluciones siguen siendo muy similares.

En las figuras V-9 a V-12 se muestra una comparacion con el caso cuasiestacionario, con
la idea de Capa Limite y la solucion exacta. Donde solo se presentan las comparaciones
de las soluciones para el fluido y promedio en la particula, esto con el objeto de no
generar graficas demasiado dificiles de leer. Dado que no se incluye la evaluacion para la
concentracion en la superficie de la particula y que ésta es la que se ve mas afectada con
cambios en el numero de Biot, s6lo se presentan cambios en el mddulo de Thiele.

Como se esperaba, a tiempos bajos las concentraciones predichas difieren més de las
obtenidas con la solucion exacta. En el caso de la concentracion del fluido, las soluciones
obtenidas en estado cuasiestacionario y transitorio dan practicamente los mismos
resultados en todos los casos, incluso a tiempos bajos donde las concentraciones
promedio en la particula predichas difieren; dicha desviacion llega a mantenerse en
estado estacionario cuando el modulo de Thiele es elevado. Lo anterior se demuestra con
los resultados mas elevados de radio critico obtenidos con la solucién en estado
cuasiestacionario, que se incluyen en las figuras V-9 a V-12.

Para concluir, es oportuno mencionar que los tiempos de computo de las soluciones
numérica, aproximada en estado cuasiestacionario y con la idea de Capa Limite, fueron
del orden de, un minuto, 15 y 2 segundos, respectivamente, lo cual demuestra la ventaja
computacional de las soluciones aproximadas, respecto a la numérica del problema
exacto. No se incluy¢ el resultado de la solucion aproximada en estado transitorio ya que

es necesario cambiar el limite superior de las sumatorias cada determinado tiempo.
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5.7.1.- Funcion escalon

-0.2-

1.0

0.9
0.8
0.7
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0.3
0.2
0.1
0.0

-0.2-

c)

-=-=-- Cuasiestacionario
Transitorio

"0.01

0.1

Figura V-9: Comparacion de las concentraciones aproximadas y exactas junto con el

comportamiento dindmico del radio critico para una funcién de entrada

tipo escalon unitarioy v, =15, Bi=10 y ®* =3.
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5.7.2.- Funcion oscilatoria

104 a) Sin §_ 1.0- b) Con &_

num

num

----- (]cum‘i 06 -1

cuasi

trans

-0.2-

-=-=-- Cusiestacionario
0.9 —— Transitorio

0.01 0.1 1 3

Figura V-10: Comparacion de las concentraciones aproximadas y exactas junto con el

comportamiento dinamico del radio critico para una funcion de entrada

tipo oscilatoriay y, =5, Bi=10 y ®* =8.
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5.7.3.- Pulso finito de duracion At =0.5
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Figura V-11: Comparacion de las concentraciones aproximadas y exactas junto con el

comportamiento dindmico del radio critico para una funcion de entrada

tipo pulso finito de duraciéon Az =05y y, =1, Bi=25y ®* =3.
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5.7.4.- Pulso finito de duracion At =0.01

0.014- 0.014 -
0.012- 0.012
| _ ] b) Con &_
0.010- a) Sin };C U 0.010
] / 1
0.008 [ Un - ooo4 | m
0.006{  |_._._ UC “ 0.006 - Ut s
trans B
0.004 - 0.004 H <U >
] <Up ]
0.002 0.002
0.000 e e T T T 0.000 T T 1
0.01 0.1 T 1 4 0.01 0.1 1
T
1.0
0.9
0.8+
0.7 *
0.6 c)
&C 0.5
- ---- Cuasiestacionario
0.4 Transitorio
0.3
0.2
0.1+
00 T T T T T T T T 1
0.01 0.1 1 4

Figura V-12: Comparacion de las concentraciones aproximadas y exactas junto con el

comportamiento dinamico del radio critico para una funcion de entrada

tipo pulso finito de duracién Az =0.01 y y, =1, Bi=20 y ®* =8.
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Capitulo VI:

Comparacion con la idea de Capa Limite

En este capitulo se presenta la solucion usando la idea de Capa Limite; el método
consiste en resolver en forma aproximada el problema proponiendo una solucion para la
concentracion en la particula en forma de polinomio cuya variable independiente depende
tanto de la posicion como del tiempo, de tal forma que el problema se reduce a una
ecuacion diferencial ordinaria, cuya variable dependiente es el espesor de la capa limite.
A pesar de que se presenta la solucion del problema en su forma aproximada, también se
realizd la solucién del problema exacto sin obtener cambios significativos en los

resultados.

6.1.- Planteamiento del problema

Para resolver el problema es conveniente proponer el siguiente cambio de variable:
& =1-¢ (VI-1)
por lo que,

(VI-2)
donde A es el espesor adimensional de la Capa Limite (A =0 /rp). De esta forma el

problema a resolver es:

AT a*((l—f*)zaifJ—AlUp—Az (VI-3)
or (1_5*) O o0&
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dU,

L=y, (U, (7)-U, )+, (U, ], -, ) (V1-4)

Condiciones de frontera

. ou, ,

Bng=0 o = 8i(v,].,-U,) (VI-5)
£=0
En 0<¢& <A U, estadefinida (VI-6)
En & =A oU, 0, U =0 (VI-7)
n = 2 * = b = =
o0& P
Condiciones iniciales

Cuando =0, U,=U,,,U,=U, (VI-8)

Es importante mencionar que aunque en la Ecuacién (IV-3) aparece la forma aproximada
de la velocidad de reaccion, también se desarrollo la solucion del problema exacto, como
se puede revisar al final del Apéndice A-6, sin embargo los resultados no se vieron

modificados considerablemente, bajo las condiciones analizadas.

6.2.- Solucion aproximada

Para resolver el problema en la particula, en forma aproximada, se propone el siguiente

polinomio (el desarrollo detallado se encuentra en el Apéndice A-6):
U, =a,+an+an’ (VI-9)

donde,
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* *

_r_¢s i
n=—== (VI-10)

r
o
Por medio de las condiciones de frontera (VI-5) y (VI-7) se determinan los valores de las
constantes a,,a,, y a,, por lo que:

_BiUA(1-n)
P 24 ABi

(VI-11)

Aplicando esta ultima ecuacion a (VI-3) e integrando en 7 de 0 a 1:

dr 6 (1+2J—A,AM—3AM (VI-12)

dr (2-A)L A (4-24) 7 BiU,

como se puede notar, esta ecuacion depende de la solucion de (VI-4), la cual es,

Uf - e"('//i,,+'//pa3)r [Ufo ty, jor e('//f,,+u/,;a3)ﬁUin (ﬂ)dﬂil (VI-13)
donde,
g, =1- 20 (VI-14)
2+ ABi

Sustituyendo (VI-13) en (VI-12):

_ . (z//,-,,+z//pa3)‘r
da__6 (1+EJ—AIAM—3A (2+ABi)e (VI-15)

d_z- = (Z—A) A (4—2A) 2 Bi[Ufo +l//mJ‘0Te(‘//in+‘//pa3)/BUm (ﬂ)dﬂ}

esta ultima ecuacion deberd resolverse numéricamente para obtener A, y con éste
calcular los perfiles en la particula y en el fluido. Es importante mencionar que a pesar de
que aqui se muestra la solucion del problema aproximado, también se desarrolld la
solucion del problema exacto, sin embargo los resultados no resultaron ser muy

diferentes.
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6.3.- Evaluacion.

1.0 1.0

a) 1= 0.05 | P z=0.1
0.8 - 084 |—U
0.6 Unum 0.6- -,
U | =777 Meuasi U -t
P -..-U P
0.4 trans 0.4-
Ucl _____
0.2- 02{
0.0 fosegeenss™ 0.0
0.0 0.2 0.0
1.0+
d)t>1
0.8
0.6 -
p Unum
0.4
T cuasi
0.2 T trans
Ucl
0.0 T T T T i T ! T ! 1 0.0 T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

g g

Figura VI-1: Perfiles de concentracion como funcion del tiempo calculados con la
solucion exacta, la solucion aproximada con la idea de Capa Limite y las

soluciones aproximadas en estados cuasiestacionario y transitorio, tomando

en cuenta el frente de agotamiento, para Bi =20, ®* =3, y, =15y

y,=0.1.
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Para evaluar las soluciones obtenidas con esta metodologia, se aprovecharan las
comparaciones hechas previamente entre las soluciones en estado cuasiestacionario y
transitorio; en concreto se comparan en la Figura VI-1, los perfiles de concentracion,
como funcion del tiempo, obtenidos con las soluciones anteriores y ésta, junto con la

solucion numérica del problema exacto; como se puede notar, cuando el tiempo es lo

suficientemente bajo, la solucion obtenida con la idea de Capa Limite (U, ), se aproxima

bastante a la obtenida en estado cuasiestacionario; mientras que al aumentar el tiempo se
asemeja mas a la obtenida en estado transitorio; sin embargo, no llega a reproducir los
perfiles en estado estacionario, ya que el modelo deja de ser una representacion adecuada
de la situacion fisica.

Por otro lado, en la Figura VI-2, se muestran las concentraciones del fluido y promedio
en la particula con las cuatro funciones de entrada usadas en los dos capitulos anteriores;
como era de esperarse los resultados del promedio en la particula obtenidos con la idea de
Capa Limite son los que mas se alejan del resultado exacto; sin embargo es de notarse el
que los resultados predichos para la concentracion del fluido son practicamente los
mismos que los obtenidos con las otras aproximaciones, por lo que este método adquiere
especial importancia, ya que las soluciones desarrolladas son mucho mas faciles de
desarrollar y programar que las de los dos capitulos anteriores. Las Gltimas dos figuras se
refieren a la derivada en la superficie, la cual ofrece una idea del flux superficial, en la
Figura VI-3, se presenta la influencia de tomar en cuenta el frente de agotamiento al
evaluar dicha derivada como funcion del tiempo; al igual que en los casos discutidos en
los capitulos anteriores, al incluir el radio critico, los resultados son mucho mas similares

a los predichos por la solucidn exacta, de la misma forma, los resultado predichos con la
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Figura VI-2: Comparacion de las concentraciones aproximadas y exactas para, a)

Bi=10, ®*=3,y, =15,b) Bi=10, ®*=8,y, =5,¢c) Bi=25, ®’
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40 a) Sin frente de agotamiento

" s
’

e “+._Cuasiestacionario
Transitorio,”
’

~
A Ll L X =

Exacta

3.5

3.0

2.5
ou

ag - 2-0_-

1.5

] b) Con frente de agotamiento

Figura VI-3: Derivada en la superficie como funcion del tiempo obtenida con las

soluciones aproximadas y exacta para Bi =50, ®* =10, w,=0.1
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Figura VI-4: Derivada en la superficie en estado estacionario, como funcion de a) ®° y

b) del nimero de Biot, para Bi =50, ®* =10, y,=0.1 yy,=1.
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idea de Capa Limite presentan la mayor desviacion; comentarios similares son aplicables
a la Figura VI-4, donde se grafica la derivada en la superficie en estado estacionario
contra el médulo de Thiele y el nimero de Biot, se observa que cuando el primero es
elevado y el segundo es bajo los resultados se asemejan a los predichos por la solucién
aproximada en estado transitorio, ya que bajo estas condiciones es seguro que exista radio
critico y por lo tanto la idea de Capa Limite resulta una descripcion adecuada de la
situacion fisica, no siendo el caso cuando las condiciones son tales que se ocupa toda la
particula.

Es importante mencionar que gracias a que el tiempo adimensional requerido para
alcanzar el estado estacionario, en los casos analizados, fue en general bajo, no hubo
complicaciones en la evaluacion de las soluciones obtenidas con la idea de Capa Limite,
sin embargo, si el tiempo es lo suficientemente grande se presentan problemas en la
evaluacion, lo anterior se debe a que, en general, en la teoria de Capa Limite hay una
discontinuidad en el espesor de dicha capa cuando el tiempo tiende a infinito.

Con los resultados mostrados hasta el momento es posible elaborar el algoritmo que se
muestra en la Figura IV-5, donde se aprecia una ruta clara a seguir: si el tiempo o las
condiciones del sistema son tales que la diferencia entre la solucion calculada con el
modelo aproximado completo y en estado cuasiestacionario, es considerable, entonces se
debe usar el modelo completo, cuando esta afirmacion sea falsa es necesario saber si se
desean conocer detalles referentes a la particula, de no serlo, con la soluciéon de Capa
Limite es suficiente, en caso contrario se debe usar la solucion en estado

cuasiestacionario.
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¢ Se necesitan

detalles de la
particula?

Si

Si v

Usar solucion
aproximada en estado
cuasiestacionario L 4

Usar solucion
aproximada en
estado transitorio

Usar solucién con la
idea de Capa Limite

Figura VI-5: Algoritmo de uso de las soluciones desarrolladas.
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Capitulo VII:

Analisis de error

En este capitulo se evaluara y discutird el error que genera la solucion aproximada con

respecto a la numérica. El error se define como:

|Sol. num. — Sol. anal.|

%Error = 100%

Sol. num.
Se usaron para el analisis las funciones de entrada del capitulo anterior para diferentes
valores del modulo de Thiele y del nimero de Biot.
Debido a la relevancia que tiene el porcentaje de error de la concentracion en el fluido, en
cada figura se incluye una gréfica de este tipo. En general, cuando el modulo de Thiele es
bajo las gréficas con y sin radio critico del porcentaje de error de la concentracion del
fluido no son muy distintas; sin embargo, cuando éste parametro crece se hace mas
evidente la mejora que proporciona la idea del frente de agotamiento.
En la Figura VII-1 se presentan perfiles del porcentaje de error dentro de la particula para
distintos tiempos sin y con la idea del frente de agotamiento. Como se puede notar, la
influencia del radio critico es evidente a tiempos bajos, mientras que en el estado
estacionario los porcentajes de error tienden a empatarse.
Posteriormente en las figuras VII-2 a VII-7 se presentan las graficas de porcentaje de
error contra el tiempo para las funciones de entrada de tipo escalon unitario, oscilatoria y

pulso finito de espesor Az =.5. En estas Figuras se aprecia claramente como el aumento
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en el modulo de Thiele provoca un aumento en el error, sobretodo en el promedio en la
particula, lo cual es consistente con la Figura VII-1.

En las Figuras VII-8 a VII-11, se presenta el caso del pulso finito de espesor Az =.01
donde, ademds de apreciar la influencia del médulo de Thiele, se puede notar como el
error de la concentracion promedio en la particula sube y luego baja para después volver
a subir. Esto se debe a que pasa por el origen y luego sigue en concentraciones negativas;
este comportamiento se ve mas claramente cuando el numero de Biot es de cien ya que en
ese caso al ser mayor la concentracion en la superficie la aproximacioén presenta mas
error.

Por ultimo se presentan graficas del porcentaje de error que se obtiene al evaluar la
derivada superficial obtenida con las soluciones aproximadas (incluida la obtenida en el
capitulo anterior) y la exacta. En la Figura VII-12, se muestra el porcentaje de error
obtenido de dicha derivada en estado estacionario; como se esperaba, la solucion que
contempla el frente de agotamiento tiene los menores porcentajes de error, mientras que
la solucion que no lo hace aumenta su error al aumentar el modulo de Thiele; mientras
que la solucién que se obtiene con la idea de Capa Limite presenta bajos porcentajes de
error cuando el mdédulo de Thiele es alto y el Biot es bajo, lo cual concuerda con lo
mostrado en la Figura VI-4. En la Figura VII-13, se presenta la evaluacion dinamica del
error de la derivada en la superficie, como se esperaba, los resultados en estado
cuasiestacionario reproducen los obtenidos en estado transitorio cuando el tiempo es
suficientemente alto y en los casos con y sin frente de agotamiento, el porcentaje de error
en estado estacionario es menor que el de la solucidon con la idea de Capa Limite, como se

puede corroborar en la Figura VI-3.
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7.1.- Perfiles en la particula
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Figura VII-1: Perfiles de error dentro de la particula en estado transitorio para

w, =15, ®* =5y Bi=10.
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7.2.- Soluciones en el fluido, en la interfase y promedio en la particula

7.2.1.- Funcion escalon
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Figura VII-2: Evaluacion dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del
fluido, interfase y promedio en la particula y,, =15, y, = 0.1,0° =3y

Bi=10.
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Figura VII-3: Evaluacion dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del

fluido, interfase y promedio en la particula v, =15, v, = 0.1,0*=8 y
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7.2.2.- Funcion Oscilatoria
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Figura VII-4: Evaluacion dinamica del porcentaje de error en las concentraciones del

fluido, interfase y promedio en la particula y,, =35, w, = 0.,d* =3y

Bi=100.
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Figura VII-5: Evaluacion dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del
fluido, interfase y promedio en la particula y,, =35, v, = 0.1,0° =8y

Bi=100.
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7.2.3.- Pulso Finito de duracion At = 0.5
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Figura VII-6: Evaluacion dinamica del porcentaje de error en las concentraciones del

fluido, interfase y promedio en la particula v, =1, p, =0.1,®* =3 y

Bi=25.
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% Error
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Figura VII-7: Evaluacion dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del

fluido, interfase y promedio en la particula v, =1, y, = 0.1,d° =8y

Bi=25.
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7.2.4.- Pulso finito de duracion At =.01
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Figura VII-8: Evaluacion dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del
fluido, interfase y promedio en la particula v, =1,y , = 0.1,0* =3y

Bi=10.
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Figura VII-9: Evaluacion dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del
fluido, interfase y promedio en la particula v, =1, y, = 0.1,0> =8y

Bi=10.
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Figura VII-10: Evaluacion dinamica del porcentaje de error en las concentraciones del

fluido, interfase y promedio en la particula v, =1, y, = 0.,d* =3y

Bi=100.
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Figura VII-11: Evaluacioén dindmica del porcentaje de error en las concentraciones del

fluido, interfase y promedio en la particula v, =1, y, = 0.1,0> =8y

Bi=100.
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7.3.- Derivada en la superficie.
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Figura VII-12: Porcentaje de error de la derivada en la superficie en estado estacionario

obtenido mediante las soluciones aproximadas con y sin la idea del frente

de agotamiento y con la idea de Capa Limite, para y,, =1, y, =0.1 a)

Bi=50,b) ®*=10.

107



Capitulo VII: Analisis de error

Francisco José Valdés Parada
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Figura VII-13: Evaluacién dinamica del porcentaje de error de la derivada en la

superficie obtenido mediante las soluciones aproximadas en estados

cuasiestacionario y transitorio, a) sin y b) con la idea del frente de

agotamiento, y con la idea de Capa Limite, para Bi =50, ®* =10,

v, =15y,=0.1.
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Conclusiones

El porcentaje de error de las soluciones aproximadas que consideran el frente de
agotamiento, en estado estacionario, para la concentracion del efluente del reactor

es menor al 10%, respecto a la soluciéon numérica del problema exacto.

Los resultados de la solucién aproximada en estado cuasiestacionario y con la idea
de Capa Limite, no se alejan significativamente de los resultados, en la fase fluida,
obtenidos con la solucion aproximada en estado transitorio. Asi el andlisis de Capa
Limite ofrece una alternativa respecto a la solucion aproximada, debido a sus bajos

tiempos de computo y al poco esfuerzo algebraico que implica.

El método aproximado para resolver problemas de transporte y reaccion, con
cinética no lineal, bajo las condiciones analizadas en este trabajo, ofrece resultados
aceptables en el calculo de la concentracion del efluente de un reactor de tipo tanque

agitado de dos fases en estado no estacionario.
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Apéndice A-0:

Deduccion de la ecuacion de la particula

Nivel 11 Volumen

Nivel I .
promediante Nivel TII

Cin(t)

Figura A-0.1: Diferentes escalas y volumenes promediantes para el reactor

Para la deduccion de la ecuacién de la particula es necesario reconocer que existen
distintos niveles de escalamiento en el analisis del tanque agitado; el propdsito de esta
seccion es pasar de ecuaciones puntuales validas en el Nivel III de la Figura A-0.1, a
ecuaciones promediadas aplicables en el Nivel II que se usaran posteriormente para
desarrollar, junto con las ecuaciones del fluido, las ecuaciones de transporte que se

resolveran en este trabajo.
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A-0.1.- Ecuaciones puntuales
Suponiendo que so6lo hay transporte de la fase £ ala o y que la reaccion solo se lleva a

cabo en la interfase, asi como que se trata de una solucion diluida, el problema se define

por:

ag;ﬁ :Y-(@BYCM), en la fase (A-0.1)

C.F.1 1,4 DV C,, _ My e (A-0.2)
1+KC,,

CF2 C,p =7 (1,t),en o, (A-0.3)

C.L C,;=c (r),cuandot=0 (A-0.4)

En (A-0.1) 9, representa la difusividad de mezcladoy C,, la concentracion del sustrato;
en (A-0.2) n,, representa el vector unitario normal dirigido de la fase B ala o, las

constantes £ y K se definen como:

k=V, /K,y K=1/K, (A-0.5a,b)

max

y ©%, denota el area interfacial; las condiciones de (A-0.3) y (A-0.4) son las

condiciones de entradas y salidas e inicial respectivamente, las cuales raras veces se
conocen a esta escala, asi que se pueden tomar mas como un recordatorio de lo que no se

conoce del sistema.
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A-0.2.- Promediado

Definimos el promedio superficial de C,; como:

1
(Cy)= > [Car (A-0.6)
-
y el promedio intrinseco como:
s 1
(Cp) = [Car (A-0.7)
B Vp

dividiendo las dos ecuaciones anteriores se obtiene :

(C)=2s(Cop)’ (A-0.8)

donde ¢, representa la fraccion volumétrica de la fase /3, definida como:

gy=—"L (A-0.9)

1 (0C,, 1
— dV =— |V D,VC, ., |dV A-0.10
¢/Vﬁ at Q)/fyl;‘;N ( B Aﬂ) ( )

suponemos que el medio es rigido, por lo que se puede intercambiar diferenciacion e

integracion en el miembro izquierdo de la ecuacion anterior:

1 0C,  of 1 o(C,) 1
”/_/VI —dr=— “Z_/VI CoydV |=— = “/”_/VI Vo(9,YC,,)dV (A-0.11)
B B s
Por otro lado se tiene el teorema del promediado espacial para un escalar y un vector:

(V) =V {py)+ 5 [ mawpda (A-0.12)

Apo
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(Voay) = Vel )+ [ o0, (A-0.13)

Agy
donde y, representa cualquier funcion escalar y a, cualquier funcidon vectorial.

Aplicando (A-0.13) a (A-0.11):

o(c
%zw@gqﬂ%&% [ 25 o(2,YC,, )4 (A-0.14)

Apo
Descpreciando las variaciones de 2, en el volumen promediante, se obtiene, tras aplicar

(A-0.12) a la ecuacion anterior:

a<g;ﬁ>_y.{@3[y<cw>+% [ 1,C, dAH = [ e 2¥C,, i

Aﬁa Aﬁa
(A-0.15)

Ahora proponemos una descomposicion espacial de la forma:

C,y=(C,) +Cy (A-0.16)

donde C . Tepresenta las desviaciones espaciales de la concentracion. Sustituyendo (A-

0.16) a (A-0.15):

Aps Aﬂg

1
= =y.[@3[y<qﬁ> 7I ﬁa< dA+ I ’%CﬂdAJ] (A-0.17)

+% J. 15 DY Cp JiA

Ape

Sustituyendo (A-0.8):
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e,v(c,) +(c,) ve,

Y vl g .
° - +% [ 5 (Cy)’ dA+% [ n,,C.paa

Apy Aps

1
5 J v, s

(A-0.18)

A-0.3.- Expansion en series de Taylor

De la Figura A-0.2 se tiene que:

Iy =X+, (A-0.19)

Figura A-0.2: Vectores relacionados con el volumen promediante

donde 1, localiza cualquier punto en la fase B, x localiza el centroide del volumen
promediante y y, localiza puntos en la fase f relativos al centroide.

Expandiendo en series de Taylor, alrededor del centroide del volumen promediante, la

primera integral en el lado derecho de (A-0.18) se tiene:
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P

dA{% owatf ] 3 famnasfica]
=TIp X

e o e | (A-0.20)
1 1 7. B
}”/ J.nﬁ.a yﬂgﬂd .YY<CAﬂ> x+..
Aﬂa =~
donde los términos entre llaves son:
! jn dAd=-Ve (A-0.21)
o ) BT Tl ep -
7" i
> j e ydd ==Y (y,) (A-0.22)
Aﬂa
1 1 1
7/4 B 5 VYA = 2Y<¥ﬂ*~vﬂ> (A-0.23)
por lo que (A-0.20) se puede escribir como:
1 B B B
7 J. 0 (Cap) dd=-Yz,(C,y) ‘ _Y<33ﬂ >’V<CAﬂ>
- o ' T (A0.24)
1 B
_§Y<Zﬂ¥ﬂ> VY (Cy) .
Haciendo estimados de orden de magnitud se tiene:
1 s Al % s % s
5 Jmeteal], at=e[ el |- ol Fvica)
o ~ o~ & &
(A-0.25)

Aqui se fijo a 7, como la distancia caracteristica asociada con y,; ademas L, y L.
estan definidos como:

Ve, =0(g,/L,), vv(cAﬁf:Q(y(cA,,Y/Lq) (A-0.26a,b)
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entonces, si se cumple que
n<lL, (A-0.27)
ry <L,L, (A-0.28)
entonces (A-0.24) puede escribirse como:

1

—

[ 15 (Cyy) at=-ve,(c, (A-0.29)

A/ia

sustituyendo (A-0.29) en (A-0.18):

olc, Y i

Aps Aps

(A-0.30)

A-0.4.- Término de reaccion

Se trabajara ahora con la ultima integral del lado derecho de (A-0.30). Aplicando la

condicion de (A-0.2), se tiene:

kC
% j IgﬂUO(@BYCAﬁ)dA=—% — 4 (A-0.31)
7 i 4 %1+KCAﬁ

usando la descomposicion espacial de (A-0.16):

k<C >ﬂ+C’ )
ooy g T 22

—laa (A032)
i Aﬁ61+K(<CAﬂ> +CAﬁ)

Se demostrara mas adelante que <C 45 >ﬁ >C, 4> por lo que:
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k(c,,)

1

1
— {(2.VC 4 =——
7 Aig e ( °C Aﬂ)d 7/A‘/[51+K<CA/3

“fﬂ dA (A-0.33)

X+typ

expandiendo el promedio superficial en series de Taylor alrededor del centroide:

B B B 1 B
()| =(c) ‘ w2 (C) |+ VY(C,)| e a034)
X+typ X X X+typ
en términos de estimados de orden de magnitud:
2
B I B
C =01+ +-—° C (A-0.35)
< B
(Cas 95 [ Lo LLe J< ) :
por lo que si se cumple que:
7y < L, (A-0.36)
ry <L Le (A-0.37)
entonces:
B B
(Cip) y (Cip) (A-0.38)
Xtyp X
Asi, (A-0.33) se puede escribir como:
B B
1 1 £{Can) ka,(Cp)
— [ n(2YC ) =-— | 2 g = (A-0.39)
(/%/ ~ po ~ % B
i e 1+ K(C,p) 1+K(C,,
X‘F.Zﬁ
donde:
— AﬂU
a, =— (A-0.40)
7"

por lo que (A-0.30) se puede escribir como:

A-0.8
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a(c,,) ; ) ak(C,,)
e AE £,V(C,y) +7—/A_ngﬂGCAﬁdA —W(Aom

A-0.5.- Problema de cerradura

Es necesario expresar las desviaciones como funcion del promedio, para ello en primer

lugar se debe reescribir (A-0.41) como:
B
o(C
< /4/3> — Y.(@BY<CAﬁ >/3 ) n 8;Y‘9ﬂ ’(@BY<CAﬂ >ﬁ )
5 (A-0.42)

1kC
Aﬁa

1+K<CAﬁ>ﬁ

restando (A-0.1) y (A-0.42), tomando en cuenta la descomposicion espacial:

oC

. :Y.(EDBYC’Aﬂ)—gﬁ‘Ygﬂ.(@BY<CAﬂ>ﬁ)

Sfuente difusiva volumetrica
. y (A-0.43)
J £,ak(C,y)

9,
—&'Ve C ,pdA
€ Y (// J 1+k(c,,)

Aps

fuente reactiva volumetrica
aplicando la descomposicion espacial a (A-0.2) hasta (A-0.4):
B
k(C,p)

1+k(c,,)

fuente reactiva sup erficial

B = ,
C.F.l ~1, 29,V (C ) =1, 00,VC = en o, (A-0.44)

fuente difusiva sup erficial

CF.2 C

5 = (1,1), en o, (A-0.45)

A-0.9
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C.L C,; = (r), cuando t =0 (A-0.46)

Los estimados de orden de magnitud de las dos fuentes difusivas son:

B
% Sglygﬂ '(@BY<CM >/3 )dV =0 EDBY<+¢> (A-0.47)
7 5, ]
B
i/ | fzﬁa°@ﬂY<CAﬂ>ﬁdV =0 M (A-0.48)
7 4po lﬁ

y como [, < L, , entonces la fuente difusiva volumétrica es despreciable respecto a la

superficial, por lo que (A-0.43) se puede escribir como:

- B
oC - - gjak(C
— L =v{(9,VC,, )¢,V % [ 13,Cpda |+~ < Aﬂ>ﬂ (A-0.49)
ot 74 1+ K(C,,)
y en términos de estimados de orden de magnitud,
- N p
C 2,C ~ &,ak(C
ol = =0 BzA,b’ —Q[ Dy CAﬁJJrQ L/wz} (A-0.50)
t Ly lpLe 1+ K(C,,)
por lo que si
DL, Lo> 1, (A-0.51a,b)
Ly
entonces:
B
~ k C
viC,, :_[ 4 ] ) , (A-0.52)
€% )1+ K(C,,)

Haciendo ahora el estimado de (A-0.44):

A-0.10
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o|Lc¢,, |=0|2L(c o —2F1L A-0.53
~[zﬂ Aﬁ] N(Lc< v) }+~ 1+K(C,,Y (A0
o bien,

) I Lk (C,)

C,.=02L(c \ 22\ A-0.54

v Lc< ) % 1+k(c,) (AR08

. , = B
Aqui se puede demostrar que si /, < L., entonces C,, < <C y ﬂ> .

Sin embargo, el problema descrito por las ecuaciones (A-0.52), (A-0.44), (A-0.45) y (A-
0.46) no se planea resolver en toda la regidn macroscopica, sino en una region

representativa como lo es una celda unitaria como la ilustrada en la Figura A-0.3.

=0 _90

£
Aﬁkﬁ
(SN

Figura A-0.3: Region representativa

En el problema de las desviaciones las concentraciones promedio son funciones de x y

v, (en este caso x localiza el centroide de la celda unitaria), por lo que es conveniente

(para poder manejarlas como constantes) expanderlas en series de Taylor alrededor del

centroide de la celda.

1 s
+ Vel v (C,) |+ (A0.55)

¥yp

= <CAﬂ >ﬂ ‘x +Y,°V <CAﬁ >ﬂ

A-0.11
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vic,)| =v(c,)| +y,vv(c,)| +.. (A-0.56)
x+yp x 7 x
Sin embargo, si 1, < L., 1; < L. L.y r, <L, entonces:
(e, =(c,) (A-0.57)
x+tyg x
v(c,) . -v{c,) (A-0.58)

En la celda se debe cumplir la condicion de periodicidad, por lo que el problema de las

desviaciones puede escribirse como:

B
2 & a k <CAﬂ> ‘r
ViC,=-|— "ﬁ ,enla fase (A-0.59)
&% )1+ K(C,,)
B
~ P
C.F.1 B QN C oy = =1 QY (Cop) | ————>en 4, (A-0.60)
z 1+K<CA/3> )
C.F.2 Cuy(r)=Cy,(r+1),i=123 (A-0.61)
Se propone a continuacion una solucion de la forma:
B
C
~ ﬂ ﬂ
Cp=byoV(Cyy) +sﬂ<A—>ﬁ+y/ﬂ. (A-0.62)
1+K<CA/,>
Sustituyendo (A-0.62) en (A-0.59) a (A-0.61), se obtienen
2 2 a,k 2
\Y @ﬁ =0, Vis, =— , Viy,=0,en la fase S (A-0.63 a,b,c)
&30y
N *Vby=—ng ., ny Vs, =-k/9,, ng*Vy,=0,en 4, (A-0.64 a,b,c)
by (r)=by (r+1)s 55 (£) =5, (L), v, (r)=w, (2 +1L) (A-0.65 a,b.c)
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Puede demostrarse que del problema para y/, se obtiene que ;= cte., por lo que no

pasarad el filtro de (A-0.41). Tomando esto en cuenta y sustituyendo (A-0.62) en (A-0.41):

p
&y _a<C;tﬂ_> = Y{gﬂ@B [g +VL I 'gﬂoéﬂdAJ'Y<CAﬁ >ﬂ]

h , , (A-0.66)
1775 k() 1+k(C,,)
los estimados de orden de magnitud de los ultimos dos términos son:
EXS (.Y ul ak(C,,) o % (C) > k(c,,)
7 Tek(e,) ] k(e T (4K (e,)' )] | (1ek(C,))
(A-0.67)
De (A-0.64 b)
s, =0(1,k/2,) (A-0.68)
por lo que,
v 2 [ () Al ak(Cyp)’ 0 KCy) 0 KCy)
7 k(o) | k(ey,)” T L(iek(c,)) | (1 k(C,))
(A-0.69)
como /[, < L, entonces, (A-0.66) se escribe finalmente como:
o(c,,) s ak(Cy)
—=Y-( D, v(C )—— A-0.70
Y Eplze < Aﬂ> 1+K<CAﬁ>ﬂ ( )

donde:

A-0.13
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1
D, =9, (£+V— | gﬁgzgﬂdA] (A-0.71)

B A,

Para facilitar la nomenclatura, se proponen los siguientes cambios:

(c,) =cC,, (A-0.72)

B
p,v(c,) =D,VC,, (A-0.73)
Ey=¢ (A-0.74)

por lo que (A-0.70) se puede escribir como:

oC,,
ga—: = Y.(gDefYCA{u ) - avRA{u (A-O75)
donde
R, =—Cuw (A-0.76)
1+KC,,

A-0.14
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Apéndice A-1:

Balances Macroscopicos

Cin(t)

Enzima
inmovilizada

.
.

Figura A-1.1: Esquema del sistema a analizar

A-1.1.- Planteamiento del problema

El balance de materia del componente clave en el s6lido (a)) es:

oc,,
ga—; =V+eD,VC,,)-a,R,, (A-1.1)

Donde D, es la difusividad efectiva de la particula. Mientras que en el fluido (A) es:

ZaiyoN, =0 (A-12)

Donde:
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a, =22 (A-1.3)

Es decir, a, es la razon entre el area interfacial y el volumen de la particula; ¢ es la

fraccion de huecos en la particula.
En la particula se puede suponer que los cambios importantes ocurren sélo en la direccion

radial, por lo que

1 0 0
Vi=—|1r— A-1.4
r 8r(r 6}*) ( )

Sustituyendo (A-1.4) en (A-1.1) y suponiendo constante en la direccion radial a la

difusividad efectiva:

D
§ L _ 7 9 rz%j—avRAw (A-1.5)
ot r- or or
A-1.2.- Promediado
Por otro lado, si se define:
i1
(Co) =7 J,, o, Cond? (A-1.6)

Integrando (A-1.2) y empleando el teorema de la divergencia:

ij aC—“dmij n-N,dA=0 (A-1.7)
v, or v, duw” =

Aplicando ahora el teorema general del transporte y la definicion del flux:

A-1.2
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dlc,V 1
<d1;l> +Z-[al(f)lgCA(YAﬂ_Wﬂ)dA:0 (A-l.g)

donde w, es la velocidad con que se desplaza la superficie de V), (t) Por otro lado,

tomando en cuenta la Tabla A-1.1, se tiene que,

1 1 |
ZLZ(,) n,-C, (L}Al —W; )dA = ZL“ n,-Cv,,d4 +7/1J.%(t) n,-C, (YA& W )dA (A-1.9)

Tabla A-1.1: Contribuciones a los vectores de velocidad y desplazamiento de la

superficie V, (¢).

a, (1) a, (1) a Ay a,s (1)

(interfase solido-fluido) | (entradasy salidas) | (paredes) | (agitador)

Wi Wiw 0 0 Y,

Vi Vaa Vaa 0 Y,

El primer sumando puede descomponerse en dos términos:

1 1 {
7-[1&) Klﬁ ‘ CAZL}A/IdA - _Z.Lie ’;lﬂe ’ CAAL}A;LdA +ZJ-

A

. n,Cuv,,dA
) ‘ (A-1.10)
= (€ ~(Cavn))

A

Aqui se supuso que el area de entrada es la misma que la de salida. Debemos notar que si

despreciamos los términos de dispersion total, se tiene que:

<CAlvAAx>/1 ~ <CAA >ﬂ <VA/1x >ﬂ (A-1.11)

Suponiendo que las velocidades de entrada y salida son iguales, se obtiene:

A-1.3
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1
ZLM % 'CAAYAﬂdA:IQ/_j«CAzx _<CAA>S) (A-1.12)

Donde Q) es el flujo volumétrico definido como el producto del area por la velocidad. Para

el otro sumando de (A-1.9) se debe tomar en cuenta la condicién de frontera interfacial:
En a}‘m(t) : Z:lﬂ,a) : CA), (YAA - Wla) ) = ’:l},a) : CAa) (YA(U - W/Ia) ) (A-l . 1 3)
O bien:

M Cu (YAA - Wﬂm) = _kf (Cj,u _<CAA>A) = _‘9Def’1,1m VC,, = gDef 6—: (A-1.14)

Por lo que:
1 A wkﬂ,a) . .
ZLMO)’% Cy (YAA - WA)dA =_ AV/IA (Cjwi —<C/M> ) (A-1.15)
Sustituyendo (A-1.12) y (A-1.15) en (A-1.9):
1 A k2
VAL o Ci (v =W, ) dd = —%(Cm( ) (CMY)—“”T;(CQ ~(C.)')(A-116)

Aqui se sustituy6 la concentracion a la entrada por C,

- (t) para diferenciarla claramente de
la de salida, la cual se supone es igual a la que est4 dentro del tanque; ademés debe notarse
que:

V,=¢g,V (A-1.17)

donde &, es la fraccion del volumen del tanque (V) ocupado por el liquido. Tomando esto

en cuenta y sustituyendo (A-1.16) en (A-1.8)

Aw
Aﬂ,w k A

SAM:L(CMU)—<CM>1)+ . (cin—(c.)) (A-1.18)

donde 7, es el tiempo de residencia en el tanque.

A-1.4
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Las condiciones de frontera ¢ inicial son,

Enr=r,: <CM>1=8C

Aw

oC,,

ki (Cin=(Cp)') =D ~

o

Cuando 1=0: <CM>/1 =C,0

C

Aw

= CAa)O

(A-1.19)

(A-1.20)

(A-1.21)

(A-1.22)

A-1.5
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Apéndice A-2
Adimensionalizacion

A-2.1.- Problema dimensional

Recordando las ecuaciones promediadas del Apéndice A-1:

D,
géci:g—;fi 2 -a,R,, (A-2.1)
ot re or or
d(c,) 1 N ALK ;
&T—Z(Cm (1)—(C.) )+T(CAM_<CA/1> ) (A-2.2)
Las condiciones de frontera e inicial son,
Enr=r :(C,) =¢C, (A-2.3)
10 10 aC 10}
ke (Cl~(Co)' ) =Dy 2 (A-2.4)
Cuandor=0: (C,,)" =C,, (A-2.5)
CAw = CAa)O (A-26)
A-2.2.- Problema adimensional
Definiendo las siguientes variables adimensionales:
(c,.) C D,
U, = =, U, =%, 1=—~,&5=— (A-2.7)
eC,, C,. r

* .y . . ’ . . .
donde C,, es una concentracion arbitraria caracteristica de referencia. Sustituyendo las

definiciones de (A-2.7) en (A-2.1):

A-2.1



Apéndice A-2: Adimensionalizacion Francisco José Valdés Parada

C' D, oU D C. ou
& Aa; ef p :8 ;f 2'4” i[éﬁz pJ_av o> (A-28)
7 or r& 08 0g
O bien,
oU ou
P:in E—L|-®°R (A-2.9)
or  Er & o¢
donde:
R
2_ Awr*p (A-2.10)
gDefCAw
R R_fw (A-2.11)
RAa)

AquiR es la expresion adimensional de la velocidad de reaccion, la cual se define, para una

cinética no-lineal como:

RAa)Lzzl =S aR
Rk, ",

(U, -U,..) (A-2.12)

Aw i=1 &

pi

Donde nc es el nimero de componentes clave, suponiendo uno solo:

R,|.
Rl ar S 2R, (A-2.13)
R, 0U,|. v, |,
Sustituyendo (A-2.13) en (A-2.9):
oUu oU Rl
L =i2i(§2 —"j—qf %_a_ze ,,L:l _p? R U, (A-2.14)
or & O o R, 09U, u,|..,
Definiendo:
A, _a R (A-2.15)
o, |,

A-2.2
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R w
A, =0 &—6—]3 U,| (A-2.16)
R, 0U, &=l
&=l

Al sustituir (A-2.15) y (A-2.16) en (A-2.14):

ou ou

p :in E L I_AU, —A, (A-2.17)

or &£ 08 o0& i

Aplicando (A-2.7) a (A-2.2):
£,6C,,D, dU, &C; A, k°eC,,

T T:(U(U,-n(r)—Uf)+ n (UPL:I—Uf) (A-2.18)

Aqui se utilizo la condicion de (A-2.3). Definiendo:

r? A, kror?
W,=—L— y, ="t L (A-2.19)
z'RDefg/1 VDefgi

Sustituyendo (A-2.19) en (A-2.18):

du,

L=y, (Ua(5)-U,)+w, (U], -0 (A-2.20)

Resumiendo, el modelo estd descrito por las ecuaciones (A-2.17) y (A-2.20), con

condiciones de frontera e iniciales:

oU
Bng-l -2 -5i(U,|_-U,) (A-2.21)
En 0<&<1 U, esta definida (A-2.22)
Cuando 7=0 U, =U, (A-2.23)
u,=U, (A-2.24)

A-23
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Aw
_ k;r,

D,

donde: Bi

(A-2.25)

Mas adelante se describira como cambian las condiciones de frontera cuando se considera

un frente de agotamiento.

A-2.3.- Cinética de Michaelis-Menten

Del Apéndice A-0, la Ecuacion (A-0.76) representa la cinética deseada. Para propdsitos de

éste trabajo, se considerard como componente clave el sustrato, por lo que al escribir dicha

ecuacion en términos de U , S€ obtiene:

kC,, U,

R, =——F——
1+KC, U

Ao~ p

La cual en las condiciones con las que se adimensionaliz6 es:

*

. kC,,
1+ KC,

Dividiendo (A-2.26) entre (A-2.27) y recordando la definicion de (A-2.11):

U,(1+KC,,)
- 1+KC,U

Ao~ p

Definiendo:

*

% C
kl :KCAw = Kfm

m

k,=1+k

Sustituyendo (A-2.29) vy (A-2.30) en (A-2.28):

(A-2.26)

(A-2.27)

(A-2.28)

(A-2.29)

(A-2.30)

A-2.4



Apéndice A-2: Adimensionalizacion Francisco José Valdés Parada

k,U
=—7r (A-2.31)
1+kU,

Sustituyendo (A-2.31) en (A-2.9):

or & oE

oU oU kU
r 13(52 p}—qf 2 p (A-2.32)

) o¢ 1+ kU,

Esta ecuacion describe al problema exacto y es la que se resolvera numéricamente para
compararla con la solucion analitica aproximada. A continuacion se obtendran las
expresiones para A; y A;.

La derivada de (A-2.31) respecto a U, evaluada en la superficie es:

dR | = ky (A-2.33)

du | 2

P lea (l—i-k] UpLg:l)

Sustituyendo (A-2.33) en (A-2.15) y (A-2.16):
2
A=k (A-2.34)
(1+k1 UpL:l)
2

A, = kA, (Up\le) (A-2.35)

A-2.5
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Apéndice A-3:

Solucion del sistema en estado estacionario

A-3.1.- Planteamiento del problema

En este caso las ecuaciones a resolver son:

Para la particula:

dU
in E—L =AU, +A, (A-3.1)
¢ dg\ "~ dg !
Para el fluido:
v (U (5)=U, )4y, (U], -0, ) =0 (A-3.2)
Con condiciones de frontera:
B au,
Bn g1 ot Bz(Up B —Uf) (A-3.3)
En 0<&<1 U, estadefinida (A-3.4)
A-3.2.- Solucion sin frente de agotamiento
Proponiendo:
U,= v (A-3.5)
¢
A-3.1
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Sustituyendo (A-3.5) en (A-3.1):
2
% -AU=A(¢
cuya solucion es:

U= ClSenh\/A_1§+ C2C05h\/A—1§_%f
1

Sustituyendo (A-3.5):

p

Senh\| A Cosh\|A
U =C en \/—1§+C2 oS \/_15_&
¢ S A,

Debido a la condicion de (A-3.4), C, debe ser cero, por lo que:

P

c Senh\/A—lf A,
L A,

Cuya derivada es:

au, ZC{\/AT%\/A—]?_?S%}’\/A—ISEJ

Que en la interfase son:

UPL:I = C,Senh\[A, —%
1

du,
dg

=C, (\//\TCosh\/Ail - Senh\/AT)

£=1

De la condicion de (A-3.3):

Cy(~A Coshy[A, +Senh [A, ) = Bi [ClSenh\/A_l - % - Uf)

1

O bien:

(A-3.6)

(A-3.7)

(A-3.8)

(A-3.9)

(A-3.10)

(A-3.11)

(A-3.12)

A-3.2
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Bi(/\z+Uf]
A, :

C =
1 (Bi—l)Senh\/AT+\/A71Cosh\/A71

A partir de (A-3.2):

l//inUin (T) + !//p Up ‘521
l//in + li”p

U, =

Sustituyendo (A-3.11) en (A-3.14):

— A
l//inUin (T)+V/pclsenh Al _Aizylp
1

l//in + l//p

U,=

Sustituyendo (A-3.15) en (A-3.13):

Bil//in (U[n (T) + //t?j

C =
1 l,//l.nBiSenh\/A_1 +(l//l.n +ty, )(\/A—lCosh\/A_1 —Senh\/A_l)

Sustituyendo (A-3.16) en (A-3.15):

v, U, Bz+(\/7C0th\/7 )(V/w o —[/tzt//pj
U — 1
! t//mBi+(t//m +t//p)<\/A71C0th\/AT—l)

O bien:
v, (Ao, - )( +U
U, =U.
r=Uale)- v, Bit (v, +v, ) (VA Coth A, ~1)
Definiendo:

(A-3.13)

(A-3.14)

(A-3.15)

(A-3.16)

(A-3.17)

A-33
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U, (T)+ﬁ

A= (A-3.18)

v, Bl-l-(l//m-i-l//p)(\/—coth\/— )

Por lo que, (A-3.17) se puede escribir como:

U, =U,(c)-y,(JA Coth A ~1) 4 (A-3.19)

Sustituyendo (A-3.16) en (A-3.9):

Biy, A Senh\/A_lgK A,
= & - (A-3.20)
Senh\/x] & A,
Por ultimo, si se define una concentracion promedio para la particula de la forma:
U,&dé
(v,)= I _3j01Up§2d§ (A-3.21)
[ &ac

Sustituyendo (A-3.20) en (A-3.21)

(U,)= 33"/”" (\/_ Coth\[A, - ) (A-3.22)

A-3.3.- Solucion con frente de agotamiento.

Para tomar en cuenta éste fendmeno, es necesario cambiar la condicion de (A-3.4) por:

dU
L _( (A-3.23)

En fzfc, dé =

Donde &, es el radio critico. Debemos notar que la solucion general de (A-3.1) sigue

siendo valida, cuya derivada respecto a & es:
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%:C \/A_lCosh(\/A_lf)_Senh(\/A_lf) Le \/A_lSenh(\/A_lf)_Cosh(\/A_lf)

dg ¢ & g &

(A-3.24)

Aplicando la condicion de (A-3.23):

A, = Tanh(JA
‘¢ EAJA, —Tanh({[A£,) 35
1= A& Tanh (A&, )
De (A-3.8), se tienen:
Up\(::l = C,Senh\[A, + C,Coshy[A, —% (A-3.26)
1
ddl;” = C,(\JA CoshyA, = SenhJA, )+ C, (\JA, Senhy[A,  Cosh\[A, ) (A-3.27)
&=l

Sustituyendo (A-3.26) y (A-3.27) en la condicion de (A-3.3):

Cl(\/ECosh\/A—l+Senh\/A—l(Bi—l))+C2(\/A—lSenh\/A—1+Cosh\/A—l(Bi—1)):Bi(%+Uf]

1

(A-3.28)
La Ecuacién (A-3.14) sigue siendo valida, por lo que:
v, U, (7)+v, (ClSenh\/A71 +C,Coshy[A, - //tzj
U, = ! (A-3.29)
' ViutV¥,
Sustituyendo (A-3.29) en (A-3.28) y tomando en cuenta (A-3.18):
Biy. A
C, =——"2—-BC (A-3.30)
1 Senh\/A—l H

donde:
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[(\/A_lTanh\/A_l - 1)(1//1.,1 +ty, ) + Biy,, J Coz‘h\/A—1

B = (A-3.31)
l//[nBi + (l//[n + Wp )(\/A—ICOZh\/A—l - 1)
Con el fin de simplificar a (A-3.25) se define:
JAE ~Tanh(JAE)
B, = (A-3.32)
1 Y Al écTanh(\/A—lgc )
por lo que:
C, =B,C, (A-3.33)
Igualando (A-3.30) y (A-3.33):
Biy, A
= Vi (A-3.34)
(1+ BB, ) Senh\[A,

Sustituyendo (A-3.33) y (A-3.34) en (A-3.8) y (A-3.29):

o Biy, A Senh\[A,& . B CoshyA& | A, (A-3.35)
P (1+Ble)Senh\/A—1 4 ’ S Ay |

Biy,, B,Coth\[A
U, =U, ()~ Ay, (\/A—lth\/A—, e 7 QCOINTJ (A-3.36)

l//in + l//p

Ahora se redefinira el promedio:

JLu,eac
[ £ac

v)

_3 L‘ U,Edé (A-3.37)

Sustituyendo (A-3.8) en (A-3.37):
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(U,)=3C |:T(Cosh\/— £.Coshy/A, 5) (Senh\/_ Senh\JA . )}
+3C {T(Senh\/— £ Senh. A, 5) (COSh\/— Cosh|A &, )} (A-3.38)
(

O bien:

\/_(Cosh\/_ §.CoshyA &)~ (Senh\/_ Senhy[A,£,)
= 1+Ble)Senh A, \/—(S€”h\/7 fSenhFé) (Cosh A, Cosh\/if)

A, g3
—r](l &)

Para encontrar el valor del radio critico, hace falta una condicion adicional, la cual es:

Ené=¢ U, =0 (A-3.39)

Por lo que se deben obtener las raices de la siguiente ecuacion:

Biy,, Senh A&, CoshfA &) A,
(1+B,B, ) Senhy/A, 3 TL A,

De las ecuaciones anteriores, es claro que cuando &, =0, B, =0, por lo que se recupera la

=0  (A-3.40)

solucion radio critico.
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Apéndice A-4:

Solucion del sistema en estado cuasiestacionario

A-4.1.- Planteamiento del problema

En este caso las ecuaciones (A-2.17) y (A-2.20) son:

dU
in L= AU, +A, (A-4.1)

& dé dé

au,
o
L=y, (U, ()=, )+, (vl -u)) (A-4.2)
Con condiciones de frontera e inicial:
au, )

Bngsl e 8i(U,|,-U,) (A-4.3)
En 0<&<1 U, esta definida (A-4.4)
Cuando 7=0, U, =U, (A-4.5)

A-4.2.- Solucion sin frente de agotamiento

Siguiendo el procedimiento del apéndice anterior, se tiene que la solucion de (A-4.1) es:
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Senh. /A
U = SenhA& A, (A-4.6)
$ A,
donde:
Bi(ljtz+Uf]
L (A-4.7)

C =
l (Bi—l)Senh\/A_lJr\/A_lC'osh\/A_l

Sustituyendo (A-4.7) en (A-4.6):

— Bi Senh A& | BiU, SenhyJA &
A | (Bi+ A Coth A, 1) ESenhy[A, (Bi+JA Coth A, ~1) &Senh A,
(A-4.8)
Por lo que:
)| BiU, JA, Coth[A, 1 (A4 )
Pl T giy A, Coth\/_ 1 Bl+\/— Cothy[A, —1

aplicando Transformada de Laplace a (A-4.2):
sU,~U,o =, (0,(5)-0,)+w, (0], -0, (A-4.10)

Definiendo:

JA, Cothy[A, -1
- (A-4.11)
Bi++[A, Coth\JA, -1

Sustituyendo (A-4.11) en (A-4.9) y aplicandole transformada de Laplace:

(A-4.12)

Up“f‘lz[Bl+\/_C0th\/— }7 [Aalji

Sustituyendo (A-4.12) en (A-4.10):
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g U + ..U, (S) _(‘//pAzal

1
‘ A-4.13
’ (S-H//m 'H//pal) (S+lf//in 'HVpal Al jS( ( )

S+¥i, 'H//pal)

Aplicando transformada inversa:

—(Wmtv,a )t —(vmtv,a )t (7 (va+v,a A,a —(Witv,a )t
Uf :Ufoe (vintw o) +y, e (vintw o) _[0 e('/’m Yp l)ﬂUin (,B)dﬂ+ Vot (e (v tw ) _1)
A (l//in 'H//pal)

o bien,

—(w,, v, a )t z o W@ Aa Aa
Uf —e ('/m Yp I) Ufo+l//inJ.0 e('//m Yp I)ﬂUin (ﬂ)dﬂ-{- l//p 241 J Wp it

A(vi+v,a) ) A(v,+v,a)
(A-4.14)
Definiendo:
Bi
_ A-4.15
= SentIm, (Bi+ A ot 1) (A419
g =— N (A-4.16)

A (‘//m ‘H//pal)

Sustituyendo (A-4.14), (A-4.15) y (A-4.16) en (A-4.8):

S h A —(w. +i a, |t T o+ a,
U = DRI Te ené\/—lé ('/’m% te (rurvpe) (UfO TV, _[0 e(W"’ " l)ﬂUm (ﬂ)dﬂ"‘ V,a4a; ))_%

p
1

(A-4.17)

Sustituyendo (A-4.16) en (A-4.14):

—\Vint¥pa )T 3 V@ ) B
U,=e (v +vpa) (Ufo+1//inJ.0 vt Um(ﬂ)dﬂ+l//pa1a3)—l//pala3 (A-4.18)

Sustituyendo (A-4.17) en (A-3.21) se obtiene la concentracion promedio en la particula:
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(U,)=3a, %\//\—1(\/1\—1 Coth [A, 1)
1

— +y,a )t T W A
0 (0 1 [ (s |

1

(A-4.19)
A-4.3.- Solucion con frente de agotamiento
En este caso, se usa la condicion de (A-4.20) en lugar de (A-4.4),
En £=¢ 40, 0 (A-4.20)
n = = -4,
c df
La solucion general de (A-4.1) sigue siendo valida, por lo que,
Senh| A& Cosh(\A &
U,=C (6;/—1 )+C2 (5\/—1 )—% (A-4.21)
1

cuya derivada respecto a & es:

dU JA Cosh({[A &) Senh(|[A£) JA Senh(JA ) Cosh(|[A£)
az © I e &

(A-4.22)
Aplicando la condicion de (A-4.20):

C—c \/Ailfc—Tanh(\/ATéC)
C =N ETanh((AE,)

(A-4.23)

Para simplificar, se define:
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. JAE —Tanh((JA &)
1A ETanh(JAE)

(A-4.24)

Por lo que (A-4.23) se reduce a:
C, =B,C, (A-4.25)
La condicion de (A-4.3) sigue siendo valida, por lo que, sustituyendo (A-4.21) y (A-4.22)

evaluadas en & =1 y sustituyéndolas en dicha condicion se obtiene:

(K +5 (Bi_l))cosh(m)+(32@+Bl-_l)senh(m}:B{%wfj

1

(A-4.26)
Para simplificar se define:
A, + B, (Bi—1))Cosh(A, | +|B,\JA, + Bi—1|Senh(A
I L e R s R
Bi
Entonces:
1 (A
C,=—|—=2+U A-4.28
1 Bl( ™= _,»] (A-4.28)
Sustituyendo (A-4.28) y (A-4.25) en (A-4.21):
Senh( /A, & Cosh( A&
_ LA U, WA, )+32 (VA<) _A (A-4.29)
" B A ' g ¢ A

Pasando ésta ultima ecuacién al dominio de Laplace y evaluandola en & =1 se obtiene:

_ |:S€nh(\/A—1)+B2COSh(\/A—1):| (ﬁlﬂj

Ple B, As

,]_ﬁl (A-4.30)
A, s

1

Definiendo:
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[Senh(\/A_l) + BzCosh(\/A_l)}
B, = 3 (A-4.31)

se obtiene entonces:

U

Al —
oy = (B =)+ BT, (A-4.32)

1

La Ecuacién (A-4.2) en el dominio de Laplace sigue siendo valida,
sU,~U,y =y, (U, (s)-U,)+vy, (U,[,L=1 —Uf) (A-4.10)

Sustituyendo (A-4.32) en (A-4.10):

A
— v (B, —1)—*%
(7f UfO + Wi"Ui" (S) ! ( ’ ) Al

= +
" os+w,+v,(1-By) s+, +vw,(1-B,) s(s+l//in+l//p(1—B3))

(A-4.33)

Aplicando transformada inversa:

c B, -1
Uf _ BT Ufo n l//mefBu J’O eB4ﬁUin (ﬂ)dﬂ + v, u&(l _ e—Bg)

B, A
o bien,
_ By U B (Bs _1) A (Bs _1) A
Uf—e (Uj'0+y/in.[oe Uln(ﬂ)dﬂ—WpB—4rj + pB—4A—j (A-4.34)
donde:

B, =y, +y,(1-B;) (A-4.35)

Por ultimo, se calculara la concentracion promedio en la particula con la expresion (A-

3.37), obteniéndose:
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(U,)= 3%(% +U, j{%(Cosh\/A_l ~ & Coshy[A, £, ) —Ai(senh\/A_1 - Senh [A, &, )
+ B, {ﬁ(&nh\//\il - /f(,Senh\/Angc ) - ALI(Cosh\/AT - Cosh\/ATé, ):l} - i—j(l =& )

(A-4.36)
A-4.4.- Demostracion de equivalencia de las soluciones

Por tltimo se demostrara que al fijar &, =0 las dos soluciones son idénticas. Se comenzara

por las constantes B, a B, :

En & =0: B, =0 (A-4.37)
B - \/A—ICOSh(\/A—l) +Z§{3i—1)Senh(\/A_l) _ 1 (A438)
i a,

~ Senh(\/A_l) Bi

B, = = (A-4.39)
3 B, JA Coth(|JA,)+ Bi-1
B, =y, +y,(1-B,) (A-4.40)
De (A-4.39) se tiene que:
A, Coth| /A, )1
1-B, = \/_1 (\/_1) =aq, (A-4.41)
JA Coth(\JA, )+ Bi—1
por lo que,
B, =y, +v,q (A-4.42)
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Uf _ e—(%nw/,,al)r Uf-o N y/inJ'Te(l//m-pral)ﬂUin (’B) dﬂ +y, #&
T Wit vsa) ) (x4
Ly 4 A
! (l//in +Wpal) Al

Usando (A-4.16):
U = ~(Vatv,a) U 4 (u/i,,w,,al)/i'U d A-4.44
r=e 10 +y/injoe in (ﬂ) IB+Wpala3 —V,a,4, (A-4.44)

la cual es idéntica a (A-4.18). De esta forma el promedio en la particula es:

T e S
1 1 1

1

la cual es equivalente a (A-4.19) ya que

A —(v,, +w,a )t T 0tV a
22U, =y e (vesa) (Uf0 vy, [y, (ﬂ)dﬁ+y/pa,a3) (A-4.46)

1

Por ultimo, (A-4.29) es:

Senh(\[A,
U —a (&ﬂ@ﬁ Aaas)
Al g Al

la cual es equivalente a (A-4.17).
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Apéndice A-5

Solucion en estado transitorio

A-5.1.- Planteamiento del problema

Las ecuaciones que describen esta situacion son:

ou, 1 8[52 ou,

-2 —j—AlU —A,
or  FoE\” of ?

du,
dT/ =V (Uin (T) _Uf ) + WP (U‘D‘f:l - Uf)

con condiciones de frontera e iniciales:

ou,
Bngsl - -5i(v,|,-U,)

En 0<&<1 U, estadefinida
Cuando 7=0 U, =U,
U =U

p Po

Aplicando transformada de Laplace a (A-5.1) y (A-5.2):

1df(,d0,) = A,
?d—é[f d—éJ (AI-I-S)UP— . Up0

sU, U, =, (0, (5)=0,)+w, (0], -0,

=1

la solucion de (A-5.7) es:

(A-5.1)

(A-5.2)

(A-5.3)

(A-5.4)

(A-5.5)

(A-5.6)

(A-5.7)

(A-5.8)

A-5.1



Apéndice A-5: Solucion en estado transitorio

Francisco José Valdés Parada

p 1 5 2 5 P
donde

a’=A +s

A-5.2.- Solucion sin frente de agotamiento

7 -C Senh(a§)+c COSh(Olg)_(ﬂ_Upoj

1
a2

(A-5.9)

(A-5.10)

Aplicando la condicion de (A-5.4) (la cual es también valida en el dominio de Laplace) a

(A-5.9) se obtiene que

por lo que (A-5.9) se reduce a:

Cuya derivada respecto a & es:

dUp _c [aCosh(a§) Senh(af)j

dé ¢ &

y evaluada en las condiciones de la superficie es
du,
dg

= Ci(aCosh(a)=Senh(a)

Rearreglando (A-5.8) se tiene que

donde

(A-5.11)

(A-5.12)

(A-5.13)

(A-5.14)

(A-5.15)
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B=s+y,+y, (A-5.16)

Aplicando la condicion de (A-5.3) en el dominio de Laplace, se obtiene,

_ .aszo_Upo(S""//m) l//inﬁin(s) BiA, (s+y.) )
CI—B{ ORI O W T (A-5.17)
donde
M (s) = BCosh(a) + ) (¢4, ) (Bi-1) -y (A-5.18)

Sustituyendo (A-5.17) en (A-5.12):

= _Up A, . By, Senh(ag) G, (s)+ Bi a’U,; —U, (s+v, ) | Senh(aé)
roa sl M(s) o " M(s)a’® a&
A ¥ ¥
.\ BiA, (s+v,,) Senh(aé)
a’sM (s) a&

I
(A-5.19)
donde 7, se refiere al término a invertir, lo cual se hara en breve.

Aplicando & =1 en (A-5.19) y sustituyendo en (A-5.15):

= —

U _ UfO + li”inUin (S) + l//pUpO _ l//pA2 B l//p (aZUfO _UpO (S +l//in )J Senh(a)

LB B a’Bf sa’p B M(s)a’® a
B3 I Ty % Ty
¥ Biy, Senh(a)Um (s)+ﬁ BlA22 (s+w,, ) Senh(a)
B M(s) «a B a’sM(s) a
I T

(A-5.20)
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A-5.3.- Transformadas Inversas.

Primer Término:

v A
Z T} = l{s +p10\1}:Upoe " (A-5.21)
Segundo Término:
A A
p V= 7] 2 — 12 (1M A-5.22
f{z} f{s(s+Al)} Al( € ) ( )

Tercer Término:

) =1" { Z"‘E’:) Se”’;if‘@g )g, (s)} e { fj‘z’s) Senh*E f;g g 7, (s )} (A-5.23)

Primeramente se usara el teorema de la convolucion, para obtener:

1 o _ 1 Senh[W/erAlf]
Z“{I;}Bzwmjof{M(S) Ny, U, (BB (A-5.24)

Ahora bien, se debe invertir un producto por lo que se usara:

P(s)| _<P(s.)
Z! = et (A-5.25)
{Q } 25(.)
donde s, son las raices de Q(s). Para este caso se seleccionan:

Senh \/s+A1§]
JSH+AE

Senh( s+A )

Q(S)ZM(S)Z(S+W["+l//p)C0Sh(1/S+A1)+ Ny (S+l//m)(Bi—1)—1//p)(A-5.27)

P(s)= (A-5.26)
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Cuya derivada respecto a s es:

dQ(s):Cosh(m)(2(s+Al) (s+y,, ) (Bi—-1)-y )

ds 2(s+A)
(A-5.28)
Senh(\/S+A1)(Bj—1)[s+2A 1//m]+wp (s+z//m+1//p)(s+Al)
+
JSHA, 2(s+A,))

Como se menciond, es necesario obtener las raices de Q(s); sin embargo, al graficar la
funcién de (A-5.27) se puede ver, como lo ilustra la Figura A-5.1, que M (S) solo tiende

a valores cercanos a cero pero no lo alcanza. En otras palabras, M (s) solo tiene raices

imaginarias, por ello se propone el siguiente cambio de variable:

Js+A, =iu (A-5.29)

y por ello
s=—1 A, (A-5.30)

Sustituyendo (A-5.29) y (A-5.30) en (A-5.27) y (A-5.28),

O(s,) = A Cos(u, )+ B, 214 (A-5.31)
H,
247 - B 2 (Bi- .
dQ(S”):Cos(,un)( M, : n)+Sen(ﬂn)2/“n (Bl l)tBn+Anﬂ" (A-5.32)
ds z,un ,un 2lun

Como se puede notar en la Figura A-5.2, este cambio de variable provoca un nimero

infinito de raices de O(s, ).

En (A-5.31) y (A-5.32) se usaron las definiciones:

A, =y, +y, i = A (A-5.33)

B, = (v, —u —A)(Bi-1)-yp, (A-5.34)
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500 p
4 7/
] - - Bi=10 ,
. P
100 4 --- Bi=5 PRl
E L7
Bi=3 i y
] ---- Bi= 7. ,
10 4 = < .- .’
M(s) 103 Bi=0.1 _- . P
] P . 4
] _-" P
—’ . 4
— - . L7
1 =" - e
------ -
-
e
0.01 ————rrry ————rrr ——
0.01 0.1 1 10
S

Figura A-5.1: M (s) contra s para y,, =y, =0.1y A, =0.5.

60 -
40

20

Olsp) 0: VA@/\/\/A\TA\/ Lﬂt ol [ 1] 1 ko [ '] ] o
V

-20 4

-40 4

-60 -

Figura A-5.2: Q(sn) como funcion de y, para y,, =y, =10, A, =0.1 y Bi=0.1.
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Aplicando estas definiciones a (A-5.31) e igualandola a cero, se tiene que

S
Cbs(yn)z-mél-fﬂifﬁ) (A-5.35)
AH lLl"l
Sustituyendo (A-5.35) en (A-5.32):
d S
Ols,) _Senlst)| gy _Bo, B [y, 8] A (A-5.36)
dS ﬂn A}’l 2#}1 Aﬂ 2
O bien, si se define:
Dn:Bi—l—ﬂJrB;”2 1+ﬂ +i (A-5.37)
A 2u A, 2
se reduce (A-5.36) a:
d DS
Q(Sn) — n en(/'ln) (A—538)
ds H,
Sustituyendo (A-5.29) en (A-5.26)
S
p(s,) =S4 (A-5.39)
S
Sustituyendo (A-5.38) y (A-5.39) en (A-5.25):
P = S (24 )
zﬁ%g%:Z—ﬁiﬂﬂwwAJ (A-5.40)
Q(S) n=1 Dné:‘gen(lun)

Introduciendo (A-5.40) en (A-5.24):

Hy+A )T

* Sen ei(
fl{];}zBiWinzS (ﬂnf)

T <y3+A1)ﬂ ]
= D,&Sen(u,) Jie U, (BYp (A-5.41)

0
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Cuarto Término:

(A-5.42)

A +5)U,=U,, (s+l//m)J Senh(\/Al +SSZ)
(A +s5)M (s) VA +5¢

al igual que en el caso anterior es necesario aplicar el método de residuos, se selecciona:

Senh(JA, +s¢)

Ly =2 Bi((

P(s)=Bi[ (A, +$)U,,~U,, (s +w,,) ] [Vno)z (A-5.43)
0(s)= (A, +5)M(s) (A-5.44
de la ecuacion anterior se puede ver que existen dos polos:
1) s=-A, (A-5.45)
2) M(s)=0 (A-5.46)
Derivando (A-5.44) respecto a s :
O(s)= (A, +5)M (5)+ M (s) (A-5.47)
Evaluando la ecuacion anterior en el polo de (A-5.45):
O(s)=(w,, —A,)Bi (A-5.48)
Aplicando el polo de (A-5.45) a (A-5.43):
P(s)=BiU, (A, —v,,) (A-5.49)
por lo que para el primer polo,
z' {ggz;} = U e (A-5.50)
para el segundo polo, la ecuacion (A-5.47) se reduce a:
O(s)=-4; —D"Si’j(“ . (A-5.51)
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Donde x4, se defini6 en (A-5.29) y D, en (A-5.37). Por otro lado, la ecuacion (A-5.43)

se modifica a,

S
P(s)=Bi[ ~U 1, +U o (A + 12 -y, )]%‘f) (A-5.52)
por lo que,
. 2 2
7 {P(sb)} _ i Bi [ﬂnU.f»o :Upo (A1 Y, )] Sen(p1,£) e_(,\lﬂ,ﬂz)r (A5.53)
Q(Sb) n=l ll'lnDnsen(ﬂn) ‘f

Sumando (A-5.50) y (A-5.53) se obtiene:

fl {T4} _ _Upoe—Alr " i Bl[ﬂjUfo _UpO (Al + ,Llj Vi )] Sen(/«lnf) e—(/\1+/13>r
n=1

D, Sen(u,) 5
(A-5.54)
Quinto Término:
1 .| Bih, (s+w,,) Senh(\//\l +S§)
L =2 (A-5.55)
(A, +s)sM(s) A, +s&
con el fin de eliminar un polo se aplicara el teorema de la convolucion:
. ‘ Senh| A, +s&
Z L) =BiN, | Z" (sv) VA +5¢) dp (A-5.56)
O ()M (s) A +sE
ahora se aplicara el método de residuos, donde se selecciona,
s+, )Senh( A, +s
P(s)= (57 Senh(JA, +5¢) (A-5.57)
JA, +5&
O(s)=(A,+s)M(s) (A-5.58)
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Como se puede notar la expresion (A-5.58) es idéntica a (A-5.44), por lo que es de
esperarse que se tengan los mismos dos polos. Para el primero, dado por la ecuacion (A-

5.45) se obtienen:

Q’(Sl) = (V’in _Al)Bi (A-5.59)
P(s) =y, —A (A-5.60)
por lo que
P —Ay
z" {—Qg‘;} = (A-5.61)

Para el segundo polo, dado por la ecuacion (A-5.45) se tiene:

O(s)=—u’ %(”) (A-5.62)

(V/in - :uj —-A, ) Sen(,unf)

Plo)= A-5.63
) & ( )
por lo que
| P(s,) (,112+A —‘//m)Sen(,ung) (Aes)e
“ B A-5.64
{Q(Sz)} Z‘ p2D,Sen(u,) & ¢ ( )

Sustituyendo (A-5.61) y (A-5.64) en (A-5.56):

oy A, + A =, ) Sen(u,€)[ 1)
T} = A “2(1-e™)+BiA, z( ) );’:’5/&;[ Aele }(A-5.65)

Con este término se obtiene la solucidn para la particula sumando (A-5.21), (A-5.22), (A-

5.41), (A-5.54) y (A-5.65):
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/13*'/\1)7

2 Sen(,unf)e_(
’ zl D,&Sen(p,)
i[/u;foO U, (A1 + 1y — Y, )} Sen(,unf) (A )e
p= #,D,Sen(u,) £

e (ﬂj +A, _Wm) Sen(p,&) 1= sl

‘= mD,  ESen(u,)| A +tu,

[f Py, (pyip

0

o]

+BiA,

O bien,

+ o0 7(”’%+A1)T 2 A —w. (Aﬁ,uf)r
U :2 Sen(ﬂnf)e (’Z‘)—}- (lun + 1 lr//m) Az{e —IJUPO

U, ‘v, I
g é: n=1 Dnsen(/’ln) 70 l//m " ﬂj Al +ﬂj

(A-5.66)

donde:

1,()=[&“"u, (Byp (A-5.67)

Ahora se continuaran las transformadas inversas, para obtener la solucion del fluido.

Sexto Término:

U Yty )
I =2 {¢} —U, e ) (A-5.68)
s+ l//in + l//p
Séptimo Término:
U,
7! {T7} =7 {l//’"—m(s)} (A-5.69)
s+ l//in + l//p

Aplicando el teorema de la convolucién
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7! {7«7} _ l//me—(w,»,,ﬂ//p)zjre(u/mw/p)ﬂUm (ﬂ)dﬂ (A-5.70)

0

Octavo Término

S—

(A-5.71)

ZHL) =2 v,U o _ v,U, (e_A‘T _ )
(A, +s)(s+y/m +1//p) v, v, — A

Noveno Término

) =2" { Vyha } (A-5.72)

por medio de fracciones parciales:

A w Ae ™ v A e_(w"”w”)r
TUT = Yol p 2 P2 A-5.73
{ 9} Al(l//in+Wp)+Al(Win+y/p_Al>+(A]_l//in_l//p)(l//in+l//p) ( )

Décimo Término

fl{ﬂo}=fl Bi Yy (A1+S)U/'0_Up0(s+‘//in) Senh(VA1+S) (A-5.74)
STV, Y, M (s)(A, +5) JA +s

se aplicara el método de residuos, por lo que se distinguen;

Senh(m)

P(s)=Biy, (A +s)U,,~U,(s+v,)) N (A-5.75)

O(s)=(s+y,, +w, )M (s)(A, +s) (A-5.76)
la derivada de (A-5.76) es:

Q(s) :M(s)(A1 +s)+(s+wm +l,//p)M'(s)(A1 +s)+(s+l//m +l//p)M(s) (A-5.77)

los polos de (A-5.76) son:
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D s=—(y,+v,) (A-5.78)
2) s =—A, (A-5.79)
3) M(s)=0 (A-5.80)

Para el primer polo se tiene:

O(s)=JA v, —v,Senh(\JA, v, —v, ) (v, Bi) (A-5.81)

Senh| A, —v, —w
P(S):Biwp((Al_‘//in_'/’p)UfOJrUpoV/p) \/E\lﬁ p)
1 in Y4

(A-5.82)

por lo que

z_l {P(‘Sl )} __ (Al _l//in _Wp )UfO + Upol//p e—(q/mw/p)‘r — —U e—(t//mﬂyp)r _ UpOWp e—(l//m+y/l,)r

Q(S]) Al _l//in_l//p Al _l//in _l//p
(A-5.83)
Para el segundo polo,
O(s)=(v.+v, ~A)(w,, —A) Bi (A-5.84)
P(s)=Biy U, (A -v,,) (A-5.85)
por lo que
7 {P(Sz)} ___ WY e M (A-5.86)
Q(SZ) lr//m+l//p_A1
Para el tercer polo,
, S
Q(s)=(w,»,,+wp—u5—Al)(—u3)Dn% (A-5.87)
(s . Sen(u,)
P(S) = B”//p (_lun UfO - UpO (_lun - Al + Win )) (A-588)

lLl"I
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por lo que

P( (ﬂn 0~Uy (ﬂj +A, _l//in)) (12 +A)e
z! Biy e (A-5.89)
G- 3 (vovv, 12 A )0,

De esta forma, se obtiene la transformada de (A-5.74) sumando (A-5.83), (A-5.86) y (A-

5.89):
fl {T } =U e’(W,-,,JrW,,)T _ Upol,//p e*(l//,-"+l//p)z' _ lf//pUpO e_AIT
10 10 A-y,-v, v, +w, — A,
2 ) (A-5.90)
+ Biy i (,UnUfo —Upo (/Un +A +y, ))ef(ﬂjﬂ\l),
& (e, ))D,
Onceavo Término:
ay Senh( A +s) _
FalUNEP A . L2 LA )U,-n(s) (A-5.91)

Sty VY, M(s) \/Al-i-s
Primeramente se usara el teorema de la convolucion,

1 Senh(JAl +s) p
(s+1//in+l,yp)M(s) JA, +5 p

(A-5.92)

Z T} =y, Biy, | U, (BT

Para hacer la transformada inversa de la integral se usara el método de residuos, donde

Senh(ﬁ)

P(s)= NI (A-5.93)
O(s)=(s+y, +w,)M(s) (A-5.94)

como se puede notar se tienen dos polos,
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s =—(v, +v,) (A-5.95)
2) M(s)=0 (A-5.96)

La derivada de (A-5.94) respecto a s es
Q(s)=(s+y, +w, )M (s)+M(s) (A-5.97)

Para el primer polo se tiene,

s -y, ) Bi (A-5.98)
vy,
Senh(\’ Al _Win _l//p )
P(s)= (A-5.99)
por lo que
(vutv)r
Z“‘{P(S')}}e , (A-5.100)
Q(Sl) lr//pBl
Para el segundo polo
, Sen( u,
Q(S):(l//in-i_l”p_ll’lj_[\l)Dn l[j( ) (A-S.lOl)
S
P(s)= enlsa) (A-5.102)
H,
por lo que
0o ’(ﬂr?*/\l)f
f‘{P(S2)}=Z - (A-5.103)
0(sy)] 4= (wi+w, - —A,)D,

D esta forma, la transformada inversa que se debe sustituir en la integral de (A-5.92) es:

_(I//in'H//p)(T_ﬁ) o _(”'3 +A1)(T_'H)
fl{P(S)}:_e Ty e (A-5.104)
Q(S) l//pBl n=1 (l//in +l//p _llln _AI)D’!
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por lo que,

fl {Til} = _lr//ine_('//inﬂllp)r J‘OT Uin (ﬂ)e(u/in+y/p)ﬂdﬂ
) _(/13'*'/\1)‘[

Biy v, °
" ZW”W’"; (v, +w, -1 -A,)D,

0

[[U,(B)“ ap

Doceavo Término:

v, BiM, (s+y, ) Senh(yJA +s)

z {Tn}:.,Z“l{(

S+y/m+wp)(Al+s)sM(s) \/A1+S
Para eliminar un polo, se usard el teorema de la convolucion,

(S""//m) Senh(1/A1+s)}dﬂ

s+wm+1,//p)(A1+s)M(s) JA +s

Z{T,} = Biky, [ 2" { (

de nuevo se usara el método de residuos, por lo que se seleccionan,

Senh(m)

\/Al +5

P(s) = (S+l//in)

O(s) =5+, +v, ) (A +5)M (s)
Se distinguen tres polos
Ds==(v,+v,)
2) s=-A,
3) M (s)=0
La derivada de (A-5.109) respecto a s es

Q'(s) = (A1 +s)M(s)+(s+l//m +WP)M(S)+(S+WM —H,//p)(A1 +S)M'(s)

(A-5.105)

(A-5.106)

(A-5.107)

(A-5.108)

(A-5.109)

(A-5.110)

(A-5.111)

(A-5.112)

(A-5.113)
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Para el primer polo,

0(s)=/A, ~v, —l//pSenh(, NE— )(_.,,p) Bi

por lo que,

Para el segundo polo,

por lo que,

Para el tercer polo,

por lo que,

senn &=,

\/Al V¥, ~V,

P(S) =V,

Of(s)= (l//m +y,—A )('//m —A,)Bi

P(S):V/i;1 —A,

(1248, )

PG| s
“ {Q(Ss)} ;(%ﬁl//,,—#f—/\l)(#f)D,,

Por lo que la transformada inversa que se sustituird en la integral de (A-5.107) es,

(A-5.114)

(A-5.115)

(A-5.116)

(A-5.117)

(A-5.118)

(A-5.119)

(A-5.120)

(A-5.121)

(A-5.122)
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)e—(wwp)(r—ﬂ)
(A-5.123)

ps)] ke D e (A -,
z -
{Q(S)} Bi(A —y,—v,) By, +v,-A) +;(‘//m +y, — ;= A )(42)D,

Sustituyendo (A-5.123) en (A-5.107) e integrando,

(vt )

Ay Ay e

fl T\ = 2% p . 27 p
{ 12} (Al_wt'n_l//p)(l//i"-i_wp) (Al_win_l//p)(l//i"—i_wﬁ)

Ay, B Az‘//peiA]T
A (V/m TV, _Al) A (l//in TV, _Al)

. (A —w,-n)(l‘e(#"zml)r)

+BiA2§1/an_1:(Wm vy, — =) () (i +A,)D,

+

(A-5.124)

Para obtener la transformada inversa de (A-5.20) es necesario sumar las ecuaciones (A-

5.68), (A-5.70), (A-5.71), (A-5.73), (A-5.90). (A-5.105) y (A-5.124)

N (/”foo Uy (14 + A _l’//"")) Caly

Us :B%; (v, +w, -1 =A) (), ‘
© e—(,u,erA,)r . (/.12+A )/;
+Biy v, > IO U, (B)e” "dp

= (v +w, — 1 —A)D,

. (A -y, )(1 g )T)

PN, 2, (v +v, =] =N )4 ) (1 + A, ) D,

o bien

(/,thrA])r
© *(ﬂr%*/\l)f ﬂ2 +A —y, (e _1j
U, =Bil//pzeA—D Uf0+l//m]m(z')+( . ) A -U

i U (Aa-s.125)
p= H, (+A) 7

con esto se termina la solucidn sin tomar en cuenta el frente de agotamiento.
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A-5.4.-Solucion con frente de agotamiento

Como en los dos casos anteriores se modificara la condicion de frontera, que en este caso

es la ecuacion (A-5.4), de tal forma que

ou,

En §=¢., oF =

0 (A.5-126)

La solucion general de la particula en el dominio de Laplace dada por la ecuacion (A-5.9)

sigue siendo valida:

g —c Semhies) ¢ COSh(“f)—(ﬁ—Upoj% (A-5.9)
S (04

P 1 z 2 z

donde o se definid en (A-5.10); la derivada de la ecuacion anterior respecto a & es,

S &’

W0, . [acosh(ag) Senh(aé)J+ c, (aSenh(aé) _ Cosh gaf)j (A-5.127)
dé S S

La condicion (A-5.3) sigue siendo valida, por lo que,

C,(aCosh(a)—Senh(c))+C, (aSenh(ar)—Cosh(a)) = Bi[ﬁf -U,

§=1} (A-5.128)

La solucion para el fluido en el dominio de Laplace se encuentra en la ecuacion (A-5.15),

sustituyéndola en (A-5.128) se obtiene,

C,(aCosh(a)—Senh(a))+C, (aSenh(a)—Cosh(a)) =

Bi _ _ (A-5.129)
?[Uﬂ) +0,U(5)~(s+,) U, _ |

donde S se definié en (A-5.16). La ecuacion anterior puede rearreglarse para obtener:
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Senh(a)

C, (,BCosh(a)+ [(swm)(Bi—l)—wp]j

+%((xﬂSenh(a)+ Cosh(a)[ (s +w,)(Bi-1)-w, )= (A-5.130)

a a a

Aplicando la condicién de (A-5.126) a (A-5.127),

C, =C{“§c_Tanh(a§c)J (A-5.131)

1-aé Tanh (a@ )
Sustituyendo (A-5.131) en (A-5.130)

Senh(a)

C, {ﬂCosh(a)Jr [(s+l//m)(Bi—1)—l//p}

S ——-

U' <_in
B{ oyt (S)+(S+wm)(%_Upoij

a a a

Sustituyendo en la ecuacién anterior la definicion de M (s) dada en (A-5.18) y

rearreglando se obtiene

C {M(S)(l—agcTanh(afc))

+(§C—Mj(aﬂSenh(a)+Cosh(a)[(s+1//in)(Bi—1)—l//p])}= (A-5.133)
a
Bi(l_aé;cTanh(agc))|:Uf0a2 _(S;_l//in)UpO +WinUin (S)+(S+l//m) A23:|

a a sa

Para simplificar se define
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Senh(a)

N(s)z[ﬂCosh(a)Jr

+[§C _%(aé)](aﬂ&nh(a)+ Cosh(a)| (s +v, )(Bi_l)_wp])

de manera que

[(s +y,)(Bi-1)-vy, ]J(l —aé.Tanh(aé,))

(A-5.134)

Cl = 3

N(s) a

Sustituyendo (A-5.135) en (A-5.131),

Bi (1 —aé Tanh(aé, )) {Uﬂ)a{2 —(s+w,,)U,,

G = 3

N(s) a

Sustituyendo (A-5.135) y (A-5.136) en (A-5.9)

U __ﬂJrﬁ
P 2 2
sa o

; (@& —Tanh(al.)) {Ufooz2 —(s+v,,)U,,

+V/i,,lfoin(3)+(s+y,in);>7g} (A-5.135)
+l//inljc;h (S)+(S+l//in)‘:?723} (A-5136)

+ Bi (l—achanh(aﬁc)) Senh(a) {Ufooc2 —(s+v,,)U,, N v, Un (s)

N(s) &
(

A
3 +(S+l//in)sa23}

a (24

+ Bi

N(s) g

o bien,

a’ a +(S+V/i")sa3

.(aé —Tanh(a§c)) Cosh af) l:UfOOC2 _(S +l//in)UP0 + l//i"ﬁi" (S) &j|

(A-5.137)
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— A, U, _(l—aﬁcTanh(afc))Senh(ag) _

Up:_S62+ﬂi,+Bl N ) o ¥, Ui (s)
B (l—aé‘cTanh(aé )) Senh(acf) |:Uf()a2 —(SJF‘//I-H)UpoJ
N(s) aé o’
© B (1-a& Tanh(aé,)) Senh(ag) (s+y, ) A, +Bii|:Uf0a2 _2(S+!//in)Up0:| Cosh(as)
Vo) a e T N
Y Tanh(acfc) Cosh(af) ':Uf()az —(S"‘l//m)Upo]
: a g a’N(s)

I

v, Uin(s) ey Tanh(a&,) Cosh(a&) w,Un(s)

+ Bi%Cosh ()

N(s) a - N(s)
Ty Qg
+BiéCosh(a§) (s 4—21,//,.,1)1\2 B Tanh(aé&,) Cosh(a&) (s +21//,.H)A2
£ sa’N(s) a £ sa’N(s)
f i
(A-5.138)
Sustituyendo (A-5.138) en (A-5.15)
l_] _ UfO n l//in 5”’ (S) . AZWp + UpOWp
B B se’f - a’p
—_ T
Iy T3 Ty Tis
\ Bi (1 —a& Tanh(a, )) t//pSenh(a) [UfOOt2 —(s+w, )UPOJ
N(s) af a’
Ti
. B (1 —a& Tanh (g, )) Senh(a) v, v, Ui (s) T B (1 —a& Tanh(ag, ))t//pA2 (s+,, ) Senh(c)
i
l N(s) a Yii Bsa’N(s) a
5y Tig
U, —(s+y, U Tanh U, —(s+w,)U
+Bi§cCosh(a) il [ r? 5 (S v ) po] —Bi a (aé’)Cosh (a) il [ /0 > (S i ) po]
a’ BN (s) a a’ BN (s)
Tig TZO
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. Ein T h . ain
+ Big. Cosh(a) L2e U (), Tanh(@) (o YoV (5)
ﬂN(s) a ﬂN(S)
& R , 2 R (A-5.139)
4 T .
+ Bi&, Cosh(a) (s+ l//"; )l//p 2 _Bi anh(e. ) Cosh(a)—(s i ij )l//p 2
sPBa’N(s) a sa’ BN (s)
T23 T24
A-5.5.- Transformadas Inversas
Primer Término:
A A
L =2 ——2—=—-"2(1-€"" A-5.140
T e e (S (Acs140
Segundo Término
UL =2 Y Ly oo (A-5.141)
? s+A, Po

Tercer Término:

l—Js+Al§cTanh<1/s+A1§c)) Senh(«/erA,f) _

=1 Bi( N N v, Un(s)r (A-5.142)

Primero es necesario aplicar el teorema de la convolucion,

(1 — Mchanh(Mfc )) Senh(\/mﬁf)
o Tnz [Vl (B)dp

=] B

(A-5.143)
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Para invertir la transformada de la integral se usard el método de residuos, por lo que es

necesario distinguir

Senh(«/erAlf)

:Bi(l—‘/s+A1§CTanh(«/s+A1§)) N (A-5.144)
Q(S)=N(S) (A-5.145)

Esta Ultima ecuacion se puede escribir en forma abreviada como,

Senh(M)

s+A,

N(S):F

n

+G,Cosh(\[s+A,) (A-5.146)
donde

(s+§ym Bz 1 1//]( —‘/s+A§Tanh(‘/s+A§))

Tanh(\[s + A&, (A-5.147)
[ “ SiA )J(S+Al)(s+l//m+l//p)
Gn(s): s+y, +l//p)( —s+A, fTanh(,/s+A £ ))
(A-5.148)

+[§C Tanh\(/s—\/j_:r\/\ 16 )][ S+l,1/m)(Bi—1)—l//p]

La derivada de (A-5.146) respecto a s es

’ Senh(\/s+A1) ) F G F ,
N'(s)= A (F"_2(S+Al)+ 2J+Cosh(1/s+/\1){2(S+A1)+Gn}
(A-5.149)
donde
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G, (s)= (S-H//m +1//p){—%’2Sech2 (Js +A1§C)—

Tanh(\/s+ A&
+1—,/s+A1§CTanh(\/S+A1§c)+{fc_ <;/\/+—T )](Bi‘l) (A-5.150)

{ é(,Sechz(JSwLAlgi) Tanh(«/s+A1§c)
+| — +

2(S+A1) 2 S+A1(S+A1)

& Tanh («/s+A1§L)]

2s+A,

J[(S-i_l//in)(Bi_l)_l//p:I

chanh(\/erA] fc)]

2\s+A,

F(s)=[w,~(s +t//,»n)(Bi1)]{“’%2&0}12 (Vs+ne)+

+(Bi—1)(1—,/s+A1§CTanh(,/s+A1§C))
Tanh([s+A,&)  &Sech’ (4/s+A1§C)]( (A-5.151)
2

S+l//in+l//
245 +A, /)

+

Tanh(\/S+A1§c)

s+A,

+| &, }(S+A1+S+l/lm+l//ﬁ)

Sin embargo, (A-5.149) no tiene raices reales, por lo que, al igual que en el caso anterior,

se propone
s=—y - A, (A-5.152)
Por lo que
N(z)=F. (2 )Se’;(?‘")+c;n(;(n)cos(l,,) (A-5.153)
donde

F ()= (W22~ N)(Bi-1) =y, |(1+ z,&Tan(2,£.))

Tan(}(nfc)j 2 2
g | 1- 2 An5e) w1 A,
éc[ po L1 (v +w,-7.-\)

(A-5.154)
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G,(2,)=(v+v,— 2, =\ )(1+ z,ETan(7,£.))

+¢, (1—%%@// ~ 2= (Bi-1)-p, |

(A-5.155)

Sustituyendo (A-5.152) en (A-5.149)

N(x,) =M(F'n(zn)+ Elz), G (2%")]+COS(;("){G'"(Z”)—M}

24 27,

(A-5.156)
donde
’ T
F(u)=v,~(vu-2z —Al)(Bi—l)J(%Secz (Zné)+§cL(Z”§C)J

2y

n

+(Bi-1)(1+ g,ETan(z,£.))

Tan(x,&.) Sec’ (1.4, ) (A-5.157)
+§c[ 2;((’156 ) (2 )](V/mw,,—zn—/\])
+&, [I—MJ(—Z;(j A+, ‘H//p)
XnSe
2 T
G, (x)=(v.+v,- 7. —Al)[—%Secz (Z,,é)—éa;—;(f’é)j
T
14+ 7,& Tan( Zﬂgc){gc —Mj(&'—l) Asis8)
é:cSecz Zné:c Tan Ingc 2 .
+( 2}2 )_ 2(13 )][(W,—n—zn—/\l)(Bl—l)—wp]
Igualando (A-5.153) a cero:
F,(x,) Sen(x,)
C = A-5.159
os(z) G (x) ( :

Sustituyendo (A-5.159) en (A-5.156)
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N ()=o) (A-5.160)
2
donde
, F(x,) G(x)) F(x) . F(z,)
H =|F - G - A-5.161
" ( )+ 21 T G,(x,) (%) 27; ( )

Sustituyendo (A-5.152) en (A-5.144)

P(z,)= Bi(1+ 7,& Tan( anc))%?g) (A-5.162)
Z}’l
por lo que la transformada inversa de (A-5.143) es:
| P(s) &1+ z,ETan(g,£)) Sen(z,€) (2 +A)-8)
Z =B e A-5.163
{Qm} LR el I
Sustituyendo (A-5.163) en (A-5.143):
G i (e (1+ e Tan(2,8.)) Sen(2,€) ¢+ (on)p
LT} = Biy, e m PP R LN
(A-5.164)

Cuarto Término:
T} =

(1—\/ﬁ & Tanh(£\Js+ A, )) Senh(&\fs+ A, )

Z'{Bi

[Ufo (S+A1)_(S+'//in)Upo}

(s+A)N(s) Es+A,
(A-5.165)
Para aplicar el método de residuos, es necesario distinguir
Senh(&\[s+ A
P(s)= Bi[l ~ s+ A ETanh(£ 5+ A, )}[U»,.O (s+A)~(s+¥,)U,, | ff/s— \/+A1 )
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(A-5.166)
O(s)=(s+A;)N(s) (A-5.167)
Como se puede ver existen dos polos,
1) s=-A, (A-5.168)
2) N(s)=0 (A-5.169)
la derivada de (A-5.167) respecto a s es:
O(s)=(s+A,)N'(s)+N(s) (A-5.170)
Para el primer polo, evaluando (A-5.166) y (A-5.170), se obtienen
P(s)=Bi(A, -y, )U,, (A-5.171)
O(s)=(w,, —A,)Bi (A-5.172)
por lo que,
z! {gg ;} =—U, e (A-5.173)
Para el segundo polo
P(s)=Bi[1+ z,&Tan(z,&, )][Uf0 2+ (v, —A -2 )UPO]M(A-S.174)
O(s)=—yx,H,Sen(x,) (A-5.175)

por lo que

1 {P(Sb)} 2 X |:1+Zn§cTan(ln§c ):H:UfOZj +(l//in _Al _Z:)Up0:| Sen(;(nf) —(lf+A|)r
L <——=+=> Bi 5 e
Q(Sb) n=1 Hnsen(Zn) an

(A-5.176)

Sumando (A-5.173) y (A-5.176)
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Ty =V

o _[1+;(H§C,Tan(;(n§(, )] Sen(7,E)  (x+n)e
+Z=:‘Bz H [Ufolf +(Wm ~ —AI)UPJ gzjgen(%)e ’
(A-5.177)

Quinto Término:

(1—M§CTanh(m5c)) Senh(Mf) (S Vi )A2

ZLy =2 Bi N(s) Jrhg ()

(A-5.178)
Para eliminar uno de los polos, se usara el teorema de la convolucion:

(1_M§cTanh(\/S +A1§c)) Senh(\ls +A1§) (S +l//in)

N(s) JsH+A & (s+A)

Z T} =Bi, | 2" dp

(A-5.179)
Para invertir la transformada que se encuentra en la integral de (A-5.179) es necesario

distinguir:

Senh(‘/s+A1§)

P(s)=(1=fs+ A ETanh(Js+ A& ))(s+,) NI (A-5.180)
O(s)=(s+A,)N(s) (A-5.181)
Se tienen dos polos:
1) s=-A, (A-5.182)
2) N(s)=0 (A-5.183)
La derivada de (A-5.181) respecto a s es:
O(s)=(s+A;)N'(s)+N(s) (A-5.184)
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Para el primer polo se tiene que:

por lo que

Para el segundo polo:

P(s)=(1+ z,&Tan(1,8)) (v, - 7;

O(s)=-xH,
(5 2,

por lo que,

_Al)

Sen(;(n)

X6

Sen( %)

(A-5.185)

(A-5.186)

(A-5.187)

(A-5.188)

(A-5.189)

{Q } (14 z,& Tan(7,& ))(Z”Al_w"")se”("”é) 1A (625.190)

n=1

1iH,

Sen(;(n)rf

Entonces la transformada inversa que se debe sustituir en la integral de (A-5.179) es:

. +A, _'//in) Sen()(,,f)

por lo que

1iH

n

2]
C

Sen(yx,)&

—(lf +A1)(T‘ﬁ)

(A-5.191)

A, (1 - e‘A")

Z}f +Al _y/in) Sen(lné:)

Zn) :A—+BiAzi(l‘i‘Zn@Ta”(lnfc))(

1 n=1

1H,

ESen(y,)

1 _ e—(;(anrAl)‘r
Zj + Al

|

(A-5.192)
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Sexto término:

Upls+A)=(s+y,)U,
2“1{7;}2‘”{31'%[ rol (s+/)\1)(N(:;) ]cosh(,/smlg)} (A-5.193)

Aplicando el método de residuos, se distinguen:

P(s)= Bi%[uﬂ) (s+A)=(s+1,,) U, |Cosh(\fs+A¢) (A-5.194)

O(s)=(s+A;)N(s) (A-5.195)

de nuevo existen dos polos:
a) s=-A, (A-5.196)
b) N(s)=0 (A-5.197)

La derivada de (A-5.195) respecto a s es:

O(s)=(s+A,)N(s)+N(s) (A-5.198)
Para el primer polo
P(s)= —Bi%(l//m -A)U,, (A-5.199)
O(s)=(w, —A,)Bi (A-5.200)
por lo que
1 P(Sa) é: AT
Lo = U e A-5.201
{Q(sa)} et (A-3200
Para el segundo polo
P(s)=-Bi %[ZEU,/O +(v,—A -7 )Upo}Cos( 2,€) (A-5.202)
O(s)=-x,H,Sen(z,) (A-5.203)
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por lo que,

y 5—[ +(V/m M _Z’f)Upo] ~(z2+m)e
{Q } 2.5 £ 2,H,Sen(z,) Cos(7,5)e (A-5.204)

n=l1

De esta manera, sumando (A-5.201) y (A-5.204):

7! {Ts} —_U ie—/\lr N Bi&, i[l:U},o +(l//m -A, _an)Upo}

Cos(y,& e_(ﬁml)T
"¢ ¢ 2.H,Sen(z,) (#é)

(A-5.205)
Séptimo término:

Tanh(\/erTé)Cosh(‘/S+A é)[ s+A (S+'//in)Upo]
Js+A, ¢ (s+A )N (s)

(A-5.206)

Para usar el método de residuos es necesario distinguir:

Tanh(«/S+A1§c) Cosh(«/s+A1§)
4

s+A,

P(s)=-Bi (U (s+A)=(s+v,)U,,, | (A-5.207)

O(s)=(s+A,)N(s) (A-5.208)

Los polos son los mismos que se manejan en los ultimo términos, por lo que, para el

primer polo:

P(s)= Bi%(t//m “A)U,, (A-5.209)

O(s)=(w,,—A)Bi (A-5.210)

por lo que,
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1 P(Sa) é —AT
L —h=2ey e A-5.211
{Q(sa)} g7 ( )

Para el segundo polo

P(s) =i ) Co8 (;"5) (A+2 v )Un=20Us | (A5212)
%,

Q'(s)=-x,H,Sen(z,) (A-5.213)

por lo que,

a {M} - BiiTan(anc) COS(;(nf) [(Al +Z§ _Wf")UPO _ZjUfOL(Zf+A1)T

O(s,) 5 2 H, Sen(y,)

(A-5.214)

De esta forma, la transformada inversa de (A-5.206) es la suma de (A-5.211) con (A-

5.214):
_ ~ COS(;{ é:) |:(A1 +Z;f_l//in)UpO_;{5Uf0j| —(}(34—/\])‘[
NIV =5cU o™ 4 BIS T : e
sl gt T lZ an(7:6:) 3 22 H,Sen(z,)
(A-5.215)
Octavo Término:
Cosh(+ls+A, &) _
UL =2" {Bi%l//’" AS(S) lf)Um(S)} (A-5.216)

Aplicando el teorema de la convolucion:

& l//inCosh(\/s +A1§)
B N(s)

}U (B)dp (A-5.217)

Para obtener la transformada inversa que se encuentra en la integral, se usard el método

de residuos, por lo que es necesario distinguir;
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P(s)= Bi%l//mCosh(w/sﬁtAlff) (A-5.218)

Q(S)=N(S) (A-5.219)

La derivada de (A-5.219) respecto a s es:

01(s)= N(s) = HuSen() (A-5.220)
X
por lo que
P(s)= Bi%y/mCos(;(nf) (A-5.221)
De esta forma
S 0 §_ Cos( ;(nf) (20 )(e-B) ]
{ ) } Zl i O Sen(me (A-5.222)

Sustituyendo (A-5.222) en (A-5.217):

0

sty Me A iy cmvasl (A-5.223
Z:; £V Sen(7,) L i B

Noveno Término:

(A-5.224)

Tanh({FTRE) COS;,(JHAg),,,ma,,(S)}

Z T =Z"-Bi
i} { s+A, & N(s)
Usando el teorema de la convolucion:

Tanh(+s+A¢, ) Cosh(\s+ A&
zny=[z { \(/H ) Cosnl : )]\‘;’(")}Um(ﬁ)dﬁ (A-5.225)

Para invertir la transformada de la integral es necesario distinguir:
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Tanh(‘/S+A1§c) Cosh(«/S+A1§)

P(s)=-Biy, Ny : (A-5.226)
Q(s) = N(S) (A-5.227)
por lo que
) Sen(z,)
0(s)=H, ~ (A-5.228)
P(s)=-Biy, Tan{7,¢.) Cos (;"5) (A-5.229)
Xn

Entonces la transformada inversa de la integral de (A-5.225) es:

1 P(S) . S an(lnfc) COS(}(nf) *(Zf*Al)(T*ﬁ')
N2 - By A-5.230
{Q(S)} “//m; H, fSen(;(n) ¢ ( )

7! {Tg} _ _Biwmi an(lné:c) COS(an) e—(zfml)rj-or e(l’%ﬂ\l)ﬁ

= H, &Sen(yz,) U,(B)dp

(A-5.231)

Décimo Término:

LT =2 {Bz Cosh(ﬂf) m) A(ZS)} (A-5.232)

Para eliminar un polo se usara el teorema de la convolucion:

Tob=[ Z‘“I{Bz Cosh(ys+A, 5) s+ V")"N( )}dﬂ (A-5.233)

Para invertir la transformada de la integral se usara el método de residuos, entonces

P(s)= Bi%(sﬂ//m)AzCosh(,/s+A1§) (A-5.234)
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Q(S)Z(S-I-Al)N(S) (A-5.235)

Se pueden distinguir dos polos:

I)s=-A;; 2) N(s)=0 (A-5.236-7)
La derivada de (A-5.235) respecto a s es:
Q'(s)z(s+A1)N'(s)+N(s) (A-5.238)
Para el primer polo,
P(s)= Bi%(wm CA)A, (A-5.239)
O(s)=(w,, —A,)Bi (A-5.240)
por lo que
! {P(Sa)}zi/\ze"” (A-5.241)
o(s,)) ¢
Para el segundo polo,
P(s)= Bi%(l//m -A -7 )AzCos(;(nf) (A-5.242)
O(s)=-x,H,Sen(z,) (A-5.243)

por lo que

| P(s,) RN Cos(x,¢) (zen)e
“ =Bk, =22 \MA 0 V)~ e A-5.244
{Q(Sh)} £ Zl( " )ZanSen(Zn) ( )

Entonces la transformada de la integral de (A-5.233) es:

1 m _é Ay(z- i S 2 COS(ZnQZ) 7(}[3+A1)(Tfﬂ)
r {Q(S)}_ : Ae M L BIA, : ;(A +7, l//i")—eannSen(;(n)
(A-5.245)
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De esta forma, sustituyendo (A-5.245) en (A-5.233)

' ) L Cos(x,¢) o
LT} =22 (1)1 Bin, 3 (A, + 22—, -
{To} A, ( ¢ )+ 1 5;( R W’”)ZanSen(;(n) (;(j+A1)

(A-5.246)

Onceavo Término:

anh(+/s osh|\/s+A,
JS+A, & (S+A )N(s)

Por medio del teorema de la convolucion:

1 o Tanh(~/s+A§)C0sh(\/S+A§) S+V/m
o {T”}_'[Of { Js+A, 3 (s+A)N(s )}dﬂ

(A-5.248)
Usando el método de residuos:
Tanh(+/s+ A&, ) Cosh(+/s+ A
P(s)=-Bi(s+y, )A, a”§S_1 ) Co (; S s
s+A,
Q(S)=(S+A1)N(S) (A-5.250)

Como se puede notar se tienen los mismos dos polos que en el término anterior, por lo

que, para el primer término:

P(s)=-Bi(y, — ) A, (A-5.251)

O [

Q(S) = (l//in -A, )Bi (A-5.252)

Entonces
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1 P(Sa) é AT
Z =—A, 2™ A-5.253
{Q(sa)} £ ( )

Para el segundo polo,

Tan(y,£,) Cos(1,£)
X S

P(s)==Bi(y, - A, - 1} ) A,

n

(A-5.254)

Q'(s)=—x,H,Sen(7,) (A-5.255)

entonces

0 Bl(l//m )(,f)/\z Tan(y,&.) Cos(x,&) (z+n)
S L A-5.256
{Q } 2 tsenl) 1% e

De esta forma, la transformada inversa a sustituir en la integral de (A-5.248) es:

. {M} _p Gt B 20 )M Tan(,8,) Cos(2,8) (e
Q(S) é n=1 HnSen(ln) An §
(A-5.257)

Sustituyendo (A-5.257) en (A-5.248):

ch -AT > Bl l//in _A - Zj A Tan Zné:c COS Zné: l—e_(l’%-‘—/\l)r
L= (HSenl(l)) 2 ;2 ! (5 | Y
1 n= n n n ’ 1

(A-5.258)
Sumando las ecuaciones (A-5.140), (A-5.141), (A-5.164), (A-5.177), (A-5.192), (A-

5.205), (A-5.215), (A-5.223), (A-5.231), (A-5.246) y (A-5.258)
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I S P L (1+Zn‘§CTan(Zn§c)) Sen(lnf) c (z2+0)B
U.U _Bll//in;e H,, fSen(Zn)J.O Uin (ﬂ)e dﬂ

+§‘,Bi[1+;{”§cTan(%§cﬂ[Ufoz,, +(w, - 22 -A)U ]—Sen(z”f) el

H Vo gy Sen( )

2 — Y, _ *(ZerAl)r
+ BiA Z(“‘an Ta”()(nfc))(zn +A, ‘//m) Sen(;(ng)(l e J

— 7o H, ESen(y,) 72 +A,

[ 22U o+ (v =M = 22) U,
&4 2, H,Sen(y,)
= Cos( x,£) [(Alw,f —w,-n)U,,o—Z,fU fo} (zen)r

Bi) T ’
+ 1; an(lnfc) & ZanSen(}(n)

é > COS(an) *(13”\1)7 T ()(3“\1)/”
Bi=<y. U. d
+ zél//m;lnme Ioe w(B)dp
oz Tan(;(né‘c)Cos(;(nf) (2 +n)e
— Biy, e
l//m ; Hn é:Sel’l (ln ) I

L EE 5 Cos(x,£) l—e_(l'%”\l)r
+ BiA, 2= A+y -y

2 5;( 1 ln Wm)ZanSen(Zn) (Z:+Al)

+ BiA Z(V/ln —Xn ) Tan(;(nf ) COS(Zné:) l_e—(l,%-*-/\l)r
n=1 H Sen Zn) Zn 5 Z; +A1

]"05()(,15) Hziea)r

Y (B)ap

0

O bien, haciendo el algebra correspondiente:

w —(;53+Al)r

d = x,H,Sen(y,

2.6 X

[Zf liWinIOrUin(ﬂ) (z2+a0)p dﬁ+Uf0} (g//l.n —Zj—Al){Upo_Az[e

Zj"‘Al

Uy =By e ){(ummuﬁa>)—Se”(""§>+[§c—T"”(""‘fc)jcosgnﬂ

(lf +A1)r

-1

|

(A-5.259)

Ahora se continuara con la inversion de términos para obtener la solucién en el fluido.

A-5.39




Apéndice A-5: Solucion en estado transitorio Francisco José¢ Valdés Parada

Doceavo Término:

Décimo tercer Término:

N +l//1‘n +lr//p

R

Usando el teorema de la convolucion:

2Ty = T [ VG, (p)ap

Décimo cuarto Término:

LT} =2" {— Ay }

Usando fracciones parciales:

(A-5.260)

(A-5.261)

(A-5.262)

(A-5.263)

A A e A
fl {]—{4} - _ 21//[7 + 2‘//1)6 Zl//pe

(v, )

A (v, +v,) Al(wm+wp—A1)+(wm+%)(A1—l/fm—l//p)

Décimo quinto Término:

z—l {TIS} — Z—l UpOV/p
(s+A1)(s+z//m +z//p)

Usando fracciones parciales:

Z_l {]115} — ( Upoy/i (eAl‘r _e(‘//in“//p)'r)
Vin TV, Al)

(A-5.264)

(A-5.265)

(A-5.266)
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Décimo sexto Término:

( —s+A, fTanh(JerAcf))[ (s+A)-(s+y,,) U ]Senh(ﬂ)
(s+t//m+wp)(s Al)N(S) S A,

(A-5.267)

Z T} =Z'{Biy,

Para invertir este término se usard el método de residuos, por lo que es necesario

distinguir:

P(s)=Biy, (1-Js+ A, ETanh(Js + A& )| U o (s+A) = (s +y,,) U, % HAI) (A-5.268)
p I: f ) :|

s+ A,
O(s)=(s+y, +w,)(s+A)N(s) (A-5.269)

Como se puede notar se tienen tres polos:
1) s=-A, (A-5.270)
2) s=—(v, +v,) (A-5.271)
3) N(s)=0 (A-5.272)

La derivada de (A.5.269) respecto a s es:

Q'(s)=(s+l//in +l//p>(S+A1)N'(S)+(S+l//m +l//p)N(S)+(S+A1)N(S)

(A-5.273)
Para el primer polo:
P(s)=Biy,(A -y, )U,, (A-5.274)
0(s)=(w, +v, - A ) (v, — ) Bi (A-5.275)
por lo que
-y U
.Z“‘{P(Sl)}= Voo oo (A-5.276)
O(s))) (v t+v,-A)
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para el segundo polo

Senh A=y, — p
i, (e [0 v, ]

\/Al - l//in - l//p
(A-5.277)

O(s)=(A-v,,—vw,)N(~v,-v,) (A-5.278)

donde

N(_lr//in _V/p) =-y,Bi {(1 B \/mé’ﬂmh(mé )) Senh(/\\/\/w)
[5 Db v v >} cosh(m)}

\V Al - l/jin - ‘//p

(A-5.279)
por lo que
- {p( } Biy, (1-JA =w, —v, ETanh (A =, ~v,£.))

0(s,) (A v, —v,) N(v.-v,) (A-5.280)

[Ufo (Al ~Vin _‘//p)‘l'l//pUpO]Senh (\/m)é(v’m“ﬂpﬁ

Para el tercer polo

P(s)==Biy, (1+ z,&Tan(2,6)) U ozt +(vi = 22 =N ) U, | Senl(z ) (a-5.281)

O(s)

(v +v, =20 = A)(=2,) H,Sen(,) (A-5.282)

por lo que

Q

U . in 2_A U 0 | —(z2+A)r
,Z“I{Q(S)} zBle(l+Zn§Tan(Zn§c))[ . U i LY RN (A-5.283)

(s)] = (vatv,—2.-N)H, 2

A-542
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La transformada inversa de (A-5.267) es entonces:

- U
fl T\ = l//p p0 —A7
{16} (‘//in"H//p_Al)e
Bu//p(l—JA -y, — l//pg‘Tanh(JA Y., VS, ))
(A -, ~v,) N(v,-v,) (A-5.284)

(VA vy, e Jsenn (v )
Ufo;(j i (l//i” 2= )UPO ],,‘(z,?ml)f
(v +v, -2 -\ H, 2

+iBi«//p (1+;cn§cTan(lnfc))[

Décimo Séptimo Término:

(A T (TR ) s (R )

2T =2 iy,

(S+l//m+l//p)N(S) s+A,
(A-5.285)
Aplicando el teorema de la convolucion:
. 1—/s+ A& Tanh(\/s+ A& || Senh( s+ A
ZLI {TI’/}ZJ fl Bil//pl//in( : ( : )) - ( i 1) Um(ﬂ)dﬂ
0 (S+I,Vm+l//p)N(S) \/s+A1
(A-5.286)

para invertir la transformada de la integral es necesario usar el método de residuos, por lo

que,

Senh (m )

P(s) Bu//py/m( ~JstA, §Tanh<1/s+A§)) S (A-5.287)
O(s)=(s+w, +w,)N(s) (A-5.288)

A-5.43
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Como se puede notar se tienen dos polos:

D s=—(y,+v,) (A-5.289)

2) N(s) =0 (A-5.290)
La derivada de (A-5.288) respecto a s es:
Q(s)=(s+y, +w,)N(s)+N(s) (A-5.291)

Para el primer polo,

\/?
P(5)= By, (1= v = & Tanh (Y& =, =v, & ))Se"% v,)
1 in »

(A-5.292)
Q(s)=N(-v,,-v,) (A-5.293)
donde N (—l//m —l//p) se definié en (A-5.279), por lo que:
o~ {pm} by (VA vy ek (A vy, ) Sen (A v v, )
(" P! in
O(s)) ’ N( W, — y/p) \/A "
(A-5.294)
Para el segundo polo
. Sen(x,)
P(s)=Biy v, (1+ z,&Tan(7,£.)) (A-5.296)
, X Sen(x,)
O(s)=(vu+v,-A -1 )H, (A-5.297)

Xn

por lo que

A-5.44
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P e (1 2&Tan(28)) (o)
e =B . e A-5.298
{Q(SZ)} u//pl//m;(l//in—'—l//p_/\l_;{:)[_ln ( )

Entonces el término a sustituir en la integral es:

7 {ﬂ}—ﬁ’il/l w (1_\[[\1_‘//in_Wpé:cTanh(\/Al_‘//in_l//pé:c)) Senh(\[Al_l//,-,,_V/p) Vv, -B)
- p?in

O(s) N(-v,-v,) N ‘
e (HxgTan(r.8))  (znjen
+Bw/ﬂl//mn2:1: (‘//in Ty, _Al _Zj)an
(A-5.299)
Sustituyendo (A-5.299) en (A-5.286)
1=JA -y, -y ¢ Tanh \/Al —V, VS
fl {717} :Bi'//me ( ]Vf)(—l)y —(l'” ) ’ ))
in p
Senh| A, -, — .
A v, ) el [Ty, (Y (A-5.300)
‘\’ Al _l//in _l//p 0
. = (1+Zn§cTan(Zn§c)) _(12+A1)T T (ZZ+A1)ﬂ
+BZW V/in € ' e ' Uin ﬂ dﬂ
3 ;(V/in-’_l//p_[\l_zf)[_]n J-O ( )
Décimo octavo Término:
(1—1/S+A ETanh|\s+ A<, ) s+, ) Senh(\s+A
T} = 7 Biy A, : (oA ))(s ) Sen(fs 1) (A-5.301)

s(s+A1)(s+win+l//p)N(s) JS+A,
Para eliminar un polo se usara el teorema de la convolucion.

1—,/S+AlggcTanh(,/s+A1§C))(S+l//m) Senh(«/S+A1)

(s+A1)(s+z//m+wp)N(s) s+A,

Ty} = [ 24 Biy A, ( dp

(A-5.302)

Para invertir el término en la integral se usara el método de residuos, por lo que,
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P(s)= Biy, A, (15 + A ETanh (54 A8 ) (s+w,) Seni’/(si_‘xj) (A-5.303)
O(s)=(s+A,)(s+w, +w,)N(s) (A-5.304)

En este caso hay tres polos:
1) s=-A, (A-5.305)
2)s=-y, -V, (A-5.306)
3) N(s)=0 (A-5.307)

La derivada de (A-5.304) es:
O(s)=(s+A, )(s +y, +l//p)N'(s)+(s +A, )N(s)+(s +y, +y/p)N(s) (A-5.308)

Para el primer polo

P(s)=Biy A, (v, - A,) (A-5.309)
0(s)=(v,, +v, - A )(w,, - A,) Bi (A-5.310)
entonces
A -\
Z“‘{P(Sl)}= Vpla® (A-5.311)
Q(S]) l//1n+l//p A

Para el segundo polo

Senh(JA, —y,, —
P(s Bu//A( ~JA v, - t//pranh(‘/A —y, - (//pg)) )e” E\—ly/vj_m,,,%)
\[ 1 in p

(A-5.312)
O(s)=(A—w,—v,)N(-v.—v,) (A-5.313)

entonces
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: Senh (R, ) T

Z“l{M}:—Bil//f,A (1_“A T y/”fTanh(VA Y '//”5))

Q(Sz) (A Wln Wp) N( Wm lr//p)
(A-5.314)
Para el tercer polo
S
P(s)=Biy A, (1+ 2,6 Tan(1,6.)) (v — 2 —A)) n(z)  (as31s)
S
O(s)=22 (W +w,— 2. — A )H, en(4,) (A-5.316)

An

entonces

= {P(%)} By A (1+ 7.8 Tan(zncfc))(zwm S\ NN
0(s;) e (1//1,, Y, -1 —AI)HH

(A-5.317)

Asi al sumar (A-5.311), (A-5.314) y (A-5.317), se obtiene el término a sustituir en la

integral:
Z‘—l {P(S)} _ l//pAZeiAl(Tiﬂ) —Bll// A Z (1+Zn§ Tan(lng ))(l//m _Zj _Al ) e—(}(,%+/\1)(r—ﬁ)
()| wu+v,-A TS (watv,-2i-A)H,

(l_méTanh(mf ))

-Biy’A,
’ (A -vi-v,) N(-v,-v,)

Senh(\JA,—p, —y, )e NP

(A-5.318)

Sustituyendo (A-5.318) en (A-5.302):

fl{ﬂs}:

w, A, (1-e) iy A Z(1+;(n§Tan(;(n§())(l//m_Zj_Al) | e
(Vi v, =A)A, = x(vatv, -1 -A)H, Zi+A

(1—4//\ -y, — Wpranh(JA Y, —V¥,S. )) enh( = ) le(‘/’,”Jr'//p)‘r}
\[ 1 in
(A Wzn l//p) " N( l//m l//p) 3 Win +l//17
(A-5.319)

—BiwiA
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Décimo noveno Término:

u 0 Al o in UpO
) =2 {Bichosh (Vs+A)) e (E +va1(; (: " ; frsl:)/zv) 8 J} (A-5.320)

Se usara el método de residuos, por lo que es necesario distinguir:

P(s)=Biy & Cosh(\Js+ A, )[U, o (s+ A, )= (s +,) U, | (A-5.321)

O(s)=(s+A,)(s+w, +w,)N(s) (A-5.322)

Se tienen los mismos tres polos que en el término anterior, por lo que, para el primer polo

P(s)=Biy,& (A, -y, )U,, (A-5.323)
0(s)=(v, +v, - A ) (v, — ) Bi (A-5.324)
por lo que
1 P(Sl)} V65U o Az
£ =- ! (A-5.325
{Q(Sl) (l//in—l—l//p_Al)e )

Para el segundo polo:
P(s)= Biw,,eiCosh(\/Al V. —V, )[U (A v —w, )+ z//pUpo} (A-5.326)
O(s)=(A-v,,—vw,)N (v, -v,) (A-5.327)

entonces,

APy g o) Ve
s

(Ay=v,—v,)N(-w,,-v,)
(A-5.328)

Para el tercer polo:

P(s)==Biy & Cos(x,)| U os +(i =20 = M) U, | (A-5.329)
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O(s)=-x; (v +v,— 1. -A)H, Senl(l ) (A-5.330)
por lo que
2 2
Z—I{P(‘%)}:Bi pé:c = COt(Xn)[UfO;{n +(l//in2_Zn _Al)Up0:| (}{ +A1) (A 5 331)
Q(S3) n=l1 Zn (Win +V/p _Zn _Al)Hn

Entonces, sumando (A-5.325), (A-5.328) y (A-5.331)

l//pg&cUp0 e +Biy £ i COt(Zn)[UfoZ;f +(‘//m _Zj _Al)Up0:| ~(2+n)e
(Wotw,-A) =R A (A St O L2
i o, )
in in »

z1,)=-

vl
(4

(A-5.332)

Vigésimo Término:

Tanh(\fs+A£) Cosh{ 5T v, [Uo(s+A)=(s+w,)U,, |

I =Z"4-B
T} l JSs+A, (S+A1)(S+l//in+l,yp)N(S)

(A-5.333)

De nuevo se usara el método de residuos

P(s):—Biy/p Tanh\gﬁ%\lé)Cosh(«/S+A )[U (S+A) (s+l//m)Up0]

(A-5.334)
O(s)=(s+A,)(s+w, +w,)N(s) (A-5.335)
Se tienen los mismos tres polos, entonces para el primero
P(s)=Biy ¢ (v, —A)U,, (A-5.336)
0(s)=(v,, +v, - A )(w,, —A,) Bi (A-5.337)
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por lo que

o {P(Sl)} _ VU (A-5.338)

para el segundo polo:

P(S):_B”//p \/A E— COSh( Al_l//in_l//p)[U‘fO(Al_l//in_l//p)+l//pUp0:|
1 in P
(A-5.339)
(s)=(A =, —v,)N(-v., —v,) (A-5.340)
entonces

Z_I{P(SZ)}:_BW/ Tanh(\//\l Vi _‘//pfc)COSh(\/Al ~Vin _l//p)

(A -v-w,) N(-v,-v,) (A-5.341)

[Ufo (A1 VY.V, ) + y/pUpo:|e*(V/m+v/,,)r

Para el tercer polo:

T |
P(s)=Biy, Mcos( 2V + (v -2 =AU, | (A-5342)
O(s)=-2, (v, +v,— 2. —A)H,Sen(z,) (A-5.343)

entonces

P(s,) & Tan(y,&.)Cot(g,) (o)
fl 3 :_Bl — - U 5+ in_Zs_A U e
{Q(Ss)} anz_:‘)(f('//m“ﬂp—zf—/\l)Hn[ 70X (V/ 1) p0j|
(A-5.344)

Por lo tanto:
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l//pé:cUpOeiAIT

Z T, =
{ 20} l//in+y/p_Al

(v tw, -2 -A)H,

Tanh(\//\l Vi _l//péc)COSh(\,A] Vi _l//p)
(A v, —v,) N(~v.-v,)

[U/'o (A1 —Yu"VY, ) +y,U :I o Wntvo)r

- Biy,

By S Tan(z,£.)Cot(1,) (U022 (v 22~ AU, e 50

Vigésimo primer Término:

I, = Z "\ Bily v,
{ 21} { lé:Ll//me (S+l//m+l//p)N(S)

Cosh (\/S + A, ) 7 (S)}

Usando el teorema de la convolucion:

Cosh(M)

s+, +1//p>N(s)

Z_l{Tzl}_J‘OTZ_I{Bié:CWpWM( }Uzn(ﬁ)dﬁ

Ahora, por el método de residuos:
P(s)= Bicy v, Cosh(\[s+ A,
O(s)=(s+w, +v,)N(s)
Se tienen dos polos
Ds=-y,-v,
2) N(s)=0
La derivada de (A-5.349) respecto s es:

Q'(S) = (s +y,, +t//p)N'(s)+N(s)

(A-5.345)

(A-5.346)

(A-5.347)

(A-5.348)

(A-5.349)

(A-5.350)

(A-5.351)

(A-5.352)
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Para el primer polo

P(s)=Big.y v, Cosh(\JA, -y, ~v,) (A-5.353)
O(s)=N(-v,-v,) (A-5.354)
por lo que
P(s ) COSh(\/Al_Win_l//p) vtw, )
a —‘} =Bily v, e (A-5.355)
{Q(Sl) ! N(_Wm _Wp)
Para el segundo polo:
P(s) = Bigy v, Cos (;(n) (A-5.356)
, 2 Sen(ln)
O(s)=(vu+v,-A -1 )H, - (A-5.357)
P(s,) _ o x.Cot(x,) ()
Z! —2} =Bily v, d d e (A-5.358)
{Q(SZ) ! ;(V/in+l//p_Al_Zj)H)z
Entonces, la transformada inversa a sustituir es:
COSh A A - V/in - l// — + —
- {%} = Bicy v, ]\E l /) ¢ vres)
* 7z _‘""() | (A-5.359)
: < x2.Cot( 7, (zeni)z-p)
+Bl§cl/l Win €
3 ;(Win-i_l)yp_/\l_lj)[_]n
sustituyendo (A-5.359) en (A-5.347):
Cosh(JAl—l//. 4 ) .
fl T _ B . in P *('//,-n“//p)‘f (l//in+'//p)ﬂU. d
{ 21} l§chWm N(_l//m _l//p) e v[() ¢ in (ﬂ) ﬂ
. = 2,Cot(7,) (a7 (2o
+Bl c in € e Uin ﬂ dﬁ
prl// ;(Win+l//p_Al_Zj)Hn IO ( )
(A-5.360)
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Vigésimo segundo término:

fl{nz}:fl {—Bi Tanh(mé)Cosh(M)( l//,-nl//pUm (S }

s+A, s+1//m+wp)N(s)

(A-5.361)
Usando el teorema de la convolucion:

Tanh(\/s+A1§c) Cosh(\/s—i-Al)

s+A, (S+!//m+l//p)N(

M= 7 {Bz‘wmm S)}Um (B)dp

(A-5.362)

Ahora por el método de residuos

Tanh(fs+A,£,)

\/S+A1

Cosh(« [s+A, ) (A-5.363)

P(s)==Biy,y,

O(s)=(s+w, +w,)N(s) (A-5.364)
Se puede notar que se obtendran los mismos polos que en le término anterior, entonces,

para el primero

Tanh(\A, -y, —v &,
P(s)=-Biy,v, Mﬁé ) Cosh(\JA=v,—w,)  (A-5.365)
1 in p

0(s)=N(-w,-v,) (A-5.366)

7 {P(s1 )} - By y Tanh(1 A —v,, —y/pfc) Cosh (4 N -V, -V, ) )
Q(S1) " \/Al_l//in_l//p N(_V/in_l/lp)

(A-5.367)
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Para el segundo polo

Tan(z,¢,)

n

P(s)=-Biy,v, Cos(x,) (A-5.368)

Sen(x,)
X

O(s)=(vu+v, -7, -A)H, (A-5.369)

P0G = Tan(y,&)Cot(x,)  (x+n) )
o {Q(Sz)}_ BZV/i'7V/an—1:(f//in v, -2 A, (A2370)

Entonces la transformada inversa a sustituir en la integral es:

Tanh(1 A, -y, -V, fc) Cosh (\/A1 V.V, ) (v, )(7-B)

e

P(s)

L'\ ——=r=-Biy,y,
{Q(S)} l VA VLY, N(_‘//in_"/p) (A-5.371)

. - Tan(lnéc)COt(Zn) —(;(,3+A1)(r—ﬂ)
—Biv.
ly/ml//p; (l//in +Wp _lj _Al)Hn ‘

Tanh( (A, =y, —v &) Cosh\\JA =W =W, ) (0 oo Vet (us
7 {Tzz} =—Bil//ml//p (A _ll// — P ) ]\5(_; - ) p)e (vintv,) J‘O e(vm u/,,)ﬁUin (ﬂ)dﬂ
Vil in 4 in P
. > Tan(;(nfc)COt(;(n) (2 e 7 (za+n)B
—Biy. U. d
lwlnw;;; (l//in +l//p _Zj _Al )Hn e JO e mn (ﬂ) ﬂ
(A-5.372)

Vigésimo Tercer Término:

1 1 . + in pA2
Ty =T {BlﬁLCosh(‘/s+Al)S (S+A(1S) (sl/jr;:/wp)zv (S)} (A-5.373)

Se usard el teorema de la convolucion para eliminar un polo:

7 {T23} :J'OTZe_l {BichOSh(M) (S+‘//m)'//p1\z)N(S)}dﬂ

(S+Al)(s+z//m +y,

(A-5.374)
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Ahora por el método de residuos:

P(s)=Bigy, A, (s+v,, ) Cosh([s +A,)
O(s) =(S+A1)(S+‘//,~n +t//p)N(s)
Como se puede notar se tienen tres polos:
1) s=-A,
)s=—y,-vy,
3) N(s)=0
La derivada de (A-5.377) es:
O(s) :(S+A1)(S+‘//m —H//p)N'(s)+(s+Al)N(s)+(S+l//l.n +1//p)N(s)
Para el primer polo
P(s)=Bily A, (v, —A)

O(s)= (l//m +y,— A )('//m —A,)Bi

fl{P(Sl)}: gcl//pAzeiAlr
(l//in T, _A1>

Para el segundo polo:
P(s)==Bicy A,Cosh(\A,—y, ~v, )
O(s)=(A, ~v,—vw,)N(-v,~v,)

7 {P(S2 )} —BifcwiA2C0Sh (\/A1 YTV, ) v, )
= e

(A =vo v, )N (v —v,)

Para el tercer polo:

(A-5.375)

(A-5.376)

(A-5.377)

(A-5.378)

(A-5.379)

(A-5.380)

(A-5.381)

(A-5.382)

(A-5.383)

(A-5.384)

(A-5.385)

(A-5.386)
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P(s)=Bicw A, (v, — ;= A, ) Cos(7,) (A-5.387)

O(s)=-2, (v, +v,— 2. —A ) H,Sen(z,) (A-5.388)

© —y>—A,)Cot (24A):
TI{P(S3)}——BZ§ v,A,D ('//’” £ ‘)2 or(,) o) (A-5.389)
O(sy) S (v rv, -2 -A)H,

Entonces la transformada a sustituir en la integral es:

z_l {P(S)} _ é(,l//PAze_Al(T_ﬂ) Blfcl//iA2COSh (4 ’Al -V, _l//p ) e*('/’in“/’p)('r*ﬂ)
()

(l//in Y, _Al) (_ (Al _;’//i" ;//P)](V()l’//l” _WP) (A-5.390)
= Wi =2 =) Cot (X)) (2en)e-p)

-B A, e

lf Wp ;ln (l//m +l//p Z}f _A])Hn

Sustituyendo (A-5.390) en (A-5.374)

7T - Ey A, (1-e™) | Big VA, Cosh(m ) e
v rv, M)A (A v, v )N (v, -v,) | vy,
S (‘//in_ Xn )Cot(;(n)

(Z+A1
—BiEy A,
v ;zn(wmwp z,,Al)H,,{ 2+ ]

(A-5.391)

Vigésimo cuarto Término:

.Tanh(«/s+A1§c)

T, =2 {_Bl

s+A, s(s+A1)(s+1//m+wp)N(s)

Cosh(‘/s+Al) s+ )Y }

(A-5.392)

Usando el teorema de la convolucion:

. Tanh m&, S+y, )
IZ“‘{—BZ’ (TAI )COSh(M) ( Wzn)'/’pA)N(S)}dﬁ

=

(S+A1)(S+l//m+l//p
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(A-5.393)

Aplicando el método de residuos,

Tanh(\Js+ A&,
P(s)=-Bi an\g Sj\ SZ)COSh(\/S+A1)(S+Wm)l//pA2 (A-5.394)
S+

O(s)=(s+A,)(s+w, +w,)N(s) (A-5.395)

Se tienen los mismos tres polos que en el término anterior, para el primero,

P(s)=-Bi& (v, —A)w,A, (A-5.396)

0(s)=(v,, +v, - A )(w,, - A,) Bi (A-5.397)

I—I{P(Sl)}z _échpAze_AlT (A-5.398)
0(s)] (v, +w,-A)

Para el segundo polo:

Tanh \jA - in_l// éc
P(s)=BiyA, \(/%” )COSh(JAl—Wm—l//p) (A-5.399)
1 in P

O(s)=(A-v,,~vw,)N (v, -v,) (A-5.400)

I_l {P(Sz)} _ Bil//2A2 Tanh(\/Al —Vu _l//pfc)COSh(\,Al —Vu _l//p ) —(W;ﬁw)f
P

e
Q(S2) (Al V¥, —V, )3/2 N(_Win _l//p)
(A-5.401)
Para el tercer polo:
P(s)= —BiMCos( 2) V=22 A A, (A-5.402)
Zﬂ
O(s)=-1, (v, +v,— 2. —A)H,Sen(z,) (A-5.403)
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f{P( )} Biy AiTan Cot(zn)(wm—Zf—l\l)ef(zml), (A-5.404)
O(s,) p= zn(t//,,,wp 7i-M\)H,

Entonces

. {P(S)}:—fcl//pAzeAl(rﬂ)+Bil//127A Tanh(\JA, =y, —v & ) Cosh(\JA, v, - wp) e )ep)

0(s)]  (vu+v,-A) (A= —v,) " N(=w,—w,)
2 Tan(7,8.) Cot(2,) (V. =2 = N) {i2en)en)
= 2(v.+v,-2-A)H,

v\,

(A-5.405)

Sustituyendo (A-5.405) en (A-5.393):

ZLI {T24} _ _gcl//pAZ (1 —e_l\lr) +B"//12)A2 Tanh(m§ /)ZCOSh(\/m) [1 _e—(l//,»,,+l//p)r J
(l//in ty, —A, )A1 (A1 Vi _V/p) N(—l//in —1//17) v, tv,

w A
Vo Z z,,(t//,,,wp 7 -A)H, i+

= Tan(y,£.)Cot (1) (v, — 7, _Al)[l_e(lmy}

(A-5.4006)
Sumando las ecuaciones (A-5.260), (A-5.262), (A-5.264), (A-5.266), (A-5.284), (A-

5.300), (A-5.319), (A-5.332), (A-5.345), (A-5.360), (A-5.372), (A-5.391) y (A-5.406)
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—(v; _('//in‘*'l//p)f )
W, )T A _1
U,=U ,Oe_('//‘”+l//”)r +y, e_('//ln+wp)r-|.re(‘//m‘*"//p)ﬂUA (ﬂ)dﬂ_ Upol//pe (l// . ) n zl//P (e
f f ’ ! ' (l//in T, _Al> (l//in 'H//p)(Al Vi _‘//p)
Biy, (1 —Jog Tanh(Jo£, ))

" ®°N(-v, -v,) [@U o +v,U,, | Senh (\/5) o vl

N U, j"’ in "~ 5_A U (241, )e
"= in P n 1 n/An

(l—x/gchanh(\/ch)) Senh(\/g) (v )e [ ()8
e LY

(1+ 2.8 an(2,8.))  (2n)e
+Biy y, Z-;(W fy, A, - }(f)Hn .[

_Biy A, Z(Hz S Tan( 7,8, ))(zt// = Al)[le(lm]),]

+ Biy v,

1—\/5§CTanh(\/5§C)
(@) N(~v,,-v,)
(

e Cot(2,)|Usozti (Wi =22 =M ) U0 | (2n)e

—Bil,//ﬁ/\2 (

Bi e ZntM
+ ll//pé:cnzz; 7 (v, +wp—;(j—Al)Hn
Uyo (@) ¥,V | o)
Biy & Cosh \F[ o P 0] Avitvy)
+ Biy ,&.Cos ( ) a)N( - zyp) e

& Tan(y,&.)Cot(g,)
-B
ll//p;;( (V/ +[//p lj_Al)Hn[

Tanh (\/EQ ) Cosh (\/5)
(a))3/2 N(_W,‘n _l//p)

Cosh(\/g)e_("’f”%)’ et
in P U d
N(_l//in _l//p) J‘O ‘ ! (ﬂ) p

Ufolj +(l//in —Zj _Al)Up0j|e—(1f+Al)T

~Biy, Uy +y,U, ] el

+ Bi§cl//pgym

e Bic - y.Cot(z,)e " *Al)fjofe(wm)ﬂl,m (B)dp
1 E
l//pl// (l//in +l//P A _Z’?) )
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Tanh (\/Eéc ) Cosh (\/5)

. vty ) [T (vitw,)B
—Biy. U. d
w,Y, o N(—y/m _%)e .[Oe w(B)dp
) = Tan(y,8.)Cot(x,)  ~(zen)e e (2en)s
—Biy. e e U. d
w’"y/”;(wm +v, =2~ A )H, ! A28
BiEy A, Cosh(No (| _ Avww)r
P l1-e
oN(~v, -v,) | v.+v,
2 —(72+A
, (V=20 —A)Cot(z,) [1-e W@
_Blé:cl//pAZZ ( _1)2_ ez A
T2V v, 2 N )H A
Tanh(Nwé \Cosh(New ) (1 -viv,)
i P e 1
a)\/EN(_l//in _V/p) Vin TV,
+BlV/ A iTan(anc)COt(Zn)(l//in _l: _Al) 1-@7<Z§+AI)T
S 2va v, -2 -A)H, XA (A-5.407)
Donde
o=\ -y, -y, (A-5.408)

O bien, haciendo el 4lgebra correspondiente y usando la ecuacion (A-5.279) se obtiene:

0 ’(lz? +A )T

e

Uf = Bi‘//p Z
n=1

(v +v, — 70 - A 71H,

{Zf (Ufo +¥,,

{1 + ;(n.chan(;(,,é‘c ) + (é:c -

J-Or e(;{f+A|)/}Um (ﬂ)dﬂ) + (l//in — Zf -A )[Upo -A, {

Tan(y,&,)

Xn

e(;ngrAl)r . 1
X+ A

jx,,COI (%, )}

(A-5.409)
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A-5.6.- Concentraciones promedio en la particula

A-5.6.1.- Sin frente de agotamiento:

En este caso la concentracion promedio esta definida por:

! 2

(U,)= 3]0 U,&dé (A-5.410)

Aplicando el operador anterior a (A-5.66) :
‘ 0 e—(y,2,+A1)r
(,)= 3312[1 — u,Cot (4, )JW
( ) ) (i) (A-5.411)
Hy + A =y, QM
Uf() + Winlin (T) + ﬂj AZ [ Al + ﬂj J - UpO
A-5.6.2.- Con frente de agotamiento:
En este caso la concentracion promedio se define como:
! 2

(U,)=3 jé U,&dé (A-5.412)

Aplicando este operador a (A-5.259):
(1+ 7,6 Tan (2,8, ))( Cos(x,) , Sen(x, )j
» —(;{f-%—Al)r - 2
<Up>:3BlZ Zn Zn Zn
= x,H,Sen(z,) _{5 Tan(;(ngtc)J(Sen(;(n ) . Cos(z, )J
‘ X, X zf
, . (;{3+A1)/3 5 e(l,%JrA])r _1
An |:l//injo U, (ﬂ)e d/B+Uf0j|+(l//in — X _Al) Uy =4, W

(A-5.413)
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A-5.7.- Demostracion de la equivalencia de las soluciones.

Cuando &, =0, las constantes de la solucion adquieren los siguientes valores:

F,=(w, -2 -A)(Bi-1)-y, =B, (A-5.414)
G, =vy,+v, —xi-A =4, (A-5.415)
F'=Bi-1 (A-5.416)

G, =1 (A-5.417)

H, :Bi_l_g_iJr%[H%}F% =D, (A-5.418)

Por lo que las raices que se obtienen son las mismas, pues es la misma ecuacion; bajo
estas condiciones la ecuacion (A-5.259) se transforma en:

Hzen Uso + ¥ JOTU,-" (ﬁ)e(l’m')ﬁdﬂ
N Sen(z,¢)

e
U, =8i 2 (Zen)r (A-5.419)
» ;H,’Sen(;{n) £ +w[U})0Az{el )_IJ

Zf Zf +A,

La cual es equivalente a (A-5.66). De la misma forma, (A-5.409) se reduce a:

o —(;{,’;JrAl)r

2 21A
. T f+ 1 l//in _Zn _A (l" I)T _1
Uy =BZV’pZeG—H Uso +v, ], 5y, (ﬁ)dﬂ"‘%{(]w -A, (e—

n=1 nttn n /l/j + Al
(A-5.420)
La cual es equivalente a (A-5.125). Por tltimo (A-5.413) se reduce a:
o e—(lfﬂ\l)r
(U,)=3Biy " (1- z,Cot(x,))
B ™ (A-5.421)
2 2hA) )z
240)p (l//in ~ X _A]) o 1
Uf0+l//1nj Um(ﬂ) (Z ) dﬂ+ 3 [ PO Az[ Zj_’_Al

La cual es equivalente a (A-5.411).
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Apéndice A-6:
Solucion aproximada en estado transitorio

usando la idea de Capa Limite

Espesor de la capa g
limite & r

. .
......
.......

Figura A-6.1.- Ubicacion de la capa limite en la particula.

A-6.1.- Planteamiento del problema

El problema esta definido por las siguientes ecuaciones:

aUp_ 1 0 [(l—g*)zaUpj_AU A (A_61)
0T (1-g) o o) |
dU
L=y, (U, (7)-U, )+, (U, ], -V, ) (A-6.2)

Con condiciones de frontera e inicial;
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. ou, ,
En & =0 | - BZ(UPL*:O —Uf) (A-6.3)
&=0
En 0<¢& <A U, esta definida (A-6.4)

Cuando 7 =0, U,=U

10U, =U,, (A-6.5)

En estas ecuaciones se usd, & =1-¢, siendo & la coordenada radial adimensional medida
desde el centro de la particula; de esta forma & =0 ubica la superficie de la particulay A

es el espesor adimensional de la capa limite (A =d/r, ) .

A-6.2.- Solucion propuesta

Para resolver el problema en la particula, en forma aproximada, se propone el siguiente

polinomio:
U,=a,+an+an’ (A-6.6)
donde,
77:%:% (A-6.7)

por lo que las condiciones de frontera pueden escribirse como,

a .
En =0, XI:Bz(aO—Uf) (A-6.8)
Enn=1,a,+a +a,=0 (A-6.9)
Enn=1, a +2a,=0 (A-6.10)
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usando la idea de Capa Limite

Las condiciones (A-6.9) y (A-6.10) vienen de suponer que la concentracion y el flux son

nulos en la capa limite, de manera similar al caso del radio critico; esta manera de plantear

la solucion del problema en la particula es similar a la expuesta por Ochoa Tapia (2003).

De estas tres ecuaciones se obtienen,
ABiU,

2BiU,A  BiU,A
a, = o> 4 =~ ' =
2+ ABi

.’aZ_ .
2+ ABi 2+ ABi

por lo que,

. 2
U - BszA(l—n)
r 2 + ABi

A-6.3.- Ecuacion de cambio de la capa limite con el tiempo.

Las derivadas de esta ultima ecuacion son:

dU,  2BiU,A(1-7n)

dn 2+ ABi

d’U, 2BiU,A
dn*  2+ABi

ademas,

0U,  £dAdU, pdAdU,

p —

or  A’dr dn Adr dn

10 [( _5*)2 aUp] 1 d°U, 2 dU,

(1_5*)28_5* o8 ) A dt  (1-nA)A dn

Sustituyendo (A-6.15) y (A-6.16) en (A-6.1) :

(A-6.11)

(A-6.12)

(A-6.13)

(A-6.14)

(A-6.15)

(A-6.16)
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du d*U du
ndAT, 17, 2 L_AU, - A, (A-6.17)
Adr dn A dnp® (1-nA)A dn
sustituyendo (A-6.12), (A-6.13) y (A-6.14) en la ecuacion anterior,
dA 2 > (2+ABi)
2n(1=n)(1-nA)—==-6n+4—-AA(1-nA)(1-1n) —A,———=(1-nA) (A-6.18
n(1=n)(1=nA)==="~6n A(1=nA)(1-7) 2BZ.U/'(77)( )

integrando esta ultima ecuacion,

dA ¢ ! 2
— (2n-27’ (A+1)+2773A)d77=j0(4+g—677]d77
| (2+ABi) 1
—AIAIO(I—U(2+A)+UZ(1+2A)—773A)d77—A2TUfL(l—ﬂA)dU
2+ ABi
d_A(4_2A):12(1+EJ—A1A(4—A)—6A2“—0(2—A)
dr A BiU,
o bien,
dr__ 6 (1+EJ—A1A (4=4) 5, (2+AB) (A-6.19)
dr  (2-A)\ A (4-24) BiU,

para resolverla es necesario conocer la solucién en la fase fluida. Es importante mencionar
que esta ecuacion se puede manejar en estado cuasiestacionario, obteniendo valores
similares a los que se obtienen al resolver esta ultima ecuacién cuando el tiempo es

suficientemente grande.

A-6.4.- Ecuacion del fluido.

Siguiendo la metodologia desarrollada en el Apéndice A-4; el primer paso consiste en

aplicar Transformada de Lapalace a la Ecuacion (A-6.2),
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sU, =Uyy =, (Uz‘n (s)-U, ) Y, (Up ‘520 -U, ) (A-6.20)
a partir de (A-6.12) se tiene que,
_ ABiU,
g, = (A-6.21)
Ple=0 2+ ABi
Sustituyendo (A-6.21) en (A-6.20):
_ U, WU,
7, = 10 ; VU (5) (A-6.22)
: 1 ABi 1 ABi
SV Ty as) YT T 2 A
Aplicando transformada inversa:
U, =l y ey, [T U (B)d A-6.23
f f0 in J in
donde,
a, =1-AB (A-6.24)
2+ ABi
Sustituyendo (A-6.23) en (A-6.19):
4-A 2+ ABi) )
dr__6 ( Ej— AN ( : i)e (A-6.25)
dr  (2-A)0U A (4-24) Bi[Ufo ] Y (B)d /3}

esta ultima ecuacion deberd resolverse numéricamente para obtener A,y con éste calcular

los perfiles en la particula y en el fluido.
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A-6.5.- Concentracion superficial y promedio en la particula.

Para expresar los resultados obtenidos en el sistema coordenado en que se hicieron las
soluciones aproximadas del trabajo de tesis, es necesario hacer un cambio de variables, por

lo que,

BiU,(&-¢& Y

U = . (A-6.26)
' [2+(1-£)Bi](1-¢)
donde & =1 ubica la superficie de la particula,
U ‘ _ BiUf (1_950)2 (A-6.27)
et [24(1-£)Bi](1-£)
y & =1-A elradio critico. De esta forma,
ou,| _  2BiU, (A6.28)
o¢ |, 2+(1-&)Bi
A partir de la Ecuacion (A-3.37), se tiene,
1
[ U&as 3BIU 1
U=t y §-&) &ds
) [ &as [2+(1—§(.)Bi](1—§c)jff( )
resolviendo la integral,
BiU ,(6-15£, +10& - &)
()= 1o[f2+(1—§ )Bi](1-¢.) (A-629)
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A-6.6.-Solucion del modelo exacto en estado transitorio usando la idea de

capa limite.

En este caso, se reemplaza la Ecuacion (A-6.1) por:

ou, 10 20U, j o kU

= 1-& £
or (1_5*)2 85*(( g) af

—r (A-6.30)
1+kU,

siguiendo el procedimiento anterior,

_ndadly 14U, 2 dU, .. kU, (A-631)
Adr dn A dn’ (l—nA)A dn 1+kU, '
sustituyendo en (A-6.31) las ecuaciones (A-6.12), (A-6.13) y (A-6.14):
O’k,A(1-7) (1-7A
(=) (1-ma) 22 =2 gy iq 20 (. ) U=m8) 32
dr A . k,BiU ,A(1-1)
+
2+ ABi
para simplificar se definen,
) k,BiU ;A
a=0kA, b=—— (A-6.33)
2+ ABi

integrando (A-6.32) desde 77 =0 hasta 1:

dh__6 |2, af,_A_A (A1) 7 _
d_r_(z—A){XH b{l 3~y nlp+ 1]+ S Tan (\/3)}} (A-6.34)

la solucién para el fluido no cambia, por lo que el unico cambio radica en la ecuacion a

resolver numéricamente. Sin embargo, al incorporar esta modificacion los resultados no se

vieron afectados significativamente.
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Apéndice B-1:

Solucion numérica en estado estacionario

El sistema de ecuaciones que se desean resolver son:

Para la particula:

1 d[ Zdupj O’kU,

g d dé ) 1+kU,

Para el fluido:
Vi (Uin (T) _Uf)+ Yy (UPLH _Uf)

Con condiciones de frontera:

) v,
Eng=l  —=—2=5i(U,|_-U,)

En 0<&<1 U, estd definida

Primeramente se desarrollara la derivada de (B-1.1):

2 2
d'U, 24U, ®%kU,
d&* & dé 1+kU,

Definiendo:

dU
dg

Sustituyendo (B-1.6) en (B-1.5):

(B-1.1)

(B-1.2)

(B-1.3)

(B-1.4)

(B-1.5)

(B-1.6)
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2
dP:(I)kZUp EP

ar _ (B-1.7)
aé 1+kU, ¢
Tomando en cuenta la condicion de (B-1.4), se puede decir que,
En &=0 P=0 (B-1.8)

Ya que U, tiene un valor constante, fisicamente esto equivale a decir que el flux es cero en
el centro de la particula.

Sin embargo no se conoce ¢l valor de U, en el &=0, por lo que el algoritmo de solucion
debe ser de tipo iterativo de tal forma que se cumpla (B-1.3). Escrita en términos de P (B-

1.3) es:
En &=1 P+Bi(UpL:1 —Uf) 0 (B-1.9)

Sin embargo atn esta en funcion de Uy, por lo que se necesita su solucion, la cual se obtiene

de (B-1.2):
l//inUin T +!// U _
U, = (), ”L‘l (B-1.10)
l//in—‘er
Sustituyendo (B-1.10) en (B-1.9):
U, ~U.(7)
En &=1 P+Biy,, = =0 (B-1.11)

V/i}’l + Wp

Dentro del proceso iterativo del algoritmo, va a ser necesario corregir los valores
propuestos para U, en £=0, por lo que se usara el método de Newton para obtener la nueva

alternativa de solucion. Para ello se definira:
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. UP ‘5:1 ~Ui, (T)
f(&)=P+Biy, (B-1.12)
l//in + l//p
Cuya derivada es:
O’k,U
() _dP "7k s 27, (B-1.13)
¢ dé 1+kU,|
De ésta forma la ecuacidon que se usara es:
_ f(§)
UP nueva | z_ - Up anterior &0 _m (B_l . 14)

Para resolver (B-1.6) y (B-1.7) se empleara el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
A continuacién se mostrard por medio de diagramas de flujo el funcionamiento del

programa que compara la solucién numérica con:

Biy, A Senh\/A—lf A,

U = (B-1.15)
b Senh\/A—1 ¢ A,
Donde:
U, (r)+j§2
A= (B-1.16)

1
v, Bi+ (l//m +ty, )(\/ATC‘oth\/Ail - 1)
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B-1.1.- Diagrama de flujo del programa

A 4

Llama a la subrutina datos

A 4

Llama a la subrutina iteracion

\ 4
Llama a la subrutina analitica

Llama a la subrutina resultados
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Subrutina datos

l

Da valores a las constantes
(Al 5A29\I]ina‘~|]paBiUin)

\ 4

Fija: limites inferior (a) y
superior (b) de &, asi como A§

’

Determina el nimero
de subintervalos:

(b-a)
A

A 4

Condicion de frontera para P

A 4

Se ingresa la primera U supuesta
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Subrutina iteracion:

Llama a la
subrutina runge

A 4

Calculafy f

No f
Unueva = Uanteriur Y
A
Si

Inicio
<
A\ 4

Calcula
k1,11,k2,12,
k3,13,k4,14

Subrutina runge

n veces

A 4

Calcula las nuevas Uy P

Fin
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Subrutina analitica

Calcula A de (B-1.16)

w: Hasta &=1
Calcula U, de (B-1.15)

Fin

Subrutina resultados

n veces

Inicio
v

Despliega
é;’Unumérica; Uanalitica

Fin
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Solucion numérica en estado transitorio

Apéndice B-2

El sistema que se desea resolver es:

Fase solida:

ou

19

or &£ 0

Fase fluida:

dU

con condiciones de frontera e

En

En

B-2.1.- Fase solida

o

(52 ou, j_ . k,U

iniciales:
£o1 oU
= o2
oU
E=0 2 =0
0¢

p

1+kU,

Cuando 7 =0 Uf:U/b

=U

Po

Consideremos la siguiente expansion en series de Taylor:

restando (B-2.7) y (B-2.8):

oUu, Ar

—+
or 2

oU
e AT

or 2

1 0°U,
2! o072

2
laUp

+
2! o7

[
[

AT

2

AT

2

dz;f =V (Uin (T) _Uf ) Y, (UP‘§=1 - Uf)

(B-2.1)

(B-2.2)

(B-2.3)

(B.2.4)

(B-2.5)

(B-2.6)

(B-2.7)

(B-2.8)

B-2.1
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U Z'+£ -U T—g
ou i 2 r 2
£ = +0(A7)
or At ~
o bien,
aU k U l-c+l/2 _ l-c71/2
)4 — Pi Pi + O(Az_)2
or ). At -
entonces,
8U k+1/2 U lf+1 —U k Akarl
L =F A +O(Ar)2 ~—L
or ) At - At
entonces, la ecuacion (B-2.1) se puede escribir como
k+1/2 k+1/2
aUp _ Li 52 aUp _q)z szp
or ). £ 0& o0& 1+kU, i
el lado derecho de la anterior puede aproximarse como
k
ii 52 aUP _@2 szP
[aUp ] € 0e\” ag ) T 1+kU, |,
ey k+1
or ) 2 N 10 §28Up o kU,
£ o0& o0& 1+kU, |
o bien,
k+1/2 k
ou, —(1-4) 10 I ou, e KU, N 18 I ou,
or ) £ 0& o0& 1+kU, i £ 0& o0&

donde si,
A =0, el método es el explicito

A =1, el método es completamente implicito

(B-2.9)

(B-2.10)

(B-2.11)

(B-2.12)

(B-2.13)

U
-, —7
1+kU,

(B-2.14a)

B-2.2

|

k+1

i
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A =1/2, el método es de Cranck Nicholson
Ahora se linealizaran los términos no lineales de (B-2.14) por el método de linealizacion

de Ritchmeyer el cual usa series de Taylor. Comenzaremos con el término

(aUpj"“ EaUp]k [a(aupﬂ (aup]" {@[aupﬂ
~ rar| < - +AT|— (B-2.14b)
o0& ) o¢ ) or\ o8¢ ) ) o0&\ or )

Por otro lado, la derivada hacia adelante respecto al tiempo de U, se puede escribir

como,
ou \' UM -U* AU
(a;j _ P’AT pio_ A;’ (B-2.15)
sustituyendo (B-2.15) en (B-2.14b):
ou, \" (eu,) oeaUX
| e T (B-2.16)

Sustituyendo (B-2.16) en (B-2.14a):

oU k+1/2 KU k kU k+1
( - ”j =(1-2)T, - @ (1= 2)| ——L— | + AT, + AT, -®°A| —2L—
T ).

1+kU, ,- 1+kU, )
o bien
8U k+1/2 kU k kU k+1
L =T -®° (1- )| —L—| +AT, -®°A| ——L— (B-2.17)
or ) 1+kU, | 1+kU, |
Donde:
1 o(,,0U,Y
T =——|&—2 (B-2.18)
& o¢ o ),
1 o[, oAU~
V= | & — (B-2.19)
¢ og o¢
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Ahora se trabajara con cada término,

G
— 1 85 i+1/2 aé: i-1/2

& AE (B-2.20)

de la misma forma,

3 [52 &J (@) (60, -au ) -(8) L (AU, -0,
)8 (a2)

(B-2.21)

El término de reacciéon no es lineal, por lo que es necesario linelizarlo, para ello

definimos,
k,U
g=—1" (B-2.22)
1+ kU,
por lo que,
g\ og ) (U,
Bl ,"+Ar(—gj R - 2 B-2.23
g& =& or) =8 U | o ) ( )
Sustituyendo (B-2.15):
8 k
kit _ ok | 98 | Ak B-2.24
gl gl [aUp . pi ( )
sustituyendo (B-2.24) y (B-2.11) en (B-2.17):
AUkj%-l a k
AP’ :Tl—cngj‘mz;—q)u[%J AU (B-2.25)
T
P Ji

Sustituyendo (B-2.20) y (B-2.21) en (B-2.25):

B-2.4
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AU}I:’I — i (52 )5'11/2 (Ul’z]‘(ﬂ B U"f ) B (52 )f-l/z (Upf B U"f—l ) _ chgk
AT égz (A§)2 i
k + + k + +
n A%(éz )i+l/2 (AUP:;I] B AUPf 1)_ (252 )i—l/Z (AUPf - AUleill) _ @2/1£88_ng AU;H
(Aé) UP i
(B-2.26)

Multiplicando por A7 :

AU;;] N §—I;|:(§2 ):1/2 (UP:':-I B Upf ) - (52 )f—l/Z (Upf B Upfil )} - @iarg]

k
a0, 00, (@), (0, a0, waar] 2 s
P Ji
(B-2.27)
donde
—— (B-2.28)
(AS)

Rearreglando (B-2.27):

i+1/2

k
B L R C R CO N | B

52

QZLZ[(SZZ ):1/2 (U”f“ - Upf ) B (‘):2 )f—l/z (Ul’f‘( - Upf—l ):| - (DZATgik

52

i

(B-2.29)
Para simplificar la ecuacion anterior se definen:
r k
Ar = —zg—z(gz )i_”2 (B-2.30)
a k
k_ 2 g r 2\F 2\F
Bi =1+® AAT(W] +ﬁ§_2(((§ )i+1/2 +(‘§ )i—1/2) (B'231)
P Ji
7 k
Cik - _/15_2(52 )i+1/2 (B-2.32)

k+l

Pi+l
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i+1/2 i-1/2 i

Dik = éiz[(éz )k (Upfﬂ B Upf ) B (52 )k (Upl-( N Upl]il )} B CDzATg"k (B-2.33)

de esta forma,

A'AU, + BIAUSL! + CEAU M = Df (B-2.34)

Pi+] !

Estas ecuaciones son validas para 2 <i < NP—1, donde NP es el nimero de puntos en la

direccion &. Lo que sigue ahora es tratar con las condiciones de frontera.

B-2.2.- Condicion de frontera en la interfase

Comenzaremos por escribir (B-2.3) como:

k+1
—@ij =(8iv,). - (BiU,), (B-2.35)

NP

linealizando el término del lado izquierdo:

R R CONECO Rt
- +AT— = +AT— (B-2.36)
4 NP 4 NP ot g NP o NP og\ or NP

Sustituyendo (B-2.15) para i=NP,

k+1

(8U j"“ [GU J" o(aU,)
o I [ty DS L AL (B-2.37)
o0& o ), o

NP

linealizando los otros dos términos de (B-2.35):

k+1 k+1

(BiU, ) =Bi(U,). +Bi(AU,) (B-2.38)

NP NP

k+1 k+1

(8iU,). =Bi(U, ) +Bi(AU,) (B-2.39)

NP NP

B-2.6
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Sustituyendo (B-2.37), (B-2.38) y (B-2.39) en (B-2.35):

k+1

S )y o5 "

y dado que (B-2.35) es valida tanto para k como para k+1, se tiene entonces:

8(AU )k+l .
—% = Bi(AU,)

k+1 k+1

- Bi(AU )

NP NP

Sin embargo,

k+1 k+1

G(AUP )NP (AUP )NP B (AUP )NP—l

~
~

PE AE

por lo que

(AU, )’]‘le +(Biag +1)(aU, )kP' ~BiaE(AU,) =0

+
N, NP+1

Aqui se uso (Uf )NP = (Up )NP+1 .

Para simplificar se definen:

Cyp = —BiAE
DII;P =0
por lo que,
& k+1 & k+1 & k+1 &
AL, (AUP )ML1 +BY, (AUP )NP +CL, (AUP )NP+1 =Dt

ahora se trabajara la otra condicion de frontera,

k
0
—(aU"j (aU,).,, ~5i(U,) +Bi(aU,) = Bi(U, ) - Bi(AU,)

k+1

NP

(B-2.40)

(B-2.41)

(B-2.42)

(B-2.43)

(B-2.44)

(B-2.45)

(B-2.46)

(B-2.47)

(B-2.48)

B-2.7
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B-2.3.- Condicion de frontera en el centro de la particula

La ecuacion (B-2.4) se puede escribir como:

Y, M—o B-2.49
e | (B-2.49)

i
expandiendo en series de Taylor:

ou Y (au Y o(ou Y (au Y & o
( P] :( Pj +Ar—£ PJ :( ”j +—(AU, ) (B-2.50)
o0& o0& o0&\ or ) o0& ) o i

i i

sustituyendo (B-2.50) en (B-2.49):

GUP ¢ 8 k+1 _
( Y l +£(AUP >,~ =0 (B-2.51)

de la misma forma que en el caso anterior, la ecuacion (B-2.49) es valida tanto en k£ como

en k+1, por lo que:
k+1
— (AU, )[ =0 (B-2.52)

sin embargo,

k+ k+ i
8(AUP )i ] < (AUP )MI _(AUP )i | (B-2.53)
FE Ag
por lo que,
(80, )" +(av, )" =0 o2

lo anterior se debe a que esta condicion corresponde al punto i =1. Al igual que en los dos

casos anteriores, se puede escribir como:

B-2.8
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B (AU, )" +CH(aU,)." =Df (B-2.55)
donde
B =-1 (B-2.56)
Ccl=1 (B-2.57)
D=0 (B-2.58)

la tnica parte faltante es la ecuacion del fluido.
B-2.4.- Fase Fluida

Comenzaremos por escribir la ecuacion (B-2.2) como:

k+1/2

de ke k+1/2
| @) [l o [ B2

o bien, en forma aproximada

k

dU k+1/2
[—dp:PH ] = (WmUin )fﬂ/z + (1 - 2«) |:l//pUpNP - (Wm + l//p )UPNP+1 :|

" (B-2.60)
k+1
+4 [WpUpNP - (l//in tv, )UpNP+1 l
para el término del lado izquierdo:
8U k+1/2 U k+1 -U k AUk+l
(_a,,;w ] = Soes L g(arf < SO B4

por lo que:

B-2.9
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AU k412
—=(y, U,
AT (l//m m)

+4 [Wp UpNP - (Win tv, )UpNP+1 ]kﬂ

+ (1 - ﬂ)[WpUpNP - (l//in TV, )UPNP“ T

Es necesario linealizar los términos del instante k+/, alrededor de &:

(U, )
ot

k+1

(l//pUpNP) = (l//pUpNP )k +Azy,

= (V/pUpNP )k + l//pAUﬁ;\};

k+1

I:(‘//m TV, )UpNP+1 j|k+] = I:(Wm TV, )UpNPH :|k + (Win Ty, )(AUp )NP+1

por lo que:
AUkH . .
Ap:P -= (WinUm )k " + (l//pUpNP )k B [(l’[/in Y, )UPNP” i|k
+/1l//pAU§]T/}: -4 (l//in + l//p )(AUP )lzc\;lﬂ
Rearreglando:

1

[1 + /IAT(I//I-,, +y, )}(AUp )1;;“ —AAry, (AUP )/; -

P

+Ary, (UP )fvp _Ar(l//i" Y, )(Up>

k

AT(WinU

k+1/2
in)

NP+1

Por ultimo, se define:

A]I(/PH =-AAry,

Bypa :1+2’AT(WM 'H//p)

k+1/2 k

Dzlf/PH = AT(‘//mUin) +ATWp (Up )I;VP _AT(‘//in TV, )(Up)

NP+1

por lo que:

i k+1

Ao (AU, )+ Bl (50, ) = Dy,

(B-2.62)

(B-2.63)

(B-2.64)

(B-2.65)

(B-2.66)

(B-2.67)

(B-2.68)

(B-2.69)

(B-2.70)

B-2.10
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Resumiendo, los elementos de la matriz tridiagonal son:

Para i=1:
k el k kel k
Bf (AU,) +Cf(AU,) =D
donde
Bf =-1
Cf =1
Df =0

Para 2<i< NP-1

Pi+l

AkAUpf:rll +BlkAUII;+1 +qkAU k+1 _ Dk

1

donde:
Alk - _,1§L2(§2 )f-l/z
a k
ot —reoaad| 2| wal{(@), ()
Clk - _;LLZ(éz ):11/2
Dzk = Lz[(é:z )f+1/2 (Upl]':»l - sz ) - (982 )571/2 ( sz - Upzlil
Para i = NP
k k+1 & k+1 k k+1 i
4y, (AU, )NP_l + By, (AU, )NP +Cyp (AU, )NP+1 =Dt,
donde,
A =—1

(B-2.55)

(B-2.56)

(B-2.57)

(B-2.58)

(B-2.34)

(B-2.30)

(B-2.31)

(B-2.32)

(B-2.33)

(B-2.48)

(B-2.44)

B-2.11



Apéndice B-2: Solucion numérica en estado transitorio Francisco José Valdés Parada

B, = BiAéE +1 (B-2.45)
Cyp = —BiAE (B-2.46)
Dy, =0 (B-2.47)

Para i=NP+1
Ay (AU, )"+ B, (AU,) =Dy, (B-2.70)

donde:

Abpy = —AATy, (B-2.67)
By, =1+ AA7(y, +v,) (B-2.68)

k

DYy, =Ar(w,U,) """ (B-2.69)

+Azy, (UP )I;vp B AT("I/M Y, )(UP)

NP+1

B-2.12
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B-2.5.- Diagrama de flujo del programa

A 4

Llama a la subrutina datos

A 4

Llama a la subrutina rut

B-2.13
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Subrutina datos

Da valores a

Bi, ®*,w,.v,C,..K,,KT,7,7,,7, AT y AE

l

Caleula = —2F g =Sae p —iik NP=1+—= NT=1+5L

(AE) K, AE At

.

Fija los valores iniciales

ol Del,KT

Subrutina rut

t=Ar(K~1)

Fija el tipo de funcion de alimentacion

Establece las condiciones de
frontera en i=1 y i=NP.

Llama a la subrutina tridag, la cual calcula los
coeficientes de la matriz tridiagonal

Despliega resultados

Fin

B-2.14
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Apéndice C-1:

C-1.1.- Funcion escalon

0.0

Solucién numérica
Solucion analitica sin &,

oy
L -

-0.2-

1
1.0

0.9
0.8
0.7-
0.6
& 05-
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Figuras en estado cuasiestacionario

Solucién numérica
Solucion analitica con &

0.0

-0.2-

"0.01

0.1

1

Figura C-1.1: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

Bi=10,y, =15y ®* =3.

radio critico para una funcién de alimentacion tipo escalon unitario y

C-1.1
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1.0

0.8

.-

0.6 -

Solucién numérica
————— Solucion analitica sin &

-0.2-

1.0
0.9
0.8
0.7

0.6

0.4-
0.3-
0.2 c)
0.1

0'0 T L T L L | T 1
0.01 0.1 1 3

Figura C-1.2: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcién de alimentacion tipo escalon unitario y

Bi=10,y, =15y ®*=8.

C-1.2
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—— Solucién numérica
Solucion analitica sin &

1.0

0.8 -

0.6

0.4 -

0.2+ Solucién numérica

----- Solucion analitica con &,

00— —

-0.2-

0.1 1

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6-
£ 0.5-
° 04
0.3
0.2-
0.1
0.0

3 | 0.1 1 3

-0.2-

0.1 1 3

Figura C-1.3: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcién de alimentacion tipo escalon unitario y

Bi=100, v, =15y ®* =3.

C-1.3



Apéndice C-1: Figuras en estado cuasiestacionario Francisco José Valdés Parada

1.0 -

0.8 1

0.6

0.4

Solucién numérica 0.2 -

2 [ Solucion analitica sin &,

— Solucién numérica
----- Solucion analitica con &

-
L=

0.0 ——— ————ry — 0.0 — — :
1 3 | 0.1 1 3

-0.2- -0.2-

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

o+
0.01 0.1 1 3

Figura C-1.4: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcién de alimentacion tipo escalon unitario y

Bi=100, y, =15y ®* =8.

C-14
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C-1.2.- Funcion oscilatoria

1.0 1.0-
0.8 - 0.8+
0.6 - 0.6 -
0.4 - 0.4
0.2+ Solucién numérica 0.2+ Solucién numérica
------ Solucién analitica sin &, - - - - - - Solucion analitica con &
0.0 =———— T ———r — 0.0-f e ———— —
i 0.1 1 3 i 0.1 1 3

-0.2- T -0.2- .

1.0

0.9+

0.8

0.7 -

0.6 -

0.5

C 0.4—- C)

0.3

0.2

0.1+

0'0 T T L | T T L | T 1

0.01 0.1 1 3

Figura C-1.5: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dinamico del

radio critico para una funcion de alimentacion oscilatoriay Bi =10, y, =5

y ®° =3,

C-1.5
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0.8 -

0.6

0.4

0.2

0.0

Apéndice C-1: Figuras en estado cuasiestacionario

Francisco José Valdés Parada

—— Solucién numérica
Solucién analitica sin g

A4 AAs
|

) |
iw Yl eniing

e
N

-0.2-

1.0-
0.9-
0.8
0.7
0.6-
0.5
0.4
0.3
0.2-
0.1

—— Solucién numérica
Solucién analitica con &

1.0 1

Saddiiien

0.8

0.0
0.01

Figura C-1.6: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dinamico del

radio critico para una funcion de alimentacion oscilatoriay Bi =10, y, =5

y ®* =8,

C-1.6
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1.0- 1.0-
0.8 - 0.8 1
0.6 - 0.6 1
0.4- 0.4
0.2+ —— Solucién numérica 0.2 Solucion numérica
————— Solucién analitica sin &_ - - - - -Solucién analitica con &,
0.0 - e
[ 0.1 - 1 3 ] 01 1 3
-0.24 -0.2-
1.0 -
0.9
0.8
0.74
0.6
: 0.5
¢ 0.4 c)
0.3
0.2
0.1
oo0——— -\
0.01 0.1 1 3
T

Figura C-1.7: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dinamico del

radio critico para una funcion de alimentacion oscilatoria y Bi =100, v, =5

y ®* =3,

C-1.7
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—— Solucién numérica
1.09 [----- Solucién analitica con &_

—— Solucién numérica
1.04 | ----- Solucion analitica sin &_

-0.2- -0.2-

1.0
0.9 -

0.7
0.6
0.5
0.4-
0.3
0.2
0.1

00—
0.01 0.1 1 3

Figura C-1.8: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcion de alimentacion oscilatoriay Bi =100, y, =5

y ®* =8.

C-1.8
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C-1.3.- Pulso finito de duracion Az =0.5

1.0+ 1.0-
—— Solucion numérica | | — Solucién numérica
----- Solucién analitica sin & - - - - - Solucion analitica con &
0.8 - ° 0.8-
0.6
0.4
0.2
0.0 o
-0.2- -0.2-
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6 -
F; 0.5
€ 0.4
0.3—_ C)
0.2
0.1
0'0 T L | T L T 1
0.01 0.1 1 4

Figura C-1.9: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcidon de alimentacion de tipo pulso finito y Bi =25,

WinZIY®2:3‘

C-1.9
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1.0 1.0-
—— Solucién numérica —— Solucién numérica
————— Solucion analitica sin & 1 | -----Solucién analitica con ¢
0.8 0.8 :
0.6- 0.6- " U
U Moy
P &=1 ——:"\‘
0.4 0.4 i
0.2 | <UP> :
2 0.2 :
: b)
0.0 ————— 0.0 P by y -.
0.01 0.1 1 4
1 T
-0.2- -0.2-
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6 -
{} 0.5
° 04-
0.3 C)
0.2
0.1
0'0 T T LI | T T LI | T T 1
0.01 0.1 1 4
T

Figura C-1.10: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcién de alimentacion de tipo pulso finito y Bi = 25,

C-1.10
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2-

1.0 -
—— Solucién numérica — Solucion numérica
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Figura C-1.11: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcién de alimentacion de tipo pulso finito

yBi=100, v, =1y ®* =3,
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Figura C-1.12: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funciéon de alimentacion de tipo pulso finito y

Bi=100, y, =1y ®* =38.
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Figura C-1.13: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dinamico del

radio critico para una funcién de alimentacion de tipo pulso finito y Bi = 20,

l//in :1 y @2:3
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Figura C-1.14: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dindmico del

radio critico para una funcién de alimentacion de tipo pulso finito y Bi = 20,

w,=ly ® =8,
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Figura C-1.15: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dinamico del

radio critico para una funcién de alimentacion de tipo pulso finito y Bi = 40,

l//in :1 y @2:3
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Figura C-1.16: Concentraciones aproximadas y exactas y comportamiento dinamico del

radio critico para una funcién de alimentacién de tipo pulso finito y

Bi=40, y, =1y ®* =8,
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C-2.1.- Funcion escalon.
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Figura C-2.1: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcidon de alimentacion tipo escaloén

unitarioy y,, =15, Bi=10 y ®* =

3.
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Figura C-2.2: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo escalon

unitarioy y, =15, Bi=10 y ®* =8.

C-22



Apéndice C-2.- Figuras en estado transitorio Francisco José Valdés Parada

—— Solucién numérica

P Solucion analitica sin &

Solucién numérica
L S Solucién analitica con &,

00F=-=-" NAR—
0.1 1

-0.2-

1.0-
0.9
0.8
0.7
0.6

gc 0.5—:
0.4
0.3-
0.2-
0.1
0.0

0.0p====3"" —

3 ] 0.1 1

-0.2-

0.01

0.1 1 3

Figura C-2.3: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dinamico del radio critico para una funcion de alimentacion tipo escalon

unitarioy v, =15, Bi=100 y ®* =3.
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Figura C-2.4: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo escalon

unitarioy v, =15, Bi=100 y ®* =8,
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Figura C-2.5: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcidon de alimentacion tipo oscilatoria

yy,=5,Bi=10y ® =3,
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Figura C-2.6: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcién de alimentacion tipo

oscilatoriay v, =5, Bi=10

y ®° =8.
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Figura C-2.7: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcidén de alimentacion tipo oscilatoria

yw, =5, Bi=100 y ®* =3.
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Figura C-2.8: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcidon de alimentacion tipo oscilatoria

yw,=5,Bi=100 y ®* =8,
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Figura C-2.9: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcién de alimentacion tipo pulso finito

yw, =1, Bi=25y ® =3.
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Figura C-2.10: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

yy, =1, Bi=25y ®=8.
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Figura C-2.11: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

yy, =1, Bi=100 y ®*=3.
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Figura C-2.12: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

yy, =1, Bi=100 y ®*=8.
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5.7.4.- Pulso finito de duracion Az =0.01
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Figura C-2.13: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

yw,=1,Bi=20y ® =3,
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Figura C-2.14: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

yy, =1, Bi=20y ® =8.
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Figura C-2.15: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

yy, =1, Bi=40 y ®* =3,
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Figura C-2.16: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dinamico del radio critico para una funcion de alimentacion tipo pulso finito

yy, =1, Bi=40 y ®* =8.
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Figura C-2.17: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funciéon de alimentacion tipo pulso finito

yy, =15, Bi=20y ® =50.
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Figura C-2.18: Concentraciones aproximadas y exactas junto con el comportamiento

dindmico del radio critico para una funcioén de alimentacion tipo pulso finito

y vy, =15, Bi=20y ® =100.
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