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Introducción

La teoría de Riemann (1854) permite integrar funciones acotadas y discontinuas, cuyos
puntos de discontinuidad forman un conjunto de medida cero (con respecto a la medida
de Lebesgue). En cierto sentido, la teoría de Riemann es lo suficientemente amplia. Sin
embargo, esta tiene limitaciones para integrar funciones acotadas y discontinuas en todo
punto, por ejemplo la función de Dirichlet [6, 8, 13, 16, 35], o bien los teoremas de conver-
gencia de la integral de Riemann son restrictivos, véase el Ejemplo 1.1.1. La introducción
de una integral más general fue necesaria después de los trabajos publicados por Fourier y
Dirichlet [8, 20], ya que por ejemplo, se requería considerar la integral de funciones que en
general no son Riemann integrables, véanse los Ejemplos 1.2.1, 1.2.2, 1.2.4, 1.2.6 y 1.3.2.
En particular, se necesitaba integrar funciones discontinuas en todo punto. Además de ase-
gurar el intercambio de una serie infinita e integral, y una teoría de integración con teoremas
de convergencia más generales que los que ofrece la teoría de integración de Riemann.

Emilie Borel, alrededor del año 1898, desarrolló la teoría de la medida y estableció
las propiedades que se deben satisfacer para que un conjunto sea medible y también cuan-
do este conjunto tiene medida cero [8, 13, 16]. Henri Lebesgue en 1902, utilizó la teoría
desarrollada por Emilie Borel para definir una nueva integral [8, 13, 16, 20]. En la actua-
lidad, a esta integral se le conoce como la integral de Lebesgue. La teoría de la medida es
fundamental para definir la integral de Lebesgue [8, 10, 13, 40].

Las integrales de Riemann y Lebesgue conceptualmente tienen origenes diferentes. La
integral de Lebesgue resultó de una generalización de la integral de Riemann manteniendo
válidos algunos teoremas de esta última integral. Así, toda función f Riemann integrable
es Lebesgue integrable y los valores de sus integrales coinciden [8, 16, 20]. Además, una
función Lebesgue es Riemann integrable si y sólo si el conjunto de sus discontinuidades
tiene medida de Lebesgue cero [8, 13]. Estas propiedades son empleadas para evaluar la
integrabilidad, en el sentido de Riemann, de ciertas funciones Lebesgue integrables.

Por otra parte, no siempre es posible emplear métodos numéricos para evaluar funcio-
nes Lebesgue integrables debido a que existen funciones que no son continuas [8, 16, 35].
La mayoría de los métodos de integración numérica necesitan la continuidad y la primera
derivada de la función, ya sea el caso para intervalos acotados o no acotados. Dada una
función Lebesgue integrable su aproximación numérica sería a través de funciones escalo-
nadas para intervalos acotados. Para intervalos no acotados, la aproximación por funciones
escalonadas resulta un método cumputacional poco eficiente al implementar un algoritmo.

Para sucesiones de funciones, la integral de Lebesgue cuenta con teoremas de con-
vergencia, los cuales no suponen la convergencia uniforme [8, 13, 16, 35]. Los teoremas
de convergencia de la teoría de integración de Lebesgue hacen de esta una herramienta
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esencial en infinidad de áreas de las Matemáticas. Por dar un ejemplo, el Teorema de la
Convergencia Dominada se emplea en el Análisis Funcional en multiples artículos, por
ejemplo [1, 3, 33].

Por otra parte, el proceso de integración puede ser definido por dos caminos diferentes.
Una de manera descriptiva y la otra constructiva [23]. Isaac Newton (1642-1723) definió
su integral como una antiderivada, es decir, si F : [a,b] → R y F′(x) = f (x) para toda
x ∈ [a,b, ] entonces f es Newton integrable sobre [a,b] y∫ b

a
f = F(b)−F(a),

y esto se conoce como una definición descriptiva. Por su parte, Bernhard Riemann en 1854
definió su integral de forma constructiva, tomando sumas de áreas y el límite en las parti-
ciones y a este proceso se le conoce como constructivo [23].

En el marco de la integral de Lebesgue, el Teorema Fundamental del Cálculo Integral
se reformula de la siguiente manera, conforme [13].
Si F : [a,b]→R es diferenciable casi donde sea en [a,b], F′ es Lebesgue integrable, y∫ x

a
F′(t)dt = F(x)−F(a) ∀x ∈ [a,b].

Una caracterización de las funciones Lebesgue integrables se hace a través de las funciones
absolutamente continuas. En esta tesis se denotará a este espacio de funciones como AC,
conforme a los textos [6, 13, 16, 35]. Así, usando la notación previa, una función f es
Lebesgue integrable en [a,b] si y sólo si F es AC[a,b].

Continuando con esta línea, el trabajo de Ulisse Dini y Vito Volterra muestra que exis-
ten funciones que son acotadas y sus derivadas no son Lebesgue integrables. En general,
el Teorema Fundamental del Cálculo Integral no es válido para todo el conjunto de las
funciones derivada [16]. Por ejemplo, la función

F(x) =
{

(x − a)2 sen(1/(x − a)) si a < x ≤ b,
0 si x = a

es oscilante, diferenciable sobre la recta real pero F′ no es Lebesgue integrable, ya que F
no es una función absolutamente continua [16].

Con el interés de integrar funciones oscilantes, en 1912, Arnaud Denjoy propone una
integral que permitió generalizar el Teorema Fundamental del Cálculo Integral para funcio-
nes que son derivadas. Así, la integral de Denjoy generalizó la caracterización que existe
entre las funciones absolutamente continuas y las funciones Lebesgue integrables, tal rela-
ción fue demostrada por el matemático ruso Nikolái Luzin [13, 16].

En 1914, Oskar Perron propuso otra integral que se le conoce como la integral de Pe-
rron. Esta establece una extensión de la integral de Lebesgue y también con la propiedad
de que todas las derivadas son integrables en este marco teórico [16]. Introduce las no-
ciones de funciones mayores y menores que se definen utilizando las derivadas superior e
inferior, respectivamente [16]. El trabajo de Oskar Perron fue independiente al de Arnaud
Denjoy, por tal motivo tienen enfoques diferentes. Sin embargo, estas integrales son equi-
valentes sobre R (véase [16, Teorema 11.2]) y en la actualidad se conocen como la integral
de Denjoy-Perron [6, 16].
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En 1957, al realizar investigaciones en el área de ecuaciones diferenciales, Jaroslav
Kurzweil retomó las ideas de Bernhard Riemann para desarrollar una integral en términos
de ε-δ, que mantuviera válidos los teoremas de convergencia de la integral de Lebesgue y
que todas las derivadas fuesen integrables como en la integral de Denjoy-Perron [6, 11, 16].

Posteriormente, en la década de 1960, Ralph Henstock propone una definición de inte-
gral, que bajo ciertas condiciones resulta equivalente a la definición de Jaroslav Kurzweil
[6, 16]. Así, a estas se les conoce como la integral de Henstock-Kurzweil, en otros textos
la podemos encontrar como la integral generalizada de Riemann [6, 16]. En [16, Teorema
11.3], se demuestra que las integrales de Denjoy-Perron y Henstock-Kurzweil son equiva-
lentes sobreR. Una característica importante de espacio de las funciones Lebesgue integra-
bles son un subconjunto propio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables y, el valor
de las integrales coinciden [6, 16]. Cabe señalar, que la integral de Henstock-Kurzweil
establece una relación con la integral de Riemann-Stieltjes [35]. Este hecho es de gran uti-
lidad en el desarrollo de algunas de nuestras contribuciones como veremos en capítulos
posteriores.

El Teorema Fundamental del Cálculo Integral es uno de los resultados principales de la
teoría de integración. En el marco de la integral de Henstock-Kurzweil todas las funciones
derivadas en el sentido usual son integrables, a diferencia de la teoría de Lebesgue. En la
presente tesis, se enuncian las dos versiones del Teorema Fundamental del Cálculo Integral
en el marco de la teoría de Henstock-Kurzweil [6]. Los Ejemplos 1.2.1-1.2.3 expuestos en
la sección 1.2 muestran el alcance teórico de la integral de Henstock-Kurzweil. En [12] se
extiende el Teorema Fundamental de Calculo para en espacios de Banach.

La integral de Henstock-Kurzweil cuenta con el Teorema del Multiplicador. Éste mues-
tra la conexión con la integral de Riemann-Stieltjes. Existen diferentes definiciones de una
integral del tipo de Riemann-Stieltjes. En esta tesis, empleamos la definición de Riemann-
Stieltjes dada en [6] y usamos la conexión con otras integrales tipo Stieltjes, tales como
Lebesgue-Stieltjes y Kurzweil-Stieltjes [29, 35]. Por último, cabe remarcar que los mul-
tiplicadores de las funciones Lebesgue integrables son las funciones medibles y acotadas
[8, 13, 16]. Así, en [43] se muestra que los multiplicadores de las funciones Henstock-
Kurzweil son las funciones de variación acotada; el conjunto de estas funciones se denota
como BV (R), conforme a [6, 16, 33, 35]. El Teorema del Multiplicador es válido para in-
tervalos no acotados y es empleado en recientes publicaciones [1, 3, 33]. Considerando las
funciones de variación acotada se obtienen nuevos resultados en el contexto del Análisis de
Fourier con la integral de Henstock-Kurzweil.

Una caracterización de la integral de Henstock-Kurzweil fue establecida por Heinrich
Hake. El Teorema de Hake afirma que cualquier función cuya integral impropia exista es
integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil. Una consecuencia de este resultado es que
las funciones Riemann integrables en el sentido impropio están contenidas en el espacio de
funciones Henstock-Kurzweil integrables. Un aspecto teórico importante es el siguiente, en
general no toda función Riemann impropiamente integrable es Lebesgue integrable, véase
el Ejemplo 1.3.2. El Teorema de Hake es válido para intervalos compactos e intervalos no
acotados [6, 16].

En [49, Propossión 2.5] se establece una relación de orden parcial en G, idénticamente
(G,@), donde denotamos con G a la clase de Saks de integrales, véase [49].
Notemos que la integral de Henstock-Kurzweil (HK) incluye a la integral de Newton (N ),
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Riemann (R) y Lebesgue (L), idénticamente N @HK, R @HK, L @HK, véase [49].

En [49, Teorema 4.10] se demuestra que la integral de Henstock-Kurzweil es invariante
bajo las extensiones de Cauchy y de Harnack. La integral de Henstock-Kurzweil está conte-
nida en cada integral que contiene la integral de Lebesgue [49]. De esta manera, el espacio
de las funciones Henstock-Kurzweil integrables es el espacio más pequeño que contiene
funciones Lebesgue integrables y es invariante bajo estas extensiones, véase [49].

Es importante señalar que la teoría de integración de Henstock-Kurzweil cuenta con
buenos teoremas de convergencia. Las pruebas de convergencia para funciones definidas
sobre intervalos no acotados son enunciadas y demostradas en la tesis, en particular, uti-
lizamos la Prueba de Chartier-Dirichlet para desarrollar algunos de nuestros resultados
principales.

La teoría de integración surge como una subárea del Análisis Matemático en el año
de 1823 con el formalismo empleado por Agustin Cauchy [8]. La teoría moderna de inte-
gración inicia con la introducción de nuevas integrales, más generales que las anteriores y
abre la posibilidad de aplicaciones en diferentes áreas. En particular, el Análisis de Fourier
está directamente relacionado con la teoría de integración [8, 13, 20]. En [48] se inicia el
estudio de las series de Fourier en el contexto de la integral de Denjoy. Posteriormente,
aproximadamente en el año 2002, Erik Talvila [44] estudió la transformada de Fourier em-
pleando la integral de Henstock-Kurzweil. En la actualidad, un grupo de investigadores de
la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla y la Universidad de Masaryk (República
Checa) continúan investigando propiedades fundamentales de la transformada de Fourier
sobre espacios de funciones no absolutamente integrables [3, 33, 36]. Por otro lado, el Dr.
Juan Héctor Arredondo de la Universidad Autónoma Metropolitana estudia posibles gene-
ralizaciones de espacios de interpolación, también en el sentido de integrales generalizadas
[4].

En [33], se presenta una versión del Lema de Riemann-Lebesgue para funciones de
variación acotada que se desvanecen en el infinito,y que no son necesariamente Lebesgue
integrables. Además, se describe un espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables
pero no Lebesgue integrables, donde dicha versión del Lema de Riemann-Lebesgue es
válida.

La integral de Henstock-Kurzweil es empleada en [36] para estudiar la transformada
clásica de Fourier en espacios Lp(R). Obteniendo que la transformada clásica de Fourier
Fp : Lp(R)→Lq(R), 1/p+1/q = 1 y 1 < p ≤ 2 tiene una representación integral y puntual,
casi donde sea, en el sentido de la integral de Henstock-Kurzweil en un espacio denso
de funciones no necesariamente Lebesgue integrables. Además, para cualquier función f
en este subespacio, su transformada de Fourier Fp(f )(s) obedece el Lema de Riemann-
Lebesgue demostrado en [33] y coincide casi donde sea con una función continua excepto
en el punto s = 0.

Los operadores lineales transformada Coseno y Seno de Fourier son estudiados en [3]
en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Estos dos operadores son llamados HK-
Coseno y HK-Seno de Fourier, respectivamente. Desde [46] se muestra que el compor-
tamiento de la transformada Seno de Fourier y transformada Coseno de Fourier tienen
propiedades cualitativas diferentes. En [3], se muestra que estos operadores lineales tienen
más diferencias cualitativas en el contexto de la integral de Henstock-Kurzweil. De mane-
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ra más precisa, el operador HK-Coseno de Fourier es acotado y el operador HK-Seno de
Fourier no es acotado.

Con las ventajas teóricas que presenta la integral de Henstock-Kurzweil y las aporta-
ciones antes mencionadas, este trabajo de tesis tiene como líneas de investigación desarro-
lladas en [3, 13, 26, 27, 28, 33, 36, 40, 45] que son las siguientes resultados:

1. El comportamiento asintótico y expresiones analíticas de las transformadas Seno y
Coseno de Fourier.

2. El acotamiento del operador transformada Coseno con la integral de Henstock-Kurzweil.

3. El Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en BV0(R).

4. Las propiedades de la transformada de Fourier en espacios Lp(R) con la integral de
Henstock-Kurzweil.

5. Condiciones necesarias y suficientes para obtener la derivación bajo el signo de la
integral en el marco de la integral de Lebesgue y de Henstock-Kurzweil.

Así, logramos desarrollar resultados originales usando la integral de Henstock-Kurzweil
generalizado algunos de los teoremas clásicos de la transformada de Fourier.

Un primer resultado (Teorema 3.1.1) desarrollado en la presente tesis consiste en con-
siderar una función f en el espacio Lp(R) ∩ BV0(R) ∩ ACloc(R), con 1 ≤ p ≤ 2, para
demostrar que Fp(f ) es una función que se desvanece en el infinito, establecer una relación
de igualdad entre el operador FHK (transformada de Fourier en el sentido de Henstock-
Kurzweil, la cual se le conoce como la transformada HK de Fourier) y el operador clási-
co Fp (transformada de Fourier) en Lp(R), 1 < p ≤ 2. Notemos que Lp(R) ∩ BV0(R) ∩
ACloc(R) no está contenido en L1(R). Una consecuencia directa del Teorema 3.1.1 es el
Colorario 3.1.1, donde consideramos los casos particulares cuando la función f es una fun-
ción par o impar. De esta manera, se obtienen expresiones analíticas que definen a la trans-
formada de Fourier en términos de la transformadaHK-Seno de Fourier o de la transforma-
da HK-Coseno de Fourier. En ambos casos, las transformadas HK-Seno y HK-Coseno de
Fourier se definen de manera puntual excepto para s = 0, estos resultados se desarrollaron
en la sección 3.1. Además, vía el Teorema de Hake se pueden realizar cálculos numéricos
para valores específicos de FHK (f )(s).

Los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2 muestran la aplicabilidad del Corolario 3.1.1. En ambos
ejemplos, utilizaron programas computacionales especializados en matemáticas para cal-
cular numéricamente la transformada HK de Fourier, estos resultados no serían posibles
en el marco de la teoría de Lebesgue. En particular, en el Ejemplo 3.1.1 se considera una
función con las siguientes características: pertenece a L2(R)\L1(R) y de variación acotada
que se desvanece en el infinito. Luego, empleamos la integral de Henstock-Kurzweil para
obtener una representación integral de manera puntual de su transformada de Fourier. Se
obtiene una representación puntual de la transformada de Fourier con p > 1, véase sección
3.1. Al realizar estimaciones puntuales de la transformada HK de Fourier, observamos un
comportamiento asintótico, de acuerdo al Lema de Riemann-Lebesgue, cuando los valores
del parámetro s son suficientemente grande.
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Para el Ejemplo 3.1.2 se elige una función que pertenece a: L1(R)∩L2(R) y que sea
de variación acotada desvaneciendose en el infinito. Al emplear, el Teorema 2.1.6 (Teore-
ma de Plancherel) tenemos la igualdad entre las transformadas de Fourier F1(f ) y F2(f ),
con lo cual, sólo se garantiza la convergencia en L2(R)-norma. Al cambiar el enfoque a
la integral de Henstock-Kurzweil, logramos una expresión analítica que permite obtener
una representación integral de la transformada de Fourier. Notemos que nuestros resulta-
dos pueden ser empleados para funciones no absolutamente integrables o absolutamente
integrables.

Posteriormente, en [45] se publican nuevos resultados en el marco de la integral de
Henstock-Kurzweil que dan condiciones necesarias y suficientes para derivar bajo el signo
de la integral. Los resultados anteriores permiten enunciar y demostrar el Teorema 3.2.3 que
es una contribución relevante para el Análisis de Fourier. El Teorema 3.2.3 es una genera-
lización de la Proposición 3.2.2 y puede ser consultada en [13]. El Teorema 3.2.3 establece
las condiciones para derivar la transformada HK de Fourier de funciones f en el espacio
vectorial L1(R) +BV0(R), un espacio no clásico, donde la transformada HK de Fourier ha
sido definida. A partir del Teorema 3.2.3 se obtuvieron resultados para lograr la diferenci-
bilidad de FHK (f ) y Fp(f ). Véanse las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5 y los Corolarios 3.2.3
y 3.2.4. Para mostrar la relevancia teórica de estos resultados se presentan los Ejemplos
3.2.2-3.2.4. De esta manera, mostramos la diferenciabilidad de la función transformada de
Fourier Fp(f ) bajo condiciones más generales que en la teoría de Lebesgue.

Por otra parte, estudiamos la continuidad del operador transformada de Fourier de ma-
nera independiente, es decir, analizamos la continuidad del operador transformada Seno
de Fourier y del operador transformada Coseno de Fourier sobre diferentes dominios. En
este sentido, la transformada Seno de Fourier y transformada Coseno de Fourier tienen un
comportamiento muy distinto [3, 28]. En [3] se demostró que el operador transformada
HK-Coseno de Fourier es un operador lineal acotado. Empleamos este resultado para mos-
trar la continuidad del operador F S2 Seno de Fourier sobre un subespacio de L2(R) y con
rango enHK(R). En particular, si F S2 no cambia de signo entonces es Lebesgue integrable,
véase el Teorema 3.3.1.

Para finalizar nuestra investigación, en el Capítulo 4 se enuncia y se demuestra el Teo-
rema 4.2.1, el cual nos proporciona la única condición necesaria para garantizar la inte-
grabilidad de la transformada HK−Seno de Fourier F SHK (f ), cuando f no es una función
Lebesgue integrable pero sí es una función de variación acotada. Además, el Corolario 4.2.1
derivado del Teorema 4.2.1 nos muestra las relaciones que existen entre las diferentes in-
tegrales de Lebesgue, Henstock-Kurzweil, Riemann-Stieltjes y Kurzweil-Stieltjes [34, 35].
Los Ejemplos 4.3.1 y 4.3.2 nos muestran que la condición de que f /x ∈ L1(R) es óptima
para lograr la integrabilidd de la transformada HK− Seno de Fourier.

De esta manera se han aportado nuevos resultados al Análisis de Fourier aplicando
integración generalizada, véase[1, 2].



Capítulo 1

La integral de Henstock-Kurzweil y
Kurzweil-Stieltjes

1.1. La integral de Henstock-Kurzweil en intervalos com-
pactos

Iniciamos introduciendo las definiciones básicas de la integral de Henstock-Kurzweil,
para después enunciar los teoremas de la integral de Henstock-Kurzweil sobre intervalos
acotados, y posteriormente extender algunas de estas definiciones y resultados a intervalos
no acotados.

Sea [a,b] ⊂ R, con −∞ < a < b <∞. Una partición de [a,b] es una colección finita de
intervalos cerrados no traslapados cuya unión es [a,b]. Dos intervalos son no traslapados si
la intersección de sus interiores es igual al vacío.

Una partición de [a,b] es denotada por P = {[xi−1,xi]}ni=1, donde a = x0 < x1 < · · · <
xn = b. Si ti ∈ [xi−1,xi], decimos que ti es una etiqueta del subintervalo [xi−1,xi] y la
colección finita de pares ordenados Ṗ = {[xi−1,xi], ti}ni=1 se le conoce como partición eti-
quetada.

Las siguientes definiciones y resultados básicos de la integral de Henstock-Kurzweil se
pueden consultar en [6, 16, 22, 23, 35].

Definición 1.1.1. Sea [a,b] un intervalo compacto en R. Decimos que δ : [a,b] → R es
una función medidora si es positiva, es decir, δ(t) > 0.

Definición 1.1.2. Sea [a,b] un intervalo compacto y Ṗ una partición etiquetada de [a,b].
Sea δ una medidora en [a,b], decimos que Ṗ es δ − f ina si

[xi−1,xi] ⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)] para i = 1,2, · · · ,n.

Si la partición etiquetada es δ− f ina, decimos que Ṗ está subordinada a δ y lo denotamos
Ṗ � δ.

Notemos que cada subintervalo Ii = [xi−1,xi] está contenido en la bola con centro ti y
radio δ(ti), es decir, B[ti ;δ(ti)] está controlado por ti .

13
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Definición 1.1.3. Decimos que el intervalo [a,b] es no degenerado si consta de más de un
punto.

El Teorema de Cousin nos asegura la existencia de al menos una partición etiquetada
subordinada, dada una función medidora δ sobre cualquier intervalo no degenerado [a,b] ⊂
R. El enunciado del Teorema de Cousin y su demostración pueden ser consultados en
[6, 16].

Ahora, introducimos la definición de la integral de Henstock-Kurzweil para intervalos
compactos no degenerados. Con el objetivo de facilitar la notación denotamos el intervalo
compacto I := [a,b].

Definición 1.1.4. Una función f : I → R se dice Henstock-Kurzweil integrable si existe
A ∈R tal que para todo ε > 0, existe una función medidora δε en I para cualquier partición
etiquetada Ṗ = {(Ii , ti)}ni=1 subordinada a δε, entonces∣∣∣∣∣ n∑

i=1

f (ti)(xi − xi−1)−A
∣∣∣∣∣ < ε,

donde A =
∫
I
f =

∫ b
a
f (x)dx.

El valor de la integral en la Definición 1.1.4 es único [6, 16, 23]. Al conjunto de las fun-
ciones Henstock-Kurzweil integrables en I, lo denotamos de la siguiente manera: HK(I).
A partir de este momento todas las integrales son en el sentido de la integral de Henstock-
Kurzweil, a menos que se especifique lo contrario.

La integral de Henstock-Kurzweil es análoga a la integral de Riemann. La idea intuitiva
de la integral de Riemann es obtener el área bajo la curva para funciones no negativas. Aho-
ra estudiaremos la relación que existe entre la integral de Henstock-Kurzweil y la integral
de Riemann. El espacio vectorial de las funciones Riemann integrables en I es denotado
por R(I) y si f ∈ R(I), su integral será denotada por

R
∫
I
f (x)dx.

Teorema 1.1.1. Sea f : I → R una función Riemann integrable en I , entonces f es
Henstock-Kurzweil integrable en I y los valores de las integrales coinciden.

Demostración: Supongamos que f ∈ R(I). Dado ε > 0, existe una constante δ > 0 para
cualquier partición etiquetada P = {[xi−1,xi], ti}ni=1 de I con

xi − xi−1 ≤ δ,

entonces ∣∣∣∣∣ n∑
i=1

f (ti)(xi − xi−1)−R
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
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Sea δε(t) = δ
2 , para cualquier t ∈ I . Por el Teorema de Cousin, existe una partición Ṗ � δε

de I . Si xi − xi−1 ≤ 2δ(ti) ≤ δ, entonces∣∣∣∣∣ n∑
i=1

f (ti)(xi − xi−1)−R
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Por lo tanto, f es Henstock-Kurzweil integrable y como el valor de A es único se tiene el
resultado. �

El proceso de integración de Riemann permite integrar de funciones acotadas con un
número finito de discontinuidades en un intervalo compacto. Sin embargo, en 1829 el ma-
temático alemán Peter Gustav Lejeune Dirichlet da un ejemplo de una función discontinua
y acotada, la cual no es Riemann integrable. Esta función recibe el nombre de la función
de Dirichlet, y así resulta un contraejemplo para ilustrar el hecho de que no toda función
acotada es Riemann integrable.

Ejemplo 1.1.1. La función de Dirichlet se define en [0,1] como

f (x) =
{

1 si x ∈Q,
0 si x <Q.

Usando la noción de área bajo la curva que la integral de Riemann proporciona para
funciones no negativas. Podemos pensar que la integral de la función de Dirichlet, si exis-
tiera, sería cero. Sin embargo, es bien conocido que esta función no es Riemann integrable
[6, 8, 16].
Ahora, mostraremos que la función de Dirichlet es integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil. Sea {rk : k ∈ N} una enumeración de los números racionales en [0,1] y dado
ε > 0. Definimos la medidora

δε(t) =
{ ε

2k+1 si t = rk ,
1 si t <Q.

Sea Ṗ = {Ii , ti}ni=1 una partición δε − f ina del intervalo [0,1]. Si la etiqueta ti ∈ Ii es
irracional, entonces f (ti) = 0 y la contribución de este intervalo a la suma de Riemann
es cero. Por otra parte, si la etiqueta es racional, entonces f (ti) = 1 y la longitud del
respectivo subintervalo l(Ii) = xi − xi−1 está controlada por la función medidora, ya que
Ṗ � δε. Si el k-ésimo número racional rk es la etiqueta para el intervalo Ii , entonces

Ii ⊂ [rk − δε(rk), rk + δε(rk)],

así que
l(Ii) ≤ 2δε(rk) = ε/2k .

De hecho, si rk es una etiqueta para dos intervalos consecutivos en Ṗ , la suma de las
longitudes de dos intervalos no traslapados es a lo más ε/2k. De esta forma, cada elemento
rk aporta a lo más ε/2k a la suma de Riemann S(f , Ṗ ).
Por lo tanto,
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S(f , Ṗ ) ≤
∞∑
k=1

ε/2k = ε.

De esta forma, concluimos que

|S(f , Ṗ )| ≤ ε y

∫ 1

0
f (x)dx = 0.

Teorema 1.1.2. Sea f : I →R tal que f es medible y acotada. Entonces f ∈HK(I).

En [16] se puede consultar la demostración del Teorema 1.1.2. De esta manera, tenemos
que para intervalos compactos el proceso integración de Riemann no puede integrar ciertas
funciones acotadas, mientras que el proceso de integración de Henstock-Kurzweil las logra
integrar. Del Teorema 1.1.2 se tiene en particular el Ejemplo 1.1.1.

Continuando con nuestro estudio de la integral de Henstock-Kurzweil, en la siguiente
sección se enunciaran las propiedades que subyacen de la Definición 1.1.4.

1.2. Propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil
En esta sección enunciamos las propiedades básicas de la integral de Henstock-Kurzweil

en intervalos compactos y que se preservan para intervalos no acotados [6, 16].

Teorema 1.2.1. Sea I ⊂R un intervalo compacto. Para f ,g ∈HK(I).

1. Entonces f + g ∈HK(I) y ∫
I
(f + g) =

∫
I
f +

∫
I
g.

2. Si c ∈R, entonces cf ∈HK(I) y ∫
I
cf = c

∫
I
f .

3. Si f ≥ 0 para toda x ∈ I , entonces ∫
I
f ≥ 0.

4. Si f ≥ g para toda x ∈ I , entonces ∫
I
f ≥

∫
I
g.
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La demostración de los incisos del Teorema 1.2.1 es una consecuencia directa de la
definición de la integral de Henstock-Kurzweil [6, 16]. Los incisos 1 y 2 del Teorema
1.2.1 nos afirman que el espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables es un espacio
vectorial con respecto a la suma usual de funciones y el producto escalar.

Corolario 1.2.1. Si f y |f | son integrables sobre I , entonces∣∣∣∣∫
I
f
∣∣∣∣ ≤ ∫

I
|f |. (1.1)

Demostración: Notemos que −|f (x)| ≤ f (x) ≤ |f (x)| para toda x ∈ I y aplicando el inciso
4 del Teorema 1.2.1, tenemos que

−
∫
I
|f (x)|dx ≤

∫
I
f (x)dx ≤

∫
I
|f (x)|dx.

�

Teorema 1.2.2 (Criterio de Cauchy). Una función f : I → R es Henstock-Kurzweil inte-
grable si y sólo si para cualquier ε > 0, existe una medidora ηε en I tal que si Ṗ y Q̇ son
cualesquiera particiones ηε-finas, entonces

|S(f ; Ṗ )− S(f ;Q̇)| ≤ ε.

Demostración: (⇒) Sea f ∈HK(I) con integral A. Definamos la medidora ηε := δ ε
2
> 0

en I tal que Ṗ , Q̇� ηε, entonces

|S(f ; Ṗ )−A| ≤ ε
2

y |S(f ;Q̇)−A| ≤ ε
2
.

Las particiones Ṗ y Q̇, cumplen

|S(f ; Ṗ )− S(f ;Q̇)| ≤ |S(f ; Ṗ )−A|+ |A− S(f ;Q̇)|

≤ ε
2

+
ε
2

= ε.

(⇐) Para cada n ∈N se define una medidora δn en I tal que Ṗ , Q̇� δn, entonces

|S(f ; Ṗ )− S(f ;Q̇)| ≤ 1
n
.

Las medidoras pueden ser decrecientes, δn(t) ≥ δn+1(t) para toda t ∈ I y n ∈ N. De lo
contrario, reemplazamos δn por

δ′n(t) := mı́n{δ1(t),δ2(t), · · · ,δn(t)}.

Para cada n ∈ N se tiene que Ṗn � δn. Claramente, si m > n, entonces Ṗm y Ṗn son
δn − f inas y se tiene

|S(f ; Ṗn)− S(f ; Ṗm)| ≤ 1
n
, para m > n. (1.2)
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De esta manera, obtenemos una sucesión de Cauchy
(
S(f ; Ṗm)

)
m∈N

en R, y definimos

lı́mm→∞S(f ; Ṗm) := A. Pasando al límite cuando m→∞ en (1.2) se tiene

|S(f ; Ṗn)−A| ≤ 1
n
∀n ∈N.

Dado ε > 0 y K ∈N con K > 2
ε , y como Q̇ es una partición δK − f ina arbitraria, entonces

|S(f ;Q̇)−A| ≤ |S(f ;Q̇)− S(f ; ṖK )|+ |S(f ; ṖK )−A|

≤ 1
K

+
1
K

< ε.

Ya que ε > 0 arbitrario, la función f es integrable con valor A. �
El siguiente teorema nos asegura que si una función f es Henstock-Kurzweil integrable

en [a,b], entonces la función f es integrable en subintervalos.

Teorema 1.2.3. Sea f : [a,b]→ R y c ∈ (a,b). Entonces f es integrable en I si y sólo si
sus restricciones para [a,c] y [c,b] son integrables. En este caso, se tiene∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f .

El siguiente corolario es una generalización del Teorema 1.2.3 para un número finito de
puntos dentro del intervalo [a,b].

Corolario 1.2.2. Si f ∈ HK([a,b]) y a = c0 < c1 < c2 < · · · < cn = b, entonces las restric-
ciones de f para cada subintervalo [ci−1, ci] son integrables y∫ b

a
f =

n∑
i=1

∫ ci

ci−1

f .

La demostración del Teorema 1.2.3 puede ser consultada en [6, 16] y la demostración
del Corolario 1.2.2 se sigue de aplicar el Teorema 1.2.3 e inducción matemática.

Ahora, presentamos una extensión del concepto de primitiva para obtener una generali-
zación del Teorema Fundamental de Cálculo Integral, este desarrollo nos permitirá obtener
nuevos resultados en el Análisis de Fourier.

Definición 1.2.1. Sean I ⊂R y F,f : I →R.

a) Decimos que F es una primitiva de f sobre I , si la derivada F′(x) existe y F′(x) =
f (x) para toda x ∈ I.

b) Decimos que F es una a-primitiva (c-primitiva) de f sobre I , si F es continua sobre
I , y existe un conjunto finito (nulo contable) E de puntos x ∈ I , donde F′(x) no existe
o no es igual a f (x). Al conjunto E se le llama conjunto excepcional.
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c) Si f ∈HK(I) y u ∈ I , entonces la función Fu : I →R es definida por

Fu(x) :=
∫ x

u
f ,

es llamada la integral indefinida de f con base u.

Con el objetivo de demostrar el Teorema Fundamental del Cálculo Integral, enunciamos
el Lema de Straddle que es una consecuencia directa de la definición de derivada.

Lema 1.2.1 (Lema de Straddle). Sea F : I →R una función diferenciable en el punto t ∈ I .
Dado ε > 0, existe una función medidora δε(t) > 0 tales que si u,v ∈ I satisfacen

t − δε(t) ≤ u ≤ t ≤ v ≤ t + δε(t), (1.3)

entonces ∣∣∣F(u)−F(v)−F′(t)(u − v)
∣∣∣ ≤ ε(u − v). (1.4)

Demostración: Por definición de derivada de F en el punto t ∈ I , dado ε > 0 existe δε tal
que si 0 < |z − t| ≤ δε(t) para z ∈ I , entonces∣∣∣∣∣F(z)−F(t)

z − t
−F′(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε,
y obtenemos

|F(z)−F(t)−F′(t)(z − t)| ≤ ε|z − t|.

En particular, si elegimos el punto t tal que u ≤ t y v ≥ t en el intervalo I con medidora
δε(t). Note que v− t ≥ 0 y t−u ≥ 0, entonces aplicando desigualdad triangular obtenemos
que

|F(v)−F(u)−F′(t)(v −u)| = |F(v)−F(u)−F′(t)(v − t) +F′(t)(v − t)−F(t)−F(u)|
≤ |F(v)−F(u)−F′(t)(v − t)|+ |F′(t)(v − t)−F(t)−F(u)|
≤ ε(v − t) + ε(t −u)
= ε(v −u).

De esta manera, la expresión (1.4) está demostrada. �
A continuación, presentamos y demostramos dos versiones generalizadas del Teorema

Fundamental del Cálculo Integral.

Teorema 1.2.4. Si f : [a,b]→R tiene una primitiva F sobre [a,b], entonces f ∈HK([a,b])
y ∫ b

a
f = F(b)−F(a).
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Demostración: Sea F la primitiva de f . Dado ε > 0, consideramos δε una función medi-
dora y una partición etiquetada de [a,b] tal que satisface la condición (1.3) del Lema 1.2.1.
Aplicamos el Lema 1.2.1 al subintervalo con extremos [xi−1,xi] y etiqueta ti , para obtener
la siguiente desigualdad∣∣∣∣F(xi)−F(xi−1)−F′(ti)(xi − xi−1)

∣∣∣∣ ≤ ε(xi − xi−1). (1.5)

Por otra parte, para estimar F(b)−F(a)− S(f ; Ṗ ) realizamos la siguiente suma telescópica

F(b)−F(a) =
n∑
i=1

|F(xi)−F(xi−1)|. (1.6)

De esta manera, obtenemos la siguiente igualdad

F(b)−F(a)− S(f ; Ṗ ) =
n∑
i=1

[
F(xi)−F(xi−1)− f (ti)(xi − xi−1)

]
. (1.7)

La desigualdad del triángulo aplicada a (1.7), nos permite tener la siguiente expresión

∣∣∣F(b)−F(a)− S(f ; Ṗ )
∣∣∣ ≤ n∑

i=1

∣∣∣F(xi)−F(xi−1)− f (ti)(xi − xi−1)
∣∣∣. (1.8)

Realizando la suma acumulada en (1.5) y por la desigualdad (1.8) se obtiene

∣∣∣F(b)−F(a)− S(f ; Ṗ )
∣∣∣ ≤ n∑

i=1

ε(xi − xi−1)

≤ ε(b − a).

Dado ε > 0 arbitrario, se concluye que

f ∈HK([a,b]) y

∫ b

a
f = F(b)−F(a).

�

Teorema 1.2.5. Si f : [a,b]→R tiene una c-primitiva F en [a,b], entonces f ∈HK([a,b])
y ∫ b

a
f = F(b)−F(a).

Demostración: Sean F una c-primitiva de f y E = {ck}∞k=1 el conjunto excepcional para
la c-primitiva F. Como E es contable, entonces E es un conjunto nulo. Podemos suponer
que f (ck) = 0, con ck ∈ E.
Definamos una función medidora en I := [a,b] de la siguiente manera, dado ε > 0, t ∈ I −E
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y, sea δε(t) tal que cumple la expresión (1.3) del Lema 1.2.1. Si t ∈ E, entonces t = ck para
algún k ∈N; por la continuidad de F en ck, se elige δε(ck) > 0 tal que∣∣∣F(z)−F(ck)

∣∣∣ ≤ ε

2k+2
,

para toda z ∈ I , entonces ∣∣∣z − ck∣∣∣ ≤ δε(ck).
De esta manera, hemos definido δε en I .
Ahora, sea Ṗ = {[xi−1,xi], ti}ni=1 una partición δε − f ina en I . Si ninguna de las etiquetas
pertenece al conjunto excepcional E se aplica el Teorema 1.2.4.
Por otro lado, si ck ∈ E es una etiqueta del subintervalo [xi−1,xi], entonces∣∣∣F(xi)−F(xi−1)− f (ck)(xi − xi−1)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣F(xi)−F(ck)
∣∣∣+

∣∣∣F(ck)−F(xi−1)
∣∣∣

+
∣∣∣f (ck)(xi − xi−1)

∣∣∣
≤ ε

2k+2
+

ε

2k+2

=
ε

2k+1
.

Ahora cada punto de E puede ser la etiqueta de a lo más dos subintervalos de Ṗ , por lo
tanto la suma de los términos, donde ti ∈ E satisface la siguiente desigualdad∑

ti∈E

∣∣∣F(xi)−F(xi−1)− f (ti)(xi − xi−1)
∣∣∣ ≤ ∞∑

k=1

ε

2k
= ε. (1.9)

Aplicando el Lema 1.2.1 a la suma de los términos, donde ti < E se satisface la siguiente
desigualdad ∑

ti<E

∣∣∣F(xi)−F(xi−1)− f (ti)(xi − xi−1)
∣∣∣ ≤ ∑

ti<E

ε(xi − xi−1)

≤ ε(b − a). (1.10)

Sumando las expresiones (1.9) y (1.10) para después aplicar desigualdad triangular, ya que
Ṗ � δε se tiene ∣∣∣F(b)−F(a)− S(f ; Ṗ )

∣∣∣ ≤ ε(1 + b − a).
Dado ε > 0 arbitrario, se concluye que

f ∈HK([a,b]) y

∫ b

a
f = F(b)−F(a).

�
El Teorema 1.2.5 es una generalización del Teorema Fundamental del Cálculo Integral,

ya que todas las derivadas son integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil, incluso si
la función derivada no existe en un conjunto numerable, lo que no asegura la teoría de
integración de Lebesgue [6, 16].

Veremos a continuación algunos ejemplos de funciones primitivas sin conjunto excep-
cional, con conjunto excepcional finito y conjunto excepcional contable, respectivamente.
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Ejemplo 1.2.1. Sea

F(x) =
{
x2 cos(π/x2) si x ∈ (0,1],

0 si x = 0.

Su derivada es

F′(x) = 2xcos(π/x2) + 2πx−1 sen(π/x2) x ∈ (0,1].

Aplicando la definición de derivada en el punto x = 0 se tiene

F′(0) = lı́m
x→0

x2 cos(π/x2)
x

= lı́m
x→0

xcos(π/x2).

Dado que |cos(u)| ≤ 1 para toda u ∈ R, tenemos que −|x| ≤ xcos(π/x2) ≤ |x| y como
lı́mx→0 |x| = 0 se tiene que

lı́m
x→0

xcos(π/x2) = 0,

entonces F′(0) = 0. Por lo tanto,

F′(x) =
{

2xcos(π/x2) + 2πx−1 sen(π/x2) si x ∈ (0,1],
0 si x = 0

es diferenciable en cada punto de [0,1].
De esta manera, por el Teorema 1.2.4 se tiene∫ 1

0
F′(x)dx = F(1)−F(0)

= cos(π)− 0
= −1.

En el siguiente ejemplo mostramos una función que no es Riemann integrable, y por
otra parte, su primitiva es tal que el conjunto excepcional es un conjunto singular. Así,
empleamos el Teorema 1.2.5, el cual es una generalización del Teorema 1.2.4 y permite
que el conjunto excepcional sea a lo más contable.

Ejemplo 1.2.2. Sea

f (x) =
{

1/
√
x si x ∈ (0,1],

0 si x = 0.

La función f no es acotada en [0,1], en consecuencia no es una función Riemann integra-
ble.
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Figura 1.1: f (x) = 1/
√
x.

Si consideramos la función F(x) := 2
√
x para toda x ∈ [0,1] notemos que F es continua

en [0,1] y F′ es diferenciable en (0,1] con F′(x) = f (x) pero F′(0) no existe. En conse-
cuencia, F es una a-primitiva de f en [0,1]. De hecho, el conjunto excepcional de f es
E = {0}, por el Teorema 1.2.5 se tiene que f ∈HK[0,1] y∫ 1

0
f (x)dx = 2.

Por otro lado, la función de Dirichlet que fue discutida previamente es Henstock-
Kurzweil integrable, este hecho nos permite dar un ejemplo de una función f cuya primitiva
tiene un conjunto excepcional contable. Enseguida explicamos este ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Sea f la función de Dirichlet, la cual es discontinua casi donde sea y es
Henstock-Kurzweil integrable sobre [0,1].
Sea F(x) := 0 para toda x ∈ [0,1], entonces F es una c-primitiva de f en [0,1], esto se
sigue debido a que F′(x) = 0 = f (x) para todos los números irracionales x ∈ [0,1], véase
[6].
El conjunto excepcional resulta ser el conjunto de todos los números racionales en [0,1],
el cual es un conjunto contable.
Por el Teorema 1.2.5 se tiene ∫ 1

0
f (x)dx = 0.

Ahora, introducimos las definiciones de subpartición y subpartición etiquetada para
enunciar el Lema de Saks-Henstock y sus corolarios.

Definición 1.2.2. Sea I := [a,b] un intervalo compacto no degenerado.

1. Una subpartición de I es una colección {Jj}sj=1 de intervalos cerrados no traslapados
en I .
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2. Una subpartición etiquetada de I es una colección de Ṗ0 := {(Jj , tj)}sj=1 de pares
ordenados, donde Jj son subintervalos que forman una subpartición de I y tj ∈ Jj
son las etiquetas con j = 1, · · · , s.

3. Si δ es una función medidora en I , decimos que la subpartición Ṗ0 es δ − f ina si

Jj ⊆ [tj − δ(tj), tj + δ(tj)] para j = 1, · · · , s.

4. Si δ es una función medidora de un subconjunto E ⊆ I , decimos que la subpartición
etiquetada Ṗ0 es (δ,E)-f ina si tiene todas las etiquetas tj ∈ E y

Jj ⊆ [tj − δ(tj), tj + δ(tj)] para j = 1, · · · , s.

Lema 1.2.2 (Lema de Saks-Henstock). Sea f ∈ HK(I) y para ε > 0, sea δε una función
medidora en I tal que si Ṗ � δε, entonces∣∣∣∣S(f ; Ṗ )−

∫
I
f
∣∣∣∣ ≤ ε.

Si Ṗ0 = {(Jj , tj) : j = 1,2 . . . , s} es una subpartición δε − f ina de I , entonces

∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

{f (tj)l(Jj)−
∫
Jj

f }
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣S(f ; Ṗ0)−
∫
U (P0)

f

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε,
con

U (Ṗ0) := ∪sj=1Jj y S(f , Ṗ0) =
s∑
j=1

f (tj)l(Jj),

donde l(J) es la longitud del intervalo J .

El Lema de Saks-Henstock tiene los siguientes corolarios, los cuales se utilizarán en las
siguientes secciones, de manera más específica en la demostración del Teorema del Mul-
tiplicador, entre los espacios de funciones absolutamente integrables y Henstock-Kurzweil
integrables y en la demostración del Teorema de Hake.

Corolario 1.2.3. Con las hipótesis del Lema 1.2.2 se tiene
s∑
j=1

∣∣∣∣f (tj)l(Jj)−
∫
Jj

f
∣∣∣ ≤ 2ε.

Corolario 1.2.4. Con las hipótesis del Lema 1.2.2 se tiene∣∣∣∣∣∣ s∑
j=1

∣∣∣f (tj)
∣∣∣l(Jj)− s∑

j=1

∣∣∣∣∫
Jj

f
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε.

En la siguiente sección, introducimos el concepto de función de variación acotada con el
objetivo desarrollar resultados relacionados con la integrabilidad del producto de funciones
en el sentido de la integral de Henstock-Kurzweil.
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1.2.1. Las funciones de variación acotada y su relación con la integral
de Henstock-Kurzweil

Las funciones de variación acotada nos permiten obtener varios resultados que carac-
terizan a las funciones absolutamente integrables usando la integral de Henstock-Kurzweil
ver sección 1.2.2, por lo cual, introducimos algunos de sus aspectos geométricos.
La variación de una función f : [a,b]→ R en [a,b] mide el desplazamiento vertical total
observado por el punto (x,f (x)) de la gráfica de f al recorrer x del punto a al punto b, es
decir, la variación de una función es una forma de cuantificar "que tan variables" son los
valores de la función en el intervalo [a,b].

Definición 1.2.3. Sea I ⊂ R un intervalo compacto y g : I → R. Decimos que g es de
variación acotada en I si y sólo si

V ar(g, I) := sup

 n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)|

 <∞,
donde el supremo se toma sobre todas las particiones de I . La colección de todas las
funciones que tienen variación acotada en I , será denotada por BV (I).

Por otra parte, se enuncian las propiedades básicas de las funciones de variación acotada
sobre el intervalo compacto I = [a,b], estas propiedades pueden ser consultadas [6, 35].

Proposición 1.2.1. Sean f ,g ∈ BV (I) y c ∈R, entonces

1. V ar(f , I) = 0 si y sólo si f (x) = f (a), para toda x ∈ I.

2. a ≤ x ≤ y ≤ b implica |f (x)− f (y)| ≤ V ar(f , [x,y]) ≤ V ar(f , I).

3. |f (x)| ≤ |f (a)|+V ar(f , I), para toda x ∈ I.

4. cf ∈ BV (I) con V ar(cf , I) = |c|V ar(f , I).

5. f ± g ∈ BV (I) con V ar(f ± g, I) ≤ V ar(f , I) +V ar(g, I).

Además, una de las principales propiedades de una función de variación acotada es
su descomposición en diferencia de dos funciones monótonas crecientes o decrecientes
[33, 35].

Teorema 1.2.6. Sea f : I → R, entonces f ∈ BV (I) si y sólo si existen funciones g1, g2 :
I →R no decrecientes tales que f (x) = g1(x)− g2(x), para toda x ∈ I .

El espacio vectorial de las funciones de variación acotada está dotado con la norma

‖f ‖BV (I) := f (a) +V ar(f , I).

Por otro lado, la familia de funciones de variación acotada está relacionada con la inte-
gral de Henstock-Kurzweil, ya que los multiplicadores de las funciones Henstock-Kurzweil
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integrables son las funciones normalizadas de variación acotada en [a,b], es decir, son fun-
ciones de variación acotada, continuas por la derecha y se desvanecen en a, las cuales se
denotan de la siguiente manera NBV [a,b] [43].

El concepto de función de variación acotada está relacionado con la integral de Riemann-
Stieltjes y esta a su vez con el Teorema del Multiplicador. Para enunciar este teorema, es
necesario introducir la integral de Riemann-Stieltjes. Usualmente, la integral de Riemann-
Stieltjes aparece en la literatura matemática de la siguiente forma∫ b

a
h(x)dϕ(x),

donde h(x) es el integrando y ϕ(x) se le conoce como la función integradora.
Existen diversas definiciones del tipo integral de Riemann-Stieltjes, véase [6, 29, 35].

Una integral que permite desarrollar nuevos resultados en el Análisis de Fourier es la
integral Kurzweil-Stieltjes. La integral Kurzweil-Stieltjes es más general que la integral
Riemann-Stieltjes. Ahora, enunciamos de manera formal la definición de la integral de
Riemann-Stieltjes que utilizamos en el desarrollo de esta tesis.

Definición 1.2.4. Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a ϕ en
[a,b] ⊂ R si y sólo si existe A ∈ R tal que para cualquier ε > 0 existe, ζε > 0 tal que
si

Ṗ := {([xi−1,xi], ti)}ni=1

es una partición etiquetada de [a,b] y

µ(Ṗ ) = Max{xi − xi−1 : 1 ≤ i ≤ n} ≤ ζε,

entonces ∣∣∣∣∣ n∑
i=1

f (ti)(ϕ(xi)−ϕ(xi−1))−A
∣∣∣∣∣ ≤ ε.

El número A es la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a ϕ en [a,b].

En este trabajo basta denotar la integral de Riemann-Stieltjes como∫ b

a
f dϕ.

Esta definición es bastante elemental pero generaliza a la integral de Riemann y es útil
para nuestros propositos. Note que si ϕ(x) := x, en la Definición 1.2.4 se obtiene la integral
de Riemann.

Como mencionamos, existen diversas definiciones de la integral de Riemann-Stieltjes,
nosotros seguimos los textos [29, 35] y enunciamos el siguiente resultado que nos da una
relación entre algunas de estas integrales, además se utilizará este hecho para obtener el
Teorema 3.1.1, el cual fue publicado en [1]. Ahora, enunciamos el teorema que unifica a
estas integrales.

Teorema 1.2.7. Si la integral de Riemann-Stieltjes
∫ b
a
f dg en sentido de la Definición 1.2.4

existe, entonces existe en el sentido de Kurzweil-Stieltjes y sus valores coinciden.
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La demostración del Teorema 1.2.7 puede ser consultada en [35].
Los siguientes teoremas establecen la conexión entre las funciones de variación acotada

y la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.2.8. Si f : [a,b] → R es continua y ϕ : [a,b] → R de variación acotada,
entonces f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a ϕ en [a,b].

Teorema 1.2.9. Sean f ,ϕ : [a,b] → R funciones de variación acotada. Entonces f es
Riemann-Stieltjes integrable con respecto a ϕ en [a,b] si y sólo si ϕ es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a f en [a,b]. En este caso, se tiene la siguiente igualdad∫ b

a
f dϕ +

∫ b

a
ϕdf = f (b)ϕ(b)− f (a)ϕ(a).

Las demostraciones de los Teoremas 1.2.8 y 1.2.9 pueden consultarse en el apéndice H
de la referencia [6].

Dada la definición y las propiedades de las funciones de variación acotada y por otra
parte la definición de la integral de Riemann-Stieltjes, procedemos a enunciar el Teore-
ma del Multiplicador. La aplicación de este es de vital importancia en el desarrollo de la
presente tesis.

Teorema 1.2.10 (Teorema del Multiplicador). Sea I = [a,b] ⊂ R un intervalo compacto.
Si f ∈HK(I) y ϕ ∈ BV (I), entonces f ϕ ∈HK(I) y∫ b

a
f ϕ =

∫ b

a
ϕdF

= F(b)ϕ(b)−
∫ b

a
Fdϕ, (1.11)

donde
∫ b
a
ϕdF,

∫ b
a
Fdϕ son integrales de Riemann-Stieltjes según la Definición 1.2.4 y

F(x) =
∫ x
a
f es la integral indefinida de f .

Demostración: Sea f ∈ HK(I) y F su integral indefinida, luego F es continua en I.
Por los Teoremas 1.2.8 y 1.2.9, tenemos que las dos integrales de Riemann-Stieltjes en
la expresión (1.11) existen. Así, dado ε > 0 existe una medidora ζε > 0 tal que si Ṗ =
{([xi−1 − xi], ti)}ni=1 es cualquier partición etiquetada de I , entonces∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1

ϕ(ti)
[
F(xi)−F(xi−1)

]
−
∫ b

a
ϕdF

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Como ϕ es acotada, existe M > 0 tal que |ϕ(x)| ≤M para toda x ∈ I .
Dado que f ∈HK(I), existe una medidora δε en I tal que si Ṗ � δε, entonces∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1

(
f (ti)(xi − xi−1)−

[
F(xi)−F(xi−1)

])∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
2M

.
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Por el Corolario 1.2.3 se tiene la siguiente desigualdad

n∑
i=1

∣∣∣∣f (ti)(xi − xi−1)−
[
F(xi)−F(xi−1)

]∣∣∣∣ ≤ ε
M
.

Supongamos que δε(x) ≤ ζ para toda x ∈ I , por lo tanto

∣∣∣∣ n∑
i=1

f (ti)ϕ(ti)(xi − xi−1)−
∫ b

a
ϕdF

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n∑
i=1

f (ti)ϕ(ti)(xi − xi−1)

−
n∑
i=1

ϕ(ti)
[
F(xi)−F(xi−1)

]∣∣∣∣
+

n∑
i=1

ϕ(ti)
[
F(xi)−F(xi−1)

]
−
∫ b

a
ϕdF

∣∣∣∣
≤ M

n∑
i=1

∣∣∣∣f (ti)(xi − xi−1)−
[
F(xi)−F(xi−1)

]∣∣∣∣+ ε

≤ 2ε.

Dado ε > 0 es arbitrario, entonces f ϕ ∈HK(I) y se tiene∫ b

a
f ϕ =

∫ b

a
ϕdF

= F(b)ϕ(b)−
∫ b

a
Fdϕ.

�

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.2.10 y se utiliza pa-
ra demostrar los tres teoremas de convergencia para la integral de Henstock-Kurzweil en
intervalos no acotados que serán enunciados y demostrados en la siguiente sección.

Teorema 1.2.11. Si f ∈HK(I) y g es monótona en I := [a,b], entonces existe ξ ∈ I tal que∫ b

a
f g = g(a)

∫ ξ

a
f + g(b)

∫ b

ξ
f .

A este resultado, se le conoce como el Segundo Teorema del Valor Medio y su demos-
tración puede ser consultada en [6].

Enseguida se estudiará la relación que existe entre los espacios de vectoriales de las
funciones absolutamente integrables y las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Es
importante destacar que el concepto de variación acotada es fundamental para establecer
esta relación.
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1.2.2. El espacio de las funciones absolutamente integrables y su rela-
ción con el espacio HK(I)

Ahora, denotamos a la familia de funciones absolutamente integrables sobre un inter-
valo compacto I como sigue

L1(I) := {f ∈HK(I) : |f | ∈HK(I)}.

En el siguiente ejemplo se muestra que L1(I) está propiamente contenido en HK(I),
esto es existen funciones Henstock-Kurzweil integrables y que no son absolutamente inte-
grables.

Ejemplo 1.2.4. Sea

F(x) =
{
x2 cos(π/x2) si x ∈ (0,1],

0 si x = 0.

Donde su derivada es

F′(x) =
{

2xcos(π/x2) + 2πx−1 sen(π/x2) si x ∈ (0,1],
0 si x = 0,

por lo tanto, es diferenciable en cada punto de [0,1], véase el Ejemplo 1.2.1.
El Teorema Fundamental del Cálculo Integral (Teorema 1.2.4) nos asegura que∫ 1

0
(2xcos(π/x2) + 2πx−1 sen(π/x2))dx = F(1)−F(0)

= −1.

Al considerar la función |F′ | resulta ser una función oscilante cerca del origen. Probemos
que |F′ | no es una función Henstock-Kurzweil integrable, para demostrar este hecho pro-
cederemos por contradicción. Supongamos que |F′(x)| es una función Henstock-Kurzweil
integrable. Sean ak = 1/

√
k + 1 y bk = 1/

√
k para cada k ∈N, de esta manera se tiene la

siguiente partición a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn.
Por el Corolario 1.2.1 y el Teorema 1.2.4 tenemos que

∫ bk

ak

|F′ | ≥
∣∣∣∣∫ bk

ak

F′
∣∣∣∣

= |F(bk)−F(ak)|

=
1
k

+
1

k + 1

≥ 2
k + 1

.

Si |F’| estuviese en HK([0,1]), al realizar la suma acumulada de los subintervalos se
tendría la siguiente desigualdad
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n∑
k=1

2
k + 1

≤
n∑
k=1

∫ bk

ak

|F′ |

≤
∫ 1

0
|F′ |. (1.12)

Para n arbitrariamente grande, la serie

n∑
k=1

2
k + 1

=∞.

Por la expresión (1.12) se tiene ∫ 1

0
|F′ | ≥ ∞,

por lo tanto la integral diverge, lo cual es una contradicción. Así, F′ es Henstock-Kurzweil
y no es absolutamente integrable.
La gráfica de |F′ | es la siguiente

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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20
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Figura 1.2: |F′(x)| = |2xcos(π/x2) + 2πx−1 sen(π/x2)|.

Por otro lado, el Teorema 1.2.4 afirma que todas las funciones derivadas son Henstock-
Kurzweil integrables. El ejemplo 1.2.4 ilustra que no toda función derivada F′ es absoluta-
mente integrable.

Ahora, veremos algunas propiedades de las funciones en el espacio L1(I).

Teorema 1.2.12. Sean f , g en HK(I) y |f (x)| ≤ g(x) para toda x ∈ I , entonces f ∈ L1(I).
Más aun, se tiene ∣∣∣∣∣∣

∫
I
f

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
I
|f | ≤

∫
I
g.
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Proposición 1.2.2. Sean f ,g ∈ L1(I) y c ∈R. Entonces

1. f + g ∈ L1(I).

2. cf ∈ L1(I).

La Proposición 1.2.2 nos dice que L1(I) es un espacio vectorial. Abajo enunciamos una
caracterización de las funciones en L1(I).

Proposición 1.2.3. Sea f ∈HK(I). Entonces son equivalentes:

1. f ∈ L1(I).

2. Existe ω ∈ L1(I) tal que f (x) ≤ω(x), para cada x ∈ I.

3. Existe α ∈ L1(I) tal que α(x) ≤ f (x), para cada x ∈ I.

La integral de Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta, es decir, si f es Henstock-
Kurzweil integrable no implica que |f | es Henstock-Kurzweil integrable, véase el Ejemplo
1.2.4. El siguiente teorema nos da las condiciones para que |f | sea Henstock-Kurzweil
integrable, en otras palabras, se caracteriza a las funciones absolutamente integrables.

Teorema 1.2.13. Sea f ∈ HK(I). Entonces |f | es integrable si y sólo si la integral indefi-
nida F(x) :=

∫ x
a
f (t)dt es de variación acotada en I . En este caso,∫

I
|f | = V ar(F; I).

Demostración: (⇒) Sea f tal que |f | es integrable y Q = {ξ0,ξ1, · · · ,ξm} es cualquier
partición de I . Por los Corolarios 1.2.1 y 1.2.2 se tiene

m∑
i=1

|F(ξi)−F(ξi−1)| =
m∑
i=1

∣∣∣∣∫ ξi

ξi−1

f
∣∣∣∣

≤
m∑
i=1

∫ ξi

ξi−1

|f |

=
∫ b

a
|f |.

Por lo tanto, la integral indefinida F ∈ BV (I) y V ar(F; I) ≤
∫
I
|f |.

(⇐) Dada una particiónQ cuya suma se aproxime a V ar(F; I), entonces usamos los puntos
de la partición Q para generar una partición más fina cuya suma de Riemann de |f | este
más cerca de V ar(F; I).
Supongamos que la integral indefinida F ∈ BV (I), entonces V ar(F; I) <∞. Dado ε > 0, y
Q = {ξ0,ξ2, · · · ,ξm} una partición de I tal que

V ar(F; I)− ε ≤
m∑
i=1

|F(ξi)−F(ξi−1)|

≤ V ar(F; I). (1.13)
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Sea ξ̄ ∈ (ξi−1,ξi), el Teorema 1.2.3 y la desigualdad triangular nos permiten obtener la
siguiente estimación

|F(ξi)−F(ξi−1)| ≤ |F(ξ̄)−F(ξi−1)|+ |F(ξi)−F(ξ̄)|.

Procediendo por inducción, podemos agregar un número finito de puntos a la partición Q.
Entonces la suma ∑

|F(ξi)−F(ξi−1)|

siempre estará acotada por V ar(F; I).
Sea δε una medidora sobre I , tal que para cualquier partición Ṗ = {(Ii , ti)}ni=1 es δε − f ina
en I se tiene ∣∣∣∣∣∣S(f ; Ṗ )−

∫ b

a
f

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Aplicando el Colorario 1.2.4 a la partición Ṗ , entonces∣∣∣∣ n∑

i=1

|f (ti)|l(Ii)−
n∑
i=1

∣∣∣∫
Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε. (1.14)

Sea E := {ξi : i = 0,1, · · · ,m} y definimos a δ∗ε en [a,b] como

δ∗ε(t) := mı́n
{
δε(t),

1
2
dist

(
t,E − {t}

)}
.

Si la partición Ṗ ∗ es δ∗ε − f ina, también es δε − f ina, así que (1.14) se mantiene para Ṗ ∗.
Notemos que cualquier punto ξj ∈ E debe ser una etiqueta de al menos un subintervalo

en Ṗ ∗ y empleamos este procedimiento de derecha a izquierda para obtener los puntos
ξ1, · · · ,ξm−1 como etiquetas para dos subintervalos, es decir, se están agregando un número
finito de puntos a la partición Ṗ ∗. Ahora, sean ui los puntos de la partición Ṗ ∗ y τi las
etiquetas de la partición (i = 1,2, · · · ,p) de esta manera definimos los subintervalos Ji :=
[ui−1,ui].
Por la expresión (1.13) se tiene

V ar(F; I)− ε ≤
p∑
i=1

|F(ui)−F(ui−1)|

=
p∑
i=1

∣∣∣∣∫
Ji

f
∣∣∣∣

≤ V ar(F; I). (1.15)

Combinando las desigualdades (1.14) y (1.15), concluimos que∣∣∣∣S(|f |; Ṗ ∗)−V ar(F; I)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣

p∑
i=1

|f (τi)|l(ji)−
p∑
i=1

∣∣∣∣∫
Ji

f
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
p∑
i=1

∣∣∣∣∫
Ji

f
∣∣∣∣−V ar(F; I)

∣∣∣∣∣∣
≤ 3ε.
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Dado que ε > 0 es arbitrario, por lo tanto |f | es Henstock-Kurzweil integrable y∫
I
|f | = V ar(F; I).

�
Así, hemos mostrado que las integrales indefinidas de funciones absolutamente integra-

bles son de variación acotada.
Las funciones absolutamente continuas representan un caso especial de funciones con

variación acotada. El concepto de funciones absolutamente continuas es importante en la
teoría de integración debido a que estas funciones tienen una relación directa con las in-
tegrales indefinidas de las funciones Lebesgue integrables. Ahora, definiremos de manera
formal el concepto de función absolutamente continua.

Definición 1.2.5. Sea f : I → R. Decimos que f es absolutamente continua en I , si para
todo ε > 0, existe ηε > 0 tal que

n∑
i=1

|f (vi)− f (ui)| ≤ ε,

cuando {[ui ,vi]}ni=1 es una subpartición finita de intervalos no traslapados de I tal que
satisface

n∑
i=1

|ui − vi | ≤ ηε.

El conjunto de funciones absolutamente continuas en I es denotado por AC(I).

La noción de función absolutamente continua "nos dice que tan suave es la función",
a la vez es una condición más restrictiva que la continuidad y la continuidad uniforme
[13, 16]. El conjunto de funciones absolutamente continuas en cada intervalo compacto se
denota por ACloc(R) [16, 24, 27, 28, 45].

Las propiedades básicas del conjunto AC(I) son enunciadas en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.14. Sean f ,g : I →R y c ∈R. Entonces

1. f ∈ AC(I) implica f es uniformemente continua en I.

2. f ∈ AC(I) implica f ∈ BV (I).

3. f ,g ∈ AC(I) implica que las funciones

a) cf ,

b) |f |,
c) f ± g,
d) f · g,
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pertenecen a AC(I).

El conjunto AC(I) es un espacio vectorial con respecto a la suma y producto usual,
además se tiene la siguiente contención propia de conjuntos AC(I) ( BV (I) [16]. Para
mostrar esta contención propia exhibimos una función de variación acotada que tiene un
conjunto contable de discontinuidades y por lo tanto, no es absolutamente continua.

Ejemplo 1.2.5. Sea

f (x) =
{

1
k si x ∈ (0,1] y x ∈ ( 1

k+1 ,
1
k ] k ∈N,

0 si x = 0.

Esta función es no decreciente en el intervalo [0,1], V ar(f , [0,1]) = 1 y claramente es
discontinua.

El concepto de continuidad absoluta establece una relación entre las dos operaciones
fundamentales del cálculo, la derivación y la integración usando la integral de Lebesgue
[6, 13, 16].

Teorema 1.2.15. Sea F : I →R. Entonces F ∈ AC(I) si y sólo si F es la integral indefinida
de una función en L1(I).

Corolario 1.2.5. Sea F : I → R no decreciente en I = [a,b]. Entonces F ∈ AC(I) si y sólo
si ∫ b

a
F′(x)dx = F(b)−F(a).

Por otra parte, las funciones Lebesgue integrable se definen de la siguiente manera,
conforme a los textos [13, 16].

Definición 1.2.6. Sean (X,σ ,µ) un espacio de medida y f una función σ −medible. Di-
remos que f es Lebesgue cuando sus partes positiva f + y negativa f − tienen integrales
finitas. Y la integral está dada por fórmula∫

X
f dµ =

∫
X
f +dµ−

∫
X
f −dµ.

Es claro que existen diferentes medidas en R y así distintas integrales según la Defini-
ción 1.2.6. En este trabajo de tesis emplearemos la medida de Lebesgue [8, 13, 40].

En particular, cuando X = I , σ = σ - álgebra de Borel y µ = la medida de Lebesgue,
entonces tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.2.16. Sea dµ = ds la medida de Lebesgue y f : I := [a,b] → R Lebesgue
integrable en I . Entonces

F(x) :=
∫ x

a
f (s)ds (a ≤ x ≤ b)

pertenece al espacio AC(I) y cumple que F′ = f en I, salvo un conjunto de medida cero.



1.2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL 35

Teorema 1.2.17. Sea F : I := [a,b] → R tal que F ∈ AC(I). Entonces F′ es Lebesgue
integrable en I y cumple que ∫ b

a
F′(x)dx = F(b)−F(a),

para toda x ∈ I.

Teorema 1.2.18. Una función f : [a,b]→ R es Lebesgue integrable en [a,b] si y sólo si
existe F ∈ AC[a,b] tal que F′ = f en [a,b] salvo un conjunto de medida cero.

Es decir, se ha demostrado una caracterización de las funciones Lebesgue integrables.
Las integrales indefinidas, las cuales son funciones absolutamente continuas en intervalos
compactos, conforme a los Teoremas 1.2.15 y 1.2.18. Notemos que el Teorema 1.2.13 y la
Definición 1.2.6 se mantiene en intervalos no acotados, es decir, f es Lebesgue si y sólo
si es absolutamente integrable [6, 24]. Sin embargo, no se usa el concepto de funciones
absolutamente continua [24]. Existen varias formas de definir a las funciones absolutamen-
te continuas en intervalos no acotados, véase [24, 44]. Es fácil ver que si se extiende la
Definición 1.2.5 sobre R, la función identidad es absolutamente continua sobre R, pero su
derivada no es Lebesgue integrable sobre R, además la función identidad en R no es una
función de variación acotada [24].

Ahora, introducimos la familia de funciones medibles sobre un intervalo compacto
I := [a,b].Veremos que el conjunto de funciones HK(I) está contenido en el conjunto de
funciones medibles, con respecto a la medida de Lebesgue. A este conjunto lo denotamos
comoM(I).

Definición 1.2.7. Una función f : I → R se dice medible sobre I := [a,b] si existe una
sucesión (sk)∞k=1 de funciones escalonadas sobre I tal que

f (x) = lı́m
k→∞

sk(x) c.s.d sobre I.

Proposición 1.2.4. Sea I un intervalo compacto y f ∈M(I) una función acotada. Entonces
ambas funciones f y |f | pertenecen a HK(I).

Proposición 1.2.5. Si f y |f | pertenecen a HK(I) (f ∈ L1(R)), h ∈ M(I) y acotada en I ,
entonces f · h pertenece a HK(I).

Las demostraciones de las Proposiciones 1.2.4 y 1.2.5 pueden ser consultadas en [6].

Teorema 1.2.19. Sea f ∈ HK[a,b], entonces f es el límite de una sucesión (sk)∞k=1 de
funciones escalonadas salvo un conjunto de medida cero.

La demostración del Teorema 1.2.19 puede ser consultada en [23].
De esta manera, los espacios de funciones Riemann, Lebesgue y Henstock-Kurzweil

integrables están relacionadas por las siguientes contenciones

R(I) ( L1(I) (HK(I) (1.16)
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y los valores de sus integrales coinciden, además estas contenciones son propias, véase
[6, 16, 33]. La función de Dirichlet es un ejemplo que ilustra la primera contención propia
de la relación (1.16). El Ejemplo 1.2.4 muestra la segunda contención propia en la expresión
(1.16). Además, incluimos el Ejemplo 1.2.6, el cual es presentado abajo para remarcar este
último hecho.

El siguiente ejemplo nos muestra que existe al menos una función Henstock-Kurzweil
integrable y no Lebesgue integrable.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos a la función

F(x) =
{
x2 sen(1/x2) si 0 < x ≤ 1,

0 si x = 0.

Y su derivada

F′(x) =
{

2x sen(x−2)− 2x−1 cos(x−2) si 0 < x ≤ 1,
0 si x = 0.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 1.3: F′(x) = 2x sen(x−2)− 2x−1 cos(x−2).

La función F′ no es acotada en el intervalo [0,1] y es oscilante cerca del origen como
se muestra en la Figura 1.3, por lo tanto, no es Riemann integrable. Por otra parte, la
función F′ no es Lebesgue integrable porque que F no está AC([0,1]) [16].
Notemos que no todas las derivadas son integrables en el marco de la integral de Lebesgue,
mientras que el Teorema 1.2.5 nos segura que todas las derivadas son integrables en el
marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Entonces F′ es integrable en el sentido de
Henstock-Kurzweil y se tiene:∫ 1

0

(
2x sen(x−2)− 2x−1 cos(x−2)

)
dx = F(1)−F(0)

= sen(1).



1.3. LA INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL EN INTERVALOS NO ACOTADOS37

Por otro lado, el espacio de funciones Henstock-Kurzweil contiene a las funciones Rie-
mann integrables en el sentido impropio en intervalos acotados [6, 16]. El Teorema de
Hake, el cual se enunciará en la siguiente sección, nos asegura que si una función es inte-
grable en el sentido impropio de Riemann también es integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil, esto es

RI (I) ⊂HK(I),

donde RI (I) denota el conjunto de las funciones integrables en el sentido impropio de
Riemann [29, 33, 42].

En la siguiente sección se estudiaran las propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil
en intervalos no acotado.

1.3. La integral de Henstock-Kurzweil en intervalos no
acotados

Consideremos el conjuntoR∪{−∞}∪{+∞}. A este conjunto se llama eje real extendido
y se denota de la siguiente manera: R.

Definición 1.3.1. Sea δ : [a,b] ⊂ R → (0,∞), se le llama función medidora en [a,b].
Dada una función medidora δ sobre [a,b] decimos que una partición etiquetada Ṗ :=
{([xi−1,xi]; ti)}ni=1 de [a,b] es δ − f ina conforme a los siguientes casos:

Para a ∈R y b =∞:

1. a = x0,b = xn = tn =∞.

2. [xi−1,xi] ⊂ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)], para toda i = 1,2, . . . ,n− 1.

3. [xn−1,∞] ⊂ [ 1
δ(tn) ,∞].

Para a = −∞ y b ∈R

1. a = x0 = t1 = −∞, b = xn.

2. [xi−1,xi] ⊂ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)], para toda i = 2, . . . ,n.

3. [−∞,x1] ⊂ [−∞,− 1
δ(t1) ].

Para a = −∞ y b =∞ :

1. a = x0 = t1 = −∞, b = xn = tn =∞.

2. [xi−1,xi] ⊂ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)], para toda i = 2, . . . ,n− 1.

3. [xn−1,∞] ⊂ [ 1
δ(tn) ,∞] y [−∞,x1] ⊂ [−∞,− 1

δ(t1) ].

El caso a,b ∈ R fue discutido previamente. Conforme a la convección aritmética en
R, 0 · (±∞) = 0, una función f real-valuada sobre R se puede extender a R, si definimos
f (±∞) = 0. Por lo tanto, se introduce la definición de la integral de Henstock-Kurzweil en
los reales extendidos, donde los intervalos pueden ser acotados o no acotados.
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Definición 1.3.2. Sea I = [a,b] ⊂ R un intervalo. Una función f : [a,b] → R se dice
Henstock-Kurzweil integrable si existe A ∈ R tal que para todo ε > 0, existe una función
medidora δε en [a,b] tal que para cualquier partición etiquetada Ṗ = {Ii , ti}ni=1 es δε −
f ina, entonces ∣∣∣∣∣ n∑

i=1

f (ti)(xi − xi−1)−A
∣∣∣∣∣ < ε,

donde A =
∫

[a,b]
f =

∫ b
a
f (x)dx.

Notemos que el caso de un intervalo compacto, [a,b] ⊂ R fue estudiado en el capítulo
anterior en la Definición 1.1.4.

El espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables en los reales extendidos es
denotado por HK(R), mientras HKloc(R) denotará el espacio de funciones Henstock-
Kurzweil integrables sobre cada intervalo compacto de R.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Hake). Sea I := [a,b] ⊂ R y f : I → R. Las afirmaciones son
equivalentes:

1. f ∈HK(I) y
∫ b
a
f (x)dx = A.

2. f ∈HK([c,d]), para todo intervalo [c,d] ⊂ (a,b) y

lı́m
c→a+

d→b−

∫ d

c
f (x)dx = A. (1.17)

Demostración: Supongamos 1. Fijemos la base a en la expresión (1.17) y apliquemos el
Teorema 1.2.3 con d ∈ (a,b), entonces la restricción de f en [a,d] es integrable.

Además, la integral indefinida de f con base a es una función continua en b, entonces∫ b

a
f = lı́m

d→b−

∫ d

a
f .

De manera análoga fijamos a b y procedemos de la misma forma. Por lo tanto,
∫ b
a
f := A.

Supongamos 2. Esto es, A ∈ R tal que para cualquier d ∈ (a,b) con f ∈ HK([a,d]) y
(1.17) se cumple.
Definamos (ck)∞k=1 una sucesión estrictamente creciente con c0 = a y lı́mk→∞ ck = b.

Dado ε > 0, sea r ∈N tal que

b − cr ≤
ε

|f (b)|+ 1
,

y sea t ∈ [cr ,b), entonces ∣∣∣∣∣∣
∫ t

a
f −A

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.
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Sean k ∈N y δk una medidora en Ik := [ck−1, ck] tal que si Ṗk es alguna partición δk−f ina
de Ik, entonces ∣∣∣∣∣∣S(f , Ṗk)−

∫
Ik

f

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

2k
.

Sin perdida de generalidad, asumimos que

1. δ1(c0) ≤ 1
2(c1 − c0) y si k ≥ 1.

2. δk+1(ck) ≤mı́n{δk(ck), 1
2(ck − ck−1), 1

2(ck+1 − ck)}.

3. δk(t) ≤mı́n{12(t − ck−1), 1
2(ck − t)} para t ∈ (ck−1, ck).

Ahora, definamos δ en I de la siguiente manera:

δ(t) :=
{
δk(t) si t ∈ [ck−1, ck), k ∈N,
b − cr si t = b.

Así, δ es una medidora en I y sea Ṗ := {[xi−1,xi], ti}ni=1 una partición δ − f ina de I . Dado
que b no pertenece a ningún intervalo Ik, el último subintervalo [xn−1,b] en Ṗ debe tener
la etiqueta tn = b. Dado que Ṗ � δ, se tiene que

cr = b − δ(b)
≤ xn−1.

Ahora, sea s ∈N el entero más pequeño tal que xn−1 ≤ cs, así que r ≤ s. Si k = 1, · · · , s−1,
la condición 3 implica que el punto ck debe ser una etiqueta para algún subintervalo en Ṗ
que contiene a ck. Usando el procedimiento de derecha a izquierda [6], asumimos que los
puntos c0, c1, · · · , cs−1 son también puntos finales cada subintervalos en Ṗ . Sean

Q̇1 := Ṗ ∩ [c0, c1], · · · , Q̇s−1 := Ṗ ∩ [cs−2, cs−1], Q̇s := Ṗ ∩ [cs−1,xn−1].

Cada Q̇k (k = 1, · · · , s − 1) es una partición δ − f ina de Ik, entonces∣∣∣∣S(f ,Q̇k)−
∫
Ik

f
∣∣∣∣ ≤ ε

2k
para k = 1, · · · , s − 1.

Del hecho que Q̇s es una subpartición δs − f ina de Is, el Lema 1.2.2 implica que∣∣∣∣S(f ,Q̇s)−
∫
Is

f
∣∣∣∣ ≤ ε

2s
.

Si Q̇b := {([xn−1,b],b)}, entonces

S(f ,Q̇b) = f (b)(b − xn−1)

y se sigue que

|S(f ,Q̇b)| ≤ |f (b)|(b − xn−1)
≤ ε.
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Dado que Ṗ = Q̇1 ∪ · · · ∪ Q̇s−1 ∪ Q̇s ∪ Q̇b, se obtiene que

|S(f ; Ṗ )−A| =

∣∣∣∣∣∣ s∑
i=1

S(f ;Q̇i) + S(f ;Q̇b)−A
∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣ s∑
i=1

S(f ;Q̇i)−
∫ xn−1

a
f

∣∣∣∣∣+ |S(f ;Q̇b)| −
∣∣∣∣∣∣
∫ xn−1

a
f −A

∣∣∣∣∣∣
≤ 3ε.

Como ε > 0 es arbitrario, entonces f ∈ HK([a,b]) con integral A. De manera similar se
realiza la prueba para el límite inferior en la integral (1.17) y la demostración está completa.
�

El Teorema de Hake se demuestra para un intervalo [a,b] contenido en los reales exten-
didos y puede ser empleado para cualquier intervalo arbitrario no degenerado.
En el siguiente ejemplo empleamos el Teorema de Hake, primero sobre el intervalo [0,∞]
y de manera análoga para [−∞,0]. Así, por el Teorema de la aditividad (Teorema 1.2.3) se
tiene que la función g definida a continuación es integrable en R.

Ejemplo 1.3.1. Sea

g(x) :=
{

1/(1 + x2) para x ∈R,
0 si x = −∞ y x =∞.

Definimos la primitiva G(x) := (arctan(x))′ para toda x ∈R. Por el Teorema Fundamental
del Cálculo Integral (Teorema 1.2.5) la función g es Henstock-Kurzweil siempre que −∞ ≤
a ≤ b ≤∞, entonces por el Teorema de Hake se tiene

∫ ∞
−∞

dx

1 + x2 = lı́m
a→∞
b→−∞

∫ b

a

dx

1 + x2

= lı́m
b→−∞

arctan(b)− lı́m
a→∞

arctan(a)

= π.

Observemos que por el Teorema de Hake la integral impropia de Riemann está conte-
nida propiamente en la integral de Henstock-Kurzweil, es decir,

RI [a,b] ⊂HK[a,b].

Sin embargo, esta contención no se preserva en dimensión n > 1, véase [37].
Resulta que las funciones Riemann impropias no estan contenidas propiamente en el

espacio de funciones Lebesgue integrables, y para mostrar este hecho se da el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.3.2. Sea f :R→R definida como

f (x) =
sen(x)
x

y con gráfica
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Figura 1.4: f (x) = sen(x)
x .

La función es integrable en el sentido impropio de Riemann, véase [13, 40]. El valor
integral es

RI
∫ ∞

0

sen(x)
x

=
π
2
.

De acuerdo con la Figura 1.4, la función es continua en el intervalo cerrado [2π,∞) y por
lo tanto es medible. Consideremos la parte positiva, es decir,

f +(x) =
∞∑
k=1

sen(x)
x

χ[2kπ,(2k+1)π](x).

SeaAk :=
[(

2k+ 1
4

)
π,

(
2k+ 3

4

)
π
]
, ∀k ∈N. Por otra parte, x 7→ 1

x es decreciente en [2π,∞).

Entonces

f +(x) ≥
∞∑
k=1

1
√

2(2k + 3
4 )π

χAk (x)

≥
∞∑
k=1

1
6kπ

χAk (x).

De esta manera ∫ ∞
2π
f + ≥

∫ ∞
i=1

∞∑
k=1

1
6kπ

χAk (x)

=
∞∑
k=1

∫ ∞
i=1

1
6kπ

χAk (x)

=
∞∑
k=1

1
12πk

=∞,
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resulta que la integral es divergente y por lo tanto no es Lebesgue integrable.

Así, podemos concluir que

RI (R) (HK(R) y L1(R) (HK(R).

Enunciaremos otra caracterización de las funciones Henstock-Kurzweil integrables, es-
te resultado es conocido como el Criterio de Cauchy. La aplicación del Criterio de Cauchy
es de gran utilidad para demostrar la convergencia de integrales impropias y su demostra-
ción es un caso particular del Teorema de Hake [6, 16].

Teorema 1.3.2 (Criterio de Cauchy). Sea f : I := [a,∞] → R, una función tal que f ∈
HK([a,c]) para toda c ≥ a. Entonces f ∈ HK(I) si y sólo si para cualquier ε > 0 existe
K(ε) ≥ a tal que si q > p ≥ K(ε), entonces

∣∣∣∣ ∫ qp f ∣∣∣∣ ≤ ε.

Ahora empleamos el Criterio de Cauchy para mostrar la convergencia de la siguiente
integral impropia.

Ejemplo 1.3.3. Para demostrar la convergencia de
∫ 1

0
1√
x

sen
(

1
x

)
dx.

Realizando el cambio de variable

u =
1
√
x
, entonces u2 =

1
x
,

obtenemos la siguiente integral

1
2

∫ ∞
1
u−2 sen(u2)du.

Notemos que ∣∣∣∣ 1
u2 sen(u2)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1
u2

∣∣∣∣ u ∈ [1,∞).

Dado ε > 0, existe K(ε) tal que∣∣∣∣∣∣
∫ q

p

1
u2 sen(u2)du

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ q

p

∣∣∣∣ 1
u2

∣∣∣∣du ≤ ε,
cuando

p ≥ K(ε).

De esta manera ∣∣∣∣∣∣
∫ q

p

1
u2 sen(u2)du

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε siempre que q > p ≥ K(ε).

Por el Criterio de Cauchy ∫ 1

0

1
√
x

sen
(1
x

)
dx

es convergente.
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Por otra parte, en el capítulo anterior se enuncio el Teorema del Multiplicador, un as-
pecto teórico importante es que es válido para intervalos no acotados, véase [3, 6, 16].

Continuando con el estudio de la integral de Henstock-Kurzweil, se enuncian las tres
pruebas de convergencia para intervalos no acotados. Los dos primeros teoremas pueden
ser considerados como extensiones del Teorema 1.2.10 (Teorema del Multiplicador) para
intervalos no acotados y nos limitamos a considerar a ϕ como una función monótona [6].

El primer criterio es conocido como la Prueba de Dirichlet para series, pero formulado
para integrales por J. Chartier [6].

Teorema 1.3.3 (Prueba de Chartier-Dirichlet). Sean f ,ϕ : I := [a,∞)→ R y supongamos
que

1. f ∈HK([a,c]) para toda c ≥ a y F(x) :=
∫ x
a
f es acotada en [a,∞).

2. ϕ es monótona en I y lı́mx→∞ϕ(x) = 0.

Entonces f ϕ ∈HK(I).

Demostración: El Teorema 1.2.10 implica que f ϕ ∈ HK([a,c]) para toda c ≥ a. Sea
M > 0 tal que |F(x)| ≤M para x ∈ [a,∞). Por hipótesis tenemos lı́mx→∞ϕ(x) = 0, dado
ε > 0 existe K(ε) ≥ a tal que

|ϕ(x)| ≤ ε
4M

para x ≥ K(ε).

Si q > p ≥ K(ε), entonces por el Teorema 1.2.11 implica que existe ξ ∈ [p,q] tal que∫ q

p
f ϕ = ϕ(p)

∫ ξ

p
f +ϕ(q)

∫ q

ξ
f

= ϕ(p)[F(ξ)−F(p)] +ϕ(q)[F(q)−F(ξ)].

En consecuencia, si q > p ≥ K(ε), entonces∣∣∣∣∣∣
∫ q

p
f ϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
4M

2M +
ε

4M
2M

= ε.

El Teorema 1.3.2 implica que f ϕ ∈HK(I). �
El segundo criterio de convergencia es una versión integral de una prueba para series

dada en 1826 por el matemático noruego Niels H. Abel [6].

Teorema 1.3.4 (Pueba de Abel). Sean f ,ϕ : I := [a,∞)→R, y supongamos que

1. f ∈HK(I).

2. ϕ es acotada y monótona en I.

Entonces f ϕ ∈HK(I).
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Demostración: Por hipótesis existe M > 0 tal que |ϕ(x)| ≤M para x ∈ I .
Como f ∈ HK(I), el Teorema 1.3.2 implica que dado ε > 0, existe K(ε) ≥ a tal que q >
p ≥ K(ε), entonces ∣∣∣∣∫ q

p
f
∣∣∣∣ ≤ ε

2M
.

Como ϕ es monótona, aplicando el Teorema 1.2.10, se sigue f ϕ ∈ HK([p,q]). Por el
Teorema 1.2.11 existe ξ ∈ [p,q], tal que∫ q

p
f ϕ = ϕ(p)

∫ ξ

p
f +ϕ(q)

∫ q

ξ
f .

Así, si q > p ≥ K(ε), entonces∣∣∣∣∣∣
∫ q

p
f ϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
2M

M +
ε

2M
M

= ε.

Dado ε > 0 es arbitrario, y por el Teorema 1.3.2 implica que f ϕ ∈HK(I). �
Como se menciono anteriormente, las pruebas anteriores de convergencia consideran a

ϕ como función monótona. La siguiente prueba impone otro tipo de condiciones sobre ϕ.

Teorema 1.3.5 (Prueba de Du Bois-Reymond). Sean f ,ϕ : I := [a,∞)→ R, supongamos
que:

1. f ∈HK([a,c]), para toda c ≥ a y F(x) =
∫ x
a
f es acotada en I .

2. ϕ es diferenciable en [a,∞) y ϕ′ ∈ L1(I) acotada y monótona en I.

3. F(x)ϕ(x) tiene límite cuando x→∞.

Entonces f ϕ ∈HK(I).

Demostración: De la hipótesis 1, existe M > 0 tal que |F(x)| ≤M ∀x ∈ [a,∞).
Por lo tanto,

|F(x)ϕ′(x)| ≤M |ϕ′(x)| para x ∈ I,
y así que

lı́m
x→∞

∫ x

a
Fϕ′

existe. Dado c en I , tenemos que Fϕ′ ∈ L1([a,c]) y el Teorema 1.2.9 implica que f ϕ ∈
HK([a,c]), además se tiene la siguiente igualdad∫ c

a
f ϕ = F(c)ϕ(c)−

∫ c

a
Fϕ′.

Aplicando el Teorema 1.3.1, se sigue que f ϕ ∈HK(I). �
Los siguientes ejemplos muestran el alcance de los tres teoremas convergencia para

intervalos no acotados.
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Ejemplo 1.3.4. Para determinar la convergencia de la integral∫ ∞
1

sen(x)
√
x
dx,

definamos la función f sobre [1, c] como f (x) := sen(x) ∈HK[1, c] para todo 1 ≤ c <∞ y
sea

F(x) =
∫ x

1
sen(t)dt

= −cos(x) + cos(1),

de esta manera |F(x)| ≤ 2 para toda x en [1,∞). Es claro que φ(x) := 1√
x

es monótona
decreciente en [1,∞) y lı́mx→∞φ(x) = 0.
Por la Prueba de Chartier-Dirichlet (Teorema 1.3.3) se tiene la convergencia de la integral∫∞

1
sen(x)√

x
dx.

Abajo se muestra la gráfica del producto de funciones f (x)φ(x).
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Figura 1.5: La gráfica de sen(x)/
√
x.

Ejemplo 1.3.5. Para determinar si la integral∫ ∞
2

arctan(x)
x2 + 1

dx

es convergente, consideramos

f (x) = arctan(x) y φ(x) =
1

1 + x2 .

Notemos que f ∈ HK([0,∞)) y |φ(x)| ≤ 1 ∀x ∈ [0,∞). Por la Prueba de Abel (Teorema
1.3.4) se tiene la convergencia de la integral.
Para finalizar el ejemplo, mostramos la gráfica de f (x) ·φ(x).



46 CAPÍTULO 1. LA INTEGRAL HK Y LA INTEGRAL KL

4 6 8 10 12 14

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

Figura 1.6: La gráfica de arctan(x)/(1 + x2).

Ejemplo 1.3.6. Veamos la convergencia de la siguiente integral∫ ∞
2

sen(x)
ln(x)

dx.

Consideremos f (x) = sen(x) y ϕ(x) = 1/ ln(x).
De esta manera, ∫ ∞

2
ϕ′(x)dx =

∫ ∞
2

−1
x(ln(x))2dx

= ln(2).

Por lo tanto, ϕ′ ∈ L1([2,∞)).
Más aun,

lı́m
x→∞

F(x)ϕ(x) = lı́m
x→∞

−cos(x) + cos(1)
ln(x)

= 0.

Por el Teorema 1.3.5 (Prueba de Du Bois-Reymond) se tiene la convergencia de la integral∫∞
2

sen(x)
ln(x) dx. A continuación, se muestra la gráfica f (x) ·φ(x).
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Figura 1.7: La gráfica de sen(x)/ ln(x).

En la sección 1.2.1 se mostró la relevancia de las funciones de variación acotada en
la teoría de integración de Henstock-Kurzweil sobre intervalos acotados. Ahora, se extien-
de el concepto de función de variación acotada en intervalos no acotados y se usará esta
definición para obtener resultados análogos sobre la integrabilidad del producto de dos
funciones.

Las funciones de variación acotada en intervalos no acotados se definen de la siguiente
manera, véase [3, 33, 36].

Definición 1.3.3. Decimos g es una función de variación acotada en R si y sólo si

V ar(g,R) := lı́m
c→−∞
d→∞

V ar(g, [c,d])

existe en R. La colección de todas las funciones que tienen variación acotada en R, es
denotada por BV (R).

Si consideramos I := [a,∞] y la Definición 1.3.3, podemos enunciar el Teorema del
Multiplicador para intervalos no acotados en el siguiente versión.

Teorema 1.3.6. Si f ∈HK(I) y ϕ ∈ BV (I), entonces f ϕ ∈HK(I) y∫ ∞
a
f ϕ = lı́m

b→∞

∫ b

a
ϕdF

= lı́m
b→∞

[
F(b)ϕ(b)−

∫ b

a
Fdϕ

]
.

Notemos que la descomposición de Jordan para funciones en BV (R) es válida, ver
detalles en [35]. En contraste al caso de intervalos compactos, BV (R) no está contenido en
L1(R), por ejemplo considere la función f (x) = 1/x para toda x ∈ [1,∞) y cero en otro
caso, f ∈ BV (R) \ L1(R). La gráfica de esta función es la siguiente y sus propiedades se
analizarán en capítulos posteriores.
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Figura 1.8: f (x) = 1/x ∀x ∈ [1,∞) y cero en otro caso.

El conjunto BV (R) será objeto de estudio para considerar y analizar la transformada de
Fourier de funciones no Lebesgue integrables.

Y para finalizar este capítulo, enunciamos el siguiente espacio vectorial que nos permite
definir la transformada de Fourier en espacios no clásicos en el marco de la integral de
Henstock-Kurzweil y que engloba a la transformada clásica de Fourier.

Definición 1.3.4.
HK(R,C) := {f = f1 + if2 : f1, f2 ∈HK(R)}

y establecemos su norma

‖f ‖HK(R,C) := ‖f1‖HK(R) + ‖f2‖HK(R),

donde

‖f ‖HK(I) := sup


∣∣∣∣∣∣
∫ d

c
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ : [c,d] ⊂ I

. (1.18)

A la expresión (1.18) se le conoce como la norma de Alexiewiez [33, 36]. Una aplica-
ción de la norma de Alexiewiez en la tesis se refleja en la función seno integral, notemos
que la función seno integral es una generalización del Ejemplo 1.3.2.
Definimos la función seno integral como:

Si(v) :=
2
π

∫ v

0

sen(y)
y

dy.

La función seno integral satisface las siguientes propiedades, véase[3] :

1) Si(0) = 0,

2) limv→∞Si(v) = 1,

3) Si(v) ≤ Si(π) ∀v ∈ [0,∞).
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Definimos la familia de funciones Ω :=
{
ht :R→R | t ∈R

}
tales que

ht(x) :=
{

sen(xt)
x si x , 0,
t si x = 0.

Notemos que h−t(x) = −ht(x) para cada x ∈ R, dado que la función ht es una función par.
Consideremos v ≥ u ≥ 0 y t > 0, se sigue∣∣∣∣∣∣

∫ v

u

sen(xt)
x

dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫ tv

tu

sen(y)
y

dy

∣∣∣∣∣∣.
De ahí, se sigue el conjunto de Ω es acotado en HK(R) y

πSi(π) = sup
{
‖ht‖HK(R) : ht ∈Ω

}
. (1.19)

Definición 1.3.5. Sea f : R → C una función con f1 := Re(f ) y f2 := Im(f ), entonces
definimos la integral de Henstock-Kurzweil de f mediante∫

R

f (x)dx =
∫
R

f1(x)dx+ i
∫
R

f2(x)dx.

En el siguiente capítulo se dan los aspectos teóricos de la transformada de Fourier en el
sentido clásico, considerando la integral de Lebesgue y en el sentido de Henstock-Kurzweil.
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Capítulo 2

La transformada de Fourier

2.1. La transformada de Fourier en el sentido de la inte-
gral de Lebesgue

En general, la transformada de Fourier de una función real-valuada f definida sobre R
está dada de la siguiente manera:

F (f )(s) :=
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx,

donde la integral converge en algún sentido. Haremos uso de la siguiente notación F(·) para
señalar que dominio se va a considerar.

Enunciaremos algunos resultados del Análisis de Fourier en el sentido clásico, es decir,
consideramos la integral de Lebesgue. La construcción teórica de la integral de Lebesgue
puede ser consultada en [8, 16, 40]. El conjunto de funciones real-valuadas f tales que

‖f ‖p <∞,

donde p ≥ 1 (funciones p-integrables) es un espacio normado (considerando clases de
equivalencia respecto ‖ · ‖p) y es denotado por Lp(R). El espacio L1(R) es conocido como
el espacio de las funciones Lebesgue integrables o funciones absolutamente integrables
sobre R.

Introducimos el operador transformada clásica de Fourier en L1(R). Ya que en esta
sección, consideramos distintos dominios para el operador transformada de Fourier y mos-
traremos sus principales propiedades usando la integral de Lebesgue.

Definición 2.1.1. Sea f ∈ L1(R). La transformada de Fourier de f en el punto s es definida
por

F1(f )(s) :=
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx,

donde la integral es en el sentido de Lebesgue.

De la definición anterior se sigue el siguiente teorema y posteriormente daremos un
ejemplo de una transformada de Fourier en el sentido de la Definición 2.1.1.

51
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Teorema 2.1.1. Si f ∈ L1(R), entonces F1(f )(s) está bien definida para cada s ∈R.

Dada la Definición 2.1.1 damos un ejemplo de una función absolutamente integrable y
calculamos su transformada clásica de Fourier.

Ejemplo 2.1.1. Sea f (x) = e−α|x|, con α > 0. Por definición se tiene

F1(e−α|x|)(s) =
1
√

2π

∫
R

e−isxe−α|x|dx

=
1
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxe−α|x|dx

=
1
√

2π

∫ 0

−∞
e−isxeαxdx+

1
√

2π

∫ ∞
0
e−isxe−αxdx

=
1
√

2π

[ 1
α − ik

+
1

α + ik

]
=

α
√

2π(α2 + k2)
.

La demostración del siguiente teorema es una consecuencia directa de la Definición
2.1.1, además de emplear la linealidad y homogeniedad de la integral de Lebesgue mos-
trando la linealidad del operador, estas propiedades pueden ser consultadas en las siguientes
referencias [6, 8, 9, 13].

Teorema 2.1.2. Sea f ,g ∈ L1(R) y α ∈R. Entonces

1. F1(f + g)(s) = F1(f )(s) +F1(g)(s).

2. F1(αf )(s) = αF1(f )(s).

El siguiente resultado nos asegura que la transformada de Fourier con f Lebesgue inte-
grable resulta una función continua [10].

Teorema 2.1.3. La transformada de Fourier de una función Lebesgue integrable es una
función uniformemente continua. Más aun,

|F1(f )(x)| ≤ 1
√

2π
‖f ‖1.

Demostración: Sea f ∈ L1(R). Para cualquier h,k ∈R se tiene∣∣∣∣∣∣F1(f )(h+ k)−F1(f )(h)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1
√

2π

∫
R

e−ix(h+k)f (x)dx − 1
√

2π

∫
R

e−ixhf (x)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1
√

2π

∫
R

e−ikx(eihx − 1)f (x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
√

2π

∫
R

∣∣∣∣e−ikx(eihx − 1)f (x)
∣∣∣∣dx.
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Notemos que por desigualdad triangular se tiene

|(eihx − 1)f (x)| ≤ 2|f (x)| ∈ L1(R) ∀x ∈R.

Además,

lı́m
h→0
|(eihx − 1)| = 0. (2.1)

Por el Teorema de Convergencia Dominada y la expresión (2.1) obtenemos

lı́m
h→0

1
√

2π

∫
R

∣∣∣∣e−ikx(eihx − 1)f (x)
∣∣∣∣dx =

1
√

2π

∫
R

lı́m
h→0

∣∣∣∣e−ikx(eihx − 1)f (x)
∣∣∣∣dx

= 0.

Esto demuestra la continuidad de la transformada de Fourier. Como es independiente de
valor de k, también se demuestra que la transformada clásica de Fourier es una función
uniformemente continua. �

La aplicación del Teorema de integración por partes a la transformada de Fourier per-
mite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4. Sea f una función continua y diferenciable a trozos, tal que f , f ′ ∈ L1(R),
entonces

F1(f ′)(s) = isF1(f )(s).

Demostración: Por Definición 2.1.1 se tiene

F1(f ′) =
1
√

2π

∫
R

e−isxf ′(x)dx

=
1
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxf ′(x)dx,

e integrando por partes, obtenemos

1
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxf ′(x)dx = lı́m

a,b→∞

1
√

2π
f (x)e−isx

∣∣∣∣x=b

x=−a
+

is
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxf (x)dx. (2.2)

Como f es continua y Lebesgue integrable implica que

lı́m
|x|→∞

f (x) = 0

y dada la expresión (2.2) se obtiene

F1(f ′) =
is
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxf (x)dx

= isF1(f ).
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�
El Lema de Riemann-Lebesgue nos asegura que para cada f ∈ L1(R) se tiene F1(f ) ∈

C0(R), donde C0(R) es el espacio de funciones real-valuadas que se desvanecen en ±∞
[33, 36, 39].

Lema 2.1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Para cualquier función f ∈ L1(R). Entonces

lı́m
|s|→∞

F1(f )(s) = 0.

Ahora tenemos que el operador transformada de Fourier sobre L1(R) es un operador
lineal acotado, como se demostró en el Teorema 2.1.3, es decir,

|F1(f )(s)| ≤ 1
√

2π
‖f ‖1,

está bien definido puntualmente para cada f ∈ L1(R), s ∈R y

F1 : L1(R)→ C0(R).

Por otra parte, el espacio L2(R) se le conoce como el espacio de las funciones cuadrado
integrables y es un espacio normado con producto interno que proporciona técnicas alge-
braicas y geométricas que pueden aplicarse en espacios de dimensión infinita [10]. Ahora
procedemos a introducir la definición de transformada de Fourier en L2(R) y sus propieda-
des básicas [10, 13, 18, 40].

Definición 2.1.2. Sea f ∈ L2(R) y (ϕn) una sucesión de funciones de L1(R)∩L2(R) que
convergen a f ∈ L2(R), es decir,

‖ f −ϕn ‖2→ 0.

La transformada de Fourier de f es definida por

F2(f ) = lı́m
n→∞
F1(ϕn), (2.3)

donde el límite es con respecto a la norma en L2(R).

Note que la convergencia es con respecto a la topología dada por la norma ‖ · ‖2, así
la transformada de Fourier de funciones en L2(R) es un límite y no una expresión integral
puntual como la transformada de Fourier sobre L1(R).

Teorema 2.1.5. Sea f ∈ L2(R). Entonces

F2(f ) = lı́m
n→∞

1
√

2π

∫ n

−n
e−isxf (x)dx,

donde la convergencia es con respecto a la norma en L2(R).

Teorema 2.1.6 (Teorema de Plancherel). Para cualquier f ∈ L2(R) se tiene que F2(f ) ∈
L2(R) y además
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1. si f ∈ L1(R)∩L2(R), entonces F2(f )(s) = F1(f )(s),

2. ‖F2(f )(·)− 1√
2π

∫ n
−n e
−i(·)xf (x)dx‖2→ 0, n→∞,

3. ‖f ‖22 = ‖F2(f )‖22.

En [18, 36] se da una descomposición de Lp(R) (1 < p < 2) para definir el operador
transformada de Fourier sobre este espacio. Dada la función f en Lp(R) con 1 < p < 2, el
conjunto

E := {x : |f (x)| > 1}

tiene medida de Lebesgue finita y f = f1 + f2, donde f1(x) = fχE (x) y f2 = f − f1.
La desigualdad de Hölder nos asegura que

‖f1‖1 =
∫
R

|fχE |

≤ µ(E)1/q‖f ‖p
< ∞,

donde p−1 + q−1 = 1. Por otra parte, se tiene |f (x)| ≤ 1 para x ∈ Ec y

‖f2‖22 =
∫
R

|fχEc |
2

≤
∫
Ec
|f |p

< ∞.

Así,
Lp(R) ⊂ L1(R) +L2(R).

De esta manera, podemos definir la transformada de Fourier para funciones en Lp(R),
1 < p < 2, como una suma de transformadas clásicas de Fourier.

Definición 2.1.3. [18, 39] Para 1 < p < 2, el operador transformada de Fourier en Lp(R)
se define como:

Fp : Lp(R)→Lq(R),

Fp(f ) = F1(f1) +F2(f2),

donde p−1 + q−1 = 1 y f = f1 + f2,

f1 ∈ L1(R)∩Lp(R), f2 ∈ L2(R)∩Lp(R).

Se puede ver en [36] que la transformada de Fourier no depende del representante. Es
decir, está bien definida para cada f ∈ Lp(R).
Notemos que si f2 = 0, obtenemos la Definición 2.1.1 de la transformada de Fourier; y si
procedemos de manera análoga para f1 = 0, se tiene la Definición 2.1.2 de la transformada
de Fourier.
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Cabe mencionar que existen más resultados respecto a la transformada de Fourier en
distintos contextos e involucrando teorías matemáticas más complejas, como la teoría de
interpolación, teoría de distribuciones, entre otras, véase [4, 26, 27, 28, 45, 44]. En este
capítulo nos limitamos a enunciar los resultados que hemos extendido en algún sentido, y
los que hemos utilizado en las demostraciones de dichas extensiones, esto será desarrollado
con detalle en el último capítulo.

2.2. Una versión del Lema de Riemann-Lebesgue sobre
BV0(R)

El estudio de la transformada de Fourier en el contexto de la integral de Henstock-
Kurzweil ha sido desarrollado recientemente por Erik Talvila [44]. Él ha mostrado algunos
teoremas sobre la existencia y la continuidad de la transformada de Fourier en ciertos subes-
pacios. Los resultados de [44] dieron pauta para desarrollar el estudio de la transformada
de Fourier para funciones no absolutamente integrables. Notemos que si I es un intervalo
compacto en R, tenemos que

BV (I) ⊂ L1(I) ⊂HK(I)

y en consecuencia
BV (I)∩HK(I) ⊂ L1(I).

Ahora si I no es acotado, se tienen las siguientes dos observaciones

BV (I) * L1(I) (2.4)

y
L1(I) *HK(I)∩BV (I), (2.5)

las demostraciones de (2.4) y (2.5) pueden ser consultadas en [42]. Enseguida, exhibimos
contraejemplos para probar (2.4) y (2.5). En el caso de la prueba de (2.4), consideramos la
función f (x) = 1/x para toda x ∈ [1,∞) y cero en otro caso, notemos que

V ar(f , [1,∞)) = 1.

Sin embargo, ∫ ∞
1

1
x
dt =∞, (2.6)

lo que demuestra que f < L1(R).
Para ver que L1(R) no está contenido en BV (R), consideremos la función

f (x) =
{√
x sen(1/x) si x ∈ (0,1],

0 en otro caso.
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Figura 2.1: Notemos que la gráfica g(x) representada por curva morada domina a la gráfica
f (x), representada por la curva azul en el intervalo [0,1].

Notemos que la función f está dominada por la función g(x) =
√
x para x ∈ [0,1], luego

f está en L1([0,1]). Sin embargo, f no está en BV ([0,1]), véase [31], ya que cerca del
origen es oscilante, conforme a la Figura 2.1.

Además, en [42] se demostró que no hay relación de inclusión entre

L1(R) y HK(R)∩BV (R),

es decir,
HK(R)∩BV (R) 1 L1(R).

En particular, en [42] se exhibieron una familia de funciones tales que muestran este último
hecho.

Las observaciones (2.4) y (2.5) motivan a estudiar un subespacio de funciones integra-
bles en el sentido Henstock-Kurzweil que no está contenido en el espacio de funciones
Lebesgue integrables.
También, se consideró la transformada de Fourier en el sentido de la integral de Henstock-
Kurzweil para funciones en el espacio BV0(R) que contiene a

HK(R)∩BV (R).

Los siguientes resultados fueron publicados en [33], donde se obtiene un resultado de
tipo Lema Riemann-Lebesgue en un espacio no clásico usando la integral de Henstock-
Kurzweil.

Teorema 2.2.1. Sea ϕ ∈ HKloc(R) y Φ(t) =
∫ t

0
ϕ(x)dx una función acotada en R. Enton-

ces para cada f ∈ BV0(R), la función

H(ω) =
∫ ∞
−∞
f (t)ϕ(ωt)dt

está bien definida para ω ∈R \ {0} es continua para cada ω ∈R \ {0} y

lı́m
|ω|→∞

H(ω) = 0.
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Demostración: Del Teorema 1.2.6 obtenemos una descomposición de la función f en la
diferencia de dos funciones f = g1 − g2, donde gi son funciones monótonas decrecientes o
crecientes, con i = 1,2 y ambas pertenecen a BV0(R).
Por el Teorema 1.3.3, se tiene que f ϕω ∈ HK([0,∞]). El Teorema 1.2.10 nos garantiza
que para ω , 0 se tiene que∫ ∞

0
f (t)ϕ(ωt)dt = −

∫ ∞
0

Φ(ωt)
ω

df (t)

= −
∫ ∞

0

Φ(ωt)
ω

dg1(t) +
∫ ∞

0

Φ(ωt)
ω

dg2(t), (2.7)

donde dg1(t) y dg2(t) son medidas de Lebesgue-Stieltjes generadas por g1 y g2.
Sea β > 0 y M la cota superior de |Φ |. Para cada ω ∈ [β,∞) se tiene que∣∣∣∣∣∣Φ(ωt)

ω

∣∣∣∣∣∣ ≤ Mβ .
La función Φ(ωt)(ω)−1 es continua en [β,∞) y las medidas dgi(t) son finitas (i = 1,2),
entonces aplicando el Teorema de Convergencia Dominada en (2.7) se sigue

lı́m
ω→ω0

H(ω) =H(ω0),

para cada ω0 ∈ [β,∞). Como β es arbitrario esto implica la continuidad de H en (0,∞).
Por otra parte, por la expresión (2.7) con ω ∈ (0,∞) se tiene que∣∣∣∣∣∣

∫ ∞
0
f (t)ϕ(ωt)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M|ω|V ar(f ; [0,∞]).

Por lo tanto, concluimos que

lı́m
|ω|→∞

∫ ∞
0
f (t)ϕ(ωt)dt = 0.

Los mismos argumentos son válidos para el semieje (−∞,0]. �
Notemos que el operador integral definido en el Teorema 2.2.1 es bastante general.

Además, este resultado y el hecho de que L1(R) no está contenido en BV0(R) son cruciales
para extender el operador transformada de Fourier sobre un espacio de funciones no abso-
lutamente integrables. La siguiente sección esta dedicada a desarrollar dicha extensión.

Observe que las funciones Seno y Coseno satisfacen las hipótesis del Teorema 2.2.1, así
el operador transformada de Fourier de cualquier función en BV0(R) tiene una expresión
integral puntual para todo s , 0, es continuo y se desvanece al infinito.

2.3. La transformada HK de Fourier FHK(f )

El Teorema 2.2.1 introduce un nuevo dominio de funciones donde el operador transfor-
mada de Fourier tiene sentido de manera puntual.
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Definición 2.3.1. La transformada HK de Fourier de f ∈ BV0(R) en el punto s , 0 está
definida como

FHK (f )(s) := FHK (f )(s)

=
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx

=
1
√

2π

∫
R

cos(sx)f (x)dx − i 1
√

2π

∫
R

sen(sx)f (x)dx

= F CHK (f )(s)− iF SHK (f )(s), (2.8)

donde las integrales son en el sentido de Henstock-Kurzweil. Denotemos con F CHK (f ) y
F SHK (f ) a la transformada HK-Coseno de Fourier y HK-Seno de Fourier de f , respecti-
vamente.

Notemos que la transformada de Fourier no esta definida, en s , 0 debido a que

F CHK (f )(0) =
∫ ∞
−∞
f (x)dx

puede converge o no puede converge.
Así, podemos definir una suma de dos espacios de funciones para obtener un nuevo

dominio, el cual es un espacio no clásico de funciones y más general que BV0(R). Pa-
ra obtener este nuevo espacio no clásico de funciones. Introducimos el siguiente espacio
vectorial que consiste en la suma de dos espacios de funciones.

Definición 2.3.2. Sea L1(R) +BV0(R) un espacio vectorial tal que f = f1 + f2, donde

f1 ∈ L1(R) y f2 ∈ BV0(R).

El Teorema 2.2.1 y la Definición 2.3.2 nos permiten definir al operador transformada
HK de Fourier en L1(R) +BV0(R) de la siguiente manera.

Definición 2.3.3. La transformada HK de Fourier de f ∈ L1(R) + BV0(R) en el punto
s , 0 está definida como

FHK (f )(s) := FHK (f1)(s) +FHK (f2)(s)

=
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx

=
1
√

2π

∫
R

cos(sx)f (x)dx − i 1
√

2π

∫
R

sen(sx)f (x)dx

= F CHK (f )(s)− iF SHK (f )(s), (2.9)

donde las integrales son en el sentido de Henstock-Kurzweil. Denotemos con F CHK (f ) y
F SHK (f ) a la transformada HK-Coseno de Fourier y HK-Seno de Fourier de f , respecti-
vamente.
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Notemos que si f1 = 0, la transformadaHK de Fourier está definida excepto en el punto
s = 0 para funciones en BV0(R). Por otra parte si f2 = 0, dado que la integral de Henstock-
Kurzweil contiene a la integral de Lebesgue y la contención es válida en intervalos no
acotados, recuperamos la Definición 2.1.1.

Corolario 2.3.1. La transformada HK de Fourier FHK (f )(s) está bien definida para cada
f ∈ L1(R) +BV0(R) y s , 0. Además,

FHK : L1(R) +BV0(R)→ C0(R \ {0}).

Es claro que L1(R) + BV0(R) no define una suma directa de espacios vectoriales. Es
decir, f ∈ L1(R) + BV0(R) puede tener diferentes representantes. Sin embargo, veremos
que la transformada HK de Fourier está bien definida en dicho espacio, esto es, que no
depende de la elección del representante.

Proposición 2.3.1. La transformada HK de Fourier no depende del representante.

Demostración: Supongamos que f = u1 + v1 = u2 + v2 con ui ∈ L1(R) y vi ∈ BV0(R)
para i = 1,2. Por lo tanto,

u1 −u2 = v2 − v1 ∈ L1(R)∩BV0(R).

El resultado se sigue del hecho de que la integral de Henstock-Kurzweil coincide con la
integral de Lebesgue en la intersección L1(R) ∩ BV0(R) [36]. Por lo tanto, FHK (f ) no
depende de la representación de la función f . �

Corolario 2.3.2. Para cada f ∈ BV0(R),

FHK (f )(s) =
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx ∈ C0(R \ {0}).

Demostración: Por definición de transformada de Fourier y la Definición 1.3.5 se tienen
las siguientes igualdades

FHK (f )(s) :=
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx

=
1
√

2π

∫
R

cos(sx)f (x)dx − i 1
√

2π

∫
R

sen(sx)f (x)dx. (2.10)

Notemos que las funciones Seno y Coseno cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1. Más
aun,

lı́m
|s|→∞

1
√

2π

∫ ∞
0

cos(sx)f (x)dx = lı́m
|s|→∞

1
√

2π

∫ ∞
0

sen(sx)f (x)dx

= 0.
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Procedemos de la misma manera para el semieje (−∞,0]. Así, la demostración esta com-
pleta. �
Note que con f ∈ BV0(R) y para s = 0, la expresión (2.10) puede ser convergente o diver-
gente.

De esta manera, haciendo uso de la integral Henstock-Kurzweil, el operador transfor-
mada HK de Fourier tiene sentido en un contexto más amplio para cada s , 0 sobre el
espacio de funciones BV0(R), el cual no está contenido en L1(R) [42].

2.3.1. La transformada HK de Fourier sobre el espacio Lp(R)

De acuerdo con las Definiciones 2.1.3 y 2.3.3 existen varios espacios de funciones,
donde la transformada de Fourier puede ser definida. Los siguientes resultados fueron pu-
blicados en [36] y establecen la relación entre la transformada clásica de Fourier y la trans-
formada HK de Fourier. Además, el comportamiento asintótico de la transformada HK de
Fourier FHK sobre un subespacio denso de Lp(R) para 1 < p ≤ 2 obedece a un resultado
del tipo Riemann-Lebesgue para funciones en BV0(R).

Ahora bien, extendemos algunas propiedades del operador transformadaHK de Fourier
sobre subconjunto denso de funciones en Lp(R).

Lema 2.3.1. Para p > 1, L1(R)∩Lp(R) es un subconjunto propio de Lp(R)∩ (L1(R) +
BV0(R)).

Demostración: Es fácil ver que Lp(R) ∩ BV0(R) 1 L1(R). Considerando la siguiente
función

f (x) =
{

1
x si |x| > 1,
0 si |x| ≤ 1,

y por la expresión (2.6) la aseveración es cierta. �

El siguiente teorema permitió desarrollar nuevos resultados publicados en [1, 36]. Su
demostración puede ser consultada en [40].

Teorema 2.3.1. Si 1 ≤ p ≤ ∞ y (fn) es una sucesión de Cauchy en Lp(R), con límite f ,
entonces (fn) tiene una subsucesión, la cual converge puntualmente a f casi donde sea.

Teorema 2.3.2. Si f ∈ Lp(R)∩ (L1(R) +BV0(R)) para 1 < p ≤ 2, entonces

FHK (f ) ∈ Lq(R)∩C0(R \ {0}),

donde p−1 + q−1 = 1. Más aun,

Fp(f )(s) = FHK (f )(s),

casi donde sea.
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Demostración: Para p = 2. Sea f ∈ L2(R)∩ (L1(R) + BV0(R)), y para cada n ∈N, se
define la sucesión (ϕn), donde

ϕn(x) = f χ[−n,n](x).

Entonces ϕn ∈ L2(R)∩L1(R) y

F1(ϕn)(s) = FHK (ϕn)(s)
= F2(ϕn)(s),

puntualmente para cada s ∈R. Por el Teorema de Plancherel se obtiene que

lı́m
n→∞
‖FHK (ϕn)−F2(f )‖2 = lı́m

n→∞
‖F2(ϕn)−F2(f )‖2

= lı́m
n→∞
‖ϕn − f ‖2

= 0.

Sea f = f0 + f1, donde f1 ∈ L1(R) y f0 ∈ BV0(R). Por [33, Teorema 3.2] y por el Teorema
1.3.1 se obtiene

lı́m
n→∞
FHK (ϕn)(s) =

1
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxf1χ[−n,n](x)dx+

1
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isxf0χ[−n,n](x)dx

= FHK (f )(s),

puntualmente para todo s , 0. Por el Teorema 2.3.1, se tiene la igualdad

F2(f )(s) = FHK (f )(s).

Por otra parte, por [33, Teorema 3.2] se sigue que

FHK (f ) ∈ L2(R)∩C0(R \ {0}).

Para 1 < p < 2. Sea f ∈ Lp(R)∩ (L1(R) +BV0(R)). Entonces

f = f1 + f2
= f ′1 + f ′2 ,

donde f1, f ′1 ∈ L1(R), f2 ∈ L2(R) y f ′2 ∈ BV0(R). De esta manera expresamos

f2 = f ′1 − f1 + f ′2 ∈ L
2(R)∩ (L1(R) +BV0(R)),

y por el razonamiento previo, la demostración está completa. �
Según el Lema 2.3.1 y el Teorema 2.3.2 el operador transformada de Fourier Fp(f ) se ha

extendido sobre un subconjunto de funciones no necesariamente absolutamente integrables.
Además, Fp(f )(s) tiene un comportamiento asintótico al infinito, según la versión de tipo
Lema Riemann-Lebesgue, tiene una representación integral puntual y coincide casi donde
sea con una función en C0(R \ {0}) vía la transformada HK de Fourier.
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Estos resultados dan pauta a estudiar diferentes aspectos de la transformada clásica
de Fourier. Por ejemplo, obtener una aproximación numérica de Fp(f )(s) para 1 < p ≤ 2
empleando una integral más general, como la integral de Henstock-Kurzweil, establecer
condiciones para obtener la diferenciabilidad de la transformada de Fourier y analizar bajo
que hipótesis el operador transformada Seno de Fourier resulta ser un operador lineal y
acotado. En el siguiente capítulo, abordaremos los aspectos antes mencionados, de esta
manera se aportan nuevas contribuciones matemáticas sobre las propiedades analíticas de
la transformada de Fourier sobre espacios de funciones no absolutamente integrables, estas
aportaciones fueron publicadas en [1].



64 CAPÍTULO 2. LA TRANSFORMADA DE FOURIER



Capítulo 3

Generalización de algunas propiedades
de la transformada de Fourier para
funciones no absolutamente integrables

3.1. Una aproximación de Fp a través de FHK
Los algoritmos de integración numérica son muy importantes para las aplicaciones.

Por ejemplo, la aproximación numérica de la transformada de Fourier tiene implicaciones
en el procesamiento de imágenes digitales, estimaciones económicas, acústica, entre otros
campos prácticos [7, 41]. En particular, si f ∈ L2(R) no es posible realizar estimaciones
de manera puntual para el operador transformada de Fourier F2(f ) en el sentido clásico,
únicamente se tiene garantizada su convergencia en norma ‖ · ‖2.

En el artículo [33], se obtuvo un primer resultado, el cual consiste en cambiar el enfo-
que del operador transformada de Fourier del sentido clásico (considerando la integral de
Lebesgue) a la integral de Henstock-Kurzweil sobre el espacio de funciones BV0(R), y así
obtener una representación integral bien definida de manera puntual, excepto para s = 0.
Posteriormente, en [36] el operador transformada de Fourier Fp para 1 < p ≤ 2 es repre-
sentado por la integral Henstock-Kurzweil sobre un subespacio de Lp(R), lo cual implica
una extensión de algunas propiedades de dicho operador.

En la publicación [1], extendemos algunas propiedades analíticas fundamentales de la
transformada de Fourier demostradas en los trabajos [33, 36], de esta manera obtenemos
una representación integral del operador transformada de Fourier Fp para 1 ≤ p ≤ 2 y
hacemos una aproximación numérica con la integral de Henstock-Kurzweil, ya que en oca-
siones la integral de Lebesgue tiene ciertas limitaciones para realizar cálculos numéricos,
véase ejemplos.

En el siguiente teorema, demostramos que el operador transformada de Fourier Fp(φ)(s)
donde φ es cualquier función en espacio Lp(R)∩ BV0(R)∩ACloc(R), para 1 ≤ p ≤ 2 es
una función que se desvanece en el infinito, se establece una relación del operador trans-
formada HK de Fourier y operador clásico transformada de Fourier Fp en un subespacio
denso de Lp(R), 1 < p ≤ 2. Además, notemos que Lp(R) ∩ BV0(R) ∩ACloc(R) no está
contenido en L1(R) con 1 < p ≤ 2 .

65
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Teorema 3.1.1. Si φ ∈ Lp(R)∩BV0(R)∩ACloc(R), para 1 ≤ p ≤ 2, entonces

1. FHK (φ) ∈ C0(R \ {0}).

2. FHK (φ)(s) = Fp(φ)(s) c.d.s.

3. Para cualquier s ∈R \ {0},

FHK (φ)(s) = − i
s
F1(φ′)(s). (3.1)

4. Más aun,

∣∣∣FHK (φ)(s)
∣∣∣ ≤ 1
√

2π
· 1
|s|
‖ φ′ ‖1 .

Demostración: Sea φ ∈ L2(R)∩BV0(R)∩ACloc(R). Por el Teorema 2.3.2, obtenemos
los incisos 1. y 2. Notemos que FHK (φ)(s) está bien definido para cualquier s , 0, mientras
Fp(φ)(s) está definido, excepto en un conjunto de medida cero.

Ahora demostraremos el inciso 3.
De la Definición 2.3.3, podemos obtener la siguiente igualdad

FHK (φ)(s) :=
1
√

2π

[∫
R

cos(sx)φ(x)dx − i
∫
R

sen(sx)φ(x)dx
]
. (3.2)

Empleando el Teorema 1.3.1 en la expresión (3.2) se obtiene

FHK (φ)(s) =
1
√

2π
lı́m
T→∞

[∫ T

−T
cos(sx)φ(x)dx − i

∫ T

−T
sen(sx)φ(x)dx

]
. (3.3)

Definamos Coss(x) = cos(sx), así para cada s tenemos que Coss ∈HKloc([−T ,T ]), y

F(x) =
∫ x

−T
cos(st)dt =

sen(sx) + sen(sT )
s

es la integral indefinida y se cumplen las hipótesis del Teorema 1.2.10.

Como φ ∈ BV (R), de la expresión (1.11), se obtiene la igualdad∫
R

cos(sx)φ(x)dx = lı́m
T→∞

sen(sT )φ(T )
s

− lı́m
T→∞

∫ T

−T

[
sen(sx) + sen(sT )

s

]
dφ. (3.4)

Ahora, notemos que

lı́m
T→∞

sen(sT )φ(T )
s

= 0.

Por lo tanto, la expresión (3.4) se puede reducir a
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∫
R

cos(sx)φ(x)dx = − lı́m
T→∞

∫ T

−T

[
sen(sx) + sen(sT )

s

]
dφ. (3.5)

De manera similar, para la transformadaHK-Seno de Fourier se tiene la siguiente igualdad∫
R

sen(sx)φ(x)dx = − lı́m
T→∞

∫ T

−T

[
−cos(sx) + cos(sT )

s

]
dφ, (3.6)

debido a que φ ∈ BV0(R), esto es φ se desvanece en el infinito.
Sustituyendo las expresiones (3.5) y (3.6) en (3.3), podemos concluir que

FHK (φ)(s) = − lı́m
T→∞

1
√

2π

∫ T

−T

sen(sx) + sen(sT )
s

dφ

+ i lı́m
T→∞

1
√

2π

∫ T

−T

−cos(sx) + cos(sT )
s

dφ.

Las integrales de tipo Stieltjes en (3.5) y (3.6) existen como integrales de Riemann-Stieltjes
y Lebesgue-Stieltjes [5, 19, 35]. Por otra parte, φ ∈ ACloc(R) por el Teorema 1.2.7 y [29,
Ejercicio 2, p. 186] resulta que∫ T

−T
(sen(sx) + sen(sT ))dφ =

∫ T

−T
(sen(sx) + sen(sT ))φ′(x)dx

y ∫ T

−T
(−cos(sx) + cos(sT ))dφ =

∫ T

−T
(−cos(sx) + cos(sT ))φ′(x)dx.

Por otra parte, dado que φ ∈ BV0(R)∩ACloc(R) se obtiene

lı́m
T→∞

[
(cos(sT )− sen(sT ))

∫ T

−T
φ′(x)dx

]
= 0, (3.7)

y [24, Corolario 2.23] implica que φ′ ∈ L1(R).
Por lo tanto, obtenemos

FHK (φ)(s) =
1
√

2π

1
s

lı́m
T→∞

[
−
∫ T

−T
[sen(sx) + i cos(sx)]φ′(x)dx

]
=

1
is
F1(φ′)(s).

Además,

|FHK (φ)(s)| ≤ 1
√

2π
· 1
|s|
‖ φ′ ‖1 .

Para 1 ≤ p < 2 las mismas fórmulas y argumentos son válidos. �
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Observación 3.1.1. Como φ ∈ BV0(R)∩ACloc(R), por [6, Teorema 7.5] y [24, Teorema
3.39] tenemos que

||φ′ ||1 = V ar(φ,R)

y así φ ∈ AC(R), este conjunto de funciones está definido en [13, 16]. Así,

BV0(R)∩AC(R) = BV0(R)∩ACloc(R).

Estos resultados permiten calcular de manera puntual la transformada de Fourier, por
lo cual, se pueden hacer aproximaciones vía la integral de Henstock-Kurzweil.
Del Teorema 3.1.1, suponiendo que φ es una función par (o impar) se obtiene una repre-
sentación puntual de su transformada HK de Fourier.

Corolario 3.1.1. Sea φ ∈ Lp(R)∩BV0(R)∩ACloc(R), para 1 ≤ p ≤ 2.

1. Si φ es una función par, entonces

FHK (φ)(s) = −
√

2
π
· 1
s

∫ ∞
0

sen(sx)φ′(x)dx. (3.8)

2. Si φ es una función impar, entonces

FHK (φ)(s) = −i
√

2
π
· 1
s

∫ ∞
0

[cos(sx)− 1]φ′(x)dx. (3.9)

Demostración: Sea φ ∈ Lp(R)∩ BV0(R)∩ACloc(R), para 1 ≤ p ≤ 2 y φ(−x) = φ(x).
Como ∫ T

−T
sen(sx)φ(x)dx = 0,

la expresión (3.3) se reduce a

FHK (φ)(s) =
1
√

2π
lı́m
T→∞

∫ T

−T
cos(sx)φ(x)dx

=
2
√

2π
lı́m
T→∞

∫ T

0
cos(sx)φ(x)dx.

Por el Teorema del Multiplicador se sigue que

FHK (φ)(s) =
2
√

2π
lı́m
T→∞

∫ T

0
cos(sx)φ(x)dx

=

√
2
π

[
lı́m
T→∞

sen(sT )
s

φ(T )− lı́m
T→∞

∫ T

0

sen(sx)
s

dφ

]
. (3.10)

Dado que φ ∈ BV0(R) se obtiene que el

lı́m
T→∞

sen(sT )
s

φ(T ) = 0. (3.11)
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Debido a la expresión (3.11) y la hipótesis φ ∈ ACloc(R) en (3.10) obtenemos

FHK (φ)(s) =

√
2
π
· 1
s

∫ ∞
0

sen(sx)φ′(x)dx.

En el caso de que φ sea una función impar, procedemos de manera análoga ya que∫ T

−T
cos(sx)φ(x)dx = 0.

Por el Teorema del Multiplicador se obtiene

FHK (φ)(s) = i

√
2
π

∫ T

0
sen(sx)φ(x)dx

= i

√
2
π

lı́m
T→∞

[(
−cos(sx)

s
+

1
s

)
φ(x)

∣∣∣∣T
0
− 1
s

∫ T

0
(cos(sx)− 1)φ′(x)dx

]
.

Dado que

lı́m
T→∞

(
−cos(sT )

s
+

1
s

)
φ(T ) = 0.

De esta manera tenemos

FHK (φ)(s) = −i
√

2
π

1
s

∫ T

0
(cos(sx)− 1)φ′(x)dx.

�
En cualquier caso, FHK (φ)(s) = Fp(φ)(s) casi donde sea, donde FHK (φ) ∈ C0(R\ {0}).
Las expresiones (3.8) y (3.9) nos permiten calcular de manera puntual la transformada

de Fourier, en particular para una función cuadrado integrable. La integral de Lebesgue
garantiza la convergencia en norma de acuerdo con la Definición 2.1.2 y no de manera
puntual.

E. Liflyand en [25, 26, 27, 28] trabajó en un subespacio de BV0(R)∩ACloc(R) para ob-
tener fórmulas de integrabilidad y estudió el comportamiento asintótico de la transformada
de Fourier con la integral de Lebesgue. En el presente trabajo, restringimos el dominio del
operador transformada de Fourier para proporcionar nuevas expresiones integrales de la
transformada de Fourier Fp.

Los resultados del Teorema 3.1.1 y su Corolario 3.1.1 implican que la transformada de
Fourier clásica Fp(φ), φ en un subespacio denso de Lp(R), está representada por una inte-
gral de Henstock-Kurzweil, esta transformada de Fourier resulta ser una función continua,
excepto en s = 0 y se desvanece en el infinito como o(|s|−1).

Además, hemos comentado que la integral de Lebesgue tiene cierta limitaciones rela-
cionadas con aproximaciones numéricas [8, 13]. En ese sentido, las fórmulas obtenidas en
(3.1), (3.8) y (3.9) proporcionan una representación puntual que pueden emplearse para
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aproximar numéricamente al operador Fp(φ) en valores específicos. En realidad, esto es
posible por el Teorema 1.3.1 (Teorema de Hake). A través, de la siguiente relación

FHK (φ)(s) ≈ 1
√

2π

∫
|x|≤M

e−isxφ(x)dx (M→∞), (3.12)

para cualquier s , 0, φ ∈ Lp(R)∩BV0(R) \L1(R) (1 < p ≤ 2). Más aun, el Teorema 3.1.1
justifica y asegura que Fp(φ)(s) se aproxima asintóticamente por (3.12). Notemos que la
teoría de la integración de Lebesgue sólo asegura la convergencia de las integrales en (3.12)
para una sucesión de valores de M y s en algún subconjunto (desconocido) A  R.

Ahora veamos la aplicabilidad del Colorario 3.1.1, primero consideramos una función
que no es absolutamente integrable pero si cuadrado integrable, del punto de vista clásico,
Ejemplo 3.1.1. Por otro lado, en el Ejemplo 3.1.2 consideremos otra función con la propie-
dad de ser cuadrado integrable y absolutamente integrable. En ambos casos, cambiamos el
sentido a la integral de Henstock-Kurzweil para obtener expresiones integrables de manera
puntual para la transformada de Fourier de dichas funciones.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la función φ(x) = |x|/(x2 + 1) con las propiedades∫ ∞
−∞
|φ(x)|dx =∞ y

∫ ∞
−∞
|φ(x)|2dx = π/2,

lo cual confirma que φ no es Lebesgue integrable, sin embargo, si es cuadrado integrable.
La función φ es par, de variación acotada, lı́m|x|→∞φ(x) = 0 y ACloc(R).
La gráfica de φ es la siguiente:
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Figura 3.1: φ(x) = |x|/(x2 + 1).

En otras palabras, la función φ cumple las siguientes propiedades:

1. φ ∈ L2(R) \L1(R),

2. φ es una función par.

3. φ ∈ BV0(R)∩ACloc(R).
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Por el Corolario 3.1.1 y la expresión (3.8), para s , 0 la transformada HK de Fourier de φ
está dada por

FHK (φ)(s) = −1
s

√
2
π

∫ ∞
0

sen(sx)(1− x2)
(x2 + 1)2 dx (3.13)

y

F2(φ)(s) = FHK (φ)(s) c.d.s.

Además, por el Teorema 3.1.1 se tiene que es una función que se desvanece en el infinito,
es decir,

FHK (φ) ∈ C0(R \ {0}).

Si nos limitamos sólo a aplicar la teoría desarrollada en el contexto de la integral de
Lebesgue, tenemos que para 1 < p < 2 se tiene la siguiente igual de operadores

Fp(φ) = F2(φ),

cuya convergencia es en norma L2(R), sin obtener una representación integral de manera
puntual.

Los algoritmos matemáticos implementados computacionalmente nos pueden llevar a
funciones especiales con parámetros desconocidos y expresiones condicionadas a dichos
parámetros. Por ejemplo, consideremos la función del Ejemplo 3.1.1 y calculamos su trans-
formada de Fourier, esto es

F
( |x|
1 + x2

)
(s) =

1
√

2π

∫ ∞
−∞
e−isx

|x|
1 + x2dx. (3.14)

Empleando la siguiente sentencia computacional

Integrate[Sqrt[1/(2 ∗ P i)] ∗ e−i∗x∗s ∗ (Abs[x]/(1 + x2)), {x,−Inf inity, Inf inity}],

se tiene la siguiente de salida

ConditionalExpression
[MeijerG[

{{0}, {}}, {{0,0}, {1/2}}, s2/4
]

√
2

, s ∈ Reals
]
.

La función MeijerG es una función implementada en el software que generaliza a ciertas
funciones especiales como la hipergeométrica. Esta función especial incluye valores des-
conocidos, lo cual, dificulta las interpretación de la transformada de Fourier. Por otra parte,
si variamos un parámetro podemos obtener un resultado significativamente diferente.

Notemos que la transformada de Fourier de la función |x|/(1 + x2) no ha sido reducida
algebraicamente, ya que no tenemos algún desarrollo teórico que sustente nuevas expresio-
nes algebraicas. Esto significa que no podemos garantizar aproximación numérica hecha a
través de nuevas igualdades o bajo que condiciones se mantienen válidas estas igualdades.

Por otra parte, la expresión (3.14) es reducida algebraicamente a la expresión (3.13),
consecuencia directa de la integral de Henstock-Kurzweil.
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Empleando integración numérica vía computacional, podemos calcular de manera pun-
tual el operador transformada HK de Fourier, conforme a las expresiones (3.13) y (3.12)
establecidas en [1]. Más aun, el Teorema de Hake nos garantiza que no existe diferencia en-
tre la integral impropia y la integral de Henstock-Kurzweil. Utilizando la expresión (3.13)
e integrando numéricamente, procedemos a estimar de manera puntual el operador trans-
formada HK de Fourier.
Implementando la siguiente sentencia, obtenemos valores aproximados del operador trans-
formada HK de Fourier para valores discretos:

s = s0

NIntegrate[−Sqrt[2/P i] ∗ Sin[s0 ∗ x] ∗ (1− x2)/(s0 ∗ (1 + x2)2), {x,0, Inf inity}].

Ahora se muestra la siguiente tabla de valores discretos obtenidos de la transformada de
Fourier:

s FHK (φ)(s)
1 -0.0402244
2 -0.123335
3 -0.0927512
4 -0.0611205
5 -0.0400315
6 -0.0270801
7 -0.0191447
8 -0.014143
9 -0.0108602

10 -0.00861065
11 -0.00700584
12 -0.00581993
13 -0.00491716
14 -0.00421272
15 -0.00365162
16 -0.00319691
17 -0.00282296
18 -0.00251153
19 -0.00285153
20 -0.00202633

El Teorema 3.1.1 nos asegura que el operador transformada HK de Fourier para va-
lores de s suficientemente grandes tienden a cero. Por lo cual, se implementa el siguiente
algoritmo computacional que permite graficar el operador transformada HK de Fourier de
φ(x) = |x|/(1 + x2):

F = Array[0&,50];
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Do[F[[s]] =NIntegrate[−Sqrt[2/P i] ∗ Sin[s ∗ x] ∗ (1− x2)/(s ∗ (1 + x2)2)
, {x,0, Inf inity}], {s,50}];

ListP lot[T able[{s,F[[s]]}, {s,50}], Joined− > T rue,P lotRange− > −0,15,0,03
,AxesLabel− > {”s”,”F[s]”}].

Aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en BV0(R) tenemos que FHK (φ)(s)
tiende a cero cuando s tiende a infinito, como se ilustra en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: La representación gráfica FHK (φ)(s) s ∈ (1,50].

Ejemplo 3.1.2. Consideramos la funciónϕ(x) = x/(1+x2)2 con las siguientes propiedades∫ ∞
−∞
|ϕ(x)|dx = 1 y

∫ ∞
−∞
|ϕ(x)|2dx = π/16,

lo cual nos confirma que es una función Lebesgue integrable y cuadrado integrable. La
función ϕ es impar, de variación acotada, lı́m|x|→∞ϕ(x) = 0 y AC(loc)(R), véase la Figura
3.3.

En otras palabras, la función ϕ cumple las siguientes propiedades:

1. ϕ ∈ L2(R)∩L1(R),

2. ϕ es una función impar.

3. ϕ ∈ BV0(R)∩ACloc(R).

Por el Corolario 3.1.1 y la expresión (3.9), para s , 0 la transformada HK de Fourier de
ϕ está dada por

FHK (ϕ)(s) = −i1
s

√
2
π

∫ ∞
0

(cos(sx)− 1)(1− 3x2)
(x2 + 1)3 dx. (3.15)
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Figura 3.3: ϕ(x) = x/(1 + x2)2.

Notemos que la expresión analítica dada en (3.15) define a la transformada de Fourier
de manera puntual para valores de s ∈ R, excepto s = 0. A diferencia del operador F1(ϕ),
donde es posible tener un conjunto de medida cero (desconocido) y no poder determinar el
valor puntual del operador transformada de Fourier con la integral de Lebesgue.

Conforme a la expresión (3.15), procedemos a calcular numéricamente la transformada
de Fourier de manera computacional con el siguiente algoritmo:

F = Array[0&,20];

Do[F[[s]] =NIntegrate[−Sqrt[2/P i] ∗ (Cos[s ∗ x]− 1) ∗ (1− 3 ∗ x2)/(s ∗ (1 + x2)3)
, {x,0, Inf inity}], {s,20}].

Mostremos la siguiente tabla con los valores discretos de la transformada HK de Fourier:
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s FHK (ϕ)(s)
1 -0.230534 i
2 -0.169618 i
3 -0.0935983 i
4 -0.0459105i
5 -0.0211119i
6 -0.00931997i
7 -0.00400006i
8 -0.00168176i
9 -0.000696021i

10 -0.000284502 i
11 -0.000115129i
12 -0.0000462038i
13 -0.0000184139i
14 -7.29517×10−6i
15 -2.87544 ×10−6i
16 -1.12834 ×10−6i
17 -4.41035 ×10−7i
18 -1.71792×10−7i
19 -6.67096×10−8i
20 -2.58327×10−8i

Los ejemplos anteriores muestran el alcance teórico de la integral de Henstock-Kurzweil
empleada en el Análisis de Fourier. Además, la implementación de algoritmos computacio-
nales permiten calcular de manera puntual el operador transformada de Fourier de funcio-
nes no necesariamente Lebesgue integrables.

3.2. Diferenciabilidad de la transformada HK de Fourier

Mientras se estudian condiciones para la convergencia de la transformada de Fourier, la
diferenciabilidad de la función transformada de Fourier cerca del infinito suele ser un punto
de interés [10]. La diferenciabilidad cerca de infinito es de vital importancia en aplicaciones
de la Física e Ingeniería.

Cuando se tiene una integral que depende de un parámetro, digamos

H(t) =
∫ b

a
f (x, t)dx

es importante saber cuando H es continua y diferenciable.
El Teorema de Convergencia Dominada proporciona algunos criterios de continuidad y

diferenciabilidad de funciones definidas como integrales bajo un parámetro [13, 40].



76 CAPÍTULO 3. GENERALIZACIÓN DE ALGUNAS PROPIEDADES

Proposición 3.2.1. Si la función t→ f (x, t) es continua en Y un intervalo compacto, para
x ∈ X, donde X es un intervalo compacto. Si existe una función integrable g en X tal que
|f (x, t)| ≤ g(x), entonces la función F definida por

F(t) =
∫
X
f (x, t)dµ(x)

es continua para t ∈ Y .

Proposición 3.2.2. Supongamos que para algún t0 ∈ Y un intervalo compacto, la función
x → f (x, t0) es integrable en X, si ∂f /∂y existe en X × Y , y se tiene una función g en
X-integrable tal que ∣∣∣∣∂f∂t f (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x).

Entonces la función F definida en la Proposición 3.2.1 es diferenciable en Y y

F′(t) =
d
dt

∫
f (x, t)dµ(x) =

∫
∂f

∂t
f (x, t)dµ(x).

Enseguida damos un ejemplo, donde se calcula la derivada bajo el signo de la integral
aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada.

Ejemplo 3.2.1. Para cada t ∈R, sea F(t) =
∫∞

0
e−x

2
cos(2xt)dx.

Del hecho de que
|e−x

2
cos(2xt)| ≤ e−x

2
,

se tiene para toda x y t que la integral de Riemann impropia F(t) existe y es Lebesgue
integrable sobre [0,∞). Además, se obtiene la siguiente desigualdad∣∣∣∣ ddt e−x2

cos(2xt)
∣∣∣∣ = | − 2xe−x

2
sen(2xt)|

≤ 2xe−x
2

para toda x ≥ 0 y t ∈R. Por otra parte,∫ ∞
0

2xe−x
2
dx = 1.

Entonces, aplicando el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que

F′(t) = −2
∫ ∞

0
xe−x

2
sen(2xt)dx.

Si consideramos una función g : [a,b]→ R continua y diferenciable (a,b), no siempre
resulta que g ′ es integrable en el sentido de Riemann o Lebesgue, como se muestra en el
Ejemplo 1.2.6.

Por otra parte, el Teorema 1.2.5 nos garantiza que todas las derivadas son integrables
en marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Usando la versión más general del Teore-
ma Fundamental del Cálculo Integral [6], podemos formular las condiciones necesarias y
suficientes para la diferenciación bajo el signo de la integral.
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Notemos que bajo ciertas condiciones se obtiene que la transformada de Fourier de una
función absolutamente integrable es diferenciable, véase [40, Teorema 9.2]. En la presen-
te tesis, se obtiene una generalización de este resultado sobre un espacio de funciones no
absolutamente integrables, es decir, la diferenciación bajo el signo de integral se usa pa-
ra demostrar la diferenciabilidad del operador transformada HK de Fourier aplicado a una
funciónφ que no es necesariamente Lebesgue integrable. Primero, introducimos el concep-
to de función absolutamente continua generalizada en el sentido restringido para obtener
nuestros resultados.

Definición 3.2.1. Sea I ⊂ R un intervalo compacto. Una función F : I → R es absoluta-
mente continua en el sentido restringido en I si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

l∑
i=1

w(F, [ci ,di]) < δ,

cuando {[ci ,di]}li=1 es una colección finita de intervalos no traslapados que tienen como
extremos los puntos finales del intervalo I y satisface

l∑
i=1

(di − ci) < δ,

donde

w(F, [a,b]) := sup{ |F(y)−F(x) |, a ≤ x ≤ y ≤ b}.

El espacio de todas las funciones absolutamente continuas en el sentido restringido en I
es denotado por AC∗(I). Una función F : I → R es una generalización de las funciones
absolutamente continuas en el sentido restringido en I si F es continua en I y I puede
escribirse como una unión contable de intervalos en donde F es AC∗ en cada uno de ellos.
El espacio de todas las funciones absolutamente continuas generalizadas en el sentido
restringido en I es denotado por ACG∗(I).

Una caracterización de las funciones Henstock-Kurzweil integrables está dada por las
funciones absolutamente continuas generalizadas en el sentido restringido, debido a que las
primitivas de las funciones Henstock-Kurzweil integrables son funciones en ACG∗ [16].
Una función f es Henstock-Kurzweil integrable si y sólo si existe una función F en ACG∗

con F′ = f casi donde sea. En este caso,∫ x

a
f = F(x)−F(a).

Note que esta caracterización es análoga a la que se tiene para el espacio de funciones
Lebesgue integrables, véase Teorema 1.2.18.

Para un intervalo no acotado de la forma [0,∞] se pide la continuidad de la función f
en el punto∞ y que el lı́mx→∞F(x) exista.
Así, las primitivas de funciones localmente Henstock-Kurzweil integrables son funciones
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absolutamente continuas generalizadas localmente en el sentido restringido sobre R, y este
espacio será denotado como ACG∗loc(R).

Los siguientes resultados fueron publicados en [45], los cuales fueron esenciales para
obtener nuevas contribuciones en este trabajo de tesis.

Teorema 3.2.1. 1. Sea F : [a,b] → R. Entonces
∫ b
a
f existe y F(x) =

∫ x
a
f para toda

x ∈ [a,b] si y sólo si F está ACG∗[a,b], F(a) = 0 y F′ = f casi donde sea en (a,b). Si∫ b
a
f existe y f es continua en x ∈ (a,b), entonces

d
dx

∫ x

a
f = f (x).

2. Sea F : [a,b]→ R. Entonces F está ACG∗[a,b] si y sólo si F′ existe casi donde sea
en (a,b), F′ es Henstock-Kurzweil en [a,b], y

∫ b
a
F′ = F(x)−F(a) para toda x ∈ [a,b].

Corolario 3.2.1. Sea F : [a,b]→ R continua en [a,b] y diferenciable casi en todas partes
en (a,b). Entonces F′ es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y

∫ x
a
F′ = F(x)− F(a) para

toda x ∈ [a,b].

Sea F(x,y) =
∫ b
a
f (x,y)dy una función en ACG∗([a,b]), nos interesa saber cuando F es

derivable y F′(x,y) =
∫ b
a
f1(x,y)dy en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Note-

mos que la Proposición 3.2.2 nos muestra que el Teorema de Convergencia Dominada nos
permite diferenciar la función F. El siguiente Teorema nos das las condiciones necesarias
y suficientes para diferenciar F e intercambiar el orden de las integrales.

Teorema 3.2.2. [45] Sea f : [α,β] × [a,b]→ R. Suponga que f (·, y) está ACG∗[α,β] y

F′(x) =
∫ b
a
f1(x,y)dy para casi toda x ∈ (α,β) si y sólo si

∫ t

x=s

∫ b

y=a
f1(x,y)dydx =

∫ b

y=a

∫ t

x=s
f1(x,y)dxdy para todo [s, t] ⊆ [α,β].

Ahora presentamos y demostramos nuevos resultados relacionados a la diferenciabili-
dad de la transformada de Fourier, los cuales fueron publicados en [1].

Proposición 3.2.3. Sea g ∈ BV0(R) y Sens(x) = sen(sx), entonces para cada s , 0 se tiene
que ∣∣∣∣∣∣

∫ ∞
−∞
Sens(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
|s|
V ar(g,R).
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Demostración: Dado que Sens ∈ HKloc(R) y g ∈ BV0(R) por los Teoremas 1.3.1 y
1.2.10 se tiene∣∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞
Sens(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ lı́m
R→∞

∫ R

−R
sen(sx)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ lı́m
R→∞

[
g(x)

cos(sR)− cos(sx)
s

∣∣∣∣∣∣
R

−R
−
∫ R

−R

cos(sR)− cos(sx)
s

dg
]∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣−
∫ R

−R

cos(sR)− cos(sx)
s

dg

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∫ R

−R

cos(sR)
s

dg

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∫ R

−R

cos(sx)
s

dg

∣∣∣∣∣∣
≤ 2
|s|
V ar(g,R).

�

Teorema 3.2.3. Sea f ∈ L1(R) + BV0(R) tal que g(x) := xf (x) pertenecen a L1(R) +
BV0(R). Entonces FHK (f ) es continuamente diferenciable en puntos distintos de cero y

d
ds
FHK (f )(s) = −iFHK (g)(s), (s , 0). (3.16)

Demostración: Como primer paso consideremos f ,g ∈ BV0(R). Por el Teorema 2.3.2,
tenemos

F SHK (g) ∈ C0(R \ {0}).
Dada la Proposición 3.2.3, es fácil ver que

|F SHK (g)| ≤ 2

|s|
√

2π
V ar(g,R).

Definamos G(s,x) := cos(sx)f (x) en L1
loc(R) con respecto a s para todo x ∈ R. Sea

[α,β] cualquier intervalo compacto tal que 0 < [α,β] y definimos la sucesión (Φn)n∈N,
donde

Φn(s) :=
∫ n

−n

d
ds
G(s,x)dx, (3.17)

con n ∈N. De la Proposición 3.2.3 se sigue

|Φn(s)| ≤ 2

|s|
√

2π
V ar(g,R),

entonces la sucesión (Φn)n∈N ⊂ L1[α,β].
Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada, el Teorema de Fubini y el Teorema
1.3.1, obtenemos
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1
√

2π

∫ β

α

∫ ∞
−∞

d
ds
G(s,x) dx ds =

1
√

2π

∫ β

α

∫ ∞
−∞
−sen(sx)g(x) dx ds

=
1
√

2π

∫ β

α
lı́m
n→∞

Φn(s) ds (3.18)

=
1
√

2π
lı́m
n→∞

∫ n

−n
f (x)[cos(βx)− cos(αx)]dx

= F CHK (f )(β)−F CHK (f )(α).

Por otra parte se tiene

1
√

2π

∫ ∞
−∞

∫ β

α

d
ds
G(s,x) ds dx =

1
√

2π

∫ ∞
−∞

[cos(αx)− cos(βx)]f (x)dx

= F CHK (f )(β)−F CHK (f )(α). (3.19)

De (3.18), (3.19) y el Teorema 3.2.2, obtenemos que la transformada HK-Coseno de Fou-
rier es diferenciable bajo el signo de integral. Debido a que g ∈ BV0(R), aplicando el
Teorema 2.3.2 se obtiene que

d
ds
F CHK (f )

es una función continua (excepto en s = 0) que se desvanece en el infinito. Por argumentos
similares,

d
ds
F SHK (f )(s) = F CHK (g)(s)

para cualquier s , 0.
Para el caso general, suponemos que tf = g1+g2 ∈ L1(R)+BV0(R). Entonces la expre-

sión (3.17) con g = g1 + g2 obedece también (Φn) ⊂ L1[α,β], así las expresiones (3.18) y
(3.19) siguen siendo válidas. Por lo tanto, la transformada HK de Fourier es diferenciable
y aplicando de nuevo el Teorema 3.2.2 obtenemos (3.16). �

Corolario 3.2.2. Supongamos las hipótesis del Teorema 3.2.3. Entonces

F SHK (f ) ∈ ACG∗loc(R).

Demostración: El Teorema 3.2.3 implica que F SHK (f ) es una función continuamente di-
ferenciable en puntos distintos de cero, y por [3, Corolario 1] se obtiene que su derivada es
una función en HKloc(R). Por lo tanto, el Teorema 3.2.1 nos da el resultado. �

Ampliaremos el Teorema 3.2.3 para estudiar la diferenciabilidad de la transformada de
Fourier Fp(f ) para 1 ≤ p ≤ 2, y f no necesariamente absolutamente integrable. Primero,
presentamos resultados auxiliares.

Lema 3.2.1. Supongamos que 1 ≤ p ≤ 2 y f ∈ Lp(R). Entonces, existe una sucesión
(nk) ∈N tal que
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Fp(f )(s) =
1
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx, (3.20)

casi donde sea en R.

Demostración: Los casos p = 1 o p = 2 se siguen de [39, 40]. Para 1 < p < 2, debido a
[18, 36, 38] existen funciones

f1 ∈ L1(R)∩Lp(R) y f2 ∈ L2(R)∩Lp(R)

tal que f = f1 + f2. Así. tenemos que

Fp(f ) = F1(f1) +F2(f2).

Aplicando el Teorema 2.3.1, obtenemos una sucesión (nk) ⊂N tal que

1
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx = F2(f2)(s),

casi donde sea en R. Esto implica que,

1
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx =

1
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
e−isxf1(x)dx

+
1
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
e−isxf2(x)dx

= F1(f1)(s) +F2(f2)(s)
= Fp(f )(s),

casi donde sea. Esto prueba la afirmación. �

Proposición 3.2.4. Sea 1 ≤ p ≤ 2 fija. Si f ∈ Lp(R) y g(x) := xf (x) pertenece a L1(R) +
BV0(R). Redefiniendo Fp(f )(s) sobre un conjunto de medida cero, entonces se tiene

d
ds
Fp(f )(s) = −iFHK (g)(s), (s , 0).

Demostración: Sea f ∈ Lp(R). Por definición de la transformada de Fourier se tiene

Fp(f )(s) =
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx.

Por el Lema 3.2.1, se tiene una subsucesión tal que

Fp(f )(s) =
1
√

2π

∫
R

e−isxf (x)dx

=
1
√

2π
lı́m
nk→∞

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx.
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Notemos que la subsucesión converge en norma casi donde sea

1
√

2π
lı́m
nk→∞

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx

Lq−−→ Fp(s),

donde p−1 + q−1 = 1.
Supongamos que 0 < α < β. Procediendo de manera similar a la demostración del Teorema
3.2.3, tenemos

−i
∫ β

α
FHK (g)(s)ds =

∫ β

α
lı́m
k→∞

−i
√

2π

∫ nk

−nk
e−isxxf (x)dxds

=
−i
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk

∫ β

α
e−isxxf (x)dsdx

=
−i
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
(e−iβx − e−iαx)f (x))dx

= Fp(f )(β)−Fp(f )(α), (3.21)

donde (3.21) es cierto casi donde sea, por el Lema 3.2.1. Esto implica la válidez de la
proposición. �

Corolario 3.2.3. Sea f ∈ Lp(R), 1 < p < 2 y g := xf ∈ Lp(R)∩BV0(R). Entonces redefi-
niendo F Sp (f ) en un conjunto de medida cero, se tiene

F Sp (f ) ∈ ACG∗(R).

Demostración: Esto se sigue de la Proposición 3.2.4, [3, Corolario 1] y [45, Teorema 2].
�

Lema 3.2.2. Sea 1 < p ≤ 2 y f ∈ Lp(R), entonces existe una subsucesión {nk} de {n} tal
que tal que ∥∥∥∥ 1

√
2π

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx

∥∥∥∥
q
≤M <∞.

Demostración: Sea f ∈ Lp(R) con 1 < p ≤ 2, notemos que

lı́m
n→∞

1
√

2π

∫ n

−n
e−ixsf (x)dx

Lq−−→ Fp(f )

converge en norma Lq(R), casi donde sea. Por definición, para todo ε > 0 existe un número
N (ε) tal que si n > N (ε), entonces∥∥∥∥ 1

√
2π

∫ n

−n
e−isxf (x)dx −Fp(f )(s)

∥∥∥∥
q
≤ ε. (3.22)

De la expresión (3.22), tomemos ε = 1. Por el Lema 3.2.1 existe una subsucesión y un
k > 0 tal que existe nk ≥N (1), entonces
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∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx −Fp(f )(s)

∥∥∥∥
q
≤ 1. (3.23)

Por desigualdad triangular se sigue que

∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx

∥∥∥∥
q
≤

∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx −Fp(f )(s)

∥∥∥∥
q

+
∥∥∥∥Fp(f )(s)

∥∥∥∥
q
. (3.24)

De las expresiones (3.23) y (3.24) se obtiene∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx

∥∥∥∥
q
≤ 1 +

∥∥∥∥Fp(f )(s)
∥∥∥∥
q
. (3.25)

Para acotar los primeros términos de la subsucesión, los cuales son un número finito, pro-
cedemos a definir el máximo de ellos, es decir,

b = máx
{∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ n1

−n1

e−isxf (x)dx
∥∥∥∥
q
, · · · ,

∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ nN (1)

−nN (1)

e−isxf (x)dx
∥∥∥∥
q

}
.

Ahora, consideremos M = máx
{
b,1 +

∥∥∥∥Fp(f )(s)
∥∥∥∥
q

}
, entonces∥∥∥∥ 1

√
2π

∫ nk

−nk
e−isxf (x)dx

∥∥∥∥
q
≤M.

�

Proposición 3.2.5. Sea 1 < p ≤ 2 fija, f ∈ Lp(R) y xf = hp + h0 ∈ Lp(R) + BV0(R).
Entonces redefiniendo Fp(f )(s) en un conjunto de medida cero, se tiene

Fp(f ) ∈ ACloc(R \ {0})∩Lq(R)

y

d
ds
Fp(f )(s) = −i[Fp(hp)(s) +FHK (h0)(s)] c.d.s.

Demostración: Debido a que el límite

lı́m
n→∞

1
√

2π

∫ n

−n
e−isxhp(x)dx

converge a
Fp(hp),

con respecto a la norma en Lq(R), por el Lema 3.2.2 existe M > 0 tal que
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∥∥∥∥ 1
√

2π

∫ nk

−nk
e−isxhp(x)dx

∥∥∥∥
q
≤M <∞.

Como se argumentó en la ecuación (3.18), con α < β tales que

−i
∫ β

α
Fp(hp)(s) +FHK (h0)(s)ds =

−i
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk

∫ β

α
e−isx(hp + h0)(s)dsdx

=
−i
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk

∫ β

α
e−isxxf (x)dsdx

=
1
√

2π
lı́m
k→∞

∫ nk

−nk
(e−iβx − e−iαx)f (x)dx

= Fp(f )(β)−Fp(f )(α).

Donde tomamos una subsucesión de (nk), si es necesario. �

Corolario 3.2.4. Suponga las hipótesis de la Proposición 3.2.5. Entonces, redefiniendo
F Sp (f ) en un conjunto de medida cero tenemos que

F Sp (f ) ∈ ACG∗loc(R).

Demostración: Por argumentos similares a los anteriores se tiene el resultado. �

Los siguientes ejemplos muestran la aplicabilidad de nuestros resultados obtenidos so-
bre la transformada de Fourier en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil en espacios
no clásicos.

Ejemplo 3.2.2. La función φ(x) := (1 + x2)−1 tiene la siguiente representación gráfica
sobre el intervalo [−10,10] en la Figura de abajo.
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-10 -5 0 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Figura 3.4: φ(x) := (1 + x2)−1

Notemos que es una función φ es par y φ ∈ L1(R)∩L2(R).
Además,

g = xφ ∈ BV0(R) \L1(R).

Puede verificar mediante un cálculo simbólico computacional que

F2(φ)(s) =
1
√

2π

∫ ∞
0

cos(sx)(1 + x2)−1dx

=

√
π
2
e−|s|

y

iFHK (g)(s) =
1
√

2π

∫
R

x sen(sx)
1 + x2 dx

= −
√
π
2

sgn(s) e−|s| (s , 0).

Aplicando la Proposición 3.2.4, obtenemos la igualdad

d
ds
F2(φ)(s) =

1
√

2π

∫
R

x sen(sx)
1 + x2 dx.

Notemos que la integral es en el sentido de Henstock-Kurzweil.
En particular,

d
ds
F SHK (φ)(s) = F CHK (g)(s) y

d
ds
F SHK (φ)(s) = −F SHK (g)(s).
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El siguiente ejemplo muestra la aplicabilidad del Teorema 3.1.1 y la Proposición 3.2.4.

Ejemplo 3.2.3. Sea ψ(x) = arctan |x| − π2 es una función de variación acotada tal que

lı́m
|x|→∞

ψ(x) = 0,

es decir, ψ ∈ BV0(R).
Por otra parte, ∫ ∞

−∞
|ψ(x)|dx =∞ y

∫ ∞
−∞
|ψ(x)|2dx = 2π log(2).

Es decir,
ψ ∈ BV0(R)∩L2(R) \L1(R).

Abajo se muestra la representación gráfica de ψ.
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El producto xψ(x) = x · arctan |x| − xπ2 se puede entender como la suma de

f1(x) = x · arctan |x| y f2(x) =
−xπ

2
,

tenemos ∫ ∞
0
f1(x)dx =∞ y f2 < BV0(R).
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Entonces
xψ < L1(R) +BV0(R).

Por el Teorema 3.1.1 tenemos que

F2(ψ)(s) = − i
s
F1(ψ′)(s), (s , 0).

A continuación, mostramos la representación gráfica de ψ′, donde

ψ′(x) =


1

1+x2 si x > 0,

−1
1+x2 si x < 0.
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0.5

1.0

Observe que ψ′ ∈ L1(R)∩L2(R) y g = xψ′ ∈ BV0(R) \ L1(R). Aplicando la Proposi-
ción 3.2.4 a F1(ψ′) obtenemos que

d
ds
F1(ψ′)(s) = −iFHK (g)(s),

con

g(x) = xψ′(x) =


x

1+x2 si x > 0,

−x
1+x2 si x < 0.

Así, F2(ψ) es una función continuamente diferenciable en puntos diferentes de cero y

d
ds
F2(ψ)(s) =

i

s2
F1(ψ′)(s)− 1

s
FHK (g)(s).

Ejemplo 3.2.4. Sea ψ(x) := 3
√
x sen(1/x) y ϕ(x) := 1 − C( 2

π arctan(x)), donde C es la
función de Cantor [9]. Tomemos
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f (x) =


ψ(x) if 0 < x < 1,
x−1 ·ϕ(x) if x > 2,
0 otro caso.

Debido a x−1 ·ϕ(x) pertenece a Lp([2,∞)) para p ≥ 1, resulta que f ∈ Lp(R) [17]. Más
aun,

ϕ ∈ BV0([2,∞)) \L1([2,∞)).

Así, g(x) = x · f (x) no pertenece a L1(R), pero está BV0(R) + L1(R). La teoría clásica
no nos permite calcular la derivada de la transformada de Fourier de f . Sin embargo,
aplicando la Proposición 3.2.4, se tiene para 1 ≤ p ≤ 2,

d
ds
Fp(f )(s) = −iFHK (g)(s)

= −i[FHK (g1)(s) +F1(g2)(s)] (s , 0),

donde g1(x) := ϕ(x) ·χ(2,∞)(x) y g2(x) := x ·ψχ(0,1)(x). Más aun,

Fp(f )′ ∈ C0(R \ {0}).

Estos son algunos ejemplos que muestran la aplicabilidad y el alcance de nuestros re-
sultados y los avances en el desarrollo de las propiedades analíticas de la transformada de
Fourier sobre espacios de funciones no clásicos.

En la siguiente sección, estudiaremos otro aspecto del operador transformada de Fou-
rier, su continuidad (como operador) sobre diferentes dominios.
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3.3. La relación de continuidad entre F S
2 y F C

HK

El Análisis de Fourier está relacionado con el Análisis funcional. Así de manera natural,
se estudia la continuidad de un operador sobre distintos dominios.
En particular, dada la expresión (2.9) de la Definición 2.3.3 podemos estudiar por separado
la transformada HK-Coseno de Fourier

F CHK (f )(s) :=
1
√

2π

∫
R

cos(sx)f (x)dx

y la transformada HK-Seno de Fourier

F SHK (f )(s) :=
1
√

2π

∫
R

sen(sx)f (x)dx.

El comportamiento de las transformadas Seno de Fourier y Coseno de Fourier es dis-
tinto, incluso en el marco de la integral de Lebesgue, este es un fenómeno ya conocido y
estudiado en [28].

La integrabilidad de la transformada HK-Coseno de Fourier de funciones no absoluta-
mente integrables fue estudiada en [3] y fue demostrado que la transformada HK-Coseno
es un operador acotado de (BV0(R),‖ · ‖BV ) en (HK(R),‖ · ‖A). Por otra parte, en [3] se de-
mostró que la transformadaHK-Seno no es un operador acotado si consideramos el mismo
dominio BV0(R) y codominio HK(R).

Para demostrar que el operador transformada HK-Seno de Fourier no es integrable en
sentido de Henstock-Kurzweil se considera la siguiente función.
Sea

f (x) =


−1 if x ∈ [−1,0),
1 if x ∈ [0,1],
0 en otro caso.

Teniendo que f ∈ BV (R)∩HK(R) ⊂ BV0(R), véase [42]. Para s > 0, resulta que

F SHK (f )(s) =
1
√

2π

∫ ∞
−∞

sen(sx)f (x)dx

=
2
√

2π

∫ 1

0
sen(sx)dx

=
2
√

2π

1− cos(s)
s

<HK(R).

En consecuencia, tenemos
F SHK (BV0(R)) 1HK(R).

Así, ilustramos que F CHK es un operador acotado de BV0(R) en HK(R), mientras que F SHK
no lo es.

Ahora, introducimos la definición del espacio de Sobolev y denotamos a I = (a,b) como
un intervalo abierto, posiblemente no acotado, y p ∈R con 1 ≤ p ≤∞.
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Definición 3.3.1. El espacio de Sobolev W 1,p(I) es definido por

W 1,p(I) =
{
u ∈ Lp(I) : ∃g ∈ Lp(I) tal que

∫
I
uϕ′ = −

∫
I
gϕ ϕ ∈ C1

C(I)
}
.

El espacio W 1,p es equipado con la norma

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp ,
donde u ∈W 1,p(I), para más detalles consultar [24].
En particular, para p = 1 se tiene que

F S2 (W 1,1(R)) = F SHK (W 1,1(R)) 1HK(R),

donde W 1,1(R) ⊂ BV0(R) es el espacio de funciones de Sobolev en L1(R), con derivada
en el sentido de distribuciones también en L1(R).

Siguiendo la linea de estudio de la continuidad del operador F C con codominioHK(R),
en [1], se mostró la continuidad de F S2 con rango en HK(R).

Como veremos, el siguiente resultado es una aportación producto del trabajo de esta
tesis. Empezamos, considerando el espacio Banach

B1 := {ϕ ∈ L2(R)∩ACloc(R)
∣∣∣ ϕ′ ∈ BV0(R)},

con norma definida
||ϕ||B1

= ||ϕ||2 + ||ϕ′ ||BV .

Teorema 3.3.1. El operador F S2 restringido a B1 en HK(R) es un operador acotado. En
particular, si F S2 (f ) no cambia de signo, entonces es Lebesgue integrable.

Demostración: Primero mostremos que F S2 restringido a B1 pertenece a HK(R). Sea j
una función no negativa con soporte en (−1,1) e infinitamente diferenciable, tal que∫ 1

−1
j(t)dt = 1.

Para cualquier ϕ ∈ B1 tomamos

ϕε(x) :=
∫ 1

−1
ϕ(x − εt)j(t)dt ∈ B1.

Tenga en cuenta que para cada intervalo acotado [−M,M] tenemos

ϕ′ε(x)→ ϕ′(x) en L1 -norma.

También,

V ar(ϕ′ε, |x| ≥M) ≤ V ar(ϕ′, |x| ≥M − 1)→ 0 si M→∞.
Por otra parte,

(ϕε ∗ j)′ = ϕ′ε ∗ j→ ϕ′en BV0-norma.
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Para continuar nuestro desarrollo utilizamos la siguiente notación lı́mε↓0 que representa
el límite de ε tendiendo a cero por la derecha.
Por definición de transformada Seno de Fourier en L2(R) se tiene

F S2 (ϕ)(s) = lı́m
ε↓0
F S2 (ϕε)(s)

= lı́m
ε↓0

1
√

2π

∫ ∞
−∞

sen(sx)ϕε(x)dx c.d.s.

Por el Teorema de integración por partes se tiene en casi todas partes en R \ {0},

F S2 (ϕ)(s) = lı́m
ε↓0

1
√

2π

1
s

[
ϕε(x)cos(sx)

∣∣∣∣x=+∞

x=−∞
−
∫
R

cos(sx)dϕε
]
. (3.26)

Una de las propiedades de la convolución es que resulta ser una operación conmutativa en
L2(R), es decir, ϕ ∗ j(x) = j ∗ϕ(x).

Como la función j tiene soporte compacto en (−1,1), entonces

lı́m
x→±∞

ϕε(x)cos(sx) = 0.

De manera que la expresión (3.26) se reduce a

F S2 (ϕ)(s) = lı́m
ε↓0

1
√

2π

1
s

[∫
R

cos(sx)dϕε
]
.

Dado que ϕε ∈ ACloc(R) por el Teorema 1.2.7 y [29, Ejercicio 2, p. 186] se obtiene

F S2 (ϕ)(s) = lı́m
ε↓0

1
√

2π

1
s

[∫
R

cos(sx)dϕε
]

= lı́m
ε↓0

1
√

2π

1
s

[∫
R

cos(sx)ϕ′ε(x)dx
]
. (3.27)

Dado que la función cos(s·) tiene integral indefinida acotada y ϕ′ε es de variación acota-
da por el Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en BV0(R), el operador HK-Coseno
de Fourier está bien definido para todo s , 0.
De esta manera, se establecemos la siguiente igualdad

F S2 (ϕ)(s) = lı́m
ε↓0

1
s
F CHK (ϕ′ε)(s)

=
1
s
F CHK (ϕ′)(s).

Ahora vemos que F S2 (ϕ) está en HK(s : |s| > 1). Sabemos que

F S2 (ϕ)(s) =
1
√

2π

∫
R

sen(sx)ϕ(x)dx

=
1
√

2π

1
s

[∫
R

cos(sx)ϕ′(x)dx
]

= 1/sF CHK (ϕ′)(s).
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Por [3, Teorema 1], F CHK (φ′) ∈HK(R) y además∣∣∣∣∣∣
∫ s

1
F CHK (ϕ′)(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥x−1[sen(st)− sen(x)]

∥∥∥
HK(R)

∥∥∥ϕ′∥∥∥
BV (R)

≤ C
∥∥∥ϕ′∥∥∥

BV (R)
<∞,

donde C > 0 y consideramos a HK(R) como un espacio normado con respecto a la norma
de Alexiewiez, definida en la expresión (1.18).

Notemos que 1/s es monótona decreciente en [1,∞) y lı́ms→∞1/s = 0.
Aplicando el Teorema 1.3.3 (Prueba de Chartier-Dirichlet), obtenemos

1
s
F CHK (ϕ′)(s) ∈HK({s : |s| > 1}).

Por la expresión (3.28) y el Teorema 1.2.10 implica que

∥∥∥∥F S2 (ϕ)
∥∥∥∥
HK(|s|>1)

≤
∥∥∥∥1
s

∥∥∥∥
BV0(|s|>1)

∥∥∥∥F CHK (ϕ′)
∥∥∥∥
HK(|s|>1)

≤ 4πSi(π)
∥∥∥ϕ′∥∥∥

BV (R)
, (3.28)

donde Si(π) está definida por la expresión (1.19).
Veamos que F S2 (φ) ∈HK(s : |s| ≤ 1.) Sea ϕ ∈ B1 se tiene que

F S2 (ϕ)(s) =
1
s
F CHK (ϕ′)(s).

Por definición de transformada Seno de Fourier en L2(R), tenemos para cada b > 0

F S2 (ϕ) ∈ L1
loc([b,1]).

Esto de debe a que L2(R) está encajado continuamente en L1
loc(R), y por lo tanto lo

está en HKloc(R). Así, Por el Teorema 2.1.6 y el Lema 3.2.1 se tiene que∫ 1

b
F S2 (ϕ)(s)ds =

1
√

2π

∫ 1

b
lı́m
Mk→∞

∫ Mk

−Mk

sen(sx)ϕ(x)dxds. (3.29)

Por desigualdad triangular, desigualdad de Hölder y ‖F S2 (ϕ)‖2 ≤ ‖ϕ)‖2 se tiene

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

b
F S2 (ϕ)(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

b

∣∣∣F S2 (ϕ)(s)
∣∣∣ds

≤ C1‖F S2 (ϕ)‖2
≤ C2‖ϕ‖2 (3.30)
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Así, por las desigualdades (3.28) y (3.30), es decir,∥∥∥∥F S2 (ϕ)
∥∥∥∥
HK(|s|>1)

≤ C3‖ϕ′‖BV (R) y
∥∥∥∥F S2 (ϕ)

∥∥∥∥
HK(|s|≤1)

≤ C4‖ϕ‖2,

entonces ∥∥∥∥F S2 (ϕ)
∥∥∥∥
HK(R)

≤ C5

∥∥∥ϕ′∥∥∥BV (R)
+
∥∥∥ϕ∥∥∥

2

.
�

El siguiente corolario se deriva directamente de argumentaciones similares.

Corolario 3.3.1.
1. El operador lineal

Ξ(ϕ)(s) :=
1
s
F CHK (ϕ)(s),

es un operador acotado de

W := {ϕ ∈ BV0(R) | Φ ′(x) = ϕ(x), Φ ∈ L2(R) },
en HK(R).
2. El operador lineal

Υ (ϕ) :=
1
s
F S1 (ϕ)(s),

está acotado de L1(R) en HK(R).

Demostración: La afirmación 1 es una nueva redacción del Teorema 3.3.1.
Con respecto a la afirmación 2, notamos

Υ (ϕ) = −F CHK (h),

donde h es la extensión uniforme de la función∫ ∞
x
ϕ(t)dt, (x > 0).

Entonces, el resultado se sigue de [3]. �

Las afirmaciones anteriores se relacionan con los resultados de E. R. Liflyand, donde se
han analizado la integrabilidad de la transformada de Fourier con la integral de Lebesgue
[28, 26], véase también [3].

Ejemplo 3.3.1. Si ϕ ∈ L1(R) es una función impar y decreciente o decreciente en (0,∞)
entonces Υ (ϕ) ∈ L1(R). Esto se sigue del corolario anterior y del hecho de que una función
en HK(R) que no cambia de signo también está en L1(R), [46, Teorema 123]. Además,
F CHK (h) ∈ L1(R), donde h es la extensión par de la integral indefinida de ϕ.
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El Análisis de Fourier es un tema fundamental en matemáticas y sus aplicaciones apare-
cen en diferentes áreas de la ciencia. En este trabajo, empleamos una teoría de integración
generalizada para considerar una clase más amplia de funciones, donde los operadores
transformada Seno de Fourier y transformada Coseno de Fourier y otros objetos matemá-
ticos tienen un sentido. Lo más notable de este trabajo es que nuestros resultados tienen
implicaciones no sólo en el nuevo espacio de funciones, sino también en los espacios clá-
sicos Lp(R), 1 ≤ p ≤ 2. Los ejemplos expuestos ilustran la aplicabilidad de los resultados
obtenidos, y estos son una contribución original en el Análisis de Fourier sobre los espacios
Lp(R), 1 ≤ p ≤ 2.

Para finalizar nuestra investigación se abordará la integrabilidad de la transformada
HK−seno de Fourier en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil.



Capítulo 4

La integrabilidad de la transformada
Seno de Fourier

4.1. Integración generalizada
La integrabilidad de la transformada de Fourier fue analizada por E. Liflyand en [27]-

[28] en el marco de la integral de Lebesgue para funciones en BV0(R), en espacios parti-
culares.
Ahora abordamos la integrabilidad de la función transformada HK−Seno de Fourier cuan-
do f pertenece al espacio de funciones de variación acotada que se desvanecen en el infinito
aplicando integración generalizada.

Esta sección se enunciaran resultados relacionados con las diferentes teorías de integra-
ción.

Lema 4.1.1. Sea f ∈ BV (R). Entonces para cada 0 < a ≤ 1, la función

cos(a·)− cos(·)
(·)

f (·)

es Lebesgue integrable sobre [0,1]. Más aun,

lı́m
a→0+

∫ 1

0

cos(ax)− cos(x)
x

f (x)dx =
∫ 1

0

1− cos(x)
x

f (x)dx.

El siguiente lema es una consecuencia del Corolario 6.6.2 en [35] y todas las integrales
tipo Riemann-Stieltjes son conforme a la Definición 1.2.4.

Lema 4.1.2. Sea [a,b] en intervalo compacto sobre R. Sea g una función en C1[a,b]. Si f
es una función acotada e integrable con respecto a g en el sentido Riemann-Stieltjes sobre
[a,b]. Entonces f g ′ es Riemann integrable y∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f g ′dx.

El siguiente Teorema es una generalización de la teoría de integración de Riemann y se
le conoce como el Teorema de integración por partes [35].

95
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Teorema 4.1.1. Si una de estas integrales
∫ b
a
f dg y

∫ b
a
gdf existe, entonces la otra integral

también existe y ∫ b

a
f dg −

∫ b

a
gdf = f (b)g(b)− f (a)g(a).

La siguiente proposición es un resultado que nos permitirá obtener nuevos resultados
en el Análisis de Fourier. La Proposición se sigue del Lema 4.1.2 y de los Teoremas [6,
H.3, H.7].

Proposición 4.1.1. Sea f ∈ BV ([a,b]) y g,h ∈ C1([a,b]). Entonces∫ b

a
hd(f g) =

∫ b

a
ghdf +

∫ b

a
f hg ′dx.

Demostración: Notemos que g ∈ C1([a,b]) ⊂ AC([a,b]) ( BV ([a,b]), véase [13, 16] y
f ∈ BV ([a,b]), así f g ∈ BV ([a,b]). Por [6, Teorema H.3]∫ b

a
hd(f g) ∈R. (4.1)

Por otro lado, ∫ b

a
ghdf ∈R. (4.2)

Dado que (4.1) y (4.2) existen, implica que la diferencia∫ b

a
hd(f g)−

∫ b

a
ghdf ∈R. (4.3)

Sustrayendo (4.1) de (4.2) y aplicando el Teorema 4.1.1, se tiene que

∫ b

a
hd(f g)−

∫ b

a
ghdf = hf g

∣∣∣∣b
a
−
∫ b

a
f gdh− ghf

∣∣∣∣b
a

+
∫ b

a
f d(gh).

Más aun, ∫ b

a
f gdh y

∫ b

a
f d(gh)

existen en R. Por lo tanto,∫ b

a
hd(f g)−

∫ b

a
ghdf = −

∫ b

a
f gdh+

∫ b

a
f d(gh). (4.4)

Aplicando el Lema 4.1.2 a las integrales de la derecha, se tiene∫ b

a
f gdh =

∫ b

a
f gh′dx (4.5)
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y ∫ b

a
f d(gh) =

∫ b

a
f gh′dx+

∫ b

a
f hg ′dx. (4.6)

Sustituyendo (4.5) y (4.6) en (4.4)∫ b

a
hd(f g)−

∫ b

a
ghdf = −

∫ b

a
f gh′dx+

∫ b

a
f hg ′dx+

∫ b

a
f gh′dx.

y en consecuencia se tiene∫ b

a
hd(f g) =

∫ b

a
f hg ′(x)dx+

∫ b

a
ghdf .

�
En el siguiente teorema asumimos que g : R→ R es una función no-decreciente y su

medida asociada dµg esta definida en [35, pag. 220].

Teorema 4.1.2. Sea [a,b] un intervalo compacto en R. Si f : [a,b] → R y la integral

Lebesgue-Stieltjes
∫ b
a
f dµg tiene valor finito, entonces la integral de Kurzweil-Stieltjes∫ b

a
f dg también existe, y∫ b

a
f dg =

∫
(a,b)

f dµg + f (a)(g(a+)− g(a)) + f (b)(g(b)− g(b−)). (4.7)

Si g(a+) = g(a) y g(b+) = g(b), entonces∫ b

a
f dg =

∫
(a,b]

f dµg . (4.8)

Si g(a−) = g(a) y g(b−) = g(b), entonces∫ b

a
f dg =

∫
[a,b)

f dµg . (4.9)

El teorema 4.1.2 nos desmuestra que la integral Kurzweil-Stieltjes puede ser reducida
a una integral tipo Riemann-Stieltjes.

4.2. La integrabilidad de la transformada Seno de Fou-
rier

Uno de los aspectos que debemos tener en cuenta, cuando estudiamos la transformada
de Fourier en marco de la integral de Riemann o Lebesgue es que la transformada Coseno
de Fourier tiene un comportamiento cualitativo diferente al de la transformada Seno de
Fourier [3, 46]. La teoría de integración de Henstock-Kurzweil realza estas diferencias
sutiles como se muestra en la sección 3.3.



98 CAPÍTULO 4. LA INTEGRABILIDAD DE LA TRANSFORMADA SENO

En general, tenemos que para f ∈ BV0(R), F CHK (f )(s) no está bien definida para s = 0,
y F SHK (f )(0) = 0. Sin embargo, siempre tenemos que F CHK (f ) ∈ HK(R) para f ∈ BV0(R).
Por otro lado, F SHK (f ) <HK(R) para f ∈ BV0(R).

En [2] se demuestra que cuando f ∈ BV0(R) tal que f /x ∈ L1(R), entonces la función
transformada Seno de Fourier de f resulta integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Ahora presentamos el resultado sobre la integrabilidad de la función transformada Seno
de Fourier.

Teorema 4.2.1. Sea f en BV0(R) tal que

f (x)/x ∈ L1(R).

Entonces F SHK (f ) ∈HK(R) .

Demostración: Sea f ∈ BV0(R). Por Teorema 2.2.1, tenemos que F SHK (f ) ∈ C0(R\{0}).
Así, F SHK (f ) ∈HK([−b,−a]) y F SHK (f ) ∈HK([a,b]) para cualquier 0 < a < b <∞.
Sea s > 0, por el Teorema de Hake, es suficiente para demostrar que∫ ∞

0
F SHK (f )(s)ds = lı́m

a→0+, b→∞

∫ b

a
F SHK (f )(s)ds

existe en R. Del Teorema 2.2.1 obtenemos por s , 0,

F SHK (f )(s) = lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

−R
sen(sx)f (x)dx ∈R.

Entonces, es suficiente considerar la transformada HK- Seno de Fourier f χ[0,∞]. Por un
razonamiento análogo podemos demostrar el enunciado del Teorema para f χ(−∞,0]. Donde
χA es la función característica de un conjunto medible A. Así, Probaremos que

lı́m
a→0+, b→∞

∫ b

a
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds ∈R.

Por el Teorema del Multiplicador∣∣∣∣∫ R

0
sen(sx)f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖sen(s·)‖A([0,R])V ar(f ,R) <∞.

Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada, tenemos que

lı́m
a→0+, b→∞

∫ b

a
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds = lı́m

a→0+, b→∞

∫ b

a
lı́m
R→∞

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds

(4.10)

= lı́m
a→0+, b→∞

lı́m
R→∞

∫ b

a

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds
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Por el Teorema 1.2.3 se tiene

lı́m
a→0+, b→∞

lı́m
R→∞

∫ b

a

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds =

1
√

2π
lı́m
a→0+

lı́m
R→∞

∫ 1

a

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds

(4.11)

+
1
√

2π
lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

∫ b

1

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds.

Aplicando el Teorema de Fubini en la primera integral a la derecha de (4.11), obtenemos

1
√

2π

∫ 1

a

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds =

1
√

2π

∫ R

0

∫ 1

a
sen(sx)f (x)dsdx

=
1
√

2π

∫ ∞
0

cos(ax)− cos(x)
x

f (x)dx.

Por el Lema 4.1.1, cuando a→ 0+ se tiene que

1
√

2π

∫ ∞
0

cos(ax)− cos(x)
x

f (x)dx ∈R. (4.12)

Para la segunda integral de la derecha en la expresión (4.11), por el Teorema de Con-
vergencia Dominada y el Teorema de Fubini se tiene

lı́m
b→∞

1
√

2π

∫ b

1
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds = lı́m

b→∞

1
√

2π

∫ b

1
lı́m
R→∞

∫ R

0
sen(sx)f (x)dxds

(4.13)

= lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

0

∫ b

1
sen(sx)f (x)dsdx

De esta manera obtenemos

lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

0

cos(x)− cos(bx)
x

f (x)dx = lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

0

cos(x)
x

f (x)dx

(4.14)

− lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

0

cos(bx)
x

f (x)dx.

Por el Lema 2.1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue), tenemos

lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

0

cos(bx)
x

f (x)dx = lı́m
b→∞

1
√

2π

∫ ∞
0

cos(bx)
x

f (x)dx = 0. (4.15)

Sustituyendo (4.15) en (4.14) para obtener
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lı́m
b→∞

lı́m
R→∞

1
√

2π

∫ R

0

cos(x)− cos(bx)
x

f (x)dx = F C1
(
f /xχ[0,∞)(x)

)
(1). (4.16)

Tomando el límite cuando a→ 0+ en (4.12) y agregando (4.16) obtenemos

∫ ∞
0
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds = F C1

(
f /xχ[0,∞)(x)

)
(0) =

∫ ∞
0

f (x)
x
dx.

�
Una consecuencia del Teorema 4.2.1 es el siguiente corolario y posteriormente se mos-

trará la importancia de la hipótesis f /x ∈ L1(R) para la integrabilidad de la transformada
Seno de f .

Corolario 4.2.1. Sea f ∈ BV0(R), entonces

lı́m
a→0+

∫ 1

a
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds =

1
√

2π

∫ 1

0

1− cos(x)
x

f (x)dx

− 1
√

2π

∫ ∞
1

(
1− 1

x

)
df (x)

+ lı́m
a→0+

1
√

2π

∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f (x)dx − 1

√
2π

∫ ∞
1

f (x)
x2 dx

+
1
√

2π

∫ ∞
1

cos(x)
x

f (x)dx. (4.17)

Demostración: De (4.12) obtenemos

∫ 1

a
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds =

1
√

2π

∫ 1

0

cos(ax)− cos(x)
x

f (x)dx

+
1
√

2π

∫ ∞
1

cos(ax)
x

f (x)dx (4.18)

− 1
√

2π

∫ ∞
1

cos(x)
x

f (x)dx.

Aplicando el Teorema del Multiplicador en la segunda integral de la derecha de (4.18), y
tomando el límite cuando R→∞, obtenemos que

lı́m
R→∞

∫ R

1
cos(ax)

f (x)
x
dx = − lı́m

R→∞

∫ R

1

sen(ax)− sen(a)
a

d

f (x)
x

. (4.19)

Es claro que el límite (4.19) existe en R.
Aplicando la Proposición 4.1.1 a la integral del lado derecho de (4.19),
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∫ R

1

sen(ax)− sen(a)
a

d

f (x)
x

 =
∫ R

1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

df (x)

−
∫ R

1
f (x)

sen(ax)− sen(a)
ax2 dx.

El Teorema 1.3.3 implica la convergencia del límite

lı́m
R→∞

∫ R

1
f (x)

sen(ax)− sen(a)
ax2 dx =

∫ ∞
1
f (x)

sen(ax)− sen(a)
ax2 dx ∈R.

Así,

lı́m
R→∞

∫ R

1
cos(ax)

f (x)
x
dx = −

∫ ∞
1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

df (x)

+
∫ ∞

1
f (x)

sen(ax)− sen(a)
ax2 dx ∈R. (4.20)

Analizando la primera integral a la derecha de la expresión (4.20), es decir,

∫ b

1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

df (4.21)

sabemos que existe por la Definición 1.2.4, véase [29, 35]. El Teorema 1.2.7 nos garantiza
que la integral dada en (4.21) que existe también en el sentido de Kurzweil-Stieltjes.

Aplicando la descomposición de Jordan a la función f = g1 − g2, donde g1 y g2 son
funciones monótonas decrecientes, véase [35, Teorema 2.1.21] se obtiene∫ b

1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

df =
∫ b

1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

d(g1 − g2). (4.22)

Ahora consideremos el intervalo [c,d] ⊂ [1,∞), por el Teorema 4.1.2 se obtiene∫ d

c

sen(ax)− sen(a)
ax

dgi =
∫

(c,d)

sen(ax)− sen(a)
ax

dµi(x)

+
sen(ac)− sen(a)

ac
∆+gi(c)

+
sen(ad)− sen(a)

ad
∆−gi(d),

para i = 1,2 y dµi es una medida finita generada por gi . Tomando el límite c → 1+ y
d→∞

lı́m
c→1+

d→∞

∫ d

c

sen(ax)− sen(a)
ax

dgi =
∫ ∞

1

sen(ax)− sen(a)
ax

dµi(x) i = 1,2.
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Por otro lado, existe el siguiente límite puntualmente

lı́m
a→0+

sen(ax)− sen(a)
ax

= 1− 1
x
.

Dada que cada medida µi es finita para i = 1,2; Por el Teorema de Convergencia Dominada,
obtenemos

lı́m
a→0+

∫ ∞
1

sen(ax)− sen(a)
ax

dgi = lı́m
a→0+

∫
[1,∞)

sen(ax)− sen(a)
ax

dµi

=
∫

[1,∞)

(
1− 1

x

)
dµi .

Así,

lı́m
a→0+

∫ ∞
1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

df =
∫

[1,∞)

(
1− 1

x

)
d(µ1 −µ2).

De las expresiones (4.8) y (4.9) del Teorema 4.1.2, obtenemos∫
[1,∞)

(
1− 1

x

)
d(µ1 −µ2) =

∫ ∞
1

(
1− 1

x

)
df (x). (4.23)

Sustituyendo (4.20) en (4.18) se obtiene la siguiente igualdad∫ 1

a
F SHK (f χ[0,∞))(s)ds =

1
√

2π

∫ 1

0

cos(ax)− cos(x)
x

f (x)dx

− 1
√

2π

∫ ∞
1

1
x

sen(ax)− sen(a)
a

df (x)

+
1
√

2π

∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f (x)dx − 1

√
2π

∫ ∞
1

sen(a)
ax2 f (x)dx

− 1
√

2π

∫ ∞
1

cos(x)
x

f (x)dx. (4.24)

Tomando el límite a→ 0+ en (4.24), de acuerdo a (4.23) se obtiene la demostración del
corolario. �

La formula (4.17) muestra las relaciones que existen entre las diferentes teorías de
integración.

4.3. Condición necesaria para la integrabilidad de la trans-
formada Seno de Fourier

En esta sección mostramos que la condición f (x)/x ∈ L1(R) es óptima para garantizar
la integrabilidad de la función F SHK (f ) sobre R, donde f no es una función absolutamente
integrable.
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La transformadaHK−Seno de Fourier se define de manera puntualmente, conforme a la
Definición 2.3.3. A continuación mostramos dos funciones que no satisfacen la condición
f (x)/x ∈ L1(R) del Teorema 4.2.1, cuyas funciones transformada Seno de Fourier de f1 y
f2 definidas abajo no son integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Ejemplo 4.3.1. Sea f1 definida como

f1(x) =
{ 1

2−log(x) si 0 < x ≤ 1,
0, en otro caso.
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Figura 4.1: Notemos que la gráfica f1(x) es una función monótona creciente en el intervalo
(0,1] y f1 ∈ BV0(R).

Ahora consideremos la expresión f1(x)/x, cuya gráfica se muestra enseguida para vi-
sualizar sus propiedades.

Mostremos que f1/x < L1(R). Calculando la siguiente integral∫ 1

0
f1(x)/xdx =

∫ 1

0

dx
(2− log(x))x

. (4.25)

Realizando el cambio de variable,

u = log(x) entonces du = dx/x

se obtiene ∫ 0

−∞

du
2−u

=∞

se tiene que f1/x < L1(R).
Además, en [3] se demuestra que
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Figura 4.2: Notemos que la gráfica f1(x)/x es una función monotona decreciente y positiva
en el intervalo (0,1] y f1/x ∈ BV0(R).

lı́m
b→∞

∫ b

1
F SHK (f1)(s)ds =∞.

De esta manera, se demuestra que la condición f1/x ∈ L1(R) es necesaria para la integra-
bilidad de la transformada HK−Seno de Fourier.

Por último mostramos la siguiente función f2 para mostrar que si f2/x no pertenece a
L1(R \ [−1,1]), entonces la transformada HK−Seno de Fourier no es integrable.

Ejemplo 4.3.2. Definamos

f2(x) =
{ 1√

n
si x ∈ [en, en+1)∧ (n ∈N),

0, en otro caso.
(4.26)

En general, la función f2 es no-creciente y tiende a cero, cuando x tiende a ∞. Su
V ar(f2,R) = 2 de acuerdo con [35, Teorema 2.1.11]. Por otro lado, graficamos f2(x)/x
con n = 1, · · · ,4.
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Figura 4.3: Notemos que la gráfica f2(x) es una función monótona no-creciente, constante
en cada subintervalo [en, en+1) con n = 1, · · · ,4 y positiva sobre el intervalo [e,e5) y f2 ∈
BV0(R).

En general, la función f2/x es monótona decreciente y tiende a cero, cuando x tiende a
∞ y f2/x ∈ BV0(R).
Enseguida calculamos la integral y obtenemos que∫ ∞

e

f2(x)
x

dx =
∞∑
n=1

∫ en+1

en

1
x
√
n
dx =

∞∑
n=1

1
√
n

=∞.

Así, f2(x) · x−1 no pertenece al espacio L1(R \ (0,1)).
Aplicando el Corolario 4.2.1, obtenemos que la transformada Seno de Fourier de f2

está en HK([−1,1]) si y sólo si

lı́m
a→0+

∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx

existe en R.
Ahora mostraremos que este límite no existe. Sea M > 1 un número real y por el Teo-

rema 1.2.3 podemos obtener la siguiente expresión∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx =

∫ M

1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx+

∫ ∞
M

sen(ax)
ax2 f2(x)dx.

Mostremos que ∫ M

1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx

existe para cada intervalo compacto [1,M].
La función sen(ax)/ax2 es absolutamente integrable y dado que las funciones acotadas
son los multiplicadores de las funciones absolutamente integrables, entonces
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Figura 4.4: Notemos que la gráfica f2(x)/x es una función monótona decreciente y positiva
en el intervalo (e,e5] y f2/x ∈ BV0(R).

sen(ax)
ax2 f2(x) ∈ L1([1,M]).

Para toda 0 < a ≤ 1, existe C > 0 tal que∣∣∣∣sen(ax)
ax2

∣∣∣∣ ≤ Cx2 ∈ L
1([1,M]),

entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

lı́m
a→0

∫ M

1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx =

∫ M

1

f2(x)
x

dx ∈R.

Ahora, analizaremos la divergencia del límite para la integral∫ ∞
M

sen(ax)
ax2 f2(x)dx.

Aplicando el cambio de variable x −M = y, se tiene

∫ ∞
M

sen(ax)
ax2 f2(x)dx =

∫ ∞
0

sen(a(y +M))
a(y +M)2 f2(y +M)dy

=
cos(aM)

a

∫ ∞
0

sen(ay)
(y +M)2 f2(M + y)dy

+
sen(aM)

a

∫ ∞
0

cos(ay)
(y +M)2 f2(M + y)dy. (4.27)

Consideremos

lı́msup
a→0+

sen(aM)
a

∫ ∞
0

cos(ay)
(y +M)2 f2(M + y)dy.
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Notemos que ∣∣∣∣cos(ay)f2(y +M)
(y +M)2

∣∣∣∣ ≤ f2(y +M)
(y +M)2 ∈ L

1(R+).

Por el Teorema de la convergencia dominada,

lı́m
a→0+

sen(aM)
a

∫ ∞
0

cos(ay)f2(y +M)
(y +M)2 dy =M

∫ ∞
0

f2(y +M)
(y +M)2 dy.

Si y +M = em+1 y M = em, entonces y = em+1 − em y debido a f2(x) = 1/
√
m es constante

en cada intervalo [em, em+1), se tiene

∫ ∞
0

f2(y +M)
(y +M)2 dy =

∫ ∞
0

f2(y + em)
(y + em)2 dy

=
∞∑
j=m

∫ ej+1−em

ej−em

dy√
j(y + em)2

≤
∞∑
j=m

∫ ej+1−em

ej−em

dy

(y + em)2

= e−m. (4.28)

Así, obtenemos

lı́msup
a→0+

∣∣∣∣∣∣sen(aM)
a

∫ ∞
0

cos(ay)f2(y +M)
(y +M)2 dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1. (4.29)

Usando de las propiedades generales de límite superior y límite inferior [30, págs. 25-35],
para obtener

lı́minf
a→0+

∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx ≥ lı́minf

a→0+

∫ M

1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx (4.30)

+ lı́minf
a→0+

cos(aM)
a

∫ ∞
0

sen(ay)
(y +M)2 f2(y +M)dy

+ lı́minf
a→0+

sen(aM)
a

∫ ∞
0

cos(ay)
(y +M)2 f2(M + y)dy.

Siendo f2(y +M)/(y +M)2 una función monótona positiva decreciente en R+ de [26, 46]
se sabe que la transformada Seno de Fourier no cambia de signo y se obtiene∫ ∞

0

sen(ay)
(y +M)2 f2(y +M)dy ≥ 0.

Resulta que

lı́minf
a→0+

cos(aM)
a

∫ ∞
0

sen(ay)
(y +M)2 f2(y +M)dy ≥ 0. (4.31)
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Removiendo el término (4.31) en la expresión (4.30) produciendo

lı́minf
a→0+

∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx ≥ lı́minf

a→0+

∫ M

1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx

+ lı́minf
a→0+

sen(aM)
a

∫ ∞
0

cos(ay)
(y +M)2 f2(M + y)dy.

De (4.29) y [30, Teorema 6.13], obtenemos

lı́minf
a→0+

∫ ∞
1

sen(ax)
ax2 f2(x)dx ≥

∫ M

1

f2(x)
x

dx − 1 (∀M > 0).

Por lo tanto

lı́m
a→0+

∫ ∞
1

sen(ax)f2(x)
ax2 dx (4.32)

diverge.
Estos ejemplos muestran que la condición f /x ∈ L1(R) es esencial para asegurar la

HK-integrabilidad de F SHK (f ), cuando f es una función de variación acotada.
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Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo, se muestran nuevas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil sobre espacios no
clásicos de funciones. También, se señalan las ventajas de utilizar la integral de Henstock-
Kurzweil, ya que por ejemplo, contiene a la integral de Riemann, la integral impropia de
Riemann, y la integral de Lebesgue y los valores de estas integrales coinciden. Por otra
parte, se hizo un estudio de publicaciones actuales, principalmente [3, 33, 36, 44, 45] con
las cuales se generalizaron teoremas clásicos del Análisis de Fourier, donde la integral de
Lebesgue tiene ciertas limitaciones.

De esta manera, con la integral de Henstock-Kurzweil extendimos aspectos matemáti-
cos esenciales del operador transformada de Fourier para demostrar los siguientes hechos:

1) En el Teorema 3.1.1 se obtuvo una representación integral puntual de la transformada
de Fourier en el subespacio Lp(R)∩BV0(R)∩ACloc(R), para 1 < p ≤ 2, la cual obe-
dece al comportamiento asintótico que indica el Lema de Riemann-Lebesgue. Este
hecho fue demostrado utilizando los teoremas de la integral de Henstock-Kurzweil
y empleando diferentes integrales del tipo Riemann-Stieltjes conforme a los textos
[6, 29, 35].

2) En el Corolario 3.1.1 se dan expresiones explícitas de la transformada de Fourier
aplicada a f en el punto s (Fp(f )(s)) para funciones f en el subespacio Lp(R) ∩
BV0(R)∩ACloc(R) para 1 < p ≤ 2. En particular, obtenemos valores específicos de
la transformada de Fourier para una función en el subespacioLp(R)∩BV0(R)\L1(R)
e incluso nuestros resultados son aplicables para funciones Lebesgue integrables.

Se aplicaron las expresiones (3.8) y (3.9) demostradas en el Corolario 3.1.1, y se
implementaron algoritmos computacionales a funciones particulares, para calcular
de manera puntual el operador transformada de Fourier con valores discretos, véase
los Ejemplos 3.1.1 y 3.1.2. Esta aproximación numérica es posible dada la expresión
(3.12). En particular, se obtuvo la representación gráfica de la transformada de Fou-
rier de la función φ(x) = |x|/(1 + x2) ∈ L2(R)∩ BV0(R) \ L1(R) comprobando que
sus valores tienden a cero conforme s crece, de acuerdo con el Teorema 2.2.1.

3) En el Teorema 3.2.3, se demostró que FHK (φ)(s) es diferenciable para cualquier
función en φ ∈ L1(R) + BV0(R) y s ∈ R \ {0}, tal que xφ ∈ L1(R) + BV0(R). Esto
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es, se logro extender el teorema clásico de la diferenciabilidad de la transformada de
Fourier [13, 40]. Por otra parte, se exhibieron ejemplos de funciones no Lebesgue
integrables y se calcularon sus transformadas de Fourier aplicando los resultados
publicados en [1].

4) Se consideró el siguiente espacio de Banach

B1 := {ϕ ∈ L2(R)∩ACloc(R)
∣∣∣ ϕ′ ∈ BV0(R)}

dotado con la norma definida por

||ϕ||B1
= ||ϕ||2 + ||ϕ′ ||BV ,

el cual es un subespacio de L2(R).

En el Teorema 3.3.1, se demostró que la transformada de Fourier F S2 es un operador
lineal acotado de B1 al espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables, es decir,

F S2 : B1→HK(R)

es un operador acotado.

5) El Teorema 4.2.1 nos da una condición necesaria para garantizar la integrabilidad de
la transformada HK−Seno de Fourier para una función no Lebesgue integrable.

El mérito de la hipótesis f (x) ·x−1 ∈ L1(R) en el Teorema 4.2.1, es exhibir funciones
f1, f2 en BV0(R), tales que:

a) f1(x) · x−1 no pertenece a L1([−1,1]) y∫ b

1
F SHK (f1)(s)ds =

1
√

2π

∫ ∞
0

cos(x)− cos(bx)
x

f1(x)dx,

F SHK (f1) <HK(R \ [−1,1]).

b) f2(x) · x−1 no pertenece a L1(R \ [−1,1]) y

F SHK (f2) <HK([−1,1]).

Las contribuciones de este trabajo de tesis fueron publicadas en [1, 2].

Aun existen aspectos por desarrollar en esta linea de investigación, por ejemplo:

1) Emplear métodos numéricos para calcular la transformada de Fourier y estimar el
error cuando se realiza integración numérica, [1].

2) Estudiar el alcance de las nuevas propiedades obtenidas de la transformada de Fourier
en diferentes áreas de aplicación, por ejemplo en el área de ecuaciones diferenciales.
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[48] Čelidze V. G. y Džvaršeišvili A. G. The theory of the Denjoy integral and some
applications, Series in Real Analysis, Vol. 3, World Scientific, Singapore, 1989.
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