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RESUMEN 

En este proyecto de investigación de tesis de maestría se estudió el problema de estimación 

para reactores de homopolimerización en solución vía radicales libres, con énfasis en la propiedad 

de estimabilidad analiz.ada en función de las mediciones y la estructura de estimabilidad ( conjuntos 

de índices de observabilidad y estados de la dinámica observable); Se abordó el caso general de 

polimerización en solución, considerando a la polimerización en masa es un caso particular. 

El estudio del problema de estimación abarcó el análisis de la resolubilidad del problema, la 

construcción y sintonización de los estimadores, y verificación del desempeño de los estimadores. 

La resolubilidad se analizó en función de las mediciones (índice de refracción y/o densidad, 

temperatura y volumen) y los conjuntos posibles de índices de observabilidad. Se concluyó que en 

el proceso estudiado, las trayectorias del reactor son robusta y exponencialmente estimables para 

determinados conjuntos de índices de observabilidad. Asimismo se determinó que analíticamente 

los estados de la dinámica observable son la concentración de monómero, la temperatura, el 

volumen y la concentración de iniciador, con base en consideraciones fisicas e ingenieriles. La 

construcción y sintonización de los estimadores se realizó de acuerdo a procedimientos 

sistemáticos; se construyeron dos estimadores en base a diferentes índices de observabilidad para 

la densidad ( 1 y 2). La verificación del desempeño se realizó para un reactor en lote ( con 

mediciones experimentales de densidad y volumen), y un reactor continuo ( con mediciones 

experimentales de densidad y temperatura) y se compararon las estimaciones con datos reportados 

(conversión y pesos moleculares en número y en peso). 

El estimador construido con índice de observabilidad igual a 1 presenta un mejor desempeño 

en comparación con el construido con índice igual a 2, manifestándose tal mejoría en la estimación 

de propiedades ligadas a la dinámica no observable (pesos moleculares); ambos estimadores 

manifiestan comportamiento similar en la predicción de propiedades ligadas con la dinámica 

observable (conversión, fracción masa de sólidos). El aumento de índice 1 a 2 implica que el 

iniciador se incluye en la dinámica observable; sin embargo, la inclusión de iniciador en la misma 

no conduce a un mejor desempeño. El desempeño se degrada por la propagación de errores de 

modelado (ya que inexorablemente se tiene un modelo aproximado). 



Introducción 

Capítulo l. Introducción 

El estudio de reactores de polimerización resulta de interés ya que mediante estos equipos 

de proceso se obtienen productos de aplicación comercial (poliestireno, cloruro de polivinilo, 

polimetilmetacrilato) a la vez que se pueden presentar problemas de eliminación de calor y 

aumento de viscosidad alcanzando condiciones riesgosas de operación; en estos reactores se busca 

garantizar una velocidad óptima de producción, producto dentro de especificaciones y seguridad 

en la operación. La conversión y el peso molecular son indicadores de la velocidad de producción 

y calidad de producto, en tanto que la temperatura, volumen y fracción masa de sólidos muestran 

la existencia de condiciones riesgosas. 

El conocimiento de tales propiedades requiere del conocimiento de los estados del sistema 

( concentraciones, temperatura, volumen ... ), mas en una situación práctica no es posible contar 

con mediciones de todos los estados, por lo que se requiere de procesadores dinámicos de datos 

(estimadores no lineales) los que a partir del conocimiento de las entradas exógenas y las 

mediciones disponibles, infieren en linea los estados y variables de interés ( conversión, fracción de 

sólidos, pesos moleculares). 

La estimación no lineal de estados es un tema ampliamente estudiado en ingeniería de 

procesos, con implicaciones en control convencional o avanzado, control supervisorio, monitoreo 

de calidad de producto, detección de fallas, reconciliación de datos, rediseño de procesos y demás. 

Los principales enfoques para el diseño de estimadores no lineales son los siguientes (Alvarez y 

López, 1999): (i) el filtro extendido de Kalman, FEK (Jazwinski, 1970), cuyo diseño es simple 

pero carece de criterios de convergencia y procedimientos sistemáticos de sintonización; (ii) el 

diseño de observador geométrico, OG (Krener e Isidori, 1983), el cual garantiza la convergencia 

con dinámicas lineales de los errores de salida pero es aplicable a una clase de plantas 

extremadamente restringida; (iii) el diseño de alta ganancia, AG (Gauthier y col. 1992; Ciccarella y 

col. 1993), que garantiza convergencia pero tiene procedimientos complejos de sintonización; y 

(iv) el diseño de modo deslizante, MD (Slotine y col. 1987) que garantiza estabilidad robusta pero 

tiene un procedimiento muy elaborado. Las técnicas FEK, GO, AG y MD están restringidas a 

plantas observables (Krener y Respondek, 1985). 
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Introducción 

De las técnicas anteriores de estimación, el FEK es la más empleada en ingeniería química 

(Ellis y col., 1988, 1994; Mutha y col. , 1997). Alvarez (1997) desarrolló un esquema de 

estimación que combina las técnicas de un observador geométrico y la aproximación de alta 

ganancia incluyendo un método sistemático de sintonización mediante localiz.ación de polos y 

criterios robustos de convergencia; el esquema de estimación es aplicable a sistemas observables o 

detectables. Las mediciones empleadas son de naturaleza continua e instantánea (tales como la 

densidad, la temperatura y el volumen). 

Alvarez y López (1999) diseñaron un esquema de estimación no lineal basado en el trabajo 

de Alvarez (1997), con la diferencia de que la propiedad de estimabilidad se deriva de una forma 

constructiva, en vez de ser una generaliz.ación de la requerida en el diseño del observador 

convergente de Ciccarella (1993). En el diseño del estimador se contempla una etapa de análisis, 

en la que se verifica la estimabilidad de las trayectorias de los estados, y una etapa de síntesis en la 

que se construye el estimador y se sintonizan las ganancias. Se aplicó el esquema de estimación a 

un reactor de homopolimerización en masa (al nivel de simulación), variando la dimensión del 

mapa de observabilidad. Se determinó que el conjunto de índices de observabilidad afecta la 

robustez del estimador. 

En resumen, aunque se han aplicado diversos esquemas de estimación no lineal en ingeniería 

química, y particularmente para reactores de polimerización, es necesario resaltar que la 

construcción de un estimador no garantiza la convergencia de los estados estimados hacia los de la 

planta. Es necesario realizar un estudio previo sobre la resolubilidad del problema de estimación 

cuando se cuenta con diferentes estructuras de estimabilidad y mediciones. Alvarez y López 

(1999) realizaron el estudio para w1a homopolimerización en masa; sin embargo, es necesario el 

estudio del caso general de homopolimerización en solución, en el entendido de que el proceso en 

masa es un caso particular en el que la concentración de solvente es nula, y por tanto, las 

conclusiones obtenidas para el caso en solución contendrá las conclusiones particulares para el 

caso en masa. Asimismo, como un paso adelante al trabajo al nivel de simulación, se requiere que 

el desempeño de estimadores no lineales se apoye con validación experimental. 

En este trabajo se estudió el problema de estimación para reactores de homopolimerización 

en solución vía radicales libres, con énfasis en la propiedad de estimabilidad analiz.ada en función 

de las mediciones y la estructura de estimabilidad; la validación experimental se realizó mediante el 
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empleo de datos provenientes de literatura. Se abordó el caso general de polimerización en 

solución, considerando que la polimerización en masa es un caso particular y que las conclusiones 

obtenidas para el caso en solución contienen las conclusiones particulares para el caso en masa. 

La metodología seguida fue la siguiente: 

( 1) A partir de un procedimiento estándar de balances de materia y energía, se estableció un 

modelo para la descripción del proceso. El sistema considerado fue un reactor continuo de 

tanque agitado, donde se verifica una reacción de homopolimeriz.ación en solución cuando el 

mecanismo cinético es el de radicales libres. Asimismo, se delimitó el problema de estimación 

para esta clase de procesos, como un problema de inferencia de variables que describen la 

velocidad de producción, calidad de producto y seguridad en la operación del reactor. 

(2) Con base en el trabajo de Alvarez y López (1999), se analizó la resolubilidad del problema de 

estimación en función de la estructura de estimabilidad y las mediciones, y se realizó la 

construcción y sintonización de los estimadores. Las mediciones son de naturaleza contínua e 

instantánea ( densidad, índice de refracción, temperatura y volumen); la construcción y 

sintonización de los estimadores son procedimientos sistemáticos y con base en la dinámica 

del proceso. 

(3) Se estudió el desempeño de los estimadores utilizando mediciones experimentales, mapas de 

salida y datos cinéticos provenientes de la literatura. Se analizó el desempeño comparando las 

estimaciones contra los datos de dos sistemas experimentales reportados en la literatura. Se 

emplearon mediciones experimentales (densidad, temperatura, volumen) para la estimación de 

conversión y pesos moleculares. 
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Capítulo 11. Reactor de polimerización y su problema de estimación 

En este capítulo se presentará la descripción de un tipo de reacción de polimerización (vía 

radicales libres) estándar en literatura, para después abordar las ecuaciones diferenciales que 

describen los estados de un reactor de polimerización, haciendo mención a las entradas exógenas y 

las mediciones disponibles. Se concluirá con la definición del problema de estimación en este tipo 

de reactores, para la inferencia de variables indicadoras de seguridad de operación, velocidad de 

producción y calidad de producto. 

Polimerización en masa y en solución 

La producción de un polímero puede realizarse en un medio homogéneo o heterogéneo. 

Cuando se considera un medio homogéneo, el proceso puede ser en solución o en masa; los 

medios heterogéneos se refieren a si la polimerización se realiza en suspensión o en emulsión. El 

medio en que se realiza la polimerización varía de acuerdo a la naturaleza del monómero y la 

utilización que se vaya a hacer del polímero. Por el momento se limitará al análisis de las 

polimerizaciones en medios homogéneos. 

La polimerización en masa de un monómero puro es el proceso más simple en el que se 

minimizan los problemas de contaminación del producto. El método se emplea para obtener 

directamente el polímero con la forma de un molde (Uribe, 1990). A pesar de evitar los problemas 

de contaminación, el proceso es dificil de controlar debido a las características de la 

polimerización. Su naturaleza exotérmica, las altas energías de activación involucradas, y la 

tendencia hacia el efecto gel provocan una dificultad en la eliminación del calor. El aumento en 

viscosidad con la conversión es otro problema involucrado, por lo que se debe emplear un sistema 

eficiente de agitación y eliminación del calor. El incremento en viscosidad puede provocar la 

aparición de "zonas calientes" (hot spots) con el consiguiente aumento en la polidispersidad del 

producto. 

La polimerización en solución evita los problemas de la polimerización en masa relacionados 

con la viscosidad y eliminación de calor, lo que se debe a la presencia de solvente que actúa como 

diluyente, facilita la agitación y ayuda en la transferencia de calor. En la polimerización en solución 

9 



Reactor de polimerización v su problema de estimación 

es más fácil el control térmico; sin embargo, puede requerir (a) gran cantidad de solvente para 

limitar la viscosidad del medio, y (b) operaciones de separación del polímero y recuperación. Por 

otra parte, diversas reacciones con el solvente pueden conducir a la reducción en la calidad del 

polímero (reducción del peso molecular). Este tipo de polimerización se emplea especialmente 

cuando el polímero se aplicará en forma disuelta, como los adhesivos o barnices. 

Polimerización por radicales libres 

Entre las reacciones de polimerización destacan las que se llevan a cabo mediante radicales 

libres, ya que presentan características comunes a la mayoría de las reacciones de polimerización. 

Una reacción de polimerización por radicales libres se caracteriza por la gran cantidad de calor 

generado, el aumento de la viscosidad con la conversión y la disminución de la capacidad para la 

eliminación de calor; como resultado se verifica una autoaceleración de la reacción. Este conjunto 

de fenómenos se denominan "efecto gel" (Chiu y col., 1983). La reacción de polimerización puede 

realizarse en masa o en solución; aunque la polimerización en masa presenta los problemas más 

severos de aumento de viscosidad y eliminación de calor, este tipo de polimerización puede 

considerarse un caso particular de la polimerización en solución. 

La polimerización por radicales libres es una reacción en cadena que básicamente consta de 

iniciación, propagación, y terminación. 

Iniciación 

La iniciación involucra dos pasos. En primer término un iniciador de la reacción J se disocia en dos 

radicales R: 

(2.la) 

en donde tJ es la constante de disociación del iniciador. En la segunda etapa cada radical R 

reacciona con una molécula de monómero M para producir una molécula activa P1, la cual será 

una especie iniciadora de una cadena. 

R + M ~ P1 (2.lb) 

Propagación 

La propagación consiste en el crecimiento de cadenas a partir de P 1 mediante la adición repetida 

de moléculas M, de forma que con la adición de cada una se forma un radical o cadena activa que 

es mayor en una unidad monomérica que la anterior. La propagación se realiza de la siguiente 
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forma: 

P1+M k• ➔ P2 +(-mP) 

P2 +M k• 
P3 +(-L\HP) 

P3 +M k• ➔ P4 + (- L\Hp) 

y en general: 

P¡ +M k• 
Pi+1 +(-mp) (2. lc) 

en donde kp es la constante de propagación. Las propiedades termodinámicas de una 

polimerización (como .&i) se relacionan principalmente con el paso de propagación, ya que en la 

polimerización existen numerosos pasos de propagación mientras que la iniciación y terminación 

son etapas únicas (Odian, 1991 ). 

Terminación 

La cadena polimérica activa P; puede detener su crecimiento en cierto momento, lo que se 

denomina terminación. La terminación puede ocurrir de dos formas: por combinación o por 

desproporción; en ambas la reacción ocurre entre dos cadenas activas. La terminación por 

combinación ocurre por la condensación de dos cadenas activas en una sola inactiva (D;+1): 

P P k,c D 
i + j ) i+ j (2. ld) 

en tanto que en la terminación por desproporción ocurre la transferencia de un radical hidrógeno 

(de posición beta) de una cadena a otra, con la consiguiente inactivación del radical de una cadena 

(molécula polimérica saturada) y la formación de un doble enlace en la otra (molécula polimérica 

insaturada): 

P P ku1 D . + . ➔ . +D . 
1 J I J (2. le) 

En varios sistemas de polimerización puede ocurrrr que el peso molecular predicho no 

corresponda con el experimental; es decir, la cadena activa termina su crecimiento antes de lo 

esperado debido a la transferencia de un hidrógeno u otra especie por parte de otro compuesto del 

sistema, como puede ser el iniciador, el monómero o el solvente. Tales reacciones de 

desplazamiento de radical se conocen como reacciones de transferencia. 

Transferencia de cadena al monómero 

P¡ + M kfM ) Di + pi (2.1 f) 
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Reactor de polimeriwción v su problema de estimación 

Las constantes de transferencia a monómero (kJM) son generalmente pequeñas para la mayoría de 

los monómeros (Odian, 1991). Las mayores constantes de transferencia se observan cuando las 

cadenas activas tienen alta reactividad, por ejemplo, para el etileno, el acetato de vinilo y el 

cloruro de vinilo. 

Transferencia de cadena al solvente 

(2.lg) 

En general, el valor absoluto de la constante de transferencia a solvente (/vs) depende del 

monómero que es polimeriz.ado. Este efecto es una consecuencia de la reactividad del radical del 

monómero. La constante de transferencia a monómero para cualquier compuesto generalmente se 

incrementa con la reactividad del radical. El orden de reactividad del radical es el siguiente: 

cloruro de vinilo > acetato de vinilo > acrilonitrilo > metil acrilato > metil metacrilato > estireno > 

1,3 - butadieno. 

Transferencia de cadena a un agente de transferencia 

Este tipo de compuestos provoca reacciones de transferencia y se utilizan para disminuir el peso 

molecular del polímero. Generalmente son mercaptanos con cadena alifática. La reacción ocurre 

de la siguiente manera: 

P¡ + W krm ) D¡ + PI (2. lh) 

donde W es el agente de transferencia. 

Ecuaciones de estado 

Considérese un reactor de homopolimeriz.ación por radicales libres en solución y su esquema 

de estimación ( fig. 1.1 ). La reacción se ve afectada por el efecto gel ( alta exotermicidad, 

incremento de viscosidad con la conversión, limitación de la eliminación de calor y autoaceleración 

de la reacción). 

12 
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Figura. 1.1 Reactor de homopolimerización y su esquema de estimación 

Para la obtención del conjunto de ecuaciones diferenciales que describen los estados del 

reactor, se realiz.an 3 suposiciones principales relacionadas con la cinética: 

a) Los radicales activos P; del polímero tienen igual reactividad independientemente de su longitud 

de cadena. Es decir, la constante kp es independiente de la longitud de cadena. 

b) Hipótesis de cadena cinética larga. Cada radical participa en un gran número de reacciones de 

propagación antes de la terminación. Esto implica que el consumo de monómero por 

propagación hace que el consumo de monómero por iniciación sea despreciable. 

c) Hipótesis de estado cuasiestacionario. La velocidad de iniciación (formación de centros activos) 

es igual a la velocidad de terminación (desaparición de centros activos). Se establece 

rápidamente un estado estacionario de la concentración de los radicales P;, en virtud de su 

reactividad. 

En la deducción del modelo se utiliz.an otras suposiciones: 

l . El reactor de tanque agitado tiene mezclado ideal, es decir, no existen gradientes espaciales de 

temperatura y concentración. 

2. La dinámica de la camisa es muy rápida. 

3. Las constantes de reacción tienen una dependencia tipo Arrhenius con respecto de la 

temperatura. 
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Reactor de polimerización y su problema de estimación 

4. El calor generado proviene principahnente de la reacción de propagación. 

5. La conductividad ténnica y la capacidad calorífica del medio permanecen constantes e 

independientes de la temperatura. 

6. Los volúmenes específicos del monómero, solvente y polímero son aditivos. 

Mediante el anterior mecanismo cinético (2.1) y basándose en la funcionalidad del efecto gel y la 

descripción de la viscosidad y coeficiente de transporte de calor (Bondy y Lippa, 1983; Alvarez y 

col., 1990), la deducción (mediante procedimientos estándares) del modelo del reactor conduce a 

7 ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales (funcionalidades en el apéndice B): 

I = -r1 {1, T)+ {tmrpol (1, m,s, T)+ E
5

rso1 {1,m,s, T)) + Oc -qel) := f 1 V 

S = -r501 {1,m,s, T)+ {Emrpo1 {1,m,s, T)+ E
5

rso1 {1, m,s, T)~ +~{se - s) := f
5 V 

rh = -rpo1 {I,m,s, T)+ {Emrpol {I,m,s, T)+ E5 rso1 {1,m,s, T)}m + ~{me -m) := fm 

T = p{m,s)rp {I,m,s, T)-y{m,s, T, vXT -TJ+ qe (
1

-Emmc -ESSC J(Tc -T):= fT 
V 1-E m-Es m s 

µ 2 = rµ 2{1,m,s,T)+ {tmrpo1{l,m,s,T)+E
5
rso1{I,m,s,T)}µ 2 + ~{µ 2c -µJ:= fµ 2 

Y, = p/r¡ 

Y2 =T 

Y -V ) -

En notación compacta se puede representar el modelo del reactor de la siguiente forma: 

x=f[x,u(t),r], x{t 0 )=x 0 

y= h(x,r) 

(2.2a) 

(2.2b) 

(2.2c) 

(2.2d) 

(2.2e) 

(2.2f) 

(2.2g) 

(2.2h) 

(2.2i) 

(2.2j) 

(2.2k) 

(2.3a) 

(2.3b) 
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Reactor de polimerización v su problema de estimación 

Los estados del reactor (x) son la concentración del iniciador (J), la concentración adimensional 

del solvente (s = SIS', siendo S y S' las concentraciones molares del solvente y del solvente puro), 

la concentración adimensional del monómero (m = M!Af, siendo M y Af1 las concentraciones 

molares del monómero y del monómero puro), la temperatura (7), el volumen (V), y los momentos 

cero (µo) y dos (µ2) de la distribución de pesos moleculares (DPM). El modelo del reactor 

depende de nr parámetros r. 

Las entradas exógenas (u) son la alimentación de iniciador (ie), el flujo de entrada (qe), el flujo de 

salida (q), la temperatura de entrada (Te), la temperatura de la camisa de enfriamiento (Te), la 

concentración de monómero de entrada (me), la concentración de solvente de entrada (se) y las 

entradas de los momentos O y 2 de la DPM (J.Joe y µ2e). 

Las mediciones continuas instantáneas disponibles (y) son la densidad (mediante un densitómetro -

Ellis y col., 1994-) y/o el índice de refracción (mediante un refractómetro - Schuler y 

Papadopolou, 1986-) como indicadores de la concentración de monómero; la temperatura 

(mediante un termopar) y el volumen (utilizando un medidor de nivel). Cuando se considera la 

medición simultánea de la densidad y el índice de refracción es posible el conocimiento de las 

concentraciones de monómero y solvente. 

Los términos r1, rp, rsol y rpo1 son las tasas de descomposición del iniciador, consumo de monómero 

por propagación, consumo de solvente por transferencia y polimerización total respectivamente, y 

los términos r JÁl y r µ2 son las tasas de cambio de los momentos cero y dos de la DPM. Los 

términos p y y son indicadores de la generación e intercambio de calor; e,,. y &s son factores de 

contracción debido a la diferencia de densidad entre el monómero y el polímero, y entre el 

solvente y el polímero, respectivamente. Los términos r1, rp, rpol, rsol, p y y son campos escalares 

suaves y estrictamente positivos en el espacio de estados del reactor. El modelo del reactor puede 

representar una operación de flujo continuo [qe = q + (Emfpo1 +Esrso1)V, q * O] de semilote (q = O) o 

de lote (qe = q = O). La exotermicidad de las reacciones de polimerización por radicales libres, 

unida al aumento de la viscosidad y la disminución de la capacidad de remoción de calor, origina 

que los reactores continuos manifiesten multiplicidad de estados estacionarios, y los reactores en 

lote o semilote presenten trayectorias de estado inestables. 
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Reactor de polimerización v su problema de estimación 

Problema de estimación 

El problema de estimación del reactor consiste en la obtención de estimados de la 

conversión (e), la fracción masa de sólidos (r/i) el peso molecular en número (Mn) y el peso 

molecular en peso (M,.,), variables que definen la velocidad de producción, la calidad del producto 

y la seguridad en la operación. 

1-m-s 
c=----

1-E m-s m 

1-m-s 
~=---

1-E m-E S m s 

M = p:(1-m-s) 
0 {1-Em }to 

PM~µ 2 {1-Em) 
M =------

w p:(1-m-s) 

donde p: es la densidad del monómero puro y PMm es el peso molecular del monómero. 

(2.4a) 

(2.4b) 

(2.4c) 

(2.4d) 

Una vez determinado el modelo que describe los estados de un reactor de 

homopolimerización y su problema de estimación, se procede al estudio de la resolubilidad del 

problema de estimación y construcción y sintonización de los estimadores. Para estos pasos de la 

metodología se establecerá previamente en el siguiente capítulo el marco de estimación no lineal. 
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Estimación no lineal 

Capítulo 111. Estimación no lineal 

En este capítulo se presentarán las herramientas para el análisis de la resolubilidad del 

problema de estimación, la construcción y sintonización de estimadores geométricos no lineales. El 

diseño del esquema de estimación incluye dos etapas complementarias: una etapa de análisis donde 

el objetivo es la validación a priori de la resolubilidad del problema de estimación, y una etapa de 

síntesis en la que se realiza la construcción del estimador y las ganancias se sintonizan de acuerdo 

a un procedimiento sistemático. Una mayor profundidad de los detalles técnicos puede verse en 

Alvarez y López ( 1999). 

Problema de estimación 

Considérese la planta no lineal MIMO (Multiinput-multioutput): 

x = f[ x, u( t), r], x( t O ) = x 0 

y= h(x,r) 

X 0 E X 0 , x E X, r E R, u E U 

(3.la) 

(3.1 b) 

con n estados (x), m salidas medidas (y), p entradas exógenas conocidas (u), y nr parámetros del 

modelo (r). Xo es el conjunto de admisibles estados iniciales. Las entradas u, los estados x y los 

parámetros r toman valores en los conjuntos U, X, y R, los cuales son compactos (acotados y 

cerrados) debido a consideraciones prácticas y físicas. Los mapas/y h son suficientemente suaves 

( diferenciables) en sus respectivos dominios. 

Cada conjunto { x 0 , u{ t}, r} determina de manera única una trayectoria de estado 

(posiblemente inestable) x(t) =0x[t,t 0 ,x0 ,u(t),r] que a su vez determina una trayectoria de 

salida y( t) = h[ x( t), r] . 

La trayectoria x(t) de (3.1) se denomina RE (robusta y exponencialmente) - estable si existen 

cuatro constantes ax, k, bu, y b,>O tal que, en una vecindad en forma de "tubo" de x(t), la 

trayectoria perturbada 

x(t) = 0x[t,to,Xo,'Vu(t),p] 
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converge como sigue: 

Estimación no lineal 

(3.2) 

donde 11\j/ u ( t) - u( t)ll5 = ~P 11\j/ u ( t)- u( t)II 

El problema de estimación consiste en el diseño de un estimador dinámico de estados 

Xc =tixe,u(t),y(t),p], Xe(to)=xe0 

x=he(Xe,P) 

(3.3a) 

(3.3b) 

construido con una aproximación p de los parámetros r, tal que, dirigido por las señales medidas 

u(t) y y(t), genere una trayectoria inferida l(t) que converja RE (robusta y exponencialmente) a la 

trayectoria de la planta x(t). 

Antes de proceder al establecimiento del estimador (3.3) de la planta no lineal (3.1), primero 

se debe verificar que la trayectoria x(t) sea estimable, para lo cual se utilizará la definición de 

estimabilidad de Alvarez y López ( 1999). 

Estimabilidad 

Como un paso metodológico para la definición de la propiedad de estimabilidad y con base 

en la prueba de suficiencia de la condición de observabilidad para plantas lineales (Kwakemaak y 

Sivan, 1972), se considerará un problema auxiliar: la determinación ( con unicidad) del estado de la 

planta x(t) en base a los parámetros conocidos r, las señales medidas u(t) y y(t) y sus derivadas 

temporales. 

La solución de este problema auxiliar consta de dos pasos: 

1. Obtención de un conjunto de ecuaciones algebraicas independientes variantes en tiempo 

y bien condicionadas, donde la incógnita sea el estado de planta. 

Para la obtención de tales ecuaciones, sea la derivada direccional del campo escalar a(x,t) en 

dirección del campo vectorial f{x,t): 

(3.4) 

y su fórmula recursiva: 

Li+I L (Li ) r a= r rª (3.5a,b) 

Aplicando (3.4) al mapa de salida (3.lb) (K;+l) veces a cada una de las i salidas (i = 1, ... ,m), se 
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obtendrán (K+m) ecuaciones algebraicas, dependientes del tiempo: 

r{t) = <1>1[x, U:t),r], \{t) = q,[x, U:t),r] 

donde 

K1 + ... +Km = K :$ n 

K¡ >O 

v1+ ... +vP = v:;;:: p 

V¡ >O 

Estimación no lineal 

(3.6a,b) 

(3.7a) 

(3.7b) 

(3.7c) 

(3.7d) 

(3.7e) 

Si (3.6a) consta de ,cecuaciones independientes y ,c= n, para cada t existe solución única para el 

estado de la planta: 

(3.8) 

En caso de que IC<n, la solución x(t) se encuentra en la hipersuperficie de dimensión (n-,tj: 

(3.9) 

que representa la intersección de las K hipersuperficies de dimensión (n-1) descritas por las K 

ecuaciones algebraicas (3.6a) dependientes del tiempo. 

2. Obtención de un conjunto de (n-K) ecuaciones adicionales. En el caso de que ,c<n se 

puede resolver para los estados x1, (dim x1 = K) en función de los estados xn (dim xn = n-K): 

x1(t) = <l>1-
1[x 1¡, r{t), U:t),r] 

la planta (3.la) puede expresarse: 

x. 1 = f1[ X¡, x0 , u(t),r] 

Xn = fu[xPxu,u{t),r] 

(3.10) 

(3.1 la) 

(3.11 b) 
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Estimación no lineal 

dado que la solución para x1(t) está representada por (3.10), el sistema (3.11) se expresa como 

x,(t) = <1>; 1[x,11 )'(t), t(t),r] 

x11 = f 1{<1>,-'[x 11 , )'(t), L(t),r],x 11 ,u(t),r} = f 0

[x 11 , )'(t), t(t),r] = x• 

(3.12a) 

(3.12b) 

A (3.12a) se le denomina estados de la dinámica observable, mientras que (3.12b) es la dinámica 

no observable. 3(t) se denomina superficie no observable en tanto que, a menos que K = n, de la 

ecuación (3.6a) no se puede decir en donde se encuentra x(t) en 3(t). La planta x(t) y su 

trayectoria reconstruida x(t) coinciden, pero sus propiedades de estabilidad no son necesariamente 

las mismas. Debido a que x(t) es la restricción de x(t) a la superficie no observable 3(t), y x(t) 

tiene la propiedad de estabilidad de x
0

(t), entonces: si x(t) es R (robustamente)-estable, x
0

(t) es R

estable; si x(t) es N (nominalmente)-estable, x
0

(t) es N-estable o R-estable; y si x(t) es inestable, 

x
0

(t) es inestable, N-estable o R-estable. 

Definición. La trayectoria x(t) de la planta (3.1) es RE (robusta y exponencialmente) estimable si 

existen m enteros (índices de observabilidad) K¡, ... ,Km (K1 + ... +Km= K5,n, TG>O) y un mapa <I>n(x, 

u, r) = [~,c+l,··•,~nr tal que, en una vecindad alrededor de {x(t), U(t), r} (la trayectoria de la 

planta, la trayectoria de las entradas y sus derivadas, y los parámetros): 

(i) El mapa <ll(x, !.(r) = [ ::J es R (robustamente) - invertible para x. 

(ü) El mapa <p(x, U,r) = [L~;h,; ... ;L~'"hmr es L (Lipschitz) - continuo (continuamente 

diferenciable) 

(üi) La trayectoria no observable x
0

(t) es RE (robusta y exponencialmente) - estable. 

Si K = n, (es decir, no existe dinámica no observable), la trayectoria x(t) es RE - observable; de 

otra forma, si K < n, la trayectoria es RE - detectable. Los enteros v1, .. . , Vp ( v;>O) se denominan 

índices de exo - observabilidad. ♦ 
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Estimador no lineal 

Si la trayectoria x(t) de la planta es RE - estimable en el sentido de la definición de 

estimabilidad, el estimador no lineal es de la forma (r u, y ~u son matrices diagonales en bloques 

definidas en el apéndice A): 

X= f(x,~u Xu ,p] + G p(X, Xu ,P)[y -h(x,P)] + G 1 (x, Xu ,p) { [y- h(x,P) ~-r 

o/= h{x,P) 

(3.13a) 

(3.13b) 

(3.13c) 

(3.13d) 

Designando a U (entradas exógenas y sus derivadas temporales) como un vector de estados Xu de 

un exosistema dinámico, su aproximación es Xu• En (3.13c) el primer término del lado derecho es 

la aproximación basada en el modelo de la velocidad de cambio de los estados, el segundo y tercer 

término son correcciones por acción proporcional e integral, respectivamente. La acción integral 

ayuda a reducir el sesgo de estimación causado por errores en el modelado. El estimador (3.13) 

tiene como ganancias proporcionales (Ku, Ko) e integral (K,) parametriz.adas: 

(3.14a) 

(3.14b) 

(3.14c) 

cuyos valores de Ku(l), Ko(l) y Kt(l) estabiliz.an las dinámicas lineales, no interactivas y de polo 

asignable (LNP A) de los errores de salida: 

U (.:,+i) + kº.u(.:;} + +kº .u<1> + k 1u . = O 
l h l ••• K,1 1 1 1 

Las matrices no lineales Gp y G, en (3. 13c) son (flo definida en el apéndice A): 

GP(X,Xu,P) = 0,(X,Xu,p)Ko{so} 

G1(X, Xu ,p) = 01 (X,Xu ,p)I1 0 K1 (sJ 

[0"0 11 ]:=<I>:'(X,Xu,P) dirn01=K dirn 011 = n - K 

(3.15a) 

(3.15b) 

(3.16a) 

(3.16b) 

(3.16c) 
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Estimación no lineal 

donde <I>/ es la inversa deljacobiano del mapa <I>. 

Cuando K = n, mediante la sintonización de los parámetros Su y So de forma suficientemente 

grande: (i) las salidas y los estados pueden converger arbitrariamente rápidos, (ii) el sesgo de las 

salidas puede hacerse arbitrariamente pequeño, y (iii) la magnitud del sesgo de los estados puede 

hacerse arbitrariamente cercana hacia un valor límite. Cuando K < n, mediante la sintonización de 

los parámetros Su y So de forma suficientemente grande: (i) las salidas pueden converger 

arbitrariamente rápido, (ii) el sesgo de las salidas puede hacerse arbitrariamente pequeño, (iii) los 

estados pueden converger con una velocidad arbitrariamente cercana a la de la trayectoria del 

error no observable, y (iv) la magnitud del sesgo de los estados puede hacerse arbitrariamente 

cercana hacia un valor límite. Estas propiedades de convergencia identifican las capacidades y 

limitaciones del desempeño del estimador. La acción integral contribuye a que se reduzcan los 

sesgos en la estimación de estados y salidas provocados por los errores de modelado, pero la 

convergencia es más lenta y oscilatoria. En su implantación, estas capacidades estarán limitadas 

por la presencia de ruido en las mediciones y errores numéricos y de modelado. 

Sintonización 

Para confrontar el problema de divergencia en la estimación o convergencia con deficiente 

robustez (lo que ocurre en sistemas con dinámicas altamente no lineales) se presentará un método 

de sintonización mediante colocación de polos. 

Sean la dinámica LNP A del error de estimación de la salida i para el estimador no lineal: 

y reescnbase de la siguiente forma: 

donde n; = K; + 1 ( n; ~ 2 ). El polinomio característico de (3.18) es: 

(rJº; +k\(rJº;-
1
+ ... +k~¡-1Y; +k~i =O 

= ( r i - r : X r i - r ~ ) ... ( r i - r ~¡ ) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

El polinomio característico (3 .19) tiene n; polos de referencia y;, ... , y~ , los cuales estabilizarán la 
1 

dinámica del error (3.18) si tales polos se encuentran a la izquierda en el plano complejo. Sin; es 
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Estimación no lineal 

un número par, la dinámica LNP A tendrá n/2 pares repetidos de polos complejos conjugados con 

frecuencia característica de referencia cv; (frecuencia para una dinámica de 2° orden) y un factor 

de amortiguamiento suficientemente grande (s";>0.71) para prevenir comportamiento 

excesivamente oscilatorio. Sin; es impar, n; - 1 polos se asignan de la misma forma, y el n;-iésimo 

polo es un número real igual a cv¡' (frecuencia para una dinámica de 1 er orden). Esto es, para s0=l: 

i= 1, ... ,m 

j = 1,3,5, ... ,n¡ - 1 (n; par) o n¡ - 2 (n; impar) 

y~(l)=-ro\ 
1 

solo paran; impar 

(3.20a) 

(3.20b) 

A partir de la comparación entre (3. 19) y las dinámicas de 1 ° y 2° expresadas en términos de la 

frecuencia ( o bien el tiempo de asentamiento Ta) y el factor de amortiguamiento ( () 

(Stephanopoulos, 1984), se obtiene la expresión para las ganancias k~¡ , ... ,k~ ¡ ,k(. 
' 

Así, para una dinámica de 2o. orden (n; = 2): 

u(2) + ki,u(') + k'
2
· u = O 

1 1 1 

las ganancias son: 

Para una dinámica de 3er. orden (n; = 3): 

u(Jl +k¡,u(2) +k'
2
· u(') +k'

3
·u = O 

1 1 1 1 

las ganancias son: 

(3.21a) 

(3.21b) 

(3.21c) 

(3.21d) 

En resumen, la definición de estimabilidad proporciona una herramienta para determinar tal 

propiedad de una trayectoria de la planta; la elección del conjunto de índices de observabilidad 

constituye un grado de libertad en el diseño del estimador. Realizado el análisis de estimabilidad, 

la construcción y sintonización del estimador no lineal son procedimientos sistemáticos. 

23 



Resolubilidad del problema de estimación 

Capítulo IV. Resolubilidad del problema de estimación 

En este capítulo se realizará la identificación de los conjuntos de índices de observabilidad 

posibles para cada conjunto de mediciones, de acuerdo con la fisica del problema y aspectos de 

ingeniería relacionados. Con cada conjunto de índices de observabilidad se verificará el 

cumplimiento de las tres condiciones de la definición de estimabilidad (Alvarez y Lopez, 1999). A 

partir del cumplimiento de las tres condiciones se concluirá si la trayectoria de los estados es RE -

estimable con un conjunto de índices dado; como prueba inicial cualitativa de robustez se 

considerará la eliminación de los factores de contracción, en la idea de que en una situación 

industrial no se detectan con gran sensibilidad los cambios de nivel en un reactor. Cada condición 

de la definición de estimabilidad se identificará como sigue: 

(i) Invertibilidad robusta (para x) del mapa de estimabilidad <l>. 

(ii) Continuidad Lipschitz del mapa <p. 

(iii) Estabilidad robusta y exponencial de la dinámica no observable (x11). 

Mediciones: concentración de monómero, temperatura y volumen 

Aunque en un proceso real no se dispone de la concentración de monómero como medición, 

se consideró ésta en primer término para tener un referente inicial para el estudio con mediciones 

directas de densidad e índice de refracción. La concentración de monómero (m) es conocida a 

través del empleo de un densitómetro (Ellis y col., 1994) o de un medidor de índice de refracción 

(Shuler y Papadopolou, 1986). Las mediciones a estudiar son. 

(4.1) 

donde m es la concentración de monómero (adimensional). De la definición de estimabilidad y del 

reactor (2.2), para cualquier conjunto de índices de observabilidad 'lv={ Km, KT, Kv} se obtiene el 

siguiente conjunto de ecuaciones que abarca las mediciones y sus derivadas temporales; tal 

conjunto de ecuaciones es independiente de los momentos O y 2 {jJ-0 y µ2),: 

Y1 =m 

y1 = rh = fJI,s,m, T, v) 
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Resolubilidad del problema de estimación 

.. Bf m . Bfm . Bfm . Bfm . Bfm . 
y =-r+-s+-m+-T+-V 

I ar as 8m aT av 
= Bfam (I,s,m,T)f1(I,s,m,T,V)+ Bfm (r,s,m,T)f

5
(J,s,m,T,V) 

I as 
+ ~ (r,s,m,T,V)fm(r,s,m,T,V)+ ~ (r,s,m,T)fT(r,s,m,T,V) 

+ ~~ (m, V)fv{r,s,m, T, V) 

Y2 =T 

y2 = t = rA1,s,m, T, v) 
.. BfT . Bf T • BfT . BfT . BfT . 
y2 =-1+-s+-m+-T+-V ar as am aT av 

= BfT (I,s,m,T)f1(I,s,m,T,V)+ BfT (r,s,m,T,V)fs(r,s,m,T,V) 
oI os 

+:: (I,s,m, T, V)fJI,s,m, T, v) + 8;; (I,s,m, T, V)fT(I,s,m, T, v) 

+ !~ (s,m, T, V)fv(I,s,m, T, V) 

y3 = V 

y3 =V= fv{I,s,m, T, V) 

.. Bfv . Bfv . Bfv . Bf v . Bfv . 
y =-1+-s+-m+-T+-V 3 81 as am aT av 

= :; (I,s,m, T,V)fi{I,s,m, T,V)+ a;; (r,s,m, T,V)fs(I,s,m, T,V) 

+:: (1,s,m,T,V)fm(I,s,m,T,V)+ 8;; (1,s,m,T,V)fAI,s,m,T,V) 

+ ~~ (I,s,m, T, V}fv(r,s,m,T, V) 

por lo que el mapa de estimabilidad <Di: 

l'h ( U, )-[ (.:m-1) T T(.:T-1) V v(Kv- l)]T -, x, r - m, ... ,m , , ... , , , ... , 

(4.2a) 

(4.2b) 

(4.2c) 

(4.3) 

es independiente de los momentos y entonces estos estados son no observables. La dimensión del 

mapa no observable <I>n es (n - ,q ~ 2. Por tanto, el entero K = Km+ K'r + Kv puede ser 3, 4 o 5, con 

las siguientes posibilidades: 
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Resolubilidad del problema de estimación 

Grupo Conjuntos posibles 
K = Km+KT+Kv · k ={Km, KT, Kvl 

K = 3 {1 , 1,1} 

K = 4 { 2, 1, 1 } , { 1,2, l } , { l , 1,2} 

K= 5 {3, 1,1}, {1 ,3, 1} , {1,1 ,3} 
{2,2, 1} , {2, 1,2} , {1 ,2,2} 

Grupo K = 3, conjunto {1 ,1,1) 

(i) Siendo el mapa de observabilidad <1>1 y el mapa <l>u de estados no observables los siguientes: 

el mapa de estimabilidad <I> es 

<I>=[m T V I s µ 0 µ 2r 
el cual es trivialmente x-invertible (invertible para el vector de estados x). 

(ii) El mapa <pes L-continuo (continuamente diferenciable): 

(4.4a) 

(4.4b) 

(4.4c) 

(4.4d) 

La continuidad Lipschitz se verifica para el caso de polimerización en masa (Alvarez y López, 

1999) y los términos adicionales en las ecuaciones diferenciales son la contribución de 

transferencia a solvente y la concentración de entrada del mismo; la continuidad Lipschitz se 

cumple para la polimerización en solución. 

(iii) La dinámica no observable es RE-estable: 

.. 
s (4.4e) 

Las trayectorias de la dinámica no observable son RE-estables debido a que la dinámica del 

monómero no se encuentra entre las no observables. La dinámica del monómero con efecto gel es 

la única fuente de inestabilidad de las trayectorias del reactor. 
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Grupo K= 4, conjuntos {2,1,1), {l,2,1), {1,1,2) 

(i) Los mapas de observabilidad respectivos son 

<l> -[m 1- fm T v]\ <1> 1 = [m T fT 

se proponen como estados no observables 

<I>n = [s µo µ2r 

con lo que los mapas de estimabilidad son 

<l>=[m fm T V s µo µ 2r 

<l>=[m T fT V s µo µ 2r 

<l>=[m T V fv s µo µ 2r 

Reso/ubilidad del problema de estimación 

(4.5a) 

(4.5b) 

(4.5c) 

De las siguientes propiedades fisicas: aumento de la tasa de polimerización con la concentración 

de iniciador ( 8 rpo1 / 81 >O), aumento de la tasa de transferencia a solvente con la concentración 

de iniciador ( 8 rS()1 / 81 > O) y mayor dependencia de la tasa de polimerización con el iniciador que 

la tasa de transferencia a solvente con el mismo ( 8 rpo1 / 81 > 8 rS()1 / aI ); y del modelo del reactor 

se observa que los mapas del conjunto {fm, fr, fv} dependen de la concentración de iniciador: 

af m ( ) arpo) arS(), - = - 1- E m --+ E m-- < O 
aJ m 81 s 81 

(4.5d) 

afT ( ) 8rp -=Pms->0 
81 ' 81 

(4.5e) 

(4.5f) 

por lo que cada mapa del conjunto {fm, fT, fv} es /-invertible, y los 3 mapas <l> son x-invertibles. 

Realizando el análisis de estimabilidad robusta (despreciando factores de contracción), se obtiene: 

(4.5g,h,i) 

con lo que se observa que cada mapa del conjunto {fm, fr} es RI-invertible y los mapas <l> 

correspondientes ( {2, 1, 1} y { 1,2, 1}) son Rx-invertibles. El mapa /v se iguala a cero, con lo que el 

correspondiente mapa <l> no es Rx-invertible y se descarta { 1, 1,2} para la estimabilidad robusta. 
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(ii) Los mapas cp (para {2, 1, 1} y { 1,2, 1}) son L-continuos: 

<p = [ Lr fm fT ( ]\ <p = [ fm LrfT fv r 
(iii) La dinámica no observable es RE-estable: 

Grupo K= 5, conjuntos (2,2,1), (2,1,2), (1,2,2} 

(i) Los mapas de observabilidad son 

<l>I = [m fm T fT vY,<1>1=[m fm 

y se proponen los estados no observables 

<l>II =[s µo µ 2r 

con lo que los mapas de estimabilidad son 

<l>=[m fm T fT V µo µ2r 

<l>=[m fm T V fv µo µ2r 

Resolubilidad del problema de estimación 

(4.5j) 

(4.5k) 

(4.6b) 

<l>=[m T fT V fv µo µ2r (4.6c) 

Con el conjunto {2,2, 1} se debe verificar que el mapa ["1, fr] sea /,s-invertible. Del modelo del 

reactor se tiene: 

donde la tasa de polimerización total rpot es: 

El mapa [fm, fT] es J,s-invertible si el siguiente determinante es diferente de cero: 

i)fm i)fm 

oI os 
det #Ü (4.6d) 

i)[T ofm 

oI os 
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La tasa de disociación del iniciador (r1) no depende del solvente; por otra parte, cuando se opera 

en régimen fuera del efecto gel existe poca dependencia de las tasas de propagación (rp) y 

transferencia a monómero (rm) con respecto al solvente, es decir: 

ar, = o 
as ' 

en tanto que la tasa de transferencia a solvente se reduce a: 

y su dependencia con respecto al solvente depende de la magnitud de la constante kft: 

(4.6e) 

(4.6f) 

(4.6g) 

Expresando el determinante ( 4.6d) en términos cinéticos (tasas de reacción) y considerando la baja 

dependencia con respecto al solvente fuera del efecto gel se obtiene: 

orp orm orso, l -+ ::l... +c2----;:::- Of Of as ~ ~ sol P ~c ----
orP ~ 2 as aI 
as 

(4.6h) 

Debido a que la tasa de propagación aumenta del iniciador ( orP / aI > O), la /,s-invertibilidad del 

mapa [fm, fr] dependerá de la constante de transferencia a solvente (4.6g). Sin embargo, la 

reacción de transferencia a solvente es de varios órdenes de magnitud menor a la reacción de 

consumo de monómero por propagación (Odian, 1991 ), por lo que cuando se opera fuera del 

efecto gel, en general /m y /r poseen una débil dependencia de la concentración de solvente, 

haciendo que el solvente sea nominalmente (y por tanto robustamente) no observable y el mapa 

[ fm, fr] no es / ,s-invertible. El mapa <I> no es x-invertible y se descarta el conjunto {2,2, 1} . 

Los conjuntos de índices { 2, 1,2}, { 1,2,2} requieren que los mapas [ fm, fv] y [ fT, f v] 

respectivamente sean /,s-invertibles. Del análisis con el conjunto {2,2, 1} se determinó 

cualitativamente que los térmicos cinéticos no presentan cambio apreciable con respecto a la 

concentración del solvente, debido a la baja dependencia fuera del efecto gel y a la baja tasa de 

transferencia. Los mismos términos cinéticos (r1, rp, rso1, rpo1) están involucrados en los mapas [fm, 

fv] y [fr, fv], por lo que tales mapas tampoco son /,s-invertibles y los correspondientes mapas <I> 

no son x-invertibles, descartándose los conjuntos {2, 1,2} y { 1,2,2}. 
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Grupo K= 5, conjuntos {3,1,1), (1,3,1), (1,1,3) 

(i) Los mapas de observabilidad son 

<l>1=[m fm Lrfm T vr,<l>1=[m T fT Lrfr vr 

<1>1=[m T V fv Lrfvr (4.7a) 

No se continuará con el análisis de la x-invertibilidad de los mapas et> debido a que estos conjuntos 

de índices serán descartados por las razones mencionadas en el siguiente inciso. 

(ii) Los mapas q> son L-continuos: 

q>=[L2rfm fT fvr, q>=[fm L~fT fv]1. q>=[fm fT L2rfvr (4.7b) 

Para estos conjuntos de índices de observabilidad aparecen en los mapas q> segundas derivadas de 

la velocidad de polimeriz.ación y terceras derivadas de la concentración de monómero, temperatura 

y volumen; debido a que la aparición de derivadas de alto grado favorece una propagación de 

errores paramétricos y numéricos (afectando la robustez), estos conjuntos de índices se descartan; 

esta hipótesis se validará posteriormente. 
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En resumen, del análisis de estimabilidad para las mediciones 

y=[m, T, vr =[x3, X4, X5r seobtienenlossiguientesresultadoscualitativos: 

Grupo Conjuntos Dinámica Estimación Estimación 
1C = Km+KT+Kv posibles observable nominal robusta 

k = f Km, ICT, Ky} (x,) 

K=3 { 1, l, l} m,T,V Sí Sí 

{2,1,1} Sí (l) 
1C = 4 {1,2,l} m, T, V, I Sí Sí (1) 

{1,1,2} No(2) 

{3,1,1} 
{ 1,3, 1} No(3) 
{ 1,1,3} 

K= 5 
{2,2, l} 
{2,1,2} No(4) 
{ l,2,2} 

Notas: 

1./-invertibilidad debido a que rp aumenta con el iniciador. 

2.Se descarta { 1, 1,2} debido a que es útil sólo a nivel laboratorio, en donde los cambios de 

volumen son apreciables. 

3.Se descartan por la aparición de derivadas de alto grado, que pueden favorecer la 

propagación de errores numéricos y de modelado. 

4.Se descartan ya que fuera del efecto gel la concentración de solvente es débilmente 

observable debido a la baja tasa de transferencia al mismo. 

Mediciones: densidad/índice de refracción, temperatura y volumen 

Se realizará el análisis de la resolubilidad cuando se utilizan densidad o índice de refracción en vez 

de concentración de monómero; el estudio con esta medición se empleará como referente. Las 
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mediciones son: 

(4.8) 

donde p(m,s) y 17(m,s) son la densidad y el índice de refracción, respectivamente, ambos 

dependientes de las concentraciones de monómero y solvente. 

Del análisis realizado para las mediciones Y = [ fil, T, V r = [ X3 , X4, X5] , se concluyó que el 

entero K = Km+ Kr + Kv puede ser 3 o 4. Cuando se tiene la densidad o al índice de refracción 

como medición (en vez de m) se obtiene el conjunto de ecuaciones mediante derivación sucesiva: 

las cuales no dependen de los momentos O y 2. La conclusión de que el entero K puede ser 3 o 4 

puede extenderse al caso en que se considera la densidad como medición con las siguientes 

posibilidades: 

Conjuntos posibles 
k = K 1 , KT, Kv 

{l,1,1} 

{ 2, 1, 1 } , {1,2, 1 } , { 1, 1,2} 

donde no se consideran los conjuntos de índices para K = 5, en la hipótesis de que derivadas 

parciales de alto grado favorecen el comportamiento oscilatorio de los estimadores. 

Grupo ,c = 3, conjunto {l,1 ,1) 

(i) Siendo el mapa de observabilidad <I>i y el mapa <I>i1 de estados no observables los siguientes: 

(4.9a) 

<1>11 =[J S µO µ2r (4.9b) 

el mapa de estimabilidad <I> es 
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(4.9c) 

El mapa <l> es trivialmente x-invertible (invertible para el vector de estados x) cuando se estudia 

con la concentración de monómero como medición; cuando se emplean densidad (p) o mdice de 

refracción (11), los mapas <l> correspondientes son Rx-invertibles si ambas mediciones dependenden 

de la concentración de monómero, es decir si: 

ap 811 
-:;t:Q -:;t:Q am ' am (4.9d) 

Para la densidad, a partir de un balance de masa (Apéndice D) la expresión es: 

(4.9e) 

y la derivada parcial con respecto al monómero es: 

(4.9f) 

debido a que se cumple (4.9d), el mapa de estimabilidad con densidad es Rx-invertible. La 

derivada parcial de la densidad con respecto al monómero es igual a cero si la densidad del 

monómero puro es igual a la del polímero puro, es decir, si el factor de contracción (Em) es igual a 

cero. 

Para el índice de refracción, existe una correlación en función de monómero y solvente por 

Lorimer, (1972) (detalles en el apéndice C): 

11(m,s) = TJo (m,s)+ vcpo, (m,s)+ a 2 (m,s~~1 (m,s) (4.9g) 

En general el mdice de refracción disminuye con la concentración de monómero; a partir de la 

correlación de Lorimer se determina que ( demostrado en apéndice C): 

8T) 
-<O am (4.12h) 

debido a que se cumple (4.9d), el mapa de estimabilidad con índice de refracción es Rx-invertible. 

(ii) El mapa cp es L-continuo: 

( 4.9i) 
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(iii) La dinámica no observable es RE-estable: 

[¡• f µ~ µ;]T =[f1 fs fµ
0 

f ]T 
µ2 [ 1' ,s' ,P( 1)111( t) ,T( 1) , v( 1),µ~ ,µ;J 

Grupo K= 4, conjuntos (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2) 

(i) Los mapas de observabilidad respectivos son 

<1>1 = Ú,/11 Phi T V f = [p/11 ªt'l) f m + íl~'l) f, T V r 
<I>I = (pi 11 T fT vr 
<I>I =[p/11 T V fvr 

se proponen los estados no observables 

<l>u=[s µo µ2r 

con lo que los mapas de estimabilidad son 

<I> = [p/ '1 
a(p / 11) f + a(p / 11) f 

&n m as s 
T V s µo µ,r 

<I>=[m/p/11 T fT V s µo µ2r 

<I>=[m/p/11 T V fv s µo µ2r 

(4.9j) 

(4.10a) 

(4.10b) 

(4.10c) 

Como en general tanto la densidad como el índice de refracción disnúnuyen con la concentración 

de monómero ( ap / &n < O, ari I &n < O) por lo que ambas mediciones son invertibles para el 

monómero. Para determinar la invertibilidad del iniciador se parte de las propiedades fisicas 

consideradas anteriormente ( a rpol / a1 >O, a rso, / a1 > O y a rpol / a1 > a rsol / aI) y considerando 

únicamente la cinética del monómero se obtiene para el conjunto {2,1,1 }: 

dado que el mapa/mes /-invertible nominal (4.5d) y robustamente (4.5g): 

af 
_m <Ü 
aI 

(4.10d) 

(4.lOe) 
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entonces ( 4.1 0d) es invertible para el iniciador, por lo que el mapa de estimabilidad 

correspondiente es x-invertible. 

Para los otros conjuntos de índices de observabilidad ( { 1,2, 1} y { 1, 1,2 }), ya se analizó que 

nominalmente los mapas {fr, fv} dependen del iniciador (4.5 e,f): 

of. 
_T >0 
81 

of. 
_ v <0 

81 

por lo que cada mapa del conjunto { fr, fv} es !-invertible, y los mapas et> correspondientes son x

invertibles. Para la determinación de la estimabilidad robusta, a partir de ( 4.5i) se observa que el 

mapa/v no es R !-invertible, por lo que se descarta el conJunto { 1,1,2}. 

(ii) Los mapas cp (para {2, 1, 1} y { 1,2, 1}) son L-continuos 

=[L (a(_p!ri)f J+L (a(p!ri)fJ 
<p f am m f as s 

(4. l0f) 

(4.10g) 

(iii) La dinámica no observable es RE-estable: 

(4.10h) 

En resumen, del análisis de estimabilidad para las mediciones 

resultados cualitativos: 

Grupo Conjuntos Dinámica Estimación Estimación 
1( = ICp/'I +Kr+Kv posibles observable nominal robusta 

k = K , , ICT, Kv x, 

IC = 3 { 1, 1, 1} m,T, V Sí Sí (1) 

1( = 4 {2, 1, 1} Sí (1 ,2) 
{ 1,2, 1} m,T, V,I Sí Sí (1,2) 

1, 1,2 No(3) 
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Notas: 

l .m-invertibilidad debido a que p o r¡ disminuyen con el monómero. 

2./-invertibilidad debido a que rp aumenta con el iniciador. 

3.Se descarta {1,1,2} debido a que es útil sólo a nivel laboratorio, en donde los cambios de 

volumen son apreciables. 

Mediciones: índice de refracción, densidad, temperatura y volumen 

En el anterior estudio de resolubilidad se consideró la posibilidad de estudiar densidad o índice de 

refracción; en el estudio siguiente se emplearán ambas mediciones simultáneamente: 

(4.11) 

Del análisis realizado para las mediciones y = [ m, T, V r = [ X3, X4, X5], se concluyó que el 

entero K = Km + Kr + Kv puede ser 3 o 4, conclusión que se extendió al caso de cuando se 

considera la densidad o el índice de refracción como medición. En general la concentración de 

solvente es no observable; la inclusión del solvente en la dinámica observable verifica con una 

medición adicional dependiente de este estado. Considerando como mediciones la densidad, el 

índice de refracción, la temperatura y el volumen, los conjuntos posibles de índices de 

observabilidad son los siguientes: 

Grupo Conjuntos posibles 
lC = lC +tc +tcT+tcv k = ICn, ICn, ICn Kv} 

tc=4 {1 , 1,1 , 1} 

K = 5 { 2, 1, 1, 1 } , { 1,2, 1, 1 }, { 1, 1,2, 1 } , {l, 1, 1,2} 

Grupo K = 4, conjunto {1, 1, 1, 1) 

(i) Siendo el mapa de observabilidad <I>i y el mapa <I>n de estados no observables los siguientes: 

(4.12a) 
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(4.12b) 

el mapa de estimabilidad <l> es 

<l> = [ r¡ p T V I µo µ2 r (4.12c) 

El mapa de estimabilidad <l> es Rx-invertible si a partir de la densidad e índice de refracción es 

posible conocer simultáneamente la concentración de monómero y la de solvente, es decir, sir¡ y p 

son m,s-resolubles. El mapa [p, r¡] es m,s-invertible si el siguiente determinante es diferente de 

cero: 

ap ap 
-am as = ap ar¡ _ ap ar¡ ~ 0 det (4.12d) 

8r¡ 8r¡ 
am as as am 

am as 
En general el determinante ( 4.12d) es diferente de cero, por lo que las mediciones p y r¡ son m,s

resolubles. La condición para que tales mediciones no sean m,s-resolubles ( determinante igual a 

cero) es la de que los índices de refracción del monómero y solvente puros deben ser iguales y lo 

mismo con las densidades del monómero y solvente puros, es decir: 

(4.12e) 

Debido a la resolubilidad para m y s a partir de p y r¡, el mapa de estimabilidad es Rx-invertible. 

(ii) El mapa cp es L-continuo: 

(j) - [:: fm + : f, :, fm + : f, fT f.r 

(iii) La dinámica no observable es RE-estable: 

Grupo K= 5, conjuntos {2,1,1,1), {1,2,1,1}, (1,1,2,1}, {1,1,1,2) 

(i) Los mapas de observabilidad respectivos son 

(4.12f) 

(4.12g) 
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<1>¡ = [ 11 T vr = [ 11 
ap ap 

T V r p p p amfm + as fs 

<1>¡ = [ 11 p T fT V]\ <1>1 = (,, p T V fvr (4.13a) 

se proponen los estados no observables 

<l>n = [ µo µ2r (4.13b) 

con lo que los mapas de estimabilidad son 

<1>=[11 
a,, a,, 

T V µ 2 r am fm + as fs p µo 

<1>=[11 
ap ap 

T V µ 2r p -f +-f µo am m as s 

<1>=[11 p T fT V µo µ2r 

<1>=(,, p T V fv µo µ2r (4.13c) 

Como en general se cumple (4.12d), índice de refracción y densidad son invertibles para 

monómero y solvente. Para determinar la invertibilidad del iniciador se parte de las propiedades 

fisicas consideradas anteriormente ( a rpol / 81 >O, a rso, / 81 > O y a rpol / aI > a rsol / aI) y 

considerando únicamente la cinética del monómero se obtiene: 

(4.13d) 

o bien 

. ap ap ap 
p = 8m f m + as fs ~ 8m f m para { 1,2, 1, 1 } (4.13e) 

dado que el mapa/mes /-invertible nominal (4.5d) y robustamente (4.5g): 

entonces ( 4. l 3d,e) son resolubles para el iniciador, por lo que los mapas de estimabilidad 

correspondientes son x-invertibles. 

Para los otros conjuntos de índices de observabilidad ( { 1, 1,2, 1} y { 1, 1, 1,2} ), ya se analizó que 

nominalmente los mapas {fr, fv} dependen del iniciador (4.5 e,t): 
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por lo que cada mapa del conjunto {fT, fv} es /-invertible, y los mapas <1> correspondientes son x

invertibles. Para la determinación de la estimabilidad robusta, a partir de ( 4.5i) se observa que el 

mapa/v no es R /-invertible, por lo que se descarta el conjunto { 1, 1,1,2}. 

(ii) Los mapas cp (para {2, 1, 1, 1}, { 1,2, 1, 1} y { 1, 1,2, 1}) son L-continuos: 

<p = [: fm +: fs !/m +: fs LrfT fv r (4.13f) 

(iii) La dinámica no observable es RE-estable: 

(4.13g) 

En resumen, del análisis de estimabilidad para las mediciones 

Y = [ Tl( ffi, s), p( ffi, s), T, V r = [ Tl( X3, Xi), p( X3, X2 ), X4, X5 r se obtienen los siguientes resultados 

cualitativos: 

Grupo Conjuntos posibles Dinámica Estimación Estimación 
JC = JC'l +,cp +,cT+JCy k = { JC'l, JCp, JCT, JCy} observable nominal robusta 

(x,) 

,c = 4 { 1, 1, 1, 1} m, s, T, V Sí Sí (1) 

{2, 1, 1, 1} Si (l ,2) 
K = 5 { 1,2, 1, 1} m, s. T. V, 1 Sí Sí (1 ,2) 

{ 1, 1,2, 1} Si (1 ,2) 
{ 1, 1, 1,2 } No (3) 
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Notas: 

l.m,s-invertibilidad siempre que p: "# p~ y/o 11m "# 11s 

2.J-invertibilidad debido a que rp aumenta con el iniciador. 

3. Se descarta { 1, 1, 1,2} debido a que es útil sólo a nivel laboratorio, en donde los cambios 

de volumen son apreciables. 

La resolubilidad del problema de estimación es una consecuencia de tres propiedades fisicas que se 

presentan en cualquier reactor de homopolimerización por radicales libres ( en masa o solución): 

(1) La densidad o el índice de refracción disminuyen con la concentración de monómero. 

(2) La velocidad de polimerización se incrementa con la concentración de iniciador. 

(3) La dinámica del monómero es la única fuente de inestabilidad en el reactor debido al efecto 

gel. 

Por otra parte, a nivel industrial no resulta útil un índice de observabilidad alto para la medición de 

volumen, debido a la baja sensibilidad de los medidores industriales de nivel. 

La concentración de solvente se incluye en los estados de la dinámica observable si se emplean 

simultáneamente mediciones de densidad e índice de refracción. En caso de que se incluyan ambas 

mediciones, la resolubilidad depende asimismo de la diferencia entre las propiedades de los 

compuestos puros. 

Se verificó cualitativamente de que en caso de que sólo se disponga de una de las mediciones 

anteriores, el solvente puede formar parte de la dinámica observable si el reactor opera en régimen 

de efecto gel o si la reacción de transferencia a solvente es significativa. 

La relevancia del análisis realizado en este capítulo radica en que proporciona una orientación 

sobre las estructuras de estimabilidad ( conjuntos de índices de observabilidad y estados de la 

dinámica observable) para las cuales es resoluble el problema. Con base en el análisis se 

construyen y sintonizan los estimadores (apéndice E) y se verificarán los desempeños en el 

siguiente capítulo. 
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Capítulo V. Casos de estudio 

En este capítulo se presentarán los resultados que siguen al análisis de resolubilidad del 

problema de estimación. Se estudia el desempeño de estimadores no lineales para dos casos de 

estudio con datos experimentales reportados en literatura. Para cada conjunto de mediciones de 

los casos experimentales se utilizaron diferentes índices de observabilidad. 

Condiciones de operación 

Para corroborar los resultados obtenidos en el capítulo anterior y comparar el desempeño de los 

estimadores construidos a partir de diferentes conjuntos de observabilidad; se emplearon los 

modelos y datos experimentales de dos casos reportados en la literatura: 

a) Polimerización de metilmetacrilato (MMA) con etil-acetato (EA) como solvente y azobis

isobutironitrilo (AIBN) como iniciador, en un reactor en lote. 

b) Polimerización de MMA con tolueno (TOL) como solvente y AIBN como iniciador, en un 

reactor continuo con excitación periódica de temperatura y flujo de entrada de iniciador. 

Las condiciones de operación utilizadas para el reactor en lote son descritas por Ellis y col. (1994) 

y se encuentran resumidas en la Tabla 5.1. Se realizaron tres corridas a diferentes temperaturas. 

En las estimaciones se empleó la temperatura de 60 ºC, debido a que a tal temperatura el modelo 

describe mejor los datos experimentales. Se utilizarán como mediciones densidad y volumen ( en 

un reactor en lote, el volumen resulta conocido directamente a través de la densidad y la masa 

inicial total). 

Las condiciones para el reactor continuo son descritas por Mutha y col. (1997) y se resumen en la 

Tabla 5.2. El reactor opera con cambios en escalón en la temperatura y flujo de iniciador; la 

secuencia de cambios se mostrará posteriormente. Las mediciones a emplear serán densidad y 

temperatura. 

Los valores utilizados en las constantes de reacción y constantes fisicas son los reportados por 

Alvarez y col. ( 1990), a excepción de las constantes de transferencia a monómero y transferencia a 

solvente, cuyos valores fueron tomados de Ellis y col. ( 1994) y de Mutha y col. ( 1997). 
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Tabl a 5.1. Condiciones de ooeración en un reactor en lote (Ellis y col., 1994) 
Temperatura (ºC) 50, 60, 70 

Monómero (% peso, MMA) 25 
Volumen de solvente (mi, EA) 2,842 

Concentración de iniciador (M, AIBN) 0.05 

Tab la 5.2. Condiciones de operación en un reactor continuo (Mutha y col., l 997) 
Temperatura (ºC) 70 - 90 

Tasa de alimentación de monómero (Umin, MMA) 0.0133 
Tasa de alimentación de solvente (Umin , TOL) 0.02 

Volumen de reactor (L) 1.3 
Concentración de iniciador en la alimentación {M, AIBN) 0.032 

Tiempo de residencia (min) 40 

El problema de estimación consiste en la obtención de estimados de la conversión (e), la fracción 

masa de sólidos ( r/i), el peso molecular en número (Mn) y el peso molecular en peso (Mw). Los 

trabajos experimentales estudiados no muestran la fracción de sólidos experimental, por lo que 

mostrarán las predicciones de los estimadores. Se presentarán los resultados divididos en dos 

partes: (a) Resultados para un reactor en lote (con las condiciones de Ellis y col.), y (b) resultados 

para un reactor continuo (con las condiciones de Mutha y col.). 

Mapas de salida 

Por consistencia en el modelado, además del empleo de los parámetros de Ellis y col., y Mutha y 

col., se utilizaron los mapas de salida reportados en tales trabajos ( conversión y densidad). En el 

análisis con el reactor de Ellis y col. se empleará para la densidad y conversión estimadas las 

siguientes expresiones ( deducción en el apéndice D): 

(5.5a) 

WT wm ws w, - -
p p~ p; p~ 

C= 
wm wm 

(5.5b) 

p: p~ 

donde e,,,, &s, &1 son factores de contracción por la diferencia de densidad entre el polímero, y el 

42 



Casos de estudio 

monómero, solvente e iniciador, respectivamente; Vs y Vi son los volúmenes de solvente e 

iniciador agregados inicialmente al reactor; WT es la carga inicial total; Wm, w.,., w1 son las cargas 

iniciales de monómero, solvente, iniciador. La expresión de la densidad (5.5a) se obtuvo mediante 

aditividad de volúmenes, en tanto que la expresión de conversión es reportada por Ellis y col. 

Para el reactor de Mutha y col. las expresiones a utiliz.ar son: 

(5.6a) 

(5.6b) 

Pe es la densidad del flujo de entrada (monómero y solvente). Las deducciones de (5.6a) y (5.6b) 

se encuentran en el apéndice D. 

Conjuntos de índices de observabilidad 

De acuerdo con el análisis de estimabilidad realiz.ado en el capítulo anterior, debido a que el 

reactor tiene 7 estados y 3 mediciones (densidad, temperatura y volumen), existen 

matemáticamente 35 conjuntos posibles de mdices de observabilidad; tal número se puede reducir 

tomando en cuenta ciertas consideraciones relacionadas con el modelo y aspectos de ingeniería: 

a) El mapa h y los primeros 5 mapas (f1, ••• ,f5) no dependen de los momentos ("6 y x7), implicando 

que estos estados se encuentran en la dinámica no observable, por lo que el mapa de 

estimabilidad <l>¡ es de dimensión menor o igual a 5. Es decir, el entero K = Kp + KT + Kv puede 

ser 3, 4 o 5. Por otra parte, los mapas (f1, ••• ,f5) dependen débilmente del solvente debido a la 

baja tasa de transferencia al mismo; la concentración de solvente se encuentra 

fundamentalmente en la dinámica no observable (en la dinámica observable no hay información 

significativa des) y el entero Kpuede ser 3 o 4. 

b) En un reactor industrial, los cambios en volumen debidos a la conversión no se pueden detectar 

satisfactoriamente por un medidor de nivel o gravimétrico (Alvarez y Lopez, 1999), por lo que 

el mdice de observabilidad de volumen Kv debe ser igual a l. 

c) Para evitar una propagación excesiva de errores numéricos y de modelado, el mapa <p 

contendrá hasta la primera derivada de la velocidad de polimerización y segunda derivada de la 
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densidad (Kp, KT ~ 2), entendiéndose que la hipótesis de propagación de errores se validará 

posteriormente. 

A partir de estas consideraciones, el número de conjuntos de índices se reduce a 3, clasificados en 

dos grupos de acuerdo al entero K. 

Tabla 5.3. Coo·uotos de índices de observabilidad vectores de estados observables no observables 

Entero" Conjuntos de índices C; Estados observables x, Estados no observables x0 

3 e, = {1 , 1, 1} (m, T, V) (1, s, µo, µ2) 

4 
C2 = {2, l , 1} 

(m, T, V, 1) (s, µo, µ2) 
C3 = {1 ,2, 1} 

Estimabilidad robusta 

lnvertibilidad de los mapas <P 

Para C, la inclusión de la concentración de monómero en la dinámica observable se basa en el 

principio fisico de que la densidad disminuye con el aumento en la concentración de monómero, es 

decir: 

8p 
-- <Ü 
am 

(5 .1) 

lo que se cumple para el mapa de salida (4.9f): 

8p = _ EmP: < O 
8m 1- E m 

así como para los mapas de salida de Ellis y col., y Mutha y col. : 

(Ellis y col.) (5.2a) 

8p 
= am 

(Mutha y col.) (5.2b) 

con lo que el mapa <I> para C, es x- invertible. Por otra parte, para la invertibilidad a partir de 

{2, 1, I} se tiene del análisis de resolubilidad y los mapas <I>i : 
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y1 =p(m, v) (Ellis y col.) 

. 8p 8p 
Y1 =-fm +-fv am av 

(5.3a) 

Y1 = p{m,s) (Mutha y col.) 

. 8p 8p 
Yt = 8m fm + 88 f s (5.3b) 

y para { 1,2, 1 } 

Y2 =T 

Y2 = f T (5 .3c) 

considerando para (5.3b) sólo la dinámica del monómero se obtiene 

(5.4) 

La ecuación (5.4) es resoluble para el iniciador, es decir, es posible incluir al mismo en la dinámica 

observable. La /-invertibilidad se cumple debido a dos propiedades fisicas: 

1) Disminución de la densidad con la concentración de monómero ( 8p / 8m < O). 

2) Aumento de la velocidad de polimerización con la concentración de iniciador ( 8rpo1 / 81 > O). 

con lo que el mapa <l> para C2 es x-invertibles. 

Para C3, del capítulo 4 se sabe que (5.3c) es resoluble para el iniciador (por la dependencia de la 

velocidad de polimeriz.ación con respecto al iniciador), por lo que el mapa <l> para C3 es x

invertible. 

Estabilidad robusta y exponencial de la dinámica no observable ( x ;1 ( t )) 

Las trayectorias de la dinámica no observable son RE-estables debido a que la dinámica del 

monómero no se encuentra entre las no observables: 

[r .. . . µ;r = [r1 r s µ o fs fµ o fµ , • • • • para C1 · [1 .s J>( t).T(t) .V(t) .µ0 ,µ1 ] 

[ s· .. . ·r [ fµ o r µo µ 2 = f s f . . . ara C2 C3 
µ2 [t{t).s J>{t) .T(t).V(t)Jl 0 .µ2j p Y 

La dinámica del monómero con efecto gel es la única fuente de inestabilidad de las trayectorias del 

reactor. 
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En resumen, para estas mediciones (p, T y V) las trayectorias del reactor son RE - estimables con 

las siguientes estructuras de estimabilidad S; : 

S1 = {(1,1,1), X¡= (m, T, V)} 

S2 = {(2,1,1), x1 = (1, m, T, V)} 

S3 = {(1,2,1), x, = (1, m, T, V)} 

Se verificará el desempeño de los estimadores E1 y E2 asociados con las estructuras de 

estimabilidad S1 y S2, en el entendido de que S2 y S3 son nominalmente equivalentes. 

Tiempos de asentamiento y factores de amortiguamiento 

Los tiempos de asentamiento empleados y los factores de amortiguamiento para las ganancias de 

los estimadores no lineales fueron los siguientes: 

l(rJP,(tJv J= [125,50}nin (Ellis y col.) 

[(-ta)P,(-ta)T] = [100,75]min (Mutha y col.) 

SprrN = 0.71 

La relación de tiempos de asentamiento 'tp/'tv para el proceso de Ellis y col. es 2.5, siendo la 

misma relación que la de Alvarez y López (1999), aunque por tratarse de un reactor en lote, para 

el tiempo de asentamiento del volumen se puede utilizar el de densidad. El tiempo de asentamiento 

de la densidad en este proceso se determinó mediante prueba y error. Para el reactor de Mutha y 

col., el tiempo de asentamiento de densidad es el mismo que el de la conversión ( ~ 100 minutos, 

cuando se tiene el 98 % de la conversión en estado estacionario) a T y V . El tiempo de 

asentamiento de la dinámica de la temperatura es ~ 75 minutos, determinado a I, m, y V. 

El factor de escalamiento en tiempo so se hizo igual a 1 O, de acuerdo con la regla empírica de que 

"el estimador debe ser diez veces más rápido que el proceso" (Alvarez y López, 1999). 
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Reactor en lote 

En la figura 5.1 se presentan la conversión (a), peso molecular en número (b) y peso molecular en 

peso ( c) experimentales ( exp) y predichos por el modelo (M) para el reactor de Ellis y col. ( 1994 ), 

para la temperatura de 60 ºC. La conversión evoluciona dentro del intervalo (O - 0.8), en tanto que 

los pesos moleculares en número y peso cambian dentro de los intervalos (17000 - 28000) y 

(37000 - 52000), respectivamente. El modelo predice aceptablemente el peso molecular en peso, 

pero para el peso molecular en número se presenta un error sistemático en todo el tiempo de 

reacción y la conversión modelada diverge hacia los 50 minutos. 
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FIGURA S. l. Comparación entre predicciones del modelo (- - -) y datos experimentales (o) (Ellis y col.): 
(a) Conversión, (b) peso molecular en número, (c) peso molecular en peso. 
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En las figuras 5.2 y 5.3 se presenta el funcionamiento de los estimadores Et y E2, asociados con 

las estructuras de estimabilidad S t y S2. 

La conversión estimada converge más rápidamente que los pesos moleculares porque está más 

ligada a la dinámica observable, mientras que los pesos moleculares están más relacionados con la 

dinámica no observable. 
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FIGURA 5.2. Comparación entre predicciones de estimadores E., E2 y datos experimentales (o) (Ellis y col): 
(a) Conversión, (b) peso molecular en número, (c) peso molecular en peso. 

El estimador E2 presenta un comportamiento más oscilatorio en su desempeflo, lo que se observa 

en la estimación de pesos moleculares en número y en peso. El estimador Et presenta en general 
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un mejor desempeño; sus predicciones de pesos moleculares no presentan oscilaciones ni sesgo 

con respecto a los datos experimentales. El desempeño de los est~dores corrobora el fenómeno 

predicho por la teoría de estimación no lineal: a mayores índices de observabilidad se presenta 

mayor sensibilidad a errores de modelado y numéricos. 
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FIGURA 5.3. Comparación entre predicciones de estimadores Ei, E2 (Ellis y col.): 
(a) Concentración de iniciador, (b) fracción masa de sólidos. 

En la figura 5.3 se muestran las predicciones de los estimadores para la concentración de iniciador 

y la fracción masa de sólidos. La fracción masa está relacionada con la dinámica observable 

(siendo función de concentración de monómero y volumen) y ambos estimadores coinciden en la 

predicción. Por otra parte, la predicción de iniciador se degrada con E2; la inclusión de I en la 

dinámica observable no lleva a un mejor funcionamiento. 

En resumen, para la estimación de conversión y pesos moleculares en número y en peso en un 

reactor en lote, el estimador construido a partir del conjunto de índices de observabilidad { Kp, Kv} 

= { 1, 1} presenta mejor desempeño que el construido con { Kp, Kv} = {2, 1}. El aumento de la 

dimensión de la dinámica observable (mediante la inclusión de la concentración de iniciador) no 

conduce en este caso a un mejor desempeño; éste se degrada por la propagación de errores 

numéricos y de modelado. 
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Reactor continuo 

En la figura 5.5 se presentan la evolución de la conversión (a) y peso molecular en peso (b) 

experimentales ( exp) y predichos por el modelo (M) para el reactor de Mutha y col. ( 1997), para 

la secuencias en escalón de temperatura y flujo de iniciador, mostradas en la figura 5.4. La 

conversión evoluciona dentro del intervalo (O - 0.65), en tanto que el peso molecular en peso 

cambia dentro del intervalo (20000 - 90000). Se observa que el proceso exhibe cambios drásticos 

en conversión y peso molecular como resultado de los cambios de temperatura y flujo de iniciador. 

Existe un comportamiento ruidoso de la conversión que también existe en la densidad. 
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FIGURA 5.4. Secuencias de temperatura (a) y flujo de iniciador (b) en un reactor continuo (Mutha y col.) 
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FIGURA S.S. Comparación entre predicciones del modelo (M) y datos experimentales (Mutba y col): 
(a) Conversión, (b) peso molecular en peso. 
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La implementación de los estimadores con las condiciones reportadas por Ellis y col. ( 1994) 

muestra que el mejor desempeño se obtiene con índice de observabilidad igual a 1 para densidad 

( sin inclusión de iniciador en la dinámica observable). Con las condiciones de Mutha y col. (1997), 

el mejor desempeño también se obtiene con índice igual a 1 (figura 5.6). La estimación de la 

conversión es similar en ambos casos (E1 y E2): se presentan sesgos mayores en los tiempos en que 

el proceso tiene cambios en escalón simultáneos de temperatura y flujo de iniciador (239 y 965 

minutos). Tales sesgos ya se presentan en la predicción de la conversión por el modelo; la acción 

de los estimadores no alcanza a eliminar el sesgo. El comportamiento ruidoso en la conversión se 

debe a que la densidad tiene el comportamiento de la misma clase, el cual afecta a la dinámica 

observable. 

La estimación de peso molecular en peso presenta nuevamente un comportamiento oscilatorio con 

E2, al igual que el estudio con el reactor en lote; tal comportamiento se acentúa en los tiempos en 

que existe cambios simultáneos de temperatura y flujo de iniciador. 

En este proceso nuevamente la conversión estimada converge más rápidamente que el peso 

molecular en peso; esta rapidez en la convergencia se explica porque la conversión se encuentra 

más relacionada con la dinámica observable, mientras que el peso molecular con la no observable. 
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FIGURA 5.6. Comparación entre predicciones de estimadores Ei, ~ y datos experimentales (Mutha y col.): 
(a) Conversión, (b) peso molecular en peso. 
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FIGURA 5.7. Comparación entre predicciones de estimadores Ei, Ez (Mutha y col.): 
(a) Concentración de iniciador, (b) fracción masa de sólidos, (c) peso molecular en número. 

La predicción de concentración de iniciador, fracción masa de sólidos y peso molecular en número 

se obtienen resultados similares al estudio con el reactor de Ellis y col. En la fracción masa de 

sólidos ambos estimadores coinciden en la predicción; la fracción masa está relacionada con la 

dinámica observable. La concentración de iniciador predicha por E2 presenta oscilaciones 

violentas; la inclusión de / en la dinámica observable no conduce a un mejor funcionamiento . La 

predicción de peso molecular en número tiene las mismas tendencias que la del peso molecular en 

peso: la estimación con E2 tiene un comportamiento oscilatorio en ambos pesos moleculares. 

En resumen, en la estimación de conversión y peso molecular en peso en un reactor continuo, el 

estimador construido a partir de { Kp, Kr} = { 1, 1} presenta mejor desempeño que el construido con 
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{ Kp, Kr} = {2, 1}, al igual que el análisis realizado con el reactor en lote; la inclusión de la 

concentración de iniciador en la dinámica observable no conduce a un mejor desempeño. 

Por otra parte, se corrobora la suposición realizada en el análisis de estimabilidad: la consideración 

de índices de observabilidad menores o iguales a 2 para evitar la propagación excesiva de errores 

numéricos y de modelado producto de la presencia de derivadas de alto orden en las matrices no 

lineales de los estimadores. 

Estimación con dinámica térmica y ruido en temperatura 

En el caso anterior se estudió la estimación con ruido en la densidad (también manifestado en la 

conversión); en este caso se estudiará también considerando ruido en temperatura. En la figura 5.8 

se presenta la estimación de temperatura, conversión y peso molecular en peso cuando se emplean 

mediciones ruidosas de temperatura, tal como se reporta en el trabajo de Mutha y col. El ruido fue 

inyectado a intervalos de tiempo de 1 minuto, usando variables Gaussianas aleatorias, con una 

desviación estándar de 0.2 K. La ecuación diferencial correspondiente a la temperatura se modeló 

de la siguiente forma: 

donde Q representa el calor intercambiado. La ecuación diferencial original para la temperatura es: 

Obsérvese que r(I'-Tc) se ha sustituido por Q. La expresión para yes (apéndice 8): 

y(m s T T V)= -~{~-•~'S Te )A(v_) 
' ' ' e' V p(m, s )e p 

Debido a que en el trabajo de Mutha y col. no se reportan diversos parámetros y dimensiones del 

reactor, el cálculo de se afronta mediante la consideración de un estado adicional (Q). 

Como puede esperarse, se verifica una mayor propagación del ruido en temperatura y conversión, 

ya que son las salidas que más dependientes de la dinámica observable La estimación de 

temperatura tiene una rápida convergencia, pero se presentan disparos en la estimación cuando 

existen grandes cambios en escalón de la temperatura del proceso (a 739, 965 y 1179 minutos). 
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FIGURA 5.8. Comparación entre predicciones de estimador E1 y datos experimentales (Mutha y col.): 
(a) Conversión, (b) temperatura, (e) peso molecular en peso. 

El peso molecular, relacionado con la dinámica no observable, no resulta afectado por el ruido en 

temperatura. 

En la figura 5. 9 se presentan las predicciones para la concentración de iniciador, fracción masa de 

sólidos, peso molecular en número y calor intercambiado. La fracción masa de sólidos y el calor 

intercambiado, al estar relacionados con la dinámica observable, muestran comportamiento 

ruidoso en la estimación. La concentración de iniciador y el peso molecular en número no resultan 

afectados, al estar ligados a la dinámica no observable. 

54 



Casos de estudio 

0.06 

0.05 

~ 0.04 
0 

~ 0.03 

0.02 

0.01 

(a) 

o --------------1----1 
O 200 400 600 800 1000 1200 1400 

t (min) 

(c) 

80000 --------------, 

70000 

60000 

~ 50000 
e 
~ 40000 
= ¿ 30000 

20000 

10000 

o ----+--+--+-----+-----
º 200 400 600 800 1000 1200 1400 

t (mio) 

(b) 

0.2 

0.15 

0.1 

0.05 

o +----+--+--+----+---+-----i 

O 200 400 600 800 1000 1200 1400 
t (mio) 

(d) 

2.5 

0.5 

o +--+-+----+---+---+---lf+--1---~ 
O 200 400 600 800 1000 1200 1400 

t (min) 

FIGURA 5.9. Predicciones del estimador E1 (Mutha y col.): 
(a) Concentración de iniciador, (b) fracción masa de sólidos, 

(c) peso molecular en número, (d) calor intercambiado. 

Como resultado global del capítulo, se determinó que tanto para un reactor en lote ( con 

mediciones de densidad y volumen), como para un reactor continuo (con mediciones de densidad 

y temperatura) el estimador construido con índice de observabilidad igual a 1 para densidad 

presenta un mejor desempeño en comparación con índice igual a 2. Aunque ambos estimadores 

manifiestan comportamiento similar en la predicción de propiedades ligadas con la dinámica 

observable (conversión, fracción masa de sólidos), la estimación con índice 1 de pesos moleculares 

es mejor que la de índice 2. El aumento de índice 1 a 2 implica que el iniciador se incluye en la 

dinámica observable; la inclusión de iniciador en la misma no conduce a un mejor desempefio. El 

desempeño se degrada por la propagación de errores de modelado (ya que inexorablemente se 
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Casos de estudio 

tiene un modelo aproximado). Por otra parte, aunque la presencia de ruido en las mediciones 

afecta a la dinámica observable, las conclusiones se mantienen. 
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Conclusiones 

Capítulo VI. Conclusiones 

En este proyecto de investigación de tesis de maestría se estudió el problema de estimación 

para reactores de homopolimerización en solución (vía radicales libres), considerando que la 

polimerización en masa es un caso particular. Como casos de estudio se emplearon dos sistemas 

experimentales reportados en literatura. El estudio del problema de estimación abarcó el análisis 

de la resolubilidad del problema, la construcción y sintonización de los estimadores, y verificación 

del desempeño de los estimadores mediante el uso de mediciones experimentales ( densidad, 

temperatura, volumen) y comparación de las estimaciones con datos reportados ( conversión, 

pesos moleculares). El empleo de mediciones experimentales para la validación del estudio es una 

de las principales aportaciones de este trabajo. 

La resolubilidad se analizó en función de las mediciones (m/p/17, T, V) y los conjuntos posibles de 

índices de observabilidad. Se concluyó que en el proceso estudiado, las trayectorias del reactor 

son robusta y exponenciahnente estimables para ciertos conjuntos de índices de observabilidad. 

Asimismo se determinó analíticamente que los estados de la dinámica observable son la 

concentración de monómero, la temperatura, el volumen y la concentración de iniciador; la 

concentración de solvente puede incluirse en la dinámica observable mediante la incorporación de 

una medición adicional (si se emplea densidad, la medición adicional puede ser el índice de 

refracción) o bien si el reactor opera en régimen de efecto gel o si la reacción de transferencia a 

solvente es significativa. El estudio del desempeño se realizó para un reactor en lote ( con 

mediciones de densidad y volumen), y un reactor continuo ( con mediciones de densidad y 

temperatura). El estimador construido con índice de observabilidad igual a 1 para densidad 

presenta un mejor desempeño en comparación con el construido con índice igual a 2. La mejoría 

del desempeño se manifiesta principahnente en la estimación de propiedades ligadas a la dinámica 

no observable (pesos moleculares); ambos estimadores tienen comportamiento similar en la 

predicción de propiedades ligadas con la dinámica observable ( conversión, fracción masa de 

sólidos. El aumento de índice 1 a 2 implica que el iniciador se incluye en la dinámica observable; 

sin embargo, la inclusión de iniciador en la misma no conduce a un mejor desempeñ.o. El 

desempeño se degrada por la propagación de errores de modelado (ya que inexorablemente se 
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tiene un modelo aproximado). 

Como conclusión general se deriva que la estructura de estimabilidad afecta el desempeño de los 

estimadores para este tipo de procesos (homopolimeriz.ación en solución vía radicales libres); cada 

proceso requiere de un estudio de estimabilidad específico debido a las diferencias entre modelo, 

parámetros y condiciones de operación. Los índices de observabilidad altos favorecen la 

propagación de errores paramétricos y numéricos para este tipo de procesos, especialmente 

cuando existe cierta incertidumbre en el modelo. 

Por otra parte, la inclusión del solvente en la dinámica observable depende de una medición 

adicional, del efecto gel o bien de una mayor velocidad de transferencia de cadena. 
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Apéndice A. Vectores y matrices del estimador no lineal 

bd M := matriz M diagonal en bloques 

ru = bd[ rt , ... ,r;] 

o 1 o 
o o 

r.u = 
1 .......... 

V¡XV1 o o 
o o o 

fíu = bd[o~ , ... ,8~] 
0~=[1 o ... o] 
......... 
IXV¡ 

donde 

1 

o 

o 

o 
1 

o 

p = número de entradas exógenas (u) 

v; = índice i de exo-observabilidad 

o 

1 

donde 

m = número de salidas medidas (y) 

Kt = índice i de observabilidad 

1:Si:Sp 

Apéndice A 

(A.la) 

(A.lb) 

(A.2a) 

(A.2b) 

(A.3a) 

(A.3b) 
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Apéndice B 

Apéndice B. Modelo de homopolimerización en solución por radicales libres 

Esquema cinético 

Iniciación 

R+M 

Propagación 

Terminación 

P P k,c D 
i + j ) i+ j 

p_ + P. kld ) D . +D . 
1 J I J 

Transferencia de cadena a monómero 

Transferencia de cadena a solvente 

kr, ) D +S* 
1 

S*+M 

Transferencia de cadena a un agente de transferencia 

p + w krm ) D . + w• 
1 1 

Ecuaciones de balance de materia y energía ( en un RCT A) 

Iniciador 

(Bl.a) 

(Bl.b) 

(Bl.c) 

(Bl.d) 

(Bl.e) 

(B1.f) 

(Bl.g) 

(Bl.h) 

(Bl .i) 

(Bl.j) 

(B2.a) 
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Monómero 

Solvente 

Agente de transferencia 

Temperatura de reactor 

Temperatura de camisa de enfriamiento 

Masa total 

d(vp) 
dt = QePc - qp 

Radical R ( en lote) 

d(VR) = 2Vfk 1- Vk.RM 
dt d 1 

Radical S* (en lote) 

d(VS *) 
dt = VkfsSA.o - VkasMS * 

Radical W* ( en lote) 

d(VW*) 
dt = Vkrm W).. 0 - VkªMW* 

Radicales P; ( en lote) 

Apéndice B 

(B2.b) 

(B2.c) 

(B2.d) 

(B2.e) 

(B2.f) 

(B2.g) 

(B2.h) 

(B2.i) 

(B2.j) 

d(VP1) 
dt = Vk¡MR- v(kp + kfM)MPI - v(klc + k1d)P1A.o - VkfmPIW + VkfMMA.o - VkrsSPI 

+ VkªMW* +Vk
35

MS * 
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ct(VP3 ) ( ) 
dt = VkPMP2 - V kP + k™ MP3 - V(k 1c + k1d )P3A0 - VkfmP3 W - VkrsP3S 

y en general ... 

ct(VP;) ( ) 
dt = VkpMP;_1 - V kP + k™ MP; - V(k,c + k,d)P;Ao - VkemP;W- VkrsP;S 

i>l 

Radicales D; ( en lote) 

ct(vo 1) 

= VkfmPI W + Vk 1dP1A0 + VkfMP1M + Vkr5P1S 
dt 

y en general... 

1: par 

1: impar 

Apéndice B 

(B2.k) 

(B2.1) 

(B2.m) 
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Tasas de cambio de los estados 

Iniciador 

Solvente (adimensional) 

Agente de transferencia 

Monómero (adimensional) 

Temperatura 

Volumen 

V= -{Emrpol (1, m, s, W, T)+ Esrsol {I, m,s, W, T)}v + qc -q := f v 

Momento cero de cadenas inactivas 

Momento uno de cadenas inactivas 

Momento dos de cadenas inactivas 

A éndice B 

(B3.a) 

(B3.f) 
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Tasas de reacción 

Disociación de iniciador 

Transferencia a solvente 

rso1 (I, m, s, W, T) = krs (T},A 0 {I, m, s, W, T) 

Transferencia a agente de transferencia 

rw{I,m,s, W, T)= kfm (I,m,s, W, T)Wi0 (I,m,s, W, T) 

Propagación 

rP (I,m,s, W, T)= kP (I, m,s, W, T)mA 0 {I, m,s, W, T) 

Transferencia a monómero 

Polimerización total 

rpo1 {I,m,s, W, T) = :: r1 (I, T)+ rP {1,m, s, W, T)+ rm {I,m, s, W, T) 

1 Sº 
+ Mº rw{I,m,s, W,T)+ Mº r501 {I,m,s, W,T) 

Momento cero de cadenas inactivas 

( )
-{k,(I,m,s, W,T)i 0 (I,m,s, W,T)+Mºk™(I,m,s, W,T)m} 

rµ 0 l,m,s,W,T- A
0 

+ Sºkrs {I,m,s, W, T}, + kfm {I,m,s, W, T)W 

Momento uno de cadenas inactivas 

( )
-{k, (I, m,s, W, TP., 0 (1, m,s, W, T)+ Mºk™ {I, m,s, W, T)m} 

rµ 1 l,m,s,W,T - A
1 

+ Sºkrs {I, m, s, W, T}, + krm (1, m, s, W, T)W 

Momento dos de cadenas inactivas 

( )
-{k, (1, m, s, W, T)A0 (1, m,s, W, T)+ Mºk™ (1, m,s, W, T)m} 

rµ 2 I,m,s,W,T - A
2 

+ Sºkrs (1, m,s, W, T}, + krm {I, m,s, W, T)W 

Apéndice B 

(B4.a) 

(B4.b) 

(B4.c) 

(B4.d) 

(B4.e) 

(B4.f) 

(B4.g) 

(B4.h) 

(B4.i) 
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Definición de variables y propiedades 

Momentos de cadenas vivas 

00 

A2 = L i2P¡ 
i=I 

Momentos de cadenas inactivas 

00 00 

µ 1 = ¿iD; µ2 = ¿i2D; 
i=I i=I 

Concentraciones molares de monómero y solvente puros 

Concentraciones adimensionales de monómero y solvente 

M 
m=

Mº 

s 
s=

Sº 

Factores de contracción de monómero, solvente e iniciador 

Densidad 

( V) p: (1 Vs V1 J P m = -- -E m-E - -E -
' 1-E m s V I V 

m 

Pe= Il1e p: + Se p; (densidad del flujo de entrada) 

Conversión 

1-m-s 
c= 

1-E m-s m 

(Ellis y col., 1994) 

(Mutha y col., 1997) 

Apéndice B 

(85.a) 

(85.b) 

(85.c) 

(85.d) 

(85.e) 

(85.f) 

(85.g) 

(85.h) 

(85.i) 
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wm wm - - -p; p: 

Fracción masa de sólidos 

1-m-s 
~=-----

1-E m-E S m s 

~=1-m-s 

Pesos moleculares en número y en peso 

Polidispersidad 

Q=M ~ 

Mº 

Constantes de reacción 

Disociación 

Propagación sin gel 

Apéndice B 

(Ellis y col., 1994) (B5.j) 

(Mutha y col., 1997) (B5.k) 

(B5.1) 

(Ellis y col., 1994) (B5.m) 

(Mutha y col., 1997) (B5.n) 

(B5.o) 

(B5.p) 

(B6.a) 

(B6.b) 
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Apéndice B 

Terminación sin gel 

(B6.c) 

Transferencia a monómero 

(B6.d) 

Transferencia a solvente 

(B6.e) 

Efecto gel 

Constante de propagación con gel 

( ) 
kP0 (T) 

kpl,m,s,W,T= ('°()( ) ( ) l+ kpo Tpp TE m,s,T A- 0 I,m,s, W,T 
(B7.a) 

Constante de terminación con gel 

( ) k10 (T) 
k 1 1, m, s, W, T = { ( \o ( ) ( \-1 ( )} 1 + k 10 T p 1 1, W, TE m,s, T y.. 0 1, m,s, W, T 

(B7.b) 

Constante de transferencia a agente con gel 

kfin (1, m, s, W, T) = kfin
0
kp (1, m,s, W, T) (B7.c) 

V o lumen libre 

E(m,s, T)=exp[ A(T)~t+:¡¡(T)l (B7.d) 

A(T)= A, - B,(1-i )-c,(1 -;, r (B7.e) 

B(T)=A, -B,(1-f) (B7.f) 
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Tiempo de propagación 

Tiempo de terminación 

Momento O de cadenas vivas 

'-g (1,m,s, W, T) = fdkd (T)I8 1 (1, W, T)E{m,s, T) (intensidad de efecto gel) 

Momentos 1 y 2 de cadenas vivas 

Apéndice B 

(B7.g) 

(B7.h) 

(B7.i) 

(B7.j) 

(B7.k) 

( )
- Mºrpo1{I,m,s,W,T) 

1. 1 1, m, s, W, T - ( ) ( ) ( )m ( \. ( ) k 1 I,m,s,W,T '-o 1,m,s,W,T +MºkfM T +Sºkes Tp+kfin I,m,s,W,T W 

(B7.l) 

( )
-( 2MºkP(l,m,s,W,T)m J 

1. 2 1, m, s, W, T - 1 + ( ) ( ) ( )m ( \. ( ) 1.1 
k 1 I,m,s,W,T1. 0 l,m,s,W,T +MºkfM T +Sºkrs Tp+kfin I,m,s,W,TW 

(B7.m) 

Transferencia de calor 

Incremento adiabático de temperatura 

(B8.a) 

Calor intercambiado/capacitancia térmica 

( T T V)= h{m,s, T, Tc)A{V) 
y m, s, ' e ' V { )e 

p m,s P 

(B8.b) 
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Coeficiente de transferencia de calor (Bond y y Lippa, 1983) 

Viscosidad de la mezcla en el reactor (Alvarez y col. 1990) 

µ(m,s, T)= Aµ (T-273.15t8µEcµ(m,s, T) 

Viscosidad a temperatura de la camisa (Alvarez y col. 1990) 

µw (m,s, T, TJ= Aµ (T -273. I5t 8µ E~µ(m,s, TJ 

V o lumen libre a temperatura de la camisa 

Area de intercambio de calor 

V 1tD2 

A(V)=4-+-
DR 4 

Apéndice B 

(B8.d) 

(B8.e) 

(B8.t) 

(B8.g) 

(B8.h) 

(B8.i) 
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Valores utilizados en el modelo de polimerización y estimadores no lineales 

Tabla B. l. Condiciones iniciales 

Ellis col 1994 Mutha col 
I (M) 0.05 
s 0.754218 
m 0.238579 
T(K) 333 
V (L) 3.76814 
µo o 
µ2 o 
Q (K/min 

Tabla B.2. Propiedades básicas 

Peso molecular del monómero (PMm) 
Peso molecular del solvente (PM,) 
Peso molecular del iniciador (PM1) 

Densidad del monómero puro ( p:, g/L) 

Densidad del solvente puro ( p; ,g/L) 

Densidad del polímero puro (p~ ,g/L) 

Tabla B.3. Constantes de reacción 

o 
0.6 
0.4 

353.15 
1.3 
o 
o 
o 

Ellis col 1994 
100.12 (MMA) 

88 (acetato de etilo) 
164.21 (AIBN) 

896.689 

850.966 

1175.007 

199 

Mutha col 199 
100.12 (MMA) 
92. 15 (tolueno) 
164.21 (AIBN) 

878.5 

811 

1200 

Ellis v col (1994) M utha v col (1997) 
Disociación 

Ao 38.68508 38.68508 
Bo 15430.29 15428.744 

f;¡ (factor de disociación) 0.58 0.58 
Propagación sin gel 

Ap0 17.1999 18.39228 
Bn0 2190.74 2609.199 

Terminación sin gel 

Aw 22.49482 22.49482 
Bi0 352.793 352.758 

Transferencia a monómero 

A™ 26.788492 9.15694 

B™ 9082.03031 6733 .092 
Transferencia a solvente 

Ars 24.05683 6.9177 
Brs 7179.45634 5736.715 

Apéndice B 
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Tabla B.4. Efecto gel 

ción A(T) Parámetros para la fun 
Volumen lib re) 

0.1678 
o 

1.23517 
387.15 

ción B(T) Parámetros para la fun 
olumen lib re) 

As 0.03 
Ba o 

gación 
35.11094 

13964 
ación 

47.03 
48.85 

637.19 
17956 

Valores adicionales para el reactor de E/lis y col (19 94) 

Cargas de monómero, solvente e iniciador (g) 

Wm = 806.148 

Ws = 2418.444 

W¡ = 30.93965 

Volúmenes de solvente e iniciador (L) 

Vs = 2.842 

v, = 0.02714 

1997) 

Apéndice B 

Valores adicionales para el reactor de Mutha y col ( 

Concentraciones de entrada de monómero, solvente, momentos O y 2, temperatura de entrada y 

flujos de entrada y salida 

111e=0.4 

Se= 0.6 

Te= 353.15 K 

qe = 0.03333 L/min 
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q=-(Emrpol-Esrsou)V+qe+ :(v-vB) 

Va= 1.3 L (volumen de referencia) 

Entalpía de propagación ( caVmol) 

-~Hp = 13782 

Capacidad calorífica del mon+sol+pol (cal/g-K) 

Cp = 0.4 

Apéndice B 
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ApéndiceC 

Apéndice C. Indice de refracción 

En este apéndice se describe una expresión del índice de refracción r¡ (y sus derivadas) de una 

solución de monómero, polímero y solvente, en función de monómero y solvente. Para la 

descripción de tal expresión se emplea el incremento específico del índice de refracción. 

Incremento específico del índice de refracción 

El incremento específico del índice de refracción: 

dr¡ 
v=-

dc 
(CI) 

es el valor limite cuando Cpor ➔ O de la cantidad ( r¡- r¡o)lcpor, donde r¡ y r¡o son los índices de 

refracción de la solución y el solvente respectivamente y Cpor (g!ml) es la concentración de 

polímero en la solución. 

Relación del incremento del índice de refracción y la concentración de polímero 

La relación entre vy la concentración de polímero (cpor) es: 

Lorimer (1972) desarrolló una expresión para el coeficiente a2 en términos de r¡o y v. 

{3r¡~ -2)v2 

ª2 = 2r¡o{TJ~ +2) 

A partir de (C2) la expresión para el índice de refracción es: 

(C2) 

(C3) 

(C4) 

Para una solución de monómero, polímero y solvente, al monómero se le considera como otro 

solvente y r¡o está dado por: 

(C5) 

donde T/m y T/s son los índices de refracción del monómero y solvente, y m. y s. son las fracciones 

masa del monómero y solvente en la mezcla monómero + solvente (sin polímero). 

La expresión (C5) se reescribe en términos de m y s como: 
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AoéndiceC 

(C6) 

La concentración de polímero en la solución se obtiene mediante un balance de materia: 

(C7) 

En resumen, la expresión para el índice de refracción y las funcionalidades que contiene son: 

(C8) 

(C9a) 

(C9b) 

(C9c) 

Derivada parcial de índice de refracción con respecto al monómero 

En este punto se probará analíticamente mediante la derivada del índice de refracción con respecto 

al monómero, que esta medición depende de la concentración de monómero. 

Siendo la expresión para el índice de refracción en función de monómero y solvente: 

la derivada con respecto al monómero es 

ori Oflo acpol 2 ªª2 acpol 
-=--+v--+c - · +2a c am am am poi am 2 

poi am (ClO) 

desarro liando cada término de la derivada 

(Clla) 

acpol 
---
om (Cllb) 
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8a2 = f{ a ) °'lo 
8m T'Jo, 2 8m 

Apéndice C 

(Cl lc) 

es decir, aunque se verifique que los índices de refracción del monómero y solvente son iguales ( es 

decir, 1lm = 11s = 110 -a partir de C9a-, haciendo que Cl la y Cl lc se igualen a cero), la derivada de 

la concentración de polímero con respecto al monómero nunca es igual a cero (Cl lb), con lo que 

Oll 
-:;t:O 8m . 

Determinante del jacobiano de densidad e índice de refracción con respecto a m y s 

El mapa (p,11] es resoluble para m y s si el siguiente determinante es diferente de cero: 

8p ap 
8m as 

= ap Oll - ap Oll :;t: o det 

Oll Oll 
am as as am 

am as 
Las derivadas de la densidad con respecto a monómero y solvente son: 

8p 

am 

(C12) 

(C13a,b) 

sustituyendo en (C12) e igualando a cero para determinar las condiciones para las que el conjunto 

de mediciones no es m,s-resoluble, se obtiene: 

o bien 

Oll Oll 
E - - E -= O 

m as s 8m (C14) 

Si (C14) se desarrolla término a término : 
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(Cl5) 

El determinante es igual a cero si todos los términos del lado derecho de (C15) son iguales a cero. 

Designando como t,, ... ,4 a los términos del lado derecho de (C15), se realiza el análisis para los 

que cada término es igual a cero: 

t, = O si se cumple al menos una de las siguientes condiciones: 

1) p: = p; = p~. Las densidades del monómero y solvente son iguales a la del polímero, por lo 

que los factores de contracción (f:m, f:s) son iguales a cero. 

2) llm = lls = r¡o. Los índices de refracción del monómero y solvente son iguales al de la mezcla 

monómero + solvente. 

ti= O si se cumple la siguiente condición: 

p: = p;. Las densidades del monómero y solvente son iguales (si además son iguales a la del 

polímero, los factores de contracción -f:m, f:s- son iguales a cero). 

t3 = O si se cumple al menos una de las mismas condiciones que para t,. 
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4 = O si se cumple la misma condición que para ti. 

En conclusión [p, 11] no es m,s-resoluble ( determinante igual a cero) si se cumple alguna de las 

siguientes condiciones: 

1) p~ = p; = p; (Las densidades del monómero y solvente son iguales a la del polímero) 

2) T]m = T]s (= T]o) y p: = p; (Los índices de refracción del monómero y solvente son iguales, y lo 

mismo para las densidades). 
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Apéndice D. Deducción de las variables de interés para un reactor de 

homopolimerización en solución 

Densidad 

Para la deducción de la densidad se realiza la suposición de que los volúmenes específicos de 

monómero, solvente y polímero son aditivos: 

v = mvº + pvº +svº m p s 

donde: 

m : fracción masa de monómero en la solución 

p : fracción masa de polímero en la solución 

s : fracción masa de solvente en la solución 

las cuales cumplen la relación 

m+p+s=l 

Designando como 

p: : cantidad de masa de monómero en una unidad de volumen de la solución 

p; : cantidad de masa de polímero en una unidad de volumen de la solución 

P+ : cantidad de masa de solvente en una unidad de volumen de la solución s 

la densidad es entonces 

o en términos de las fracciones masa y las densidades de los compuestos puros 

sustituyendo (D2) en (D4) 

p= mp: +(1-m-s)p~ +sp; 

designando como factores de contracción para el monómero y solvente: 

(DI) 

(D2) 

(D3) 

(D4) 

(D5) 
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la ecuación (D5) se expresa 

sustituyendo p; a partir de (D6a) se obtiene la expresión para la densidad 

Densidad (E/lis y col., 1994) 

Para este caso, las fracciones masa cumplen la relación 

V V 
m+p+-5 +-1 = 1 

V V 

Apéndice D 

(D6a,b) 

(D7) 

(D8) 

en donde se sustituyó s = Vs(Volumen inicial de solvente)N y se define una fracción masa para el 

iniciador como V1N. 

Designando como 

p; : cantidad de masa de iniciador en una unidad de volumen de la solución 

la densidad es entonces 

o en términos de las fracciones masa y las densidades de los compuestos puros 

V V 
p= mp: +pp; + ~ p; +-ef p~ 

sustituyendo (D8) 

( 
V V) V V p= mpº + 1-m--s __ I pº +-s pº +-1 pº 

m V V P V 5 V 1 

designando como factor de contracción para el iniciador 

la ecuación (D 11) se expresa 

(D9) 

(DIO) 

(D11) 

(Dl2) 
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V V 
P=-E pºm-E pº-5 -E pº-1 +pº 

mp spy Ipy P 

sustituyendo p; a partir de (D6a) se obtiene la expresión para la densidad 

Densidad (Mutha y col, 1997) 

Apéndice D 

(D13) 

La expresión para la conversión ( en función de la densidad) reportada por Mutha y col. es la 

siguiente: 

~- 1 
C=-P __ 

o 

1- ~ p: 
a partir del factor de contracción para el monómero (D6a) se obtiene: 

p: 1 
-=--

y sustituyendo (D6a) y (D15) en (D14) se obtiene: 

Siendo la expresión para la conversión en función de m y s la siguiente 

1-m- s 
C=---

1- s 

la expresión para la densidad es: 

Conversión 

La conversión se define como 

masa de polimero · 
c=---------=--------

masa de monomero + masa de polimero 

(D14) 

(Dl5) 

(D16) 

(D17) 

(D18a) 
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1-m-s 1-m-s 
(D18b) 

Conversión (El/is y col., 1994) 

La expresión para la conversión reportada por Ellis y col. (1994) es la siguiente: 

WT wm ws W¡ 
- - - - - - -· 
p p: p; p~ 

(D19) C= 
wm wm 
- - -
p; p: 

Conversión (Mutha y col., 1997) 

La expresión original reportada para la conversión predicha es: 

(D20) 

o con variables adimensionales: 

p 1-m-s 
C=--=---

m+p 1-s 
(D21a) 

En función de la densidad, a partir de (D 16) la conversión es: 

C= 1-Em (1-~) 
Em p 

(D21b) 

Fracción masa de sólidos 

La fracción masa de sólidos se define como 

~ = masa de polimero 
masa total 

(D22a) 

(D22b) 
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Fracción masa de sólidos (E/lis y col., 1994) 

A partir de (D22a), (D8) y (D13), la fracción de sólidos es 

V V1 º 1-m- - 5 
- -

~= PPp =----v __ v __ 
_&_ (1-E ID-E Vs -E V¡) 1-E ID-E _V_s -E

1 
_VI 

1-E m 5 V 1 V m 5 V V 
m 

Fracción masa de sólidos (Mutha y col., 199 7) 

De acuerdo con (D22a), la fracción masa de sólidos es 

Apéndice D 

(D23) 

(D24a) 

y procediendo de forma similar que con la conversión, la fracción de sólidos queda expresada 

mediante variables adimensionales como sigue 

p 
~ =--=---- = 1-m-s 

m+p+s 

Peso molecular en número 

De (D2) se tiene 

p=l-m-s 

La concentración másica de polímero en la solución es: 

p; =pp~ =(1-m-s)p~ 

sustituyendo p~ a partir de (D6a) y dividiendo entre (PMm) 

M º 
µ =--(1-m-s) 1 1-E m 

El peso molecular en número se define como 

sustituyendo (D26) en (D27a) se obtiene 

M = p:(1-m-s) 
0 

{1-Em)µo 

(D24b) 

(D25) 

(D26) 

(D27a) 

(D27b) 
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Peso molecular en peso 

El peso molecular en peso se define como 

sustituyendo (D26) en (D28a) se obtiene 

PM!µ 2 (1-Em) 
M =-----

w p~{l-m-s) 

Apéndice D 

(D28a) 

(D28b) 
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Apéndice E 

Apéndice E. Construcción y sintonización de los estimadores no lineales 

La construcción y sintonización de los estimadores se realizará conforme al procedimiento descrito 

en el capítulo 111. 

Construcción 

Mediciones e índices de observabilidad 

El conjunto de mediciones es 

y=[p{m, s, V), T, vr 
para el que las trayectorias del reactor son RE - estimables con los siguientes conjuntos de índices 

de observabilidad 

C, = {1 ,1,1} , C2 = {2,1,1} 

Mapas de estimabilidad 

Los mapas de estimabilidad correspondientes a C, y C2 son: 

<I> = [ p{ m, s, V) T V I s µ 0 µ 2 r (Ela) 

<I> = [ ap f + ap r + ap r T v 
p am m as s av V S mo (Elb) 

Jacobianos e inversas 

Los jacobianos de los mapas de estimabilidad y sus inversas se enumeran a continuación. La 

nomenclatura de las derivadas parciales utilizadas es la siguiente: 

. ap 
P; = ai ; i : 1, m, s, T, V 
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para C1: 

o Ps Pm o Pv o o o o o 1 o o o 
o o o 1 o o o o o o o 1 o o 

1 o Pv o Ps o o o o o o 1 o o 
<l> = 1 o o o o o o <l>-1 = Pm Pm Pm 

(E2a) 
X X o 1 o o o o o 

o 1 o o o o o o o 1 o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o 1 o 
o o o o o o 1 o o o o o o 1 

para C2: 

o Ps Pm o Pv o o 
P1 Ps Pm Pr Pv o o 
o o o 1 o o o 

<l> = 
X 

o o o o 1 o o 
o 1 o o o o o 
o o o o o 1 o 
o o o o o o 1 

1 
. . . . 

Pm Pr PvPm - PmPv PsPm -PmPs o o --- -- -
PmP1 P, P, PmP, PmP, 
o o o o 1 o o 
1 o o Pv Ps o o 

<l>-1 = Pm Pm Pm (E2b) X o o 1 o o o o 
o o o 1 o o o 
o o o o o 1 o 
o o o o o o 1 

Matriz lineal proporcional 

Las matrices lineales proporcionales correspondientes, de acuerdo con (3 .14b) son: 
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. r•k; o 

s.U 
sok~Y1 o o 
ikº o o 

K 0 (so} = ~ s0 k; K 0 (so} = 
so 2p (E3a,b) 

o s
0
k; o o 

o o s0 k~ 

Matriz no lineal Gp 

La matriz no lineal Gp se obtiene de acuerdo con (3.16a), en donde 01 consiste de las primeras K 

columnas de <1>:1
• Para cada uno de los conjuntos, la matriz Gp es: 

para e,: 

o o o 
o o o 

s0 k;C~J o s0 k:(-::J 
G = (E4a) p o s

0
k; o 

o o s0 k~ 

o o o 
o o o 

para C2: 

s0 k~P(--4-J +s!k~P( ~ J 
PmP, P, 

s kº (- PT J o T · 
P, 

5 kº (- i>.P. -i>.Pv J o V . 
PmP, 

o o o 

s0 k;t~J o s.k~(-::J 
G = (E4b) p 

o s
0
k; o 

o o s0 k~ 
o o o 
o o o 

Matriz lineal integral 

Las matrices lineales integrales correspondientes, de acuerdo con (3.14c) son: 
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(E5a,b) 

o o 

Matriz no lineal G1 

La matriz no lineal G1 se obtiene de acuerdo con (3.16b), en donde 01 consiste de las primeras K 

columnas de <1>:1
• Para cada uno de los conjuntos, la matriz G1 es: 

para C1: 

o o o 
o o o 

❖t~) o s!k\(-::) 
G1= (E6a) o s2k i o o T 

o o s2 k i 
o V 

o o o 
o o o 

para C2: 

s3 k 1(-l) s2k1 (- PT) s2kl ( _ PvPm -PmPv) 
o p . o T · o V . 

P1 P1 PmP1 
o o o 
o o s!k~(-::) 

G = (E6b) p 

o s2k1 o o T 
o o s2k1 

o V 

o o o 
o o o 

El estimador no lineal es de la forma: 

:( = r[x,i1u Xu ,P] + G p(X, Xu ,P)[y -h{x,P)] + G J (x, Xu ,p) I [y- h{x,P)}i-r 
o 

(E7) 
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Sintonización 

Dinámicas de r orden 

Las ganancias k~ y k: (i = p, T, V) son los coeficientes de las dinámicas LNPA de segundo orden 

de los errores de estimación de las salidas: 

ü. + kºü . + k 1u . = O 
l 1 1 1 1 

(E8a) 

En términos del factor de frecuencia ro y del factor de amortiguamientos (Stephanopoulos, 1984) 

las dinámicas pueden reescribirse: 

u +2 .ro .u . +ro .u = .. s . 2 o 
1 1 l 1 1 l 

(E8b) 

Dado que el factor de frecuencia es el inverso del tiempo crítico ( ro = 11-rc) y que para dinámicas 

de segundo orden el tiempo de asentamiento es 

'tas = 4 'te / S (E9) 

las expresiones para las constantes del estimador son: 

o 8 
k¡ =-( -) 

'tas i 

I }6 

k¡ = (s-rasf 
(EIOa,b) 

Dinámica de 3er_ orden 

Las ganancias k~;, k;¡ y k: (i = p) son los coeficientes de las dinámicas LNPA de tercer orden de 

los errores de estimación de las salida: 

... kº .. kº . k' O U- + 1 U + 2.u . + U- = 
1 1 1 1 1 1 1 (El 1) 

en la que las constantes para el estimador están definidas en términos del tiempo de asentamiento y 

el factor de amortiguamiento: 

kº 12 1¡=-() 
'ta i 

k' = 64 
1 2 ( )3 s; -r ª i 

(E12a,b,c) 
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