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Ciudad de México, 5 de agosto de 2024





A mi madre y a mi abuela, por su enorme cariño, su constante esfuerzo y
sus muchas enseñanzas



Resumen

Una clase importante de códigos lineales son los códigos γ-constaćıclicos definidos sobre
un anillo, donde γ es una unidad en el alfabeto del código. Los códigos constaćıclicos son
una generalización de los códigos ćıclicos y han despertado el interés de algunos grupos
de investigación. En el presente trabajo, dado un número primo p y un entero n > 0 no
divisible por p, se describen códigos γ-constaćıclicos de longitud n definidos sobre el anillo
de Frobenius finito, local, conmutativo, con identidad y no de cadena Rk = Zpk + uZpk ,
donde u2 = 0 y k > 1. La descripción algebraica que se propone de estos códigos se da a
partir del Teorema Chino del Residuo y la teoŕıa de elementos idempotentes, motivo por
el cual se pide que p y n sean primos relativos, mcd(p, n) = 1, para tener aśı una condición
de separabilidad que será útil en el estudio de la familia de ideales del anillo cociente,

Rk[x]/⟨xn − γ⟩, con γ una unidad del anillo Rk.

Se presentan en este trabajo, resultados que podŕıa ser posible extender a otros anillos
con propiedades algebraicas similares, de cadena o no de cadena, para estudiar códigos
ćıclicos y constaćıclicos sobre dichos anillos a partir de esta propuesta de descripción de los
mismos. También son presentados ejemplos de aplicación del trabajo desarrollado, para
algunos valores espećıficos de p y k.

i



Agradecimientos

La presente tesis ha sido producto no sólo de mi esfuerzo, sino también del de mi
familia, a la cual agradezco profundamente por su apoyo incondicional en todo momento;
en especial a mi madre, es ella la primer persona a quién quiero agradecer.

En lo que respecta a lo académico, agradezco en primer lugar al doctor Horacio Tapia
Recillas, por mostrarme que la dedicación y esfuerzo rinden frutos. Su disciplina y entrega
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Introducción

La teoŕıa de códigos detectores-correctores de errores se inicia formalmente con los
trabajos “A Mathematical Theory of Communication”de Claude E. Shannon, (1948) y
“Error Detecting and Error Correcting Codes”de Richard W. Hamming (1950). A grandes
rasgos, el objetivo principal de la teoŕıa es el estudio y elaboración de métodos para la
transmisión y almacenamiento confiable y eficiente de información en medios susceptibles
de presentar ruido. Denotando por E al emisor, R al receptor, de manera esquemática
tenemos,

E Codificador Decodificador R

RUIDO

MENSAJE PALABRA MENSAJE

Figura 1: Problema fundamental de la teoŕıa de códigos detectores-correctores de errores

Hoy en d́ıa, desde el punto de vista matemático, la investigación de la teoŕıa de códigos
se realiza mediante una fuerte interrelación entre varias áreas de las matemáticas, como
lo son el álgebra, la teoŕıa de números, las matemáticas discretas, la combinatoria y teoŕıa
de diseños, la geometŕıa, la geometŕıa algebraica y la probabilidad sólo por mencionar las
ramas más conocidas. Desde el punto de vista de las aplicaciones, el estudio de códigos de
diversa naturaleza, en particular los lineales, tiene un impacto directo en nuestro d́ıa a d́ıa
con las implementaciones realizadas desde varios campos de la ingenieŕıa para el manejo
y transmisión de volúmenes de información, aśı como su procesamiento: comunicaciones
satelitales e inalámbricas, telefońıa celular y difusión (broadcasting) aśı como diversos
dispositivos de almacenamiento son algunos contextos en los que la teoŕıa de códigos
tiene aplicaciones.

Existen varios tipos de códigos. Los más estudiados han sido los códigos lineales defi-
nidos sobre campos finitos Fq, ya que ocupan un lugar preponderante en las aplicaciones.
Usados para resolver problemas de ingenieŕıa, se ha dado su descripción algebraica como
subespacios vectoriales de un Fq-espacio vectorial, donde Fq es un campo finito de q = pm

elementos, p un primo y m > 0 un entero. Dada la naturaleza electrónica de la transmi-
sión y almacenamiento de la información, los primeros modelos de estudio involucraron
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sucesiones de ceros y unos; por ello, los matemáticos usaron y desarrollaron métodos al-
gebraicos sobre el alfabeto de los números binarios, el campo finito F2, para estudiar a los
códigos y, posteriormente, extendieron esa teoŕıa a casos en los que el alfabeto es algún
campo finito Fq arbitrario.

En la segunda mitad del siglo XX, en la década de los 70, se publicaron un par de
art́ıculos de I. Blake, [1] y [2], en los que el alfabeto para representar a la información es
cambiado por un anillo finito, conmutativo con identidad y, casi veinte años después, se
publican los trabajos de A. Hammons, V. Kummar, A. Calderbank et al, ([3]), V. Pless
y Z. Qian ([4]) y J. Wood ([5]) que dan lugar a una intensa investigación sobre códigos
que tienen como alfabeto anillos finitos, profundizando las técnicas de la teoŕıa algebraica
de códigos o teoŕıa de códigos algebraicos, considerada ya una rama de las matemáticas
puras ([6]).

En los últimos 20 años se ha desarrollado mucha investigación sobre códigos lineales
cuyo alfabeto sea un anillo de Frobenius finito, conmutativo con identidad. Tales investi-
gaciones han girado en torno a la descripción de códigos ćıclicos, y sus generalizaciones,
definidos sobre anillos de Frobenius finitos de cadena (ver, por ejemplo, [7], [8]). En los
últimos años se ha despertado el interés de varios grupos de investigación por la descrip-
ción de códigos ćıclicos y constaćıclicos definidos sobre anillos finitos de Frobenius, no de
cadena, conmutativos con identidad, como lo son trabajos presentados en [9], [10] y, en
particular en nuestro páıs el llevado a cabo, por ejemplo, por [11]. Cabe mencionar, que
el inicio del estudio de códigos constaćıclicos se dio a partir de investigaciones realizadas
sobre códigos negaćıclicos llevados a cabo por E. Berlekamp en 1966 ([12]), definiendo
éstos códigos sobre campos finitos, y el de J. Wolfmann en 1999 ([13]) quién los definió
sobre el anillo Z4.

El presente trabajo de investigación, versa sobre la descripción de códigos lineales
de tipo constaćıclico con las siguientes caracteŕısticas: dado un número primo p y una
longitud n no divisible por p, se estudian códigos constaćıclicos definidos sobre el anillo
de Frobenius finito, local, conmutativo, con identidad, no de cadena

Rk = Zpk + uZpk

donde se satisface que u2 = 0 y Zpk es el anillo de enteros modulo pk. Es importante hacer
mención de que la investigación en sus inicios partió del estudio de códigos ćıclicos para el
caso en el que p = 2, es decir, el alfabeto era Z2k + uZ2k , con la longitud de tales códigos
impar (ver [14] y [15]). Se observó que los resultados obtenidos pod́ıan extenderse para un
p arbitrario y en el contexto de códigos constaćıclicos. Del trabajo [15]) y lo desarrollado en
la presente tesis se da el apéndice B, en el cuál se obtienen los códigos ćıclicos de longitud
n = 7 para el anillo R2 = Z4+uZ4. Investigaciones relacionadas y previas llevadas a cabo
por otros grupos de investigación, con un enfoque centrado en códigos lineales y ćıclicos
de longitud n impar sobre el anillo Z4 + uZ4, u

2 = 0, antecediendo el presente trabajo,
son los art́ıculos de B. Yildiz y S. Karadeniz ([9]), B. Yildiz y N. Aydin ([16]) aśı como
el realizado por R. Bandi y M. Bhaintwal ([17]). Nótese también que en J. Gao, F. Fu
et al ([18]), se presentó una descripción de códigos ćıclicos de longitud n sobre el anillo
Zpk + uZpk , u

2 = 0, donde p y n son primos relativos.
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Nuestro punto de vista al realizar el presente estudio difiere de los trabajos mencio-
nados al final del párrafo anterior: la metodoloǵıa usada en la presente investigación fue
partir de las propiedades algebraicas del anillo finito Rk, con particular énfasis en su con-
junto de ideales, a partir de lo cual se estudian a los códigos constaćıclicos de longitud n,
con n y p primos relativos, y que, desde el punto de vista algebraico, son ideales del anillo
cociente

Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩, γ ∈ U(Rk),

donde U(Rk) denota al grupo de unidades de Rk. Una vez obtenida una descripción de
estos códigos constaćıclicos, se procede a ampliarla a partir de elementos idempotentes
del anillo Rk,n.

El manuscrito está organizado de la siguiente manera: en el Caṕıtulo 1 se presentan las
definiciones, conceptos y resultados matemáticos necesarios para el desarrollo del presente
estudio, aśı como el contexto necesario de la teoŕıa de códigos lineales sobre anillos finitos
en el que se desarrolla la investigación. En el Caṕıtulo 2 se hace un estudio de la estructura
del anillo Rk, su conjunto de ideales, aśı como sus propiedades algebraicas. El Caṕıtulo
3 es la parte central de la presente tesis. En ese caṕıtulo se muestra un estudio de la
estructura algebraica de códigos constaćıclicos definidos sobre el anillo Rk usando de
forma combinada el Teorema Chino del Residuo y la teoŕıa de elementos idempotentes, en
nuestro contexto, el cuál es el de los anillos finitos, locales, conmutativos y con identidad.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente caṕıtulo se dan definiciones, conceptos y resultados generales de la
teoŕıa de códigos, del álgebra conmutativa y teoŕıa de anillos necesarios para llevar a cabo
nuestra investigación. Las principales referencias son [19] o [20] para aspectos generales
sobre álgebra conmutativa usados en el presente trabajo. Para los tópicos relacionados
espećıficamente con anillos finitos, el lector puede consultar [21] o [22]. Para profundizar
en los temas relacionados con la teoŕıa de códigos se recomienda [23] y, desde luego, el
texto clásico [24] para códigos lineales y ćıclicos sobre campos finitos. En particular, para
códigos lineales definidos sobre anillos finitos de Frobenius, el lector podŕıa consultar el
relativamente reciente texto [6].

1.1. Anillos locales finitos de Frobenius

Por un anillo (R,+, ·), denotado sólo por R, entenderemos siempre anillo conmutativo
con identidad, 1 ∈ R, a menos que se indique otra cosa. Si I es un ideal de un anillo R,
la conmutatividad nos asegura que todos los ideales son bilaterales.

Definición. Un anillo R conmutativo con un único ideal máximo m se dice que es local.
El anillo cociente R/m es el campo residual de R. Toda esta información estará abre-
viada en la terna (R,m,R/m). Si R es finito, tenemos que R/m = Fq es un campo finito,
con q = pm para p un primo y m > 0. En tal caso escribiremos la terna (R,m,Fq) para
indicarlo.

Dado un conjunto no vaćıo S ⊆ R, el ideal generado por S, denotado ⟨S⟩, está dado
por ⟨S⟩ = {∑m

i=1 risi | ri ∈ R, si ∈ S,m ∈ N}. En el caso en que S = {s1, s2, . . . , sn}, es
decir si S es finito, escribiremos ⟨S⟩ = ⟨s1, s2, . . . , sn⟩.

Definición. Sea R un anillo.

Sea L el conjunto de ideales de R y considere la relación de orden ⪯ en L inducida
por la inclusión de conjuntos. Si (L,⪯) es un orden total se dirá que el anillo es de
cadena. Diremos que R es no de cadena si (L,⪯) no es un orden total.
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Si (R,m,Fq) es finito y local, existe un entero t ≥ 1 tal que mt = ⟨0⟩ y mt−1 ̸= ⟨0⟩.
Tal t recibe el nombre de ı́ndice de nilpotencia del ideal m.

El anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en R es denotado por
R[x]. Dado un anillo local (R,m,R/m) tenemos el mapeo o función reducción módulo
m ¯ : R −→ R/m dada por r = r + m. Tal función ¯ se extiende de manera natural
a R[x] −→ (R/m)[x] haciendo f(x) 7→ f(x) donde f(x) = a0 + a1x + . . . + an−1x

n−1.
Escribiremos f ∈ R[x] en lugar de f(x) a menos que el contexto no sea claro.

Definición. Sea (R,m,Fq) un anillo finito, local, conmutativo con identidad. Sean f, g ∈
R[x].

(1) f ∈ R[x] es regular si no es un divisor de cero en R[x].

(2) Se dirá que f ∈ R[x] es básico irreducible si f es irreducible en Fq[x].

(3) f y g son primos relativos (o coprimos) si ⟨f⟩+ ⟨g⟩ = R[x].

(4) Un polinomio f es primario si el ideal generado por él, ⟨f⟩ ≠ ⟨1⟩, es primario, esto
es, gh ∈ ⟨f⟩ implica que g ∈ ⟨f⟩ o hm ∈ ⟨f⟩ para algún m > 0.

Recordemos que, dados f y g polinomios en R[x], se dice que f es un divisor de g si
⟨g⟩ ⊆ ⟨f⟩; y que f será un divisor propio de g si se tiene la inclusión propia ⟨g⟩ ⊂ ⟨f⟩.
En particular, para g ∈ R[x] regular, se tiene la equivalencia siguiente: f es divisor propio
de g en R[x] si y sólo si f es divisor propio de g en (R/m)[x].

El lema de Hensel generalizado, que se enuncia a continuación, garantiza que dada una
factorización como producto de polinomios primos relativos por pares sobre Fq[x] esta se
levanta como una factorización de polinomios primos relativos por pares sobre R[x], con
R un anillo local.

Teorema 1.1. [Lema de Hensel, [21], XIII.4] Sea f ∈ R[x], con (R,m,Fq) anillo finito,
local, conmutativo con identidad; tal que

f = g1g2 · · · gm ∈ Fq[x],

donde g1, . . . , gm son primos relativos por pares. Entonces, existen g1, g2, . . . , gm ∈ R[x]
tales que

(a) g1, g2, . . . , gm son primos relativos por pares,

(b) gi +m = gi, 1 ≤ i ≤ m;

(c) f = g1g2 · · · gm.

Con respecto a los polinomios regulares sobre un anillo finito (R,m,R/m) local y su
factorización, serán necesarios los siguientes resultados.
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Teorema 1.2. [Teorema XIII.7, [21]] Sea f ∈ R[x] un polinomio regular, con (R,m,R/m)
local y finito. Se cumple lo siguiente:

(i) Si f es irreducible, entonces f es irreducible.

(ii) Si f es irreducible, entonces f = δgl, donde δ ∈ R/m \ {0}, l > 0 entero y g ∈
(R/m)[x] es mónico irreducible.

(iii) Si f tiene ráıces distintas en la cerradura algebraica de R/m, entonces f es irredu-
cible si y sólo si f es irreducible.

Demostración. Para el apartado (i), suponga que f ∈ R[x] no es irreducible, entonces, sin
pérdida de generalidad, asuma que f = gh para ciertos f, g ∈ R[x] y por lo tanto f = gh,
de donde g ó h es una unidad. Suponga que g es una unidad, es decir, g ∈ R/m \ {0}.
Dado que g = a0 + a1x + . . . + amx

m ∈ R[x], se tiene entonces que g = a0 y por lo
tanto g = a0 + r(x) con r(x) nilpotente y a0 ∈ U(R), es decir, g es una unidad en R[x].
Para probar (ii), suponga que f = δ

∏m
i=1 g

li
i , con δ ∈ R/m \ {0} y los gi polinomios

mónicos, irreducibles y coprimos por pares. Por el Lema de Hensel, Teorema 1.1, y de
la irreducibilidad de f en R[x] se deduce que m = 1 y por lo tanto es posible escribir
δ
∏m

i=1 g
li
i = δgl. La parte (iii) es una consecuencia de (i) y (ii), con las hipótesis dadas.

La demostración del siguiente resultado viene dada en [21].

Teorema 1.3. (Teorema XIII.11, [21]) Sea f ∈ R[x] un polinomio regular, con (R,m,R/m)
anillo finito y local. Entonces,

(i) f = δ
∏m

i=1 gi, con δ ∈ U(R[x]) y gi ∈ R[x] polinomios regulares, primarios y primos
relativos por pares.

(ii) Si f = δ
∏l

i=1 gi = β
∏m

i=1 hi, con δ, β ∈ U(R) y con gi, i = 1, . . . , l; hj, j = 1, . . . ,m
son polinomios primarios, primos relativos por pares, entonces m = n y, después de
un reordenamiento de ı́ndices, ⟨gi⟩ = ⟨hi⟩, 1 ≤ i ≤ m.

Dado un ideal I de un anillo R, no es dif́ıcil comprobar que dado el conjunto

I[x] = {f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈ R[x] | ai ∈ I},

este es un ideal de R[x].

Definición. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Se define el espectro máximo
de R por

Specm(R) = {m ⊂ R | m es ideal máximo},
y el radical de Jacobson de R, denotado por Rad(R), como

Rad(R) =
⋂

m∈Specm(R)

m.
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Los elementos de Rad(R) son caracterizados de la siguiente manera:

Proposición 1.4. [ver [19], Proposición 1.9] Dado un anillo conmutativo con identidad
R se tiene que r ∈ Rad(R) si y sólo si 1− rs es una unidad en R para toda s ∈ R.

Dado un anillo finito, local, conmutativo con identidad (R,m,Fq) y su anillo de poli-
nomios R[x], del hecho que Rad(R) = m tendremos que m[x] es el ideal formado por los
elementos nilpotentes de R[x].

Lema 1.5. Sean f, g ∈ R[x], R un anillo finito, local y conmutativo (R,m,R/m). En-
tonces, f y g son primos relativos (o coprimos) en R[x] si y sólo si f y g son primos
relativos en Fq[x].

Demostración. Sean f, g ∈ R[x] y suponga que f, g son primos relativos. Entonces existe
λf , λg ∈ Fq[x] tales que λff +λgg = 1, de donde en R[x], λff +λgg = 1+ r con r ∈ m[x].
Dado que R es local, 1 + r es una unidad en R[x] y por lo tanto,

(1 + r)−1λff + (1 + r)−1λgg = 1.

La implicación rećıproca se sigue de las definiciones.

Del Teorema 1.3, en un anillo finito, conmutativo y local R la factorización de un
polinomio regular es, en general, dada por factores (polinomios) regulares.

Proposición 1.6. Sea f ∈ R[x] un polinomio mónico regular, donde (R,m,R/m) es un
anillo finito, conmutativo y local. Suponga que en (R/m)[x] se tiene que f =

∏m
i=1 gi

con los gi polinomios distintos, mónicos e irreducibles. Entonces f admite una factoriza-
ción única como producto de polinomios distintos, mónicos, básicos irreducibles y primos
relativos por pares.

Demostración. Dado que, en (R/m)[x] se tiene que f =
∏m

i=1 gi con los gi polinomios
distintos, mónicos e irreducibles, del Lema generalizado de Hensel, 1.1, tenemos que esta
factorización es levantada a

f =
m∏
i

gi

con cada gi tal que gi + m = gi y con gi coprimo con gj si i ̸= j. Por el Teorema 1.2,
cada gi es básico irreducible, i. e., irreducible. Como cada uno de los gi es preimagen de
un correspondiente gi ̸= 0, estos son regulares en R[x] y se tiene que,

f =
m∏
i

gi,

es una descomposición factorial de f en polinomios regulares, primarios y coprimos por
pares. Del Teorema 1.3, tal descomposición es única.
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1.1.1. Anillos de Frobenius finitos

Recordemos que dado un anillo R, no necesariamente conmutativo, se denota por RM
a un R-módulo izquierdo y que, análogamente, MR denota a un R-módulo derecho. Si el
anillo R es finito, conmutativo con identidad se dice que un R-módulo (izquierdo) M es
simple si y sólo si se tiene el isomorfismo M ∼= R/m, como R-módulos, para algún ideal
máximo m de R o, equivalentemente, si los únicos submódulos de M son los triviales. Un
ideal I de un anillo R es irreducible si visto como un R-módulo es simple.

Definición. Dado un anillo R, se define el zoclo de R, denotado Soc(R), como el ideal
generado por la suma de los ideales irreducibles de R.

Existen varias definiciones equivalentes de cuando un anillo es de Frobenius (ver por
ejemplo [25], §16, caṕıtulo 6). En lo que respecta a este trabajo usaremos la siguiente, que
se puede consultar en [5].

Definición. Un anillo finito, no necesariamente conmutativo, con identidad R es de
Frobenius si satisface

R(R/Rad(R)) ∼= Soc(RR),

(R/Rad(R))R ∼= Soc(RR),

como R-módulos.

Nótese que en el caso en el que R sea conmutativo basta verificar sólo una de las condi-
ciones.

Proposición 1.7. Sea (R,m,Fq) un anillo finito, local, conmutativo con identidad. R es
de Frobenius si y sólo si Soc(R) es un R-módulo simple.

Demostración. Si R es de Frobenius, entonces Soc(R) ∼= R/Rad(R) = R/m es simple
como R-módulo. Rećıprocamente, si Soc(R) es un R-módulo simple, entonces Soc(R) ∼=
R/m para algún ideal máximo m y como R es local se tiene que Soc(R) ∼= R/Rad(R).

1.2. El Teorema Chino del Residuo

En esta sección, dada la importancia del mismo para el presente trabajo, se muestra a
manera de recordatorio un breve estudio del Teorema chino del residuo (abreviado como
TCR).

En general, dado un anillo R conmutativo con identidad, dos ideales a1, a2 de R se
dicen coprimos si ocurre que a1 + a2 = R. En general, para ideales a, b de un anillo
conmutativo con identidad R se tiene de las definiciones que a∩ b ⊇ ab donde ab denota
el producto de ideales, esto es, el ideal generado (sumas finitas) por todos los productos
ab con a ∈ a, b ∈ b. Si a y b son coprimos, entonces a ∩ b = ab ya que existen a ∈ a y
b ∈ b tales que a + b = 1 y por lo tanto, para c ∈ a ∩ b tenemos que c = ca + cb ∈ ab.
Dados dos elementos r, s ∈ R y un ideal a de R se dirá que r ≡ s mód a si r − s ∈ a.
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Lema 1.8. Sea R un anillo conmutativo con identidad y a1, a2 ideales coprimos de R.
Dados r1, r2 ∈ R, entonces existe un r en R tal que

r ≡ r1 mód a1

r ≡ r2 mód a2.

Demostración. Como a1 + a2 = ⟨1⟩, existen ai ∈ ai, i = 1, 2 tales que a1 + a2 = 1 de ah́ı
que

a1r1 + a2r1 = r1

a1r2 + a2r2 = r2

y por lo tanto, no es dificil ver que el elemento de R definido por r = a1r2+a2r1 satisface
las condiciones pedidas.

Corolario 1.9. Sean a1, a2, a3 ideales coprimos por pares de un anillo conmutativo con
identidad R. Dados r1, r2, r3 ∈ R, existe r ∈ R tal que r ≡ ri mód ai con i = 1, 2, 3.

Demostración. De las hipótesis, existen aj1 ∈ a1, aj ∈ aj con j = 2, 3 tales que

a21 + a2 = 1, a31 + a3 = 1 lo que implica (a21 + a2)(a31 + a3) = 1,

es decir,
a21a31 + a21a3 + a2a31 + a2a3 = 1, de donde a1 + a2a3 = R.

Por el Lema 1.8, existe un x1 ∈ R tal que x1 ≡ 1 mód a1 mientras que x1 ≡ 0 mód a2a3.
Note que si x1 ≡ 0 mód a2a3, entonces x1 ∈ a2 ∩ a3. El mismo argumento garantiza
existen xj ∈ R tal que xj ≡ 1 mód aj y xj ≡ 0 mód

∏
i ̸=j ai, j = 2, 3. Entonces

r = r1x1 + r2x2 + r3x3

satisface lo solicitado.

Con las ideas anteriores, la demostración del resultado principal de esta sección se sigue
fácilmente.

Teorema 1.10 (Teorema Chino del Residuo). Sean R un anillo conmutativo con
identidad y a1, a2, . . . , am ideales de R coprimos por pares, esto es, ai + aj = R para
todo i ̸= j. Si r1, r2, . . . , rm son elementos de R entonces existe un elemento r ∈ R tal
que r ≡ ri mód ai para i = 1, 2, . . . ,m.

Demostración. Usando el Lema 1.8, para cada i = 1, . . . ,m existe un xi ∈ R tal que xi ≡ 1
mód ai y xi ≡ 0 mód

∏
j ̸=i aj, pues para cada i = 1, . . . ,m, se tiene que ai+

∏
j ̸=i aj = R

ya que existen elementos aji, aj tales que

aji + aj = 1, con aji ∈ ai, aj ∈ aj, j ̸= i,

lo que implica, por una aplicación sucesiva de la ley distributiva, que para cada i =
1, 2, . . . ,m fijo se tiene que

∏
j ̸=i(aji + aj) = Ai + Aj = 1 con Ai ∈ ai, Aj ∈

∏
j ̸=i aj. Sea

r = r1x1 + r2x2 + . . .+ rmxm,

por construcción r ≡ ri mód ai.
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Como una consecuencia directa del Teorema 1.10 se tiene el siguiente corolario, el cual
será de utilidad para la descripción de códigos constaćıclicos.

Corolario 1.11. Sean a1, a2, . . . , am ideales coprimos por pares de un anillo conmutativo
con identidad R. Sea

Φ : R −→
m∏
i=1

R/ai =
m⊕
i=1

R/ai

la función inducida por el mapeo canónico R −→ R/ai para cada factor. Entonces Φ es
una sobreyección de anillos con núcleo kerΦ =

∏m
i=1 ai. Se tiene aśı un isomorfismo

R/

m∏
i=1

ai ∼=
m⊕
i=1

R/ai

de anillos.

Demostración. Considere

(r1 + a1, r2 + a2, . . . , rm + am) ∈
m⊕
i=1

R/ai.

Por el Teorema 1.10, existe un r ∈ R tal que r ≡ ri mód ai, por lo que Φ es sobreyectiva.
Note que r ∈ kerΦ si y sólo si r ∈ ⋂m

i=1 ai. Del primer Teorema de isomorfismo para
anillos se sigue la última afirmación.

Como un ligero abuso de la notación, se denotará también por Φ al isomorfismoR/
∏m

i=1 ai −→⊕m
i=1R/ai del Corolario 1.11 y está definido por

r +
m∏
i=1

ai 7→ (r + a1, r + a2, . . . , r + am).

1.3. Elementos idempotentes en anillos locales finitos

En esta sección se brindan las definiciones y resultados necesarios relacionados con
elementos idempotentes en un anillo. Mayor detalle se puede encontrar en el Caṕıtulo VII
de la referencia [21] en lo que a anillos finitos se refiere, o bien, en un contexto mucho más
general, el Caṕıtulo 7 de la referencia [26], secciones 21 y 22.

Desde el punto de vista de la teoŕıa algebraica de códigos, se han usado idempotentes
para realizar descripciones de los llamados códigos ćıclicos minimales definidos sobre cam-
pos finitos. Ver por ejemplo el texto [23]. En lo que respecta a códigos ćıclicos definidos
sobre anillos finitos, se han utilizado elementos idempotentes en las investigaciones [4] y
[7].
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Definición. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Se dice que e ∈ R es idempo-
tente si e2 = e. Si e ̸= 1, 0, se dice que e es no trivial. Se denotará por E(R) al conjunto
de elementos idempotentes del anillo R. Dados e, f ∈ E(R), si ef = 0, se dirá que los
elementos e, f son ortogonales entre śı. Un elemento idempotente no cero e ∈ E(R) es
primitivo si e = f + g, con f, g ∈ E(R) ortogonales entre śı, entonces e = 0 ó f = 0. Un
conjunto de elementos idempotentes {e1, e2, . . . , el} ⊂ E(R) tales que

e1 + e2 + . . .+ el = 1

recibe el nombre de conjunto completo de elementos idempotentes. Si cada uno de
los elementos del conjunto anterior satisfacen que son primitivos y ortogonales entre śı
por pares, se dirá que se tiene un conjunto completo de elementos idempotentes
primitivos ortogonales por pares.

En ocasiones, se escribirá correspondientemente idempotente (idempotentes) para referirse
a un elemento idempotente (elementos idempotentes).

Proposición 1.12. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Suponga que

E = {e1, e2, . . . , el} ⊂ E(R),

es un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares. En-
tonces, E es único.

Demostración. Suponga que existe algún otro conjunto completo de idempotentes primi-
tivos ortogonales por pares F = {f1, f2, . . . , fm} ⊂ E(R) con l ≤ m. Del hecho de ser E
y F conjuntos completos de idempotentes tenemos que

ei = ei

m∑
j=1

fj,

pero, por hipótesis, cada ei ∈ E es primitivo y de la ortogonalidad por pares de los fi se
deduce que ei = eifj para algún j ∈ {1, . . . ,m}. De manera similar tenemos que, para tal
j, fj = elfj. Se afirma que ei = el. Si l ̸= i, entonces ei = eifj = ei(elfj) = 0, lo que no
es posible dado que ei es primitivo, por lo tanto ei = el, de donde ei = eifj = fj. Esto
argumento prueba también que l = m.

Recordemos que un anillo R conmutativo con identidad es descomponible si existe una
familia finita de anillos conmutativos con identidad R1,R2, . . . ,Rl no triviales y tales que
Ri ⊂ R para cada 1 ≤ i ≤ l como ideales y de tal modo que R ∼=

⊕l
i=1Ri. Un anillo

es indescomponible si no es descomponible. Es conocido, además, que dado un elemento
idempotente e ∈ R, se tiene la descomposición

R = eR⊕ (1− e)R,

donde 1− e es el idempotente complementario de e (caṕıtulo 7, sección 21 ver [26]).
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Proposición 1.13. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Suponga que E(R) ⊃
{0, 1} y sea e ∈ E(R) \ {0, 1}. Entonces eR = ⟨e⟩ es un anillo indescomponible si y sólo
si e es elemento idempotente primitivo.

Demostración. Suponga que e ∈ R es elemento idempotente primitivo. Que eR = ⟨e⟩ es
un anillo se deriva de las propiedades de ser un ideal, más aún, para cualquier r ∈ R se
cumple que e(er) = e2r = er por lo que e es la identidad en eR. Si eR = f(eR)⊕(e−f)eR,
para f ∈ E(eR), por ser e primitivo se debe tener que f = 0 o e − f = 0 y por lo tanto
el anillo eR es indescomponible.

Si se supone ahora que el anillo eR es indescomponible, se afirma que su conjunto
de idempotentes E(eR) = {e, 0}. Suponga que e = f + g con f, g ∈ E(R) idempotentes
ortogonales entre śı. Es claro que entonces e = ef + eg ∈ eR con ef y eg idempotentes
ortogonales entre śı. Por otra parte, para un h ∈ E(eR) con h ̸= e, 0 se cumple que
eR = h(eR) ⊕ (e − h)(eR) que contradice la hipótesis de ser eR indescomponible. Aśı
pues, f = 0 ó g = 0 y por lo tanto e es elemento idempotente primitivo.

1.4. Códigos lineales y constaćıclicos sobre anillos

1.4.1. Códigos lineales sobre campos finitos

Los códigos detectores-correctores de errores, como su nombre indica, ayudan a detec-
tar y corregir problemas que surgen durante la transmisión y recepción de información a
través de un canal susceptible de presentar ruido ([23]). Dada la naturaleza de la transmi-
sión y almacenamiento de la información a través de medios electrónicos, en un inicio se
trabajó sobre el campo binario F2, extendiéndose después las ideas a campos finitos Fq.
Los códigos pueden ser lineales o no lineales.

Dado que el presente trabajo trata sobre una subfamilia de códigos lineales, se procede
a dar las definiciones necesarias para establecer el contexto adecuado. Con la finalidad de
fijar ideas, recordemos la definición de código lineal sobre un campo finito y algunos otros
términos relacionados.

Definición. Sea Fq un campo finito con q elementos, q = pm para un número primo
p y un entero m > 0. Un subespacio C de dimensión k del Fq-espacio vectorial Fn

q es
un código lineal de longitud n y dimensión k. El campo base Fq recibe el nombre de
alfabeto del código. Una palabra de código, o simplemente palabra, es un vector
c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C.

Dado un conjunto X se define d̄ : X ×X −→ R por

d̄(x, y) =

{
1 si x ̸= y

0 si x = y

No es dif́ıcil probar que la función d̄ es una métrica, más aún, en realidad es la métrica
discreta definida en X.
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Definición. Sea (n, k)− C un código lineal sobre Fq.

Se define la distancia de Hamming entre dos palabras x,y ∈ C, denotada por
dH(x,y), como el número de coordenadas en que difieren. Ello se puede escribir en
términos de la métrica discreta definida en Fq. Esto es, si x = (x0, x1, . . . , xn−1), y =
(y1, y2, . . . , yn−1) ∈ Fn

q , entonces

dH(x,y) =
n−1∑
j=0

d̄(xj, yj)

Se define el peso de Hamming de una palabra, x ∈ C, denotado por wH(x), como
el número de coordenadas no nulas de la misma o bien wH(x) = dH(x, 0).

De lo anterior, se cumple que dH(x,y) = w(x− y).

Ejemplo 1. Si x = (1, 0, 0, 1, 1, 0), y y = (1, 0, 0, 0, 1, 0)

dH(x,y) = 1,

mientras que
wH(x) = 3.

De las definiciones se sigue de forma directa la siguiente proposición.

Proposición 1.14. La distancia de Hamming es una métrica en Fn
q .

Definición. La distancia mı́nima, d, de un código C se define como

d = mı́n
x ̸=y

{dH(x,y) | x,y ∈ C} = mı́n
x ̸=y

{w(x− y) | x,y ∈ C} = mı́n{w(x) | x ∈ C \ {0}

Cuando son definidos sobre campos finitos, los códigos lineales tienen parámetros
que los distinguen. Dado un código lineal C, este tendrá los siguientes parámetros: Su
longitud n, su dimensión k, su eficiencia R = k

n
y su distancia mı́nima d. Para indicar

tales parámetros de manera abreviada se escribe usualmente (n, k, d)−C ó, si no se conoce
el parámetro d, (n, k) − C para un código lineal C de longitud n y dimensión k definido
sobre un campo finito Fq.

Finalmente, recordemos que en el espacio vectorial Fn
q se define el producto interno

usual • : Fn
q × Fn

q −→ Fq, es decir, dados x = (x0, x1, . . . , xn−1),y = (y0, y1, . . . , yn−1),

entonces x • y =
∑n−1

i=0 xiyi. Bajo este producto interno, dado un código lineal C ⊂ Fn
q se

define el código dual C⊥ de C por

C⊥ = {x ∈ Fn
q | x • c = 0 para todo c ∈ C}.
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1.4.2. Códigos lineales sobre anillos finitos

El estudio de códigos definidos sobre anillos finitos cobró notoriedad con los art́ıculos
realizados por Ian F. Blake en la década de los 70 (ver [1] y [2]). Alrededor de veinte
años después, los trabajos seminales de A. R. Hammons, P. V. Kumar, A. R. Calderbank
y N. J. A. Sloane y P. Solé en [3] aśı como el de V. S. Pless y Z. Qian en [4] hicieron
énfasis en la estructura de los códigos lineales y ćıclicos sobre el anillo Z4. En la misma
dirección, un par de años más tarde, pero generalizando el estudio de códigos ćıclicos
sobre el anillo de enteros Zpm , con p un número primo y m ≤ 1, se tiene la investigación
de P. Kanwar y S. R. López-Permouth ([7]). Tales investigaciones se extendieron a un
contexto más general y para el año 2004, S. López-Permouth y H. Q. Dinh muestran
un estudio de códigos ćıclicos y negaćıclicos sobre anillos finitos de cadena ([28]). Cabe
mencionar en este punto, que en México se han realizado contribuciones relacionadas con
códigos ćıclicos y constaćıclicos definidos sobre anillos finitos, conmutativos con identidad.
El lector puede consultar, sólo por mencionar algunas de estas investigaciones, el art́ıculo
publicado por H. Tapia-Recillas y G. Vega ([29]) que versa en particular sobre códigos
constaćıclicos definidos sobre el anillo de cadena Z2k , o recientemente, el trabajo llevado
a cabo por C. A. Castillo-Guillén, C. Renteŕıa Márquez y H. Tapia-Recillas [11] en el que
se estudian códigos constaćıclicos definidos sobre algunos anillos finitos y locales que son
no de cadena.

De todo ese trabajo se tiene que cuando el alfabeto es ahora un anillo R, usualmente
conmutativo y finito, la noción de espacio vectorial para un código lineal es cambiada por
la de un R-módulo.

Definición. Sea R un anillo finito. Un código C es un subconjunto de Rn. Se dirá que
C es un código lineal de longitud n sobre el alfabeto R si C es un submódulo de Rn.

A diferencia de los códigos lineales definidos sobre campos finitos, en un código lineal
C definido sobre un anillo finito no necesariamente se tiene un parámetro análogo al de
dimensión dado que un módulo no necesariamente tiene una base en el mismo sentido que
en el de los espacios vectoriales. Por otro lado, es posible definir la distancia y peso de
Hamming. dH y wH de igual forma como en el caso de códigos sobre campos finitos, pero
es posible que estos sean sustituidos por otras definiciones de distancias u otros pesos,
dependiendo fuertemente la elección del anillo y la información que se desea obtener a
partir de tales definiciones; ver, por ejemplo, [16] o [9], donde el peso de Hamming es
sustituido por el peso de Lee.

El problema que se aborda en esta investigación, el cual es la descripción de códigos
constaćıclicos a partir de ideales, no está relacionado directamente con tales conceptos por
lo que no se profundiza en las correspondientes definiciones, sin embargo, se hace mención
de los mismos por las perspectivas de trabajos posteriores que se podŕıan derivar en algún
momento dado, las cuales serán mencionadas más adelante.

Dado R un anillo finito, conmutativo, con identidad; considere el R-módulo Rn y sea
c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ Rn. Se tiene una función P : Rn −→ R[x] dada por

(c0, c1, . . . , cn−1) 7→ c0 + c1x+ . . .+ cn−1x
n−1,
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llamada la representación polinomial de los elementos c ∈ Rn en R[x].

Definición. Sea C ⊂ Rn un código lineal definido sobre el anillo R. Dada una unidad
γ ∈ U(R), se dirá que C es un código constaćıclico (o γ-constaćıclico si se quiere hacer
énfasis en la unidad γ) si ocurre que

(γcn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C siempre que (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C.

Observación 1. En el caso particular en el que γ = 1, el código C recibe el nombre de
ćıclico; mientras que si γ = −1 se dirá que C es negaćıclico.

Aśı, se tiene que los códigos constaćıclicos son una generalización de los de tipo ćıclico.
Nótese que mediante la representación polinomial P definida ĺıneas arriba, los elementos
de Rn son interpretados como polinomios de grado no mayor a n− 1, en particular, en el
caso de un código constaćıclico, C ⊂ Rn, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.15. Sean R un anillo conmutativo con identidad, γ ∈ U(R). Mediante
la representación polinomial

P : Rn −→ R[x]/⟨xn − γ⟩

se tiene una correspondencia biyectiva entre los códigos constaćıclicos de Rn y los ideales
del anillo cociente R[x]/⟨xn − γ⟩.

Demostración. Es claro que P es un isomorfismo de R-módulos. Sea C ⊂ Rn un código
γ-constaćıclico. Dado c ∈ C, se tiene que P(c) = c(x) = c0 + c1x + . . . + cn−1x

n−1, de
donde,

xc(x) = c0x+ c1x
2 + . . .+ cn−1x

n = γcn−1 + c0x+ c1x
2 + . . .+ cn−1x

n−1,

que tiene asociada al elemento (γcn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C. A partir de la observación ante-
rior, para probar que P(C) es un ideal, considere r(x) = P(r), con r = (r0, r1, . . . , rn−1) ∈
Rn y c ∈ C, entonces

c(x)r(x) = r0c(x) + r1xc(x) + . . .+ rn−1x
n−1c(x),

y del hecho de ser C lineal y de que P−1(xic(x)) ∈ C para 1 ≤ i ≤ n − 1 se tiene que
P−1(c(x)r(x)) ∈ C, aśı pues P(C) es un ideal de R[x]/⟨xn − γ⟩.

Sea I un ideal propio del anillo cociente R[x]/⟨xn − γ⟩, el cuál en particular es un
R-submódulo y por ser P un isomorfismo de módulos se tiene que P−1(I) = C ⊂ Rn

es un R-submódulo. En R[x]/⟨xn − γ⟩ se cumple que xn = γ y por lo tanto, dado
c(x) = c0 + c1x+ . . .+ cn−1x

n−1 ∈ I se tiene que

xc(x) = γcn−1 + c0x+ c1x
2 + . . .+ cn−2x

n−1 ∈ I,

pero ello implica que P−1(γcn−1+ c0x+ c1x
2+ . . .+ cn−2x

n−1) = (γcn−1, c0, . . . .cn−2) ∈ C,
teniendo aśı que

(γcn−1, c0, . . . .cn−2) ∈ C siempre que (c0, c1, . . . .cn−1) ∈ C.
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De la proposición anterior, dados un anillo R, una longitud n, con n > 0 entero, y
γ ∈ U(R), identificaremos a un código γ-constaćıclico C de Rn con un ideal P(C) de
R[x]/⟨xn − γ⟩ haciendo referencia únicamente al código γ-constaćıclico C. Dicho de otro
modo, dar la descripción de todos los ideales de

R[x]/⟨xn − γ⟩

es dar la descripción de todos los códigos γ-constaćıclicos de longitud n definidos sobre
R. Parte de esa descripción consiste en decir si, por ejemplo, la estructura de ideales de
R[x]/⟨xn − γ⟩ es o no de ideales principales. En nuestro caso, parte del objetivo de este
trabajo de investigación es determinar la estructura de ideales del anillo cociente

Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩,

donde Rk = Zpk + uZpk , u
2 = 0, γ es una unidad en Rk y la longitud n > 0 del código es

tal que el primo p y n no tienen factores en común.
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Caṕıtulo 2

El anillo Rk = Zpk + uZpk

En este caṕıtulo inicia el trabajo de investigación que motiva este escrito. Se realiza un
estudio de las propiedades algebraicas del anillo Rk que será el alfabeto para los códigos
constaćıclicos de nuestro interés, aśı como el respectivo conjunto de ideales, centrándonos,
dadas la conmutatividad del anillo, en los ideales principales.

Dado un número primo p, se define el anillo Rk = Zpk + uZpk , por

Rk = {a+ bu | a, b ∈ Zpk , u
2 = 0},

donde Zpk es el anillo de enteros módulo pk, es decir,

Zpk = {0, 1, . . . , pk − 1}

tomando como representantes de clase al sistema completo de residuos. El anillo Rk tiene
aśı las operaciones naturales de suma y producto, esto es, dados a + bu, c + du ∈ Rk

tenemos
(a+ bu) + (c+ du) = (a+ c) + (b+ d)u,

y
(a+ bu)(c+ du) = ac+ (ad+ bc)u.

Casos particulares de este anillo con p = 2, k = 2, esto es R2 = Z4 + uZ4, u
2 = 0,

han aparecido en art́ıculos relativamente recientes; uno de estos trabajos es el art́ıculo
[10], donde se plantea el uso de anillos de Frobenius y no de cadena como alfabeto para
códigos definidos sobre anillos. Entre los anillos de orden 16 estudiados aparece R2 (ver
la Proposición 3.5 de ese art́ıculo). Otra investigación que usa como alfabeto a R2 es
[9], trabajo en el que se estudia a códigos lineales sobre ese anillo y las identidades de
MacWilliams. También, en una dirección ligeramente distinta, estudiando códigos ćıclicos
sobre ese anillo, se tienen las investigaciones [16] y [17]. Con los parámetros p = 2, k = 3,
esto es R3 = Z8 + uZ8 con u2 = 0, se mostró un estudio de códigos lineales sobre R3 en
[30]. Por otra parte, algunos resultados sobre códigos ćıclicos y sus respectivos generadores
fueron presentados en [18] para el anillo Rk = Zpk + uZpk , u

2 = 0.
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Recordemos, de la Sección 1.1, que el zoclo de un anillo R, denotado por Soc(R),
es el ideal generado por la suma de los ideales irreducibles de R y que un anillo finito,
local, conmutativo y con identidad es de Frobenius si su zoclo es un R-módulo simple
(ver Proposición 1.7). El anillo Rk tiene las siguientes propiedades:

Proposición 2.1. Sea Rk = {a+ bu | a, b ∈ Zpk , k > 1, u2 = 0}. Entonces

1. El anillo Rk tiene cardinalidad p2k y es isomorfo con el anillo cociente Zpk [X]/⟨X2⟩.

2. El grupo de unidades está dado por U(Rk) = {a+ bu | a ∈ U(Zpk)} con

|U(Rk)| = p2k−1(p− 1).

3. El anillo Rk es local, con ideal máximo m = ⟨p, u⟩, cuyo ı́ndice de nilpotencia es
t = k + 1.

4. El anillo (Rk = Zpk + uZpk ,m = ⟨p, u⟩,Rk/m ∼= Fp) es de Frobenius, no de cadena,
con Soc(Rk) = ⟨pk−1u⟩.

Demostración. Las dos primeras partes de la proposición son cálculos directos de las
definiciones. El conjunto de no unidades de Rk forma un ideal m de lo que se concluye
que es máximo. Cada elemento del ideal es de la forma pa+ bu, a, b ∈ Zpk , lo que implica
que m = ⟨p, u⟩. En el conjunto de ideales tenemos a los elementos ⟨pj⟩, j = 1, 2, . . . , k−1, y
⟨u⟩ los cuales no son comparables con el orden inducido por la inclusión y por tanto Rk es
no de cadena. Finalmente, nótese que mk = ⟨pk−1u⟩ = {0, pk−1u, 2pk−1u, . . . , (p−1)pk−1u}
es el único ideal irreducible de Rk y por definición se tiene que Soc(Rk) = ⟨pk−1u⟩.

Ejemplo 2. Consideremos el caso p = 2. Si k = 2 se tiene el anillo R2 = Z4 + uZ4, con
u2 = 0. Su conjunto de ideales L2 consta de los siguientes elementos:

L2 = {⟨0⟩, ⟨2u⟩, ⟨2⟩, ⟨u⟩, ⟨2 + u⟩, ⟨2, u⟩, ⟨1⟩}.

De la Proposición 2.1, |R2| = 16 y U(R2) = {1 + au, 3 + au | a ∈ Z4}. Su diagrama
de ideales es mostrado en el apartado (a) de la siguiente figura
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Z4 + uZ4

m = 〈2, u〉

〈2 + u〉 〈2〉〈u〉

m2 = 〈2u〉

m3 = 〈0〉
(a) Ideales de R2

Z8 + uZ8

m = 〈2, u〉

〈2 + u〉〈4, u〉 〈2〉

〈u〉 〈4 + u〉 m2 = 〈4, 2u〉

〈2u〉 〈4〉〈4 + 2u〉

m3 = 〈4u〉

m4 = 〈0〉

(b) Ideales de R3

Análogamente, para k = 3: el anillo R3 = Z8 + uZ8 está dado por

R3 = {a+ bu | a, b ∈ Z8, u
2 = 0}.

Tenemos que |R3| = 64 y

U(R3) = {a+ bu | a = 1, 3, 5, 7, b ∈ Z8}.
Su conjunto de ideales, L3, de R3 está dado por

L3 = {⟨0⟩, ⟨4u⟩, ⟨2⟩, ⟨u⟩, ⟨2u⟩, ⟨4⟩, ⟨4 + u⟩, ⟨4 + 2u⟩, ⟨2 + u⟩, ⟨4, 2u⟩, ⟨4, u⟩, ⟨2, u⟩, ⟨1⟩}
De la Proposición 2.1, m = ⟨2, u⟩ y Soc(R3) = m3 = ⟨4u⟩. Su diagrama de ideales es
mostrado en la figura (b).

2.1. El conjunto de ideales de Rk

Procedemos a estudiar el conjunto de ideales del anillo Rk. A partir de la Proposición
2.1 sabemos que Rk tiene ideal máximo m = ⟨p, u⟩, por lo tanto cualquier ideal propio
del anillo tendrá a lo más dos generadores.

2.1.1. Ideales principales de Rk

El anillo Rk = Zpk +uZpk tal que u2 = 0 es un anillo finito conmutativo con identidad
y artiniano por lo tanto se cumple que si se tienen dos ideales principales ⟨r⟩, ⟨s⟩ tales
que ⟨r⟩ = ⟨s⟩ entonces r y s son elementos asociados en Rk.
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Primero se hará una observación de carácter elemental, pero que nos ayuda a estudiar
el número de ideales principales del anillo Rk.

Lema 2.2. Sea I un ideal principal de Rk. Entonces

I = ⟨pd + νu⟩,

para algún ν ∈ {0, 1, 2, . . . , pd − 1} y 1 ≤ d ≤ k.

Demostración. Sea I = ⟨pdα + βu⟩. Sin pérdida de generalidad, es posible suponer α ∈
U(Zpk). Se tienen dos casos: Si β ∈ U(Rk), es sencillo ver que I = ⟨pd +α−1βu⟩. Por otra
parte, si β /∈ U(R), entonces β = pjγ para alguna γ ∈ U(Zpk), i. e., I = ⟨pdα + pjγu⟩. Si
d < j es suficiente notar que (α + pj−dγu) ∈ U(R) para obtener que I = ⟨pd⟩. En el caso
que j < d se tiene que α−1(pdα + pjγu) = pd + pjα−1γu, y aśı I = ⟨pd + α−1βu⟩. Se ha
probado, pues, que

I = ⟨pd + α−1βu⟩ ó I = ⟨pd⟩.
Resta ver que existe un ν ∈ {0, 1, 2, . . . , pd − 1} tal que I = ⟨pd + νu⟩. Aśı, suponga
que α−1β /∈ {1, 2, . . . , pd − 1}. Es posible escribir α−1β = pdm + ν, donde m ∈ Zpk , y
ν ∈ {0, 1, 2, . . . , pd − 1}. De ah́ı que

pd + α−1βu = pd + (pdm+ ν)u = pd(1 +mu) + νu,

y dado que 1+mu ∈ U(R) se tiene entonces que (1+mu)−1 = 1+(pk−m)u, por lo tanto

(1 +mu)−1(pd(1 +mu) + νu) = (1 + (pk −m)u)(pd(1 +mu) + νu) = pd + νu,

de donde ⟨pd + α−1βu⟩ = ⟨pd + νu⟩, ν ∈ {1, 2, . . . , pd − 1}.

De lo anterior, consideramos al grupo de unidades U(Rk) de Rk para hacer uso de
algo de teoŕıa de grupos y aśı obtener información sobre el número de ideales principales
del anillo. Para tales fines recordemos lo siguiente: una acción (izquierda) de un grupo Γ
en un conjunto Y ̸= ∅ es una función ⋆ : Γ× Y −→ Y que satisface

(a1) e ⋆ y = y para todo y ∈ Y , e el elemento neutro del grupo Γ.

(a2) Dados γ1, γ2 ∈ Γ tenemos que

γ2 ⋆ (γ1 ⋆ y) = (γ2 · γ1) ⋆ y,

para todo y ∈ Y .

Dado un grupo Γ y una acción (izquierda) en un conjunto Y diremos que Y es un Γ-
conjunto o que Γ actúa en Y . De manera por completo análoga es posible definir acciones
derechas, pero para nuestros propósitos basta con la definición y aplicaciones de las ac-
ciones izquierdas.
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Dado un grupo Γ y un Γ-conjunto Y , considere un γ ∈ Γ. Se define el conjunto de
puntos fijos de Y bajo la acción de γ ∈ Γ, denotado Y γ como

Y γ = {y ∈ Y | γ ⋆ y = y}.

Por otra parte, dados dos elementos y1, y2 ∈ Y , se dirá que y2 es Γ-equivalente con y1
si existe un γ ∈ Γ tal que γ ⋆ y1 = y2. Lo anterior induce una relación ∼ en Y que resulta
ser de equivalencia, teniéndose aśı una partición de Y en clases donde, para cada y ∈ Y ,
su clase [y] estará dada por

[y] = {γ ⋆ y | γ ∈ Γ}.
Cada una de estas clases recibe el nombre de órbita de y ∈ Y bajo la acción de Γ en Y .

En este contexto, recordemos el Lema de Frobenius-Burnside.

Teorema 2.3 (Lema de Frobenius-Burnside, [31]). Sea Γ un grupo y Y ̸= ∅ un Γ
conjunto. Si N denota al número de órbitas de Y bajo la acción de Γ, entonces

N =
1

|Γ|
∑
γ∈Γ

|Y γ|.

En el caso particular del anillo Rk, como se hab́ıa mencionado al inicio de la Sección,
consideremos Γ = U(Rk) como grupo, y hagamos actuar ⋆ : Γ×Rk −→ Rk por traslación,
esto es,

γ ⋆ r = γr.

Entonces, por una aplicación directa del Lema de Frobenius-Burnside, calculamos el núme-
ro de ideales principales de Rk de la siguiente manera.

Teorema 2.4. Sean γ ∈ Γ y Xγ = {x ∈ Rk | γ · x = x} el conjunto fijo de γ bajo la
acción de grupo dada. Entonces, el número Npk de ideales principales I de Rk tales que

I = ⟨pd + νu⟩, 1 ≤ d ≤ k, ν ∈ {0, 1, . . . , pd − 1} ó I = ⟨pdu⟩

es

Npk =
1

p2k−1(p− 1)

∑
γ∈Γ

|Xγ|.

Ejemplo 3. Sea p = 2 y considere el anillo R3 = Z8 + uZ8 del ejemplo 2. Para cada
γ ∈ U(R3), usando un programa hecho en el software SageMath ([32]), se tiene la siguiente
tabla, a partir de la cual se realiza el conteo de ideales principales,
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γ |Xγ| γ |Xγ| γ |Xγ| γ |Xγ|
1 64 1 + 5u 8 3 + 6u 4 5 + 7u 8
3 4 1 + 6u 16 3 + 7u 4 7 + u 4
5 16 1 + 7u 8 5 + u 8 7 + 2u 4
7 4 3 + u 4 5 + 2u 16 7 + 3u 4

1 + u 8 3 + 2u 4 5 + 3u 8 7 + 4u 4
1 + 2u 16 3 + 3u 4 5 + 4u 16 7 + 5u 4
1 + 3u 8 3 + 4u 4 5 + 5u 8 7 + 6u 4
1 + 4u 32 3 + 5u 4 5 + 6u 16 7 + 7u 4

Cuadro 2.1: Cardinalidades del conjunto fijo Xγ de la unidad γ ∈ U(R3)

donde Xγ = {x ∈ X | γ · x = x}. Aśı ∑γ∈Γ|Xγ| = 320; por el Teorema 2.4 se tienen

N8 =
1

25

∑
γ∈Γ

|Xγ| = 320

32
= 10

ideales principales. Nótese que los ideales triviales ⟨0⟩ y ⟨1⟩ están siendo considerados en
el conteo.

Se realizaron cálculos similares para los anillos Z16 + uZ16, Z81 + uZ81 y Z625 + uZ625

obteniendo

pk 24 34 54

Npk 15 25 49

Cuadro 2.2: Número de ideales principales Npk de los anillos Rk con parámetros p = 3, 4, 5
y k = 4

2.1.2. Ideales con dos generadores

Debido a que el ideal máximo de Rk es m = ⟨p, u⟩, se tiene que ninguno de los ideales
del anillo Rk será generado por más de dos elementos. La cantidad de ideales del anillo
aumenta conforme k lo hace por lo que los esfuerzos se dirigen hacia determinar criterios
simples para descartar ideales con dos generadores duplicados. No es complicado probar a
partir de las definiciones que, dados α1 y α2 elementos deRk\U(Rk), se tendrá que ⟨α1, α2⟩
es un ideal con dos generadores si αi /∈ ⟨αj⟩ para i ̸= j, i, j ∈ {1, 2}. Consecuentemente,
se tiene la siguiente

Proposición 2.5. El anillo Rk tiene al menos los siguientes ideales generados por 2
elementos

⟨pd, u⟩, ⟨pd, pu⟩, ⟨pd, p2u⟩, . . . , ⟨pd, pd−1u⟩
para 1 ≤ d ≤ k − 1.
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Con el objetivo de facilitar la tarea para calcular los ideales, algunos criterios para
descartar ideales duplicados en Rk son los siguientes.

Proposición 2.6. Sea I = ⟨pd + νu, pd + ρu⟩ un ideal generado por dos elementos. Si
ν ̸≡ ρ mód p, entonces

I = ⟨pd, u⟩.

Demostración. De la hipótesis ν ̸≡ ρ mód p se tiene que ν − ρ es una unidad en Zpk y
por ende en Rk, de donde

(pd + νu)− (pd + ρu) = (ν − ρ)u ∈ I

y por lo tanto u ∈ I. De esto se sigue fácilmente que pd ∈ I y por lo tanto ⟨pd, u⟩ ⊆ I. La
otra contención se sigue de las definiciones.

Con una idea similar en los cálculos de la prueba, se puede probar la siguiente propo-
sición.

Proposición 2.7. Si I = ⟨pd + plαu, pd + pmβu⟩ con α, β ∈ U(Zpk) es un ideal de Rk

con dos generadores y m ≤ l, entonces, I = ⟨pd, pmu⟩ si y sólo si pmu ∈ I.

Cabe señalar que es posible plantear algunos criterios similares para descartar ideales
con dos generadores, los cuales se obtienen a partir de los resultados iniciales dados al
inicio de esta sección. A continuación se muestran los conjuntos de ideales para los anillos
R3 = Z27 + uZ27, p = 3, y R4 = Z16 + uZ16 con p = 2. Los cálculos fueron programados
con el software SageMath.

Z27 + uZ27

m = 〈3, u〉

〈3 + 2u〉 〈3 + u〉〈9, u〉 〈3〉

〈u〉 〈9 + 2u〉 〈9 + u〉 m2 = 〈9, 3u〉

〈3u〉 〈9 + 6u〉 〈9 + 3u〉 〈9〉

m3 = 〈9u〉

m4 = 〈0〉

Figura 2.2: Ideales de R3 = Z27 + uZ27
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Z16 + uZ16

m = 〈2, u〉

〈2 + u〉〈4, u〉 〈2〉

〈8, u〉

〈4 + u, 4 + 3u〉

〈4 + u〉〈4 + 3u〉

m2 = 〈4, 2u〉

〈u〉 〈8 + u〉 〈8, 2u〉 〈4 + 2u〉 〈4〉

〈2u〉 m3 = 〈8, 4u〉〈8 + 2u〉

〈8 + 4u〉〈4u〉 〈8〉

m4 = 〈8u〉

m5 = 〈0〉

Figura 2.3: Ideales de R4 = Z16 + uZ16

En el apéndice A se dan los generadores de los ideales para cuando el primo es p = 2,
teniendo aśı los anillos Rk para k = 2, 3, 4, 5, 6, 7.
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Caṕıtulo 3

Códigos constaćıclicos sobre
Rk = Zpk + uZpk

En el presente caṕıtulo se desarrolla la parte central de este trabajo, esto es, dado un
primo p, el estudio de los códigos constaćıclicos de longitud n, con n y p primos relativos,
definidos sobre el anillo Rk = Zpk +uZpk , u

2 = 0. Se obtiene la descripción de los mismos
y se proporcionan ejemplos computacionales para ilustrar las aplicaciones del desarrollo
teórico.

3.1. Códigos constaćıclicos sobre Rk

Recordemos que un código lineal de longitud n definido sobre un anillo finito conmuta-
tivo con identidad R es un R-submódulo C ⊂ Rn. Dada una unidad γ ∈ U(R), un código
lineal C se dirá constaćıclico o (γ-constaćıclico si se quiere enfatizar la respectiva unidad)
si, dada una palabra c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C ⊂ Rn, entonces (γcn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C.

Dado un anillo conmutativo con identidad R y una unidad del mismo, γ ∈ U(R), de
la representación polinomial P : Rn −→ R[x] dada por

(c0, c1, . . . , cn−1) 7→ c0 + c1x+ . . .+ cn−1x
n−1

se induce un isomorfismo entre Rn y el anillo cociente R[x]/⟨xn − γ⟩, de lo cual se tiene
una correspondencia biyectiva entre los códigos γ-constaćıclicos y los ideales del anillo
cociente R[x]/⟨xn− γ⟩. No está de más mencionar que los elementos de este último anillo
son tratados como polinomios de grado menor que n.

De lo dicho ĺıneas arriba, la discusión siguiente se desarrollará al considerar un número
primo p y un entero positivo n tal que mcd(p, n) = 1; el anillo Rk = Zpk + uZpk , donde
u2 = 0 y k > 1 es un entero. Aśı, dada una unidad γ ∈ U(Rk), nuestro objetivo es estudiar
los ideales del anillo Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩.
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3.1.1. Resultados básicos

Dado un polinomio mónico básico irreducible f ∈ Rk[x], se considera el anillo cociente

Rk,f = Rk[x]/⟨f⟩.

Se estudia la estructura del mismo con la finalidad de ver cómo se relaciona su estructura
de ideales con la correspondiente estructura de ideales del anillo Rk. Con tal notación se
establece el siguiente lema.

Lema 3.1. Sean f ∈ Rk[x] un polinomio mónico básico irreducible y Rk,f = Rk[x]/⟨f⟩.
Dado g ∈ Rk[x], se tiene que g + ⟨f⟩ ∈ U(Rk,f ) si y sólo si g es primo relativo con f en
Rk[x].

Demostración. Suponga que f, g ∈ Rk[x] son primos relativos. Por definición, ⟨g⟩+ ⟨f⟩ =
⟨1⟩ en Rk[x] implica que existen h0, h1 ∈ Rk[x] tales que h0g+h1f = 1 de donde, en Rk,f ,
h0g+⟨f⟩ = 1+⟨f⟩ y aśı g+⟨f⟩ ∈ U(Rk,f ). Rećıprocamente, suponga que se tiene g+⟨f⟩ ∈
U(Rk,f ). Por definición, existe un h + ⟨f⟩ en Rk,f tal que (g + ⟨f⟩)(h + ⟨f⟩) = 1 + ⟨f⟩.
Entonces existen F0, F1 en Rk[x] tales que gh+ fF0 = 1 + fF1 de donde ⟨g⟩+ ⟨f⟩ = ⟨1⟩
en Rk[x].

Corolario 3.2. Con la notación como en el Lema 3.1, si f, h ∈ Rk[x] no son primos
relativos en Rk[x], entonces (1 + h) + ⟨f⟩ ∈ U(Rk,f ).

Demostración. Si h ∈ m[x] ⊂ Rk[x] el resultado es inmediato: (1 + h) + ⟨f⟩ ∈ U(Rk,f ) ya
que 1 + ⟨f⟩ es una unidad y h + ⟨f⟩ es nilpotente. Supóngase, pues, que h /∈ m[x]. Por
hipótesis h y f no son primos relativos en Fp[x] lo que significa, dado que f es irreducible,
que h = h0f para algún h0 ∈ Fp[x]. Aśı

1 + h− h0f = 1 + h0f − h0f = 1 ∈ Fp[x]

y por el Lema 1.5 se tiene que 1 + h y f son coprimos en Rk[x]. El resultado se sigue
ahora por el Lema 3.1.

Proposición 3.3. Sea f ∈ Rk[x] un polinomio mónico básico irreducible. Entonces, Rk,f

es un anillo local.

Demostración. Se mostrará que el conjunto de no unidades M de Rk,f es un ideal. Para
probar tal afirmación basta con mostrar que M es cerrado bajo la adición. Aśı pues, sean
g + ⟨f⟩, h + ⟨f⟩ no unidades. Por el Lema 3.1 g y h no son, respectivamente, primos
relativos en Rk[x] con f . Suponga, sin pérdida de generalidad, que (g+h)+ ⟨f⟩ = 1+ ⟨f⟩.
Esto implica que g + ⟨f⟩ = (1 − h) + ⟨f⟩ lo que nos conduce a un absurdo: por un lado
g+ ⟨f⟩ es una no unidad de Rk,f y por el otro, en Rk[x], se tiene que ⟨1− h⟩+ ⟨f⟩ = ⟨1⟩
debido a que, bajo el mapeo reducción, 1− h y f son primos relativos en F2[x], y usando
el Lema 1.5 se tiene que (1 − h) + ⟨f⟩ ∈ U(Rk,f ). Aśı, tenemos que las no unidades de
Rk,f forman un ideal y por lo tanto Rk,f es un anillo local.
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Proposición 3.4. Sean f ∈ Rk[x] un polinomio mónico, básico, irreducible y Rk,f =
Rk[x]/⟨f⟩. Entonces, cualquier ideal I de Rk,f tiene la forma

I = IRk,f ,

donde IRk,f denota la extensión del ideal I de Rk al anillo Rk,f .

Demostración. De la Proposición 3.3 se tiene que el conjunto de no unidades M es el ideal
máximo de Rk,f , de lo cuál se sigue que mRk,f ⊆ M. Sea g + ⟨f⟩ un elemento no cero de
M. Existen h ∈ Rk[x] y r ∈ m[x] tales que g = hf + r de donde g + ⟨f⟩ = r + ⟨f⟩ y aśı
M ⊆ mRk,f .
Sea I ⊂ M un ideal y considere g + ⟨f⟩ ∈ I. Sea J = π−1(I), donde π es el mapeo
canónico Rk[x] −→ Rk,f . El conjunto J es un ideal propio de Rk[x]. Existe un ideal I de
Rk tal que J = ⟨f, I[x]⟩ donde I[x] ⊆ m[x]. Dado que existe un r ∈ π−1(g + ⟨f⟩) ⊂ J y
como π(π−1(g + ⟨f⟩)) ⊂ π(π−1(I)) = π(J) = IRk,f se tiene que π(r) = g + ⟨f⟩ ∈ IRk,f ,
por lo tanto I ⊆ IRk,f . La otra inclusión se sigue del hecho de que si h + ⟨f⟩ ∈ IRk,f ,
entonces π−1(h+ ⟨f⟩) ⊂ J = π−1(I).

Sea Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩. Lo siguiente es consecuencia directa del Teorema Chino
del Residuo 1.10.

Teorema 3.5. Sean γ ∈ U(Rk), p un primo y n > 0 un entero tal que mcd(p, n) = 1.
Suponga que xn − γ =

∏m
i=1 fi, donde los polinomios fi son distintos, mónicos, básicos

irreducibles y coprimos por pares en Rk[x]. Entonces,

Rk,n
∼=

m⊕
i=1

Rk,fi ,

donde Rk,fi = Rk[x]/⟨fi⟩. En particular, cualquier ideal I of Rk,n es tal que

I ∼=
m⊕
i=1

IiRk,fi ,

donde Ii es un ideal de Rk.

Como una consecuencia inmediata del Teorema 3.5 se tiene lo siguiente.

Corolario 3.6. Dado un primo p, n un entero tal que mcd(p, n) = 1 y xn − γ =
∏m

i=1 fi
como en el Teorema 3.5.

1. El anillo Rk,n no es de ideales principales.

2. Sea Lk el conjunto de ideales del anillo Rk (incluyendo el ideal trivial ⟨1⟩) y m el
número de factores de xn − γ en Rk[x]. Entonces el anillo Rk,n tiene |Lk|m ideales.

3. El anillo Rk,n es semilocal. Más aún, Rk,n tiene exactamente m ideales máximos.
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Demostración. Con la notación anterior, para la primera afirmación considere el ideal
I = mRk,f1

⊕m
i=2⟨fi⟩. Se sigue del Teorema 3.5 que dado que el ideal mRk,f1

⊕m
i=2⟨fi⟩

tiene al menos dos generadores, su preimagen bajo el isomorfismo dado por 3.5 es un
ideal con al menos dos generadores. La segunda afirmación es una consecuencia directa
del principio multiplicativo del conteo. La tercera afirmación se sigue del hecho que los
ideales Mj con forma

Mj = (⟨1 + ⟨f1⟩⟩, . . . , ⟨p+ ⟨fj⟩, u+ ⟨fj⟩⟩, . . . , ⟨1 + ⟨fm⟩⟩)

son máximos para cada 1 ≤ j ≤ m. Más aún,(
m⊕
i=1

Rk,fi

)
/Mj

∼= Fpdeg fj ,

y por lo tanto su preimagen bajo el isomorfismo del Teorema 3.5 debe ser un ideal máxi-
mo.

Recordemos que el anillo Rk es local con ideal máximo m = ⟨p, u⟩ y campo residual
Fp. Si f ∈ Rk[x] su imagen bajo la función reducción módulo m a Fp[x] es denotada por
f . Se tiene lo siguiente:

Proposición 3.7. Sean γ una unidad del anillo Rk, x
n − γ =

∏m
i=1 fi donde n es un

entero no divisible por p y los fi’s son polinomios distintos, mónicos, básicos irreducibles
y primos relativos por pares en Rk[x]. Sea xn − γ = Πm

i=1fi como producto correspondiente
de factores irreducibles en Fp[x]. Entonces, un ideal principal distinto de cero C = ⟨f +
⟨xn − γ⟩⟩ ⊆ Rk,n es trivial si y sólo si mcd(f, xn − γ) = 1 en Fp[x].

Demostración. Si mcd(f, xn − γ) = 1, entonces mcd(f, fi) = 1 para todo i y del Lema
1.5 se tiene que ⟨f⟩+ ⟨fi⟩ = ⟨1⟩ en Rk[x]. El Teorema 3.5 y el Lema 3.1 implican

⟨f + ⟨xn − γ⟩⟩ ∼= ⊕m
i=1⟨1 + ⟨fi⟩⟩ =

m⊕
i=1

Rk,fi .

Rećıprocamente, suponga C = ⟨f + ⟨xn − γ⟩⟩ es un ideal no cero y trivial Rk,n. Entonces,
existe h + ⟨xn − γ⟩ tal que fh + ⟨xn − γ⟩ = 1 + ⟨xn − γ⟩ de donde fh ≡ 1 mód ⟨fi⟩,
i = 1, . . . ,m, y por la Proposición 3.1 f y fi son primos relativos en Rk[x]. Aplicando
directamente el Lema 1.5 tendremos que mcd(f, xn − γ) = 1 en Fp[x].

3.2. Descripción de códigos constaćıclicos mediante

elementos idempotentes

En esta sección se presenta la descripción de códigos constaćıclicos definidos sobre el
anillo Rk por medio de elementos idempotentes del anillo

Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩, γ ∈ U(Rk).
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Recordemos que, dados un primo p y un entero n no divisible por p, es posible des-
componer al polinomio xn − γ, en Rk[x], como producto de polinomios mónicos básicos
irreducibles coprimos por pares, esto es, xn − γ =

∏m
i=1 fi y de la aplicación del Teorema

Chino del Residuo (3.5), se tiene el isomorfismo de anillos Rk,n
∼=
⊕m

i=1Rk,fi donde para
cada i,

Rk,fi = Rk[x]/⟨fi⟩.
En
⊕m

i=1Rk,fi se tiene un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y
ortogonales por pares {e1, e2, . . . , em} donde ei = (0, . . . , 1 + ⟨fi⟩, . . . , 0), elemento que
tiene coordenadas cero en todas las posiciones j ̸= i. Del Corolario 1.11, tenemos el
isomorfismo Φ : Rk,n −→⊕m

i=1 Rk,fi dado por

Φ(c+ ⟨xn − γ⟩) = (c1 + ⟨f1⟩, c2 + ⟨f2⟩, . . . , cm + ⟨fm⟩),
donde c ≡ ci mód ⟨fi⟩ para i = 1, 2, . . . ,m. La situación descrita puede verse en el
siguiente diagrama, donde los isomorfismos son los dados del Teorema Chino del Residuo
3.5, es decir Φ, y en las flechas verticales tenemos las correspondientes funciones reducción.

Rk[x]/⟨xn − γ⟩
¯

��

Φ //
⊕m

i=1Rk[x]/⟨fi⟩
¯
��

Fp[x]/⟨xn + γ⟩ ∼=
//
⊕m

i=1 Fp[x]/⟨f i⟩.

Para los propósitos de este trabajo, será necesario determinar el isomorfismo inverso
de Φ, lo cual hacemos a partir de las consideraciones siguientes. Dado xn − γ =

∏m
i=1 fi

en Rk[x] como producto de básicos irreducibles coprimos por pares, sea Fi = f i para
i = 1, 2, . . . ,m. Aśı, para la correspondiente reducción se tiene la expresión xn − γ =∏m

i=1 Fi como producto de polinomios irreducibles, primos, relativos por pares en Fp[x].

Definamos F̂i =
∏

j ̸=i Fj, entonces mcd(F̂1, F̂2, . . . , F̂m) = 1 y del Lema 1.5, en Rk[x], los

correspondientes f̂1, . . . , f̂m donde f̂i =
∏

j ̸=i fj, son primos relativos; por lo que existe,

para i = 1, 2, . . . ,m, λ̂i ∈ Rk[x] tal que

λ̂1f̂1 + λ̂2f̂2 + . . .+ λ̂mf̂m = 1.

Observe que
∑m

j=1 λ̂j f̂j ≡ λ̂if̂i ≡ 1 mód ⟨fi⟩, i = 1, 2, ...,m. Aśı, la función ϕ definida de⊕m
i=1Rk,fi a Rk,n como

ϕ(c1 + ⟨f1⟩, c2 + ⟨f2⟩, . . . , cm + ⟨fm⟩) =
m∑
i=1

λ̂if̂ici + ⟨xn − γ⟩,

es el isomorfismo inverso de Φ definido ĺıneas arriba.

Proposición 3.8. Sea Rk = Zpk+uZpk , con u2 = 0, p primo y n un entero primo relativo
con p. Considere el polinomio xn − γ =

∏m
i=1 fi como producto de polinomios fi mónicos,

básicos irreducibles y primos relativos por pares. Entonces, el conjunto

Ek,n = {ê1, ê2, ..., êm},
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donde êi = λ̂if̂i + ⟨xn − γ⟩, f̂i =
∏

j ̸=i fj, y los λ̂i, i = 1, 2, ...,m, definido anteriormente
es un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares del
anillo Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩.

Demostración. Sea êi = ϕ(ei) donde ei es el i-ésimo vector coordenado de
⊕m

i=1 Rk,fi y
ϕ = Φ−1 el isomorfismo definido previamente. De la definición de ϕ se tiene que êi =
λ̂if̂i + ⟨xn − γ⟩ es elemento idempotente. Para i ̸= j tenemos que

êiêj + ⟨xn − γ⟩ = 0,

ya que f̂if̂j = (xn − γ)h(x) y por construcción de ϕ se tiene que

ê1 + ê2 + . . .+ êm = 1 + ⟨xn − γ⟩.

Nótese en la exposición anterior lo siguiente: existe una versión del algoritmo de Eu-
clides en Rk a partir del cuál los λ̂i seŕıan calculados (dados f, g ∈ Rk[x], con g regular,
tal algoritmo existe, ver [21] ejercicio XIII.6). Cabe mencionar en este punto que para
propósitos teóricos esto funciona bien, sin embargo, un poco más adelante se presentará
un método para aplicar en la práctica: de las propiedades de Rk que se transfieren al anillo
Rk,n, es posible obtener el conjunto Ek,n por medio de levantamiento de elementos idem-
potentes ([33]), esto dada la unicidad del conjunto completo de elementos idempotentes
primitivos y ortogonales por pares Ek,n.

Obsérvese también que, si el conjunto completo de elementos idempotentes primi-
tivos ortogonales por pares Ek,n de Rk,n es dado, entonces el isomorfismo de anillos
ϕ :

⊕m
i=1 Rk,fi −→ Rk,n puede ser escrito en términos de esos elementos idempotentes

como

ϕ(c1 + ⟨f1⟩, c2 + ⟨f2⟩, ..., cm + ⟨fm⟩) =
m∑
i=1

ciêi + ⟨xn − γ⟩. (3.1)

Con esta presentación de ϕ podemos establecer lo siguiente.

Corolario 3.9. Dado un entero positivo n primo relativo con p, sea C un código cons-
taćıclico de longitud n definido sobre Rk = Zpk + uZpk . Dado xn − γ =

∏m
i=1 fi como pro-

ducto de polinomios mónicos, básicos irreducibles y primos relativos por pares en Rk[x],
se tiene que

C = ⟨F + ⟨xn − γ⟩, H + ⟨xn − γ⟩⟩.

Demostración. De la Proposición 3.4 y el Corolario 3.6 cualquier ideal C en Rk,n tiene a
lo más dos generadores: para un ideal máximo

Mj = (⟨1 + ⟨f1⟩⟩, . . . , ⟨p+ ⟨fj⟩, u+ ⟨fj⟩⟩, . . . , ⟨1 + ⟨fm⟩⟩)

en
⊕m

i=1Rk,fi . En Rk,n se tiene que,

ϕ(Mj) = ⟨pêj +
m∑
i ̸=j

êi + ⟨xn − γ⟩, uêj +
m∑
i ̸=j

êi + ⟨xn − γ⟩⟩,
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donde êi ∈ Ek,n, el conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales
por pares de Rk,n. Dado un ideal no trivial

⊕m
i=1 Ci en

⊕m
i=1 Rk,fi cada ideal Ci ⊂ Rk,fi

tiene a lo más dos generadores. Sea

G = {pd + uν ∈ Rk | 0 ≤ d ≤ k, ν ∈ {0, 1, . . . , pd − 1}} ∪ {pdu | 1 ≤ d ≤ k − 1}

el conjunto de generadores de los ideales principales en Rk. Entonces, de la Proposición
3.4, para cada 1 ≤ j ≤ m se tiene que

Cj = ⟨gjl1 + ⟨fj⟩, gjl2 + ⟨fj⟩⟩,

para algún gjl1 , gjl2 ∈ G. Lo anterior implica que

ϕ(
m⊕
j=1

Cj) =
〈

m∑
j=1

gjl1 êj + ⟨xn − γ⟩,
m∑
j=1

gjl2 êj + ⟨xn − γ⟩
〉
,

Y el resultado se cumple al hacer F =
∑m

j=1 gjl1 êj y H =
∑m

j=1 gjl2 êj.

Corolario 3.10. Un ideal C ⊆ Rk,n es principal si y sólo si C ∼= ⊕m
i=1Ci con cada Ci ideal

principal en Rk,fi.

Nótese que cuando el isomorfismo ϕ definido arriba es restringido a cada sumando de⊕m
i=1Rk,fi se induce un isomorfismo de anillos ϕi entre Rk,fi y el anillo êiRk,n = ⟨êi⟩,

donde êi ∈ Ek,n. Más aún, se tieneRk,fi
∼= ⟨f̂i+⟨xn−γ⟩⟩ como anillos, donde ϕi(1+⟨fi⟩) =

êi+ ⟨xn−γ⟩. Por lo tanto, de la Proposición 3.4, cada ideal IiRk,fi es mapeado por medio

de ϕi a un ideal IiRk,nêi = IiRk,n(f̂i + ⟨xn − γ⟩) en Rk,n, y entonces todo ideal C de

Rk,n es suma de ideales IiRk,nêi, i.e., C =
∑m

i=1 IiRk,nêi =
∑m

i=1 IiRk,n(f̂i + ⟨xn − γ⟩).
Establecemos lo anterior formalmente en el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Considere el anillo Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩, donde Rk = Zpk + uZpk ,
u2 = 0 y n > 0 un entero no divisible por p. Sea xn − γ =

∏m
i=1 fi la presentación de

xn − γ como producto de polinomios distintos, mónicos, básicos irreducibles y coprimos
por pares en Rk[x] y sea C un ideal en Rk,n. Entonces,

C =
m∑
i=1

IiRk,nêi,

donde Ii es un ideal de Rk,fi y êi ∈ Ek,n.

Con el objetivo de dar la descripción de un código constaćıclico en términos de ele-
mentos idempotentes en Rk,n se enuncia el siguiente lema,

Lema 3.12. Sea C = ⟨f⟩ un ideal principal en un anillo conmutativo R con identidad y
sea e un elemento idempotente no trivial en C. Entonces,
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(a) C = ⟨e⟩ si y sólo si f = ef . En este caso, ec = c para todo c ∈ C.

(b) El idempotente e tal que ⟨f⟩ = ⟨e⟩ es único.
Demostración. Supongamos que C = ⟨e⟩, con e un elemento idempotente. Entonces,
f = eg para algún g ∈ R. De ah́ı que ef = e(eg) = e2g = eg = f . Note que esto
implica en general que para cualquier c ∈ C, con las hipótesis dadas, se tiene que ec = c.
Rećıprocamente, supóngase que existe un idempotente e ∈ C tal que f = ef . Con estas
hipótesis resulta claro que ⟨f⟩ = ⟨e⟩ ya que ⟨e⟩ ⊆ ⟨f⟩ y ⟨e⟩ ⊇ ⟨f⟩. Para la segunda afir-
mación suponga que e′ ∈ C es otro idempotente tal que C = ⟨e′⟩. Entonces, de la primer
parte de la proposición se tiene que

e′ = (e′)e = e.

Dados un primo p y un entero n > 0 primo relativo con p, se tiene que xn−γ =
∏m

i=1 fi
como producto de polinomios distintos, mónicos, básicos irreducibles y primos relativos
por pares en Rk[x]. A partir de ese indizado, tenemos a los polinomios f̂i =

∏
j ̸=i fj,

i = 1, 2, . . . ,m y para cada uno de ellos hay asociado un elemento idempotente primitivo
êi ∈ Ek,n (Proposición 3.8). Con lo anterior, es posible dar el siguiente resultado.

Teorema 3.13. Sean n > 0 un entero no divisible por p, Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩ y
xn−γ =

∏m
i=1 fi la presentación de xn−γ como producto de polinomios distintos, mónicos,

básicos irreducibles y primos relativos por pares en Rk[x]. Considere un ideal principal no
trivial C = ⟨f + ⟨xn − γ⟩⟩ de Rk,n y asuma que f = fj1fj2 · · · fjs donde jl ∈ M =
{1, 2, ...,m}, l = 1, 2, ..., s. Entonces, existe un elemento idempotente ef + ⟨xn − γ⟩ ∈ Rk,n

tal que
C = ⟨ef + ⟨xn − γ⟩⟩,

y está dado por

ef + ⟨xn − γ⟩ =
∑
i

êi + ⟨xn − γ⟩,

donde i ∈ M \ {j1, j2, ..., js} y {êi + ⟨xn − γ⟩} ⊆ Ek,n es el conjunto completo de idempo-
tentes primitivos ortogonales por pares, dados en la Proposición 3.8.

Demostración. Dado que f =
∏s

l=1 fjl , sea f̂ =
∏

i fi con i ∈ M \ {j1, j2, ..., js}. Aśı f
y f̂ son primos relativos y por lo tanto existen λ, λ̂ ∈ Rk[x] tales que λf + λ̂f̂ = 1. Sea
ef +⟨xn−γ⟩ = λf+⟨xn−γ⟩ ∈ Rk,n. De la definición resulta claro que este es un elemento
idempotente. Observe que

λf ≡ 1 ≡ λ̂if̂i mód ⟨fi⟩, i ∈ M \ {j1, j2, . . . , js},
y

λf ≡ 0 mód ⟨fjl⟩, l = 1, 2, . . . , s.

Aśı,

fef + ⟨xn − γ⟩ = f(λf) + ⟨xn − γ⟩ = f(1− λ̂f̂) + ⟨xn − γ⟩ = f + ⟨xn − γ⟩.
y del Lema 3.12 se sigue que ⟨f + ⟨xn − γ⟩⟩ = ⟨ef + ⟨xn − γ⟩⟩.
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Corolario 3.14. Con la notación previa, Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩ tiene al menos 2m

elementos idempotentes, donde m es el número de factores básicos irreducibles y primos
relativos por pares de xn − γ en Rk[x].

Los elementos de Ek,n nos permite expresar el isomorfismo ϕ :
⊕m

i=1Rk,fi −→ Rk,n de
tal modo que podemos describir a un código constaćıclico (ideal) C ⊆ Rk,n a partir de los
ideales Ci, i = 1, . . . ,m, que lo conforman en

⊕m
i=1Rk,fi . Ahora se procede a realizar el

cálculo expĺıcito de los elementos idempotentes del conjunto Ek,n.
Con el objetivo de calcular el conjunto completo de idempotentes primitivos ortogo-

nales por pares se da el siguiente resultado, el cual es una adaptación del Teorema 3.2
presentado en el trabajo [8].

Proposición 3.15. Sea n > 0 un entero no divisible por p, p un primo, y considere el
anillo Rn = Fp[x]/⟨xn−γ⟩. Sea xn−γ =

∏m
i=1 gi la factorización de xn−γ como producto

de polinomios distintos, mónicos, irreducibles y primos relativos por pares en Fp[x], y sea
ĝi =

∏
j ̸=i gj. Entonces, el conjunto

{θ̂1, ..., θ̂m}

con θ̂i = Λiĝi + ⟨xn − γ⟩, i = 1, 2, ...,m, Λi tales que Λiĝi ≡ 1 mód ⟨gi⟩ es un conjunto
completo de idempotentes primitivos ortogonales por pares en Rn.

Demostración. Teorema 3.2, dado en la referencia [8].

La Proposición 3.15 usada en combinación con la siguiente proveerá de un método
para determinar el conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales por pares,
Ek,n en la Proposición 3.8, del anillo Rk,n. Recordemos que un levantamiento o lifting de
un elemento idempotente se define del siguiente modo si I es un ideal de un anillo R, un
elemento idempotente e ∈ R es un levantamiento (lifting) de un elemento idempotente
x ∈ R/I si e = x, donde : R −→ R/I es la reducción módulo I.

Proposición 3.16. ([33], Proposición 4.1) Sean R un anillo conmutativo y N un ideal
nilpotente de R con ı́ndice de nilpotencia t ≥ 2. Sea s > 1 la caracteŕıstica del anillo
cociente R/N . Si e es un elemento idempotente de R/N , entonces

es
t−1

es un elemento idempotente del anillo R. Más aún, si existe una colección de elementos
idempotentes primitivos ortogonales por pares de R/N ésta levanta a un conjunto de
elementos idempotentes de R con las mismas propiedades. Además, |E(R)| = |E(R/N)|
donde E(R) es el conjunto de elementos idempotentes de R.

Ahora se procede a aplicar los dos resultados previos a nuestro anillo de interés. Re-
cordemos que Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩ y que mk,n = mRk,n es un ideal con ı́ndice de
nilpotencia t = k + 1, dado que m es el ideal máximo Rk (Proposición 2.1). Por otra
parte, Rk,n/mk,n = Fp[x]/⟨xn − γ⟩ tiene caracteŕıstica s = p y aśı, tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 3.17. Con la notación como en las proposiciones 3.8 y 3.15; de la Proposición
3.16 se tiene que

Ek,n = {θ̂pk1 , θ̂p
k

2 , . . . , θ̂p
k

m }
es el conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares
del anillo Rk,n obtenidos por levantamiento, donde los θ̂i ∈ Rn = Fp[x]/⟨xn − γ⟩ con
i = 1, . . . ,m; forman un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales por
pares en el anillo Rn.

De los resultados 3.13 y 3.17 se tiene la siguiente proposición.

Proposición 3.18. Sea C = ⟨f + ⟨xn − γ⟩, ug + ⟨xn − γ⟩⟩ un ideal de Rk,n con dos
generadores tales que f y g tienen factores en común con xn − γ en Rk[x]. Entonces,

C = ⟨ef + ⟨xn − γ⟩, ueg + ⟨xn − γ⟩⟩,

donde ef+⟨xn−γ⟩ y eg+⟨xn−γ⟩⟩ son los elementos idempotentes asociados a f+⟨xn−γ⟩
y g + ⟨xn − γ⟩ respectivamente, en el sentido del Teorema 3.13.

3.3. Ejemplos

En la presente sección se dan ejemplos de códigos constaćıclicos obtenidos a partir de
la teoŕıa desarrollada a lo largo de este caṕıtulo. Todos los ejemplos han sido desarrollados
con el software SageMath ([32]) para llevar a cabo la parte computacional.

Ejemplo 4. Sean p = 2, k = 2, γ = 3 y n = 7. Entonces, R2 = Z4 + uZ4 con u2 = 0,
y R2,7 = R2[x]/⟨x7 − 3⟩. En R2[x] se tiene que x7 − 3 = f1f2f3 donde f1 = x + 1, f2 =
x3+2x2+x+1, y f3 = x3+x2+2x+1. Con estos parámetros en el anillo R7 = F2[x]/⟨x7−1⟩
se obtiene que f 1 = x+1+⟨x7−1⟩, f 2 = x3+x+1+⟨x7−1⟩, y f 3 = x3+x2+1+⟨x7−1⟩, a
partir de lo cual, el conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales por pares
es {θ̂1, θ̂2, θ̂2} con θ̂1 = x6+x5+x4+x3+x2+x+1+⟨x7−1⟩, θ̂2 = x4+x2+x+1+⟨x7−1⟩ y
θ̂3 = x6+x5+x3+1+⟨x7−1⟩. Del Teorema 3.17, con parámetros p = 2, k = 2, se calcula el
conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares de R2,7

cuya existencia se señala en el Teorema 3.8: E2,7 = {ê1, ê2, ê3}, con êi = θ̂4i , i = 1, 2, 3,

θ̂41 = 3x6 + x5 + 3x4 + x3 + 3x2 + x+ 3 + ⟨x7 − 3⟩,
θ̂42 = 2x6 + 2x5 + 3x4 + 2x3 + 3x2 + x+ 1 + ⟨x7 − 3⟩,
θ̂43 = 3x6 + x5 + 2x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 1 + ⟨x7 − 3⟩.

Aśı, el conjunto de todos los elementos idempotentes del anillo R2,7, Corolario 3.14, es

E(R2,7) = {1, 0, ê1, ê2, ê3, e4, e5, e6},

donde e4 = ê2 + ê3 = x6 + 3x5 + x4 + 3x3 + x2 + 3x + 2 + ⟨x7 − 3⟩, e5 = ê1 + ê3 =
2x6+2x5+x4+2x3+x2+3x+⟨x7−3⟩ y e6 = ê1+ê2 = x6+3x5+2x4+3x3+2x2+2x+⟨x7−3⟩.
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Ejemplo 5. Continuando con el ejemplo 4. Nuevamente, sean p = 2, k = 2, n = 7, pero
ahora tomemos γ = 3 + 2u. Se tiene aśı que R2,7 = R2[x]/⟨x7 − (3 + 2u)⟩. En R2[x],
factorizamos x7 − (3 + 2u) = f1f2f3 donde

f1 = x− (3 + 2u), f2 = x3 + 2x2 + x− (3 + 2u), f3 = x3 − (3 + 2u)x2 + 2x− (3 + 2u)

los cuales son polinomios distintos, mónicos, básicos irreducibles y coprimos por pares,
dado que, en F2[x], se tiene que x7 − (3 + 2u) = x7 − 1 = f 1f 2f 3 como en el ejemplo 4, y
por lo tanto, el anillo R7 = F2[x]/⟨x7− 1⟩ tiene el mismo conjunto completo de elementos
idempotentes primitivos y ortogonales por pares. Del Teorema 3.17, el correspondiente
conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares de R2,7

está dado por E2,7 = {ê1, ê2, ê3} = {θ̂4i , i = 1, 2, 3}, con

θ̂41 = 3x6 − (3 + 2u)x5 + 3x4 − (3 + 2u)x3 + 3x2 − (3 + 2u)x+ 3 + ⟨x7 − (3 + 2u)⟩,
θ̂42 = 2x6 + 2x5 + 3x4 + 2x3 + 3x2 − (3 + 2u)x+ 1 + ⟨x7 − (3 + 2u)⟩,
θ̂43 = 3x6 − (3 + 2u)x5 + 2x4 − (3 + 2u)x3 + 2x2 + 2x+ 1 + ⟨x7 − (3 + 2u)⟩.

Un código (3 + 2u)-constaćıclico no trivial definido sobre R2 = Z4 + uZ4 es C = ϕ(⊕3
iCi)

donde ϕ :
⊕3

i=1 Rk,fi −→ R2,7 es el isomorfismo definido en (3.1) y C1 = ⟨(2 + u) + ⟨f1⟩⟩,
C2 = ⟨1 + ⟨f2⟩⟩ y C3 = ⟨1 + ⟨f3⟩⟩, aśı

C = ⟨(2 + u)ê1 + ê2 + ê3⟩.

Ejemplo 6. En este ejemplo se ilustra el Teorema 3.13 aplicado al caso en el que la
unidad γ = 1, es decir, cuando tenemos un código ćıclico. Por simplificación notacional,
omitimos la notación del tipo f + ⟨xn− 1⟩ especificando de ser necesario el contexto en el
cuál los elementos sean mencionados. Sea R3 = Z8+uZ8, u

2 = 0 y considere el polinomio
x15 − 1 = f1f2f3f4f5 donde

f1 = x+ 7, f2 = x2 + x+ 1, f3 = x4 + 4x3 + 6x2 + 3x+ 1

f4 = x4 + 3x3 + 6x2 + 4x+ 1, f5 = x4 + x3 + x2 + x+ 1

en R3[x]. Sea {θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4, θ̂5} el conjunto completo de idempotentes primitivos, ortogo-
nales por pares de R15 = F2[x]/⟨x15 − 1⟩, en donde,

θ̂1 = x14 + x13 + x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1,

θ̂2 = x14 + x13 + x11 + x10 + x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x,

θ̂3 = x12 + x9 + x8 + x6 + x4 + x3 + x2 + x,

θ̂4 = x14 + x13 + x12 + x11 + x9 + x7 + x6 + x3,

θ̂5 = x14 + x13 + x12 + x11 + x9 + x8 + x7 + x6 + x4 + x3 + x2 + x.

Tomemos k = 3 para aplicar el Teorema 3.17 al conjunto de idempotentes anterior, aśı,

{θ̂81, θ̂82, θ̂83, θ̂84, θ̂85} ⊂ R3,15.
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El correspondiente conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales
por pares en R3,15 = R3[x]/⟨x15− 1⟩ está dado entonces por E3,15 = {ê1, ê2, ê3, ê4, ê5} con

êi = θ̂8i , i = 1, 2, . . . , 5. Espećıficamente,

ê1 = 7(x14 + x13 + x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1),

ê2 = x14 + x13 + 6x12 + x11 + x10 + 6x9 + x8 + x7 + 6x6 + x5 + x4 + 6x3 + x2 + x+ 6,

ê3 = 4x14 + 4x13 + x12 + 4x11 + 2x10 + x9 + 3x8 + 4x7 + x6 + 2x5 + 3x4 + x3 + 3x2 + 3x+ 4,

ê4 = 3x14 + 3x13 + x12 + 3x11 + 2x10 + x9 + 4x8 + 3x7 + x6 + 2x5 + 4x4 + x3 + 4x2 + 4x+ 4,

ê5 = x14 + x13 + x12 + x11 + 4x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + 4x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 4.

Debido a que f = f2f3 en R3[x], con la notación como en el Teorema 3.13, se sigue que
C = ⟨f⟩ tiene como elemento idempotente generador a ef = ê1 + ê4 + ê5, i. e.,

ef = 3x14 +3x13 + x12 +3x11 +5x10 + x9 +4x8 +3x7 + x6 +5x5 +4x4 + x3 +4x2 +4x+7.

Por supuesto, f = fef y aśı ⟨f⟩ = ⟨ef⟩.

El siguiente ejemplo ilustra la Proposición 3.18.

Ejemplo 7. Sean k = 2, n = 7, γ = 1, tenemos R2 = Z4 + uZ4, u2 = 0 y R2,7 =
R2[x]/⟨x7 − 1⟩. En R2[x] se tiene la factorización x7 − 1 = f1f2f3 donde f1 = x + 3,
f2 = x3 + 2x2 + x+ 3, f3 = x3 + 3x2 + 2x+ 3. Se tiene aśı en F2[x], x

7 − 1 = f 1f 2f 3 con
f 1 = x + 1, f 2 = x3 + x + 1, f 3 = x3 + x2 + 1. De lo anterior, el conjunto completo de
elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares de F2[x]/⟨x7 − 1⟩ es {θ̂1, θ̂2, θ̂3}
donde

θ̂1 = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1, θ̂2 = x4 + x2 + x+ 1, θ̂3 = x6 + x5 + x3 + 1.

Dado que el ı́ndice de nilpotencia del ideal máximo m = ⟨2, u⟩ de R2 es t = 3 y la
caracteŕıstica del anillo F2[x]/⟨x7 − 1⟩ es s = 2, del Teorema 3.17, obtenemos que E2,7 =

{e1, e2, e3} = {θ̂41, θ̂42, θ̂43} con

θ̂41 = 3(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1),

θ̂42 = 2x6 + 2x5 + 3x4 + 2x3 + 3x2 + 3x+ 1,

θ̂43 = 3x6 + 3x5 + 2x4 + 3x3 + 2x2 + 2x+ 1.

Con tal información, los elementos idempotentes generadores del ideal C = ⟨1+2x+x2+
3x3, u(x−1)⟩ = ⟨f, ug⟩ del anillo R2,7 se determinan a continuación: Observe que f = 3f3,
g = f1 y de los Teoremas 3.13 y 3.18, ef3 = e1 + e2 = x6 + x5 + 2x4 + x3 + 2x2 + 2x,
mientras que eg = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 2. Aśı,

⟨f, ug⟩ = ⟨ef , ueg⟩.

Ejemplo 8. Sea p = 5, k = 2, n = 6 y tomemos γ = 8. Aśı R2 = Z25 + uZ25 y R2,6 =
R2[x]/⟨x6 − 8⟩. En R2[x] tenemos la factorización x6 − 8 = f1f2f3 donde f1 = x2 + 23,
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f2 = x2 + 12x + 23, f3 = x2 + 13x + 23. Sea F = f2f3 + ⟨x6 − 8⟩ y G = f1 + ⟨x6 − 8⟩.
Entonces,

F = x4 + 2x2 + 4 + ⟨x6 − 8⟩,
G = x2 + 23 + ⟨x6 − 8⟩.

En otras palabras, tenemos un código constaćıclico no trivial sobre R2:

C = ⟨F, uG⟩

Determinemos los idempotentes asociados a este código. Observemos que en F5[x] la
función reducción nos dice que

x6 − 8 = x6 + 2 = f 1f 2f 3

donde f 1 = x2 + 3, f 2 = x2 + 2x + 3, f 3 = x2 + 3x + 3. De la Proposición 3.15, el
conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares en R6 =
F5[x]/⟨x6 +2⟩ es {θ̂1 = 3x4 + x2 +2+ ⟨x6 +2⟩, θ̂2 = x5 + x4 +2x2 + x+2+ ⟨x6 +2⟩, θ̂3 =
4x5+x4+2x2+4x+2+ ⟨x6+2⟩}. Dado que el ı́ndice de nilpotencia del ideal máximo de
R2 es t = 3 y tenemos p = 5, del Teorema 3.17, E2,6 = {ê1, ê2, ê3} = {θ̂251 , θ̂252 , θ̂253 } donde

êi = θ̂25i , i = 1, 2, 3, y

θ̂251 = 23x4 + 21x2 + 17 + ⟨x6 − 8⟩,
θ̂252 = 6x5 + x4 + 2x2 + x+ 17 + ⟨x6 − 8⟩,
θ̂253 = 19x5 + x4 + 2x2 + 24x+ 17 + ⟨x6 − 8⟩.

Con esta información, los idempotentes generadores del código constaćıclico se calculan de
la manera siguiente: Dado que F = f2f3, G = f1 enR2[x]; del Teorema 3.13 se obtiene que
eF = ê1 = 23x4+21x2+17+⟨x6−8⟩, y similarmente eG = ê2+ê3 = 2x4+4x2+9+⟨x6−8⟩.
Obsérvese que eF , eG ∈ C, eF (F+⟨x6−8⟩) = F+⟨x6−8⟩ y eG(uG+⟨x6−8⟩) = uG+⟨x6−8⟩.
Aśı,

⟨F, uG⟩ = ⟨eF , ueG⟩.

3.4. Conclusiones y perspectivas

A continuación se presentan conclusiones del trabajo realizado, aśı como el plantea-
miento de posibles investigaciones futuras a partir del mismo.

3.4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se ha planteado una metodoloǵıa para, dado un primo p, llevar
a cabo la descripción de códigos γ-constaćıclicos de longitud n no divisible por p, con
γ ∈ U(Rk), y

Rk = Zpk + Zpk , con u2 = 0,
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es el anillo alfabeto. Esto se hace a partir de la descripción de los ideales del anillo
cociente Rk,n = Rk[x]/⟨xn − γ⟩ obtenidos desde un producto directo de anillos locales
del Rk[x]/⟨f⟩ con f ∈ Rk[x] básico irreducible. Dado un anillo de Frobenius finito, local,
conmutativo con identidad R, en el caso en el que el grado de p(x) = xn − γ ∈ R[x]
es primo relativo con la caracteŕıstica del campo residual R/m, la metodoloǵıa previa
consultada consiste, a grandes rasgos, en estudiar los factores de p(x) y, a partir de ello,
describir a los ideales del anillo cociente R[x]/⟨xn − γ⟩. Es de notar, que los generadores
de muchos de esos ideales quedan expresados en términos de los factores de p(x), o bien,
guardan una estrecha relación con los mismos a partir de otras consideraciones sobre el
anillo alfabeto (ver, por ejemplo, [7], [16], [17], [34]).

En nuestro caso, dado xn − γ =
∏m

i fi ∈ Rk[x] como producto de polinomios fi
distintos, básicos irreducibles y primos relativos por pares;

Estudiamos propiedades algebraicas y el conjunto de ideales, con énfasis en los
ideales principales, del anillo Rk.

A partir de esas propiedades, se cuenta con criterios computacionales (a nivel de
implementación), para facilitar la obtención el conjunto de ideales del anillo Rk, de
hecho, con el Teorema 2.4 se pueden contar los ideales principales de Rk.

La estructura de ideales del anillo Rk es transferida al anillo local Rk[x]/⟨f⟩, con
f ∈ Rk[x] básico irreducible ( Proposición 3.4 y Lemas 3.1 y 3.3).

A partir de producto directo de anillos locales Rk,fi = Rk[x]/⟨fi⟩ se determina una
familia completa de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares en
Rk,n (Proposición 3.8). Para esto se utiliza, como sustento teórico, el Teorema Chino
del Residuo (1.10) y el isomorfismo 3.1, dado en la Sección 3.2.

Con lo anterior, dado cualquier ideal en el producto directo
⊕m

i=1Rk,fi se pueden
obtener los generadores (o generador) del correspondiente ideal en el anillo Rk,n =
Rk[x]/⟨xn − γ⟩.

En contraparte, en el anilloRk,n se tiene la Proposición 3.7 que nos ayuda a descartar
ideales distintos de cero triviales, permitiendo construir códigos γ-constaćıclicos a
partir de la factorización en básicos irreducibles coprimos por pares de xn − γ en
Rk[x] y, con el Teorema 3.13, se construye el idempotente asociado a dicho ideal, esto
a partir del conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales por pares de
Rk,n.

En adición a lo anterior, se presenta el cálculo de la familia completa de elemen-
tos idempotentes primitivos y ortogonales por pares (Teorema 3.17) por medio de
levantamientos del anillo F2[x]/⟨xn − γ⟩ a el anillo Rk,n, usando herramientas desa-
rrolladas previamente por grupos de investigación a los que el director de la presente
tesis pertenece ([33]).

Se proporcionan ejemplos que ilustran los resultados centrales del presente trabajo.
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Se aprovecha este espacio para mencionar que surgieron dos investigaciones deri-
vadas de este trabajo, ya publicadas, relacionadas con anillos de matrices ([35] y
[36]).

3.4.2. Perspectivas

Del presente trabajo de investigación se originan las siguientes posibles direcciones de
trabajo posterior.

La metodoloǵıa presentada para describir códigos constaćıclicos ¿es posible exten-
derla a otros anillos con propiedades algebraicas similares? y de ser aśı, ¿para cuáles
anillos espećıficamente? Nótese que en la descripción de ideales mediante la familia
completa de idempotentes primitivos y ortogonales por pares no interviene la pro-
piedad del anillo de ser de cadena o no de cadena. Un ejemplo de anillo finito, local
y conmutativo con identidad de cadena lo seŕıa Fp + uFp, con u2 = 0.

Lo desarrollado, se cumple en particular para el caso p = 2, k > 1. En este caso
particular, se observa que la cardinalidad del grupo de unidades es 22k−1 = |Rk|

2
.

En ese contexto, la reducción de xn − γ a F2[x] nos dice que estudiar códigos cons-
taćıclicos en ese anillo guarda relación con códigos ćıclicos y negaćıclicos sobre F2

¿existen códigos duales y autoduales no triviales sobre Rk? de existir ¿cuál es su
caracterización y cómo estudiar estos códigos duales y autoduales a partir de la
familia completa de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares?

Desde luego, dado un número primo p, la pregunta natural al tener el anillo Rk =
Zpk + uZpk es ¿cómo describir códigos γ-constaćıclicos cuya longitud n no sea un
primo relativo con p?
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Apéndice A

Algunos conjuntos de ideales del
anillo Rk, con p = 2

En el presente apéndice se dan las familias de ideales para p = 2 y valores pequeños
de k. Los cálculos fueron hechos por medio de programas realizados en SageMath ([32]).

⟨u⟩ ⟨0⟩
⟨2u⟩ ⟨2⟩ ⟨2, u⟩

⟨2 + u⟩

⟨u⟩ ⟨0⟩
⟨2u⟩ ⟨2⟩ ⟨2, u⟩

⟨2 + u⟩
⟨4u⟩ ⟨4⟩ ⟨4, u⟩

⟨4 + u⟩ ⟨4, 2u⟩
⟨4 + 2u⟩

Cuadro A.1: Conjunto de ideales de los anillos R2 = Z4 + uZ4 (tabla izquierda) y R3 =
Z8 + uZ8, u

2 = 0 (tabla derecha).

⟨u⟩ ⟨0⟩
⟨2u⟩ ⟨2⟩ ⟨2, u⟩

⟨2 + u⟩
⟨4u⟩ ⟨4⟩ ⟨4, u⟩

⟨4 + u⟩ ⟨4, 2u⟩
⟨4 + 2u⟩ ⟨4 + u, 4 + 3u⟩
⟨4 + 3u⟩

⟨8u⟩ ⟨8⟩ ⟨8, u⟩
⟨8 + u⟩ ⟨8, 2u⟩
⟨8 + 2u⟩ ⟨8, 4u⟩
⟨8 + 4u⟩

Cuadro A.2: Conjunto de ideales del anillo R4 = Z16 + uZ16, u
2 = 0.
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⟨u⟩ ⟨0⟩
⟨2u⟩ ⟨2⟩ ⟨2, u⟩

⟨2 + u⟩
⟨4u⟩ ⟨4⟩ ⟨4, u⟩

⟨4 + u⟩ ⟨4, 2u⟩
⟨4 + 2u⟩ ⟨4 + u, 4 + 3u⟩
⟨4 + 3u⟩

⟨8u⟩ ⟨8⟩ ⟨8, u⟩
⟨8 + u⟩ ⟨8, 2u⟩
⟨8 + 2u⟩ ⟨8, 4u⟩
⟨8 + 3u⟩ ⟨8 + u, 8 + 3u⟩
⟨8 + 4u⟩ ⟨8 + 2u, 8 + 6u⟩
⟨8 + 6u⟩

⟨16u⟩ ⟨16⟩ ⟨16, u⟩
⟨16 + u⟩ ⟨16, 2u⟩
⟨16 + 2u⟩ ⟨16, 4u⟩
⟨16 + 4u⟩ ⟨16, 8u⟩
⟨16 + 8u⟩

⟨u⟩ ⟨0⟩
⟨2u⟩ ⟨2⟩ ⟨2, u⟩

⟨2 + u⟩
⟨4u⟩ ⟨4⟩ ⟨4, u⟩

⟨4 + u⟩ ⟨4, 2u⟩
⟨4 + 2u⟩ ⟨4 + u, 4 + 3u⟩
⟨4 + 3u⟩

⟨8u⟩ ⟨8⟩ ⟨8, u⟩
⟨8 + u⟩ ⟨8, 2u⟩
⟨8 + 2u⟩ ⟨8, 4u⟩
⟨8 + 3u⟩ ⟨8 + u, 8 + 3u⟩
⟨8 + 4u⟩ ⟨8 + u, 8 + 5u⟩
⟨8 + 5u⟩ ⟨8 + 2u, 8 + 6u⟩
⟨8 + 6u⟩ ⟨8 + 3u, 8 + 7u⟩
⟨8 + 7u⟩

⟨16u⟩ ⟨16⟩ ⟨16, u⟩
⟨16 + u⟩ ⟨16, 2u⟩
⟨16 + 2u⟩ ⟨16, 4u⟩
⟨16 + 3u⟩ ⟨16, 8u⟩
⟨16 + 4u⟩ ⟨16 + u, 16 + 3u⟩
⟨16 + 6u⟩ ⟨16 + 2u, 16 + 6u⟩
⟨16 + 8u⟩ ⟨16 + 4u, 16 + 12u⟩
⟨16 + 12u⟩

⟨32u⟩ ⟨32⟩ ⟨32, u⟩
⟨32 + u⟩ ⟨32, 2u⟩
⟨32 + 2u⟩ ⟨32, 4u⟩
⟨32 + 4u⟩ ⟨32, 8u⟩
⟨32 + 8u⟩ ⟨32, 16u⟩
⟨32 + 16u⟩

Cuadro A.3: Conjunto de ideales del anillo R5 = Z32+uZ32 (izquierda) y R6 = Z64+uZ64

(derecha), con u2 = 0.
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⟨u⟩ ⟨0⟩
⟨2u⟩ ⟨2⟩ ⟨2, u⟩

⟨2 + u⟩
⟨4u⟩ ⟨4⟩ ⟨4, u⟩

⟨4 + u⟩ ⟨4, 2u⟩
⟨4 + 2u⟩ ⟨4 + u, 4 + 3u⟩
⟨4 + 3u⟩

⟨8u⟩ ⟨8⟩ ⟨8, u⟩
⟨8 + u⟩ ⟨8, 2u⟩
⟨8 + 2u⟩ ⟨8, 4u⟩
⟨8 + 3u⟩ ⟨8 + u, 8 + 3u⟩
⟨8 + 4u⟩ ⟨8 + u, 8 + 5u⟩
⟨8 + 5u⟩ ⟨8 + 2u, 8 + 6u⟩
⟨8 + 6u⟩ ⟨8 + 3u, 8 + 7u⟩
⟨8 + 7u⟩

⟨16u⟩ ⟨16⟩ ⟨16, u⟩
⟨16 + u⟩ ⟨16, 2u⟩
⟨16 + 2u⟩ ⟨16, 4u⟩
⟨16 + 3u⟩ ⟨16, 8u⟩
⟨16 + 4u⟩ ⟨16 + u, 16 + 3u⟩
⟨16 + 5u⟩ ⟨16 + u, 16 + 5u⟩
⟨16 + 6u⟩ ⟨16 + 2u, 16 + 6u⟩
⟨16 + 7u⟩ ⟨16 + 2u, 16 + 10u⟩
⟨16 + 8u⟩ ⟨16 + 6u, 16 + 14u⟩
⟨16 + 10u⟩ ⟨16 + 4u, 16 + 12u⟩
⟨16 + 12u⟩ ⟨16 + 3u, 16 + 7u⟩
⟨16 + 14u⟩

⟨32u⟩ ⟨32⟩ ⟨32, u⟩
⟨32 + u⟩ ⟨32, 2u⟩
⟨32 + 2u⟩ ⟨32, 4u⟩
⟨32 + 3u⟩ ⟨32, 8u⟩
⟨32 + 4u⟩ ⟨32, 16u⟩
⟨32 + 6u⟩ ⟨32 + u, 32 + 3u⟩
⟨32 + 8u⟩ ⟨32 + 2u, 32 + 6u⟩
⟨32 + 12u⟩ ⟨32 + 4u, 32 + 12u⟩
⟨32 + 16u⟩ ⟨32 + 8u, 32 + 24u⟩
⟨32 + 14u⟩

⟨64u⟩ ⟨64⟩ ⟨64, u⟩
⟨64 + u⟩ ⟨64, 2u⟩
⟨64 + 2u⟩ ⟨64, 4u⟩
⟨64 + 4u⟩ ⟨64, 8u⟩
⟨64 + 8u⟩ ⟨64, 16u⟩
⟨64 + 16u⟩ ⟨64, 32u⟩
⟨64 + 32u⟩

Cuadro A.4: Conjunto de ideales del anillo R7 = Z128 + uZ128, u
2 = 0
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Apéndice B

Aplicación: Códigos ćıclicos de
longitud n = 7 sobre R2 = Z4 + uZ4

A manera de aplicación de lo desarrollado en el presente trabajo de tesis, se presenta
la determinación de códigos ćıclicos de longitud n = 7 definidos sobre el anillo R2 para el
caso p = 2, es decir, con el anillo alfabeto dado por

R2 = Z4 + uZ4, u
2 = 0.

Este es un anillo finito, local, conmutativo con identidad y no de cadena (Proposición
2.1). Es un anillo de Frobenius con ideal máximo m = ⟨2, u⟩ cuyo ı́ndice de nilpotencia es
t = 3, su zoclo Soc(R2) = ⟨2u⟩ y campo residual F2 con caracteŕıstica 2. En el apéndice
A se tiene que su conjunto de ideales está dado por

L2 = {⟨0⟩, ⟨2u⟩, ⟨2⟩, ⟨2 + u⟩, ⟨u⟩, ⟨2, u⟩, ⟨1⟩}.

Sea x7−1 = f1f2f3 con f1 = x+3, f2 = x3+2x2+x+3 y f3 = x3+3x2+2x+3. Cada
uno de los fi es básico irreducible y la correspondiente reducción para cada i = 1, 2, 3 es
f 1 = x+ 1, f 2 = x3 + x+ 1 y f 3 = x3 + x2 + 1 en F2[x], aśı xn − 1 = x7 + 1 = f 1f 2f 3.

Nuestro objetivo es describir los ideales del anillo cociente

R2,7 = R2[x]/⟨x7 − 1⟩.

Con tal fin, se define en el anillo F2[x],

F̂1 = f 2f 3, F̂2 = f 1f 3, F̂3 = f 1f 2

y mediante el algoritmo de Euclides en F2[x], obtenemos en F2[x]/⟨x7 + 1⟩ un conjunto
completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares,

θ̂1 = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 + ⟨x7 + 1⟩,
θ̂2 = x4 + x2 + x+ 1 + ⟨x7 + 1⟩,
θ̂3 = x6 + x5 + x3 + 1 + ⟨x7 + 1⟩.
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Dado que el ı́ndice de nilpotencia del ideal máximo m de R2 es t = 3 y la caracteŕıstica
del anillo F2[x]/⟨x7 − 1⟩ es s = 2, del Teorema 3.17, obtenemos que el conjunto completo
de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares de la Proposición 3.8, en
R2,7 = R2[x]/⟨x7 − 1⟩, es dado por E2,7 = {ê1, ê2, ê3} = {θ̂41, θ̂42, θ̂43} , donde

θ̂41 = 3(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1) + ⟨x7 − 1⟩,
θ̂42 = 2x6 + 2x5 + 3x4 + 2x3 + 3x2 + 3x+ 1 + ⟨x7 − 1⟩,
θ̂43 = 3x6 + 3x5 + 2x4 + 3x3 + 2x2 + 2x+ 1.

Como consecuencia del Teorema Chino del Residuo, 3.5, al considerar la reducción del
polinomio xn − 1, aśı como las reducciones de sus correspondientes factores, tenemos el
diagrama

R2[x]/⟨xn − 1⟩
¯
��

∼= //
⊕m

i=1 R2[x]/⟨fi⟩
¯
��

F2[x]/⟨xn + 1⟩ ∼=
//
⊕m

i=1 F2[x]/⟨f i⟩.

De ah́ı que el isomorfismo Φ : R2,7 −→
⊕3

i=1R2[x]/⟨fi⟩ dado por

Φ(f + ⟨x7 − 1⟩) = (f + ⟨f1⟩, f + ⟨f2⟩, f + ⟨f3⟩)

tiene como isomorfismo inverso a ϕ :
⊕3

i=1 R2[x]/⟨fi⟩ −→ R2,7,

ϕ(r1 + ⟨f1⟩, r2 + ⟨f2⟩, r3 + ⟨f3⟩) =
3∑

i=1

riêi + ⟨x7 − 1⟩.

Un hecho inmediato a partir de lo anterior es que

R2,7 = ⟨ê1 + ê2 + ê3⟩.

Del Corolario 3.6, R2,7 es un anillo semilocal con 3 ideales máximos mi, i = 1, 2, 3
cada uno con dos generadores. Ellos son determinados v́ıa el isomorfismo ϕ:

m1 = ⟨2ê1 + e2 + e3 + ⟨x7 − 1⟩, ue1 + e2 + e3 + ⟨x7 − 1⟩⟩,
m2 = ⟨ê1 + 2e2 + e3 + ⟨x7 − 1⟩, e1 + ue2 + e3 + ⟨x7 − 1⟩⟩,
m3 = ⟨ê1 + e2 + 2e3 + ⟨x7 − 1⟩, e1 + e2 + ue3 + ⟨x7 − 1⟩⟩,

En el art́ıculo [34] se presenta una tabla con códigos ćıclicos no triviales definidos sobre
R2, obtenidos mediante un enfoque de estudio distinto al presentado en este trabajo de
tesis. En la siguiente tabla se muestran los ideales propios del anillo cocienteR2,7 obtenidos
desde nuestra perpectiva del cómo describir a los ideales de R2,7.
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Cuadro B.1: Ideales del anillo R2,7

⟨0⟩ ⟨2uê3⟩
⟨2ê3⟩ ⟨(2 + u)ê3⟩
⟨uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê3⟩
⟨ê3⟩ ⟨2uê2⟩

⟨2uê2 + 2uê3⟩ ⟨2uê2 + 2ê3⟩
⟨2uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2uê2 + uê3⟩
⟨2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2uê2 + ê3⟩

⟨2ê2⟩ ⟨2ê2 + 2uê3⟩
⟨2ê2 + 2ê3⟩ ⟨2ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2ê2 + uê3⟩ ⟨2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2ê2 + ê3⟩ ⟨(2 + u)ê2⟩

⟨(2 + u)ê2 + 2uê3⟩ ⟨(2 + u)ê2 + 2ê3⟩
⟨(2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨(2 + u)ê2 + uê3⟩
⟨(2 + u)ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨(2 + u)ê2 + ê3⟩

⟨uê2⟩ ⟨uê2 + 2uê3⟩
⟨uê2 + 2ê3⟩ ⟨uê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨uê2 + uê3⟩ ⟨uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨uê2 + ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê2⟩

⟨(2, u)ê2 + 2uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩

⟨ê2⟩ ⟨ê2 + 2uê3⟩
⟨ê2 + 2ê3⟩ ⟨ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨ê2 + uê3⟩ ⟨ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨ê2 + ê3⟩ ⟨2uê1⟩

⟨2uê1 + 2uê3⟩ ⟨2uê1 + 2ê3⟩
⟨2uê1 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2uê1 + uê3⟩
⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2uê1 + ê3⟩
⟨2uê1 + 2uê2⟩ ⟨2uê1 + 2uê2 + 2uê3⟩

⟨2uê1 + 2uê2 + 2ê3⟩ ⟨2uê1 + 2uê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2uê1 + 2uê2 + uê3⟩ ⟨2uê1 + 2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2uê1 + 2uê2 + ê3⟩ ⟨2uê1 + 2ê2⟩
⟨2uê1 + 2ê2 + 2uê3⟩ ⟨2uê1 + 2ê2 + 2ê3⟩

⟨2uê1 + 2ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2uê1 + 2ê2 + uê3⟩
⟨2uê1 + 2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2uê1 + 2ê2 + ê3⟩
⟨2uê1 + (2 + u)ê2⟩ ⟨2uê1 + (2 + u)ê2 + 2uê3⟩

⟨2uê1 + (2 + u)ê2 + 2ê3⟩ ⟨2uê1 + (2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2uê1 + (2 + u)ê2 + uê3⟩ ⟨2uê1 + (2 + u)ê2 + (2, u)ê3⟩
⟨2uê1 + (2 + u)ê2 + ê3⟩ ⟨2uê1 + uê2⟩
⟨2uê1 + uê2 + 2uê3⟩ ⟨2uê1 + uê2 + 2ê3⟩
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⟨2uê1 + uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2uê1 + uê2 + uê3⟩
⟨2uê1 + uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2uê1 + uê2 + ê3⟩

⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2⟩ ⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2uê3⟩
⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩ ⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩ ⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩ ⟨2uê1 + ê2⟩
⟨2uê1 + ê2 + 2uê3⟩ ⟨2uê1 + ê2 + 2ê3⟩

⟨2uê1 + ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2uê1 + ê2 + uê3⟩
⟨2uê1 + ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2uê1 + ê2 + ê3⟩

⟨2ê1⟩ ⟨2ê1 + 2uê3⟩
⟨2ê1 + 2ê3⟩ ⟨2ê1 + (2 + u)ê3⟩
⟨2ê1 + uê3⟩ ⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2ê1 + ê3⟩ ⟨2ê1 + 2uê2⟩

⟨2ê1 + 2uê2 + 2uê3⟩ ⟨2ê1 + 2uê2 + 2ê3⟩
⟨2ê1 + 2uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2ê1 + 2uê2 + uê3⟩
⟨2ê1 + 2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2ê1 + 2uê2 + ê3⟩

⟨2ê1 + 2ê2⟩ ⟨2ê1 + 2ê2 + 2uê3⟩
⟨2ê1 + 2ê2 + 2ê3⟩ ⟨2ê1 + 2ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2ê1 + 2ê2 + uê3⟩ ⟨2ê1 + 2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2ê1 + 2ê2 + ê3⟩ ⟨2ê1 + (2 + u)ê2⟩

⟨2ê1 + (2 + u)ê2 + 2uê3⟩ ⟨2ê1 + (2 + u)ê2 + 2ê3⟩
⟨2ê1 + (2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2ê1 + (2 + u)ê2 + uê3⟩
⟨2ê1 + (2 + u)ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2ê1 + (2 + u)ê2 + ê3⟩

⟨2ê1 + uê2⟩ ⟨2ê1 + uê2 + 2uê3⟩
⟨2ê1 + uê2 + 2ê3⟩ ⟨2ê1 + uê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2ê1 + uê2 + uê3⟩ ⟨2ê1 + uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2ê1 + uê2 + ê3⟩ ⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2⟩

⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2uê3⟩ ⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩
⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩
⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨2ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩

⟨2ê1 + ê2⟩ ⟨2ê1 + ê2 + 2uê3⟩
⟨2ê1 + ê2 + 2ê3⟩ ⟨2ê1 + ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨2ê1 + ê2 + uê3⟩ ⟨2ê1 + ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨2ê1 + ê2 + ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1⟩

⟨(2 + u)ê1 + 2uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + uê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + 2uê2⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2uê2 + 2uê3⟩

⟨(2 + u)ê1 + 2uê2 + 2ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2uê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + 2uê2 + uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + 2uê2 + ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2ê2⟩
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⟨(2 + u)ê1 + 2ê2 + 2uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2ê2 + 2ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + 2ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2ê2 + uê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + 2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + 2ê2 + ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2⟩ ⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2 + 2uê3⟩

⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2 + 2ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2 + uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + (2 + u)ê2 + ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + uê2⟩
⟨(2 + u)ê1 + uê2 + 2uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + uê2 + 2ê3⟩

⟨(2 + u)ê1 + uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + uê2 + uê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + uê2 + ê3⟩

⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2uê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ê2⟩
⟨(2 + u)ê1 + ê2 + 2uê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ê2 + 2ê3⟩

⟨(2 + u)ê1 + ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ê2 + uê3⟩
⟨(2 + u)ê1 + ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨(2 + u)ê1 + ê2 + ê3⟩

⟨uê1⟩ ⟨uê1 + 2uê3⟩
⟨uê1 + 2ê3⟩ ⟨uê1 + (2 + u)ê3⟩
⟨uê1 + uê3⟩ ⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨uê1 + ê3⟩ ⟨uê1 + 2uê2⟩

⟨uê1 + 2uê2 + 2uê3⟩ ⟨uê1 + 2uê2 + 2ê3⟩
⟨uê1 + 2uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨uê1 + 2uê2 + uê3⟩
⟨uê1 + 2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨uê1 + 2uê2 + ê3⟩

⟨uê1 + 2ê2⟩ ⟨uê1 + 2ê2 + 2uê3⟩
⟨uê1 + 2ê2 + 2ê3⟩ ⟨uê1 + 2ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨uê1 + 2ê2 + uê3⟩ ⟨uê1 + 2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨uê1 + 2ê2 + ê3⟩ ⟨uê1 + (2 + u)ê2⟩

⟨uê1 + (2 + u)ê2 + 2uê3⟩ ⟨uê1 + (2 + u)ê2 + 2ê3⟩
⟨uê1 + (2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨uê1 + (2 + u)ê2 + uê3⟩
⟨uê1 + (2 + u)ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨uê1 + (2 + u)ê2 + ê3⟩

⟨uê1 + uê2⟩ ⟨uê1 + uê2 + 2uê3⟩
⟨uê1 + uê2 + 2ê3⟩ ⟨uê1 + uê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨uê1 + uê2 + uê3⟩ ⟨uê1 + uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨uê1 + uê2 + ê3⟩ ⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2⟩

⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2uê3⟩ ⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩
⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩
⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2, u)ê3⟩ ⟨uê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩

⟨uê1 + ê2⟩ ⟨uê1 + ê2 + 2uê3⟩
⟨uê1 + ê2 + 2ê3⟩ ⟨uê1 + ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨uê1 + ê2 + uê3⟩ ⟨uê1 + ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
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⟨uê1 + ê2 + ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + uê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2 + 2uê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2 + 2ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2 + uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + 2uê2 + ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2 + 2uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2 + 2ê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2 + uê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + 2ê2 + ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2 + 2uê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2 + 2ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2 + uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + (2 + u)ê2 + ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2 + 2uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2 + 2ê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2 + uê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + uê2 + ê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2uê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + 0ê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + 2uê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + 2ê3⟩

⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + uê3⟩
⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨⟨2, u⟩ê1 + ê2 + ê3⟩

⟨ê1⟩ ⟨ê1 + 2uê3⟩
⟨ê1 + 2ê3⟩ ⟨ê1 + (2 + u)ê3⟩
⟨ê1 + uê3⟩ ⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨ê1 + ê3⟩ ⟨ê1 + 2uê2⟩

⟨ê1 + 2uê2 + 2uê3⟩ ⟨ê1 + 2uê2 + 2ê3⟩
⟨ê1 + 2uê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨ê1 + 2uê2 + uê3⟩
⟨ê1 + 2uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨ê1 + 2uê2 + ê3⟩

⟨ê1 + 2ê2⟩ ⟨ê1 + 2ê2 + 2uê3⟩
⟨ê1 + 2ê2 + 2ê3⟩ ⟨ê1 + 2ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨ê1 + 2ê2 + uê3⟩ ⟨ê1 + 2ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨ê1 + 2ê2 + ê3⟩ ⟨ê1 + (2 + u)ê2⟩

⟨ê1 + (2 + u)ê2 + 2uê3⟩ ⟨ê1 + (2 + u)ê2 + 2ê3⟩
⟨ê1 + (2 + u)ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨ê1 + (2 + u)ê2 + uê3⟩
⟨ê1 + (2 + u)ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨ê1 + (2 + u)ê2 + ê3⟩

⟨ê1 + uê2⟩ ⟨ê1 + uê2 + 2uê3⟩
⟨ê1 + uê2 + 2ê3⟩ ⟨ê1 + uê2 + (2 + u)ê3⟩
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⟨ê1 + uê2 + uê3⟩ ⟨ê1 + uê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
⟨ê1 + uê2 + ê3⟩ ⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2⟩

⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2uê3⟩ ⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + 2ê3⟩
⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + (2 + u)ê3⟩ ⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + uê3⟩
⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩ ⟨ê1 + ⟨2, u⟩ê2 + ê3⟩

⟨ê1 + ê2⟩ ⟨ê1 + ê2 + 2uê3⟩
⟨ê1 + ê2 + 2ê3⟩ ⟨ê1 + ê2 + (2 + u)ê3⟩
⟨ê1 + ê2 + uê3⟩ ⟨ê1 + ê2 + ⟨2, u⟩ê3⟩
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Apéndice C

Código fuente para calcular ideales
de Rk = Z2k + uZ2k

En el presente apéndice se incluye el código fuente para obtener el conjunto de ideales
del anillo Rk = Z2k + uZ2k . El programa se realizó originalmente en SageMath 9.2 y ha
sido probado y mejorado en las versiones 9.3 y 10.0 ([32]). Se proporciona el código tal y
como aparece en el correspondiente notebook de Sage.

Se parte de las definición de ideal en anillos conmutativos y se toman en cuenta las
consideraciones sobre Rk dadas en el caṕıtulo 2. El programa también devuelve, aunque
no en una forma optimizada, las contenciones entre ideales, lo que permitiŕıa al usuario
construir diagramas como el mostrado en la figura 2.3.

Se recomiendan valores pequeños de k ya que los ideales se van almacenando en la
memoria principal para ser analizados como conjuntos. Con modificaciones mı́nimas, el
programa también podŕıa calcular el conjunto de ideales para p > 2 aunque, dado el
número de elementos que se tendŕıa en tal caso, el proceso puede ser muy tardado.
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Código fuente para calcular el conjunto de ideales del anillo
Rk = Z2k + uZ2k

[ ]: reset() #Free resources

[ ]: from datetime import datetime
print("Starting at:")
datetime.now().strftime('%Y-%m-%d %H:%M:%S') #Hora de inicio

[ ]: k = 4 #exponent for 2
p = 2 #Prime for build F_p, this value must be p=2 DON'T CHANGE IT!
polyDeg = 15 #Degree of X^n - 1
modulo = p**k
ringZMod2k = IntegerModRing(modulo) #Ring of integers mod 2^k
R.<x> = PolynomialRing(ringZMod2k) #Polynomial ring in x associated to ringZMod2k
polynomial = x^2 #Polynomial for calculating the quotient ring S.<u>
I = R.ideal(polynomial) #Construction of ideal I=<polynomial>
S.<u> = R.quotient_ring(I) #Quotient ring, polynomial forms in u
listOfRingSElements = list(S) #The elements of the quotien ring S.<u>
#Auxiliar variable for storage the units of the ring ringZMod2k
listOfRingZMod2kUnits = []
#Auxiliar variable for storage the non units of the ring ringZMod2k
listOfRingZmod2kNonUnits = []

listOfRingZMod2kUnits.append(listOfRingSElements[1]) #Add to the list the identity: 1
listOfRingZmod2kNonUnits.append(listOfRingSElements[0]) #Add to the list the first non unit: 0

for j in range(2,modulo):
if GCD(j,modulo) == 1:

listOfRingZMod2kUnits.append(listOfRingSElements[j])
else:

listOfRingZmod2kNonUnits.append(listOfRingSElements[j])

listOfRingZMod2kElements = list(ringZMod2k) #We put in a list the elements of the ring ringZMod2k
listOfRingSUnits = [] #For the units of th ring S.<u>
listOfRingSNonUnits = [] #For the non units of th ring S.<u>
#listOfRingSNonUnits.append(listOfRingSElements[0]) #Agregamos el cero

for i in range(len(listOfRingZMod2kUnits)):
listOfRingSUnits.append(listOfRingZMod2kUnits[i])

for i in range(len(listOfRingZmod2kNonUnits)):
listOfRingSNonUnits.append(listOfRingZmod2kNonUnits[i])

nZeroElemOfRingZMod2k = [] #Auxiliar variable for build the units of the ring S.<u>
for i in range(1, modulo):

nZeroElemOfRingZMod2k.append(listOfRingZMod2kElements[i]),
#print(nZeroElemOfRingZMod2k)

for unitOfZMod2k in listOfRingZMod2kUnits:
for element in nZeroElemOfRingZMod2k:

listOfRingSUnits.append(u*element + unitOfZMod2k)

for nonUnitOfZMod2k in listOfRingZmod2kNonUnits:
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for element in nZeroElemOfRingZMod2k:
listOfRingSNonUnits.append(u*element + nonUnitOfZMod2k)

[ ]: numOfIdealsOfRingS = (k**2) + k
listOfIdealsOfS = [] #Variable for storage the lattice of ideals of the ring S.<u>
for j in range(0,numOfIdealsOfRingS):

listOfIdealsOfS.append([])
listOfGeneratorsOfIdeals = []

Ideals with form ⟨2j , 2j−1u⟩ j = 1, 2, . . . , k + 1

[ ]: for i in range(0,k+1):
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]**(k-(i-1))
primeToPowerJm1u = (listOfRingSElements[2]**(k-i))*u
listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([primeToPowerJ,primeToPowerJm1u]))
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generators:", primeToPowerJ, ",",primeToPowerJm1u)
for a in range(len(listOfRingZMod2kElements)):

for b in range(len(listOfRingZMod2kElements)):
newElement = primeToPowerJ*listOfRingZMod2kElements[a] +␣

↪→primeToPowerJm1u*listOfRingZMod2kElements[b]
if newElement not in listOfIdealsOfS[i]:

listOfIdealsOfS[i].append(newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[i]), " at index of listOfIdealsOfS ", i)

idxA = k+1
#print(idxA)

Ideals with form ⟨2j + 2j−1u⟩ j = 1, 2, . . . , k − 1

[ ]: for i in range(2,k+1):
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]**(k-(i-1))
primeToPowerJm1u = (listOfRingSElements[2]**(k-i))*u
auxSUM = primeToPowerJ + primeToPowerJm1u
listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([auxSUM]))
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generator:",auxSUM)
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = auxSUM*listOfRingSElements[a]
if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:

listOfIdealsOfS[idxA].append(newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA]), " at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA + 1
#print(idxA)

Ideals with form ⟨2j−1u⟩ j = 1, 2, . . . , k − 1

[ ]: for i in range(1,k):
primeToPowerJm1u = (listOfRingSElements[2]**(i-1))*u
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generator:",primeToPowerJm1u)
listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([primeToPowerJm1u]))
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = primeToPowerJm1u*listOfRingSElements[a]
if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:

listOfIdealsOfS[idxA].append(newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA])," at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA + 1
#print(idxA)

Ideals with form ⟨2j−1⟩, j = 1, 2, . . . , k − 1.

[ ]: for i in range(1,k):
primeToPowerJ = (listOfRingSElements[2]**(i))
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generator:",primeToPowerJ)
listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([primeToPowerJ]))
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = primeToPowerJ*listOfRingSElements[a]
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if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:
listOfIdealsOfS[idxA].append(newElement)

print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA])," at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA + 1
#print(idxA)

Ideals with form ⟨2j+1, 2l−1u⟩ j = i, l ≤ i and i = 1, 2, . . . , k − 2

[ ]: #idxA=0 #This is auxiliar for ONLY RUN THE NEXT TWO CELLs, IT MUST BE COMMENTED

[ ]: for i in range(1,k-1):#k-1 for the index take the value k-2
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]**(i+1)
for l in range(1,i+1):

primeToPowerJm1u = (listOfRingSElements[2]**(l-1))*u
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generators:",primeToPowerJ,",", primeToPowerJm1u)
listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([primeToPowerJ,primeToPowerJm1u]))
for a in range(len(listOfRingZMod2kElements)):

for b in range(len(listOfRingZMod2kElements)):
newElement = primeToPowerJ*listOfRingZMod2kElements[a] +␣

↪→primeToPowerJm1u*listOfRingZMod2kElements[b]
if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:

listOfIdealsOfS[idxA].append(newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA])," at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA+1
#print(idxA)

Ideals with form ⟨2j+1 + 2l−1u⟩ j = i, l ≤ i and i = 1, 2, . . . , k − 2

[ ]: for i in range(1,k-1):#k-1 for the index take the value k-2
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]**(i+1)
for l in range(1,i+1):

primeToPowerJm1u = (listOfRingSElements[2]**(l-1))*u
auxSum = primeToPowerJ + primeToPowerJm1u
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generator:",auxSum)
listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([auxSum]))
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = auxSum*listOfRingSElements[a]
if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:

listOfIdealsOfS[idxA].append(newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA])," at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA+1
#print(idxA)

[ ]: #Select all content and Press CTRL + / for comment or uncomment the content of a cell
listOfIdealsOfSAsSets = []
for i in range(numOfIdealsOfRingS):

listOfIdealsOfSAsSets.append(set(listOfIdealsOfS[i]))

[ ]: len(listOfIdealsOfSAsSets)

[ ]: #We liberate the space in memory for the list listOfIdealsOfS
listOfIdealsOfS = []

[ ]: for i in range(2, k-1):#k-1 for the proccess runs until k-2
powOfGen2 = listOfRingZmod2kNonUnits[1]**(i)
indexMiddleList = 2**(i)
auxListZ2d = listOfRingZMod2kElements[1:indexMiddleList]
for j in range(len(auxListZ2d)):

listAuxForIdeal = []
genOfnotJointIdeal = auxListZ2d[j]*u + powOfGen2
auxSetOfGen = set([genOfnotJointIdeal])
if auxSetOfGen not in listOfGeneratorsOfIdeals:

for a in range(len(listOfRingSElements)):
newElement = genOfnotJointIdeal*listOfRingSElements[a]
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if newElement not in listAuxForIdeal:
listAuxForIdeal.append(newElement)

setAux = set(listAuxForIdeal)
if setAux not in listOfIdealsOfSAsSets:

listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([genOfnotJointIdeal]))
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("*Ideal with generator ",genOfnotJointIdeal," added at position: ",␣

↪→len(listOfIdealsOfSAsSets)-1, "cardinality: ", len(listAuxForIdeal))
listOfIdealsOfSAsSets.append(setAux)

else:
print("The ideal with generator ",genOfnotJointIdeal,"already exists, at index: ",␣

↪→listOfIdealsOfSAsSets.index(setAux))
else:

print("The ideal with generators ", auxSetOfGen, "has been already calculated" )
#
print("Now, the cardinality of the Lattice is: ", len(listOfIdealsOfSAsSets))
listAuxForIdeal = [] #Empty the content of this variable

[ ]: # ####For the lemmas the 2-generated ideals
indexMiddleList = 2^(k-1)
auxListZ2d = listOfRingZMod2kElements[1:indexMiddleList]
for a in range(2, k-1):#k-1 for the proccess runs until k-2

firstPartOfGen1 = listOfRingZmod2kNonUnits[1]**(a)
for b in range(len(auxListZ2d)):

if int(auxListZ2d[b]) < 2**(a):
genOfNotJointIdealA = auxListZ2d[b]*u + firstPartOfGen1
#print(genOfNotJointIdealA)
for c in range(a,a+1):

firstPartOfGen2 = listOfRingZmod2kNonUnits[1]**(c)
for d in range(len(auxListZ2d)):

if int(auxListZ2d[d]) < 2**(c) and ((int(auxListZ2d[d]) - int(auxListZ2d[b])) % 2 == 0):
genOfNotJointIdealB = auxListZ2d[d]*u + firstPartOfGen2
print("=-==-==-==-==-==-==-==-=")
print("Ideal with generators: ", genOfNotJointIdealA, genOfNotJointIdealB)
auxSetOfGen = set([genOfNotJointIdealA, genOfNotJointIdealB])
if auxSetOfGen not in listOfGeneratorsOfIdeals:

listAuxForIdeal = []
listAuxForIdeal_1 = []
listAuxForIdeal_2 = []
print("Calculating the first ideal with generator ", genOfNotJointIdealA)
for i in range(len(listOfRingSElements)):

newElement_1 = genOfNotJointIdealA*listOfRingSElements[i]
if newElement_1 not in listAuxForIdeal_1:

listAuxForIdeal_1.append(newElement_1)
print("Ideal with generator ", genOfNotJointIdealA, "has been calculated")
print("Calculating the second ideal with generator ", genOfNotJointIdealB)
for i in range(len(listOfRingSElements)):

newElement_2 = genOfNotJointIdealB*listOfRingSElements[i]
if newElement_2 not in listAuxForIdeal_2:

listAuxForIdeal_2.append(newElement_2)
print("Ideal with generator ", genOfNotJointIdealB, "has been calculated")
for i in range(len(listAuxForIdeal_1)):

for j in range(len(listAuxForIdeal_2)):
newElement = listAuxForIdeal_1[i] + listAuxForIdeal_2[j]
if newElement not in listAuxForIdeal:

listAuxForIdeal.append(newElement)
print("Analyzing ideal...")
setA = set(listAuxForIdeal)
if setA not in listOfIdealsOfSAsSets:

listOfGeneratorsOfIdeals.append(set([genOfNotJointIdealA,␣
↪→genOfNotJointIdealB]))

listOfIdealsOfSAsSets.append(setA)
print("***NEW ideal found REVIEW at index: ", listOfIdealsOfSAsSets.

↪→index(setA), "cardinality: ", len(setA))
else:

print("The ideal already exists, at index: ", listOfIdealsOfSAsSets.
↪→index(setA))
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else:
print("The ideal with generators ", auxSetOfGen, "has been already calculated" )

print("Now, the cardinality of the Lattice is: ", len(listOfIdealsOfSAsSets))
listAuxForIdeal = [] #Empty the content of this variable

[ ]: for i in range(1, len(listOfIdealsOfSAsSets)):
for j in range(len(listOfIdealsOfSAsSets)):

if i!=j and listOfIdealsOfSAsSets[i].issubset(listOfIdealsOfSAsSets[j]):
print("===================")
print("I_"+str(i)+" is a subset of I_"+str(j))

print("*******************************")

[ ]: for i in range(len(listOfGeneratorsOfIdeals)):
print("Ideal with generator(s): ",listOfGeneratorsOfIdeals[i], "at index: ", i)

print("=-==-==-==-==-==-==-=")
print("Total of ideals counting trivials: ", len(listOfGeneratorsOfIdeals) + 1)
print("=-==-==-==-==-==-==-=")

[ ]: print("Proccess finished at:")
datetime.now().strftime('%Y-%m-%d %H:%M:%S') #Hora de finalizacion
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