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Resumen

En el presente trabajo hacemos uso de la teorı́a de integración de Henstock-Kurzweil, que también es cono-
cida como integración generalizada de Riemann, para extender las propiedades de la transformada de Fourier vı́a el
método complejo de interpolación analizando las posibles diferencias entre las transformada seno y coseno de Fourier.

Para este fin, en el capı́tulo 2 establecemos los conceptos básicos de la integral de Henstock-Kurzweil para el
caso de funciones real valuadas definidas sobre intervalos compactos y sobre toda la recta real. Además, presentamos
la relación ya existente y estrecha entre las funciones integrables en este sentido con el concepto de tener variación
acotada; este último hecho se conoce como teorema del multiplicador.

También hacemos énfasis en la relación de esta integral con las definiciones dadas por Georg Friedrich Bernhard
Riemann y por Henri Léon Lebesgue, mostrando ası́ que el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables
sobre intervalos compactos o sobre la recta real contiene propiamente al espacio de las funciones Lebesgue integrables.

En el capı́tulo 3 presentamos condiciones necesarias para la existencia de la transformada de Fourier con respecto
a la integral de Henstock-Kurzweil y vemos su relación con el espacio (de clases de equivalencia) de funciones Le-
besgue integrables, este espacio se denota por L1(R). De hecho, ya existen resultados que extienden las propiedades
clásicas de la transformada de Fourier definida sobre L1(R) al espacio de las funciones de variación acotada que se
desvanecen en ±∞, el cual se denota mediante BV0(R). Véase [50].

En particular, en BV0(R) se define la transformada de Fourier mediante

FHK : BV0(R) −→ C∞(R\{0})

FHK( f )(s) :=
∫ ∞

−∞

e−isx f (x) dx

para cada s , 0, donde la integral es en el sentido de Henstock-Kurzweil. Sin embargo, existen temas pendientes a
desarrollar tales como la continuidad de FHK( f )(s) en s = 0 y el determinar cuando la transformada de Fourier de una
función es nuevamente integrable. Para esto, se realizó un estudio por separado de las transformadas seno y coseno
de Fourier encontrando comportamientos diferentes para funciones en BV0(R), véase Proposición 3.5. Esto muestra
que el comportamiento diferente entre las dos transformadas se preserva aún para la integral de Henstock-Kurzweil.
Además, el resultado principal del capı́tulo 3 es el Teorema 3.12 en el cual se demuestra que la transformada coseno
de Fourier es un operador acotado de BV0(R) en el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables.

Por último en el capı́tulo 4 se hace uso de la teorı́a de interpolación para extender la transformada coseno de
Fourier a espacios de funciones del tipo Lp(R) + BV0(R) con 1 ≤ p ≤ 2 y en (4.17) y (4.21) establecemos el compor-
tamiento de los espacios de Sóbolev con respecto a las transformadas seno y coseno de Fourier.

Para este objetivo, primero se realizó la construcción del espacio suma real L1(R) + BV0(R) por medio de
un espacio cociente en el producto cartesiano L1(R) × BV0(R) y después se consideró la completez denotada por
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2 ÍNDICE GENERAL

̂L1(R) + BV0(R), ver Proposición 4.4. Luego se considero la complexificación de este espacio suma definido por

L1(R,C) + BV0(R,C) :=
(
L1(R) + BV0(R)

)
+i

(
L1(R) + BV0(R)

)
.

En este espacio, se definió el operador transformada coseno de Fourier

F
c
1 : L1(R,C) + BV0(R,C) −→ L∞(R,C) + ĤK(R,C)

F
c
1( f + g)(s) := F c

1 ( f )(s) + F c
HK(g)(s)

con s , 0. De esta manera, se restringió de manera continua la transformada coseno de Fourier al espacio de interpo-
lación de L1(R,C) con BV0(R,C) obteniendo del Coroloario 4.1 el siguiente diagrama:

L1 ∩ BV0
� � // [L1, BV0]θ

� � //

Fc
1

��

L1 + BV0

Fc
1

��
L∞ ∩ ĤK �

� // [L∞, ĤK]θ
� � // L∞ + ĤK

Sin embargo, para la transforma seno de Fourier no se obtuvo un resultado análogo ya que este último operador no
se puede extender de manera acotada al espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Lo que se probó en
la Proposición 3.5 es que la transformada seno de Fourier de una función en BV0(R) no necesariamente es Henstock-
Kurzweil integrable. Véase [5, 6].



Capı́tulo 1

Introducción

El concepto de integración de una función es uno de los temas fundamentales de la matemática. Algunas de las
principales teorı́as de integración fueron desarrolladas por Newton y Leibniz y posteriormente este tema fue estudiado
por Riemann. Sin embargo, la definición dada por Riemann presenta la limitación de generar una colección “pequeña”
de funciones integrables por lo que es necesario definir las integrales impropias. Más aún, la convergencia puntual de
una sucesión de funciones Riemann integrables no garantiza que la función lı́mite sea Riemann integrable.

Otro tema importante es el teorema fundamental del cálculo que establece que si f es integrable en el sentido de
Riemann con F′(x) = f (x) para toda x ∈ [a, b], es decir, F es una primitiva de f , entonces∫ x

a
f (s) ds = F(x) − F(a) ∀x ∈ [a, b].

Aquı́ surge el problema de que no toda función Riemann integrable posee una primitiva e incluso cuando exista la pri-
mitiva de f en [a, b] resulte que f no sea Riemann integrable. Considérese por ejemplo las funciones g(x) := 1/

√
x,

para x ∈ (0, 1] y g(0) := 0, la cual no es acotada en [0, 1] y por lo tanto no es Riemann integrable y la función
G(x) := 2

√
x, con x ∈ [0, 1], entonces G es continua en [0, 1] y derivable en (0, 1] con G′(x) = g(x) pero no existe

G′(0).

A finales del siglo XIX, Henri Lebesgue extendió la teorı́a de integración quitando las restricciones de ser f
una función acotada sobre un intervalo compacto. Además, estableció condiciones para tomar lı́mites y derivar bajo el
sı́mbolo de la integral. Sin embargo, la integral de Lebesgue presenta deficiencias con respecto al teorema fundamental
del cálculo y se requiere del desarrollo de la teorı́a de medida, véase [70]. Por ejemplo, la función f (x) := x2 sen

(
x−2

)
,

para x , 0 y f (0) := 0, es diferenciable en todo R pero f ′ no es Lebesgue integrable.

Posteriormente, Arnaud Denjoy presentó en 1912 una definición de integral más general a la de Lebesgue, véase
[79], la cual permite integrar todas las derivadas, además de incluir la integrale de Dirichlet:∫ ∞

0

sen(x)
x

dx,

la cual no es Lebesgue integrable.

Por otra parte, de manera independiente, en 1914 Oskar Perron establece su propia definición de integral la cual
resulta ser equivalente a la dada por Denjoy y en la actualidad se conoce como integral de Denjoy-Perron, véase
[27, Capı́tulo 8]. Sin embargo, las integrales de Denjoy y Perron requieren de conocimientos avanzados en el área de
análisis lo cual ha dificultado su estudio y enseñanza.
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Después, entre 1957 y 1958 Jaroslav Kurzweil estableció el concepto de “gauge integral” o integral de carga
recuperando la idea de Riemann al dar una definición de tipo ε - δ y sin la necesidad del concepto de medida de
un conjunto. De hecho Ralph Henstock dio una definición equivalente a la de Kurzweil, véase [7], dando lugar a la
integral de Henstock-Kurzweil que resulta ser equivalente a la integral dada por Denoy y Perron, véase [27, Capı́tulo
11]. La integral de Henstock-Kurzweil presenta las siguientes ventajas:

1) Integra todas las funciones derivada tal que esta existe salvo (posiblemente) en un conjunto numerable mante-
niendo válido el teorema fundamental del cálculo. En particular, integra las funciones que tienen primitiva.

2) Integra todas las funciones que son Riemann integrables.

3) Integra todas las funciones que son Lebesgue integrables.

4) Integra todas las funciones que son Denjoy-Perron integrables y en todos los casos el valor de las integrales
coinciden.

5) Se generalizan los teoremas clásicos de convergencia tales como el de convergencia monótona y de convergen-
cia dominada de Lebesgue.

En particular, dentro del análisis matemático un tema importante es la transformada de Fourier que fue desarro-
llado por Jean-Baptiste Joseph Fourier y es una asignación para cada s ∈ R dada por:

f̂ (s) :=
∫ ∞

−∞

e−isx f (x) dx

para funciones f : R→ R tales que la integral sea convergente en el sentido de Lebesgue, donde

e−isx = cos(sx) − i sen(sx).

Una condición necesaria para la existencia de la transformada de Fourier de una función f es que esta sea Lebesgue
integrable, es decir, f ∈ L1(R). Esto se sigue del hecho que los multiplicadores para el espacio de funciones Lebesgue
integrables son las funciones medibles acotadas y de la propiedad:∣∣∣e±isx

∣∣∣ ≤ 1.

Además, para cada función Lebesgue integrable se cumple que

lı́m
s→±∞

f̂ (s) = 0.

Este resultado es conocido como el lema de Riemann-Lebesgue, véase [28, Proposición 2.2.17]. De hecho se tienen
resultados acerca de la continuidad y de la diferenciabilidad de f̂ , ası́ como propiedades referentes a la convolución
de funciones.

También, bajo ciertas condiciones se garantiza la existencia de la transformada inversa de Fourier dada por:

f̌ (s) :=
1

2π

∫ ∞

−∞

eisx f (x) dx.

Sin embargo, como se menciono anteriormente, la integral de Henstock-Kurzweil generaliza a la integral de Lebesgue
y en consecuencia autores como Erik Talvila han estudiado las propiedades de la transformada de Fourier y su inversa
con respecto a esta integral [77, 54]. Más aún, por el teorema del multiplicador, se tiene que los multiplicadores para
esta integral son las funciones de variación acotada y esto da pie a establecer un teorema de existencia de f̂ en el
sentido de la integral de Henstock-Kurzweil para funciones de variación acotada que se desvanecen en ±∞, es decir,
en el espacio BV0(R).
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Además, para una función f Henstock-Kurzweil integrable para la cual f̂ exista, no necesariamente se satisface
la conclusión del lema de Riemann Lebesgue como lo muestra E. Talvila [77].

Más aún, el problema de determinar cuándo el mapeo s 7→ f̂ (s) es continuo en R y de manera más precisa en
s = 0 sigue siendo un problema abierto. Para este fin, E. Talvila usa el concepto de convergencia quasi-uniforme,
véase [77, Teorema 5], y también se han estudiado por separado las transformada seno y coseno de Fourier definidas
por:

f̂ s(s) :=
∫ ∞

−∞

sen(sx) f (x) dx y f̂ c(s) :=
∫ ∞

−∞

cos(sx) f (x) dx

en virtud de la descomposición de e−isx.

Elijah R. Liflyand [47] ha estudiado el comportamiento de las transformadas f̂ c y f̂ s con respecto a la integral de
Lebesgue en subespacios especı́ficos de BV0(R). De hecho, Liflyand mostró las diferencias entre estos dos operadores
al estudiar a detalle el comportamiento asintótico de f̂ s de una función arbitraria de variación acotada y estableció
condiciones para que f̂ c sea Lebesgue integrable.

Además estableció la relación de la transformada de Fourier con la transformada de Hilbert, esto lo realizó estu-
diando el espacio de Hardy y su relación con la derivada de las funciones a través del espacio{

g ∈ L1(R)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

|ĝ(x)|
|x|

dx < ∞
}
.

Es en este contexto que se demostró un resultado análogo en la Proposición 3.6.

Otro tema importante es el estudio de las ecuaciones diferenciales generalizadas e integrales con respecto a funcio-
nes valuadas en espacios de Banach que ha investigado el Dr. Milan Tvrdy con respecto a la integral de Kurzweil [57].

En este trabajo hemos demostrado que la transformada coseno f̂ c es Henstock-Kurzweil integrable cuando f es
de variacion acotada y se desvanece en ±∞, véase Teorema 3.12. Es bajo estas condiciones que el operador

f 7→ f̂ c

se extiende vı́a la teorı́a de interpolación a espacios de funciones más generales utilizando el método complejo, el cual
fue desarrollado por A. P. Calderón [16, 53], considerando la suma de los espacios de funciones Lebesgue integrables
y del espacio de funciones de variación acotada que tienden a cero en ±∞. (Corolario 4.1).

Además, hemos establecido que el operador f̂ s no se puede extender de manera continua incluso para funciones
en el espacio de Sóbolev W1,1(R) introducido por Sergéi Lvóvich Sóbolev [1]. Con lo cual, se establece un com-
portamiento distinto entre estas transformadas aún para funciones con un mejor “comportamiento”. Estos resultados
pueden consultarse en [5, 6].

También es importante mencionar que el concepto de integral dado por J. Kurzweil se generaliza a funciones
valuadas en espacios de Banach y se puede aplicar al estudio de ecuaciones diferenciales generalizadas como lo
muestra los trabajos de la Dra. Marcia Federson, véase por ejemplo [20, 21, 22]. De hecho, se puede consultar más
aplicaciones de la integral de Henstock-Kurzweil en [82] y su relación con la ecuación de Shrödinger vı́a la integral
de Feynman en [59, 64].





Capı́tulo 2

Integral de Henstock-Kurzweil

En este capı́tulo introducimos el concepto de integración de Henstock-Kurzweil y establecemos las propiedades
básicas de esta integral y su relación con la integrales introducidas por Georg Friedrich Bernhard Riemann y Henri
Léon Lebesgue.

2.1. Integración sobre intervalos compactos

Para empezar, trabajamos sobre intervalos compactos no degenerados de R, es decir, consideramos a, b ∈ R con
a < b y hacemos I = [a, b]. Ahora bien, decimos que un conjunto finito de elementos en I de la forma

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

es una partición de I y escribiendo I j := [x j−1, x j], denotamos la partición de I mediante P = {I j : j = 1, . . . , n}.
Además, si en cada subintervalo I j elegimos un elemento τ j, entonces decimos que la colección

Ṗ =
{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
es una partición etiquetada de I.

De esta manera, a una función f : I → R le asociamos la suma de Riemann correspondiente a la partición
etiquetada Ṗ dada por

S ( f , Ṗ) :=
n∑

j=1

f (τ j) l(I j), (2.1)

donde l(I j) := x j − x j−1, es decir, la longitud del subintervalo.

Definición 1. Decimos que una función δ : I → (0,∞) es una función medidora o carga del intervalo I. Más aún,
decimos que una partición etiquetada Ṗ =

{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
de I es δ-fina si

I j ⊂ [τ j − δ(τ j), τ j + δ(τ j)]

para toda j = 1, . . . , n.

El hecho de la existencia de particiones δ-finas de un intervalo compacto no degenerado I = [a, b] con respecto a
una función medidora δ, se debe al teorema de fineza de Pierre Cousin.
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8 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL

Teorema 2.1. (Teorema de Cousin). Si I = [a, b] es un intervalo compacto no degenerado de R y δ es una función
medidora de I, entonces existe una partición etiquetada Ṗ de I que es δ-fina.

Demostración por contradicción: Supongamos que I no tiene particiones δ-finas, entonces elegimos c := (1/2)[a+b]
y consideramos los subintervalos compactos: [a, c] y [c, b] de I. Ahora bien, alguno de estos subintervalos no tiene
particiones δ-finas ya que si ambos tuvieran, al considerar la unión de tales particiones se obtendrı́a una partición
δ-fina de I.

Sin perdida de generalidad, supongamos que I1 := [a, c] es tal subintervalo y lo renombramos como I1 = [a1, b1]
y consideramos c1 := (1/2)[a1 + b1], entonces generamos los intervalos [a1, c1] y [c1, b1].

En consecuencia, alguno de estos intervalos no tiene particiones δ-finas, por el mismo argumento que antes, nue-
vamente podemos suponer que I2 = [a1, c1] es tal subintervalo. Por lo que renombrando I2 como [a2, b2] y tomando
c2 como el punto medio, obtenemos dos nuevos subintervalos.

De aquı́ que procediendo de esta manera, construimos una sucesión de subintervalos In de I tal que

I ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ In+1 ⊃ · · · ,

tales que cada In es compacto.

Por lo tanto, por la propiedad de la intersección finita, existe un único x̄ ∈ R tal que

x̄ ∈
⋂
n≥1

In.

Ahora bien, como δ es una función medidora, δ(x̄) > 0 y por la propiedad Arquimediana de R, se tiene que existe
p ∈ N tal que

l
(
Ip

)
=

b − a
2p < δ(x̄).

Con lo cual, x̄ ∈ Ip ⊂ [x̄ − δ(x̄), x̄ + δ(x̄)] y esto significa que {(Ip, x̄)} es una partición δ-fina de Ip. Sin embargo, esto
es contrario al proceso de construcción de la sucesión In dado que cada subintervalo In de I no contiene particiones
δ-finas. �

El Teorema 2.1 es esencial para establecer el concepto de integración de Henstock-Kurzweil y los detalles de su
demostración puede consultarse en [7]. Bajo los preceptos anteriores establecemos un concepto de integración más
general al dado por Riemann.

Definición 2. Decimos que una función f : I → R es Henstock-Kurzweil integrable en I = [a, b] si existe A ∈ R tal
que para todo ε > 0, existe una función medidora δε de I tal que si Ṗ =

{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
es cualquier partición

etiquetada de I que sea δε-fina, entonces ∣∣∣S ( f , Ṗ) − A
∣∣∣ ≤ ε.

En tal caso, escribimos

A =

∫
I

f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx.

En el caso en que a = b, hacemos ∫ a

a
f (x) dx = 0

y si b < a, entonces establecemos que ∫ b

a
f (x) dx = −

∫ a

b
f (x) dx.
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Esta definición es consistente en el sentido de que en caso de ser integrable la función, el valor de la integral es
único.

Teorema 2.2. (Teorema de unicidad). Existe a lo mas un numero A ∈ R que satisface la propiedad dada en la
Definición 2.

Demostración. Sea f : I → R Henstock-Kurzweil integrable en I y supongamos que existen A1, A2 ∈ R tales que
A1 , A2 y que satisfacen la Definición 2. Entonces tenemos que

ε0 :=
1
3
|A1 − A2| > 0.

Por lo que para ε0 existen funciones medidoras δ1,ε0 y δ2,ε0 de I tales que si Ṗ es una partición δ1,ε0-fina de I, entonces∣∣∣S ( f , Ṗ) − A1
∣∣∣ ≤ ε0.

También, si Ṗ es una partición δ2,ε0-fina de I, entonces∣∣∣S ( f , Ṗ) − A2
∣∣∣ ≤ ε0.

Ahora bien, al definir
δε0(x) := mı́n

{
δ1,ε0(x), δ2,ε0(x)

}
para cada x ∈ I, obtenemos que δε0 es una función medidora de I tal que si Ṗ es una partición δε0-fina de I, entonces

|A1 − A2| ≤
∣∣∣A1 − S ( f , Ṗ)

∣∣∣ +
∣∣∣S ( f , Ṗ) − A2

∣∣∣ ≤ 2ε0 < |A1 − A2|.

Con lo cual, obtenemos una contradicción. Por lo tanto A1 = A2. �

Teorema 2.3. Sea f : I → R una función Riemann integrable en I, entonces f es Henstock-Kurzweil Integrable en I
y los valores de las integrales son iguales.

Demostración. Es suficiente recordar que una función f : I → R acotada es Riemann integrable en I con valor A, si
y sólo si para cada ε > 0, existe una constante γ > 0 tal que para cualquier partición

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

y cualesquiera τ1, τ2, . . . , τn tales que

x j−1 ≤ τ j ≤ x j y x j−1 − x j < γ

para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, se satisface que ∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f (τ j)(x j−1 − x j) − A

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε.
Ası́ por el Teorema 2.2, de unicidad, se completa la demostración. �

Al denotar a la colección de funciones Riemann integrables en I mediante R(I) y a la colección respectiva a la
integral de Henstock-Kurzweil porHK(I), obtenemos que

R(I) ⊂ HK(I).

Además, como consecuencia del Teorema 2.3, denotamos con el mismo sı́mbolo∫ b

a
f (x) dx

al valor de la integral de una función enR(I). De hecho la contención es propia como lo muestra la función de Dirichlet
dada en el siguiente ejemplo.



10 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL

Ejemplo 2.1.1. En el sentido de Riemman la función caracterı́stica de los racionales en [0, 1], dada por

f (x) := χQ∩[0,1](x) =

 1 si x ∈ Q ∩ [0, 1],

0 si x < Q ∩ [0, 1],

no es integrable en el intervalo [0, 1], mientras que en el sentido de Henstock-Kurzweil es integrable y el valor de la
integral es igual a cero.

Demostración. Consideremos una enumeración de Q ∩ [0, 1], digamos {rk : k ∈ N} y sea ε > 0 arbitrario. Entonces
definimos la función

δε(x) :=


ε

2k+1 si x = rk,

1 si x es irracional.

Ahora bien, sea Ṗ =
{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
una partición δε-fina de [0, 1]. En consecuencia, si la etiqueta τ j ∈ I j es

irracional, entonces f (τ j) = 0 y el respectivo sumando en S ( f , Ṗ) es cero. Mientras que si τ j es racional, entonces
f (τ j)l(I j) = x j − x j−1.

Por otra parte, si rk es la etiqueta para el intervalo I j, entonces

[rk − δε(rk), rk + δε(rk)] .

Luego, l(I j) ≤ 2δε(rk) = ε/2k. De hecho, si rk es la etiqueta para dos subintervalos consecutivos en Ṗ, entonces la
suma de las longitudes de estos dos subintervalos es a lo más ε/2k.
En resumen, cada elemento rk aporta a lo más ε/2k en la suma S ( f , Ṗ). Por lo tanto,

S ( f , Ṗ) ≤
∞∑

k=1

ε

2k = ε.

Finalmente podemos concluir que |S ( f , Ṗ) − 0| ≤ ε. Es decir,∫ 1

0
f (x) dx = 0.

Los detalles de este ejemplo pueden ser consultados en [40, Ejemplo. 2.5]. �

Las propiedades básicas de la integral de Henstock-Kurzweil en I = [a, b] son las siguientes.

Teorema 2.4. Sean f , g ∈ HK(I) y λ ∈ R, entonces

1) f + g ∈ HK(I) con ∫
I
( f + g)(x) dx =

∫
I

f (x) dx +

∫
I
g(x) dx.

2) λ f ∈ HK(I) con ∫
I
(λ f )(x) dx = λ

∫
I

f (x) dx.

3) f (x) ≥ 0 para cada x ∈ I implica ∫
I

f (x) dx ≥ 0.

4) f (x) ≤ g(x) para cada x ∈ I implica ∫
I

f (x) dx ≤
∫

I
g(x) dx.
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Demostración. 1) Primero hacemos

A =

∫
I

f (x) dx y B =

∫
I
g(x) dx.

Luego, para cada ε > 0, consideramos dos funciones medidoras de I, δ1,ε y δ2,ε tales que si

Ṗ =
{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
es una partición etiquetada de I que es δ1,ε-fina, entonces∣∣∣S ( f , Ṗ) − A

∣∣∣ ≤ ε
2
,

y si Ṗ es δ2,ε-fina, entonces ∣∣∣S (g, Ṗ) − B
∣∣∣ ≤ ε

2
.

Por lo que al definir
δε(x) := mı́n

{
δ1,ε(x), δ2,ε(x)

}
para cada x ∈ I, obtenemos que δε es una función medidora de I con la propiedad de que si Ṗ es δε-fina, enton-
ces es tanto δ1,ε-fina y δ2,ε-fina.

Por otra parte, tenemos que

S ( f + g, Ṗ) =

n∑
j=1

( f + g)(τ j)l
(
I j
)

=

n∑
j=1

f (τ j)l
(
I j
)

+

n∑
j=1

g(τ j)l
(
I j
)

= S ( f , Ṗ) + S (g, Ṗ).

De aquı́ que ∣∣∣S ( f + g, Ṗ) − (A + B)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣S ( f , Ṗ) − A

∣∣∣ +
∣∣∣S (g, Ṗ) − B

∣∣∣
≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, f + g es Henstock-Kurzweil integrable en I con∫
I
( f + g)(x) dx = A + B =

∫
I

f (x) dx +

∫
I
g(x) dx.

2) El resultado es claro si λ = 0. Ahora bien, para λ , 0, tenemos que∣∣∣∣∣S (λ f , Ṗ) − λ
∫

I
f (x) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(λ f )(τ j)l
(
I j
)
− λ

∫
I

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣λ
n∑

j=1

f (τ j)l
(
I j
)
− λ

∫
I

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣λS ( f , Ṗ) − λ
∫

I
f (x) dx

∣∣∣∣∣
= |λ|

∣∣∣∣∣S ( f , Ṗ) −
∫

I
f (x) dx

∣∣∣∣∣
para cualquier partición etiquetada Ṗ de I.
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Ahora bien, como f ∈ HK(R), se tiene que para toda ε > 0 existe una medidora δε de I tal que∣∣∣∣∣S ( f , Ṗ) −
∫

I
f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

|λ|
,

para cualquier partición δε-fina.

En consecuencia, ∣∣∣∣∣S (λ f , Ṗ) − λ
∫

I
f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Es decir, λ f ∈ HK(I) con ∫

I
(λ f )(x) dx = λ

∫
I

f (x) dx.

3) Como f ∈ HK(I), entonces para cada ε > 0, existe una medidora δε de I tal que∣∣∣∣∣S ( f , Ṗ) −
∫

I
f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
En particular,

S ( f , Ṗ) −
∫

I
f (x) dx ≤ ε.

De hecho, por tener que f (x) ≥ 0, para cada x ∈ I, se sigue que S ( f , Ṗ) ≥ 0. Luego,

0 ≤ S ( f , Ṗ) ≤ ε +

∫
I

f (x) dx,

para toda ε > 0. Con lo cual, ∫
I

f (x) dx ≥ 0.

4) Dado que f (x) ≤ g(x), para cada x ∈ I, se tiene que h(x) := g(x) − f (x) ≥ 0, para cada x ∈ I. Entonces de los
incisios (1) y (2) de este teorema, se tiene que h ∈ HK(I) con∫

I
h(x) dx =

∫
I
g(x) dx −

∫
I

f (x) dx.

Además, por el inciso (3), sabemos que ∫
I
h(x) dx ≥ 0.

Por lo tanto, ∫
I
g(x) dx ≥

∫
I

f (x) dx.

�

Como consecuencia del Teorema 2.4 tenemos queHK(I) es un espacio vectorial sobre R.

Corolario 2.1. Si f , | f | ∈ HK(I), entonces ∣∣∣∣∣∫
I

f (x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ ∫

I
| f (x)| dx.

Demostración. Basta usar que para toda x ∈ I, se satisface que

−| f (x)| ≤ f (x) ≤ | f (x)|.

Ası́ por el Teorema 2.4 se tiene que

−

∫
I
| f (x)| dx ≤

∫
I

f (x) dx ≤
∫

I
| f (x)| dx.

En conclusión, ∣∣∣∣∣∫
I

f (x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ ∫

I
| f (x)| dx.

�
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Es importante mencionar que la hipótesis de que el valor absoluto de una función Henstock-Kurzweil integrable
sea también integrable es esencial en el Corolario 2.1. Es por tal motivo que se dice que la integral de Henstock-
Kurzweil no es absoluta a diferencia de la integral de Lebesgue, ver ejemplo 2.1.3 más adelante.

Dado que en general no se puede anticipar cual debe ser el valor de la integral de una función en I = [a, b], se
establece el siguiente método para probar la convegencia de la integral.

Teorema 2.5. (Criterio de Cauchy). Sea f : I → R. Entonces f ∈ HK(I) si y sólo si para cada ε > 0, existe una
medidora ηε de I tal que si Ṗ y Q̇ son cualesquiera particiones ηε-finas entonces∣∣∣S ( f , Ṗ) − S ( f , Q̇)

∣∣∣ ≤ ε.
Demostración. Primero supongamos que f ∈ HK(I) con∫

I
f (x) dx = A.

Luego, dado ε > 0, existe una función medidora δε/2 de I tal que si Ṗ y Q̇ son particiones δε-finas, entonces

|S ( f , Ṗ) − A| ≤
ε

2
y |S ( f , Q̇) − A| ≤

ε

2
.

En conclusión, por la desigualdad del triángulo,

|S ( f , Ṗ) − S ( f , Q̇)| ≤ ε.

Por lo tanto, basta definir ηε(x) := δε/2(x), para cada x ∈ I.

Recı́procamente, si suponemos que existe una medidora ηε de I tal que si Ṗ y Q̇ son cualesquiera particiones
ηε-finas tal que ∣∣∣S ( f , Ṗ) − S ( f , Q̇)

∣∣∣ ≤ ε.
Entonces en particular para cada n ≥ 1, existe una medidora δn de I tal que si Ṗ y Q̇ son δn-finas, se cumple que∣∣∣S ( f , Ṗ) − S ( f , Q̇)

∣∣∣ ≤ 1
n
.

Esto se asegura tomando medidoras δn de tal forma que δn(x) ≥ δn+1(x), para cada x ∈ I. Esto se cumple al considerar
δ′n := mı́n{δ1, . . . , δn}.

Luego, para cada n ≥ 1, si Ṗn es una partición δn-fina entonces m > n implica que tanto Ṗm como Ṗn son δn-finas
y en consecuencia, ∣∣∣S ( f , Ṗn) − S ( f , Ṗm)

∣∣∣ ≤ 1
n
. (2.2)

De aquı́ que
{
S ( f , Ṗm)

}
m≥1

es una sucesión de Cauchy en R, por lo que existe A ∈ R tal que

lı́m
m→∞

S ( f , Ṗm) = A.

Con lo cual, al tomar el lı́mite cuando m→ ∞ en (2.2) obtenemos∣∣∣S ( f , Ṗn) − A
∣∣∣ ≤ 1

n
, ∀n ≥ 1.

Finalmente, afirmamos que

A =

∫
I

f (x) dx.
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En efecto, dado ε > 0, existe K ∈ N tal que K > 2/ε y si Q̇ es una partición δK-fina de I, entonces por la desigualdad
del triángulo,

|S ( f , Q̇) − A| ≤ |S ( f , Q̇) − S ( f , ṖK)| + |S ( f , ṖK) − A|

≤
1
K

+
1
K

=
2
K

<
2 ε
2

= ε.

Es decir, f ∈ HK(I) con ∫
I

f (x) dx = A.

�

Los detalles de la demostración del criterio de Cauchy puede consultarse en [7, Teorema 3.6]. Otras propiedades
de la integral de Henstocl Kurzweil están dadas a continuación.

Teorema 2.6. (Teorema de Aditividad). Sean f : I = [a, b] → R y c ∈ (a, b). Entonces f ∈ HK(I) si y sólo si las
restricciones de f a los subintervalos [a, c] y [c, b] son Henstock-Kurzweil integrables. En tal caso, se cumple que∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx.

Corolario 2.2. Sean f : I = [a, b] → R y [c, d] ⊆ I. Entonces la restricción de f a [c, d] es Henstock-Kurzweil
integrable.

Proposición 2.1. Sea f ∈ HK(I) con I = [a, b] y consideremos a = c0 < c1 < · · · < cn = b. Entonces la restricción
de f a cada subintervalo [ci−1, ci] es Henstock-Kurzweil integrable y se satisface que

b∫
a

f (x) dx =

n∑
i=1

ci∫
ci−1

f (x) dx.

La demostración de la Proposición 2.1 se sigue del Teorema 2.6 al aplicar inducción matemática. Otro aspecto
importante de la integral de Henstock-Kurzweil en I = [a, b] es su relación con el concepto de derivada de una función.

Definición 3. Sean f , F : I → R, entonces

1) F es una primitiva de f en I si la derivada de F existe en cada punto de I y además, satisface que F′(x) = f (x),
para toda x ∈ I.

2) F es una a-primitiva de f en I si F es continua en I y existe un conjunto nulo E de elementos de I tal que F′(x)
no existe o bien F′(x) existe pero F′(x) , f (x). El conjunto E recibe el nombre de conjunto excepcional de f .

3) F es una c-primitiva de f en I si F es continua en I y el conjunto excepcional E de f es contable.

4) F es una f-primitiva de f en I si F es continua en I y el conjunto excepcional E de f es finito.

5) Si f ∈ HK(I) y u ∈ I, entonces la función Fu : I → R definida mediante

Fu(x) :=
∫ x

u
f (s) ds

recibe el nombre de integral indefinida de f con punto base u. En el caso en que el punto base u coincida con
el extremo izquierdo de I, es decir, cuando u = a, escribimos simplemente F en vez de Fa. Más aún, cualquier
función que difiera de Fa por una constante será llamada integral indefinida de f .
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Bajo las condiciones de la Definición 3 podemos establecer dos versiones del teorema fundamental del cálculo
que garantizan que la derivada de cualquier función en I = [a, b] es Henstock-Kurzweil integrable en I. Sin embargo,
requerimos primero de un resultado técnico.

Lema 2.1. (Lema de Straddle). Sea F : I → R diferenciable en cada punto x de I. Entonces dado ε > 0, existe
δε(x) > 0 tal que si u, v ∈ I satisfacen

x − δε(x) ≤ u ≤ x ≤ v ≤ x + δε(x),

entonces
|F(v) − F(u) − F′(x)(v − u)| ≤ ε(v − u). (2.3)

La demostración del Lema 2.1 es consecuencia de la definición de derivación de una función y los detalles pueden
ser consultados en [7, Lema 4.4].

Teorema 2.7. (Teorema fundamental I). Si f : I → R tiene una primitiva F en I, entonces f ∈ HK(I) con∫
I

f (x) dx = F(b) − F(a).

Demostración. Sea ε > 0 y consideramos una función medidora δε dada por el Lema 2.1. Además, dada una partición
Ṗ =

{
[xi−1, xi], ti

}n
i=1 que sea δε-fina de I, obtenemos por la condición (2.3) aplicada a xi−1 y xi la siguiente desigualdad:

|F(xi) − F(xi−1) − F′(ti)(xi − xi−1)| ≤ ε(xi − xi−1), (2.4)

para cada i = 1, . . . , n.

Por otra parte, sabemos que

F(b) − F(a) =

n∑
i=1

F(xi) − F(xi−1).

En consecuencia,

F(b) − F(a) − S
(

f , Ṗ
)

=

n∑
i=1

F(xi) − F(xi−1) −
n∑

i=1

f (ti)(xi − xi−1).

Luego, ∣∣∣∣F(b) − F(a) − S
(

f , Ṗ
)∣∣∣∣ ≤ n∑

i=1

|F(xi) − F(xi−1) − f (ti)(xi − xi−1)| .

Con lo cual, de (2.4) concluimos∣∣∣∣F(b) − F(a) − S
(

f , Ṗ
)∣∣∣∣ ≤ n∑

i=1

ε(xi − xi−1) = ε(b − a).

Por lo tanto, f ∈ HK(I) con ∫
I

f (x) dx = F(b) − F(a),

ya que ε > 0 es arbitrario. �

El Teorema 2.7 se puede reescribir de la siguiente manera: Si F : I → R es diferenciable en cada punto de I,
entonces F′ ∈ HK(I) y cumple que ∫ b

a
F′(x) dx = F(b) − F(a).

Teorema 2.8. (Teorema fundamental I*). Si f : I → R tiene una c-primitiva F en I, entonces f ∈ HK(I) con∫
I

f (x) dx = F(b) − F(a).
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La demostración del Teorema 2.8 puede ser consultada en [7, Teorema 4.7]. En consecuencia, si F es una c-
primitiva de f en I = [a, b], entonces f ∈ HK[a, b] y F es la integral indefinida de f .

Ejemplo 2.1.2. Sea f : [0, 1]→ R dada por

f (x) :=


1
√

x
si x ∈ (0, 1],

0 si x = 0.

Entonces f no es acotada en [0, 1], ver figura 2.1, en consecuencia, f < R[0, 1]. Sin embargo, al considerar la función
F : [0, 1] → R con F(x) := 2

√
x, para cada x ∈ [0, 1] obtenemos que F es continua en [0, 1] y F derivable en (0, 1]

con F′(x) = f (x), para toda x ∈ (0, 1]. De hecho, el conjunto excepcional de f es E = {0} ya que F′(0) no existe y
f ∈ HK[0, 1] con ∫ 1

0

1
√

x
dx = 2.

1

x

2 x

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Figura 2.1: f (x) := 1/
√

x, para x ∈ (0, 1] y f (0) := 0 y F(x) := 2
√

x, para x ∈ [0, 1].

Además, tenemos la versión del teorema fundamental del calculo respecto a la “derivada de la integral”.

Teorema 2.9. (Teorema fundamental II). Sea f ∈ HK(I) tal que

lı́m
s→c+

f (s) = A ∈ R

para algún c ∈ [a, b). Entonces la integral indefinida

Fu(x) =

∫ x

u
f (s) ds

tiene derivada por la derecha en c y es igual a A.

Como consecuencia del teorema fundamental II tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3. Sea f ∈ HK(I) continua en c ∈ [a, b]. Entonces la integral indefinida Fu de f es diferenciable en c y
F′u(c) = f (c).

En conclusión, para funciones continuas tenemos el siguiente enunciado.

Corolario 2.4. Sea f : I → R continua en I = [a, b]. Entonces cualquier integral indefinida F de f es diferenciable
en I y satisface que F′(x) = f (x), para toda x ∈ I.

En general para funciones enHK(I) con I = [a, b] tenemos la siguiente versión del teorema fundamental II.
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Teorema 2.10. (Teorema fundamental II*). Sea f ∈ HK(I), entonces cualquier integral indefinida F de f es
continua en I y es una a-primitiva de f en I. Es decir, existe un conjunto nulo Z ⊂ I tal que F′(x) = f (x) para toda
x ∈ I \ Z.

La demostración del Teorema 2.10 se puede consultar en [7, Thoerem 4.11].

Ejemplo 2.1.3. Sea f (x) := x cos(π/x) para x ∈ (0, 1] y f (0) := 0. Entonces

f ′(x) = cos(π/x) + (π/x) sen(π/x), ∀x ∈ (0, 1]

y estableciendo que f ′(0) := 0, obtenemos que | f ′| no es Henstock-Kurzweil integrable sobre [0, 1].

Esto se sigue de las propiedades de la función coseno ya que al considerar

ak :=
2

2k + 1
y bk :=

1
k
,

donde k ∈ N, el valor de f (ak) es cero, mientras que el de f (bk) es (−1)k/k para cada k ∈ N.

Además, 0 < ak < bk < ak−1 < bk−1 < 1, para toda k > 1. Por lo que del Teorema fundamental I, [7, Teorema
4.5], se sigue que

1
k

= | f (bk) − f (ak)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bk∫

ak

f ′(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
bk∫

ak

| f ′(x)| dx.

Por lo que si | f ′| perteneciera aHK[0, 1], entonces

n∑
k=1

1
k
≤

n∑
k=1

bk∫
ak

| f ′(x)| dx ≤

1∫
0

| f ′(x)| dx,

para cada n ∈ N. Sin embargo, dado que la serie armónica es divergente, concluimos que | f ′| < HK[0, 1], véase
figuras 2.2 y 2.3. Los detalles del ejemplo 2.1.3 pueden consultarse en [7, Ejemplo 7.2(b)].

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.5

0.5

Figura 2.2: f (x) := x cos(π/x), para x ∈ (0, 1].
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Figura 2.3: f ′(x) = cos(π/x) + (π/x) sen(π/x), para x ∈ (0, 1].

Definición 4. Decimos que f : I → R es de variación acotada en I = [a, b], si

Var( f , I) := sup


n∑

j=1

| f (α j) − f (α j−1)|

 < ∞, (2.5)

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas P = {[α j−1, α j] : j = 1, . . . , n} del intervalo I =

[a, b]. El espacio vectorial de todas las funciones de variación acotada, ver Proposición 2.2 más adelante, se denota
mediante BV(I), el cual es dotado con la siguiente norma

‖ f ‖BV(I) := | f (a)| + Var( f , I).

Es inmediato de la Definición 4 que toda función f : I → R no decreciente, es decir, una función tal que

x < y⇒ f (x) ≤ f (y) ∀x, y ∈ I,

es de variación acotada en I ya que para cualquier partición de I se sigue que

n∑
j=1

| f (α j) − f (α j−1)| = f (b) − f (a).

Con lo cual, Var( f , I) = f (b) − f (a).

De igual manera, se demuestra que si f : I → R es no creciente, entonces f es de variación acotada con
Var( f , I) = f (a) − f (b). Por lo tanto, toda función monótona en I es elemento del espacio BV(I).

Las propiedades básicas de las funciones de variación acotada en I = [a, b] están dadas a continuación.

Proposición 2.2. Sean f , g ∈ BV(I) y λ ∈ R, entonces

1) Var( f , I) = 0 si y sólo si f (x) = f (a), para toda x ∈ I.

2) a ≤ x ≤ y ≤ b implica | f (x) − f (y)| ≤ Var( f , [x, y]) ≤ Var( f , I).

3) | f (x)| ≤ | f (a)| + Var( f , I), para toda x ∈ I.

4) λ f ∈ BV(I) con Var(λ f , I) = |λ|Var( f , I).
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5) f ± g ∈ BV(I) con Var( f ± g, I) ≤ Var( f , I) + Var(g, I).

6) El producto usual de funciones ( f g)(x) := f (x)g(x), para toda x ∈ I, pertenece a BV(I) con

Var( f g, I) ≤ M
[
Var( f , I) + Var(g, I)

]
,

donde M es tal que | f (x)| ≤ M y |g(x)| ≤ M, para toda x ∈ I.

La demostración de la Proposición 2.2 puede consultarse en [7, Capı́tulo 7] y en [27, Capı́tulo 4]. El siguiente
teorema caracteriza a las funciones de variación acotadas en I = [a, b].

Teorema 2.11. (Teorema de Camille Jordan). Sea f : I → R, entonces f ∈ BV(I) si y sólo si existen funciones
f1, f2 : I → R no decrecientes tales que f (x) = f1(x) − f2(x), para toda x ∈ R.

Demostración. Primero, si f j : I → R es no decreciente en I, entonces f j pertenece a BV(I) para cada j = 1, 2. Luego
por la Proposición 2.2 obtenemos que f1 − f2 pertenece a BV(I).

Ahora bien, si f ∈ BV(I), entonces al definir f1 : I → R mediante

f1(x) := Var( f , [a, x]).

Deducimos que f1 es no decreciente en I. Además, definimos f2(x) := f1(x) − f (x), para cada x ∈ I, en consecuencia,
f = f1 − f2.

Por último, hay que mostrar que f2 es no decreciente en I. En efecto, si a ≤ x < y ≤ b, entonces por la Proposición
2.2, sabemos que

f1(y) − f1(x) = Var( f , [a, y]) − Var( f , [a, x])

= Var( f , [x, y])

≥ | f (y) − f (x)|

≥ f (y) − f (x).

Por lo tanto,
f1(y) − f (y) ≥ f1(x) − f (x),

si a ≤ x < y ≤ b. Es decir,
f2(y) ≥ f2(x),

si a ≤ x < y ≤ b. �

Los detalles de estos resultados pueden ser consultados en [27, Teorema 4.4]. De hecho, en [57, Teorema 2.41]
se tiene la siguiente descomposición de las funciones de variación acotada en I = [a, b] a través del espacio de las
funciones continuas C[a, b] y del espacio de las funciones de paso B[a, b], que definimos a continuación.

Definición 5. (Función de paso finito). Decimos que f : [a, b] → R es una función de paso finito si y sólo si existe
una partición α := {α0, α1, . . . , αm} de [a, b] tal que f es constante en cada subintervalo abierto (α j−1, α j), donde
j = 1, . . . ,m.
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Definición 6. (Función de paso). Decimos que f : [a, b]→ R es una función de paso en [a, b] si f es una función de
paso finto o bien existen c, c0, d ∈ R junto con una sucesión no repetitiva {sk}k≥1 en (a, b) y sucesiones {ck}k≥1, {dk}k≥1

en R tales que
∞∑

k=1

|ck| + |dk| < ∞

y

f (x) = c + c0χ(a,b](x) + dχ[b](x)

+

∞∑
k=1

(
ckχ(sk ,b](x) + dkχ[sk ,b](x)

)
,

para cada x ∈ [a, b]. El conjunto de las funciones de paso en [a, b] se denota por B[a, b].

La Definición 6 puede ser consultada en [57, Definición 2.36].

Teorema 2.12. Para cada f ∈ BV[a, b] existen funciones f1 ∈ BV[a, b] ∩ C[a, b] y f2 ∈ B[a, b] tales que f (x) =

f1(x) + f2(x), para toda x ∈ [a, b].

La relación entre la integral de Henstock-Kurzweil y el concepto de variación acotada esta dada mediante el
siguiente teorema.

Teorema 2.13. Sea f : I → R Henstock-Kurzweil integrable en I = [a, b]. Entonces | f | es Henstock-Kurzweil
integrable en I si y sólo si la integral indefinida de f,

F(x) =

∫ x

a
f (s) ds (x ≤ b)

es de variación acotada en I. En tal caso, ∫ b

a
| f (x)| dx = Var(F, [a, b]).

La demostración del Teorema 2.13 puede consultarse en [7, Teorema 7.5].

Ahora bien, consideramos la colección de funciones dada por

L(I) :=
{

f ∈ HK(I)
∣∣∣∣ | f | ∈ HK(I)

}
.

Otra forma para comprobar la integrabilidad del valor absoluto de una función en I = [a, b] esta dado por el siguiente
criterio de comparación.

Teorema 2.14. (Prueba de Comparación para la Integrabilidad Absoluta). Sean f , g ∈ HK(I) tales que | f (x)| ≤
g(x), para cada x ∈ I. Entonces f ∈ L(I) y∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
| f (x)| dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

Demostración. Sea
F(x) =

∫ x

a
f (s) ds,

con x ∈ [a, b] y consideremos P = {[xi−1, xi]}ni=1 una partición, arbitraria, de I. Entonces

|F(xi) − F(xi−1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xi∫

xi−1

f (s) ds

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
para cada i = 1, . . . , n.
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Con lo cual, del Teorema 2.4, se sigue que

|F(xi) − F(xi−1)| ≤

xi∫
xi−1

g(s) ds

para cada i = 1, . . . , n.
Por lo tanto,

n∑
i=1

|F(xi) − F(xi−1)| ≤
n∑

i=1

xi∫
xi−1

g(s) ds.

Es decir,

Var(F, I) ≤
∫ b

a
g(s) ds.

Con lo cual, F ∈ BV(I). Ası́ por el Teorema 2.13 resulta que | f | ∈ HK(I) y se cumple que∫ b

a
| f (x)| dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

�

Con lo cual se cumplen las siguientes propiedades para el conjunto L(I) con I = [a, b].

Proposición 2.3. Sean f , g ∈ L(I) y λ ∈ R. Entonces

1) f + g ∈ L(I).

2) λ f ∈ L(I).

Los elementos de L(I) se caracterizan de la siguiente manera.

Proposición 2.4. Sea f ∈ HK(I). Entonces son equivalentes:

1) f ∈ L(I).

2) Existe ω ∈ L(I) tal que f (x) ≤ ω(x), para cada x ∈ I.

3) Existe α ∈ L(I) tal que α(x) ≤ f (x), para cada x ∈ I.

Una propiedad importante de las funciones en L(I) es el lema de Riemann-Lebesgue el cual se mencionará en los
capı́tulos siguientes.

Lema 2.2. (Lema de Riemann Lebesgue). Sean f ∈ L[a, b] y β ∈ R. Entonces

lı́m
α→∞

∫ b

a
f (x) sen(αx + β) dx = 0.

Los detalles del Lema 2.2 pueden ser consultados en [7, Teorema 9.17]. Por último, hacemos mención de una
colección particular de funciones de variación acotada en un intervalo compacto I = [a, b].

Definición 7. Sea f : I → R. Decimos que f es absolutamente continua en I, si para todo ε > 0, existe ηε > 0 tal que
s∑

j=1

∣∣∣ f (v j) − f (u j)
∣∣∣ ≤ ε,

cuando
{
[u j, v j]

}s
j=1 es una subpartición finita de intervalos no traslapados de I tal que satisface

s∑
j=1

|u j − v j| ≤ ηε.

El conjunto de funciones absolutamente continuas en I es denotado por AC(I).



22 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL

Las propiedades básicas del conjunto AC(I) son dadas a continuación.

Teorema 2.15. Sean f , g : I → R y λ ∈ R. Entonces

1) f ∈ AC(I) implica f es uniformemente continua en I.

2) f ∈ AC(I) implica f ∈ BV(I).

3) f , g ∈ AC(I) implica que las funciones

a) λ f ,

b) | f |,

c) f ± g,

d) f g, (producto usual)

pertenecen a AC(I).

Por lo tanto, el conjunto AC(I) es un espacio vectorial real que es cerrado bajo el producto y además, satisface
que AC(I) ⊂ BV(I). De hecho, se tiene la siguiente caracterización del espacio AC(I).

Teorema 2.16. (Teorema de Caracterización de AC(I)). Sea f : I → R. Entonces f ∈ AC(I) si y sólo si f es la
integral indefinida de una función en L(I).

El Teorema 2.16 es conocido como “caracterización descriptiva” de las funciones absolutamente integrables, dado
que da condiciones necesarias y suficientes para que una función sea la integral indefinida de una función en L(I).
Véase [7, Teorema 14.7].

Corolario 2.5. Sea f : I → R no decreciente en I = [a, b]. Entonces f ∈ AC(I) si y sólo si∫ b

a
f ′(x) dx = f (b) − f (a).

Las funciones absolutamente continuas están relacionadas con la medida de Lebesgue y la integral de Lebesgue
de la siguiente manera.

Proposición 2.5. Sea f : I → R medible en I = [a, b] tal que f es acotada. Entonces f y | f | pertenecen aHK(I).

La demostración de la Proposición 2.5 puede ser consultada en [7, Corolario 6.10]. Los detalles del concepto de
función medible y de la construcción de la integral de Lebesgue pueden ser revisados en [69, 70].

Teorema 2.17. Sea f : I → R Lebesgue integrable en I = [a, b]. Entonces

F(x) =

∫ x

a
f (s) ds (a ≤ x ≤ b)

pertenece al espacio AC(I) y cumple que F′ = f en I salvo un conjunto de medida cero.

La demostración del Teorema 2.17 puede consultarse en [27, Teorema 4.12]. A manera de reciproco del Teorema
2.17 tenemos:

Teorema 2.18. Sea f : I = [a, b]→ R tal que f ∈ AC(I). Entonces f ′ es Lebesgue integrable en I y cumple que∫ x

a
f ′(s) dx = f (x) − f (a),

para toda x ∈ I.
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La demostración del Teorema 2.18 puede consultarse en [27, Teorema 4.14]. En consecuencia de los Teoremas
2.17 y 2.18 se puede definir de manera descriptiva la integral de Lebesgue. Véase [27, Teorema 4.15].

Teorema 2.19. Una función f : [a, b] → R es Lebesgue integrable en [a, b] si y sólo si existe F ∈ AC[a, b] tal que
F′ = f en [a, b] salvo un conjunto de medida cero.

Observación 1. El Teorema 2.19 sólo es válido para intervalos compactos I = [a, b] ⊂ R ya que por ejemplo, al
considerar la función F(x) = x, para cada x ∈ R, entonces F cumple la Definición 7 sin embargo, la derivada F′ no
es Lebesgue integrable en R.

Los detalles de esta sección pueden ser consultadas en [27, Capı́tulo 4] y por último enunciamos la relación de las
funciones de paso con la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 2.20. Sea f ∈ HK[a, b], entonces f es el lı́mite de una sucesión de funciones de paso salvo un conjunto de
medida cero.

La demostración del Teorema 2.20 puede consultarse en [40, Teorema 5.10]. Por lo tanto, si I = [a, b] ⊂ R es
compacto, entonces para que una función f : [a, b] → R sea tal que | f | ∈ HK[a, b] es necesario y suficiente que su
primitiva F sea absolutamente continua en [a, b] y F′(x) = f (x) salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero. En
consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.21. Toda función Lebesgue integrable en [a, b] es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b] y los valores de
las integrales coinciden.

En sı́mbolos,
L(I) =

{
f : I → R

∣∣∣ f es Lebesgue integrable en I
}
,

donde I = [a, b] ⊂ R es un intervalo compacto. Esto puede consultarse en el capı́tulo 1, sección 5 de [40] y en el
capı́tulo 9 de [27]. Por lo tanto, del Teorema 2.3 se sigue que

R(I) ⊂ L(I) ⊂ HK(I).

De hecho, estas relaciones de contención se mantienen para intervalos no acotados.

2.2. Integración sobre intervalos infinitos

Para definir la integral de Henstock-Kurzweil sobre intervalos infinitos, es decir, en intervalos de la forma

[−∞, a], [a,∞] ó [−∞,∞].

Primero establecemos en el conjunto de los números reales extendidos, R := R∪{±∞}, una relación de orden mediante

−∞ < x < ∞,

para cada x ∈ R. También, definimos
x + (±∞) = ±∞ = (±∞) + x,

para cada x ∈ R. Además,

∞ +∞ = ∞ y −∞ −∞ = −∞.

Más aún, para cada x ∈ R, decimos que
0 · (±∞) = 0 = (±∞) · 0,

mientras que para x > 0, hacemos
x · (±∞) = ±∞ = (±∞) · x,
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y cuando x < 0,
x · (±∞) = ∓∞ = (±∞) · x.

Por otra parte, establecemos que la longitud de un intervalo infinito I, esta dada por l(I) := ∞, es decir, I tiene medida
infinita y para cada función definida en un intervalo I ⊂ R, siempre consideramos su extensión a R estableciendo que
la función toma el valor cero en los puntos∞ y −∞.

Definición 8. Sea I ⊂ R un intervalo infinito, decimos que una función δ : I → (0,∞) es una función medidora o
carga del intervalo I. Además, decimos que una particiónP del intervalo I, es una colección finita de subintervalos de
I cerrados y que no se traslapan cuya unión es I, más aún, decimos que una partición etiquetada Ṗ es una colección
de parejas ordenadas Ṗ =

{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
tal que P = {I j : j = 1, . . . , n} es una partición de I con τ j ∈ I j para

cada j = 1, . . . , n.

De igual manera que en la sección 2.1, para una función f : I → R tenemos las suma de Riemann asociada a la
partición etiqueta Ṗ dada por

S ( f , Ṗ) :=
n∑

j=1

f (τ j)l(I j).

Definición 9. Sean I = [a, b] ⊂ R un intervalo infinito y δ una función medidora de I. Decimos que una partición
etiquetada Ṗ =

{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
de [a, b] es δ-fina con respecto a los siguientes casos:

Para a ∈ R y b = ∞:

1) a = x0, b = xn = τn = ∞.

2) [x j−1, x j] ⊂ [τ j − δ(τ j), τ j + δ(τ j)], para cada j = 1, . . . , n − 1.

3) [xn−1,∞] ⊂ [1/δ(τn),∞].

Para a = −∞ y b ∈ R:

1) a = x0 = τ1 = −∞ y b = xn.

2) [x j−1, x j] ⊂ [τ j − δ(τ j), τ j + δ(τ j)], para cada j = 2, . . . , n.

3) [−∞, x1] ⊂ [−∞,−1/δ(τ1)].

Para a = −∞ y b = ∞:

1) a = x0 = τ1 = −∞, b = xn = τn = ∞.

2) [x j−1, x j] ⊂ [τ j − δ(τ j), τ j + δ(τ j)], para cada j = 2, . . . , n − 1.

3) [−∞, x1] ⊂ [−∞,−1/δ(τ1)] y [xn−1,∞] ⊂ [1/δ(τn),∞].

En relación directa con el Teorema de Cousin 2.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.22. Sean I ⊂ R un intervalo infinito y δ una función medidora de I. Entonces existe una partición
etiquetada δ-fina de I. (Ver [76, Capı́tulo 4])

Definición 10. Sea I = [a, b] ⊂ R un intervalo infinito. Decimos que f : I → R es Henstock-Kurzweil integrable en I
si existe A ∈ R tal que para todo ε > 0, existe una función medidora δε de I tal que si Ṗ =

{
(I j, τ j) : j = 1, . . . , n

}
es

cualquier partición etiquetada de I que sea δε-fina, entonces∣∣∣S ( f , Ṗ) − A
∣∣∣ ≤ ε.

En tal caso, escribimos

A =

∫
I

f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx.
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Ahora bien, dado un intervalo I ⊂ R, compacto o infinito, denotamos por HK(I), el espacio vectorial real de las
funciones Henstock-Kurzweil integrables en I. Este espacio vectorial es seminormado con respecto a

‖ f ‖HK = sup
{ ∣∣∣∣∣∣

∫ d

c
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ : [c, d] ⊂ I
}
. (2.6)

La asignación dada en (2.6), se conoce como seminorma de Alexiewicz. Consecuentemente al considerar el espacio
cociente HK(I) := HK(I)/W(I) dondeW(I) es el subespacio deHK(I) para el cual la seminorma de Alexiewicz se
desvanece, obtenemos un espacio vectorial normado el cual no es de Banach, ver [10, 79], por lo que su completación
es denotada mediante ĤK(I).

Observación 2. Si f = 0 en I salvo un conjunto de medida cero, entonces∫
I

f (x) dx = 0.

Esto se sigue del Teorema 3.5 en [40]. Además, la única función constante integrable en [−∞,∞] es la función
constante cero.

Observación 3. En el espacio HK(I), existe una norma equivalente a la de Alexiewicz dada por

‖ f ‖′HK = sup
x∈I

{ ∣∣∣∣∣∫ x

a
f (s) ds

∣∣∣∣∣ } . (2.7)

De hecho, se satisface que
‖ f ‖′HK ≤ ‖ f ‖HK ≤ 2‖ f ‖′HK ,

para cada f ∈ HK(I).

Observación 4. En [62] se probo que el espacio

BC =

{
F : R→ R : F es continua en R, lı́m

x→−∞
F(x) = 0 y lı́m

x→∞
F(x) ∈ R

}
con la norma del supremo es isomorfo a ĤK(R) y en [79] fue probado que BC es isomorfo al espacio de las distribu-
ciones integrables

AC =
{
f ∈ D′ : f = F′, F ∈ BC

}
donde D′ denota las funciones lineales continuas (también conocidas como funcionales lineales continuas) en el

espacio de las funciones de pruebaD = C∞c (R) y una distribución f es integrable si y sólo si es la derivada distribu-
cional de una función F en BC.

La caracterización de las funciones Henstock-Kurzweil integrables en R esta dada por el siguiente resultado que
puede ser consultado en [7, Teorema 16.7].

Teorema 2.23. (Teorema de Hake sobre [−∞,∞]). Sea f : [−∞,∞]→ R. Entonces son equivalentes:

1) f ∈ HK[−∞,∞] con integral A ∈ R.

2) f ∈ HK[a, b] para todo intervalo compacto [a, b] ⊂ R y

lı́m
a→−∞
b→+∞

∫ b

a
h(x) dx = A.

3) Para cualquier c ∈ R, la función f es elemento de HK[−∞, c] y de HK[c,∞], y∫ c

−∞

h(x) dx +

∫ ∞

c
h(x) dx = A.

Cabe mencionar que se tienen versiones análogas al Teorema de Hake para intervalos del tipo [a, b], [a,∞] y
[−∞, b].
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Como consecuencia del Teorema de Hake, se tienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1.

1) Sea fr(x) := xr, para cada x ∈ (0, 1] y fr(0) := 0. Si r + 1 > 0, entonces la función F : [0, 1]→ R dada por

F(x) :=
xr+1

r + 1

es una c-primitiva de f con conjunto excepcional {0} ó ∅. Por lo tanto, fr ∈ HK[0, 1] con∫ 1

0
xr dx =

xr+1

r + 1

∣∣∣∣∣∣1
0

=
1

r + 1

para cada r > −1.

2) Sea c ∈ (0, 1), entonces la función x 7→ x−1 definida en [c, 1] tiene como primitiva a la función x 7→ log(x), en
[c, 1]. Con lo cual, ∫ 1

c

1
x

dx = log(x)

∣∣∣∣∣∣1
c

= − log(c)

para cada c ∈ (0, 1). Sin embargo, dado que

lı́m
c→0+

log(c) = −∞,

concluimos por el Teorema de Hake que la función x 7→ x−1 no pertenece a HK[0, 1].

3) Sea r > 1, entonces la función x 7→ xr en (0, 1) satisface que xr < x y en consecuencia,

1
x
<

1
xr

en (0, 1). Por lo tanto, x 7→ x−r no pertenece a HK[0, 1] con r > 1.

Ejemplo 2.2.2. La función f (x) = x−1 sen(x), con x , 0 y f (0) := 1 pertenece al espacio HK(R). De hecho,∫ ∞

−∞

sen(x)
x

dx = π.

Los detalles de esta importante integral puede consultarse en [3, 7, 29, 35], mientras que la gráfica de f se muestra
en la figura 2.4.

Por otro parte, en relación directa con la Definición 4 tenemos el siguiente concepto.

Definición 11. Sea f : R→ R. Decimos que f es de variación acotada sobre R, si existe el lı́mite

Var( f ,R) := lı́m
a→−∞
b→+∞

Var( f , [a, b]).

Además, denotamos por BV(R) el espacio vectorial de las funciones de variación acotada sobre R, el cual es dotado
con la norma

‖ f ‖BV(R) := Var( f ,R) + f (0).
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Figura 2.4: f (x) :=
sen(x)

x
, para x , 0 y f (0) := 1.

Uno de los resultados más importantes acerca de la integral de Henstock-Kurzweil es el Teorema del Multiplicador
que es sı́mil del método de integración por partes.

Teorema 2.24. (Teorema del Multiplicador). Si f ∈ HK[a, b] y ϕ ∈ BV([a, b]), entonces el producto fϕ ∈ HK[a, b]
y se satisface que ∫ b

a
f (x)ϕ(x) dx = F(b)ϕ(b) −

∫ b

a
F(x) d[ϕ(x)],

donde

F(s) :=
∫ s

a
f (t) dt y

∫ b

a
F(x) d[ϕ(x)].

Donde la segunda integral es en el sentido de Riemann-Stieltjes.

Los detalles del Teorema del Multiplicador pueden consultarse en [17], [77, Lema 24] o bien en [7, Teorema
10.12] y la definición de la integral de Riemann-Stieltjes puede ser revisada en [7, Apéndice H].

Observación 5. Como consecuencia del Teorema del Multiplicador, el espacio dual de HK(R) se identifica con el
espacio BV(R), este hecho puede consultarse en [41, Capı́tulo 6] y en [42].

Otro método para demostrar que el producto de funciones es Henstock-Kurzweil integrable en [a,∞] es el dado
por J. Chartier [7, Teorema 16.10].

Teorema 2.25. (Prueba de Chartier-Dirichlet). Sean f , ϕ : [a,∞]→ R tales que:

1) f ∈ HK[a, c] para cada c ≥ a.

2) F(x) :=
∫ x

a
f (s) ds, es acotada en [a,∞).

3) ϕ es una función monótona en [a,∞).

4) ϕ(x)→ 0, cuando x→ ∞.

Entonces el producto fϕ ∈ HK[a,∞].
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Demostración. Primero observemos que fϕ pertenece al espacio HK[a, c] para cada c ∈ R con c ≥ a en virtud del
Teorema del Multiplicador 2.24.

Luego, por ser F una función acotada en [a,∞), existe M > 0 tal que |F(x)| ≤ M, para cada x ≥ a y dado que la
función ϕ se desvanece en∞, para cada ε > 0, arbitrario, existe K > 0 tal que

|ϕ(x)| ≤
ε

4M
,

si a ≤ K ≤ x.

En consecuencia., si q, p ∈ R satisfacen que K ≤ p < q, entonces por [7, Teorema 12.5], existe ξ ∈ [p, q] tal que∫ q

p
f (x)ϕ(x) dx = ϕ(p)

∫ ξ

p
f (x) dx + ϕ(q)

∫ q

ξ

f (x) dx

= ϕ(p)[F(ξ) − F(p)] + ϕ(q)[F(q) − F(ξ)].

Con lo cual, q > p > K implica ∣∣∣∣∣∣
∫ q

p
f (x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

4M
2M +

ε

4M
2M = ε.

Dado que ε > 0, se sigue del criterio de Cauchy que la función producto fϕ ∈ HK[a,∞]. �

Ejemplo 2.2.3. Se sigue del Teorema 2.25 al considerar las funciones

f (x) := sen(x) y ϕ(x) :=
1

log(x)
,

para x ≥ 2, la convergencia de la integral: ∫ ∞

2

sen(x)
log(x)

dx.

La gráfica de f (x)ϕ(x) se muestra en la figura 2.5.
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Figura 2.5: x 7→
sen(x)
log(x)

, para x ≥ 2.
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Otros criterios para determinar la convergencia de integrales del producto de funciones en I = [a,∞] son:

Teorema 2.26. (Prueba de Abel). Sean f , ϕ : I → R tales que

1) f ∈ HK(I).

2) ϕ es acotada y monótona en I.

Entonces el producto fϕ ∈ HK(I).

Teorema 2.27. (Prueba de Du Bois-Reymond). Sean f , ϕ : I → R tales que

1) f ∈ HK[a, c], para toda c ≥ a.

2) F(x) :=
∫ x

a
f (s) ds, es acotada en I.

3) ϕ es diferenciable en I.

4) ϕ′, |ϕ′| ∈ HK(I).

5) lı́m
x→∞

F(x)ϕ(x) ∈ R.

Entonces el producto fϕ ∈ HK(I).

Observación 6. El Teorema fundamental II* 2.10 sigue siendo valido en intervalos de la forma I = [a,∞]. Por lo
que si f ∈ HK(I), entonces cualquier integral indefinida F de f es continua en I y por lo tanto es acotada en I.

Ejemplo 2.2.4. Se sigue tanto de la prueba de Abel como de la prueba de Du Bois-Reymond al considerar

f (x) := sen
(
x2

)
y ϕ(x) :=

x
x + 1

,

para cada x ≥ 0, la existencia de la integral ∫ ∞

0

x
1 + x

sen
(
x2

)
dx.

Sin embargo, no se puede aplicar el criterio de Chartier-Dirichlet ya que

lı́m
x→∞

ϕ(x) = 1 , 0.

La gráfica de f (x)ϕ(x) se encuentra en la figura 2.6.

Ejemplo 2.2.5. Ninguno de los criterios anteriores permite probar la convergencia de la integral:∫ ∞

0

cos(x)
x

dx.

Dado que la función x 7→ x−1 es no acotada en x = 0. De hecho se sabe que tal integral es divergente, esto puede ser
consultado en [35], mientras que la gráfica se encuentra en la figura 2.7.
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Figura 2.6: x 7→
x

1 + x
sen

(
x2

)
, para x ≥ 0.
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Figura 2.7: x 7→
cos(x)

x
, para x > 0.

Por último, con la siguiente definición, extendemos el concepto de integración a funciones complejo valuadas,
esto con el fin de estudiar la Transformada de Fourier con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil. Ver [5].

Definición 12. Sea f : R → C una función con f1 := Re( f ) y f2 := Im( f ), entonces definimos la integral de
Henstock-Kurzweil de f mediante ∫

R
f (x) dx :=

∫
R

f1(x) dx + i
∫
R

f2(x) dx.

Además, definimos el espacio

HK(R,C) :=
{

f = f1 + i f2
∣∣∣∣ f1, f2 ∈ HK(R)

}
y establecemos la norma en este espacio por

‖ f ‖HK(R,C) := ‖ f1‖HK(R) + ‖ f2‖HK(R). (2.8)

Más aún, la completación de HK(R,C) es denotada por ĤK(R,C).
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Es inmediato de la Definición 12 el siguiente resultado, el cual será utilizado en capı́tulos posteriores.

Proposición 2.6.

1) Si f ∈ HK(R), entonces f + i 0 ∈ HK(R,C) con

‖ f + i 0‖HK(R,C) = ‖ f ‖HK(R).

2) Si f ∈ HK(R,C), entonces
‖ f1 + i f2‖HK(R,C) = ‖ f1 − i f2‖HK(R,C).





Capı́tulo 3

Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una función f : R→ R se define para s ∈ R mediante

F ( f )(s) :=
∫
R

e−isx f (x) dx (3.1)

cuando la integral sea convergente. Ası́ el primer tema a discutir es la existencia de la transformada para ciertos espa-
cios de funciones.

Los espacios de funciones real medibles en el sentido de Lebesgue tales que∫ ∞

−∞

| f (x)|p dx < ∞, 1 ≤ p < ∞,

los denotamos por Lp(R), y en los cuales se tiene una seminorma dada por

‖ f ‖Lp := ‖ f ‖p =

(∫ ∞

−∞

| f (x)|p dx
)1/p

.

Denotamos el espacio cociente Lp(R) := Lp(R)/Wp dondeWp es el subespacio de funciones para los cuales ‖ · ‖p
se desvanece. Para p = 1, se sigue que la transformada de Fourier dada por

F1( f )(s) :=
∫
R

e−isx f (x) dx

=

∫
R

cos(sx) f (x) dx − i
∫
R

sen(sx) f (x) dx

= F c
1 ( f )(s) − iF s

1 ( f )(s),

(3.2)

existe para toda s ∈ R, donde la integral es en el sentido de Lebesgue. Además, F c
1 y F s

1 son llamados transformada
coseno y seno de Fourier respectivamente.

Mientras que para funciones f ∈ L2(R), la transformada de Fourier puede definirse mediante

F2( f )(s) := lı́m
n→∞

∫
R

e−isx fn(x) dx, (3.3)

donde el lı́mite es tomado en la topologı́a de la norma del subespacio L1(R)∩ L2(R) y ( fn)n≥1 ⊂ L1(R)∩ L2(R) es una
sucesión tal que ‖ fn − f ‖2 → 0, cuando n→ ∞, véase [28, 69].

33
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De manera similar, consideramos los espacios Lp(R,C) y Lp(R,C) que constan de funciones complejo valuadas
en vez de real valuadas. En lo siguiente, también se considerará el espacio L∞(R) que consta de todas las funciones
real medibles f para las cuales su supremos esencial, ‖ f ‖∞, es finito. Además, se tiene el espacio L∞(R) := L∞(R)/ ∼,
donde f ∼ g si y sólo si f = g salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero.

Las propiedades básicas de la transformada de Fourier pueden consultarse en [75, 70, 68, 67, 28]. Algunas de
ellas están dadas a continuación.

Teorema 3.1. Sean f , g ∈ L1(R). Entonces

1) F1( f ) ∈ L∞(R) con
‖F1( f )‖∞ ≤ ‖ f ‖1.

2) F1( f )(s)→ 0, cuando |s| → ∞. (Lema de Riemann-Lebesgue).

3) F1( f ) = 0 implica f = 0 salvo un conjunto de medida cero.

4) ∫ ∞

−∞

f (s)F1(g)(s) ds =

∫ ∞

−∞

F1( f )(s) g(s) ds.

Definición 13. Sea f : R→ R. Definimos la transformada inversa de Fourier de f en s ∈ R mediante

F −1( f )(s) :=
1

2π

∫ ∞

−∞

eisx f (x) dx, (3.4)

cuando la integral sea convergente.

Teorema 3.2. Sea f ∈ L1(R) tal que F1( f ) ∈ L1(R). Entonces

f (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eisxF1( f )(s) ds,

salvo un conjunto de medida cero.

Teorema 3.3. (Teorema de Plancherel). Sea f ∈ L2(R). Entonces F2( f ) ∈ L2(R) y

‖F2( f )‖22 = 2π ‖ f ‖22. (3.5)

La demostración del Teorema 3.3 puede ser consultada en [75, Teorema 0.1.11].

Observación 7. La expresión (3.5) también se conoce como Fórmula o Identidad de Parseval. Véase [9, Capı́tulo 1].

Ejemplo 3.0.1. Sea h : R→ R dada por

h(t) :=

 log(|t|) si t ∈ [−1, 1] y t , 0,

0 cualquier otro caso.

Entonces h ∈ L2(R), ver figura 3.1. Con lo cual, f (x) := F2(h)(x) también pertenece a L2(R) y satisface que

f (x) = 2
∫ 1

0
cos(xt) log(t) dt,

por ser h par. Además,
lı́m
s→0
F2( f )(s) = lı́m

s→0
2πh(s) = −∞.

La gráfica de f puede verse en la fı́gura 3.2.
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Figura 3.1: h(t) := log(|t|), si t ∈ [−1, 1]\{0} y h(t) := 0 en cualquier otro caso.
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Figura 3.2: f (x) := F2(h)(x).

Ahora bien, consideramos el espacio de Schwartz, S (Rn), que consta de funciones f : Rn → C que son infinita-
mente diferenciables con

‖ f ‖k,m := sup
x∈Rn

(1 + |x|)k |Dα f (x)| < ∞,

donde
α = (α1, . . . , αn)

es un multi-ı́ndice,
Dα = (∂/∂x1)α1 · · · (∂/∂xn)αn ,

y
m = |α| := α1 + · · · + αn.
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Espacio en el cual se satisface el siguiente resultado.

Teorema 3.4. La transformada de Fourier F : S (R) → S (R) es un isomorfismo y tiene una representación integral
dada por (3.1) y la inversa esta dada por la expresión en (3.4).

Este hecho puede consultarse en [75, Teorema 0.1.5], [67, Proposición 2.2.10] y [28, Proposición 2. 2.11].

Teorema 3.5. Sea f ∈ S (R). Entonces

1) F ( f ) ∈ S (R) con

f (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eixs F ( f )(s) ds.

2)

2π
∫ ∞

−∞

| f (x)|2 dx =

∫ ∞

−∞

|F ( f )(s)|2 ds.

Los detalles del Teorema 3.5 también pueden ser consultados en [75, Teorema 0.1.8]

3.1. HK transformada de Fourier

Con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil, definimos la HK transformada de Fourier mediante

FHK( f )(s) :=
∫ ∞

−∞

e−isx f (x) dx, (s ∈ R) (3.6)

cuando la integral sea convergente. Decimos “HK transformada de Fourier” para enfatizar que la integral es en el
sentido de Henstock-Kurzweil. Véase [77, 54, 61, 71, 56].

En particular, consideraremos el subespacio de BV(R) definido mediante

BV0(R) :=
{

f ∈ BV(R)
∣∣∣∣ lı́m
|x|→∞

f (x) = 0
}
.

Teorema 3.6. Para cada f ∈ BV0(R), la HK transformada de Fourier, FHK( f ), existe para cada s , 0 y satisface las
siguientes propiedades:

1) FHK : R\{0} → C es continuo.

2) FHK( f )(s)→ 0, cuando |s| → ∞. (Lema de Riemann-Lebesgue).

La demostración del Teorema 3.6 se sigue del Lema 3.1 y de Lema 3.2 en [54] y es básicamente consecuencia
de la Prueba de Chartier-Dirichlet junto con el Teorema de Hake. Es importante notar que la transformada F1 esta
bien definida como una integral de Henstock-Kuzweil ya que L1(R) ∩ BV0(R) es denso en L1(R) por que contiene
a las funciones de paso finito, ver [80]. Por lo que la expresión (3.2) puede ser vista como una extensión de la HK
transformada de Fourier, es decir,

F1( f )(s) = FHK( f )(s) (3.7)

para todada f ∈ L1(R) ∩ BV0(R) y s ∈ R.

En el caso de que f ∈ L2(R) ∩ BV0(R), se cumple que

F2( f )(s) = FHK( f )(s) (3.8)

salvo un conjunto de medida cero.
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Para verificar (3.8), definimos para cada n ≥ 1,

fn(x) := χ[−n,n](x) f (x) =

 f (x) si |x| ≤ n,
0 si |x| > n.

De esta manera, obtenemos una sucesión ( fn)n≥1 ⊂ L1(R) ∩ L2(R) tal que ‖ fn − f ‖2 → 0, cuando n→ ∞. Además,

Var( f , [−n, n]) ≤ Var( f ,R) < ∞,

para cada n ≥ 1. Es decir, fn ∈ BV0(R).
De aquı́ que, para cada n ≥ 1,

F1( fn)(s) = FHK( fn)(s) y F1( fn)(s) = F2( fn)(s).

Luego, por el Teorema de Plancherel 3.3, deducimos que

lı́m
n→∞
‖FHK( fn) − F2( f )‖2 = lı́m

n→∞
‖F2( fn) − F2( f )‖2 = lı́m

n→∞

√
2π ‖ fn − f ‖2 = 0.

Por lo tanto, en virtud del Teorema A.4, existe una sunsucesión de
(
FHK( fn)

)
n≥1 que converge puntualmente salvo un

conjunto de medida cero a F2( f ).
Más aún, por el Teorema de Hake 2.23, se sigue que para cada s , 0,

lı́m
n→∞
FHK( fn)(s) = lı́m

n→∞

∫ n

−n
e−isx f (x) dx

=

∫ ∞

−∞

e−isx f (x) dx

= FHK( f )(s).

En conclusión,
F2( f )(s) = FHK( f )(s)

salvo un conjunto de medida cero, para toda f ∈ L2(R) ∩ BV0(R).

Observación 8. Para f ∈ BV0(R) y s = 0, no necesariamente se tiene la existencia de F ( f )(0) ya que la integral

F ( f )(0) =

∫ ∞

−∞

f (x) dx

no tiene por que ser convergente. Por ejemplo, f (x) := 1, para |x| < 1 y f (x) := 1/
√
|x| , para |x| ≥ 1, ver figura 3.3.

Esto puede evitarse al considerar el subespacioHK(R) ∩ BV0(R).

Mientras que en [77, Proposición 2], se da el siguiente enunciado que establece condiciones para la existencia de
la transformada de Fourier para una función en HK(R).

Proposición 3.1. Sea f : R → R, entonces para que FHK( f ) exista en s ∈ R es necesario que f ∈ HK[a, b] para
cada intervalo compacto [a, b] de R.

Proposición 3.2. Sea f ∈ HK(R) y consideremos

F1(x) :=
∫ ∞

x
f (t) dt y F2(x) :=

∫ x

−∞

f (t) dt.

Entonces FHK( f ) existe en s ∈ R si y sólo si ambas integrales∫ ∞

0
e−isxF1(x) dx y

∫ 0

−∞

e−isxF2(x) dx,

son convergentes.



38 CAPÍTULO 3. TRANSFORMADA DE FOURIER

-6 -4 -2 2 4 6

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Figura 3.3: f (x) := 1, para |x| < 1 y f (x) := 1/
√
|x| , para |x| ≥ 1.

Además, el tema de la continuidad de la HK transformada de Fourier es equivalente al concepto de continuidad
quasi-uniformemente.

Definición 14. Sea f : R2 → R. Si

F(x) :=
∫ ∞

−∞

f (x, y) dy

existe en una vecindad de x0 ∈ R, entonces F es continua quasi-uniformemente en x0 si para todo ε > 0 y M > 0
existe m ≥ M y δ > 0 tales que

|x − x0| < δ =⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|y|>m

f (x, y) dy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε.
Teorema 3.7. Sea f : R → R. Entonces, FHK( f ) es continua en s0 ∈ R si y sólo si es continua quasi-uniformemente
en s0.

La demostración del Teorema 3.7 pueden consultarse en [77, Teorema 5]. Más aún, E. Talvila prueba que aunque
FHK( f ) no necesita ser continuo, cuando la transformada existe en los puntos finales de un intervalo compacto implica
FHK( f ) es integrable sobre el intervalo.

Proposición 3.3. Sea [a, b] un intervalo compacto. Si FHK( f ) existe en a y en b, entonces FHK( f ) existe en (a, b)
salvo un conjunto de medida cero y es integrable en (a, b) con∫ b

a
FHK f (s) ds = i

∫ ∞

−∞

[
e−ibx − e−iax

]
f (x)

dx
x
.

Además, se cuenta con un teorema de inversión, [77, Teorema 18], al considerar

F −1
HK( f )(s) :=

1
2π

∫ ∞

−∞

eisx f (x) dx.
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Teorema 3.8. Sea f : R→ R tal que FHK( f ) existe salvo un conjunto de medida cero y consideremos

F(x) :=
∫ x

x0

f (t) dt,

para x0 ∈ R.

1) F′(x0) = f (x0) y F −1
HK

(
FHK( f )

)
existe en x0, implica

f (x0) = F −1
HK

(
FHK( f )

)
(x0).

2) F −1
HK

(
FHK( f )

)
existe salvo un conjunto de medida cero, implica

f = F −1
HK

(
FHK( f )

)
salvo un conjunto de medida cero.

La demostración del Teorema 3.8 puede consultarse en [77, Teorema 18]. Además, en [77, Corolario 21] se tiene
el siguiente resultado.

Corolario 3.1. Sea f : R → R. Entonces f = 0 salvo un conjunto de medida cero si y sólo si FHK( f ) = 0 salvo un
conjunto de medida cero.

Ahora bien, a partir de los espacios de funciones Lp(R) y BV0(R), definimos la suma de estos espacios.

Definición 15. Sean p, q ≥ 1, definimos el espacio Lp(R) + Lq(R) como el espacio vectorial de todas las funciones
de la forma f = fp + fq, con fp ∈ L

p(R) y fq ∈ Lq(R). De manera inductiva, definimos la suma finita

n∑
i=1

Lpi(R).

Análogamente, definimos el espacio de funciones L1(R) + BV0(R).

Observación 9. Los espacios de tipo “suma” dados en la Definición 15 no son suma directa ya que no se cumple la
condición de que en la intersección de los conjuntos solo se tenga la función constante cero.

Observación 10. Se sigue del hecho de que L1(R) no esta contenido en L∞(R) que

HK(R) * L∞(R).

Además, se tiene que HK(R) * L1(R) + L2(R) y para p > 0 con p , 1, se sabe que Lp(R) * HK(R). En
consecuencia,

Lp(R) +L∞(R) * HK(R).

De hecho, en [61] se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.9.

1) HK(R) * Lp(R) +Lq(R) donde 0 < p, q < ∞.

2) HK(R) * Lp(R) +L∞(R) donde 0 < p < 1.

3) HK(R) *
n∑

i=1

Lpi(R) donde 0 < pi ≤ ∞, i = 1, . . . , n y n ∈ N.

Con los espacios dados en la Definición 15, podemos extender la HK transformada de Fourier al considerar el
espacio C∞(X) de las funciones continuas y complejo valuadas en X ⊂ R, que se desvanecen en infinito. Ver [61,
Definición 2.10]
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Definición 16. La HK transformada de Fourier existe para cada s , 0

FHK : L1(R) + BV0(R)→ C∞(R\{0})

FHK( f )(s) :=
∫ ∞

−∞

e−isx f (x) dx.

En lo siguiente, discutimos la continuidad en norma del operador HK transformada de Fourier.

Se desprende del Teorema 3.6 y de la Definición 16 que FHK( f )(s) es una función continua para toda s , 0. Sin
embargo, para s = 0, la propiedad de la continuidad sigue siendo un problema abierto.

Además, en el espacio
B := HK(R) ∩ BV(R) = HK(R) ∩ BV0(R) (3.9)

consideramos la norma dada por
‖ f ‖B := ‖ f ‖HK + ‖ f ‖BV .

El espacio B es de gran interés y no tiene relación con L1(R), es decir,

B * L1(R) y L1(R) * B.

Esto puede consultarse en [55, 71].

Ejemplo 3.1.1. Sea f : [0,∞]→ R dada por

f (x) :=


√

x sen(1/x) si x ∈ (0, 1],

0 si x = 0 y x ∈ (1,∞].

Entonces f ∈ L1[0,∞]\BV[0,∞]. Ver figura 3.4
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Figura 3.4: f (x) :=
√

x sen(1/x), para x ∈ (0, 1] y f (x) := 0, para x = 0 y x ∈ (1,∞].

Ejemplo 3.1.2. Sea α ∈ (0, 1) y consideremos una función h ∈ BV
[
−π1/α, π1/α

]
. Entonces al definir f : R → R

mediante

f (x) :=


h(x) si x ∈

(
−π1/α, π1/α

)
,

sen (|x|α)
|x|

si x <
(
−π1/α, π1/α

)
,

obtenemos que f ∈ B\L1(R).
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Los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2 pueden ser consultados en [55]. De hecho se tiene que B ⊂ L2(R) ∩ BV0(R), por lo
que la existencia de la transformadansformada de Fourier esta garantizada. Más aún, el espacio B es denso en L2(R)
y en HK(R), esto puede consultarse en [60].

Proposición 3.4. (Arredondo-Mendoza-Reyes). El operador HK transformada de Fourier con dominio B y codomi-
mio L2(R,C) es un operador acotado.

Demostración. Se sigue del Teorema de Plancherel 3.3 que para f ∈ B,

‖FHK( f )‖22 = 2π‖ f ‖22.

Por otro lado, como consecuencia del Teorema del Multiplicador 2.24, [77, Lema 24], y de [60, Teorema 1] podemos
concluir que

‖ f ‖22 ≤ ‖ f ‖HK ‖ f ‖BV

≤
1
2

(
‖ f ‖2HK + ‖ f ‖2BV

)
≤

1
2

(‖ f ‖HK + ‖ f ‖BV )2

=
1
2
‖ f ‖2
B
.

Por lo tanto,
2π‖ f ‖22 ≤ π ‖ f ‖

2
B
.

Consecuentemente,
‖FHK( f )‖2 ≤

√
π ‖ f ‖B

para toda f ∈ B. �

Ejemplo 3.1.3. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Consideremos la función dada por

f (x) =


−1 si x ∈ [−1, 0),

1 si x ∈ [0, 1],
0 cualquier otro caso.

Entonces, f ∈ B y para cada s > 0, se sigue que

FHK( f )(s) =

∫ ∞

0
2 sen(sx) f (x) dx

=

∫ 1

0
2 sen(sx) dx

= 2
1 − cos(s)

s
.

Es importante notar que esta función no es un elemento de HK(R), ver figuras 3.5 y 3.6.
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-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figura 3.5: f ∈ HK(R) ∩ BV0(R) con FHK( f ) < HK(R).
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Figura 3.6: s 7→ 2
1 − cos(s)

s
, para s > 0.

Ahora bien, si consideramos la HK transformada seno de Fourier definida mediante

F s
HK( f )(s) :=

∫ ∞

−∞

sen(sx) f (x) dx. (s ∈ R) (3.10)

cuando la integral sea convergente.

Proposición 3.5. (Arredondo-Mendoza-Reyes). La imagen del espacio BV0(R) bajo la acción del operador F s
HK no

esta contenida en HK(R), es decir,

F s
HK

(
BV0(R)

)
* HK(R). (3.11)

Demostración. Se sigue del ejemplo 3.1.3 se sigue que la imagen del espacio B bajo la acción del operador F s
HK no

esta contenida en HK(R), con lo cual se sigue (3.11). �
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3.2. HK transformada coseno de Fourier

El ejemplo 3.1.3 muestra que la HK transformada seno de Fourier no puede ser definida como un operador acotado
de BV0(R) en HK(R). Sin embargo, para la HK transformada coseno de Fourier dada por

F c
HK( f )(s) :=

∫ ∞

−∞

cos(sx) f (x) dx (s , 0). (3.12)

se demostrará en el Teorema 3.12 que determina un operador continuo.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la función f (x) = χ[−π,π](x), es decir la función caracterı́stica del intervalo [−π, π] .
Entonces f es una función par que pertenece al espacio B, consecuentemente

F c
HK( f )(s) =

∫ ∞

0
2 cos(sx)χ[0,π](x) dx

=

∫ π

0
2 cos(sx) dx

= 2
sen(πs)

s
.

Donde el mapeo s 7→ 2s−1 sen(πs) es un elemento del espacio HK(R). Más aún,

F c
HK( f )(0) = 2π y lı́m

s→0
2

sen(πs)
s

= 2π.

La integrabilidad de las transformadas coseno y seno de Fourier de funciones en BV0(R) es un problema que ha
sido analizado por Elijah Liflyand en diversos artı́culos [47, 48, 44, 45] en los cuales estudia la integrabilidad de estas
transformadas en el sentido de Lebesgue en subespacios especı́ficos de BV0(R).

Por ejemplo, en [45, Capı́tulo 2] y en [36] se considera la transformada de Hilbert de una función g ∈ L1(R) dada
por

H(g)(s) :=
1
π

∫ ∞

−∞

g(x)
s − x

dx,

donde la integral se entiende en el sentido impropio (valor principal).

Se sabe que no necesariamenteH(g) es Lebesgue integrable, sin embargo, cuandoH(g) ∈ L1(R), decimos que g
pertenece al espacio real de Hardy denotado por H1(R).

En particular, cuando la función g es impar se tiene queH(g)(s) es igual a

Ho(g)(s) =
2
π

∫ ∞

0

xg(x)
s2 − x2 dx.

Ası́, en el caso de queHo(g) sea Lebesgue integrable, escribimos que g ∈ H1
o(R+).

De manera similar, si g es una función par, entoncesH(g)(s) es igual a

He(g)(s) =
2
π

∫ ∞

0

sg(x)
s2 − x2 dx

y siHe(g) es Lebesgue integrable, entonces escribimos que g ∈ H1
e (R+).

Bajo estas condiciones junto con la hipótesis de tener una función localmente absolutamente continua en (0,∞),
es decir, una función absolutamente continua en cada intervalo compacto de (0,∞), ver [7, Teorema 14.7], obtenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 3.10. Sea f : [0,∞) → C localmente absolutamente continua en (0,∞), de vairiación acotada tal que
f (x)→ 0, cuando x→ ∞.

1) Si f ′ ∈ H1
o(R+), entonces ∫ ∞

0
f (x) cos(sx) dx (s ≥ 0)

es Lebesgue integrable en [0,∞).

2) Para cada s > 0, se satisface que ∫ ∞

0
f (x) sen(sx) dx =

1
s

f
(
π

2s

)
+ F(s),

donde F ∈ L1[0,∞).

La demostración del Teorema 3.10 puede consultarse en [45, Teorema 1] y en [44, Teorema 1]. La idea principal
de la prueba se sigue de la fórmula de integración por partes:∫ ∞

0
f (x) cos(sx) dx =

f (x) sen(sx)
s

∣∣∣∣∣∣∞
0
−

1
s

∫ ∞

0
f ′(x) sen(sx) dx

= −
1
s

∫ ∞

0
f ′(x) sen(sx) dx

= θ1γ1(s),

donde |θ1| ≤ C, para alguna constante C no negativa y∫ ∞

0
|γ1(s)| ds ≤ ‖ f ′‖H1

0 (R+) < ∞.

Los detalles pueden consultarse en [46, Teorema 2]. Como consecuencia del Teorema 3.10 se tiene que hay un com-
portamiento distinto entre las transformadas coseno y seno de Fourier ya que para esta última sólo se asegura una
fórmula para su comportamiento asintótico. De hecho, si f es una función monótona en [0,∞), entonces su trans-
formada seno de Fourier preserva el signo mientras que su transformada coseno de Fourier no puede ser Lebesgue
integrable en R, esto puede consultarse en [50, 49].

En particular, en [44] se considera el espacio

W =

{
g ∈ L1(R) :

F1(g)(s)
s

∈ L1(R)
}

con norma

‖g‖W := ‖g‖1 +

∥∥∥∥∥F1(g)(s)
s

∥∥∥∥∥
1

obtenemos la siguiente afirmación.

Teorema 3.11. Sea f : [0,∞)→ C localmente absolutamente continua en (0,∞), de variación acotada con f (x)→ 0,
cuando x→ ∞. Entonces

1)
∫ ∞

0
f (x) cos(sx) dx es Lebesgue integrable en [0,∞), si y sólo si f ′ ∈ W.

2)
∫ ∞

0
f (x) sen(sx) dx es Lebesgue integrable en [0,∞), si y sólo si f ′ ∈ W.
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Demostración. Se sigue del método de integración por partes que∫ ∞

0
f (x) cos(sx) dx = −

1
s

∫ ∞

0
f ′(x) sen(sx) dx.

Por lo tanto, ∫ ∞

0

∣∣∣∣∣∫ ∞

0
f (x) cos(sx) dx

∣∣∣∣∣ ds =

∫ ∞

0

∣∣∣∣∣−1
s

∫ ∞

0
f ′(x) sen(sx) dx

∣∣∣∣∣ ds.

En consecuencia, ∫ ∞

0
f (x) cos(sx) dx

es Lebesgue integrable en [0,∞), si y sólo si f ′ ∈ W.

Análogamente, al integrar por partes, obtenemos∫ ∞

0
f (x) sen(sx) dx =

f (0)
s

+
1
s

∫ ∞

0
f ′(x) cos(sx) dx.

Además, se tiene que f (0) = 0 en virtud de [48, Teorema 6]. Con lo cual,∫ ∞

0
f (x) sen(sx) dx

es Lebesgue integrable en [0,∞), si y sólo si f ′ ∈ W. �

Observación 11. Se sigue de [25, Capı́tulo III, Corolario 7.23], la extensión de la desigualdad de Hardy que esta-
blece: ∫

R

∣∣∣∣∣F1( f )(s)
s

∣∣∣∣∣ ds ≤ C‖ f ‖H1(R)

para alguna constante C ≥ 0. En consecuencia, H1(R) ⊂ W.

En el caso de la integral de Henstock-Kurzweil, en [5] definimos

Λ =

{
g ∈ B :

FHK(g)(s)
s

∈ HK(R)
}
,

el cual es no vacı́o ya que el espacio de Schwartz S (R) ⊂ Λ. Más aún, denotando por ACloc el espacio de las funciones
localmente absolutamente continuas en R (es decir, f en AC[a, b] para cada intervalo compacto [a, b] ⊂ R) obtenemos
el siguiente resultado.

Proposición 3.6. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si g ∈ B ∩ ACloc es tal que g′ ∈ Λ, entonces FHK(g) ∈ HK(R).

Demostración. Primero para la HK transformada seno de Fourier observamos que por el Teorema del Multiplicador
sabemos

F s
HK(g)(s) =

∫ ∞

−∞

sin(sx)g(x) dx =
1
s

∫ ∞

−∞

cos(sx) dg(x).

Ahora bien, por ser g elemento de ACloc, obtenemos

1
s

∫ ∞

−∞

cos(sx) dg(x) =
1
s

∫ ∞

−∞

cos(sx)g′(x) dx.

Con lo cual,

F s
HK(g)(s) =

1
s

∫ ∞

−∞

cos(sx)g′(x) dx =
F c

HK(g′)(s)
s

.

Análogamente, para la HK transformada coseno de Fourier tenemos

F c
HK(g)(s) =

−1
s

∫ ∞

−∞

sin(sx)g′(x) dx =
−F s

HK(g′)(s)
s

.

�
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Por otra parte, a pesar de que para funciones f ∈ BV0(R) no necesariamente esta definido F c
HK( f )(0), se tiene

cierta regularidad. Luego, se puede extender el operador HK transformada coseno de Fourier como una transforma-
ción lineal y continua de BV0(R) a HK(R) para lo cual requerimos de algunos resultados auxiliares y que a diferencia
del Teorema 3.11 no se requieren de hipótesis adicionales para f ′.

Primero en R+ = [0,∞) definimos

‖ f ‖′HK(R+) := sup
0≤b<∞

∣∣∣∣∣∣
∫ b

0
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ . (3.13)

Lema 3.1. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si f ∈ HK(R) es una función par, entonces

‖ f ‖HK(R) = 2‖ f ‖′HK(R+).

La demostración del Lema 3.1 se sigue de las propiedades de la integral HK y de considerar los casos en que
a · b ≥ 0 y a · b < 0.

En relación con el ejemplo 2.2.2, consideramos la función seno integral, figura 3.7, dada por

Si(v) :=
2
π

∫ v

0

sen(y)
y

dy. (3.14)

La función seno integral satisface las siguientes propiedades:

1) Si(0) = 0,

2) lı́m
v→∞

Si(v) = 1,

3) Si(v) ≤ Si(π), para toda v ∈ [0,∞].
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Figura 3.7: Si(v).

Además, consideramos la familia de funciones Ω :=
{
ht : R→ R

∣∣∣ t ∈ R} tales que

ht(x) :=

 x−1 sen(tx) si x , 0,
t si x = 0.
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De esta manera, se cumple que h−t(x) = −ht(x) para cada x ∈ R ya que ht es una función par. También, para cada
v ≥ u ≥ 0 y t > 0, al hacer el cambio de variable y = tx, se sigue que∣∣∣∣∣∣∣∣

v∫
u

sen(tx)
x

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
tv∫

tu

sen(y)
y

dy

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Finalmente, el conjunto Ω es acotado en HK(R) y

πSi(π) = sup
{
‖ht‖HK(R) : ht ∈ Ω

}
. (3.15)

Lema 3.2. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si 0 < a < b y f ∈ BV(R), entonces∣∣∣∣∣∣
∫ v

u

[
sin(bx) − sin(ax)

x

]
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 4πSi(π)‖ f ‖BV(R)

para cada intervalo compacto [u, v] ⊂ R.

Demostración. Como consecuencia del Teorema del Multiplicador sabemos que∣∣∣∣∣∣
∫ v

u

[
sen(bx) − sen(ax)

x

]
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥x−1[sen(bx) − sen(ax)

]∥∥∥
HK(R) ‖ f ‖BV(R)

y aplicando la desigualdad del triángulo junto con (3.15) concluimos la demostración. �

Lema 3.3. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si f : [0,R] → R es continua y no creciente con f (R) > 0. Entonces las
integrales

1)

bR∫
b′δ

sen(y)
y

f (y/b) dy,

2)

b′R∫
b′δ

sen(y)
y

f (y/b′) dy,

3)

b′δ∫
0

sen(y)
y

[
f (y/b) − f (y/b′)

]
dy.

tienden a cero para b ≥ b′ � 1 suficientemente grandes.

Demostración. Para cualquier y > 0, se tiene para ỹ := y + π que y < ỹ. Ası́ por la hipótesis de que f es no creciente,
concluimos que

f (ỹ/b) ≤ f (y/b).

En consecuencia,
ỹ
y
> 1 ≥

f (ỹ/b)
f (y/b)

=⇒
| sen(y)|

y
f (y/b) >

| sen(ỹ)|
ỹ

f (ỹ/b).

Por lo que las integrales

bR∫
b′δ

sen(y)
y

f (y/b) dy y

b′R∫
b′δ

sen(y)
y

f (y/b′) dy

tienden a cero para b ≥ b′ � 1 suficientemente grandes.
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Además,

b′δ∫
0

sen(y)
y

[
f (y/b) − f (y/b′)

]
dy =

b′δ∫
0

sen(y)
y

[
f (y/b) − f (0)

]
dy

−

b′δ∫
0

sen(y)
y

[
f (y/b′) − f (0)

]
dy.

Aquı́, hacemos notar que tanto | f (y/b) − f (0)| como | f (y/b′) − f (0)| son arbitrariamente pequeños cuando |y| ≤ b′δ
y δ > 0 es suficientemente pequeña bajo la hipótesis de que f es continua. Debido a que f es no creciente, estas dos
integrales definen series alternantes con sus respectivos términos iniciales∫ π

0

sen(y)
y

[
f (y/b) − f (0)

]
dy y

∫ π

0

sen(y)
y

[
f (y/b′) − f (0)

]
dy.

Esto demuestra que para f no creciente y continua la integral

b′δ∫
0

sen(y)
y

[
f (y/b) − f (y/b′)

]
dy

es arbitrariamente pequeña para b ≥ b′ suficientemente grandes. �

Lema 3.4. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Sea f ∈ BV[−R,R] y consideremos ε > 0. Entonces∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|x|<R

sen(bx) − sen(b′x)
x

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε

2
,

si b, b′ � 1, son suficientemente grandes.

Demostración. Primero notemos que

R∫
0

sen(bx) − sen(b′x)
x

f (x) dx =

R∫
0

sen(bx)
x

f (x) dx −

R∫
0

sen(b′x)
x

dx

=

bR∫
0

sen(y)
y

f (y/b) dy −

b′R∫
0

sen(y)
y

f (y/b′) dy

=

bR∫
b′δ

sen(y)
y

f (y/b) dy −

b′R∫
b′δ

sen(y)
y

f (y/b′) dy (3.16)

+

b′δ∫
0

sen(y)
y

[
f (y/b) − f (y/b′)

]
dy. (3.17)

Se sigue del Lema 3.3 que las integrales en (3.16) y (3.17) son pequeñas para f no creciente y continua en [0,R].

Por lo que si f es no creciente y continua en [0,R], entonces

R∫
0

sen(bx) − sen(b′x)
x

f (x) dx

es arbitrariamente pequeña para b > b′ suficientemente grandes.
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De hecho, esto prueba que para toda f ∈ BV[−R,R] ∩C[−R,R] se satisface que∣∣∣∣∣∣
∫
|x|<R

sen(bx) − sen(b′x)
x

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε/2 para b, b′ � 1 (3.18)

puesto que toda función de variación acotada y continua es la diferencia de dos funciones positivas, no crecientes y
continuas.

Más aún, la desigualdad (3.18) sigue siendo válida para cualquier función de variación acotada en [−R,R], para
probar esto primero suponemos que f es una función constante a trozos (picewise constant), luego por la convergencia
de ∫ ∞

0

sen(y)
y

dy,

se sigue la desigualdad (3.18).

Ahora bien, si f es el lı́mite en la norma de BV[−R,R] de una sucesión ( fn)n≥1 las cuales son constantes a trozos,
entonces para cada fn es válida (3.18) y por la convergencia hacı́a la función lı́mite f , también satisface (3.18).

Por último dada f de variación acotada en [−R,R], obtenemos por la descomposición de Jordan, véase [57, 34],
que existen funciones f1 y f2 tales que:

1) f = f1 + f2,

2) f1 ∈ BV[−R,R] ∩C[−R,R] y

3) ‖ f2 − Pn‖BV
n→∞
−−−−→ 0, donde (Pn)n≥1 es una sucesión defunciones constantes a trozos.

En resumen, los argumentos anteriores aplicados tanto a f1 como a f2 implican (3.18). �

Finalmente, estamos en condiciones de probar que la HK transformada coseno de Fourier de cualquier función en
BV0(R) resulta ser Henstock-Kurzweil integrable en R. Véase [5, Teorema 1].

Teorema 3.12. (Arredondo-Mendoza-Reyes). La HK transformada coseno de Fourier se puede extender a un opera-
dor lineal acotado de BV0(R) en HK(R).

Demostración. Sea f ∈ BV0(R), entonces

F c
HK( f )(s) =

∫ ∞

−∞

cos(sx) f (x) dx = lı́m
M→∞

∫ M

−M
cos(sx) f (x) dx (s , 0).

Además, para cada s > 0, se tiene que el mapeo x 7→ cos(sx) pertenece a HK[−M,M] para 0 < M < ∞. Luego, como
consecuencia del Teorema del Multiplicador 2.24,∣∣∣∣∣∣

∫ M

−M
cos(sx) f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2‖ cos(s·)‖HK[−M,M]‖ f ‖BV[−M,M].

Ahora bien, para cada s > 0 fija, se tiene que

‖ cos(sx)‖HK[−M,M] = 2 sup
0≤u≤v≤M

∣∣∣∣∣∫ v

u
cos(sx) dx

∣∣∣∣∣
= 2 sup

0≤u≤v≤M

∣∣∣∣∣∫ sv

su

cos(y)
s

dy
∣∣∣∣∣

= 2 sup
0≤u≤v≤M

∣∣∣∣∣sen(sv) − sen(su)
s

∣∣∣∣∣
≤

4
|s|
.
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Por lo que para cada intervalo compacto [a, b] ⊂ R\{0}, del Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1, se
sigue que ∫ b

a
F c

HK( f )(s) ds =

∫ b

a
lı́m

M→∞

∫ M

−M
cos(sx) f (x) dx ds

= lı́m
M→∞

∫ b

a

∫ M

−M
cos(sx) f (x) dx ds.

Ası́, por el teorema de Fubini, Teoremas A.2 y A.6, obtenemos que∣∣∣∣∣∣ lı́m
M→∞

∫ b

a

∫ M

−M
cos(sx) f (x) dx ds

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ lı́m
M→∞

∫ M

−M

∫ b

a
cos(sx) f (x) ds dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ lı́m
M→∞

∫ M

−M

sen(bx) − sen(ax)
x

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ .
(3.19)

Por lo tanto, del Lema 3.2, concluimos que∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
F c

HK( f )(s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥x−1[sen(bx) − sen(ax)

]∥∥∥
HK(R) ‖ f ‖BV(R). (3.20)

De hecho, por ser F c
HK( f ) una función par, sabemos que

‖F c
HK( f )‖HK(R) = 2 sup

0≤b

∣∣∣∣∣∣
∫ b

0
F c

HK( f )(s) ds

∣∣∣∣∣∣ . (3.21)

En consecuencia de (3.20) con a = 0 y de (3.21), deducimos que

‖F c
HK( f )‖HK(R) ≤ 4 sup

0≤b
‖hb‖HK(R)‖ f ‖BV(R)

= 4πSi(π)‖ f ‖BV(R)

< ∞.

(3.22)

Por otra parte, para demostrar que F c
HK( f ) pertenece al espacio HK[0, 1] basta, por el Teorema de Hake, probar la

existencia del lı́mite:

lı́m
b→0+

∫ 1

b
F c

HK( f )(s) ds. (3.23)

Para este fin, consideramos ε > 0 y elegimos R > 0 suficientemente grande tales que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

R<|x|

sen(bx) − sen(b′x)
x

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 4πSi(π)‖ f ‖BV(R<|x|) ≤
ε

2
. (3.24)

Esto se sigue del hecho de que f (x)→ 0, conforme |x| → ∞. Ahora bien, para tal R, se tiene que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|x|<R

sen(bx) − sen(b′x)
x

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥x−1[sen(bx) − sen(b′x)

]∥∥∥
HK[−R,R] ‖ f ‖BV[−R,R]

≤ C(b + b′)

≤
ε

2
,

(3.25)

si b, b′ < δ, para alguna δ > 0. Mientras que C es una constante que solo depende de f y de R. Por lo que de (3.19)
junto con (3.24) y (3.25) concluimos la existencia del lı́mite en (3.23).

Para poder concluir que F c
HK( f ) ∈ HK(R), hay que probar también la convergencia del lı́mite:

lı́m
b→∞

∫ b

1
F c

HK( f )(s) ds. (3.26)
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Primero, observamos que la estimación dada en (3.24) sigue siendo válida para cualesquiera b, b′ > 0 y R > 0
suficientemente grandes. Ahora bien, para probar que la integral en (3.25) también es pequeña, usamos el Lema 3.4.
Ası́ por el Teorema de Hake concluimos que F c

HK( f ) pertenece a HK(R), para cualquier f ∈ BV0(R). �

El Teorema 3.12 tiene implicaciones con respecto a la teorı́a de interpolación para la transformada clásica de
Fourier sobre los espacios Lp(R) con 1 ≤ p ≤ 2. De hecho, se sigue de la desigualdad de Hausdorff-Young [68] y de
la desigualdad “sharp” Hausdorff-Young [8, 43, 74] que para toda p ∈ [1, 2], la HK transformada coseno de Fourier
es un operador lineal acotado de Lp(R) en Lq(R) con

‖F c
HK( f )‖q ≤ γp‖ f ‖p, (3.27)

donde 1/p + 1/q = 1 y

γp =

 (2π)
1
q

(
p − 1

p

) p−1
2p

p
1

2p si 1 < p ≤ 2,

1 si p = 1.

(3.28)

Ahora bien, si consideramos los espacios Lp(R) ∩ BV0(R) y Lq(R) ∩ HK(R) con normas

‖ f ‖Lp∩BV0 := ‖ f ‖p + ‖ f ‖BV y ‖ f ‖Lq∩HK := ‖ f ‖q + ‖ f ‖HK

respectivamente, donde el primer espacio consta de funciones mientras que en el segundo los elementos son clases de
equivalencia, obtenemos el siguiente resultado. Véase [5, Corolario 1]

Corolario 3.2. (Arredondo-Mendoza-Reyes). El mapeo F c
HK : Lp(R) ∩ BV0(R)→ Lq(R) ∩ HK(R) es continuo para

toda p ∈ [1, 2] y 1/p + 1/q = 1.

Demostración. Se sigue de (3.27) y del Lema 3.2 que

‖F c
HK( f )‖Lq∩HK = ‖F c

HK( f )‖q + ‖F c
HK( f )‖HK

≤ γp‖ f ‖p + 4πSi(π)‖ f ‖BV

≤ máx
{
γp, 4πSi(π)

}
‖ f ‖Lp∩BV0

= 4πSi(π)‖ f ‖Lp∩BV0 .

Donde Si(π) esta dado por (3.14). �

En conclusión, del Ejemplo 3.1.3 y del Teorema 3.12 se sigue que hay un comportamiento diferente entre las
HK transformadas seno y coseno de Fourier. Sin embargo, para la HK transformada de Fourier se tiene la siguiente
propiedad. Véase [5, Proposición 3]

Proposición 3.7. (Arredondo-Mendoza-Reyes). El operador z : D(z)→ HK(R,C), con dominio

D(z) :=
{

f ∈ L2(R,C)
∣∣∣∣ F2( f ) ∈ HK(R,C)

}
⊂ L2(R,C)

definido por
z( f )(s) := F2( f )(s)

es un operador cerrado densamente definido.

Demostración. La densidad del conjunto D(z) se sigue del hecho de que el espacio Schwartz S(R) esta conteni-
do en D(z) y es denso en L2(R,C), ver [69], de hecho, el operador F2 restringido a S(R) es una biyección sobre
S(R) ⊂ HK(R,C).

Ahora bien, para demostrar que z es un operador cerrado consideramos una sucesión ( fn)n≥1 en D(z) y f en
L2(R,C) tales que ‖ fn − f ‖2 → 0, conforme n→ ∞ y ‖z( fn)−Υ‖HK → 0, cuando n→ ∞. Por lo que debemos probar
que f ∈ D(z) junto con z( f ) = Υ.
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Para lograr esto, primero notamos que ‖z( fn) − Υ‖HK → 0, conforme n → ∞ implica que Υ puede pertenecer al
espacio ĤK(R,C), pues HK(R,C) NO es un espacio de Banach, esto puede consultarse en [78, 79]

Por otra parte, sabemos que F2 es un operador unitario sobre L2(R,C) y para todo intervalo compacto [s, t] ⊂ R
se cumple que

F2( fn) ∈ L2
(
[s, t],C

)
∩ L1

(
[s, t],C

)
, (∀n ≥ 1).

En consecuencia, por ser fn elemento de D(z), se sigue que

t∫
s

Υ := lı́m
n→∞

t∫
s

z( fn) = lı́m
n→∞

t∫
s

F2( fn) =

t∫
s

F2( f ),

para cada intervalo compacto [s, t].

Por último, de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz se infiere que F2( f ) = Υ con F2( f ) elemento de
HK(R,C) y esto implica que f ∈ D(z), es decir, el operador z es cerrado. �

Por otra parte, consideramos el espacio de Banach C1(R) de todas las funciones f : R→ R con derivada continua
tales que ‖ f ‖∞ + ‖ f ′‖∞ < ∞, y B′ = B ∩ C1(R) donde la norma esta dada por ‖ f ‖B′ := ‖ f ‖B + ‖ f ′‖∞ con B definido
en (3.9).

Además, definimos B1 := ACloc ∩ B, donde ACloc indica el conjunto de funciones absolutamente continuas en
cada intervalo compacto de R. En consecuencia de [60] sabemos que B1 es una subálgebra cerrada de B y

B′ ⊂ B ∗ L1(R) = B′
B

= B1 ⊂ BV0,

donde ∗ denota la convolución de B × L1(R) a B definida mediante

f ∗ g(x) :=
∫ ∞

−∞

f (x − y)g(y) dy.

El concepto de convolución también fue estudiado por E. Talvila en [80]. Por último, en virtud del Teorema 3.12,
tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.8. Para f ∈ B1, la fórmula

F c
HK( f )(s) =

∫ ∞

−∞

cos(sx) f (x) dx

se satisface para cada s , 0. Además, F c
HK( f ) pertenece a HK(R) y se cumple que F c

HK( f )(s) → 0, conforme
|s| → ∞.

Más aún, si f ∈ B, entonces se cumple que FHK( f ) existe sobre todo R. De hecho, si g(x) := x f (x) para toda
x ∈ R y g es elemento de B, entonces FHK( f ) es diferenciable en R\{0}, y F ′HK( f )(s) = −iFHK(g)(s), para cada s , 0.
Esto puede ser consultado en [71, Teorema 4.2] y [77, Proposición 8].

Consecuentemente, en este capı́tulo hemos mostrado que la HK transformada coseno de Fourier definida en
BV0(R) define un operador lineal acotado con la siguiente propiedad:

F c
HK

(
BV0(R)

)
⊂ HK(R).

Mientras que el ejemplo 3.1.3 muestra que para la HK transformada seno de Fourier se tiene un comportamiento
diferente, estos hechos pueden consultarse en [5]. En el capı́tulo 4 extendemos el operador F c

HK a espacios más
generales utilizando la teorı́a de interpolación. Véase [6].



Capı́tulo 4

Teorı́a de interpolación

En este capı́tulo estudiamos la teorı́a de interpolación que ha sido utilizada para extender operadores lineales y
acotados a espacios más generales y en el presente trabajo, utilizamos el método de interpolación complejo, véase por
ejemplo [53, Capı́tulo 2], [9, Capı́tulo 4], [14, Ejemplo 2.6.6], [72, Capı́tulo 2], [73, Capı́tulo 4] y [16, Secciones 1 - 4].

Para este fin, requerimos de parejas de espacios de Banach complejos por lo que si X es un espacio de Banach
real, entonces consideramos el producto cartesiano X × X junto con las operaciones:

(x, y) + (u, v) := (x + u, y + v) ∀x, y, u, v ∈ X,

(a + ib)(x, y) := (ax − by, bx + ay) ∀x, y ∈ X,∀a, b ∈ R.

De esta manera, el conjunto X×X es un espacio vectorial complejo el cual se denota mediante X̃. Además, si definimos
el mapeo jX : X → X × X, mediante x 7→ (x, 0) obtenemos:

1) jX es un operador lineal, real e inyectivo de X en X̃.

2) El generado lineal complejo de jX(X) es igual a X̃.

Es por esta razón que decimos que el espacio X̃ es la “complexificación” del espacio real X y hacemos la siguiente
identificación:

X̃ = X + iX

y escribimos z = x + iy para cualquier elemento z = (x, y) = j(x) + i j(y) junto con Re(z) = x y Im(z) = y. Además, en
X̃ definimos la norma

‖x + iy‖T := sup
t∈[0,2π]

‖x cos(t) − y sen(t)‖X (4.1)

Definición 17. Sea X un espacio de Banach real. Decimos que la norma en X̃ es razonable si

1) ‖ j(x)‖X̃ = ‖x‖X , para toda x ∈ X.

2) ‖x + iy‖X̃ = ‖x − iy‖X̃ , para toda x, y ∈ X.

En tal situación, decimos que el espacio X̃ es una complexificación razonable de X.

Proposición 4.1. Sea X̃ la complexificación del espacio de banach real X. Entonces de entre todas las normas
razonables en X̃, la mı́nima esta dada por la norma ‖ · ‖T . Además, cualquier otra norma en X̃ es equivalente a ‖ · ‖T ,
de hecho, para cualesquiera x, y ∈ X se cumple

‖x + iy‖T ≤ ‖x + iy‖X̃ ≤ 2‖x + iy‖T .

53
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La demostración de la Proposición 4.1 puede consultarse en [63, Proposición 3]. En el caso particular de funciones
f : R→ C, sabemos que

f (x) := Re f (x) + i Im f (x) = f1(x) + i f2(x)

para cada x ∈ R. Por lo que se satisface que

Lp(R,C) = Lp(R) + iLp(R) y Lp(R,C) = Lp(R) + iLp(R)

con 1 ≤ p ≤ ∞, y de manera similar tenemos que la complexificación del espacio BV(R) esta dad mediante

BV(R,C) = BV(R) + iBV(R).

Esto puede ser consultado en [27, 7]. Más aún, se sigue de la Proposición 2.6 que la norma en HK(R,C) dada por
(2.8) es razonable y por la Proposición 4.1 concluimos que ‖ · ‖HK(R,C) es equivalente a ‖ · ‖T .

En adelante, utilizamos el hecho de que si X,Y son espacios de Banach reales o complejos, entonces el conjunto

L(X,Y) :=
{
T : X → Y

∣∣∣ T es un operador lineal y acotado
}

es un espacio de Banach con la norma (de operadores) dada por

‖T‖L(X,Y) := sup
{
‖T (x)‖Y

∣∣∣ ‖x‖X ≤ 1
}
.

En particular, si X = Y , escribimosL(X) en vez deL(X, X). Para el caso en que X,Y son espacios reales y T ∈ L(X,Y),
entonces existe una única extensión compleja lineal T̃ : X̃ → Ỹ dada por

T̃ (x + iy) := T (x) + i T (y) (4.2)

para cada x, y ∈ X.

Observación 12. Sean X,Y espacios de Banach reales. Entonces definimos en X̃

‖x + iy‖X̃ := ‖x‖X + ‖y‖Y .

Análogamente en Ỹ consideramos
‖u + iv‖Ỹ := ‖u‖Y + ‖v‖Y .

En consecuencia, si T ∈ L(X,Y), entonces

‖T̃ (x + iy)‖Ỹ = ‖T (x) + iT (y)‖Ỹ
= ‖T (x)‖Y + ‖T (y)‖Y
≤ ‖T‖L(X,Y) ‖x‖X + ‖T‖L(X,Y) ‖y‖X

= ‖T‖L(X,Y)
[
‖x‖X + ‖y‖X

]
= ‖T‖L(X,Y) ‖x + iy‖X̃ ,

para cualesquiera x, y ∈ X. Por lo tanto,

‖T̃‖L(X̃,Ỹ) = sup
‖x+iy‖X̃≤1

‖T̃ (x + iy)‖Ỹ ≤ ‖T‖L(X,Y).

De hecho,
‖T‖L(X,Y) = sup

‖x‖X≤1
‖T (x)‖Y ≤ ‖T̃‖L(X̃,Ỹ),

ya que X ↪→ X̃ mediante x 7→ x + i 0. Con lo cual

‖T‖L(X,Y) = ‖T̃‖L(X̃,Ỹ). (4.3)

En general, para simplificar la notación, escribimos T en lugar de T̃ para el operador dado por (4.2). Los detalles
de la construcción y de las propiedades del espacio X + iX pueden consultarse en [63, 52, 2].
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4.1. Espacios compatibles

Definición 18. Sean A0 y A1 dos espacios vectoriales topológicos reales o complejos. Diremos que A0 y A1 son com-
patibles si existe un espacio vectorial topológico Hausdorff, V, tal que A0 ⊂ V y A1 ⊂ V con inclusiones continuas.

Bajo las condiciones de la Definición 18 dada una pareja Ā = (A0, A1) de espacios compatibles, podemos formar
los subespacios

A0 ∩ A1 y A0 + A1

de V, para los cuales se tiene el siguiente resultado que puede consultrase en [9, Lema 2.3.1].

Lema 4.1. Supongamos que A0 y A1 espacios vectoriales normados compatibles. Entonces A0 ∩ A1 y A0 + A1 son
espacios vectoriales normados con

‖a‖A0∩A1 := máx
{
‖a‖A0 , ‖a‖A1

}
,

‖a‖A0+A1 := ı́nf
a0+a1=a

{
‖a0‖A0 + ‖a1‖A1

}
.

Más aún, si A0 and A1 son completos, entonces A0 ∩ A1 y A0 + A1 también son completos.

Demostración. Para verificar que A0 + A1 es completo, usamos la siguiente caracterización de los espacios vectoriales
normados completos: V es completo si y sólo si

∑
n≥1

‖an‖V < ∞ implica
∑
n≥1

an es convergente en V .

Por lo cual, suponemos que ∑
n≥1

‖an‖A0+A1 < ∞.

Entonces para cada n ≥ 1, podemos encontrar una descomposición an = a0
n + a1

n ∈ A0 + A1, tal que

‖a0
n‖A0 + ‖a1

n‖A1 ≤ 2‖an‖A0+A1 < ∞.

Luego, ∑
n≥1

‖a0
n‖A0 < ∞ y

∑
n≥1

‖a1
n‖A1 < ∞.

Por ser A0 y A1 espacios completos, sabemos que
∑
n≥1

a0
n converge en A0 y también

∑
n≥1

a1
n converge en A1. Haciendo

a0 =
∑
n≥1

a0
n, a1 =

∑
n≥1

a1
n y a = a0 + a1.

Concluimos que a ∈ A0 + A1 y ∥∥∥∥∥∥∥a −
N∑

n≥1

an

∥∥∥∥∥∥∥
A0+A1

≤

∥∥∥∥∥∥∥a0 −

N∑
n≥1

a0
n

∥∥∥∥∥∥∥
A0

+

∥∥∥∥∥∥∥a1 −

N∑
n≥1

a1
n

∥∥∥∥∥∥∥
A1

.

Por lo tanto, ∥∥∥∥∥∥∥a −
N∑

n≥1

an

∥∥∥∥∥∥∥
A0+A1

→ 0

cuando N → ∞, es decir,
∑
n≥1

an converge en A0 + A1 hacia a. �

De hecho, ‖a‖A0 ≤ ‖a‖A0+A1 y ‖a′‖A1 ≤ ‖a
′‖A0+A1 para cada a ∈ A0,a′ ∈ A1, ası́ tanto A0 como A1 están encajados

continuamente en A0 + A1. En adelante, el sı́mbolo Ā denotará una pareja de espacios vectoriales normados compati-
bles (A0, A1).

A continuación, mostramos que el espacio A0 + A1 es isométrico a un espacio cociente en el producto cartesiano
A0 × A1 con norma dada por ‖(x, y)‖A0×A1 := ‖x‖A0 + ‖y‖A1 .
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Proposición 4.2. El espacio A0 + A1 es isométrico al espacio (A0 × A1)
/
D, donde D :=

{
(d,−d)

∣∣∣ d ∈ A0 ∩ A1
}
.

Demostración. Sean z = x + y ∈ A0 + A1, entonces (x, y) ∈ A0 × A1 y

[z] = {z′ ∈ A0 × A1 : z − z′ ∈ D}.

También, z′ ∈ A0 × A1 si y sólo si z′ = (x′, y′) con x′ ∈ A0, y′ ∈ A1, luego z − z′ ∈ D si y sólo si y − y′ = x′ − x con
x − x′ ∈ A0 ∩ A1.
Por lo que definiendo d = x − x′, obtenemos

‖z‖A0+A1 = ı́nf
x′+y′=z

‖x′‖A0 + ‖y′‖A1

= ı́nf
x′+y′=z

‖x − (x − x′)‖A0 + ‖y − (y − y′)‖A1

≤ ı́nf
(d,−d)∈D

‖x − d‖A0 + ‖y + d‖A1

=
∥∥∥∥[z]

∥∥∥∥
(A0×A1)/D

.

Finalmente, para cada (x, y) ∈ A0×A1 tal que x+y = z, podemos tomar d = 0 ∈ A0∩A1, de aquı́ que z = (x−d)+(y+d)
y ∥∥∥∥[z]

∥∥∥∥
(A0×A1)/D

≤ ‖z‖A0+A1 .

�

La Proposición 4.2 puede ser consultada en [53, 9, 37].

Definición 19. Decimos que un espacio vectorial real o complejo E es un espacio intermedio con respecto a una
pareja de espacios compatibles Ā = (A0, A1), si

A0 ∩ A1 ⊂ E ⊂ A0 + A1

con inclusiones continuas.

Definición 20. Decimos que un espacio intermedio E con respecto a la pareja Ā es un espacio de interpolación si
para cada operador T ∈ L(A0) ∩ L(A1), es decir, para cada operador lineal y acotado T : A0 + A1 → A0 + A1 tal
que su restricción a A0 pertenece a L(A0) y su restricción a A1 pertenece a L(A1),implica que la restricción de T a
E pertenece a L(E).

Se sigue de la Definición 20 el siguiente resultado.

Lema 4.2. Sea E un espacio de Banach tal que es espacio de interpolación con respecto a una pareja de espacios de
Banach compatibles Ā = (A0, A1), entonces existe C > 0 tal que para cualquier operador T : A0 + A1 → A0 + A1 con
la restricción de T a A0 que pertenece a L(A0) y la restricción de T a A1 pertenece a L(A1) se satisface que

‖T‖L(E) ≤ C máx
{
‖T‖L(A0), ‖T‖L(A1)

}
.

La demostración del Lema 4.2 puede consultarse en [53, Lema 0.1] y en [37, Lema 4.2].
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4.2. Método complejo de interpolación

El método de interpolación complejo se debe a los trabajos de A. P. Calderon [15, 16] y es una abstracción y
generalización del método utilizado en la prueba del teorema de interpolación Riesz-Thorin, que mostramos a conti-
nuación y pueden consultarse en [9, 53].

Sea (U, µ) un espacio de medida, denotamos por Lp(U, dµ) el espacio de clases de equivalencia de las funciones
f : U → C que son µ-medibles tales que

‖ f ‖pLp :=
∫

U
| f (x)|p dµ < ∞,

con 1 ≤ p < ∞. Además, consideramos L∞(U, dµ) el espacio de clases de equivalencias de funciones f : U → C que
son µ-medibles y acotadas. Además, hacemos

‖ f ‖L∞ := sup
x∈U
| f (x)|.

Teorema 4.1. (Teorema de interpolación de Riesz-Thorin). Supongamos que p0 , p1, q0 , q1 y consideremos
T : Lp0(U, dµ) → Lq0(V, dν) lineal y acotado con norma M0, junto con T : Lp1(U, dµ) → Lq1(V, dν) lineal y acotado
con norma M1. Entonces T : Lp(U, dµ)→ Lq(V, dν) es un operador lineal y acotado con norma

M ≤ M1−θ
0 Mθ

1,

siempre que 0 < θ < 1 y
1
p

=
1 − θ

p0
+

θ

p1
,

1
q

=
1 − θ

q0
+
θ

q1
.

Se sigue del teorema de Riesz-Thorin, al considerar U = V = Rn y dµ = dν = dx la medida de Lebesgue al definir
T como la transormada de Fourier, es decir,

(T f )(ξ) := Fp( f )(ξ) =

∫
U

e−i〈x,ξ〉 f (x) dx, (4.4)

donde x, ξ ∈ Rn y 〈x, ξ〉 denota el producto punto de Rn, que la transformada de Fourier se extiende de Lp(Rn, dx) a
Lq(Rn, dx) con

1
p

=
1 − θ

1
+
θ

2
,

1
q

=
1 − θ
∞

+
θ

2
, 0 < θ < 1.

Consecuentemente, al eliminar θ, obtenemos que 1/p = 1 − 1/q, es decir, q = p′ donde 1 < p < 2 y se tiene la
siguiente estimación de la norma de la transformada de Fourier.

Teorema 4.2. (Desigualdad de Hausdorff-Young). Si 1 ≤ p ≤ 2, entonces

‖Fp( f )‖p′ ≤ (2π)n/p′‖ f ‖p,

para cada f ∈ Lp(Rn, dx).

Los detalles de la desigualdad de Haussdorff-Young pueden consultarse en [9, Teorema 1.2.1] y [75, Teorema
0.1.12].

En general, dada una pareja de espacios complejos de Banach compatibles (X,Y) definimos el espacio de funcio-
nes F(X,Y) que consta de todos los mapeos f de la banda del plano complejo S := {z ∈ C

∣∣∣ 0 ≤ Re(z) ≤ 1} en X + Y
que sean holomorfas en el interior de la banda S y continuos hasta la frontera y tales que las funciones t 7→ f (it) y
t 7→ f (1 + it), sean continuas de R en X y Y respectivamente con

‖ f ‖F(X,Y) := máx
{

sup
t∈R
‖ f (it)‖X , sup

t∈R
‖ f (1 + it)‖Y

}
< ∞. (4.5)

De esta manera, el conjunto F(X,Y) es un espacio de Banach con la norma dada por la asignación en (4.5).
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Definición 21. Para cada θ ∈ [0, 1], definimos el espacio complejo [X,Y]θ que consta de todos los elementos a ∈ X+Y
para los cuales a = f (θ) para alguna f ∈ F(X,Y) y la norma en [X,Y]θ esta dada mediante

‖a‖[θ] := ı́nf
{
‖ f ‖F(X,Y)

∣∣∣∣ f (θ) = a, f ∈ F(X,Y)
}
.

Observación 13. El espacio X ∩ Y es denso en [X,Y]θ y [X,Y]θ es isomorfo al espacio cociente F(X,Y)/Nθ, donde
Nθ es el subconjunto de F(X,Y) que consta de todas las funciones que se desvanecen en z = θ. Además, Nθ es cerrado
y en consecuencia, el espacio cociente es un espacio de Banach y [X,Y]θ lo es también.

Teorema 4.3. Sea θ ∈ (0, 1). Entonces
X ∩ Y ⊂ [X,Y]θ ⊂ X + Y

con inclusiones continuas.

Observación 14. Se sigue de [53, Corolario 2.8, Proposición 2.10] que para cada θ ∈ (0, 1),

(X,Y)θ,1 ⊂ [X,Y]θ ⊂ (X,Y)θ,∞,

donde los espacios (X,Y)θ,p se definen por el método real de interpolación. Ver también [9, Teorema 4.7.1].

En general, la teorı́a de interpolación no está dedicada a caracterizar todos los espacios de interpolación con
respecto a la pareja (X,Y), sino mas bien para construir familias de espacios de interpolación adecuados y estudiar
sus propiedades, este el caso de los espacios [X,Y]θ y en particular se tiene el siguiente resultado para los espacios
Lp(Ω,C).

Lema 4.3. Si 0 < p0 < p < p1, entonces

Lp0(R) ∩ Lp1(R) ⊂ Lp(R) ⊂ Lp0(R) + Lp1(R).

La demostración del Lema 4.3 puede ser consultada en [67, Capı́tulo 3].

Proposición 4.3. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida con µ una medida σ-finita sobre Σ y consideremos 1 ≤ p0, p1 ≤

∞ y 0 < θ < 1. Entonces [
Lp0(Ω,C), Lp1(Ω,C)

]
θ

= Lp(Ω,C),
1
p

=
1 − θ

p0
+

θ

p1
,

y sus normas coinciden. (En el caso de que p0 = ∞ ó bien p1 = ∞, el enunciado es correcto si establecemos que
1/∞ = 0, como es usual).

A continuación, establecemos el teorema de interpolación para los espacios complejos [X,Y]θ con 0 < θ < 1.

Teorema 4.4. (Teorema de interpolación). Sean (X1,Y1), (X2,Y2) parejas de espacios de Banach complejos compa-
tibles. Si T pertenece a L(X1, X2) ∩ L(Y1,Y2), entonces la restricción de T a [X1,Y1]θ pertenece a

L
(
[X1,Y1]θ, [X2,Y2]θ

)
para cada θ ∈ (0, 1). De hecho, se satisface que

‖T‖L([X1,Y1]θ,[X2,Y2]θ) ≤ ‖T‖
1−θ
L(X1,X2)‖T‖

θ
L(Y1,Y2).

La demostración del Teorema 4.4 puede consultarse en [53, Teorema 2.6] y este se ilustra en el diagrama (4.6).

X1 ∩ Y1
� � // [X1,Y1]θ

� � //

T

��

X1 + Y1

T

��
X2 ∩ Y2

� � // [X2,Y2]θ
� � // X2 + Y2

(4.6)

Ahora bien, para poder aplicar el Teorema de interpolación 4.4 en el contexto de la HK transformada coseno de
Fourier requerimos de algunos resultados técnicos que aparecen en [6].
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4.2.1. Método complejo de interpolación: caso L1

Para esto, en el espacio de funciones L1(R) ∩ BV0(R) consideramos

‖ · ‖L1∩BV0
:= máx

{
‖ · ‖1, ‖ · ‖BV

}
.

Lema 4.4. (Arredondo-Reyes). Para cualquier sucesión de Cauchy ( fn)n≥1 en L1(R) ∩ BV0(R), existe f ∈ L1(R) ∩
BV0(R) tal que ‖ fn − f ‖L1∩BV0

→ 0, conforme n→ ∞.

Demostración. Dado que BV0(R) es un espacio de Banach, se tiene que para cualquier sucesión de Cauchy enL1(R)∩
BV0(R) existe f ∈ BV0(R) tal que

‖ fn − f ‖BV → 0 (n→ ∞).

Más aún,
‖ fn − f ‖∞ ≤ ‖ fn − f ‖BV (∀n ≥ 1).

Por lo cual, la sucesión ( fn)n≥1 converge uniformemente a f . También por ser ( fn)n≥1 de Cauchy, existe [ f̃ ] ∈ L1(R)
tal que

‖ fn − f̃ ‖L1 → 0 (n→ ∞).

En consecuencia, existe una subsucesión ( fnk )k≥1 de ( fn)n≥1 que converge puntualmente salvo un conjunto de me-
dida cero a f , ver [13, 70]. Se sigue entonces de la convergencia uniforme de ( fn)n≥1 a f que f = f̃ , salvo un conjunto
de medida cero.

Por lo tanto, f ∈ L1(R) con

lı́m
n→∞

∫
R
| fn(x) − f (x)| dx = 0.

�

Ahora bien, en el espacio producto L1(R) × BV0(R) con norma ‖( f , g)‖L1×BV0
:= ‖ f ‖L1 + ‖g‖BV , consideramos el

espacio cociente
(
L1(R) × BV0(R)

)
/D donde

D :=
{
( f ,− f ) ∈ L1(R) × BV0(R) : f ∈ L1(R) ∩ BV0(R)

}
,

y definimos el espacio suma
L1(R) + BV0(R) :=

(
L1(R) × BV0(R)

)
/D.

Ası́, tenemos que a ∈ L1(R) + BV0(R) si y sólo si

a := f + g = ( f , g) + D

con
‖a‖L1+BV0

:= ı́nf
(h,−h)∈D

‖ f − h‖L1 + ‖g + h‖BV . (4.7)

De aquı́ que, si a ∈ L1(R) + BV0(R) es tal que ‖a‖L1+BV0
= 0, entonces existe una sucesión (hn)n≥1 en L1(R)∩ BV0(R)

y una subsucesión (hnk )k≥1 de (hn)n≥1 tal que

0 = ‖a‖L1+BV0
≤ ‖ f − hnk‖L1 + ‖g + hnk‖BV <

1
k
.

Ası́, la sucesión (−hn)n≥1 converge uniformemente a g y (hn)n≥1 converges a f salvo un conjunto de medida cero.

Por lo tanto, g(x) = − f (x) y la función g pertenece a L1(R)∩ BV0(R), luego a = ( f ,− f ) con f ∈ L1(R)∩ BV0(R),
con lo cual la fórmula (4.7) es una norma en el espacio real L1(R) + BV0(R) y la completación de este espacio la
denotamos por ̂L1(R) + BV0(R).
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Por otra parte, en el producto cartesiano L1(R) × BV0(R) consideramos

D′ =
{(

[ f ],− f
)
∈ L1(R) × BV0(R) : f ∈ L1(R) ∩ BV0(R)

}
y definimos

L1(R) + BV0(R) :=
(
L1(R) × BV0(R)

)
/D′

cuyos elementos son clases de equivalencia de la forma

ā :=
[
f + g

]
=

(
[ f ], g

)
+ D′.

Sin embargo, nos limitaremos a escribir
ā = f + g.

Se sigue del hecho del Lema 4.4, que D′ es cerrado en L1(R) × BV0(R), por lo que L1(R) + BV0(R) es un espacio de
Banach real.

La relación entre los espacios suma L1(R) + BV0(R) y L1(R) + BV0(R) esta dada en la siguiente proposición.

Proposición 4.4. (Arredondo-Reyes). El espacio L1(R) + BV0(R) es isométrico a ̂L1(R) + BV0(R).

Demostración. Dada f ∈ L1(R), tenemos que [ f ] ∈ L1(R) con ‖ f ‖L1 = ‖[ f ]‖L1 . Recı́procamente, si [ f ] pertenece a
L1(R), entonces existe f̃ ∈ L1(R) tal que f = f̃ salvo un conjunto de medida cero.

Luego, para cada a = ( f , g) + D ∈ L1(R) + BV0(R) definimos ā = ([ f ], g) + D′ ∈ L1(R) + BV0(R). Ası́, obtenemos
que

‖( f , g) + D‖L1+BV0
= ı́nf

(h,−h)∈D
‖ f − h‖L1 + ‖g + h‖BV

= ı́nf
([h],−h)∈D′

‖[ f − h]‖L1 + ‖g + h‖BV

= ‖([ f ], g) + D′‖L1+BV0
.

Por lo tanto, el mapeo a 7→ ā de L1(R) + BV0(R) en L1(R) + BV0(R), tiene rango denso ya que L1(R) es denso en
L1(R). De aquı́ que este mapeo se puede extender a una isometrı́a de ̂L1(R) + BV0(R) en L1(R) + BV0(R), con lo cual
se implica el resultado. �

Del mismo modo, consideramos la pareja de espacios de Banach reales
(
(L∞(R), ĤK(R)

)
, donde en ambos espa-

cios los elementos son clases de equivalencia de funciones [ f ] pero como es usual solo escribimos f , y definimos la
suma L∞(R) + ĤK(R).

Por lo tanto, hemos construido el espacio real L1(R) + BV0(R) y ahora también consideramos su complexificación
dada por

L1(R,C) + BV0(R,C) :=
(
L1(R) + BV0(R)

)
+i

(
L1(R) + BV0(R)

)
(4.8)

y también consideramos la complexificación de L∞(R) + ĤK(R) dada por

L∞(R,C) + ĤK(R,C) :=
(
L∞(R) + ĤK(R)

)
+ i

(
L∞(R) + ĤK(R)

)
. (4.9)

A partir de este punto, consideraremos solo espacios complejos, salvo que se especifique lo contrario, y por ende
omitiremos el sı́mbolo (R,C). Ası́, en relación directa con la Definición 20 tenemos para las parejas complejas de
espacios (L1, BV0) y (L∞, ĤK) que un operador arbitrario T de (L1, BV0) en (L∞, ĤK) es lineal y acotado si y sólo si

T ∈ L
(
L1 + BV0, L∞ + ĤK

)
con T ∈ L

(
L1, L∞

)
y T ∈ L

(
BV0, ĤK

)
.
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En este caso, obtenemos que

‖T (( f , g) + D)‖ ≤ ‖T ( f − h)‖L∞ + ‖T (g + h)‖HK (h ∈ L1 ∩ BV0)

≤ ‖T‖L(L1,L∞)‖ f − h‖L∞ + ‖T‖
L(BV0,ĤK)‖g + h‖BV0

≤ máx
{
‖T‖L(L1,L∞), ‖T‖L(BV0,ĤK)

} (
‖ f − h‖L∞ + ‖g + h‖BV0

)
.

Por lo tanto, para la norma de T : (L1, BV0)→ (L∞, ĤK), concluimos que

‖T‖
L(L1+BV0,L∞+ĤK) ≤ máx

{
‖T‖L(L1,L∞), ‖T‖L(BV0,ĤK)

}
.

De manera análoga,
‖T‖

L(L1∩BV0,L∞∩ĤK) ≤ máx
{
‖T‖L(L1,L∞), ‖T‖L(BV0,ĤK)

}
.

Más aún, decimos que dos espacios complejos A y B son espacios intermedios de (L1, BV0) y (L∞, ĤK) si y sólo si

L1 ∩ BV0 ⊂ A ⊂ L1 + BV0 y L∞ ∩ ĤK ⊂ B ⊂ L∞ + ĤK

con inclusiones continuas. De hecho, decimos que A y B son espacios de interpolación con respecto a (L1, BV0) y
(L∞, ĤK) si y sólo si A y B son espacios intermedios con la siguiente propiedad:

T ∈ L
(
L1 + BV0, L∞ + ĤK

)
implica que la restricción de T a A pertenece a L(A,B).

Ahora bien, consideramos los espacios

F(L1, BV0) y F(L∞, ĤK)

con la norma dada en (4.5) y en consecuencia tenemos los espacios de interpolación complejos

[L1, BV0]θ y [L∞, ĤK]θ

para cada θ ∈ (0, 1).

Ası́ en virtud de (4.2), al considerar el operador extendido

F c
1 : L1(R,C) −→ L∞(R,C)

F c
1 ( f1 + i f2)(s) := F c

1 ( f1)(s) + iF c
1 ( f2)(s)

(4.10)

para cada s ∈ R, definido a partir de (3.2), se cumple por (4.3) que

‖F c
1 ‖L

(
L1(R,C),L∞(R,C)

) = ‖F c
1 ‖L

(
L1(R),L∞(R)

) = 1.

Análogamente, el operador extendido

F c
HK : BV0(R,C) −→ ĤK(R,C)

F c
HK( f1 + i f2)(s) := F c

HK( f1)(s) + iF c
HK( f2)(s)

(4.11)

para cada s , 0, definido a partir de (3.12), satisface que

‖F c
HK‖L

(
BV0(R,C),ĤK(R,C)

) ≤ 4πSi(π).

Definición 22. (Arredondo-Reyes). A partir de los operadores (4.10) y (4.11) definimos la transformada coseno en
L1 + BV0 mediante

F
c
1 : L1(R,C) + BV0(R,C) −→ L∞(R,C) + ĤK(R,C)

F
c
1( f + g)(s) := F c

1 ( f )(s) + F c
HK(g)(s)

(4.12)

con s , 0.
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Corolario 4.1. (Arredondo-Reyes). La restricción del operador Fc
1 dado en (4.12) al subespacio [L1, BV0]θ, satisface

que
F

c
1 ∈ L

(
[L1, BV0]θ, [L∞, ĤK]θ

)
.

con la siguiente estimación para su norma

‖Fc
1‖L([L1,BV0]θ,[L∞,HK]θ) ≤ ‖F

c
1 ‖

1−θ
L(L1,L∞)‖F

c
HK‖

θ
L(BV0,HK) ≤ C

θ,

para cada θ ∈ (0, 1), donde

C = 4πSi(π) y Si(x) :=
2
π

∫ x

0

sen(y)
y

dy, (4.13)

El Corolario 4.1 es consecuencia del Teorema de interpolación 4.4 y del Teorema 3.12. De manera que obtenemos
el diagrama 4.14

L1 ∩ BV0
� � // [L1, BV0]θ

� � //

Fc
1

��

L1 + BV0

Fc
1

��
L∞ ∩ ĤK �

� // [L∞, ĤK]θ
� � // L∞ + ĤK

(4.14)

Proposición 4.5. (Arredondo-Reyes). La fórmula (4.12) está bien definida sobre el espacio L1(R) + BV0(R) y por
teorı́a de interpolación, Fc

1 es extendido a todo L1(R) + BV0(R) para cada s , 0.

Demostración. Esto se sigue del hecho de que para toda sucesión de Cauchy (an)n≥1 en L1(R) + BV0(R), existe
a ∈ L1(R) + BV0(R) tal que ‖a − an‖L1+BV0

→ 0, cuando n→ ∞. Luego de (4.7), se sigue que para cada n ≥ 1, existe
hn ∈ L

1(R) ∩ BV0(R) tal que

‖a − an‖L1+BV0
≤ ‖ f − fn − hn‖L1 + ‖g − gn + hn‖BV

≤ ‖a − an‖L1+BV0
+

1
n
.

Por lo que al tomar el lı́mite cuando n → ∞, obtenemos que ( f − fn − hn)n≥1 es una sucesión de Cauchy en L1(R) y
(g − gn + hn)n≥1 también es una sucesión de Cauchy en BV0(R). Con lo cual,

lı́m
n→∞

fn + hn = f y lı́m
n→∞

gn − hn = g.

�

Además,
sup
s,0

∣∣∣F c
1 ( fm + hm)(s) − F c

1 ( fn + hn)(s)
∣∣∣ ≤ ‖( fm + hm) − ( fn + hn)‖L1 .︸                            ︷︷                            ︸

−−−−−−→
m,n→∞

0

y para s > a > 0 fija, obtenemos de [54, Lema 3.1] que∣∣∣∣∣∫ ∞

a
cos(sx)

[
(gm − hm)(x) − (gn − hn)(x)

]
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2
s

Var
(
gm − hm − [gn − hn], [a,∞]

)︸                                    ︷︷                                    ︸
−−−−−−→

m,n→∞
0

.

Además, se sigue de la Observación 14 la siguiente relación

(L1, BV0)θ,1 ⊂ [L1, BV0]θ ⊂ (L1, BV0)θ,∞

para cada θ ∈ (0, 1).
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Proposición 4.6. (Arredondo-Reyes). Para f ∈ [L1, BV0]θ, la fórmula

F
c
1( f )(s) =

∫ ∞

−∞

cos(sx) f (x) dx

se cumple puntualmente salvo un conjunto de medida cero y Fc
1( f )(s)→ 0, conforme |s| → ∞.

Demostración. Si f = f1 + f0 = f̃1 + f̃0 ∈ L1(R,C) + BV0(R,C), entonces

( f1 − f̃1, f0 − f̃0) ∈ D′.

Por lo cual, f1 − f̃1 = f̃0 − f0 con f1 − f̃1 ∈ L1(R,C) y f̃0 − f0 ∈ BV0(R,C).

Ahora bien, dado que los operadores F c
1 y F c

HK coinciden en el subespacio L1(R,C)∩BV0(R,C) en virtud de (3.7)
y por la linealidad de ambos, podemos concluir que

F c
1 ( f1) + F c

HK( f0) = F c
1 ( f̃1) + F c

HK( f̃0).

Consecuentemente, el valor de Fc
1( f )(s) no depende de la representación de f ∈ [L1, BV0]θ, para cada θ ∈ (0, 1).

Por lo tanto, del Teorema 4.4, se sigue que para cada f ∈ [L1, BV0]θ, el elemento Fc
1( f ) ∈ [L∞, ĤK]θ y además,

existen f1 ∈ L1(R,C) y f0 ∈ BV0(R,C) tales que f = f1 + f0, por lo que para cada s , 0,

F
c
1( f )(s) = F

c
1( f1 + f0)(s)

= F c
1 ( f1)(s) + F c

HK( f0)(s)

=

∫ ∞

−∞

cos(sx) f1(x) dx +

∫ ∞

−∞

cos(sx) f0(x) dx

=

∫ ∞

−∞

cos(sx)
(
f1(x) + f0(x)

)
dx

=

∫ ∞

−∞

cos(sx) f (x) dx.

(4.15)

Se sigue de la igualdad (4.15) que la HK transformada coseno de Fourier definida en [L1, BV0]θ tiene una representa-
ción integral y por último, del Teorema 3.6, deducimos que Fc

1( f )(s)→ 0, conforme |s| → ∞. �

4.2.2. Método complejo de interpolación: caso W1,1

En [1, 13], se definen los espacios clásicos de Sóbolev W1,p(R) con 1 ≤ p < ∞, mediante

W1,p(R) :=
{

u ∈ Lp(R)
∣∣∣∣ existe g ∈ Lp(R) tal que

∫ ∞

−∞

uϕ′ = −

∫ ∞

−∞

gϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (R)

}
.

Donde, para cada u ∈ W1,p(R), hacemos u′ = g y definimos la norma

‖u‖W1,p(R) := ‖u‖p + ‖u′‖p. (4.16)

Por lo que al considerar la complexificación del espacio de Sóbolev dada por W1,p(R,C) := W1,1(R) + iW1,1(R),
obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.5. (Arredondo-Reyes). Para cada θ ∈ (0, 1), se cumple

W1,1(R,C) ⊂ [L1(R,C), BV0(R,C)]θ

con inclusión continua.
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Demostración. Primero notemos que W1,1(R) ⊂ L1(R) ∩ BV0(R) y por el Teorema 7.5 en [7] tenemos que

‖u‖L1∩BV0
:= máx

{
‖u‖L1 , ‖u‖BV

}
≤ ‖u‖L1 + ‖u‖BV

= ‖u‖L1 + ‖u′‖L1

= ‖u‖W1,1 .

Por lo que si u ∈ W1,1(R,C), entonces por [53, Proposición 2.4], se sigue que

‖u‖[θ] ≤ máx
{
‖u‖L1 , ‖u‖BV

}
≤ ‖u‖W1,1(R,C),

para cada θ ∈ (0, 1). �

Observación 15. Se sigue del hecho de que W1,1(R) ⊂ L1(R)∩BV0(R) y del Teorema 3.12 que el rango del operador
HK transformada coseno de Fourier sobre el espacio de Sóbolev esta contenido en HK(R), en sı́mbolos,

F c
HK

(
W1,1(R)

)
⊂ HK(R) (4.17)

y por lo tanto
F

c
1

(
W1,1(R,C)

)
⊂ HK(R,C). (4.18)

Ahora bien, para la HK transformada seno de Fourier se tiene un comportamiento distinto, como se menciono
en el ejemplo 3.1.3. Más aún, el siguiente ejemplo muestra que esta diferencia se mantiene aun para funciones en el
espacio de Sóbolev W1,1(R).

Ejemplo 4.2.1. (Arredondo-Reyes). Consideremos

h(x) :=


1

2 − log(x)
si x ∈ (0, 1],

0 x > 1.

Ası́, h(x)→ 0 conforme x→ 0+, luego h es continua en (0, 1]. Además, para cada x ∈ (0, 1), tenemos que

h′(x) =
1

x[2 − log(x)]2

con ∫ 1

0
|h′(x)| dx =

∫ 0

−∞

1
(2 − y)2 dy =

1
2 − y

∣∣∣∣∣∣0
−∞

=
1
2
.

Esto se ilustra en las figuras 4.1 y 4.2.

Luego, extendiendo la función h a toda la recta real de manera impar y considerando ϕ ∈ C∞c (R) una función (de
tipo campana) tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, con ϕ(x) = 1, si |x| ≤ 1/2, y ϕ(x) = 0, si |x| ≥ 1.

Consecuentemente, obtenemos que la función

f (x) := h(x)ϕ(x) ∀x ∈ R,

es impar, pertenece a W1,1(R) y satisface que

F s
HK( f )(s) = 2

∫ ∞

0
sen(sx) f (x) dx,

para toda s ≥ 0.

La función del ejemplo 4.2.1 es una variación de un mapeo considerado en https://math.stackexchange.com

https://math.stackexchange.com
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Figura 4.1: h(x) :=
1

2 − log(x)
, para x ∈ (0, 1].
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Figura 4.2: h′(x) =
1

x[2 − log(x)]2 , para x ∈ (0, 1).

Proposición 4.7. (Arredondo-Reyes). F s
HK

(
W1,1(R)

)
* HK(R).

Demostración. Consideremos la función del Ejemplo 4.2.1, ası́ por el Teorema de Hake 2.23 basta demostrar que no
existe el lı́mite

lı́m
b→∞

∫ b

0
F s

HK( f )(s) ds. (4.19)

Además, ∫ ∞

0
sen(sx) f (x) dx = lı́m

M→∞

∫ M

0
sen(sx) f (x) dx.
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Ası́, para cualquier s > 0, fija el mapeo x 7→ sen(sx) pertenece a HK[0,M] para 0 < M < ∞,

‖ sen(s·)‖HK[0,M] = sup
0<u<v<M

∣∣∣∣∣∫ v

u
sen(st) dt

∣∣∣∣∣
= sup

0<u<v<M

∣∣∣∣∣∫ sv

su

sen(y)
s

dy
∣∣∣∣∣

= sup
0<u<v<M

∣∣∣∣∣cos(su) − cos(sv)
s

∣∣∣∣∣
≤

2
s
.

Ası́, por el Teorema del Multiplicador 2.24∣∣∣∣∣∣
∫ M

0
sen(sx) f (x) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ sen(s·)‖HK[0,M]‖ f ‖BV[0,M] < ∞.

Entonces para 0 < b < ∞, como consecuencia del teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1 y del Teorema
de Fubini A.2, obtenemos que∫ b

0

∫ ∞

0
sen(sx) f (x) dx ds =

∫ b

0
lı́m

M→∞

∫ M

0
sen(sx) f (x) dx ds

= lı́m
M→∞

∫ b

0

∫ M

0
sen(sx) f (x) dx ds

= lı́m
M→∞

∫ M

0

1 − cos(bx)
x

f (x) dx.

Luego, ∫ M

0

1 − cos(bx)
x

f (x) dx =

∫ 1

0

1 − cos(bx)
x

f (x) dx

=

∫ b

0

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy.

Por lo que con δ = 1/4, se cumple:∫ b

0

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy =

∫ δ

0

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy +

∫ b

δ

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy. (4.20)

Como f (y/b)→ 0 conforme b→ ∞, entonces

lı́m
b→∞

∫ δ

0

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy = 0.

Esto se sigue del hecho de que∣∣∣∣∣∣
∫ δ

0

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ δ

0
| f (y/b)| dy ≤ δ‖ f ‖L∞ < ∞,

para cada b > 0; ya que si y > 0,

1 − cos(y)
y

≤ 1⇔ 1 − cos(y) ≤ y

⇔ − cos(y) ≤ y − 1

⇔ cos(y) ≥ 1 − y

⇔ y + cos(y) ≥ 1

y la función g(y) := y + cos(y) es no decreciente en [0,∞) con g(0) = 1, y f (y/b)→ 0, conforme b→ ∞.
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Por lo tanto, para la segunda integral en la parte derecha de (4.20), tenemos∫ b

δ

1 − cos(y)
y

f (y/b) dy =

∫ b

δ

f (y/b)
y

dy +

∫ b

δ

− cos(y)
y

f (y/b) dy = I1 + I2.

Integrando por partes, concluimos

I2 =

∫ b

δ

− cos(y)
y

f (y/b) dy =
− sen(b) f (1)

b
−
− sen(δ) f (δ/b)

δ

−

∫ b

δ
− sen(y)

(
b−1y f ′(y/b) − f (y/b)

y2

)
dy.

Por lo que

lı́m
b→∞

I2 = lı́m
b→∞
−

∫ b

δ
− sen(y)

(
b−1y f ′(y/b) − f (y/b)

y2

)
dy

ya que

− sen(b) f (1)
b

= 0 y lı́m
b→∞

− sen(δ) f (δ/b)
δ

= 0.

Además,

b∫
δ

sen(y)
(
b−1y f ′(y/b) − f (y/b)

y2

)
dy =

b∫
δ

sen(y) f ′(y/b)
by

dy −

b∫
δ

sen(y) f (y/b)
y2 dy.

Donde
b∫
δ

sen(y) f ′(y/b)
by

dy =

1∫
δ/b

sen(bt)
bt

f ′(t) dt

y ∣∣∣∣∣sen(bt)
bt

f ′(t)
∣∣∣∣∣ ≤ | f ′(t)|, ∀t , 0.

En consecuencia, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1∫

δ/b

sen(bt)
bt

f ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1∫
0

sen(bt)
bt

f ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1∫

0

| f ′(t)| dt < ∞.

Ası́, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1, deducimos que

lı́m
b→∞

1∫
0

sen(bt)
bt

f ′(t) dt = 0.

Es decir,

lı́m
b→∞

b∫
δ

sen(y) f ′(y/b)
by

dy = 0.

Ahora, analizamos ∫ b

δ
−

sen(y)
y2 f (y/b) dy.

Para cada b > 0, tenemos ∣∣∣∣∣∣−sen(y)
y2 f (y/b)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣ f (y/b)

y2

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ f ‖L∞y2 , ∀y , 0.
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Luego, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b∫
δ

−
sen(y)

y2 f (y/b) dy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ f ‖L∞
b∫
δ

1
y2 dy ≤ ‖ f ‖L∞

∞∫
δ

1
y2 dy < ∞.

Como

lı́m
b→∞

f (y/b)
y2 = 0,

entonces por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, Teorema A.1,

lı́m
b→∞

∫ b

δ
−

sen(y)
y2 f (y/b) dy = 0.

Por lo tanto,

lı́m
b→∞

I2 = 0.

Mientras que para I1, tenemos que

I1 =

b∫
δ

f (y/b)
y

dy =

1∫
δ/b

f (u)
u

du =

1∫
δ/b

ϕ(u)
u[2 − log(u)]

du

=

1/2∫
δ/b

1
u[2 − log(u)]

+

1∫
1/2

ϕ(u)
u[2 − log(u)]

du

con
1∫

1/2

ϕ(u)
u[2 − log(u)]

du ∈ R,

pero

lı́m
b→∞

1/2∫
δ/b

1
u[2 − log(u)]

du =

1/2∫
0

1
u[2 − log(u)]

du

la cual no es convergente debido a

1/2∫
0

1
u[2 − log(u)]

du =

log(1/2)∫
−∞

1
2 − y

dy = − log(2 − y)

∣∣∣∣∣∣log(1/2)

−∞

De aquı́ que

lı́m
b→∞

I1 + I2 = ∞.

Consecuentemente, el lı́mite en (4.19) no existe, lo cual implica que F s
HK( f ) no es Henstock-Kurzweil integrable

sobre R. �

Observación 16. En virtud de la Proposición 4.7, concluimos que el rango del espacio de Sóbolev W1,1(R) bajo la
acción del operador HK transformada seno de Fourier no esta contenido en el espacio de las funciones Henstock-
Kurzweil integrables, es decir,

F s
2

(
W1,1(R)

)
= F s

1

(
W1,1(R)

)
= F s

HK

(
W1,1(R)

)
* HK(R). (4.21)

Por lo que la HK transformada seno de Fourier sigue siendo un operador no acotado en contraste con (4.17).
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4.2.3. Método complejo de interpolación: caso L2

Ahora, hacemos el mismo análisis para el espacio L2(R,C), ası́ que tenemos que considerar los espacios complejos
X1 = X2 = L2,Y1 = BV0 y Y2 = ĤK. Entonces definimos los espacios suma

L2(R,C) + BV0(R,C) y L2(R,C) + ĤK(R,C).

Ası́ por el Teorema 4.3 sabemos

L2 ∩ BV0 ⊂ [L2, BV0]θ ⊂ L2 + BV0 y L2 ∩ ĤK ⊂ [L2, ĤK]θ ⊂ L2 + ĤK

para cada θ ∈ (0, 1).

De esta manera, consideramos los operadores extendidos

F c
2 : L2(R,C) −→ L2(R,C)

F c
2 ( f1 + i f2) := F c

2 ( f1) + iF c
2 ( f2)

(4.22)

dado a partir de (3.3), junto con
F c

HK : BV0(R,C) −→ ĤK(R,C)

dado en (4.11). Por lo tanto, se cumple que

‖F c
2 ‖L(L2,L2) =

√
2π y ‖F c

HK‖L(BV0,ĤK) ≤ C,

en virtud de (4.3)

Definición 23. (Arredondo-Reyes). A partir de los operadores (4.22) y (4.11) definimos la transformada coseno en
L2 + BV0 mediante

F
c
2 : L2 + BV0 −→ L2 + ĤK

F
c
2( f + g) := F c

2 ( f ) + F c
HK(g)

(4.23)

Corolario 4.2. (Arredondo-Reyes). La restricción del operador Fc
2 dado en (4.23) al subespacio [L2, BV0]θ satisface

que
F

c
2 ∈ L

(
[L2, BV0]θ, [L2, ĤK]θ

)
con la siguiente estimación para su norma

‖Fc
2‖L([L2,BV0]θ,[L2,ĤK]θ)

≤ ‖F c
2 ‖

1−θ
L(L2,L2)‖F

c
HK‖

θ

L(BV0,ĤK)
≤ (2π)

1−θ
2 C

θ

para cada θ ∈ (0, 1) y C dada por (4.13).

La demostración del Corolario 4.2 es inmediata del Teorema de interpolación 4.4 y del Teorema 3.12. Sin embargo,
a diferencia de la Proposición 4.6, no se tiene una representación integral ya que en L2 la transformada de Fourier se
define mediante un proceso de lı́mite.
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4.2.4. Método complejo de interpolación: caso Lp

En general, para 1 < p < 2, definimos la suma de espacios complejos:

Lp(R,C) + BV0(R,C) y Lq(R,C) + ĤK(R,C),

donde 1/p + 1/q = 1. En consecuencia, por el Teorema 4.3, tenemos

Lp ∩ BV0 ⊂ [Lp, BV0]θ ⊂ Lp + BV0 y Lq ∩ ĤK ⊂ [Lq, ĤK]θ ⊂ Lq + ĤK,

para cada θ ∈ (0, 1).

Ası́, al considerar los operadores extendidos

F c
p : Lp(R,C) −→ Lq(R,C)

F c
p ( f1 + i f2) := F c

p ( f1) + iF c
p ( f2),

(4.24)

junto con
F c

HK : BV0(R,C) −→ ĤK(R,C).

Definición 24. (Arredondo-Reyes). A partir de los operadores (4.24) y (4.11) definimos la transformada coseno en
Lp + BV0 mediante

F
c
p : Lp + BV0 −→ Lq + ĤK

F
c
p( f ) := F c

p ( fp) + F c
HK(g),

(4.25)

donde f = fp + g con 1/p + 1/q = 1, el cual es una generalización del mapeo dado en el Corolario 3.2.

Corolario 4.3. (Arredondo-Reyes). La restricción del operador Fc
p dado en (4.25) al subespacio [Lp, BV0]θ satisface

que
F

c
p ∈ L

(
[Lp, BV0]θ, [Lq, ĤK]θ

)
,

para cada θ ∈ (0, 1) y la siguiente estimación para su norma en virtud de (4.3)

‖Fc
p‖L([Lp,BV0]θ,[Lq,ĤK]θ)

≤ ‖F c
p ‖

1−θ
L(Lp,Lq)‖F

c
HK‖

θ

L(BV0,ĤK)
≤ γ1−θ

p C
θ,

donde γp esta dada por (3.28) y C por (4.13).

Proposición 4.8. (Arredondo-Reyes). La fórmula (4.25) está bien definida sobre el espacio Lp(R) + BV0(R).

Demostración. Esto se sigue de la descomposición de Lp(R) dada en [61] mediante

Lp(R) = L1(R) ∩ Lp(R) + L2(R) ∩ Lp(R),

donde 1 < p < 2, pues dada f ∈ Lp(R), el conjunto E := {x ∈ R : | f (x)| > 1} tiene medida de Lebesgue finita, en
sı́mbolos: m(E) < ∞. Por lo que al definir

f1(x) := f (x)χE(x) y f2(x) := f (x) − f1(x),

para cada x ∈ R, deducimos que

‖ f1‖L1 =

∫ ∞

−∞

| f (x)χE(x)| dx

≤ m(E)1/q‖ f ‖Lp

< ∞,

donde 1/p + 1/q = 1.



4.2. MÉTODO COMPLEJO DE INTERPOLACIÓN 71

Además, | f (x)| ≤ 1, para toda x ∈ Ec y en consecuencia

‖ f2‖2L2 =

∫ ∞

−∞

| f2(x)|2 dx

=

∫ ∞

−∞

| f (x) − f1(x)|2 dx

=

∫ ∞

−∞

| f (x) − f (x)χE(x)|2 dx

=

∫ ∞

−∞

| f (x)χEc(x)|2 dx

≤

∫ ∞

−∞

| f (x)χEc(x)|p dx

=

∫
Ec
| f (x)|p dx

≤

∫ ∞

−∞

| f (x)|p dx

= ‖ f ‖pLp

< ∞.

Con lo cual, f1 ∈ L1(R) ∩ Lp(R) y f2 ∈ L2(R) ∩ Lp(R) con f = f1 + f2.

De aquı́ que si ( fn)n≥1 es una sucesión no decreciente en Lp(R) tal que converge a una función no negativa
f ∈ Lp(R), es decir, ‖ fn − f ‖Lp → 0 cuando n → ∞, se tiene que los conjuntos En = {x ∈ R : | fn(x)| > 1} satisfacen
que m(En) < ∞.

Luego, las funciones

f1,n(x) := fn(x)χEn(x) y f2,n(x) := fn(x) − f1,n(x)

con x ∈ R, satisfacen que

‖ f1,n‖L1 =

∫ ∞

−∞

| f1,n(x)| dx

=

∫ ∞

−∞

| fn(x)χEn(x)| dx

≤ m(En)1/q ‖ fn‖Lp

< ∞,

con 1/p + 1/q = 1. De esta manera, f1,n ∈ L1(R) ∩ Lp(R) para toda n ≥ 1.

Análogamente,

‖ f2,n‖2L2 =

∫ ∞

−∞

| fn(x) − f1,n(x)|2 dx

=

∫ ∞

−∞

| fn(x)χEc
n(x)|2 dx

≤

∫ ∞

−∞

| fn(x)χEc
n(x)|p dx

≤

∫ ∞

−∞

| fn(x)|p dx

= ‖ fn‖
p
Lp

< ∞.

Por lo tanto, f2,n ∈ L2(R) ∩ Lp(R), para cada n ≥ 1.
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Más aún,

‖ f1 − f1,n‖Lp =

∫ ∞

−∞

| f1(x) − f1,n(x)| dx

=

∫ ∞

−∞

| f (x)χE(x) − fn(x)χEn(x)| dx.

Donde

f1(x) − f1,n(x) =


f1(x) si x ∈ E\En,

− f1,n(x) si x ∈ En\E,

f1(x) − f1,n(x) si x ∈ E ∩ En,

0 si x < E y x < En.

Además, por el Teorema A.4, existe una subsucesión ( fnk )k≥1 de ( fn)n≥1 tal que

fnk (x)→ f (x), (k → ∞)

salvo un conjunto de medida cero.
Ası́ para cada x ∈ Enk

1 < fnk (x) ≤ fnk+1(x) ≤ f (x).

De aquı́ que,
Enk ⊂ Enk+1 ⊂ E.

Entonces,

f1(x) − f1,nk (x) =

 f1(x) if x ∈ E\Enk ,

f1(x) − f1,nk (x) if x ∈ E ∩ E1,nk .

Por lo tanto,
| f1(x) − f1,nk (x)| ≤ | f1(x)|,

salvo un conjunto de medida cero.

Ası́, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1,

‖ f1 − f1,nk‖L1 → 0 (k → ∞).

Mientras que

‖ f2 − f2,n‖2L2 =

∫ ∞

−∞

| f2(x) − f2,n(x)|2 dx

=

∫ ∞

−∞

| f (x)χEc − fn(x)χEc
n(x)|2 dx.

Donde

f2(x) − f2,nk (x) =


f (x) si x ∈ Ec\Ec

nk

− fnk (x) si x ∈ Ec
nk
\Ec

f (x) − fnk (x) si x ∈ Ec ∩ Ec
nk

0 si x < Ec y x < Ec
nk

=


− fnk (x) si x ∈ Ec

nk
\Ec

f (x) − fnk (x) si x ∈ Ec ∩ Ec
nk

0 si x < Ec y x < Ec
nk

=


− fnk (x) si x ∈ Ec

nk
\Ec

f (x) − fnk (x) si x ∈ Ec

0 si x < Ec y x < Ec
nk
,
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Esto se sigue del hecho de que
Ec ⊂ Ec

nk+1
⊂ Ec

nk
.

Se sigue entonces que para x ∈ Ec,
| f2(x) − f2,nk (x)|2 ≤ | f (x)|2 ≤ | f (x)|p,

pues
0 ≤ fnk (x) ≤ fnk+1(x) ≤ f (x) ≤ 1.

Para x ∈ Ec
nk
\Ec, deducimos que x ∈ E. Luego,

| f2(x) − f2,nk (x)|2 ≤ | fnk (x)|2 ≤ 1

con
m(Ec

nk
\Ec) ≤ m(E) < ∞.

Finalmente,
| f2(x) − f2,nk (x)|2 ≤ máx

{
| f (x)|p, χE(x)

}
c. t. p. en R.

En conclusión, el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1,

‖ f2 − f2,nk‖L2 → 0 (k → ∞).

En resumen, f1,nk → f1 en L1(R) y f2,nk → f2 en L2(R).
De lo anterior, se sigue que si f = fp + g ∈ Lp + BV0, entonces

f = fp + g = ( f1 + f2) + g = ( f1 + g)︸  ︷︷  ︸
L1+BV0

+ f2︸︷︷︸
L2

= f1︸︷︷︸
L1

+ ( f2 + g)︸  ︷︷  ︸
L2+BV0

con f1 ∈ Lp ∩ L1 y f2 ∈ Lp ∩ L2.
Por lo tanto

F
c
p( f ) = F

c
p( fp + g)

= F
c
p( f1 + f2 + g)

= F c
p ( f1 + f2) + F c

HK(g)

= F c
p ( f1) + F c

p ( f2) + F c
HK(g)

= F c
1 ( f1) + F c

2 ( f2) + F c
HK(g)

= lı́m
n→∞
F c

1 ( f1,n) + lı́m
n→∞
F c

1 ( f2,n) + F c
HK(g)

= lı́m
n→∞
F c

1 ( f1,n) + F c
HK(g) + lı́m

n→∞
F c

1 ( f2,n)

= F c
1 ( f1) + F c

HK(g) + F c
2 ( f2)

= F
c
1( f1 + g) + Fc

2( f2).

�

Esta manera de definir la transformada coseno de Fourier en Lp + BV0 es similar a la definición de la transformada
de Fourier en Lp dada en [61, Definición 2.8] y en [28, Capı́tulo 2.2.4].

En el espacio de Sóbolev W1,p(R), con 1 < p ≤ 2, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.9. (Arredondo-Reyes). Si f ∈ W1,p(R) con 1 < p ≤ 2, entonces la fórmula

Fp( f ′)(s) = isFp( f )(s)

se satisface puntualmente salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero.
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Demostración. Si f ∈ W1,p(R), entonces tanto f como f ′ pertenecen a Lp(R) y se satisface que f (x) → 0, cunado
|x| → ∞, ver [13, Corolario 8.10].
Luego, para cada n ≥ 1, definimos las funciones

ϕn(x) := χ[−n,n](x) f (x) y γn(x) := χ[−n,n](x) f ′(x),

para cada x ∈ R.
De esta manera, obtenemos que ‖ϕn − f ‖Lp → 0, cuando n → ∞, además, existe una subsucesión (ϕnk )k≥1 de (ϕn)n≥1

tal que Fp(ϕnk )(s)→ Fp( f )(s), cuando n→ ∞, salvo un conjunto de medida cero.
Por lo tanto,

Fp( f )(s) = lı́m
k→∞
Fp(ϕnk )(s) = lı́m

k→∞

nk∫
−nk

e−isx f (x) dx

salvo un conjunto de medida cero.
De aquı́ que al integrar por partes, [13, Corolario 8.10], para cada k ≥ 1 concluimos que

nk∫
−nk

e−isx f ′(x) dx = e−isx f (x)

∣∣∣∣∣∣nk

−nk

−

nk∫
−nk

−ise−isx f (x) dx.

Con lo cual,

Fp( f ′)(s) = lı́m
k→∞
Fp(γnk )(s)

= lı́m
k→∞

nk∫
−nk

e−isx f ′(x) dx

= is lı́m
k→∞

nk∫
−nk

e−isx f (x) dx

= isFp( f )(s)

salvo un conjunto de medida cero. �

Proposición 4.10. (Arredondo-Reyes). Para f ∈ W1,p(R) con 1 < p ≤ 2,Fp( f ) ∈ L1(R).

Demostración. Primero notemos que para cada f ∈ W1,p(R) con 1 < p ≤ 2, se satisface que Fp( f ) pertenece a Lq(R),
con 1/p + 1/q = 1 y en consecuencia en el conjunto A = {s ∈ R : |s| ≥ 1}, obtenemos por la Proposición 4.9 y la
desigualdad de Hölder, Teorema A.3:∫

A

∣∣∣Fp( f )(s)
∣∣∣ ds =

∫
A

∣∣∣∣∣1s Fp( f ′)(s) ds
∣∣∣∣∣ ≤ ‖1/(·)‖Lp(A) ‖Fp( f ′)‖Lq(A) < ∞.

Además, en R\A, se cumple que ∫ 1

−1
|Fp( f )(s)| ds < ∞.

Por lo tanto, Fp( f ) ∈ L1(R). �

Como consecuencia de la Proposición 4.10, el rango de W1,p(R) con 1 < p ≤ 2, bajo la acción de la transformada
de Fourier esta contenida en L1(R), es decir,

Fp
(
W1,p(R)

)
⊂ L1(R) ( HK(R). (4.26)

Este comportamiento, contrasta con el establecido en (4.21). Ası́, hemos extendido el operador HK transformada co-
seno de Fourier a espacios más generales vı́a el método complejo de interpolación aplicado a los espacios Lp y BV0.
Mientras que para el operador F s

HK enfatizamos la diferencia que mantiene con el operador F c
HK .

Estos resultados pueden consultarse en [6] que fue recientemente aceptado para su publicación.
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Conclusiones y perspectivas

Para la realización de este trabajo, se hizo un estudio de la teorı́a de integración de Henstock-Kurzweil sobre la
recta real y de la teorı́a de interpolación de espacios de Banach para poder extender las propiedades de la transformada
de Fourier encontrando los siguientes hechos:

1) La importancia del espacio de funciones de variación acotada que se desvanecen en ±∞, BV0(R), permite definir
la HK transformada de Fourier de manera puntual excepto para s , 0, véase Teorema 3.6. Obteniendo ası́ una
representación integral,

FHK( f )(s) :=
∫
R

e−isx f (x) dx,

tal que
lı́m

s→±∞
FHK( f )(s) = 0.

Con lo cual se tiene que FHK es un operador lineal de BV0(R) a C∞(R\{0}) y dado que en el espacio L1(R) ∩
BV0(R) se encuentran las funciones de paso finito, se puede construir la transformada de Fourier clásica, F1, a
partir de la integral de Henstock-Kurzweil. Véase [54]

2) Se analizaron las propiedades de las transformada seno y coseno de Fourier, encontrando comportamientos
distintos. A saber, en el Teorema 3.12 se demostró que para cualquier f ∈ BV0(R),

F c
HK( f )(s) :=

∫
R

cos(sx) f (x) dx (s , 0)

es una función Henstock-Kurzweil integrable sobre todo R. Motivo por el cual F c
HK resulta ser un operador

lineal acotado de BV0(R) en HK(R). Mientras que el Ejemplo 3.1.3 muestra que para la transformada seno de
Fourier existen funciones f en BV0(R) tales que

F s
HK( f )(s) :=

∫
R

sen(sx) f (x) dx (s , 0)

no son Henstock-Kurzweil integrables en R. Estos hechos fueron publicados en [5].

3) Además, en el Corolario 3.2 se probó la continuidad del operador

F c
HK : Lp(R) ∩ BV0(R)→ Lq(R) ∩ HK(R),

con 1 ≤ p ≤ 2 y 1/p + 1/q = 1. Donde las normas están dadas mediante

‖ f ‖Lp∩BV0 := ‖ f ‖p + ‖ f ‖BV y ‖ f ‖Lq∩HK := ‖ f ‖q + ‖ f ‖HK .

Este resultado fue publicado en [5].
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4) También en la Proposición 3.4 se demostró que el operador FHK es acotado de B := HK(R) ∩ BV0(R) a
L2(R,C), donde el espacio B no guarda relación de contención con L1(R), es decir,

L1(R)
∖
B , ∅ y B

∖
L1(R) , ∅.

De hecho, se sabe que B esta contenido en L2(R) como consecuencia del Teorema del Multiplicador. Véase
[5, 60].

5) En la Proposición 3.6 se establecieron condiciones necesarias para que la HK transformada de Fourier de una
función en B sea HK integrable a través del espacio

Λ =

{
g ∈ B :

FHK(g)(s)
s

∈ HK(R)
}
.

Esto se realizó siguiendo la lı́nea de investigación de E. Liflyand. Véase [44, 49, 50].

6) En la Sección 4.2.1, se procedió a la construcción del espacio L1(R) + BV0(R) mediante un espacio cociente
en L1(R) × BV0(R) y se analizo su relación con L1(R) + BV0(R). Esto con el objetivo de aplicar el método de
interpolación compleja al operador F c

HK , para lo cual se consideró también el proceso de complexificación de
espacios de Banach reales obteniendo ası́ el espacio L1(R,C) + BV0(R,C) y se definió en (4.12) el operador

F
c
1 : L1(R,C) + BV0(R,C) −→ L∞(R,C) + ĤK(R,C)

F
c
1( f + g)(s) := F c

1 ( f )(s) + F c
HK(g)(s)

para cada s , 0. Véase [6].

7) Como consecuencia del teorema de interpolación en el Corolario 4.1 se concluyó que Fc
1 es un operador lineal

y continuo entre los espacios de interpolación

[L1(R,C), BV0(R,C)]θ y [L∞(R,C), ĤK(R,C)]θ,

con 0 < θ < 1. Además, en la Proposición 4.6 se estableció que Fc
1 tiene una representación integral y

F
c
1( f )(s)→ 0, conforme |s| → ∞, para toda f en

[L1(R,C), BV0(R,C)]θ,

para cada θ ∈ (0, 1). Véase [6].

8) Más aún, en la Sección 4.2.3 se hizo un análisis similar para los espacios L2(R,C) y BV0(R,C) al tomar en
cuenta el operador

F
c
2 : L2(R,C) + BV0(R,C) −→ L2(R,C) + ĤK(R,C)

F
c
2( f + g) := F c

2 ( f ) + F c
HK(g).

Obteniendo que Fc
2 es un operador lineal y continuo de [L2(R,C), BV0(R,C)]θ en [L2(R,C), ĤK(R,C)]θ, con

0 < θ < 1, véase Corolario 4.2. Sin embargo, para este caso no se estableció una representación integral debido
a que F c

2 se define mediante un proceso de lı́mite en la norma de L2, véase [6].

9) Siguiendo esta lógica, en (4.25) se definió el operador

F
c
p : Lp(R,C) + BV0(R,C) −→ Lq(R,C) + ĤK(R,C)

F
c
p( fp + g) := F c

p ( fp) + F c
HK(g)

con 1 < p < 2 y 1/p + 1/q = 1. Más aún, en el Corolario 4.3 se probo la continuidad entre los respectivos
espacios de interpolación. Véase [6].
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10) El Ejemplo 4.2.1 se utilizó para señalar las diferencias entre las transformadas coseno y seno de Fourier para
espacios de Sóbolev.

11) En (4.17), (4.21) y (4.26) se estableció la relación de los espacios de Sóbolev, W1,p(R), con respecto a la
transformada de Fourier en Lp(R) para 1 ≤ p ≤ 2 determinando que:

a) F c
HK

(
W1,1(R)

)
⊂ HK(R).

b) F s
HK

(
W1,1(R)

)
* HK(R).

c) Fp
(
W1,p(R)

)
⊂ L1(R) ( HK(R), para 1 < p ≤ 2.

Estos resultados pueden consultarse en el artı́culo “On the norm continuity of the HK-Fourier transform” en la
revista Electronic Research Announcements [5] y en el artı́culo “Interpolation theory for the HK-Fourier trans-
form” que ha sido aceptado para su publicación en la Revista de la Unión Matemática Argentina [6].

5.1. Perspectivas

Esta lı́nea de investigación es muy amplia ya que se tienen distintos problemas a estudiar, por ejemplo:

i) Por un lado se sabe que existen funciones f ∈ L2(R) ∩ BV0(R) tales que FHK( f )(s) son discontinuas en s = 0,
mientras que para f ∈ HK(R) ∩ BV0(R) ⊂ L2(R) ∩ BV0(R), se tiene que FHK( f )(s) existe para cada s ∈ R y es
continua en R\{0} pero aún falta determinar la continuidad en s = 0.

ii) Dado el comportamiento diferente entre los operadores F c
HK y F s

HK definidos en BV0(R), el tema de la inte-
grabilidad de F s

HK( f ) requiere un análisis más profundo. En particular, hay que explorar la relación entre las
transformadas de Fourier y de Hilbert para funciones f ∈ BV0(R) y con derivada f ′ en espacios de Hardy,
es decir, en H1(R). Además de analizar el comportamiento asintótico de estos operadores en el contexto de la
integral de Henstock-Kurzweil siguiendo la lı́nea de investigación dada en [47] con respecto a la integral de
Lebesgue.

iii) Enfatizar la relación de la integral de Henstock-Kurzweil con el espacio de Hardy H1(R) y su espacio dual
BM0. Véase [23].

iv) Estudiar el problema de la inversión puntual para la transformada de Fourier ya que en general si f ∈ BV0(R)
no se sabe si eisxFHK( f ) pertenece a HK(R). Este problema surge de lo establecido en [54].

v) Relacionar la transformada de Fourier de una función de variación acotada con la integrabilidad de la serie
trigonométrica con coeficientes generados por la función.

vi) El estudio de otras transformadas integrales con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil como lo es la
transformada de Laplace, la transformada de Hartley [12] y la transformada de Hilbert [48].

vii) A partir del hecho de que el espacio dual de HK se puede identificar con el espacio BV surge la pregunta de
caracterizar el espacio dual de BV . Esto con el fin de aplicar los resultados existentes de la teorı́a de interpolación
para caracterizar el espacio dual de HK ∩ BV y el espacio dual de HK + BV .

viii) Estudiar la diferenciabilidad del operador FHK en diversos espacios tales como L1 + BV0 haciendo un estudio
más profundo de las propiedades de la derivada del operador, esto en virtud de los resultados publicados en [4].

ix) Extender las propiedades de la transformada de Fourier a funciones f : Rn → R usando el concepto de integra-
ción en varias variables. Véase [24].

x) Profundizar en el estudio de la integral generalizada de Kiurzweil definida para funciones definidas en [a, b] ( R
y valuadas en espacios de Banach X, véase [19]. Además, se tiene la extensión de la integral de Kurzweil para
funciones definidas en rectángulos R ( Rn y valuadas en X, véase [18].
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xi) Relacionar el tema de ecuaciones diferenciales con la integral de Henstock-Kurzweil, en particular, ya se tiene
un estudio sobre la ecuación de calor en una dimensión en [81, 31].

xii) Continuar con el estudio de ecuaciones diferenciales e integrales generalizadas y ecuaciones con impulsos
definidas en espacios de Banach, ver [58].

xiii) Relacionar las ecuaciones diferenciales ordinarias generalizadas con el tema de la dependencia continua de un
parámetro como lo muestra Jaroslav Kurzweil en [38].

xiv) También se puede considerar el desarrollo de la teorı́a de ecuaciones diferenciales funcionales retardadas con
la integral de Kurzweil-Stieltjes. Véase [22].

xv) Utilizar la relación entre las integrales de Henstock y Kurzweil con la integral de Feynmann en problemas de
ecuaciones generalizadas siguiendo los trabajos dados en [66, 26, 11].

xvi) Estudiar la aplicación de teoremas de puntos fijos para establecer la existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales e integrales que contienen funciones Henstock-Kurzweil integrables. Véase [30].

xvii) Profundizar en la generalización de la integral de Henstock a partir de [33].
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Apéndice A

Resultados clásicos sobre integración

En esta parte, enunciamos algunos resultados clásicos sobre la integral definida por Henri Léon Lebesgue para
funciones medibles f : R→ R. Estos teoremas pueden ser consultados en [13, 70].

Teorema A.1. (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea ( fn)n≥1 una sucesión de funciones en L1(R)
tal que satisface:

I) fn(x)
n→∞
−−−−→ f (x), salvo un conjunto de medida cero en R.

II) Existe g ∈ L1(R) con la propiedad de que para toda n ≥ 1,

| fn(x)| ≤ g(x)

salvo un conjunto de medida cero en R.

Entonces f ∈ L1(R) y ‖ fn − f ‖L1
n→∞
−−−−→ 0.

Teorema A.2. (Teorema de Fubini). Sea F : R × R→ R tal que F ∈ L1(R × R). Entonces∫
R

(∫
R

F(x, y) dy
)

dx =

∫
R

(∫
R

F(x, y) dx
)

dy =

∫
R×R

F(x, y) d(x, y).

Teorema A.3. (Desigualdad de Hölder). Sean f ∈ Lp(R) y g ∈ Lq(R) con 1 ≤ p ≤ ∞ y 1/p + 1/q = 1. Entonces
f g ∈ L1(R) y además se satisface que

‖ f g‖L1 ≤ ‖ f ‖Lp‖g‖Lq .

Teorema A.4. Sean ( fn)n≥1 una sucesión en Lp(R) y f ∈ Lp(R) con 1 ≤ p ≤ ∞, tales que ‖ fn− f ‖Lp
n→∞
−−−−→ 0. Entonces

existen una subsucesión ( fnk )k≥1 de ( fn)n≥1 y h ∈ Lp(R) tales que

I) fnk (x)
k→∞
−−−−→ f (x), salvo un conjunto de medida cero en R.

II) | fnk (x)| ≤ h(x), para toda k ≥ 1, salvo un conjun to de medida cero en R.
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A continuación mostramos el teorema de convergencia dominada con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil,
[7, Teorema 20.14].

Teorema A.5. (Teorema de Convergencia Dominada HK). Supongamos que ( fn)n≥1 es una sucesión de Cauchy en
medida en HK(R), es decir, para cada r > 0,

m
({∣∣∣ f j − fk

∣∣∣ > r
})
→ 0 ( j, k → ∞).

Si existen α, ω ∈ HK(R), tales que para cada n ≥ 1,

α(x) ≤ fn(x) ≤ ω(x)

salvo un conjunto de medida cero en R. Entonces existe f ∈ HK(R) tal que ‖ f − fn‖ → 0, cuando n→ ∞.

Otras versiones del Teorema A.5 pueden consultarse en [65, Capı́tulo 13] y en [51, Teorema 3.1]. Además, un
resultado importante que permite intercambiar el orden de integración es el siguiente.

Teorema A.6. Sean I = [a, b] y T = [c, d] intervalos compactos de R. Si f : I×T → R es continua en I×T, entonces
la función

F(t) :=
∫ b

a
f (x, t) dx ∀t ∈ T,

es continua en T . Más aún,∫ d

c

(∫ b

a
f (x, t) dx

)
dt =

∫ d

c
F(t) dt =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x, t) dt

)
dx.

El Teorema A.6 puede ser consultado en [7, 12.U]. Además, existen versiones del teorema de Fubini que pueden
consultarse en [39] y en [32].
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https://doi.org/10.1186/1687-2770-2014-71. [citado en pág. 78]

[59] Morales, M G. y R Gaitn: Feynman’s path integral seen as a Henstock integral. En Journal of Physics, Conf. Series,
volumen 912, 2017. [citado en pág. 5]

[60] Morales, M. G. y Arredondo, J. H.: Factorization in the space of Henstock-Kurzweil integrable functions. Azerb. J. Math.,
7(2):116–131, 2017, ISSN 2218-6816. [citado en pág. 41, 52, 76]

[61] Morales, M. G. y Arredondo, J. H. y Mendoza, F. J.: An extension of some properties for the Fourier transform operator
on Lp(R) spaces. Rev. Un. Mat. Argentina, 57(2):85–94, 2016, ISSN 0041-6932. [citado en pág. 36, 39, 70, 73]

[62] Morales M., M. G. y Escamilla R., J. A. y Mendoza T., F. J. y Arredondo R., J. H.: The Banach-Steinhaus theorem and
the convergence of integrals of products. Int. J. Funct. Anal. Oper. Theory Appl., 4(1):51–64, 2012, ISSN 0975-2919.
[citado en pág. 25]

[63] Muñoz-Fernández, G. y Sarantopoulos, Y. y Tonge, A.: Complexifications of real Banach spaces, polynomials and multili-
near maps. Studia Mathematica, 134:1, Marzo 1999. [citado en pág. 54]

[64] Nathanson, E. S.: Path integration with non-positive distributions and applications to the Schrödinger equation. Thesis
(Ph.D.) The University of Iowa, 2014. [citado en pág. 5]

[65] Pap, E. (editor): Handbook of measure theory. Vol. 1, 2. North-Holland, Amsterdam, 2002, ISBN 0-444-50263-7.
[citado en pág. 82]

[66] Pardy, M.: The complex mass from Henstock-Kurzweil-Feynman-Pardy integral. Editorial Board, página 1, 2019.
[citado en pág. 78]

[67] Pinsky, Mark A.: Introduction to Fourier analysis and wavelets, volumen 102 de Graduate Studies in Mathematics. Ame-
rican Mathematical Society, Providence, RI, 2009, ISBN 978-0-8218-4797-8. https://doi.org/10.1090/gsm/102,
Reprint of the 2002 original. [citado en pág. 34, 36, 58]

[68] Reed, M. y Simon, B.: Methods of modern mathematical physics. II. Fourier analysis, self-adjointness. Academic Press
[Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], New York-London, 1975. [citado en pág. 34, 51]

[69] Reed, M. y Simon, B.: Methods of modern mathematical physics. I. Academic Press, Inc. [Harcourt Brace Jovanovich,
Publishers], New York, second edición, 1980, ISBN 0-12-585050-6. Functional analysis. [citado en pág. 22, 33, 51]

[70] Rudin, Walter: Real and complex analysis. McGraw-Hill Book Co., New York, third edición, 1987, ISBN 0-07-054234-1.
[citado en pág. 3, 22, 34, 59, 81]

[71] Sánchez-Perales, S. y Mendoza Torres, F. J. y Escamilla Reyna, J. A.: Henstock-Kurzweil integral transforms. Int. J.
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