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Resumen

En el presente trabajo hacemos uso de la teorfa de integracién de Henstock-Kurzweil, que también es cono-
cida como integracion generalizada de Riemann, para extender las propiedades de la transformada de Fourier via el
método complejo de interpolacién analizando las posibles diferencias entre las transformada seno y coseno de Fourier.

Para este fin, en el capitulo 2 establecemos los conceptos basicos de la integral de Henstock-Kurzweil para el
caso de funciones real valuadas definidas sobre intervalos compactos y sobre toda la recta real. Ademas, presentamos
la relacién ya existente y estrecha entre las funciones integrables en este sentido con el concepto de tener variacion
acotada; este dltimo hecho se conoce como teorema del multiplicador.

También hacemos énfasis en la relacion de esta integral con las definiciones dadas por Georg Friedrich Bernhard
Riemann y por Henri Léon Lebesgue, mostrando asi que el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables
sobre intervalos compactos o sobre la recta real contiene propiamente al espacio de las funciones Lebesgue integrables.

En el capitulo 3 presentamos condiciones necesarias para la existencia de la transformada de Fourier con respecto
a la integral de Henstock-Kurzweil y vemos su relacion con el espacio (de clases de equivalencia) de funciones Le-
besgue integrables, este espacio se denota por L'(R). De hecho, ya existen resultados que extienden las propiedades
clésicas de la transformada de Fourier definida sobre L'(R) al espacio de las funciones de variacién acotada que se
desvanecen en +oo, el cual se denota mediante BVy(R). Véase [50].

En particular, en BVp(R) se define la transformada de Fourier mediante

Frk : BVo(R) — Co(R\{0})

00

Frk(f)(s) := f e f(x)dx

para cada s # 0, donde la integral es en el sentido de Henstock-Kurzweil. Sin embargo, existen temas pendientes a
desarrollar tales como la continuidad de g (f)(s) en s = 0y el determinar cuando la transformada de Fourier de una
funcién es nuevamente integrable. Para esto, se realizé un estudio por separado de las transformadas seno y coseno
de Fourier encontrando comportamientos diferentes para funciones en BVy(R), véase Proposicioén 3.5. Esto muestra
que el comportamiento diferente entre las dos transformadas se preserva atn para la integral de Henstock-Kurzweil.
Ademas, el resultado principal del capitulo 3 es el Teorema 3.12 en el cual se demuestra que la transformada coseno
de Fourier es un operador acotado de BVy(R) en el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables.

Por dltimo en el capitulo 4 se hace uso de la teoria de interpolacion para extender la transformada coseno de
Fourier a espacios de funciones del tipo L”(R) + BVp(R) con 1 < p <2 yen (4.17) y (4.21) establecemos el compor-
tamiento de los espacios de Sébolev con respecto a las transformadas seno y coseno de Fourier.

Para este objetivo, primero se realizé la construccién del espacio suma real L!(R) + BVy(R) por medio de
un espacio cociente en el producto cartesiano £'(R) x BVy(R) y después se consideré la completez denotada por
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LI(R)/-F\BVQ(R), ver Proposicion 4.4. Luego se considero la complexificacion de este espacio suma definido por
L'(R,C) + BVy(R, C) := (L'(R) + BVo(R))+i (L' (R) + BVo(R)).

En este espacio, se defini6 el operador transformada coseno de Fourier
3$: L'(R,C) + BVy(R,C) — L™(R,C) + HK(R,C)
T +8)(s) == FL () + Fre(8)(s)
con s # 0. De esta manera, se restringié de manera continua la transformada coseno de Fourier al espacio de interpo-

lacion de LI(R, C) con BVy(R, C) obteniendo del Coroloario 4.1 el siguiente diagrama:

L' N BVy——[L!, BVyly—— L' + BV,
|

|
15 i
|

Y
L®° N HK — [L®, HK]p = L + HK

Sin embargo, para la transforma seno de Fourier no se obtuvo un resultado anédlogo ya que este dltimo operador no
se puede extender de manera acotada al espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Lo que se probé en
la Proposicion 3.5 es que la transformada seno de Fourier de una funcién en BVy(R) no necesariamente es Henstock-

Kurzweil integrable. Véase [3, 6].



Capitulo 1

Introduccion

El concepto de integraciéon de una funcién es uno de los temas fundamentales de la matematica. Algunas de las
principales teorias de integracidn fueron desarrolladas por Newton y Leibniz y posteriormente este tema fue estudiado
por Riemann. Sin embargo, la definicién dada por Riemann presenta la limitacién de generar una coleccién “pequeiia”
de funciones integrables por lo que es necesario definir las integrales impropias. Més atin, la convergencia puntual de
una sucesion de funciones Riemann integrables no garantiza que la funcién limite sea Riemann integrable.

Otro tema importante es el teorema fundamental del cdlculo que establece que si f es integrable en el sentido de
Riemann con F’(x) = f(x) para toda x € [a, b], es decir, F es una primitiva de f, entonces

fxf(s)ds:F(x)—F(a) Yx € [a,b].

Aqui surge el problema de que no toda funcién Riemann integrable posee una primitiva e incluso cuando exista la pri-
mitiva de f en [a, b] resulte que f no sea Riemann integrable. Considérese por ejemplo las funciones g(x) := 1/ Vx,
para x € (0,1] y g(0) := 0, la cual no es acotada en [0, 1] y por lo tanto no es Riemann integrable y la funcién
G(x) := 2+/x, con x € [0, 1], entonces G es continua en [0, 1] y derivable en (0, 1] con G’(x) = g(x) pero no existe
G'(0).

A finales del siglo XIX, Henri Lebesgue extendi6 la teoria de integracién quitando las restricciones de ser f
una funcién acotada sobre un intervalo compacto. Ademads, estableci6 condiciones para tomar limites y derivar bajo el
simbolo de la integral. Sin embargo, la integral de Lebesgue presenta deficiencias con respecto al teorema fundamental
del calculo y se requiere del desarrollo de la teoria de medida, véase [70]. Por ejemplo, la funcion f(x) := x% sen (x_z),
para x # 0y £(0) := 0, es diferenciable en todo R pero f” no es Lebesgue integrable.

Posteriormente, Arnaud Denjoy presenté en 1912 una definicién de integral mas general a la de Lebesgue, véase
[79], la cual permite integrar todas las derivadas, ademads de incluir la integrale de Dirichlet:

f sen(x) dx.
0 X

la cual no es Lebesgue integrable.

Por otra parte, de manera independiente, en 1914 Oskar Perron establece su propia definicion de integral la cual
resulta ser equivalente a la dada por Denjoy y en la actualidad se conoce como integral de Denjoy-Perron, véase
[27, Capitulo 8]. Sin embargo, las integrales de Denjoy y Perron requieren de conocimientos avanzados en el drea de
andlisis lo cual ha dificultado su estudio y ensefianza.
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Después, entre 1957 y 1958 Jaroslav Kurzweil estableci6 el concepto de “gauge integral” o integral de carga
recuperando la idea de Riemann al dar una definicion de tipo & - § y sin la necesidad del concepto de medida de
un conjunto. De hecho Ralph Henstock dio una definicién equivalente a la de Kurzweil, véase [7], dando lugar a la
integral de Henstock-Kurzweil que resulta ser equivalente a la integral dada por Denoy y Perron, véase [27, Capitulo
11]. La integral de Henstock-Kurzweil presenta las siguientes ventajas:

1) Integra todas las funciones derivada tal que esta existe salvo (posiblemente) en un conjunto numerable mante-
niendo valido el teorema fundamental del célculo. En particular, integra las funciones que tienen primitiva.

2) Integra todas las funciones que son Riemann integrables.
3) Integra todas las funciones que son Lebesgue integrables.

4) Integra todas las funciones que son Denjoy-Perron integrables y en todos los casos el valor de las integrales
coinciden.

5) Se generalizan los teoremas cldsicos de convergencia tales como el de convergencia mondtona y de convergen-
cia dominada de Lebesgue.

En particular, dentro del andlisis matemético un tema importante es la transformada de Fourier que fue desarro-
llado por Jean-Baptiste Joseph Fourier y es una asignacién para cada s € R dada por:

f(s) ::f e f(x) dx

para funciones f: R — R tales que la integral sea convergente en el sentido de Lebesgue, donde

€% = cos(sx) — i sen(sx).
Una condicién necesaria para la existencia de la transformada de Fourier de una funcién f es que esta sea Lebesgue
integrable, es decir, f € L' (R). Esto se sigue del hecho que los multiplicadores para el espacio de funciones Lebesgue
integrables son las funciones medibles acotadas y de la propiedad:

’eiisxl <1.
Ademas, para cada funcién Lebesgue integrable se cumple que
lim f(s) = 0.
§—+00

Este resultado es conocido como el lema de Riemann-Lebesgue, véase [28, Proposiciéon 2.2.17]. De hecho se tienen
resultados acerca de la continuidad y de la diferenciabilidad de £, asi como propiedades referentes a la convolucién
de funciones.

También, bajo ciertas condiciones se garantiza la existencia de la transformada inversa de Fourier dada por:

¥ 1 .
f(s) := 2—[ e f(x)dx.
T J-

Sin embargo, como se menciono anteriormente, la integral de Henstock-Kurzweil generaliza a la integral de Lebesgue
y en consecuencia autores como Erik Talvila han estudiado las propiedades de la transformada de Fourier y su inversa
con respecto a esta integral [77, 54]. M4s atn, por el teorema del multiplicador, se tiene que los multiplicadores para
esta integral son las funciones de variacién acotada y esto da pie a establecer un teorema de existencia de f en el
sentido de la integral de Henstock-Kurzweil para funciones de variacidn acotada que se desvanecen en +oo, es decir,
en el espacio BVp(R).



Ademds, para una funcién f Henstock-Kurzweil integrable para la cual f exista, no necesariamente se satisface
la conclusién del lema de Riemann Lebesgue como lo muestra E. Talvila [77].

Mis atn, el problema de determinar cudndo el mapeo s — f(s) es continuo en R y de manera mds precisa en
s = 0 sigue siendo un problema abierto. Para este fin, E. Talvila usa el concepto de convergencia quasi-uniforme,
véase [77, Teorema 5], y también se han estudiado por separado las transformada seno y coseno de Fourier definidas
por:

00

F5(s) = foosen(sx)f(x)dx y  fs) :=f cos(sx)f(x)dx

o0 o0
en virtud de la descomposicién de e™"**.

Elijah R. Liflyand [47] ha estudiado el comportamiento de las transformadas /<y f* con respecto a la integral de
Lebesgue en subespacios especificos de BVy(R). De hecho, Liflyand mostré las diferencias entre estos dos operadores
al estudiar a detalle el comportamiento asintético de f* de una funcién arbitraria de variacién acotada y establecié
condiciones para que f¢ sea Lebesgue integrable.

Ademas establecio la relacion de la transformada de Fourier con la transformada de Hilbert, esto lo realizo estu-
diando el espacio de Hardy y su relacién con la derivada de las funciones a través del espacio

{g € LI(R)‘ fm |§|()C)|C)| dx < oo}.

Es en este contexto que se demostrd un resultado analogo en la Proposicion 3.6.

Otro tema importante es el estudio de las ecuaciones diferenciales generalizadas e integrales con respecto a funcio-
nes valuadas en espacios de Banach que ha investigado el Dr. Milan Tvrdy con respecto a la integral de Kurzweil [57].

En este trabajo hemos demostrado que la transformada coseno f© es Henstock-Kurzweil integrable cuando f es
de variacion acotada y se desvanece en +co, véase Teorema 3.12. Es bajo estas condiciones que el operador

fef

se extiende via la teorfa de interpolacidn a espacios de funciones mds generales utilizando el método complejo, el cual
fue desarrollado por A. P. Calderén [16, 53], considerando la suma de los espacios de funciones Lebesgue integrables
y del espacio de funciones de variacion acotada que tienden a cero en +oo. (Corolario 4.1).

Ademds, hemos establecido que el operador f* no se puede extender de manera continua incluso para funciones
en el espacio de Sébolev W' (R) introducido por Sergéi Lvévich Sébolev [1]. Con lo cual, se establece un com-
portamiento distinto entre estas transformadas atin para funciones con un mejor “comportamiento”. Estos resultados
pueden consultarse en [5, 6].

También es importante mencionar que el concepto de integral dado por J. Kurzweil se generaliza a funciones
valuadas en espacios de Banach y se puede aplicar al estudio de ecuaciones diferenciales generalizadas como lo
muestra los trabajos de la Dra. Marcia Federson, véase por ejemplo [20, 21, 22]. De hecho, se puede consultar mis
aplicaciones de la integral de Henstock-Kurzweil en [82] y su relacién con la ecuacién de Shrodinger via la integral
de Feynman en [59, 64].






Capitulo 2

Integral de Henstock-Kurzweil

En este capitulo introducimos el concepto de integracién de Henstock-Kurzweil y establecemos las propiedades
bésicas de esta integral y su relacidn con la integrales introducidas por Georg Friedrich Bernhard Riemann y Henri
Léon Lebesgue.

2.1. Integracion sobre intervalos compactos

Para empezar, trabajamos sobre intervalos compactos no degenerados de R, es decir, consideramos a,b € R con
a < by hacemos I = [a, b]. Ahora bien, decimos que un conjunto finito de elementos en I de la forma

a=xg<x1<xp<---<x,=>b,

es una particion de / y escribiendo /; := [x;_1, x;], denotamos la particion de I mediante P ={/; : j=1,...,n}.
Ademas, si en cada subintervalo /; elegimos un elemento 7, entonces decimos que la coleccion

P={U7j):j=1.....n}
es una particion etiquetada de /.

De esta manera, a una funcién f : I — R le asociamos la suma de Riemann correspondiente a la particién
etiquetada ¥ dada por

S(,P) = ), fapld), @.1)
j=1

J

donde I(/;) := x;j — xj_1, es decir, la longitud del subintervalo.

Definicion 1. Decimos que una funcion 6 : I — (0, o0) es una funcion medidora o carga del intervalo 1. Mds ain,

decimos que una particion etiquetada P = {(Ij, T):j=1,..., n} de I es 0-fina si
I Crj=06(t)), 7+ ()]
paratoda j=1,...,n.

El hecho de la existencia de particiones o-finas de un intervalo compacto no degenerado I = [a, b] con respecto a
una funcién medidora 9, se debe al teorema de fineza de Pierre Cousin.
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Teorema 2.1. (Teorema de Cousin). Si I = [a, b] es un intervalo compacto no degenerado de R y ¢ es una funcion
medidora de I, entonces existe una particion etiquetada P de I que es 5-fina.

Demostracion por contradiccion: Supongamos que I no tiene particiones d-finas, entonces elegimos ¢ := (1/2)[a+b]
y consideramos los subintervalos compactos: [a,c] y [c, b] de I. Ahora bien, alguno de estos subintervalos no tiene
particiones d-finas ya que si ambos tuvieran, al considerar la unién de tales particiones se obtendria una particion
o-fina de 1.

Sin perdida de generalidad, supongamos que /; := [a, c] es tal subintervalo y lo renombramos como /; = [ay, b;]
y consideramos c; := (1/2)[a; + b1], entonces generamos los intervalos [a1, c1] y [c1, b1].

En consecuencia, alguno de estos intervalos no tiene particiones 6-finas, por el mismo argumento que antes, nue-
vamente podemos suponer que I = [aj, c;] es tal subintervalo. Por lo que renombrando I, como [ay, b>] y tomando
¢ como el punto medio, obtenemos dos nuevos subintervalos.

De aqui que procediendo de esta manera, construimos una sucesion de subintervalos 7, de / tal que
I>LHohLo>---D21, D201 D,

tales que cada I,, es compacto.

Por lo tanto, por la propiedad de la interseccidn finita, existe un tnico x € R tal que

Xe ﬂ I,.
n>1
Abhora bien, como ¢ es una funcién medidora, 6(x) > 0 y por la propiedad Arquimediana de R, se tiene que existe
p € N tal que
b-a _
l(Ip) = 2_[) < 5(X)
Conlo cual, x € I,, C [X — 6(%), X + 6(X)] y esto significa que {(/,, X)} es una particion ¢-fina de /,. Sin embargo, esto
es contrario al proceso de construccién de la sucesion I, dado que cada subintervalo I, de I no contiene particiones
o-finas. m]

El Teorema 2.1 es esencial para establecer el concepto de integracion de Henstock-Kurzweil y los detalles de su
demostracién puede consultarse en [7]. Bajo los preceptos anteriores establecemos un concepto de integracion mas
general al dado por Riemann.

Definicion 2. Decimos que una funcion f : I — R es Henstock-Kurzweil integrable en I = [a, b] si existe A € R tal
que para todo € > 0, existe una funcién medidora 8. de I tal que si P = {(I BT =1, n} es cualquier particion
etiquetada de I que sea 6¢-fina, entonces

S(f.P) - Al <

b
Asz(x)dx:f f(x)dx.
1 a
faf(x)dsz

b a
f fx)dx = —f f(x)dx.
a b

En tal caso, escribimos

En el caso en que a = b, hacemos

y si b < a, entonces establecemos que
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Esta definicion es consistente en el sentido de que en caso de ser integrable la funcidn, el valor de la integral es
unico.

Teorema 2.2. (Teorema de unicidad). Existe a lo mas un numero A € R que satisface la propiedad dada en la
Definicion 2.

Demostracion. Sea f : I — R Henstock-Kurzweil integrable en / y supongamos que existen Aj, A, € R tales que
A1 # Ay y que satisfacen la Definicién 2. Entonces tenemos que

1
€y = §|A1 —A2| > 0.

Por lo que para g existen funciones medidoras 01 ¢, y d2.¢, de [ tales que si P es una particion 01 ¢,-fina de I, entonces
IS(f.P) — A1 < &

También, si P es una particion d; ,-fina de I, entonces
IS (f.P) — As| < 0.

Ahora bien, al definir
gy (X) 1= min {5 ¢,(x), 62,6, (X)}

para cada x € I, obtenemos que J, es una funcién medidora de  tal que si P es una particién J,,-fina de I, entonces
A1 — Aol < A1 = S(£.P)| + [S (£, P) — Ag| < 280 <A1 — Aal.
Con lo cual, obtenemos una contradiccion. Por lo tanto A; = As,. O

Teorema 2.3. Sea f : I — R una funcion Riemann integrable en I, entonces f es Henstock-Kurzweil Integrable en |
v los valores de las integrales son iguales.

Demostracion. Es suficiente recordar que una funcion f : I — R acotada es Riemann integrable en / con valor A, si
y s6lo si para cada € > 0, existe una constante y > 0 tal que para cualquier particién

a=xg<x<xp<---<x,=>b,

y cualesquiera 1y, 72, ..., T, tales que
Xj-1 STj<Xj Yy Xjo1—X; <Y
paracada j € {1,2,...,n}, se satisface que
n
f(Tj)()Cj_l — x]') —A|<e.
J=1
Asi por el Teorema 2.2, de unicidad, se completa la demostracion. |

Al denotar a la coleccion de funciones Riemann integrables en I mediante R(/) y a la coleccién respectiva a la
integral de Henstock-Kurzweil por HK (), obtenemos que

R € HK).

Ademas, como consecuencia del Teorema 2.3, denotamos con el mismo simbolo

b
f f(x)dx

al valor de la integral de una funcién en R(J). De hecho la contencidn es propia como lo muestra la funcién de Dirichlet
dada en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.1.1. En el sentido de Riemman la funcion caracteristica de los racionales en [0, 1], dada por

1 sixeQnJ[o,1],

F) = %anon(x) = { 0 six¢QnIo,1],

no es integrable en el intervalo [0, 1], mientras que en el sentido de Henstock-Kurzweil es integrable y el valor de la
integral es igual a cero.

Demostracion. Consideremos una enumeracion de Q N [0, 1], digamos {r; : kK € N} y sea € > 0 arbitrario. Entonces
definimos la funcién

Sl X = ry,
1 si xesirracional.

€
63(.)(:) ::{ 2k+1

Ahora bien, sea P = {(I LT =1, ,n} una particion ég-fina de [0, 1]. En consecuencia, si la etiqueta 7; € I; es
irracional, entonces f(7;) = 0y el respectivo sumando en S (f, $) es cero. Mientras que si T ; es racional, entonces
J@pU)) = xj = xj-1.

Por otra parte, si ry es la etiqueta para el intervalo /;, entonces

[k = 0e(ri), i + Oe(ri)] .

Luego, I(I;) < 26:(ry) = g/2. De hecho, si ry es la etiqueta para dos subintervalos consecutivos en P, entonces la
suma de las longitudes de estos dos subintervalos es a lo mds /2%,
En resumen, cada elemento r; aporta a lo més &/ 2% en la suma S (f, #). Por lo tanto,

[

S <Y % = ¢
k=1

Finalmente podemos concluir que |S (f,P) — 0| < ¢. Es decir,

1
f f(x)dx = 0.
0

Los detalles de este ejemplo pueden ser consultados en [40, Ejemplo. 2.5]. O

Las propiedades bésicas de la integral de Henstock-Kurzweil en I = [a, b] son las siguientes.

Teorema 2.4. Sean f,g € HK()y A € R, entonces

f1 (f + §)(0) dx = f1 FOdx + fl g0 dx.

f(/lf)(x)dx = /lff(x)dx.
I I

1) f+g€HKU) con
2) Af € HK{) con

3) f(x) =0 para cada x € I implica
ff(x) dx > 0.
1

ff(x)dxs fg(x)dx.
I I

4) f(x) < g(x) para cada x € I implica
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Demostracion. 1) Primero hacemos

A=ff(x)dx y B=fg(x)dx.
I I

Luego, para cada € > 0, consideramos dos funciones medidoras de I, 1 y 02 tales que si
P = {(Ij,‘rj) D j= 1,...,n}
es una particién etiquetada de I que es 0 ¢-fina, entonces
. €
NRSEIEES

y si Pes 02 .-fina, entonces

NS N

Por lo que al definir
Og(x) = min {61,s(x), 62,8(x)}

para cada x € I, obtenemos que J, es una funcién medidora de I con la propiedad de que si P es .-fina, enton-
ces es tanto 01 c-fina y 6, o-fina.

Por otra parte, tenemos que

S(f+8.P)= Y (f +)pl(L)
=1

= > fapi()+ > g@pi(1))
j=1

j=1
=S(f,P)+S(gP).
De aqui que
IS(fF+8.P) - (A+B)| <[S(f,P) - A| +|S(g.P) - B
€ €

< —+4+—=E¢.
=5 3 €

Por lo tanto, f + g es Henstock-Kurzweil integrable en / con
f(f+g)(x)dx =A+B= ff(x)dx+ fg(x)dx.
I I 1

2) El resultado es claro si 4 = 0. Ahora bien, para A # 0, tenemos que

‘S(/lf,ﬂb)—/lf[f(x)dx = Z(ﬂf)(rj)l(lj)—ﬂ‘[f(x)dx
j=1

= /lZf(Tj)l(Ij)—/lj;f(x)dx
=1

= AS(f,sb)—Aff(x)dx
1

N ‘S(f, P) - fl Fdx

para cualquier particién etiquetada # de 1.
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Ahora bien, como f € HK(R), se tiene que para toda &€ > 0 existe una medidora ¢ de I tal que

S(LP) - fl Fdx

€
<=,
|l

para cualquier particion d¢-fina.

En consecuencia,

<e.

‘S(Af,sb) - Aff(x)dx
I
Es decir, Af € HK(I) con
f(/lf)(x)dx = /lff(x)dx.
I I

3) Como f € HK(I), entonces para cada € > 0, existe una medidora &, de I tal que

s - f] (0 dx

<e.

En particular,
S(fj))—ff(x)dxs?,.
I

De hecho, por tener que f(x) > 0, para cada x € I, se sigue que S (f,P) > 0. Luego,

0<S(f,P)<e+ ff(x)dx,
1

para toda € > 0. Con lo cual,

ff(x) dx > 0.
I

4) Dado que f(x) < g(x), para cada x € I, se tiene que hi(x) := g(x) — f(x) > 0, para cada x € I. Entonces de los
incisios (1) y (2) de este teorema, se tiene que & € HK(I) con

fh(x)dx= fg(x)dx—ff(x)dx.
I I I

Ademas, por el inciso (3), sabemos que
f h(x)dx > 0.
I

fg(x) dx > ff(x)dx.
I I

Como consecuencia del Teorema 2.4 tenemos que HK () es un espacio vectorial sobre R.

flf(x)dx < fllf(x)ldx.

Demostracion. Basta usar que para toda x € I, se satisface que

—Ifl < f(x) < [f ().

- fl lf(0ldx < fl f(x)dx < f[ |f(x)| dx.
f1 f()d| < f; ()l dx.

Por lo tanto,

Corolario 2.1. Si f,|f| € HK(I), entonces

Asi por el Teorema 2.4 se tiene que

En conclusién,
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Es importante mencionar que la hipétesis de que el valor absoluto de una funcién Henstock-Kurzweil integrable
sea también integrable es esencial en el Corolario 2.1. Es por tal motivo que se dice que la integral de Henstock-
Kurzweil no es absoluta a diferencia de la integral de Lebesgue, ver ejemplo 2.1.3 més adelante.

Dado que en general no se puede anticipar cual debe ser el valor de la integral de una funcién en I = [a, b], se
establece el siguiente método para probar la convegencia de la integral.

Teorema 2.5. (Criterio de Cauchy). Sea f : I — R. Entonces f € HK() si y sélo si para cada € > 0, existe una

medidora e de I tal que si Py Q son cualesquiera particiones ne-finas entonces
IS(£.P) - S(f.Q)| <&

Demostracion. Primero supongamos que f € HK(I) con

ff(x) dx =A.
I

Luego, dado € > 0, existe una funcién medidora 6./, de I tal que si Py Q son particiones d.-finas, entonces

IS(FLP)-Al<= y IS(FQ-Al<

NN o)
N ™

En conclusién, por la desigualdad del tridngulo,
IS(£,P) - S(f.Ql <.

Por lo tanto, basta definir 7¢(x) := d¢/2(x), para cada x € I.

Reciprocamente, si suponemos que existe una medidora 7, de I tal que si £ y Q son cualesquiera particiones
ne-finas tal que

IS(f.P) - S(f. Q| s

Entonces en particular para cada n > 1, existe una medidora 8, de I tal que si # y Q son 6,-finas, se cumple que
. . 1
[S(P) =S (@ < -

Esto se asegura tomando medidoras 6, de tal forma que 6,,(x) > 6,+1(x), para cada x € I. Esto se cumple al considerar
6, = min{5y,...,5,).

Luego, para cada n > 1, si $, es una particién 6,-fina entonces m > n implica que tanto #,, como %,, son J,-finas
y en consecuencia,

. . 1
ISP =S ()| < = 2.2)
De aqui que {S (f, ¢)”’)}m> , €s una sucesion de Cauchy en R, por lo que existe A € R tal que
lim S(f,Pn) = A.
nM— 00
Con lo cual, al tomar el limite cuando m — oo en (2.2) obtenemos
. 1
IS( P -A <=, Vnx1.
n

Finalmente, afirmamos que

A=£f(x)dx.
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En efecto, dado € > 0, existe K € N tal que K > 2/¢ y si Q es una particién dg-fina de I, entonces por la desigualdad
del tridngulo,

IS(f,Q) - Al < IS(f, Q) = S(f, PRl + IS (f, Px) — Al
1 1 2
<—+—==
K K K
2
< 7 = E.

Es decir, f € HK(I) con
ff(x) dx = A.
1

O

Los detalles de la demostracién del criterio de Cauchy puede consultarse en [7, Teorema 3.6]. Otras propiedades
de la integral de Henstocl Kurzweil estdn dadas a continuacion.

Teorema 2.6. (Teorema de Aditividad). Sean f : I = [a,b] — Ry ¢ € (a,b). Entonces f € HK() si y sdlo si las
restricciones de f a los subintervalos [a, c] y [c, b] son Henstock-Kurzweil integrables. En tal caso, se cumple que

b C b
f Fx)dx = f F)dx+ f F)dx,

Corolario 2.2. Sean f : I = [a,b] — Ry [¢,d] C I. Entonces la restriccion de f a [c,d] es Henstock-Kurzweil
integrable.

Proposicion 2.1. Sea f € HK(I) con I = [a,b] y consideremos a = ¢y < ¢1 < -+ < ¢, = b. Entonces la restriccion
de f a cada subintervalo [c;-1, c¢;] es Henstock-Kurzweil integrable y se satisface que

b n cj
ff(x) dx = Z ff(x) dx.
p i=1 >

La demostracion de la Proposicién 2.1 se sigue del Teorema 2.6 al aplicar induccién matematica. Otro aspecto
importante de la integral de Henstock-Kurzweil en I = [a, b] es su relacién con el concepto de derivada de una funcion.

Definicion 3. Sean f,F : I — R, entonces

1) F es una primitiva de f en I si la derivada de F existe en cada punto de I y ademds, satisface que F'(x) = f(x),
para toda x € I.

2) F es una a-primitiva de f en I si F es continua en 1 y existe un conjunto nulo E de elementos de I tal que F’(x)
no existe o bien F’'(x) existe pero F'(x) # f(x). El conjunto E recibe el nombre de conjunto excepcional de f.

3) F es una c-primitiva de f en I si F es continua en I y el conjunto excepcional E de f es contable.
4) F es una f-primitiva de f en I si F es continua en 1 y el conjunto excepcional E de f es finito.

5) Si f € HK(I)y u € I, entonces la funcion F, : [ — R definida mediante

F,(x):= fxf(s) ds

recibe el nombre de integral indefinida de f con punto base u. En el caso en que el punto base u coincida con
el extremo izquierdo de 1, es decir, cuando u = a, escribimos simplemente F en vez de F,. Mds atin, cualquier
funcion que difiera de F, por una constante serd llamada integral indefinida de f.
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Bajo las condiciones de la Definicién 3 podemos establecer dos versiones del teorema fundamental del célculo
que garantizan que la derivada de cualquier funcién en I = [a, b] es Henstock-Kurzweil integrable en /. Sin embargo,
requerimos primero de un resultado técnico.

Lema 2.1. (Lema de Straddle). Sea F : I — R diferenciable en cada punto x de I. Entonces dado € > 0, existe
0¢(x) > 0 tal que si u,v € I satisfacen

X—0c(x) Su<x<v<x+0:(x),

entonces
IF(v) = F(u) — F'(x)(v — u)| < e(v —u). 2.3)

La demostracién del Lema 2.1 es consecuencia de la definicion de derivacion de una funcién y los detalles pueden
ser consultados en [7, Lema 4.4].

Teorema 2.7. (Teorema fundamental I). Si f : I — R tiene una primitiva F en I, entonces f € HK(I) con

ff(x) dx = F(b) — F(a).
I

Demostracion. Sea e > 0y consideramos una funcién medidora d, dada por el Lema 2.1. Ademds, dada una particion
P = {[xi-1, xi], ti};’zl que sea d¢-fina de 1, obtenemos por la condicién (2.3) aplicada a x;_; y x; la siguiente desigualdad:

|F(x;) = F(xi=1) — F'(t:)(xi — xi=1)| < &(x; — xi-1), (2.4)

paracadai=1,...,n.

Por otra parte, sabemos que

F(b) = Fla) = ) F(x) = F(xi-1).
i=1

En consecuencia,

F(b) - Fla)= S (f.9) = ZF(x, — F(xi1) - Zf(z,xx, Xi1).

Luego,
|F®) - F@) -5 (1.9) < Z|F<x,> F(xin) = £ = xi)l.

Con lo cual, de (2.4) concluimos

n

’F(b) - F@-S (f. ¢>)‘ < > el = xi1) = (b - a).

i=1
Por lo tanto, f € HK(I) con
[ oas=ro)-Fo
I

ya que € > 0 es arbitrario. O

El Teorema 2.7 se puede reescribir de la siguiente manera: Si F : I — R es diferenciable en cada punto de /,
entonces F’ € HK(I) y cumple que

b
f F'(x)dx = F(b) — F(a).

Teorema 2.8. (Teorema fundamental I*). Si f : [ — R tiene una c-primitiva F en I, entonces f € HK() con

ff(x) dx = F(b) — F(a).
1
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La demostracién del Teorema 2.8 puede ser consultada en [7, Teorema 4.7]. En consecuencia, si F es una c-
primitiva de f en I = [a, b], entonces f € HK[a,b] y F es la integral indefinida de f.

Ejemplo 2.1.2. Sea f : [0, 1] — R dada por

1
— sixe€(0,1],
f) =1 Vx
0 six=0.

Entonces f no es acotada en [0, 1], ver figura 2.1, en consecuencia, f ¢ R[0, 1]. Sin embargo, al considerar la funcion
F :[0,1] = R con F(x) := 2+/x, para cada x € [0, 1] obtenemos que F es continua en [0, 1]y F derivable en (0, 1]
con F'(x) = f(x), para toda x € (0, 1]. De hecho, el conjunto excepcional de f es E = {0} ya que F'(0) no existe y

f € HKIO, 1] con
1
1
—dx=2.
[

3.0

25

2.0 2x
15

1.0 L

' Vx
0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 2.1: f(x) :=1/ Vx, parax € (0,1]y f(0) :=0y F(x) := 2z, para x € [0, 1].
Ademas, tenemos la version del teorema fundamental del calculo respecto a la “derivada de la integral”.
Teorema 2.9. (Teorema fundamental II). Sea f € HK () tal que
lim f(s)=A€R
soc

para algiin ¢ € [a, b). Entonces la integral indefinida

X
= [ s
u
tiene derivada por la derecha en c y es igual a A.

Como consecuencia del teorema fundamental II tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3. Sea f € HK() continua en c € [a, b). Entonces la integral indefinida F, de f es diferenciable en c y
F(c) = f(o).

En conclusidn, para funciones continuas tenemos el siguiente enunciado.

Corolario 2.4. Sea f : I — R continua en I = [a, b]. Entonces cualquier integral indefinida F de f es diferenciable
en 1 y satisface que F'(x) = f(x), para toda x € I.

En general para funciones en HK(I) con I = [a, b] tenemos la siguiente version del teorema fundamental II.
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Teorema 2.10. (Teorema fundamental II*). Sea f € HK(I), entonces cualquier integral indefinida F de f es
continua en I y es una a-primitiva de f en I. Es decir, existe un conjunto nulo Z C I tal que F'(x) = f(x) para toda
xel\Z

La demostracion del Teorema 2.10 se puede consultar en [7, Thoerem 4.11].
Ejemplo 2.1.3. Sea f(x) := xcos(n/x) para x € (0,1] y f(0) := 0. Entonces
f'(x) = cos(n/x) + (w/x) sen(n/x), Yxe€(0,1]
y estableciendo que f'(0) := 0, obtenemos que |f’| no es Henstock-Kurzweil integrable sobre [0, 1].

Esto se sigue de las propiedades de la funcién coseno ya que al considerar

2 1
by = —
n+1 TR

ay =
donde k € N, el valor de f(ay) es cero, mientras que el de f(by) es (—1)" /k para cada k € N.

Ademas, 0 < ap < by < ax-1 < by—1 < 1, paratoda k > 1. Por lo que del Teorema fundamental I, [7, Teorema
4.5], se sigue que

— 1f(bo) - fla)] = f F0dx| < f (ol dx.

Por lo que si |f’| perteneciera a HK[0, 1], entonces

by 1
n 1 n
Yired [irwirs [ireid
k=1 k=1 a 0

para cada n € N. Sin embargo, dado que la serie arménica es divergente, concluimos que |f’| ¢ HKIO, 1], véase
figuras 2.2 y 2.3. Los detalles del ejemplo 2.1.3 pueden consultarse en [7, Ejemplo 7.2(b)].

) n/\/\ /\

VV\/ \

Figura 2.2: f(x) := xcos(x/x), para x € (0, 1].
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Figura 2.3: f’(x) = cos(r/x) + (7/x) sen(r/x), para x € (0, 1].

Definicion 4. Decimos que f : I — R es de variacion acotada en I = [a, b), si

Var(f, I) := sup {Z |f(a;) - f(a’j—l)|} < oo, (2.5)
j=1
donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas P = {[aj-1,a;] : j = 1,...,n} del intervalo I =

la, b]. El espacio vectorial de todas las funciones de variacion acotada, ver Proposicion 2.2 mds adelante, se denota
mediante BV (1), el cual es dotado con la siguiente norma

WAl = 1f(@)] + Var(f, D).
Es inmediato de la Definicidn 4 que toda funcién f : I — R no decreciente, es decir, una funcion tal que
x<y=f)<fly) VYxyel,

es de variacién acotada en / ya que para cualquier particioén de [ se sigue que
n
D If (@) - fla;l = fb) - fla.
j=1
Con lo cual, Var(f, 1) = f(b) — f(a).

De igual manera, se demuestra que si f : I — R es no creciente, entonces f es de variacién acotada con
Var(f,I) = f(a) — f(b). Por lo tanto, toda funcién monétona en I es elemento del espacio BV ([).

Las propiedades bésicas de las funciones de variacidn acotada en I = [a, b] estan dadas a continuacion.
Proposicion 2.2. Sean f,g € BV(I) y A € R, entonces
1) Var(f,I) = 0siysolo si f(x) = f(a), para toda x € I.
2) a<x<y<bimplicalf(x) - f()| < Var(f, [x,y]) < Var(f, D).
3) 1f(0)| £ |f(a)| + Var(f, I), para toda x € I.

4) Af € BV() con Var(Af,I) = || Var(f, I).
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5) f+ge BV()con Var(f = g,I) < Var(f,I) + Var(g, I).
6) El producto usual de funciones (fg)(x) := f(x)g(x), para toda x € I, pertenece a BV(I) con
Var(fg, I) < M| Var(f, I) + Var(g, ),
donde M es tal que |f(x)| < M y |g(x)| < M, para toda x € I.

La demostracién de la Proposicién 2.2 puede consultarse en [7, Capitulo 7] y en [27, Capitulo 4]. El siguiente
teorema caracteriza a las funciones de variacién acotadas en I = [a, b].

Teorema 2.11. (Teorema de Camille Jordan). Sea f : I — R, entonces f € BV(I) si y solo si existen funciones
fi, > : I = R no decrecientes tales que f(x) = fi(x) — fo(x), para toda x € R.

Demostracion. Primero, si f; : I — R es no decreciente en I, entonces f; pertenece a BV(/) para cada j = 1,2. Luego
por la Proposicion 2.2 obtenemos que f| — f> pertenece a BV(1).

Abhora bien, si f € BV(I), entonces al definir f; : I — R mediante

J1(x) := Var(f, [a, x]).

Deducimos que f; es no decreciente en /. Ademas, definimos f>(x) := fi(x) — f(x), para cada x € I, en consecuencia,

f=hn-r.

Por dltimo, hay que mostrar que f> es no decreciente en /. En efecto, sia < x <y < b, entonces por la Proposicién
2.2, sabemos que

f1) = fikx) = Var(f, [a, y]) — Var(f, [a, x])
= Var(f, [x,y])
2 |f) = fl
> f(y) = f().
Por lo tanto,
Ji0) =) = filx) = (),

sia < x <y < b. Es decir,

L) = f2(x),

sia<x<y<b. O

Los detalles de estos resultados pueden ser consultados en [27, Teorema 4.4]. De hecho, en [57, Teorema 2.41]
se tiene la siguiente descomposicién de las funciones de variacion acotada en I = [a, b] a través del espacio de las
funciones continuas Cla, b] y del espacio de las funciones de paso Bla, b], que definimos a continuacion.

Definicion 5. (Funcion de paso finito). Decimos que f : [a,b] — R es una funcion de paso finito si y sélo si existe
una particion a := {ao, a1, ...,&y} de [a,b] tal que f es constante en cada subintervalo abierto (a1, a; ), donde
j=1,...,m.
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Definicion 6. (Funcion de paso). Decimos que f : [a,b] — R es una funcion de paso en [a, b] si f es una funcion de
paso finto o bien existen c, ¢y, d € R junto con una sucesion no repetitiva {si}r>1 en (a, b) y sucesiones {c}i>1, {di}i>1
en R tales que

(oo}
ekl + |di| < o0
=1

F(x) = ¢+ coXap (x) + dypy(x)

+ Z(CkX(sk,b](x) + de[sk,b](x)),
k=1
para cada x € [a, b]. El conjunto de las funciones de paso en [a, b] se denota por Bla, b].

La Definicién 6 puede ser consultada en [57, Definicién 2.36].

Teorema 2.12. Para cada f € BV]a,b] existen funciones fi € BV[a,b] N Cla,b] y f> € Bla,b] tales que f(x) =
J1(x) + fo(x), para toda x € [a, b].

La relacién entre la integral de Henstock-Kurzweil y el concepto de variacién acotada esta dada mediante el
siguiente teorema.

Teorema 2.13. Sea f : I — R Henstock-Kurzweil integrable en I = [a,b). Entonces |f| es Henstock-Kurzweil
integrable en I si 'y solo si la integral indefinida de f,

F(x) = fxf(s)ds (x<b)

es de variacion acotada en I. En tal caso,

b
f |f ()l dx = Var(F, [a, b]).

La demostracién del Teorema 2.13 puede consultarse en [7, Teorema 7.5].

Ahora bien, consideramos la coleccién de funciones dada por
L) = { feHK®D |If € W?((I)} .

Otra forma para comprobar la integrabilidad del valor absoluto de una funcién en I = [a, b] esta dado por el siguiente
criterio de comparacion.

Teorema 2.14. (Prueba de Comparacion para la Integrabilidad Absoluta). Sean f,g € HK(I) tales que |f(x)| <

g(x), para cada x € 1. Entonces f € L(I)y
b b
< f lf(o)ldx < f g(x)dx.

j;b f(x)dx

F(x) = f " fs)ds,

con x € [a, b] y consideremos P = {[x;_1, x,-]}?z1 una particién, arbitraria, de /. Entonces

Demostracion. Sea

IF(x) = Fxi-pl = | | f(s)ds

X

paracadai=1,...,n.
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Con lo cual, del Teorema 2.4, se sigue que
X

|F(xi) = Fxim] < fg(S)dS

Xi-1

paracadai=1,...,n.
Por lo tanto,

DUIFG) = Foanl < ) f g(s)ds.
i=1 Xi-1

i=1
Es decir,

b
Var(F,I)Sf g(s)ds.

Con lo cual, F € BV(I). Asi por el Teorema 2.13 resulta que |f| € HK(I) y se cumple que
b b
f f(ldx < f o) dx.
a a

Con lo cual se cumplen las siguientes propiedades para el conjunto £(/) con I = [a, b].
Proposicion 2.3. Sean f,g € L(I) y A € R. Entonces
1) f+ge L.
2) Af € L().
Los elementos de £(I) se caracterizan de la siguiente manera.
Proposicion 2.4. Sea f € HK(I). Entonces son equivalentes:
1) feL().
2) Existe w € L(I) tal que f(x) < w(x), para cada x € 1.
3) Existe a € L(I) tal que a(x) < f(x), para cada x € 1.

Una propiedad importante de las funciones en L(/) es el lema de Riemann-Lebesgue el cual se mencionaré en los
capitulos siguientes.

Lema 2.2. (Lema de Riemann Lebesgue). Sean f € L[a,b] y 8 € R. Entonces

b
Iim f(x)sen(ax + B)dx = 0.
a—>00 a

Los detalles del Lema 2.2 pueden ser consultados en [7, Teorema 9.17]. Por tdltimo, hacemos mencién de una
coleccioén particular de funciones de variacion acotada en un intervalo compacto I = [a, b].

Definicion 7. Sea f : I — R. Decimos que f es absolutamente continua en I, si para todo € > 0, existe ne > 0 tal que

Dlrop - fwp| <e,

J=1

cuando {[u;j,v;1}’_, es una subparticion finita de intervalos no traslapados de I tal que satisface

j
S

Z luj —vil < ne.
J=1

El conjunto de funciones absolutamente continuas en I es denotado por AC(I).



22 CAPITULO 2. INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL

Las propiedades bésicas del conjunto AC(/) son dadas a continuacion.
Teorema 2.15. Sean f,g: 1 —» Ry A € R. Entonces
1) f € AC() implica f es uniformemente continua en I.
2) feAC() implica f € BV(I).
3) f,g € AC() implica que las funciones

a) Af,

b) |fl,

c) f£g

d) fg, (producto usual)

pertenecen a AC(I).

Por lo tanto, el conjunto AC(I) es un espacio vectorial real que es cerrado bajo el producto y ademds, satisface
que AC(I) c BV(I). De hecho, se tiene la siguiente caracterizacién del espacio AC(J).

Teorema 2.16. (Teorema de Caracterizacion de AC(I)). Sea f : I — R. Entonces f € AC(I) si y sélo si f es la
integral indefinida de una funcion en L(I).

El Teorema 2.16 es conocido como “caracterizacion descriptiva” de las funciones absolutamente integrables, dado
que da condiciones necesarias y suficientes para que una funcién sea la integral indefinida de una funcién en L(1).
Véase [7, Teorema 14.7].

Corolario 2.5. Sea f : I — R no decreciente en I = |a, b]. Entonces f € AC(I) siy solo si

b
f f®dx = f(b) - f(a).

Las funciones absolutamente continuas estan relacionadas con la medida de Lebesgue y la integral de Lebesgue
de la siguiente manera.

Proposicion 2.5. Sea f : I — R medible en I = [a, b] tal que f es acotada. Entonces [y |f| pertenecen a HK(I).

La demostracién de la Proposiciéon 2.5 puede ser consultada en [7, Corolario 6.10]. Los detalles del concepto de
funcién medible y de la construccién de la integral de Lebesgue pueden ser revisados en [69, 70].

Teorema 2.17. Sea f : I — R Lebesgue integrable en I = [a, b]. Entonces
X
F(x) = f f(s)ds (a@a<x<b)
a

pertenece al espacio AC(I) y cumple que F' = f en I salvo un conjunto de medida cero.

La demostracion del Teorema 2.17 puede consultarse en [27, Teorema 4.12]. A manera de reciproco del Teorema
2.17 tenemos:

Teorema 2.18. Sea f : I = [a,b] — R tal que f € AC(I). Entonces f’ es Lebesgue integrable en I y cumple que

f f(9)dx = f(x) - f(a),

para toda x € I.
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La demostracién del Teorema 2.18 puede consultarse en [27, Teorema 4.14]. En consecuencia de los Teoremas
2.17 y 2.18 se puede definir de manera descriptiva la integral de Lebesgue. Véase [27, Teorema 4.15].

Teorema 2.19. Una funcion f : [a,b] — R es Lebesgue integrable en [a, b] si y solo si existe F € ACla, b] tal que
F’ = f en [a,b] salvo un conjunto de medida cero.

Observacion 1. El Teorema 2.19 sélo es vdlido para intervalos compactos I = [a,b] C R ya que por ejemplo, al
considerar la funcion F(x) = x, para cada x € R, entonces F cumple la Definicion 7 sin embargo, la derivada F’ no
es Lebesgue integrable en R.

Los detalles de esta seccién pueden ser consultadas en [27, Capitulo 4] y por tltimo enunciamos la relacion de las
funciones de paso con la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 2.20. Sea f € HK]|a, b], entonces f es el limite de una sucesion de funciones de paso salvo un conjunto de
medida cero.

La demostracién del Teorema 2.20 puede consultarse en [40, Teorema 5.10]. Por lo tanto, si I = [a,b] C R es
compacto, entonces para que una funcién f : [a,b] — R sea tal que |f| € HK][a, b] es necesario y suficiente que su
primitiva F sea absolutamente continua en [a,b] y F’(x) = f(x) salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero. En
consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.21. Toda funcion Lebesgue integrable en [a, b] es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b] y los valores de
las integrales coinciden.

En simbolos,
L) = { f:I—-R | f es Lebesgue integrable en / },

donde I = [a,b] C R es un intervalo compacto. Esto puede consultarse en el capitulo 1, seccién 5 de [40] y en el
capitulo 9 de [27]. Por lo tanto, del Teorema 2.3 se sigue que

R() c LUT) c HK{).

De hecho, estas relaciones de contencion se mantienen para intervalos no acotados.

2.2. Integracion sobre intervalos infinitos
Para definir la integral de Henstock-Kurzweil sobre intervalos infinitos, es decir, en intervalos de la forma
[—o0,a], [a, 00] 6 [—c0, c].
Primero establecemos en el conjunto de los nimeros reales extendidos, R := RU{+o0}, una relacién de orden mediante
—00 < x < 00,

para cada x € R. También, definimos
X+ (£00) = 00 = (+00) + x,

para cada x € R. Ademas,

Mas aun, para cada x € R, decimos que

mientras que para x > 0, hacemos
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y cuando x < 0,

X - (£00) = Foo = (+00) - x.

Por otra parte, establecemos que la longitud de un intervalo infinito /, esta dada por I(I) := oo, es decir, I tiene medida
infinita y para cada funcidn definida en un intervalo / C R, siempre consideramos su extensién a R estableciendo que
la funcién toma el valor cero en los puntos co y —oo.

Definicién 8. Sea I C R un intervalo infinito, decimos que una funcién & : I — (0, 0) es una funcién medidora o
carga del intervalo 1. Ademads, decimos que una particion P del intervalo I, es una coleccion finita de subintervalos de
I cerrados y que no se traslapan cuya union es I, mds aiin, decimos que una particion etiquetada P es una coleccion
de parejas ordenadas P = {(Ij,Tj) j=1,... ,n} talque P ={I;: j=1,...,n} es una particion de I con v € I para
cadaj=1,...,n.

De igual manera que en la seccién 2.1, para una funcién f : I — R tenemos las suma de Riemann asociada a la
particién etiqueta # dada por

S(f,P) = ), fapidy.

=

Definicién 9. Sean I = [a,b] C R un intervalo infinito y § una funcién medidora de I. Decimos que una particion
etiquetada P = {([/,Tj) j=1,..., n} de [a, b] es 6-fina con respecto a los siguientes casos:
ParaaeRyb = co:

1) a=xy,b=x,=1,=oc0.
2) [xj-1,xj] Clrj—=6(trj),7j+6(r)], paracada j=1,...,n—1.
3) [xn-1,00] C [1/6(Ty), o0].
Paraa = —ocoyb eR:
1) a=xyp=1 =—-0yb=ux,
2) [xj-1,x;]1 Clrj—=6(tj),7; +6(t))] paracada j=2,...,n.
3) [—o0,x1] C [—o0, =1/6(T1)].
Paraa = —ooy b = oo:
1) a=xy=1]=-00,b=x, =1, =00
2) [xj_1,xj1 C[rj—06(tj),7j+6(t))], paracada j=2,...,n—1.
3) [—o0,x1] €[00, =1/6(T1)] y [Xn-1, 00] C [1/6(Tp), c0].
En relacién directa con el Teorema de Cousin 2.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.22. Sean I C R un intervalo infinito y 8 una funcién medidora de I. Entonces existe una particion
etiquetada d-fina de 1. (Ver [76, Capitulo 4])

Definicién 10. Sea I = [a, b] C R un intervalo infinito. Decimos que f : I — R es Henstock-Kurzweil integrable en I
si existe A € R tal que para todo & > 0, existe una funcién medidora 6, de I tal que si P = {(Ij, T):j=1,..., n} es
cualquier particion etiquetada de I que sea 0¢-fina, entonces

IS(f.P) - A <&

b
A=ff(x)dx:f f(x)dx.
1 a

En tal caso, escribimos
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Ahora bien, dado un intervalo I C R, compacto o infinito, denotamos por HK(I), el espacio vectorial real de las
funciones Henstock-Kurzweil integrables en /. Este espacio vectorial es seminormado con respecto a

d
f f(x)dx

La asignacién dada en (2.6), se conoce como seminorma de Alexiewicz. Consecuentemente al considerar el espacio
cociente HK(I) := HKI)/W(I) donde W(I) es el subespacio de HHK (I) para el cual la seminorma de Alexiewicz se
desvanece, obtenemos un espacio vectorial normado el cual no es de Banach, ver [10, 79], por lo que su completacion
es denotada mediante HK ).

I llerc = SUP{ tle.d] C 1}- (2.6)

Observacion 2. Si f = 0 en I salvo un conjunto de medida cero, entonces

ff(x) dx =0.
I

Esto se sigue del Teorema 3.5 en [40]. Ademads, la vnica funcion constante integrable en [—co, 0] es la funcion
constante cero.

Observacion 3. En el espacio HK(I), existe una norma equivalente a la de Alexiewicz dada por

f ) f(s)ds } . 2.7)

1AWk < 1Ak < 21 f g

1Al = Sup{
xel

De hecho, se satisface que

para cada f € HK(I).

Observacion 4. En [62] se probo que el espacio
Be = {F :R—> R: FescontinuaenR, lim F(x) =0 y lim F(x) € R}
X——00 X—00

con la norma del supremo es isomorfo a HK (R) y en [79] fue probado que B¢ es isomorfo al espacio de las distribu-
ciones integrables

ﬂcz{fe@':sz’,FeBc}

donde D' denota las funciones lineales continuas (también conocidas como funcionales lineales continuas) en el
espacio de las funciones de prueba D = C(R) y una distribucion f es integrable si'y sélo si es la derivada distribu-
cional de una funcion F en Bg.

La caracterizacién de las funciones Henstock-Kurzweil integrables en R esta dada por el siguiente resultado que
puede ser consultado en [7, Teorema 16.7].

Teorema 2.23. (Teorema de Hake sobre [—c0, x)). Sea f: [—c0, 0] — R. Entonces son equivalentes:
1) f e HK[—o0, 0] con integral A € R.

2) f € HK]la, b] para todo intervalo compacto [a,b] CR y

b
al_i}lp(»f h(x)dx = A.

b—+o0

3) Para cualquier c € R, la funcion f es elemento de HK[—o0,c] y de HK[c, ], y

fc h(x)dx+fooh(x)dx:A.

Cabe mencionar que se tienen versiones andlogas al Teorema de Hake para intervalos del tipo [a, b], [a, ] y
[_OO’ b ] .
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Como consecuencia del Teorema de Hake, se tienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1.

1) Sea f,(x) := x", para cada x € (0,11 y f,(0) := 0. Si r + 1 > 0, entonces la funcion F : [0,1] — R dada por

r+1

X
F(x) =
) r+1

es una c-primitiva de f con conjunto excepcional {0} 6 0. Por lo tanto, f, € HK[0, 1] con

1 r+1
X
x'dx =
0 r+1

1

para cada r > —1.

2) Sea c € (0,1), entonces la funcion x — X! definida en |[c, 1] tiene como primitiva a la funcion x — log(x), en

[c, 1]. Con lo cual,
1
1
f = dx = log(x)
¢ X

para cada c € (0, 1). Sin embargo, dado que

1

= —log(c)

c

Iim log(c) = —oo,
c—0* g( )

concluimos por el Teorema de Hake que la funcion x — x™' no pertenece a HK[0, 1].
3) Sear > 1, entonces la funcion x — x" en (0, 1) satisface que x" < x y en consecuencia,

1 1

x xr

en (0, 1). Por lo tanto, x — x~" no pertenece a HK[0, 1] con r > 1.

Ejemplo 2.2.2. La funcién f(x) = x~ ' sen(x), con x # 0y f(0) :

f sen(x) dx =
oo X

Los detalles de esta importante integral puede consultarse en [3, 7, 29, 35], mientras que la grdfica de f se muestra
en la figura 2.4.

1 pertenece al espacio HK(R). De hecho,

[
s

Por otro parte, en relacion directa con la Definicién 4 tenemos el siguiente concepto.

Definicion 11. Sea f : R — R. Decimos que f es de variacion acotada sobre R, si existe el limite

Var(f,R) := al_i)l}loo Var(f, [a, b)).

b—+c0

Ademads, denotamos por BV(R) el espacio vectorial de las funciones de variacion acotada sobre R, el cual es dotado
con la norma

v := Var(f,R) + f(0).
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;\\Jo/\\s/ . \7/\»&/’7 :
0.2

sen(x)

s
X

Figura 2.4: f(x) := parax # 0y f(0) := 1.

Uno de los resultados mas importantes acerca de la integral de Henstock-Kurzweil es el Teorema del Multiplicador
que es simil del método de integracion por partes.

Teorema 2.24. (Teorema del Multiplicador). Si f € HK[a,b] y ¢ € BV([a, b)), entonces el producto fo € HK[a, b]

y se satisface que
b b
f J()e(x)dx = F(b)p(b) - f F(x) dle(x0)],

donde

X b
Fo= [ fwdr v [ el
Donde la segunda integral es en el sentido de Riemann-Stieltjes.

Los detalles del Teorema del Multiplicador pueden consultarse en [17], [77, Lema 24] o bien en [7, Teorema
10.12] y la definicion de la integral de Riemann-Stieltjes puede ser revisada en [7, Apéndice H].

Observacion 5. Como consecuencia del Teorema del Multiplicador, el espacio dual de HK(R) se identifica con el
espacio BV(R), este hecho puede consultarse en [41, Capitulo 6] y en [42].

Otro método para demostrar que el producto de funciones es Henstock-Kurzweil integrable en [a, oo] es el dado
por J. Chartier [7, Teorema 16.10].

Teorema 2.25. (Prueba de Chartier-Dirichlet). Sean f, ¢ : [a, ] — R tales que:

1) f € HK[a,c] para cada c > a.
2) F(x):= f f(s)ds, es acotada en [a, o).
a

3) ¢ es una funcion mondtona en [a, o).
4) p(x) = 0, cuando x — oo.

Entonces el producto fo € HK[a, ].
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Demostracion. Primero observemos que f¢ pertenece al espacio HK|a, c] para cada ¢ € R con ¢ > a en virtud del
Teorema del Multiplicador 2.24.

Luego, por ser F' una funcién acotada en [a, o), existe M > 0 tal que |F(x)| < M, para cada x > a y dado que la
funcién ¢ se desvanece en oo, para cada € > 0, arbitrario, existe K > 0 tal que

€
< —
(0l < 7

sia <K <x.

En consecuencia., si g, p € R satisfacen que K < p < g, entonces por [7, Teorema 12.5], existe § € [p, ¢] tal que

q g q
f FOe) dx = o(p) f Fdx +¢() fE £ dx
P )4
= p(PIFE) - F(0)] + ¢@[F(q) - FEI.

Con lo cual, ¢ > p > K implica

q € €
dx| < —2M+ —2M =¢.
f; f@ex)dx < 1 €
Dado que € > 0, se sigue del criterio de Cauchy que la funcién producto fyo € HK|a, oo]. O

Ejemplo 2.2.3. Se sigue del Teorema 2.25 al considerar las funciones

1

f(x):=sen(x) y @(x):= Tog@)’

> sen(x)
fz log(x) .

La grdfica de f(x)p(x) se muestra en la figura 2.5.

para x > 2, la convergencia de la integral:

1.0

sen(x
,para x > 2.

()
log(x) B

Figura 2.5: x
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Otros criterios para determinar la convergencia de integrales del producto de funciones en I = [a, o] son:
Teorema 2.26. (Prueba de Abel). Sean f, ¢ : I — R tales que
1) fe HK().
2) ¢ es acotada y mondtona en I.
Entonces el producto fo € HK(I).
Teorema 2.27. (Prueba de Du Bois-Reymond). Sean f,¢ : I — R tales que

1) f € HKla,c), para toda c > a.
2) F(x):= fxf(s) ds, es acotada en 1.
a
3) o es diferenciable en 1.
4) ¢',1¢’| € HK(D).
5) )}i_)rgo F(x)p(x) e R.
Entonces el producto fo € HK(I).

Observacion 6. El Teorema fundamental II* 2.10 sigue siendo valido en intervalos de la forma I = [a, ). Por lo
que si f € HK(I), entonces cualquier integral indefinida F de f es continua en I y por lo tanto es acotada en I.

Ejemplo 2.2.4. Se sigue tanto de la prueba de Abel como de la prueba de Du Bois-Reymond al considerar

f(x) :=sen (xz) y  @(x) =

’

x+1

para cada x > 0, la existencia de la integral

sen dx.
vfo 1+x (x ) *
Sin embargo, no se puede aplicar el criterio de Chartier-Dirichlet ya que
Iim ¢(x) =1 # 0.
X—00

La grdfica de f(x)(x) se encuentra en la figura 2.6.

Ejemplo 2.2.5. Ninguno de los criterios anteriores permite probar la convergencia de la integral:

f cos(x) .
0 X

es no acotada en x = 0. De hecho se sabe que tal integral es divergente, esto puede ser

Dado que la funcion x — x~!

consultado en [35], mientras que la grdfica se encuentra en la figura 2.7.
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1.0

VU

1.0

Figura 2.6: x — * sen (xz), para x > 0.
X

0.4

0.2;

V v ° W 12 14
~02|

cos(x)
X

Figura2.7: x — , para x > 0.

Por dltimo, con la siguiente definicion, extendemos el concepto de integracion a funciones complejo valuadas,
esto con el fin de estudiar la Transformada de Fourier con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil. Ver [5].

Definicion 12. Sea f : R — C una funcion con fi := Re(f) y fo := Im(f), entonces definimos la integral de

Henstock-Kurzweil de f mediante
ff(x) dx = ffl(x) dx + iffz(x) dx.
R R R

HK®.0)= {f = fi +if| . > € HK®))

y establecemos la norma en este espacio por

Ademds, definimos el espacio

Ifllak®.c) = lfillak®) + 1 2llHE®R)- (2.8)

Mas aiin, la completacion de HK(R, C) es denotada por HK R,0C).
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Es inmediato de la Definicién 12 el siguiente resultado, el cual serd utilizado en capitulos posteriores.
Proposicion 2.6.

1) Si f € HK(R), entonces f+i0 € HK(R,C) con
lf +i0lzxer.c) = Iflak®)-

2) Si f € HK(R,C), entonces
Ifi +ifollakwrc) = lfi — ifallakrc)-

31






Capitulo 3

Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una funcién f: R — R se define para s € R mediante

F(f)(s) = fR e f(x) dx (3.1)

cuando la integral sea convergente. Asi el primer tema a discutir es la existencia de la transformada para ciertos espa-
cios de funciones.

Los espacios de funciones real medibles en el sentido de Lebesgue tales que

f [f(0IP dx < oo, 1<p<oo,

[

los denotamos por £7(R), y en los cuales se tiene una seminorma dada por

00 1/p
1l = 1A, = ( f e dx) |

Denotamos el espacio cociente LP(R) := LP(R)/'W),, donde ‘W, es el subespacio de funciones para los cuales || - ||,
se desvanece. Para p = 1, se sigue que la transformada de Fourier dada por

FAF)s) = fR ¢ F(x) dx

:fcos(sx)f(x)dx—ifsen(sx)f(x)dx 3.2)
R R
= FL(NH(s) = i F(N)(s),

existe para toda s € R, donde la integral es en el sentido de Lebesgue. Ademds, ;" y ¥, son llamados transformada
coseno y seno de Fourier respectivamente.

Mientras que para funciones f € L*(R), la transformada de Fourier puede definirse mediante
T = i [ (33)
n—oo R

donde el limite es tomado en la topologia de la norma del subespacio Ll(R) al Lz(R) y (fns1 C LI(R) N LZ(R) es una
sucesion tal que ||f;, — fllo — 0, cuando n — oo, véase [28, 69].

33
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De manera similar, consideramos los espacios L”(R,C) y LP(R, C) que constan de funciones complejo valuadas
en vez de real valuadas. En lo siguiente, también se considerara el espacio L7(R) que consta de todas las funciones
real medibles f para las cuales su supremos esencial, || f|, €s finito. Ademds, se tiene el espacio L*(R) := L*(R)/ ~,
donde f ~ g siy sélo si f = g salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero.

Las propiedades bésicas de la transformada de Fourier pueden consultarse en [75, 70, 68, 67, 28]. Algunas de
ellas estan dadas a continuacion.

Teorema 3.1. Sean f,g € L'(R). Entonces

1) F1(f) € L™(R) con
IF1(Plleo < 1Sl

2) F1()(s) = 0, cuando |s| — oo. (Lema de Riemann-Lebesgue).
3) F1(f) = 0 implica f = 0 salvo un conjunto de medida cero.
4)

f £ Fi(g)(s)ds = f FL(F)(5) g(s) ds.

Definicion 13. Sea f : R — R. Definimos la transformada inversa de Fourier de f en s € R mediante

(0o

1 .
FLf)(s) = > f ¢ f(x) dx, (3.4)

—00

cuando la integral sea convergente.

Teorema 3.2. Sea f € Ll(R) tal que F1(f) € L (R). Entonces

1 <
fx) = 2_f e F1(f)(s)ds,
T J-

o0

salvo un conjunto de medida cero.

Teorema 3.3. (Teorema de Plancherel). Sea f € L*(R). Entonces F»(f) € L*(R) y

IF2(HI3 = 27 II£113. (3.5)

La demostracion del Teorema 3.3 puede ser consultada en [75, Teorema 0.1.11].
Observacion 7. La expresion (3.5) también se conoce como Formula o Identidad de Parseval. Véase [9, Capitulo 1].

Ejemplo 3.0.1. Sea h : R — R dada por

"o ::{ log(lf) site[-1,11yr#0,

0 cualquier otro caso.

Entonces h € Lz(R), ver figura 3.1. Con lo cual, f(x) := F>(h)(x) también pertenece a LZ(R) y satisface que

1
f(x)=2 f cos(xt) log(?) dt,
0

por ser h par. Ademads,
liné Fa(f)(s) = HH(I) 21h(s) = —oo.
S— S

La grdfica de f puede verse en la figura 3.2.
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Figura 3.1: h(?) := log(|t]), si t € [-1, 1]\{0} y A(¢) := 0 en cualquier otro caso.

Figura 3.2: f(x) := F2(h)(x).

Ahora bien, consideramos el espacio de Schwartz, S (R"), que consta de funciones f: R" — C que son infinita-
mente diferenciables con

1 lkm == sup (1 + |x* D f(x)] < oo,

xeR?
donde
a=(ay,...,ay)

es un multi-indice,
DY = (0/0x1)™ - -+ (0] 0x,)"™,

m=lol =a;+-+a,
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Espacio en el cual se satisface el siguiente resultado.

Teorema 3.4. La transformada de Fourier ¥ : S(R) — S (R) es un isomorfismo y tiene una representacion integral

dada por (3.1) y la inversa esta dada por la expresion en (3.4).
Este hecho puede consultarse en [75, Teorema 0.1.5], [67, Proposicion 2.2.10] y [28, Proposicion 2. 2.11].
Teorema 3.5. Sea f € S(R). Entonces

1) F(f) e S(R) con
1 .
Sx) = z—f e F(f)(s)ds.
T J-c0

2)
2 f FCOP dx = f FS)P ds.

o0 (o)

Los detalles del Teorema 3.5 también pueden ser consultados en [75, Teorema 0.1.8]

3.1. HK transformada de Fourier

Con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil, definimos la HK transformada de Fourier mediante

00

Frux(f)(s) := f e f(x)dx,  (s€R) (3.6)

—00

cuando la integral sea convergente. Decimos “HK transformada de Fourier” para enfatizar que la integral es en el
sentido de Henstock-Kurzweil. Véase [77, 54, 61, 71, 56].

En particular, consideraremos el subespacio de BV(R) definido mediante

BVo(R) := { fe BV(R)‘ lim fx) = 0}.

Teorema 3.6. Para cada f € BVy(R), la HK transformada de Fourier, Tk (f), existe para cada s # 0 y satisface las
siguientes propiedades:

1) Fuk : R\{0} — C es continuo.
2) Fux(f)(s) = 0, cuando |s| — oo. (Lema de Riemann-Lebesgue).

La demostracion del Teorema 3.6 se sigue del Lema 3.1 y de Lema 3.2 en [54] y es bdsicamente consecuencia
de la Prueba de Chartier-Dirichlet junto con el Teorema de Hake. Es importante notar que la transformada 77 esta
bien definida como una integral de Henstock-Kuzweil ya que LI(R) N BVy(R) es denso en LI(R) por que contiene
a las funciones de paso finito, ver [80]. Por lo que la expresion (3.2) puede ser vista como una extension de la HK
transformada de Fourier, es decir,

F1()(s) = Fur(f)(s) (3.7
para todada f € L' (R) N BVy(R) yseR

En el caso de que f € L*(R) N BV, (R), se cumple que

F2(N)(8) = Frr()(s) (3.8)

salvo un conjunto de medida cero.
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Para verificar (3.8), definimos para cadan > 1,

S(x)  silxl <n,
0 silx|>n.

Jn(x) ::X[—n,n](x)f(x) = {
De esta manera, obtenemos una sucesion (f;;),>1 C Ll(R) ) LZ(R) tal que ||f, — fllo = 0, cuando n — co. Ademds,

Var(f, [-n,n]) < Var(f,R) < oo,

para cada n > 1. Es decir, f,, € BVy(R).
De aqui que, para cadan > 1,

F1f)(8) = Fux(f)(s) y  F1(fa)(s) = F2(fu)(s).

Luego, por el Teorema de Plancherel 3.3, deducimos que
1im [Fax(f) = F2(Hlle = lim [F2(f) = Fa(Pll2 = lim V27 lIf, = fll2 = 0.

Por lo tanto, en virtud del Teorema A .4, existe una sunsucesion de (Fzx(f,)),>; que converge puntualmente salvo un
conjunto de medida cero a F>(f).
Mis aun, por el Teorema de Hake 2.23, se sigue que para cada s # 0,

1

lim Frux(f)(s) = lim | e ™ f(x)dx
= f B e f(x) dx
= Fux(f)(s).

En conclusién,

F2()(s) = Frx(f)(s)

salvo un conjunto de medida cero, para toda f € LZ(R) N BVy(R).

Observacion 8. Para f € BVy(R) y s = 0, no necesariamente se tiene la existencia de ¥ (f)(0) ya que la integral
F()O0) = f S(x)dx

no tiene por que ser convergente. Por ejemplo, f(x) := 1, para |x| < 1y f(x) := 1/ +/I|x|, para |x| = 1, ver figura 3.3.
Esto puede evitarse al considerar el subespacio HK(R) N BVy(R).

Mientras que en [77, Proposicién 2], se da el siguiente enunciado que establece condiciones para la existencia de
la transformada de Fourier para una funcién en HK(R).

Proposicion 3.1. Sea f : R — R, entonces para que Fri(f) exista en s € R es necesario que f € HK|a,b] para
cada intervalo compacto [a, b] de R.

Proposicion 3.2. Sea f € HK(R) y consideremos

F1(X)I=f f@dr 'y Fz(X)i=f f@dt.

Entonces Fug(f) existe en s € R si y solo si ambas integrales

00 0
f e F () dx y f e Y Fy(x) dx,
0 —

(59

son convergentes.
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-6 -4 -2 f 2 4 6

Figura 3.3: f(x) := 1, para |x] < 1y f(x) := 1/ +/|x], para |x| > 1.

Ademéds, el tema de la continuidad de la HK transformada de Fourier es equivalente al concepto de continuidad
quasi-uniformemente.

Definicién 14. Sea f: R> - R. Si
Fo = [ fedy

existe en una vecindad de xy € R, entonces F es continua quasi-uniformemente en xq si para todo e > 0y M > 0
existem > My 6 > 0 tales que

x—xgl <6 = ff(x,y)dy <e.
yi>m

Teorema 3.7. Sea f: R — R. Entonces, Tk (f) es continua en so € R si y solo si es continua quasi-uniformemente
en s.

La demostracién del Teorema 3.7 pueden consultarse en [77, Teorema 5]. Mds atin, E. Talvila prueba que aunque
Fuk(f) no necesita ser continuo, cuando la transformada existe en los puntos finales de un intervalo compacto implica
Fuk(f) es integrable sobre el intervalo.

Proposicion 3.3. Sea [a, b] un intervalo compacto. Si Fyg(f) existe en a y en b, entonces Fyg(f) existe en (a,b)
salvo un conjunto de medida cero y es integrable en (a, b) con

b 00 i ) d
f Fuxf(s)ds =i f e — 7] f(x);x.

Ademas, se cuenta con un teorema de inversion, [77, Teorema 18], al considerar

1 Rl
Fik(F)(s) 1= — f 5 F(x) di.

27 J_ oo
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Teorema 3.8. Sea f: R — R tal que Fx(f) existe salvo un conjunto de medida cero y consideremos

ro = [roa
para xo € R.
1) F'(xo) = f(x0) y T,}Il((?HK(f)) existe en xy, implica

F(x0) = Frr(Fur(H))(xo).
2) ?};}((THK( f)) existe salvo un conjunto de medida cero, implica

= Fik(Fux(h)
salvo un conjunto de medida cero.

La demostracion del Teorema 3.8 puede consultarse en [77, Teorema 18]. Ademds, en [77, Corolario 21] se tiene
el siguiente resultado.

Corolario 3.1. Sea f : R — R. Entonces f = 0 salvo un conjunto de medida cero si 'y sélo si Fux(f) = 0 salvo un
conjunto de medida cero.

Ahora bien, a partir de los espacios de funciones £7(R) y BVy(R), definimos la suma de estos espacios.

Definicion 15. Sean p,q > 1, definimos el espacio LP(R) + LL(R) como el espacio vectorial de todas las funciones
de la forma f = f, + fg, con f, € LE(R) y f; € LI(R). De manera inductiva, definimos la suma finita

Zn: _EP,' (R)
i=1

Andlogamente, definimos el espacio de funciones LI(R) + BVy(R).

Observacion 9. Los espacios de tipo “suma” dados en la Definicion 15 no son suma directa ya que no se cumple la
condicion de que en la interseccion de los conjuntos solo se tenga la funcion constante cero.

Observacion 10. Se sigue del hecho de que L' (R) no esta contenido en L™ (R) que
HKR) € LZ(R).

Ademds, se tiene que HK(R) ¢ L'R) + L2(R) ypara p > 0con p # 1, se sabe que LP(R) ¢ HK(R). En
consecuencia,

LPR) + LZ(R) € HK(R).
De hecho, en [61] se demuestra el siguiente resultado.
Teorema 3.9.
1) HKR) ¢ LP(R) + LY(R) donde 0 < p,q < 0.

2) HKR) & LP(R) + LP(R) donde 0 < p < 1.

n
3) HKR) ¢ ) LP(R)donde 0 < pi<oo,i=1,...,nyneN,
i=1
Con los espacios dados en la Definicion 15, podemos extender la HK transformada de Fourier al considerar el

espacio C«(X) de las funciones continuas y complejo valuadas en X C R, que se desvanecen en infinito. Ver [61,
Definicién 2.10]
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Definicion 16. La HK transformada de Fourier existe para cada s # 0

Fuk - L'(R) + BVp(R) = Coo(R\{0))

00

Frr(f)(s) = f I F() dx,

—00

En lo siguiente, discutimos la continuidad en norma del operador HK transformada de Fourier.

Se desprende del Teorema 3.6 y de la Definicién 16 que Fux(f)(s) es una funcién continua para toda s # 0. Sin
embargo, para s = 0, la propiedad de la continuidad sigue siendo un problema abierto.

Ademas, en el espacio
B := HKR) N BV(R) = HK(R) N BVy(R) (3.9)

consideramos la norma dada por

I1flls == Ifllzk + 11 fllsv-

El espacio B es de gran interés y no tiene relacién con L!(R), es decir,
BegL®) y LRLS

Esto puede consultarse en [55, 71].

Ejemplo 3.1.1. Sea f : [0, ] — R dada por

Vx sen(1/x) sixe(0,1],
fx) = )
0 six=0yxe(l,c0].

Entonces f € Ll[O, oo |\BV|0, o). Ver figura 3.4

0.8
0.6/
0.4

0.2

, 0.2 04 0.6 0.8 1.0
0.2

~0.4!
Figura 3.4: f(x) := vx sen(1/x), para x € (0,1]y f(x) := 0, parax =0y x € (1, 0].

Ejemplo 3.1.2. Sea a € (0, 1) y consideremos una funcion h € BV [—nl/a,ﬂl/a]. Entonces al definir f : R - R

mediante
h(x) sixe (—ﬂl/“,ﬂl/o‘) ,

(x) 1= “
f sen (|x[*) sixg (_ﬂl/a’ﬂl/Ot)’
|x]

obtenemos que f € B\LI(R).
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Los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2 pueden ser consultados en [55]. De hecho se tiene que 8 ¢ £2(R) N BVy(R), por lo
que la existencia de la transformadansformada de Fourier esta garantizada. Mds atin, el espacio 8B es denso en L*(R)

y en HK(R), esto puede consultarse en [60].

Proposicion 3.4. (Arredondo-Mendoza-Reyes). El operador HK transformada de Fourier con dominio By codomi-

mio LZ(R, C) es un operador acotado.

Demostracion. Se sigue del Teorema de Plancherel 3.3 que para f € 8,

IFax (O3 = 271 £13.

Por otro lado, como consecuencia del Teorema del Multiplicador 2.24, [77, Lema 24], y de [60, Teorema 1] podemos

concluir que

A3 < 1Ak Ifllsy
L (171 + 1A12)
(Al + 1 fllav)?

IA

IA
N =N =N

2
I1f1l5-

Por lo tanto,
2 2
2nlf1l; < 7 I fllg-

Consecuentemente,

[Fax (N2 < Vrliflis
paratoda f € 8.

Ejemplo 3.1.3. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Consideremos la funcion dada por

-1 sixe[-1,0),
flx) = 1 sixel0,1],

0 cualquier otro caso.

Entonces, f € By para cada s > 0, se sigue que

Fur(f)(s) = fo 2 sen(sx) f(x) dx

1
= f 2 sen(sx) dx
0
_ 21 - cos(s)'
s

Es importante notar que esta funcion no es un elemento de HK(R), ver figuras 3.5 y 3.6.
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1.0:
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Figura 3.5: f € HK[R) N BVy(R) con Frx(f) ¢ HK(R).

1.5}
1.0}

0.5

5 10 15 20 25 30

1-
Figura 3.6: s — Zﬂ, para s > 0.
s

Ahora bien, si consideramos la HK transformada seno de Fourier definida mediante
(o)

Fax()(s) ::f sen(sx)f(x)dx. (s €R)

—00

cuando la integral sea convergente.

(3.10)

Proposicion 3.5. (Arredondo-Mendoza-Reyes). La imagen del espacio BVy(R) bajo la accion del operador F; no

esta contenida en HK(R), es decir,

Frk(BVoR)) ¢ HK(R).

(3.11)

Demostracion. Se sigue del ejemplo 3.1.3 se sigue que la imagen del espacio 8 bajo la accién del operador 7}, no

esta contenida en HK(R), con lo cual se sigue (3.11).

O
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3.2. HK transformada coseno de Fourier

El ejemplo 3.1.3 muestra que la HK transformada seno de Fourier no puede ser definida como un operador acotado
de BVp(R) en HK(R). Sin embargo, para la HK transformada coseno de Fourier dada por

ar()s) ::f cos(sx)f(x)dx (s #0). (3.12)

o0

se demostrard en el Teorema 3.12 que determina un operador continuo.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la funcion f(x) = x[—r(x), es decir la funcion caracteristica del intervalo [-n,n] .
Entonces f es una funcion par que pertenece al espacio B, consecuentemente

ax(H)s) = fo 2 cos(sx)x(0,q(x) dx

:f 2 cos(sx) dx
0

sen(7s)

s
Donde el mapeo s — 257! sen(rmrs) es un elemento del espacio HK(R). Mds atin,

sen(ms) )
=2nm.

(DO =27y lim2==

La integrabilidad de las transformadas coseno y seno de Fourier de funciones en BVy(R) es un problema que ha
sido analizado por Elijah Liflyand en diversos articulos [47, 48, 44, 45] en los cuales estudia la integrabilidad de estas
transformadas en el sentido de Lebesgue en subespacios especificos de BVy(R).

Por ejemplo, en [45, Capitulo 2] y en [36] se considera la transformada de Hilbert de una funcion g € L'(R) dada

1 00
H(g)(s) := - f 8) dx,

o S—X

por

donde la integral se entiende en el sentido impropio (valor principal).

Se sabe que no necesariamente 7(g) es Lebesgue integrable, sin embargo, cuando H(g) € L' (R), decimos que g
pertenece al espacio real de Hardy denotado por H'(R).

En particular, cuando la funcion g es impar se tiene que H(g)(s) es igual a

2 (o)
Hio) = = [ 555 dx

s2—-x2

Asi, en el caso de que H,(g) sea Lebesgue integrable, escribimos que g € H; (Ry).

De manera similar, si g es una funcion par, entonces H(g)(s) es igual a

2 (0o
Hixo == [ 3% ax

)
y si H,.(g) es Lebesgue integrable, entonces escribimos que g € H el Ry).
Bajo estas condiciones junto con la hipétesis de tener una funcién localmente absolutamente continua en (0, o0),

es decir, una funcién absolutamente continua en cada intervalo compacto de (0, o), ver [7, Teorema 14.7], obtenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 3.10. Sea f : [0,00) — C localmente absolutamente continua en (0, 00), de vairiacion acotada tal que
f(x) = 0, cuando x — oo.

1) Si f' € H\(R,), entonces
f f(x)cos(sx) dx (s>0)
0
es Lebesgue integrable en [0, o).

2) Para cada s > 0, se satisface que

T

0 1
jo‘ f(x)sen(sx)dx = ;f(Zs

) + F(s),
donde F € LI[O, 00).

La demostracién del Teorema 3.10 puede consultarse en [45, Teorema 1] y en [44, Teorema 1]. La idea principal
de la prueba se sigue de la férmula de integracién por partes:

f " ) cos(sxydx = LSEDE 1 f " () sen(sx) dx
0 S o SJo
= —lf f'(x) sen(sx) dx
s Jo
= HIYI(S)’

donde |6;| < C, para alguna constante C no negativa y

[ s <17y, <o
0

Los detalles pueden consultarse en [46, Teorema 2]. Como consecuencia del Teorema 3.10 se tiene que hay un com-
portamiento distinto entre las transformadas coseno y seno de Fourier ya que para esta tltima sélo se asegura una
férmula para su comportamiento asintético. De hecho, si f es una funcién monétona en [0, o), entonces su trans-
formada seno de Fourier preserva el signo mientras que su transformada coseno de Fourier no puede ser Lebesgue
integrable en R, esto puede consultarse en [50, 49].

En particular, en [44] se considera el espacio

F1(8)(s)
N

W = {g eL'(R): el (R)}

con norma

gl := llglh + w

1

obtenemos la siguiente afirmacion.

Teorema 3.11. Sea f : [0, 00) — C localmente absolutamente continua en (0, o), de variacion acotada con f(x) — 0,
cuando x — oo. Entonces

1) f f(x)cos(sx) dx es Lebesgue integrable en [0, 00), si y sélo si ' € W.
0

2) f f(x)sen(sx) dx es Lebesgue integrable en [0, c0), si 'y sélo si f' € W.
0
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Demostracion. Se sigue del método de integracién por partes que

foo f(x)cos(sx)dx = ! foo f'(x)sen(sx)dx.
0 s Jo

foo‘fmf(x)cos(sx)dx ds = foo
0 0 0

foo f(x)cos(sx)dx
0

es Lebesgue integrable en [0, ), si y s6lo si [ € W.

Por lo tanto,

—lfoo f'(x)sen(sx)dx| ds.
S Jo

En consecuencia,

Andlogamente, al integrar por partes, obtenemos
f f(x)sen(sx)dx = fO + — f f'(x) cos(sx)dx.
0 s s Jo
Ademéds, se tiene que f(0) = 0 en virtud de [48, Teorema 6]. Con lo cual,
f f(x)sen(sx)dx
0

es Lebesgue integrable en [0, o), siy s6lo si f* € W. O

Observacion 11. Se sigue de [25, Capitulo IlI, Corolario 7.23], la extension de la desigualdad de Hardy que esta-

blece:
f F1(H(s) ‘
R S

para alguna constante C > 0. En consecuencia, H'(R) ¢ ‘W.

ds < Cllfllgw)

En el caso de la integral de Henstock-Kurzweil, en [5] definimos

A= {g cB- Fur(g)(s)
s

€ HK (R)} ,

el cual es no vacio ya que el espacio de Schwartz S (R) C A. Més atin, denotando por ACy,. el espacio de las funciones
localmente absolutamente continuas en R (es decir, f en AC[a, b] para cada intervalo compacto [a, b] C R) obtenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 3.6. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si g € BN AC),. es tal que g € A, entonces Fyi(g) € HK(R).

Demostracion. Primero para la HK transformada seno de Fourier observamos que por el Teorema del Multiplicador
sabemos

00 00

Frx(©)(s) = f sin(sx)g(x)dx = %f cos(sx) dg(x).

—00 —00

Ahora bien, por ser g elemento de AC,., obtenemos

éfoo cos(sx)dg(x) = %foo cos(sx)g’(x) dx.

(o) —00

Con lo cual, i
1 0 c ( l)( )
Trx(8)s) = < f cos(sx)g'(x) dx = #

Andlogamente, para la HK transformada coseno de Fourier tenemos
(7 insoe ~Fhix()(s)
Frx(8)(s) = ry f sin(sx)g’(x)dx = —HK2 "2

0 N



46 CAPITULO 3. TRANSFORMADA DE FOURIER

Por otra parte, a pesar de que para funciones f € BVy(R) no necesariamente esta definido 7, (f)(0), se tiene
cierta regularidad. Luego, se puede extender el operador HK transformada coseno de Fourier como una transforma-
cion lineal y continua de BVy(R) a HK(R) para lo cual requerimos de algunos resultados auxiliares y que a diferencia
del Teorema 3.11 no se requieren de hipétesis adicionales para f”.

Primero en R* = [0, o) definimos
. (3.13)

b
f f(x)dx
0

Lema 3.1. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si f € HK(R) es una funcion par, entonces

’ .
||f||HK(R+) = su
0<b<oo

1 k@) = 21y g )-

La demostracién del Lema 3.1 se sigue de las propiedades de la integral HK y de considerar los casos en que
a-b>0ya-b<0.

En relacién con el ejemplo 2.2.2, consideramos la funcién seno integral, figura 3.7, dada por

Si(v) := %fo %(y)dy. (3.14)

La funcidn seno integral satisface las siguientes propiedades:

1) Si(0) =0,

2) v11_>n010 Si(v) =1,

3) Si(v) < Si(n), paratoda v € [0, co].
1.2
10
0.8
0.6
0.4

0.2

5 10 15 20 25 30

Figura 3.7: Si(v).

Ademads, consideramos la familia de funciones Q := {ht :R—>R | te R} tales que

-1 .
x "sen(tx) six#0,

hi(x) := { (#x) .
t six=0.
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De esta manera, se cumple que A_,(x) = —h,(x) para cada x € R ya que A, es una funcién par. También, para cada
v>u >0yt >0, al hacer el cambio de variable y = tx, se sigue que

v tv
t
f sen(tx) dal = f sen(y) .
X y
u tu
Finalmente, el conjunto Q es acotado en HK(R) y
7 Si(r) = sup{ lelluce) = e € Q). (3.15)

Lema 3.2. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si0 < a < by f € BV(R), entonces

r

para cada intervalo compacto [u,v] C R.

S dx | < 4r Si(o)|| fllsvw)

sin(bx) — sin(ax)]

Demostracion. Como consecuencia del Teorema del Multiplicador sabemos que

f v [sen(bx) - sen(ax)] F)dx
" x

y aplicando la desigualdad del tridngulo junto con (3.15) concluimos la demostracién. O

<2 ||x_1 [sen(bx) — sen(ax)]”HK(R) 1f1lBvR)

Lema 3.3. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Si f : [0,R] — R es continua y no creciente con f(R) > 0. Entonces las

integrales

bR
1) f SN0 £y /) dy,
bo

y

b'R
2) f Se‘;(y)fcv/bvdy,
b

b's
3 [0~ s8] as
0

tienden a cero para b > b’ > 1 suficientemente grandes.

Demostracion. Para cualquier y > 0, se tiene para j := y + 7 que y < ¥. Asi por la hipdtesis de que f es no creciente,
concluimos que

f/b) < f(y/b).
En consecuencia, ~ . -
Vo1 00 IsenOl ) 1500 sy
y fO/b) y y
Por lo que las integrales
bR b'R
f S“;@) FoIbdy y f Se‘;(y o1’y dy
s b'é

tienden a cero para b > b’ > 1 suficientemente grandes.
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Ademas,
) )

[ = 0= som]as = [ 01) - 0] dy
0 0

b'o

f 00N 311 - £0)] d.
0

Aqui, hacemos notar que tanto |f(y/b) — f(0)| como |f(y/b") — f(0)| son arbitrariamente pequefios cuando [y| < b’S
y 0 > 0 es suficientemente pequefia bajo la hipétesis de que f es continua. Debido a que f es no creciente, estas dos
integrales definen series alternantes con sus respectivos términos iniciales

sen(y) ™ sen(y) .
j; [f(y/b) f(O)]dy y fo 5 [f(y/b) f(O)]dy

Esto demuestra que para f no creciente y continua la integral

b's
[ =2 01 - 1] ay

0

es arbitrariamente pequefia para b > b’ suficientemente grandes. O

Lema 3.4. (Arredondo-Mendoza-Reyes). Sea f € BV[—R, R] y consideremos € > 0. Entonces

f sen(bx) — sen(b’x) Fydx | < €
X 2’
|x|<R
si b, b’ > 1, son suficientemente grandes.
Demostracion. Primero notemos que
r b b r b r b’
fsen( x);sen( x)f(x)dx _ fsen( x)f( ) dx _fseni x)dx
0 0 0
bR bR
- [ = romay- [ o
0 0
bR
= f SN0ty /6) dy f SN0 iy /) dy (3.16)
2
b's
[ =52 01~ 1) o> (3.17)
0

Se sigue del Lema 3.3 que las integrales en (3.16) y (3.17) son pequefias para f no creciente y continua en [0, R].

Por lo que si f es no creciente y continua en [0, R], entonces

R
f sen(bx) ; sen(b’ x) Fx)dx

0

es arbitrariamente pequefia para b > b suficientemente grandes.
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De hecho, esto prueba que para toda f € BV[-R, R] N C[—R, R] se satisface que
f sen(bx) — sen(b’x)
Ixl<R X

f(x)dx| <e/2 parab,b’ > 1 (3.18)

puesto que toda funcién de variacién acotada y continua es la diferencia de dos funciones positivas, no crecientes y
continuas.

Mas atin, la desigualdad (3.18) sigue siendo vdlida para cualquier funcién de variacion acotada en [—R, R], para
probar esto primero suponemos que f es una funcién constante a trozos (picewise constant), luego por la convergencia

de -
f sen(y) .
0 y

Abhora bien, si f es el limite en la norma de BV[—R, R] de una sucesion (f,;),>1 las cuales son constantes a trozos,

se sigue la desigualdad (3.18).

entonces para cada f;, es védlida (3.18) y por la convergencia hacia la funcion limite f, también satisface (3.18).

Por dltimo dada f de variacién acotada en [—R, R], obtenemos por la descomposicion de Jordan, véase [57, 34],
que existen funciones f; y f> tales que:

D f=ha+5,
2) fi € BV[-R,RINC[-R,R]y
3) |lfa — Pullpv =, 0, donde (P;),>1 es una sucesién defunciones constantes a trozos.
En resumen, los argumentos anteriores aplicados tanto a f| como a f> implican (3.18). O

Finalmente, estamos en condiciones de probar que la HK transformada coseno de Fourier de cualquier funcion en
BVy(R) resulta ser Henstock-Kurzweil integrable en R. Véase [5, Teorema 1].

Teorema 3.12. (Arredondo-Mendoza-Reyes). La HK transformada coseno de Fourier se puede extender a un opera-
dor lineal acotado de BVy(R) en HK(R).

Demostracion. Sea f € BVy(R), entonces

00 M
e (Hs) = f cos(sx) f(x)dx = A/llfm f cos(sx) f(x)dx (s #0).
_ —oo J_m

o0

Ademas, para cada s > 0, se tiene que el mapeo x — cos(sx) pertenece a HK[-M, M] para0 < M < oo. Luego, como
consecuencia del Teorema del Multiplicador 2.24,

< 2|l cos(s)laxr-mamnll fllBVi-p,m.-

M
‘ f cos(sx) f(x) dx
-M

Ahora bien, para cada s > 0 fija, se tiene que

1%
Ilcos(sxX)lax[-pma =2 sup f cos(sx)dx

0<usv<M

=2 sup f cosy) dy

O<u<v<M | Jsu s

sen(sv) — sen(su)

=2 sup
0<usvsM s
4
< —.
N
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Por lo que para cada intervalo compacto [a, b] C R\{0}, del Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1, se
sigue que

b b M
f Fax(N(s)ds = f A/llfm f cos(sx)f(x)dxds
a a —oo J_y

b M
= lim ff cos(sx)f(x)dxds.
M—eo Jo J-m

Asi, por el teorema de Fubini, Teoremas A.2 y A.6, obtenemos que

b M M b
lim ff cos(sx)f(x)dxds limf fcos(sx)f(x)dsdx
M- J, J_pm M—eo J_prJa
M

, (3.19)
N i f sen(bx) — sen(ax) F0) dx‘ '
M—o0 M X
Por lo tanto, del Lema 3.2, concluimos que
b
f Frax(N(s)ds| < 2[|x”" [sen(bx) = sen(@0)] gz, 1/ 1lBvee)- (3.20)
a
De hecho, por ser F;,(f) una funcién par, sabemos que
b
I Pllnces = 2509 | [ TG0 (3.21)
0<b |Jo
En consecuencia de (3.20) con a = 0 y de (3.21), deducimos que
WF 5k (Dllax®) < 4sup |hpllaxe)llfllave)
0<b
= 47 Si(m|fllavee) (3.22)

< 00,

Por otra parte, para demostrar que ¥, (f) pertenece al espacio HK[O, 1] basta, por el Teorema de Hake, probar la
existencia del limite:

1
lim f FC (F)(s) ds. (3.23)
b—0* Jp

Para este fin, consideramos € > 0 y elegimos R > 0 suficientemente grande tales que

[0S iy | < S iy < 5 (329

R<|x]|

Esto se sigue del hecho de que f(x) — 0, conforme |x| — co. Ahora bien, para tal R, se tiene que

fdx | < 2|l [sen(bx) = sen(®’ ]| g gy 11 IBVi-r R

|x|<R (3.25)
<Cb+b)

€
SE’

f sen(bx) — sen(b’ x)
X

si b,b’ < ¢, para alguna § > 0. Mientras que C es una constante que solo depende de f y de R. Por lo que de (3.19)
junto con (3.24) y (3.25) concluimos la existencia del limite en (3.23).

Para poder concluir que 75, (f) € HK(R), hay que probar también la convergencia del limite:

b
Jim f FE(f)(s)ds. (3.26)
—00 1
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Primero, observamos que la estimacién dada en (3.24) sigue siendo vélida para cualesquiera b,b” > 0y R > 0
suficientemente grandes. Ahora bien, para probar que la integral en (3.25) también es pequeia, usamos el Lema 3.4.
Asf por el Teorema de Hake concluimos que 7, (f) pertenece a HK(R), para cualquier f € BVy(R). O

El Teorema 3.12 tiene implicaciones con respecto a la teoria de interpolacion para la transformada clésica de
Fourier sobre los espacios LP(R) con 1 < p < 2. De hecho, se sigue de la desigualdad de Hausdorff-Young [68] y de
la desigualdad “sharp” Hausdorff-Young [8, 43, 74] que para toda p € [1,2], la HK transformada coseno de Fourier
es un operador lineal acotado de L”(R) en LY(R) con

1F 5k (Dllg < Vpllfllps (3.27)

donde 1/p+1/g=1y

p-1

1(p=1\» 1
(271)111 (p ) pzlp sil<p<2,
p

p = (3.28)
1 sip=1.

Ahora bien, si consideramos los espacios £”(R) N BVy(R) y LY(R) N HK(R) con normas

IAlzensvy == fllp + A By Y fllanmk == Ifllg + Ifllax

respectivamente, donde el primer espacio consta de funciones mientras que en el segundo los elementos son clases de
equivalencia, obtenemos el siguiente resultado. Véase [5, Corolario 1]

Corolario 3.2. (Arredondo-Mendoza-Reyes). El mapeo T, : LV (R) N BVy(R) — LYR) N HK(R) es continuo para
todapell,2lyl/p+1/g=1.

Demostracion. Se sigue de (3.27) y del Lema 3.2 que
IF ik Dllanmk = 11Fgx(Hllg + 1F (DOl
< Vpllfllp + 47 Sl fllsy
< méx{yp, 47 Si(m)} | fll crosvy
= 4n Si(||fll raBve -

Donde Si(rr) esta dado por (3.14). O

En conclusion, del Ejemplo 3.1.3 y del Teorema 3.12 se sigue que hay un comportamiento diferente entre las
HK transformadas seno y coseno de Fourier. Sin embargo, para la HK transformada de Fourier se tiene la siguiente
propiedad. Véase [5, Proposicion 3]

Proposicion 3.7. (Arredondo-Mendoza-Reyes). El operador F: D(F) — HK(R, C), con dominio
D(F) = { 7 e IAR,C) | Fa(f) € HK(R, C)} c I2(R,C)
definido por
F()(s) == F2(f)(s)

es un operador cerrado densamente definido.

Demostracion. La densidad del conjunto D(F) se sigue del hecho de que el espacio Schwartz S(R) esta conteni-
do en D(F) y es denso en LZ(R, C), ver [69], de hecho, el operador ¥, restringido a S(R) es una biyeccién sobre
S(R) c HK(R, C).

Ahora bien, para demostrar que F es un operador cerrado consideramos una sucesion (f;),>1 en D(F) y f en
L*(R, C) tales que || f, — fll» — 0, conforme n — oo y |IF(f,) = Yllzx — 0, cuando n — oo. Por lo que debemos probar
que f € D(F) junto con F(f) = .
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Para lograr esto, primero notamos que ||[F(f;) — Y|lzx — 0, conforme n — oo implica que Y puede pertenecer al
espacio HK R, C), pues HK(R, C) NO es un espacio de Banach, esto puede consultarse en [78, 79]

Por otra parte, sabemos que > es un operador unitario sobre L*(R, C) y para todo intervalo compacto [s,7] ¢ R
se cumple que
Fa(f) € P([s.1.€) n L' ([s.1.C).  (¥n = D).

En consecuencia, por ser f,, elemento de D(F), se sigue que

f‘r:: nlinc}ofF(fn)=nlin;f?2(fn)=f?'z(f),

para cada intervalo compacto [s, ].

Por dltimo, de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz se infiere que 7>(f) = T con 7,(f) elemento de
HK(R,C) y esto implica que f € D(F), es decir, el operador F es cerrado. O

Por otra parte, consideramos el espacio de Banach C!(R) de todas las funciones f : R — R con derivada continua
tales que || flleo + |1 lo < 0,y B" = 8N C'(R) donde la norma esta dada por ||fl|z := ||Ifllz + |lf’lls con B definido
en (3.9).

Ademds, definimos B := ACj,. N B, donde AC,. indica el conjunto de funciones absolutamente continuas en
cada intervalo compacto de R. En consecuencia de [60] sabemos que B; es una subalgebra cerrada de B'y

—B
B cB8xL'(R)=B" =B, c BV,

donde * denota la convolucién de B x L' (R) a B definida mediante

frgo) = f FGx = g0 d.

El concepto de convolucién también fue estudiado por E. Talvila en [80]. Por tltimo, en virtud del Teorema 3.12,
tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.8. Para f € By, la férmula

00

éK(f)(s):f cos(sx)f(x)dx

se satisface para cada s # 0. Ademds, Fpx(f) pertenece a HK(R) y se cumple que Fp(f)(s) — 0, conforme

|s| — oo.

Mais atn, si f € B, entonces se cumple que Frx(f) existe sobre todo R. De hecho, si g(x) := xf(x) para toda
x € Ry ges elemento de B, entonces Frx(f) es diferenciable en R\{0}, y F; (f)(s) = —i Fruk(g)(s), para cada s # 0.
Esto puede ser consultado en [71, Teorema 4.2] y [77, Proposicién 8].

Consecuentemente, en este capitulo hemos mostrado que la HK transformada coseno de Fourier definida en
BVy(R) define un operador lineal acotado con la siguiente propiedad:

Frx(BVo(R)) € HK(R).

Mientras que el ejemplo 3.1.3 muestra que para la HK transformada seno de Fourier se tiene un comportamiento
diferente, estos hechos pueden consultarse en [5]. En el capitulo 4 extendemos el operador 7, a espacios mds
generales utilizando la teorfa de interpolacién. Véase [6].



Capitulo 4

Teoria de interpolacion

En este capitulo estudiamos la teorfa de interpolacién que ha sido utilizada para extender operadores lineales y
acotados a espacios mds generales y en el presente trabajo, utilizamos el método de interpolacién complejo, véase por
ejemplo [53, Capitulo 2], [9, Capitulo 4], [14, Ejemplo 2.6.6], [72, Capitulo 2], [ 73, Capitulo 4] y [16, Secciones 1 - 4].

Para este fin, requerimos de parejas de espacios de Banach complejos por lo que si X es un espacio de Banach
real, entonces consideramos el producto cartesiano X X X junto con las operaciones:

x,y)+ Ww,v):=x+uy+v) Yx,y,u,v € X,
(a +ib)(x,y) := (ax — by, bx + ay) Vx,y € X,Va,b e R.

De esta manera, el conjunto X x X es un espacio vectorial complejo el cual se denota mediante X. Ademds, si definimos
el mapeo jx : X — X X X, mediante x — (x, 0) obtenemos:

1) jx es un operador lineal, real e inyectivo de X en X.
2) El generado lineal complejo de jx(X) es igual a X.

Es por esta razén que decimos que el espacio X es la “complexificacién” del espacio real X y hacemos la siguiente
identificacion:
X=X+iX

y escribimos z = x + iy para cualquier elemento z = (x,y) = j(x) + ij(y) junto con Re(z) = x y Im(z) = y. Ademads, en
X definimos la norma

llx +iyllr :== sup [lxcos(r) — ysen(®)llx 4.1
t€[0,2n]

Definicién 17. Sea X un espacio de Banach real. Decimos que la norma en X es razonable si
1) lj™llg = llxllx, para toda x € X.
2) |lx+ illg = llx — iyllg, para toda x,y € X.

En tal situacion, decimos que el espacio X es una complexificacion razonable de X.

Proposicion 4.1. Sea X la complexificacion del espacio de banach real X. Entonces de entre todas las normas
razonables en X, la minima esta dada por la norma || - ||7. Ademds, cualquier otra norma en X es equivalente a || - ||,
de hecho, para cualesquiera x,y € X se cumple

llx +iyllr < llx + iyllg < 2llx + iylir.

53
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La demostracion de la Proposicion 4.1 puede consultarse en [63, Proposicion 3]. En el caso particular de funciones

f :R — C, sabemos que

f(x) :=Ref(x) +iImf(x) = fi(x) + if2(x)
para cada x € R. Por lo que se satisface que
LIR,C) = LIR)+iLPR) y LP(R,C)=LP(R)+iL"(R)
con 1 < p < oo, y de manera similar tenemos que la complexificacién del espacio BV(R) esta dad mediante
BV(R,C) = BV(R) + iBV(R).
Esto puede ser consultado en [27, 7]. Méas atn, se sigue de la Proposicién 2.6 que la norma en HK(R, C) dada por
(2.8) es razonable y por la Proposicion 4.1 concluimos que || - ||zx(r,c) €s equivalente a || - |7.
En adelante, utilizamos el hecho de que si X, Y son espacios de Banach reales o complejos, entonces el conjunto
L(X,Y) = {T: X-Y ' T es un operador lineal y acotado }
es un espacio de Banach con la norma (de operadores) dada por
1Tl ey == sup {IT )y | Ixlx < 1}.

En particular, si X = Y, escribimos £(X) en vez de £(X, X). Para el caso en que X, Y son espaciosrealesy T € L(X,Y),
entonces existe una tinica extensién compleja lineal 7 : X — ¥ dada por

T(x+iy):=TX)+iT() 4.2)
paracada x,y € X.

Observacién 12. Sean X, Y espacios de Banach reales. Entonces definimos en X
llx + iyllg == llxllx + lIylly.

Andlogamente en Y consideramos
llee + ivlly = llully + [Ivily-

En consecuencia, si T € L(X,Y), entonces
IT(x + iylly = IT(x) +iT)lly
= [ITlly + ITWly
< IT gy Ixllx + 1T 1 2oy lIvllx
= Il zoen 1l + yllx ]
=Tl zxyy llx + iyllg,

para cualesquiera x,y € X. Por lo tanto,

ITll sy = sup ITCx+inlly < ITl gy

[lx+iyllg<1
De hecho,
ITlzxyy = sup 1Ty < 1Tl gex.7)-
lIxllx<1
ya que X — X mediante x — x + i0. Con lo cual
ITlzocry = 1Tl g g- 4.3)

En general, para simplificar la notacién, escribimos 7 en lugar de T para el operador dado por (4.2). Los detalles
de la construccién y de las propiedades del espacio X + iX pueden consultarse en [63, 52, 2].
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4.1. Espacios compatibles

Definicion 18. Sean Ay y A dos espacios vectoriales topoldgicos reales o complejos. Diremos que Ay y A1 son com-
patibles si existe un espacio vectorial topologico Hausdorff, V, tal que Ao C V y Ay C V con inclusiones continuas.

Bajo las condiciones de la Definicién 18 dada una pareja A = (Ao, A1) de espacios compatibles, podemos formar
los subespacios
AogNA; y Ag+A;

de V, para los cuales se tiene el siguiente resultado que puede consultrase en [9, Lema 2.3.1].

Lema 4.1. Supongamos que Ag y Ay espacios vectoriales normados compatibles. Entonces A9 N A1 y Ag + Ay son
espacios vectoriales normados con

lallagna, = max{llalla,. llalla, },
lallayea, == inf {llaolla, + llarlla, }-
aptai=a

Mas aiin, si Ay and A son completos, entonces Ao N A1y Ag + Aj también son completos.

Demostracion. Para verificar que Ag+ A es completo, usamos la siguiente caracterizacion de los espacios vectoriales
normados completos: V es completo si y sélo si Z llan|ly < oo implica Z ay es convergente en V.

n>1 n>1

> llanllagea, < .

n>1

Por lo cual, suponemos que

Entonces para cada n > 1, podemos encontrar una descomposicién a, = ag + a,ll € Ag + Ay, tal que
0 1
llanllag + llaplla, < 2llanllag+a, < oo.

Luego,

0 1
Dlladlay <oy > laplla, < oo.

n>1 n>1

1

., converge en Aj. Haciendo

Por ser Ag y A espacios completos, sabemos que Z a2 converge en Ag y también Z a

nx1 n>1
a® = ag, aI:Za},ya:a0+al.
n>1 n>1
Concluimos que a € Ag + A1 y
N N N
a-Nal <= -l
n>1 Ag+A, n>1 Ao n>1 A
Por lo tanto,
N
a-— Z ay -0
nxl A0+A1
cuando N — oo, es decir, Z a, converge en Ag + A hacia a. O

nx1

De hecho, llall, < llallag+a, ¥ lla’lla, < lla’llag+4, para cada a € Ag,a” € Ay, asi tanto Ag como A estdn encajados
continuamente en Ag + A;. En adelante, el simbolo A denotara una pareja de espacios vectoriales normados compati-
bles (Ap, A1).

A continuacién, mostramos que el espacio Ap + A} es isométrico a un espacio cociente en el producto cartesiano
Ap x Ay con norma dada por [|(x, Yllagxa, = [Ixlla, + lI¥lla, -
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Proposicion 4.2. El espacio Ay + A} es isométrico al espacio (Ag X A1)/D, donde D := {(d, —d) | deAgNA }
Demostracion. Seanz = x+y € Ay + Ay, entonces (x,y) € Ag X A1y
[z]={d € AgxA,: z—-7 € D).

También, 7 € Ag X Ay siy s6losiz = (x',y") conx’ € Ag,y’ € Ay, luegoz—7 € Dsiysélosiy—y = x’ — xcon
x—x € AgNAj.
Por lo que definiendo d = x — x’, obtenemos

lzllagea, = inf [1x[lag + [1Y'll4,

X' +y'=z
= inf |lx—(x—x)lag + 1y = =)l
X +y'=z
< inf |x-=d|s, +|ly+d

(d’_d)eDII llag + [ly + dlla,
= |z .

H (AoXA])/D

Finalmente, para cada (x,y) € AgXA; tal que x+y = z, podemos tomard = 0 € AgNAj, de aqui que z = (x—d)+(y+d)

y
|21

< .
(AoXAl)/D - ||Z”A0+A1

La Proposicion 4.2 puede ser consultada en [53, 9, 37].

Definicion 19. Decimos que un espacio vectorial real o complejo E es un espacio intermedio con respecto a una
pareja de espacios compatibles A = (Ag, A1), si

AgNA; CECAp+A;
con inclusiones continuas.

Definicién 20. Decimos que un espacio intermedio E con respecto a la pareja A es un espacio de interpolacion si
para cada operador T € L(Ag) N L(A}), es decir, para cada operador lineal y acotado T: Ag + Ay — Ag + A tal
que su restriccion a Ag pertenece a L(Ag) y su restriccion a A pertenece a L(A)),implica que la restriccion de T a
E pertenece a L(E).

Se sigue de la Definicion 20 el siguiente resultado.

Lema 4.2. Sea E un espacio de Banach tal que es espacio de interpolacion con respecto a una pareja de espacios de
Banach compatibles A = (Ag, Ay), entonces existe C > 0 tal que para cualquier operador T : Ay + Ay — Ag + A| con
la restriccion de T a Ag que pertenece a L(Ag) y la restriccion de T a A pertenece a L(A1) se satisface que

1Tl iy < € max{IIT | ciagy- 1T cca -

La demostracion del Lema 4.2 puede consultarse en [53, Lema 0.1] y en [37, Lema 4.2].
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4.2. Método complejo de interpolacion

El método de interpolacién complejo se debe a los trabajos de A. P. Calderon [15, 16] y es una abstraccion y
generalizacién del método utilizado en la prueba del teorema de interpolacién Riesz-Thorin, que mostramos a conti-
nuacién y pueden consultarse en [9, 53].

Sea (U, ) un espacio de medida, denotamos por L (U, du) el espacio de clases de equivalencia de las funciones
f: U — C que son u-medibles tales que

|wz:ﬁﬁUW@<w

con 1 < p < 0. Ademds, consideramos L™ (U, du) el espacio de clases de equivalencias de funciones f: U — C que
son p-medibles y acotadas. Ademas, hacemos

Ifllze == sup [f(x)I.
xeU
Teorema 4.1. (Teorema de interpolacion de Riesz-Thorin). Supongamos que py # p1,qo # q1 y consideremos
T: LP(U,du) — LI°(V,dv) lineal y acotado con norma My, junto con T : LP'(U,du) — L1'(V,dv) lineal y acotado
con norma My. Entonces T : LP(U,du) — L1(V,dv) es un operador lineal y acotado con norma

M < MyoM¢,

siempre que 0 <6 <1y
1 1-6 6

1
P po P9 g q

Se sigue del teorema de Riesz-Thorin, al considerar U = V = R" y du = dv = dx la medida de Lebesgue al definir

_1-60 4

T como la transormada de Fourier, es decir,
GW@:%W@=LW%WWM (4.4)

donde x,& € R" y (x, &) denota el producto punto de R”, que la transformada de Fourier se extiende de L?(R”", dx) a
LI(R", dx) con

1=1;9+€, 1=ﬂ+§, 0<8<1.

p 1 27 ¢ 00 2
Consecuentemente, al eliminar 6, obtenemos que 1/p = 1 — 1/q, es decir, ¢ = p’ donde 1 < p < 2y se tiene la
siguiente estimacion de la norma de la transformada de Fourier.

Teorema 4.2. (Desigualdad de Hausdor{f-Young). Si 1 < p < 2, entonces
1Tl < @) PlIfllp,
para cada f € LP(R", dx).

Los detalles de la desigualdad de Haussdorft-Young pueden consultarse en [9, Teorema 1.2.1] y [75, Teorema
0.1.12].

En general, dada una pareja de espacios complejos de Banach compatibles (X, Y) definimos el espacio de funcio-
nes F(X, Y) que consta de todos los mapeos f de la banda del plano complejo S := {z € C | 0<Re(z)<1}enX+Y
que sean holomorfas en el interior de la banda S y continuos hasta la frontera y tales que las funciones ¢t — f(it) y
t — f(1 +it), sean continuas de R en X y Y respectivamente con

Il fllecx,y) := méx {sup 7 GDllx, sup I/ (1 + it)lly} < oo, 4.5)
teR teR

De esta manera, el conjunto F(X, Y) es un espacio de Banach con la norma dada por la asignacién en (4.5).
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Definicion 21. Para cada 0 € [0, 1], definimos el espacio complejo [X, Y1g que consta de todos los elementos a € X+Y
para los cuales a = f(0) para alguna f € F(X,Y) y la norma en [X, Y]y esta dada mediante

lallar = inf {11 flzcx | £©) = a. f € XL D).

Observacion 13. El espacio X N'Y es denso en [X, Y]y y [X, Y]y es isomorfo al espacio cociente F(X, Y)/Ny, donde
Ny es el subconjunto de F(X, Y) que consta de todas las funciones que se desvanecen en z = 6. Ademds, Ny es cerrado
y en consecuencia, el espacio cociente es un espacio de Banach y [X, Y]y lo es también.

Teorema 4.3. Sea 0 € (0, 1). Entonces
XNYcC[X,YlpcX+Y

con inclusiones continuas.
Observacion 14. Se sigue de [53, Corolario 2.8, Proposicion 2.10] que para cada 6 € (0, 1),
(X, Y)g,1 C [X,Y]o C (X, Y)g 00,
donde los espacios (X, Y)s,, se definen por el método real de interpolacion. Ver también [9, Teorema 4.7.1].

En general, la teoria de interpolacién no estd dedicada a caracterizar todos los espacios de interpolacién con
respecto a la pareja (X, Y), sino mas bien para construir familias de espacios de interpolacién adecuados y estudiar
sus propiedades, este el caso de los espacios [X, Y]g y en particular se tiene el siguiente resultado para los espacios
LP(Q,C).

Lema 4.3. Si0 < py < p < py, entonces
LP°(R) N LP'(R) c LP(R) c LP°(R) + LP'(R).
La demostracién del Lema 4.3 puede ser consultada en [67, Capitulo 3].

Proposicion 4.3. Sea (Q, X, u) un espacio de medida con u una medida o-finita sobre Xy consideremos 1 < pg, p1 <
0y 0 < 8 < 1. Entonces

1-6 6

1
P po P

y sus normas coinciden. (En el caso de que py = oo ¢ bien p; = oo, el enunciado es correcto si establecemos que

|L7@.C), 17(@,0)], = L"(Q,C),

1/00 =0, como es usual).
A continuacidn, establecemos el teorema de interpolacion para los espacios complejos [X, Y]p con 0 < 8 < 1.

Teorema 4.4. (Teorema de interpolacion). Sean (X1, Y1), (Xa, Y2) parejas de espacios de Banach complejos compa-
tibles. Si T pertenece a L(X1,X2) N L(Y1, Y2), entonces la restriccion de T a [X1, Y119 pertenece a

L(1X1, Y11p, [X2, Yalo)

para cada 6 € (0, 1). De hecho, se satisface que

1-6 [
TN £ 1007200 < W £, 31T gy, -

La demostracion del Teorema 4.4 puede consultarse en [53, Teorema 2.6] y este se ilustra en el diagrama (4.6).
XinY ——[X,V1lf——X1 + 1, (4.6)
[
[
T T
[
¥
XN, ——[Xo, ] ——Xo+ 1>

Abhora bien, para poder aplicar el Teorema de interpolacién 4.4 en el contexto de la HK transformada coseno de
Fourier requerimos de algunos resultados técnicos que aparecen en [6].
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4.2.1. Método complejo de interpolacion: caso L'

Para esto, en el espacio de funciones £1(R) N BVy(R) consideramos
- g1y = max{Il- 1, 1l - llsv}-

Lema 4.4. (Arredondo-Reyes). Para cualquier sucesion de Cauchy (f)ns1 en L'(R) N BVy(R), existe f € LY(R) N
BVy(R) tal que || fn — fll 1ngv, — 0, conforme n — oo.

Demostracién. Dado que BV (R) es un espacio de Banach, se tiene que para cualquier sucesién de Cauchy en £L'(R)N
BVy(R) existe f € BVp(R) tal que
Ifu = fllsy >0 (n— o0).
Mas atn,
Wfn = flleo < Mlfu = fllav (YR 2 1).

Por lo cual, Ia sucesién (f;),>1 converge uniformemente a f. También por ser (f,),>1 de Cauchy, existe [ f] € LI(R)
tal que

Ifo =l =0 (n— o).

En consecuencia, existe una subsucesion (f, )i>1 de (f,)»>1 que converge puntualmente salvo un conjunto de me-
dida cero a f, ver [13, 70]. Se sigue entonces de la convergencia uniforme de (f,),s1 a f que f = f, salvo un conjunto
de medida cero.

Por lo tanto, f € Ll (R) con

lim flfn(x) - f()ldx = 0.
n—oo R

O

Ahora bien, en el espacio producto £1(R) X BVy(R) con norma [|(f, &l zixpy, := IIfllg + lIgllay, consideramos el
espacio cociente (Ll(]R) X BVO(R)) /D donde

D:={(f,—f) € L'®)x BVo[R) : f € L'(R) N BVy(R)},
y definimos el espacio suma
L'®R) + BVy(R) := (L' (R) X BV(R))/D.

Asi, tenemos que a € Ll (R) + BVy(R) si y s6lo si

a=f+g=(f,9+D

con

lall sy, 2=, i0f 1 =L+ g + gy (47

De aqui que, sia € LI(R) + BVo(R) es tal que [|al| z1, gy, = 0, entonces existe una sucesion (/,,),>1 en Ll(R) N BVy(R)
y una subsucesion (A, )i>1 de (h,),>1 tal que

1
0= llallzrenvy < = Al +1lg + hullay < -

Asi, la sucesién (—hy,),>1 converge uniformemente a g y (h,),>1 converges a f salvo un conjunto de medida cero.

Por lo tanto, g(x) = —f(x) y la funcién g pertenece a £1(R) N BVy(R), luegoa = (f,—f) con f € .El(R) N BVy(R),
con lo cual la férmula (4.7) es una norma en el espacio real LI(R) + BVp(R) y la completacién de este espacio la
denotamos por L1(R) + BVy(R).
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Por otra parte, en el producto cartesiano L (R) X BVy(R) consideramos
D' = {(If1.~f) € L'®) x BVo(R) : f € L'(®R) N BVo(R)}

y definimos
L'(R) + BVy(R) := (LI(R) X BVO(R))/D’

cuyos elementos son clases de equivalencia de la forma
a:=[f+gl=(fl.g)+D.

Sin embargo, nos limitaremos a escribir
a=f+g.
Se sigue del hecho del Lema 4.4, que D’ es cerrado en LI(R) X BVp(R), por lo que Ll(R) + BVp(R) es un espacio de

Banach real.
La relacion entre los espacios suma LI(R) + BVoh(R) y LI(R) + BVp(R) esta dada en la siguiente proposicion.
Proposicién 4.4. (Arredondo-Reyes). El espacio L'(R) + BVy(R) es isométrico a L (R) + BVy(R).

Demostracion. Dada f € LI(R), tenemos que [f] € Ll(R) con ||fllgr = [I[f1ll1. Reciprocamente, si [f] pertenece a
LI(R), entonces existe f € LI(R) tal que f = £ salvo un conjunto de medida cero.

Luego, paracadaa = (f,g)+ D € Ll (R) + BVy(R) definimos a = ([f],g) + D" € L (R) + BVy(R). Asi, obtenemos
que

”(f’ g) + D||.£]+BV() = (h’ir}ll{eD ||f - h”.L] + ”g + h”BV
= —hlllp +llg+h
o WL = Alllz +llg + hllsv

= ||([f]’ g) + D/||L'+BV0‘

Por lo tanto, el mapeo a — a de LI(R) + BV(R) en LI(R) + BVy(R), tiene rango denso ya que LI(R) es denso en
Ll(R). De aqui que este mapeo se puede extender a una isometria de £!(R) + BVy(R) en LI(R) + BVy(R), con lo cual
se implica el resultado. O

Del mismo modo, consideramos la pareja de espacios de Banach reales ((LW(R), HK (R)), donde en ambos espa-
cios los elementos son clases de equivalencia de funciones [ /] pero como es usual solo escribimos f, y definimos la
suma L*(R) + HK(R).

Por lo tanto, hemos construido el espacio real Ll(R) + BVp(R) y ahora también consideramos su complexificacién
dada por
L'(R,C) + BVy(R, C) := (L' (R) + BVo(R))+i (L' (R) + BVo(R)) (4.8)

y también consideramos la complexificacién de L*(R) + HK (R) dada por
L*(R,C) + HK(R,C) := (L*(R) + HK(R)) + i (L™(R) + HK(R)). (4.9)

A partir de este punto, consideraremos solo espacios complejos, salvo que se especifique lo contrario, y por ende
omitiremos el simbolo (R, C). Asi, en relacion directa con la Definicién 20 tenemos para las parejas complejas de
espacios (Ll, BVy) y (L™, HK) que un operador arbitrario T de (Ll, BVp) en (L™, HK) es lineal y acotado si y sélo si

T e £(L1 + BV, L™ +ﬁf()

conT € L(L',L*)yT € L(BVy, HK).
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En este caso, obtenemos que

IT((f,8) + DI < IT(f = W= + IT(¢ + Wik~ (h€ L' N BVy)
STl g polf = hllzs + TN g gy, 78 + AllBv,

< max {17 g1 oy ITN oy 770} (I = hllzs + llg + llav,)-
Por lo tanto, para lanorma de T : (Ll, BVy) — (L™, HK ), concluimos que
||T||£(L1+BV0,LM+17E) < max {HTHL(LI,L‘X’)’ ||T||£(BV0,17E)} .
De manera anéloga,

TN g1 v iy < MEX (TN zot o 1T gy 7)) -

Mias aiin, decimos que dos espacios complejos U y B son espacios intermedios de (L', BVy) y (L™, I-/II\() siy solo si
L'NBVycACL' +BVy, y L®NHKcC®BcL®+HK

con inclusiones continuas. De hecho, decimos que %A y B son espacios de interpolacién con respecto a (L', BVy) y
(L™, HK) siy s6lo si Ay B son espacios intermedios con la siguiente propiedad:

TeLl (L1 + BV, L™ + ITIT() implica que la restriccién de T a U pertenece a L(U, B).
Abhora bien, consideramos los espacios
F(L',BVy) y FL> HK)
con la norma dada en (4.5) y en consecuencia tenemos los espacios de interpolacion complejos
[L'.BVoly y [L™ HKlg

paracada 6 € (0, 1).

Asi en virtud de (4.2), al considerar el operador extendido

F¢: LR,C) — L™(R,C)

' ) (4.10)
FL(fi +if2)(s) == FL (D)) + i FL (L))
para cada s € R, definido a partir de (3.2), se cumple por (4.3) que
”7716”£(L1(R,C),L°°(R,C)) = ||9CIC”L(L1(R),L°°(R)) =1
Andlogamente, el operador extendido
Fix - BVo(R,C) — HK(R,C
HK 0( ) ( ) ( 4.1 1)

Frux(fi +12)(8) = F (D) + i F g (f2)(8)

para cada s # 0, definido a partir de (3.12), satisface que

c .
||7:HK”.£(BV0(R,C),I"I—I\((R,C)) < dr Sl(ﬂ')

Definicion 22. (Arredondo-Reyes). A partir de los operadores (4.10) y (4.11) definimos la transformada coseno en
L'+ BV, mediante

F$: L'(R,C) + BVy(R,C) — L™(R,C) + HK(R,C)

(4.12)
F1(f +9)(s) == FL(s) + Frp(8)(s)

cons # 0.
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Corolario 4.1. (Arredondo-Reyes). La restriccion del operador &{ dado en (4.12) al subespacio [L', BVyla, satisface
que
&5 € L(IL', BVole. [L™, HK]y).

con la siguiente estimacion para su norma

c c1-60 c 19 0
I et svolg e mxi < W g1 peo 1P axlzyvenr < ©

para cada 6 € (0, 1), donde

* sen(y)
y

2
C=4xSi(r) y Si(x):=- f dy, 4.13)
T Jo
El Corolario 4.1 es consecuencia del Teorema de interpolacién 4.4 y del Teorema 3.12. De manera que obtenemos
el diagrama 4.14
L' N BVy——[L', BVylg—— L' + BV, (4.14)
[
[
1§ &
[
¥

L®° N HK —— [L®, HK]p— L + HK

Proposicion 4.5. (Arredondo-Reyes). La formula (4.12) estd bien definida sobre el espacio L' (R) + BVy(R) y por
teoria de interpolacion, 8’? es extendido a todo LI(R) + BVy(R) para cada s + 0.

Demostracion. Esto se sigue del hecho de que para toda sucesion de Cauchy (a,),>; en Ll(R) + BVp(R), existe
ae€ LI(R) + BVo(R) tal que |la — anll£1, 5y, — 0, cuando n — oo. Luego de (4.7), se sigue que para cada n > 1, existe
h, € LY (R) N BVy(R) tal que

lla = anllzripvy < I = Jfu = Pull g1 + 118 = 8n + hullBy

1
< lla = anll 148y, + P

Por lo que al tomar el limite cuando n — oo, obtenemos que (f — f;, — h,)n>1 €s una sucesiéon de Cauchy en LI(R) y
(g — gn + hp)u>1 también es una sucesion de Cauchy en BVy(R). Con lo cual,

lim f,+h,=f y limg,-h,=g.
n—oo n—oeo

Ademas,

sup |7jlc(fm + I )(s) — ﬁc(fn + hn)(s)' < Nfn + ) = (fn + hn)”,[j] .

s#0

—0

m,n—oo

y para s > a > 0 fija, obtenemos de [54, Lema 3.1] que

< z Var(gm = hy — (g0 — il [a, oo]) .
N

—)0

mp—o0

f cos(0] (g~ hn)() = (8 ~ b)) dx

Ademas, se sigue de la Observacion 14 la siguiente relacion
(L', BVo)as C IL', BVoly C (L', BVolowo

paracada 6 € (0, 1).
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Proposicion 4.6. (Arredondo-Reyes). Para f € [L', BVyly, la férmula

F)s) = f cos(sx)f(x) dx

(o)

se cumple puntualmente salvo un conjunto de medida cero 'y F{(f)(s) — 0, conforme |s| — oo.

Demostracion. Si f = fi + fo = fi + fo € L'(R, C) + BVy(R, C), entonces
(fi-ffo-foeD.

Porlo cual, fi — fi = fo — focon fi — fi e L'R,C) y fo - fo € BVo(R, C).

Ahora bien, dado que los operadores ¥ y ¥, coinciden en el subespacio L! R, C)NBVH(R, C) en virtud de (3.7)
y por la linealidad de ambos, podemos concluir que

FLA) + Fhx(fo) = FL () + Frx(fo)-

Consecuentemente, el valor de ‘&i (f)(s) no depende de la representacion de f € [Ll, BVylg, para cada 6 € (0, 1).

Por lo tanto, del Teorema 4.4, se sigue que para cada f € [LI,BVo]g, el elemento &7 (f) € [L™, FIT{]Q y ademads,
existen f; € L'(R,C) y fo € BVyp(R,C) tales que f = fi + fo, por lo que para cada s # 0,

TN =T+ fo)ls)
= F1()(s) + Frx(fo)(s)

= foo cos(sx) f1(x)dx + foo cos(sx) fo(x) dx
o —oo (4.15)

:f cos(sx)(f1(x) + fo(x))dx

(o0

= foo cos(sx) f(x) dx.

(89

Se sigue de la igualdad (4.15) que la HK transformada coseno de Fourier definida en [Ll, BVy]p tiene una representa-
cién integral y por dltimo, del Teorema 3.6, deducimos que 3‘1 (f)(s) — 0, conforme |s| — oo. O

4.2.2. Método complejo de interpolacién: caso W'!

En [1, 13], se definen los espacios clasicos de Sébolev wlhp (R) con 1 £ p < o0, mediante

—00 [ee)

WLP(R) = {u € L”(R)’ existe g € LP(R) tal que f up’ = — f gp, Yy € Cg(R)}.
Donde, para cada u € wih»p (R), hacemos u’ = g y definimos la norma

lullwrry = llullp + 1ld’ll 5. (4.16)

Por lo que al considerar la complexificaciéon del espacio de Sébolev dada por wlhp R,C) := W“(R) + iW“(R),
obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.5. (Arredondo-Reyes). Para cada 6 € (0, 1), se cumple
WH(R,C) c [LY(R,C), BVy(R, C)lp

con inclusion continua.
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Demostracion. Primero notemos que WI’I(R) C Ll(R) N BVp(R) y por el Teorema 7.5 en [7] tenemos que

el ngy, = max{||ull,1, llullpv}
< lullpr + llullpv
= llullpr + [ladll

= |[ul[yr1.

Por lo que si u € WH(R, ©), entonces por [53, Proposicién 2.4], se sigue que

llellrey < max{llull,r, llullav} < llullyrig.c)
paracada 6 € (0, 1). O

Observacion 15. Se sigue del hecho de que W"'(R) c L (R)NBVy(R) y del Teorema 3.12 que el rango del operador
HK transformada coseno de Fourier sobre el espacio de Sobolev esta contenido en HK(R), en simbolos,

Gx(WH®R) ¢ HK(R) 4.17)

y por lo tanto
(W (R,C)) c HK(R,C). (4.18)

Ahora bien, para la HK transformada seno de Fourier se tiene un comportamiento distinto, como se menciono
en el ejemplo 3.1.3. Mds aun, el siguiente ejemplo muestra que esta diferencia se mantiene aun para funciones en el
espacio de Sébolev W (R).

Ejemplo 4.2.1. (Arredondo-Reyes). Consideremos

1
h(x) =4 2 —log(x)
0 x>1.

si x € (0,1],

Ast, h(x) — 0 conforme x — 0%, luego h es continua en (0, 1]. Ademds, para cada x € (0, 1), tenemos que

, 3 1
"D = B s P

con
0

fm’( d fo L gyt :
X)|dx = y = =—.
A w2 ? a5 T2

Esto se ilustra en las figuras 4.1 y 4.2.

Luego, extendiendo la funcion h a toda la recta real de manera impar y considerando ¢ € C.(R) una funcion (de
tipo campana) tal que 0 < p(x) < 1, con p(x) = 1, si |x| < 1/2, y o(x) =0, si |x] > 1.

Consecuentemente, obtenemos que la funcion
J(x) :=h(x)e(x)  VxeR,
es impar, pertenece a WEL(R) y satisface que
Frx()(s) =2 j:o sen(sx) f(x) dx,

para toda s > 0.

La funcién del ejemplo 4.2.1 es una variaciéon de un mapeo considerado en https://math.stackexchange.com
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: h(x) := ,para x € (0, 1].

1
2 —log(x)

0.6

0.5}
0.4

0.3}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: h'(x) = , para x € (0, 1).

1
x[2 — log(x)]?
Proposicion 4.7. (Arredondo-Reyes). TQK(W]’](R)) ¢ HK(R).

Demostracion. Consideremos la funcién del Ejemplo 4.2.1, asi por el Teorema de Hake 2.23 basta demostrar que no
existe el limite

b
blim f Frax(H)(s)ds. 4.19)
— 00 0
Ademas,

00 M
f sen(sx) f(x)dx = lim f sen(sx) f(x) dx.
0 M—o0 0
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Asi, para cualquier s > 0, fija el mapeo x — sen(sx) pertenece a HK[0, M] para0 < M < oo,

1%
I sen(s)|lzxro,m1 =  sup f sen(st)dt‘
u

O<u<v<M

sV sen
= sup f 0 dy
O<u<v<M \J su s

cos(su) — cos(sv)

= sup

O<u<v<M N
2

<=
s

Asi, por el Teorema del Multiplicador 2.24
M
f sen(sx) f(x) dt| < || sen(s-)l|lukio.mll fllBviom < oo.
0

Entonces para 0 < b < oo, como consecuencia del teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1 y del Teorema
de Fubini A.2, obtenemos que

b 00 b M
f f sen(sx) f(x)dxds = f lfm f sen(sx) f(x)dxds
0o Jo 0

= A/lllinwf f sen(sx)f(x)dxds

fm [ Azcosbx) F0 dx.

M—co ) X

Luego,

M 1
f cos(bx)f( ) dx _f 1 - cos(bx)f( )dix
0 0
b1
- [ = pom .
0 y

Por lo que con ¢ = 1/4, se cumple:

51
j; cos(y)f( /b)dy = jo‘ COs(y)f(y/b)d +f yOS(y)f( /b)dy. (4.20)

Como f(y/b) — 0 conforme b — oo, entonces

Ifim f 1=¢0sO) /by ay = 0.
0 y

b—oo

Esto se sigue del hecho de que

(5
f 12050 £y dy| <
0 y

paracada b > 0; yaquesiy > 0,

f /B dy < 8l flle < oo,

1 —cos(y)
y

<lel-cos(y)<y

& —cos(y) <y-1
scos(y)=1-y

S y+cos(y) > 1

y la funcién g(y) := y + cos(y) es no decreciente en [0, co0) con g(0) = 1,y f(y/b) — 0, conforme b — co.
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Por lo tanto, para la segunda integral en la parte derecha de (4.20), tenemos

b
f cos(y)f( /b)dy = Mdy‘*'f —Cos (y)f( /b)dy =1 + I.
5 y s Y 0 Y

Integrando por partes, concluimos

L= f(; —cos(y) FOo/bydy = —sen(b)f(1)  —sen(6)f(6/b)

b S
b b—l / b) — b
_f _Sen(y)( yf(y/z) 1o/ ))dy
0 y
Por lo que
b -1, £ _
lim I, = lim — _Sen(y)(b vf (y/bz) f(y/b)) &
b—oo b— oo s y
ya que
SO g, ZRNOFE)
b b—>o0 5
Ademas,
b b—l / b b b , b b b
fsen(y)( W) = 1O ))dy:fwdy_fsen@)];(y/ ) s
y 'y y
6 y J
Donde ) 1
fwdy:fsenwofodt
y
0 /b
’ b
D ol <iron, vizo

En consecuencia,
1 1

1
fsen(bt)f()d fserll](tbt)f,(t)dt < f|f’(t)|dt< 0.
0

/b 0

Ast, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1, deducimos que

1

lim f sen(br) Fydi=0

b—oo
0

Es decir,
b

f sen(y)f’(y/ b)

im
1m by

b—oo

0

Ahora, analizamos

b
| Se““f(y/b)d
0

||f”L°°
b

yZ

Para cada b > 0, tenemos
sen(y)

Yy #0.
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Luego,
b
f = (y)f(y/b)dy < lIfll f — dy < |fls f Liy<w
o
Como
i 10D _ o
b—oo y2

entonces por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, Teorema A.1,

b
lim f Senz(y) f(y/b)dy = 0.
o

b—oo

Por lo tanto,
lim I, = 0.

b—oo

Mientras que para I, tenemos que

1

b
_ f JO/b) f 3 f o(u) du
y ul2 — log(u)]
0 /b /b
1/2 1

o(u)
f 2= log(u)] +f w2~ Togw]
1/2

1

o(u)
f W2 = oy ™ &
1/2

1/2 1/2
Ii f ! d f ! d
im | ————du= | ——du
b—ooo J u[2 —log(u)] u[2 — log(u)]
5/b 0

la cual no es convergente debido a

con

pero

1/2 log(1/2)

1 1
f—duz f Tydyz—log(Z—y)
0

log(1/2)

u[2 —log(u)] 2

—00

De aqui que
bh’m I+ =0

Consecuentemente, el limite en (4.19) no existe, lo cual implica que ¥}, (f) no es Henstock-Kurzweil integrable
sobre R. m]

Observacion 16. En virtud de la Proposicion 4.7, concluimos que el rango del espacio de Sébolev WH'(R) bajo la
accion del operador HK transformada seno de Fourier no esta contenido en el espacio de las funciones Henstock-

Kurzweil integrables, es decir,
F(WHR) = F(WH®R) = Fig(WH ®)) ¢ HK®R). (4.21)

Por lo que la HK transformada seno de Fourier sigue siendo un operador no acotado en contraste con (4.17).
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4.2.3. Método complejo de interpolacion: caso L’

Ahora, hacemos el mismo anélisis para el espacio L*(R, C), asi que tenemos que considerar los espacios complejos
X=X, = L2, Y1 = BVyy Y> = HK. Entonces definimos los espacios suma

L*(R,C)+ BVy(R,C) y L*R,C)+ HK(R,C).
Asi por el Teorema 4.3 sabemos
L*NBVyc[L®BVolyc L>+BVy y L*NnHKcI[L*HK]ycL?>+HK

paracada 6 € (0, 1).

De esta manera, consideramos los operadores extendidos

75 [*(R,C) — L*(R,C)
(4.22)
Fr(fi +if2) :==F, (f1) +iF, ()

dado a partir de (3.3), junto con
Fhx - BW(R,C) — HK(R,C)

dado en (4.11). Por lo tanto, se cumple que
175 ey = Y2y Tkl gy, iy < €
en virtud de (4.3)

Definicion 23. (Arredondo-Reyes). A partir de los operadores (4.22) y (4.11) definimos la transformada coseno en
L>+ BVy mediante

3 :L*+BVy — L* + HK

: : : (4.23)
T (f +8) = F5 () + Fx()

Corolario 4.2. (Arredondo-Reyes). La restriccion del operador &5 dado en (4.23) al subespacio (L2, BVylg satisface
que
& € L(IL*, BVolg, L, HK]o)

con la siguiente estimacion para su norma

c c)1-6 c 10 10 0
“82”£([L2,BV0]9,[L2,H7(]9) SZ “L(LZ,LZ)H?HK”L(BVO,ET() < @m> ¢

para cada 6 € (0,1) y € dada por (4.13).
La demostracion del Corolario 4.2 es inmediata del Teorema de interpolacién 4.4 y del Teorema 3.12. Sin embargo,

a diferencia de la Proposicién 4.6, no se tiene una representacion integral ya que en L? la transformada de Fourier se
define mediante un proceso de limite.
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4.2.4. Meétodo complejo de interpolacion: caso L”
En general, para 1 < p < 2, definimos la suma de espacios complejos:
L’(R,C)+ BVy(R,C) y LI(R,C)+HK(R,C),
donde 1/p + 1/g = 1. En consecuencia, por el Teorema 4.3, tenemos
LPNBVyC[LP,BVolyc L” +BVy y LiINnHKc[LY, HK]ycC LI+ HK,

paracada 6 € (0, 1).

Asi, al considerar los operadores extendidos

FE : L'(R,C) — LU(R,C)
(4.24)
Fp(fi +if2) == F (/L) +iF,(f2),

junto con
Fhk - BW(R,C) — HK(R,C).

Definicion 24. (Arredondo-Reyes). A partir de los operadores (4.24) y (4.11) definimos la transformada coseno en
L? + BV, mediante

§: L+ BVy — L?+ HK
Fo(f) 1= FL(f) + Fiop(®),

donde f = f, + gcon 1/p +1/q =1, el cual es una generalizacion del mapeo dado en el Corolario 3.2.

(4.25)

Corolario 4.3. (Arredondo-Reyes). La restriccion del operador “&; dado en (4.25) al subespacio [L?, BV satisface
que
&0 € L(IL7, BVol. L, HK]y),

para cada 6 € (0, 1) y la siguiente estimacion para su norma en virtud de (4.3)

c c1-0 c 0 1-00
||gpIIL([LP,BV()]g,[LqJTIE]g) < ”?‘p||£(L])’Lq)”THKH_L(BVOJTIT() < Yp U

donde v, esta dada por (3.28) y € por (4.13).

Proposicion 4.8. (Arredondo-Reyes). La férmula (4.25) estd bien definida sobre el espacio LP(R) + BVy(R).

Demostracion. Esto se sigue de la descomposicion de L”(R) dada en [61] mediante
LP(R) = L'(R) N LP(R) + L*(R) N LP(R),

donde 1 < p < 2, pues dada f € L’(R), el conjunto E := {x € R : |f(x)| > 1} tiene medida de Lebesgue finita, en
simbolos: m(E) < co. Por lo que al definir

fi) = faxe(x) y  Lol) = )= filx),
para cada x € R, deducimos que

Al =f lfCxe(x)| dx

< m(E)|fll»

< 00,

donde 1/p+1/g = 1.
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Ademds, |f(x)| < 1, para toda x € E¢ y en consecuencia

f R dx

- [ vw-scopax

2
AR

= f lf(x) = FO eI dx

00

- f (P dx

(o9

< f e P dx

(%)

= | If(IPdx
EL'

< f P d

(%)

= IA1IZ,

< 00.

Conlocual, fi e L'R)NLP(R)y f» € LA(R) N LP(R) con f = fi + fo.

De aqui que si (f,)n>1 €s una sucesion no decreciente en L”(R) tal que converge a una funcién no negativa
f € LP(R), es decir, ||f, — fllLr — 0 cuando n — oo, se tiene que los conjuntos E, = {x € R : |f,(x)| > 1} satisfacen
que m(E,) < oo.

Luego, las funciones

fl,n(x) = fn(x)XEn(x) y fZ,n(x) = fa(x) - fl,n(x)
con x € R, satisfacen que

11l =f [fin(0)ldx

- f (s, (O] dx

(o)

< m(ED" || fully

< 00,

con1/p+1/q = 1. De esta manera, fi, € LI(R) N LP(R) paratodan > 1.

Andlogamente,

sl = [ 1) = fia0P dx

_ f (e (O dx

o0

< f e (I dx

o0

< foo |fa(OIP dx
= Il

< 09,

Por lo tanto, f>, € L*(R) N LP(R), paracadan > 1.
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Mas atn,

Ui = fialler = f 1) = fin(0) dx

- f FCOXER - fo(XxE, (9] dx.

Donde
fi(x)  six € E\E,,

—fin(x) six€E,\E,

fl(x) - fl,n(x) = fl(x) _ fl,n(x) sixe EN Ena

. TEORIA DE INTERPOLACION

0 six¢Eyx¢E,.

Ademas, por el Teorema A .4, existe una subsucesion (f, k=1 de (fi)q>1 tal que

Ju (X) = f(), (k = o0)

salvo un conjunto de medida cero.
Asiparacadax € E,,

1< fo (0) < S () < f(0).

De aqui que,

Entonces,

filx) ifxe€ E\E,,

fi(x) = fl,nk(x) = { fl(x) _ fl,nk(x) ifxeEnN El,nk'

Por lo tanto,
/1) = fr O] < /i),

salvo un conjunto de medida cero.

Asi, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1,

Wfi = fimllpr =0 (k= oo).

Mientras que

1fs — foall®s = f ) = fonCol dx

- f e — fuwes (P dx.

(%)

Donde
f(x) sixeE\E,
—fu(x) sixe Eflk\EC
f) = fu(x) sixe E°NE,,
0 six¢E‘yx¢E,
—fu(xX) six € ES\E
=1 f() — fu(x) sixe E“NE;
0 six¢E‘yx¢E,
—fu(x) six € ES\E
=9 f() = fu(x) sixeE"
0 sixgE‘yx¢gES

ng?

f2(x0) = fam(x) =
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Esto se sigue del hecho de que
E‘CE, CE,.
Se sigue entonces que para x € E°,
1) = L P < IfGF < IfG)IP,
pues

0< fo,(X) < fie, (¥) < f(x) < 1.

Para x € E, \E*, deducimos que x € E. Luego,

1A(0) = Hrm O < (0 <1
con
m(E;, \E“) < m(E) < co.

Finalmente,
1A = frm P < max{|f0P.xe(x)]  c.tp.enR.

En conclusion, el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue A.1,

If2 = ol = 0 (k= o0).

En resumen, fi,, — fien L'R)y o, — fren L2(R).
De lo anterior, se sigue que si f = f, + g € L” + BV), entonces

f=ht+te=+tHL+g=UNi+te + L = fHi +(2+8
N — —— —— N———
L'+BV, 2 L 124BV,
confielPnL'y f e LP NI

Por lo tanto

5p(f) = Tplfp +8)
=&(fi + o+ 9)
= F5(fi + /o) + Fir@)
= Fr(f) + F5(f2) + Frox(e)
=PI+ T () + Fix(8)
= lim 7Y () + Jim 7 o) + Figels)
= nlin;lo ?f(fl,n) + 7:1-CIK(g) + n]i)n;) ?dlc(fZ,n)
=T+ Tk (@) + 55 (f2)
= F(fi +8) + F ().

O

Esta manera de definir la transformada coseno de Fourier en L” + BV, es similar a la definicién de la transformada
de Fourier en L” dada en [61, Definicion 2.8] y en [28, Capitulo 2.2.4].

En el espacio de Sébolev W'P(R), con 1 < p < 2, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.9. (Arredondo-Reyes). Si f € W'"P(R) con 1 < p < 2, entonces la férmula
Fp(f)(s) = is Fp(f)(s)

se satisface puntualmente salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero.



74 CAPITULO 4. TEORIA DE INTERPOLACION

Demostracion. Si f € whp (R), entonces tanto f como [ pertenecen a L”(R) y se satisface que f(x) — 0, cunado
|x| = oo, ver [13, Corolario 8.10].
Luego, para cada n > 1, definimos las funciones

©n(X) = X (OFX) Y Ya(X) = X enm (O f (%),

para cada x € R.

De esta manera, obtenemos que ||¢, — fllz» — 0, cuando n — oo, ademads, existe una subsucesion (@, k=1 de (¢n)n=1
tal que 7, (¢, )(s) = F,(f)(s), cuando n — oo, salvo un conjunto de medida cero.

Por lo tanto,

FoF)(5) = fim Fylen)o) = Jim [ &%) d

salvo un conjunto de medida cero.
De aqui que al integrar por partes, [13, Corolario 8.10], para cada k > 1 concluimos que

n " n
fe_isxf’(x) dx = e ™ f(x)| - f—ise_i"xf(x) dx.
—ny -
Con lo cual,
Fp(f)s) = Jim Fp (Y )(s)
nj
= lim f e (x) dx
S
ng
=is kh_)n.}o fe“”f(x) dx
e
= isFp(S)(s)
salvo un conjunto de medida cero. O

Proposicién 4.10. (Arredondo-Reyes). Para f € W'"P(R) con 1 < p <2, Fo(f) € L'(R).

Demostracion. Primero notemos que para cada f € whp (R) con 1 < p <2, se satisface que ¥ ,(f) pertenece a LY(R),
con 1/p+1/q = 1y en consecuencia en el conjunto A = {s € R : |s| > 1}, obtenemos por la Proposicién 4.9 y la
desigualdad de Holder, Teorema A.3:

f |[Fp(F)(s)| ds = f ’%Tp(f')(s)ds
A A

< I/ Ollzray “7jp(f/)”Lq(A) < 0o,

Ademds, en R\A, se cumple que
1
f 1Fp(H)($)|ds < oco.
-1
Por lo tanto, F,(f) € L'(R). O

Como consecuencia de la Proposicién 4.10, el rango de W!*”(R) con 1 < p < 2, bajo la accién de la transformada
de Fourier esta contenida en L' (R), es decir,

Fp(W'P(R)) € L'(R) ¢ HK(R). (4.26)

Este comportamiento, contrasta con el establecido en (4.21). Asi, hemos extendido el operador HK transformada co-
seno de Fourier a espacios mds generales via el método complejo de interpolacion aplicado a los espacios L” y BV.
Mientras que para el operador ¥}, enfatizamos la diferencia que mantiene con el operador .

Estos resultados pueden consultarse en [6] que fue recientemente aceptado para su publicacion.
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Conclusiones y perspectivas

Para la realizacion de este trabajo, se hizo un estudio de la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil sobre la

recta real y de la teoria de interpolacién de espacios de Banach para poder extender las propiedades de la transformada

de Fourier encontrando los siguientes hechos:

1y

2)

3)

La importancia del espacio de funciones de variacion acotada que se desvanecen en oo, BVy(R), permite definir
la HK transformada de Fourier de manera puntual excepto para s # 0, véase Teorema 3.6. Obteniendo asi una
representacion integral,

Fuk(f)(s) := fR e f(x) dx,

tal que
im Fra(f)(s) = 0.

Con lo cual se tiene que Fyx es un operador lineal de BVy(R) a Coo(R\{0}) y dado que en el espacio LI(R) N
BVy(R) se encuentran las funciones de paso finito, se puede construir la transformada de Fourier clésica, 71, a
partir de la integral de Henstock-Kurzweil. Véase [54]

Se analizaron las propiedades de las transformada seno y coseno de Fourier, encontrando comportamientos
distintos. A saber, en el Teorema 3.12 se demostré que para cualquier f € BVy(R),

< (f)(s) = fR cos(sx)f(x)dx (s % 0)

es una funcion Henstock-Kurzweil integrable sobre todo R. Motivo por el cual ¥ resulta ser un operador
lineal acotado de BV(y(R) en HK(R). Mientras que el Ejemplo 3.1.3 muestra que para la transformada seno de
Fourier existen funciones f en BVy(R) tales que

Frx(H(s) = fRsen(sx)f(x) dx (s £0)
no son Henstock-Kurzweil integrables en R. Estos hechos fueron publicados en [5].
Ademas, en el Corolario 3.2 se prob6 la continuidad del operador
nx LPR) N BVp(R) — L1(R) N HK(R),
conl < p<2yl1/p+1/qg=1.Donde las normas estin dadas mediante

Nl ernsvy = If1lp + LA By Y Wflleanuk == 11fllg + 1 fllmK-

Este resultado fue publicado en [5].
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4)

5)

6)

7)

8)

9)
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También en la Proposicion 3.4 se demostré que el operador Fyx es acotado de B := HK(R) N BVy(R) a
L? (R, C), donde el espacio B no guarda relacién de contencién con L (R), es decir,

L'R\B#0 y B\L(R)=0.

De hecho, se sabe que B esta contenido en L*(R) como consecuencia del Teorema del Multiplicador. Véase
[5, 60].

En la Proposicién 3.6 se establecieron condiciones necesarias para que la HK transformada de Fourier de una
funcién en B sea HK integrable a través del espacio

A={geB:@eHK(R)}.

Esto se realizé siguiendo la linea de investigacion de E. Liflyand. Véase [44, 49, 50].

En la Seccién 4.2.1, se procedié a la construccién del espacio LI(R) + BVp(R) mediante un espacio cociente
en LI(R) X BVp(R) y se analizo su relacion con LI(R) + BVp(R). Esto con el objetivo de aplicar el método de
interpolacion compleja al operador ¥, para lo cual se consideré también el proceso de complexificacién de
espacios de Banach reales obteniendo asi el espacio LI(R, C) + BVp(R, C) y se defini6 en (4.12) el operador

¥ : L'(R,C) + BVy(R,C) — L (R,C) + HK(R, C)
T+ 8)() := FL () + Frg(8)(s)

para cada s # 0. Véase [6].

Como consecuencia del teorema de interpolacién en el Corolario 4.1 se concluyé que & es un operador lineal
y continuo entre los espacios de interpolacién

[L'(R,C), BVoR,C)ly vy [L®(R,C), HK(R,C)lp,

con 0 < 6 < 1. Ademads, en la Proposicién 4.6 se establecié que &) tiene una representacion integral y
1 (f)(s) = 0, conforme |s| — oo, para toda f en

[L'(R, C), BVo(R, C)lp,
para cada 6 € (0, 1). Véase [6].

Mas atin, en la Seccion 4.2.3 se hizo un anélisis similar para los espacios L*(R,C) y BVp(R, C) al tomar en
cuenta el operador

S : AR, C) + BVy(R,C) — L*(R,C) + HK(R, C)
F(f +8) =T, (f) + Fx (o)

Obteniendo que &5 es un operador lineal y continuo de [L2(R, C), BVo(R,C)]y en [LZ(R, O), HK R,O)]y, con
0 < 60 < 1, véase Corolario 4.2. Sin embargo, para este caso no se establecié una representacion integral debido
aque 7, se define mediante un proceso de limite en la norma de L?, véase [6)].

Siguiendo esta 16gica, en (4.25) se defini6 el operador

3¢ : LP(R,C) + BVy(R,C) — LY(R,C) + HK(R,C)
g;(fp +g) = ?d[;(fp) + T;]K(g)

conl < p<2yl1l/p+1/qg = 1. Mas ain, en el Corolario 4.3 se probo la continuidad entre los respectivos
espacios de interpolacion. Véase [6].
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10) El Ejemplo 4.2.1 se utiliz6 para sefialar las diferencias entre las transformadas coseno y seno de Fourier para
espacios de Sébolev.

11) En (4.17), (4.21) y (4.26) se estableci6 la relacién de los espacios de Sébolev, wlp (R), con respecto a la
transformada de Fourier en LP(R) para 1 < p < 2 determinando que:

a) Fie(W"' ®)) c HKR).
b) Frx(WH(R) ¢ HK(R).
¢) FHp(W(R)) € L'(R) ¢ HK(R), para 1 < p < 2.

Estos resultados pueden consultarse en el articulo “On the norm continuity of the HK-Fourier transform” en la
revista Electronic Research Announcements [5] y en el articulo “Interpolation theory for the HK-Fourier trans-
form” que ha sido aceptado para su publicacién en la Revista de la Unién Matemética Argentina [6].

5.1. Perspectivas

Esta linea de investigacion es muy amplia ya que se tienen distintos problemas a estudiar, por ejemplo:

1) Por un lado se sabe que existen funciones f € LZ(R) N BVp(R) tales que Fux(f)(s) son discontinuas en s = 0,
mientras que para f € HK(R) N BVy(R) C L2(R) N BVy(R), se tiene que Fux(f)(s) existe paracada s € Ry es
continua en R\{0} pero atn falta determinar la continuidad en s = 0.

1) Dado el comportamiento diferente entre los operadores ¥, y ;5 definidos en BVy(R), el tema de la inte-
grabilidad de ¥, (f) requiere un andlisis mas profundo. En particular, hay que explorar la relacion entre las
transformadas de Fourier y de Hilbert para funciones f € BVy(R) y con derivada f” en espacios de Hardy,
es decir, en H' (R). Ademas de analizar el comportamiento asintético de estos operadores en el contexto de la
integral de Henstock-Kurzweil siguiendo la linea de investigacién dada en [47] con respecto a la integral de
Lebesgue.

m) Enfatizar la relacién de la integral de Henstock-Kurzweil con el espacio de Hardy H'(R) y su espacio dual
BMO. Véase [23].

1v) Estudiar el problema de la inversién puntual para la transformada de Fourier ya que en general si f € BVp(R)
no se sabe si eisxTHK(f ) pertenece a HK(R). Este problema surge de lo establecido en [54].

v) Relacionar la transformada de Fourier de una funcién de variacién acotada con la integrabilidad de la serie
trigonométrica con coeficientes generados por la funcién.

vi) El estudio de otras transformadas integrales con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil como lo es la
transformada de Laplace, la transformada de Hartley [12] y la transformada de Hilbert [48].

vir) A partir del hecho de que el espacio dual de HK se puede identificar con el espacio BV surge la pregunta de
caracterizar el espacio dual de BV. Esto con el fin de aplicar los resultados existentes de la teoria de interpolacién
para caracterizar el espacio dual de HK N BV y el espacio dual de HK + BV.

vim) Estudiar la diferenciabilidad del operador ¥k en diversos espacios tales como L'y BV, haciendo un estudio
mas profundo de las propiedades de la derivada del operador, esto en virtud de los resultados publicados en [4].

1x) Extender las propiedades de la transformada de Fourier a funciones f : R" — R usando el concepto de integra-
cidén en varias variables. Véase [24].

x) Profundizar en el estudio de la integral generalizada de Kiurzweil definida para funciones definidas en [a, b] € R
y valuadas en espacios de Banach X, véase [19]. Ademads, se tiene la extension de la integral de Kurzweil para
funciones definidas en rectangulos R ¢ R" y valuadas en X, véase [18].
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Relacionar el tema de ecuaciones diferenciales con la integral de Henstock-Kurzweil, en particular, ya se tiene
un estudio sobre la ecuacion de calor en una dimensién en [81, 31].

Continuar con el estudio de ecuaciones diferenciales e integrales generalizadas y ecuaciones con impulsos
definidas en espacios de Banach, ver [58].

Relacionar las ecuaciones diferenciales ordinarias generalizadas con el tema de la dependencia continua de un
pardmetro como lo muestra Jaroslav Kurzweil en [38].

También se puede considerar el desarrollo de la teoria de ecuaciones diferenciales funcionales retardadas con
la integral de Kurzweil-Stieltjes. Véase [22].

Utilizar la relacién entre las integrales de Henstock y Kurzweil con la integral de Feynmann en problemas de
ecuaciones generalizadas siguiendo los trabajos dados en [66, 26, 11].

Estudiar la aplicacién de teoremas de puntos fijos para establecer la existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales e integrales que contienen funciones Henstock-Kurzweil integrables. Véase [30].

Profundizar en la generalizacién de la integral de Henstock a partir de [33].



Apéndice

79






Apéndice A

Resultados clasicos sobre integracion

En esta parte, enunciamos algunos resultados cldsicos sobre la integral definida por Henri Léon Lebesgue para
funciones medibles f: R — R. Estos teoremas pueden ser consultados en [13, 70].

Teorema A.l. (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea (f,),>1 una sucesion de funciones en L'(R)
tal que satisface:

I) fu(x) e f(x), salvo un conjunto de medida cero en R.

1) Existe g € L'(R) con la propiedad de que para toda n > 1,

Ifn ()] < g(x)
salvo un conjunto de medida cero en R.
Entonces f € L'R) y |Ifx — fllp —— 0.

Teorema A.2. (Teorema de Fubini). Sea F: R xR — R tal que F € L'(R x R). Entonces

f(fF(x,y)dy) dx=f(fF(x,y)dx) dy=f F(x,y)d(x,y).
R \JR R \JUR RxR

Teorema A.3. (Desigualdad de Holder). Sean f € LP(R)y g € LI{R)con1 < p < ooy l/p+ 1/q = 1. Entonces
fg € LY(R) y ademds se satisface que

fgllr < Al llglle-

Teorema A.4. Sean (f,)u>1 una sucesion en L’(R)y f € LP(R) con 1 £ p < oo, tales que || f, — fllLe 2%, 0. Entonces
existen una subsucesion (f, )i=1 de (fy)n=1 ¥ h € LP(R) tales que

D fn,(x) ko, f(x), salvo un conjunto de medida cero en R.

1) |fn,(X)| < h(x), para toda k > 1, salvo un conjun to de medida cero en R.
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A continuacién mostramos el teorema de convergencia dominada con respecto a la integral de Henstock-Kurzweil,
[7, Teorema 20.14].

Teorema A.5. (Teorema de Convergencia Dominada HK). Supongamos que (f,)q>1 es una sucesion de Cauchy en
medida en HK(R), es decir, para cada r > 0,

m({|fj ~h]> r}) 50 (k- o).
Si existen o, w € HK(R), tales que para cadan > 1,

a(x) < fu(x) < w(x)
salvo un conjunto de medida cero en R. Entonces existe f € HK(R) tal que ||f — full = 0, cuando n — oo.

Otras versiones del Teorema A.5 pueden consultarse en [65, Capitulo 13] y en [51, Teorema 3.1]. Ademads, un
resultado importante que permite intercambiar el orden de integracion es el siguiente.

Teorema A.6. Sean I = [a,b]y T = [c,d] intervalos compactos de R. Si f : IXT — R es continua en I X T, entonces
la funcion

b
F@) ::f f(x,0)dx VieT,

es continua en T. Mds atin,

d [ rb b d
f(f f(x,t)dx)dt:de(t)dtzf(f f(x,t)dt)dx.

El Teorema A.6 puede ser consultado en [7, 12.U]. Ademds, existen versiones del teorema de Fubini que pueden
consultarse en [39] y en [32].
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