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Resumen

En esta tesis se presenta la modelacion numérica de la infiltracién de agua en el suelo por medio de un
infiltrémetro de tension con la finalidad de servir como base al disefio de diferentes problemas relacio-
nados con este proceso. Para el desarrollo del procedimiento numérico se utiliza la forma linealizada
de la ecuacion de Richards conocida como ecuacién de Warrick con condicién inicial igual a cero y
condiciones de frontera de tipo mixto. Se discretiza el espacio con el método de elemento finito y la
integracion temporal a través del método de Crank-Nicolson. Ademds se emplean transformaciones
1soparamétricas bicuadraticas para realizar los célculos.

Con el fin de aproximar la solucién del problema de estudio, se ha elaborado un programa en el
lenguaje M de Matlab, el cual nos permitird entender otro tipo de problemas relacionados con la in-
filtracion. La verificacion del programa se ha realizado con un problema semejante al propuesto por
Warrick (Warrick, 1974), dedujimos la solucidn analitica y constatamos que los perfiles del potencial
de flujo matricial que se generan tienen el mismo comportamiento y forma que los presentados tanto
en el articulo como aquellos obtenidos numéricamente.

Para realizar el andlisis del problema de estudio hemos considerado los datos del experimento tomado
de (Pulido, 2019) que consistio en extraer 7 columnas de suelo: 3 del Bosque, 2 del Acahual y 2 de
Agostadero y realizar ensayos de infiltracion para cuatro diferentes tensiones (etapas) en el laborato-
rio, en donde se encontrd los valores de la conductividad saturada, la constante de proporcionalidad
de Gardner y los datos registrados de la ldmina acumulada.

Los resultados numéricos se obtienen para los tres tipos de suelo: Bosque, Acahual y Agostadero y el
valor del pardmetro x por medio del ajuste de las curvas de infiltracion experimentales. Se muestran
los perfiles del potencial de flujo matricial © y los caudales de entrada y salida. Se observa que al
emplear diferentes tensiones se producen cambios en el caudal.

Finalmente los resultados demuestran que en el Bosque existe una mayor infiltracién seguido del
Acahual y Agostadero, debido probablemente a la estructura del suelo y la influencia humana. Ade-
mas se aproximan los perfiles del potencial de flujo matricial que confirman lo dicho anteriormente.
Se observa que las propiedades hidricas mejoran con los suelos menos perturbados (Bosque).
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Capitulo

Introduccion

Una propiedad de gran importancia en el suelo es la infiltracion, que se define como la penetracion de
agua en los poros del terreno. La infiltracion es parte fundamental del ciclo del agua y es crucial para
la supervivencia, el crecimiento y el desarrollo de la comunidad vegetal (Shukla, 2013). La forma
en la que el agua fluye a través del suelo esta influenciada por las propiedades del suelo, la cubierta
vegetal, la humedad inicial y las propiedades hidrdulicas. Debido a estos factores resulta complejo
estimar el valor de la infiltracién, a menos que el estimado se realice con base en determinaciones
directas (Blair et al., 1963).

Un dispositivo para medir la infiltracién de agua es el infiltrémetro de tensién que permite derivar
propiedades hidrofisicas del suelo, tales como la conductividad hidrdulica saturada e insaturada (no
saturada), la porosidad efectiva o conducente (principal responsable de la infiltracién) y la proporcion
total del flujo de infiltracion para diferentes tamafios de poro (macro, meso y microporos), permitiendo
analizar la infiltracidn en sus distintas componentes (Gomez-Tagle et al., 2014). El instrumento consta
de un tubo de Mariotte con ajuste manual de la tensién aplicada, un reservorio principal tinico y un
registro manual de las mediciones, aunque el dispositivo puede ser adaptado para la toma automatiza-
da de datos. Una pequefia presion negativa también asegura que la infiltracion tiene lugar a través de
la matriz del suelo y no a través de las grietas, bioporos o agujeros de gusano del suelo (Manas, 2005).

El uso de modelos matematicos es una importante alternativa para estimar el contenido o redistri-
bucién de agua. El movimiento de agua y otros fluidos en el suelo es regido por la Ley de Darcy.
Esta teorfa, junto con la ecuacién de continuidad dieron origen a la ecuacién de infiltracion, conocida
como ecuacion de Richards. La ecuacién es no lineal lo que impide encontrar una solucion analitica.
Por ello, se debe considerar la linealizacion que se logra mediante la transformacion de Kirchhoff y el
modelo de Gardner dando como resultado la ecuacion de Warrick, til para pequefias variaciones del
contenido de humedad. Esta ecuacion captura razonablemente la humedad del suelo para escenarios
naturales, incluidos los estratificados y con vegetacion (Friedman, 2019).

En esta tesis, la modelacion del flujo de agua en una muestra de suelo en el infiltrémetro de tension se
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realiza a través de la ecuacion de Warrick para una condicion inicial igual a cero y ciertas condiciones
de contorno. Para aproximar la solucién se programa el método de elemento finito y se valida con
un problema descrito por Warrick (Warrick, 1974), bajo ciertas condiciones, obteniendo resultados
satisfactorios.

Los resultados numéricos generados estdn enfocados a mostrar el caudal de entrada y salida, los
perfiles del potencial de flujo matricial y a cémo ajustar los datos de infiltracién experimental para tres
muestras de suelo Bosque, Acahual y Agostadero con datos obtenidos del experimento en laboratorio
descrito en (Pulido, 2019).

1.1. Objetivos

El objetivo general de la tesis es modelar numéricamente la infiltraciéon de agua en el suelo a través
de un infiltrémetro de tensién usando el método de elemento finito. Para alcanzar este fin se definen
los siguientes objetivos particulares:

1. Estudiar las relaciones entre el modelo matematico propuesto por Warrick y las ecuaciones de
difusidn-adveccion caracteristicas de este proceso.

2. Emplear el método de Galerkin para construir la representacion variacional del problema dife-
rencial y la discretizacién del mismo.

3. Generar el programa para aproximar la solucién del problema diferencial usando el método de
elemento finito en el lenguaje de programaciéon M de Matlab.

4. Revisar la solucion analitica para validar el modelo numérico.

5. Presentar e interpretar los resultados obtenidos para la aplicacién con los 3 tipos de suelo.

1.2. Estructura de tesis

Este documento consta de 7 capitulos. En el primero se encuentra la introduccién, se presenta un
panorama del tema de tesis y los objetivos de la misma.

En el capitulo 2 se describen conceptos y principios fundamentales con la finalidad de derivar la
ecuacion de Richards. También se linealiza dicha ecuacién para obtener los modelos de Warrick y
Wooding.

En el capitulo 3 se indica el sitio de estudio donde extrajeron tres tipos de suelo Bosque, Acahual
y Agostadero, y se expone la generalidad del experimento en laboratorio mediante ensayos de infil-
tracion con un infiltrométro de tension y los datos que se obtuvieron. Ademads se plantea el modelo
matematico a estudiar con sus condiciones de frontera e inicial y se desarrolla la solucion analitica de
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un problema semejante con el objetivo de verificar el programa propuesto.

El capitulo 4 muestra de manera detallada el procedimiento de la discretizacién del modelo de Wa-
rrick usando el método de elemento finito y un método € para realizar la discretizacién temporal.

Con el fin de constatar la fiabilidad del modelo nimerico, en el capitulo 5 se realiza una comparacién
de la solucién numérica con la solucién analitica para una fuente puntual.

El capitulo 6 muestra los resultados numéricos obtenidos para cada tipo de suelo, describiendo el
comportamiento de los perfiles del potencial de flujo matricial, las curvas de infiltracion y las curvas

de flujo de entrada y salida.

Por dltimo en el capitulo 7 se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo se exponen, en términos generales algunos conceptos y los principios fundamentales
mediante los cuales se deriva la ecuacion de Richards que describe el flujo del agua en el suelo.
Dado que dicha ecuacién es no lineal, se deduce en su lugar el modelo de Warrick que se obtiene
al linealizar la ecuacion de Richards a partir del modelo de Gardner y la transformada de Kirchhoff.
Dicha ecuacion permite considerar la infiltracién de manera simplificada.

2.1. El suelo y sus propiedades

El suelo es un cuerpo tridimensional en el que coexisten tres fases: solida, liquida y gaseosa, ver figu-
ra 2.1. La fase s6lida estd compuesta por minerales derivados de las rocas y materia orgdnica. Estas
particulas, al unirse, forman los agregados que constituyen la estructura del suelo y determinan la
circulacién del agua y del aire.

La fase liquida esta conformada principalmente por agua derivada de la precipitacion y de diferentes
acidos orgénicos que se ubican en los espacios vacios entre agregados. Esta fase ha sido clasificada en
tres tipos: a) agua adsorbida en los agregados que no puede ser separada por acciones hidrodindmicas,
b) agua capilar que permanece en el suelo por accién de las fuerzas capilares y puede moverse por la
accion de éstas, c¢) agua gravitacional o libre, que es el agua que se mueve impulsada por la gravedad
en los suelos y dependeré de la composicion de éstos.

La fase gaseosa estd formada por nitrégeno, oxigeno, vapor de agua y diéxido de carbono y esta
situada en los espacios vacios restantes que no ocupa la fase liquida.
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Figura 2.1: Representacion visual del suelo y cuantificacion del volumen, donde V' es el vélumen
total, Vs, V., V, son los vélumenes del sélido, liquido y de la fase fluida.

Los suelos se clasifican de la manera siguiente:

1.

Suelo saturado. Solamente se tiene la fase s6lida y liquida. Se denomina saturado, porque todos
los agregados y los espacios estan llenos de agua.

Suelo no saturado. Interactdan simultineamente las tres fases: sélida, liquida y gaseosa. Los
vacios entre los agregados estan ocupados por aire y agua.

Suelo seco. Incluye la fase s6lida y gaseosa, es decir, el suelo no contiene agua.

2.1.1. Composicion del suelo

La textura indica el contenido relativo de particulas s6lidas de diferente tamafio. La Sociedad Inter-
nacional de las Ciencias del Suelo (ISSS por sus siglas en inglés) define los tamafios de grano de
acuerdo a la siguiente escala (Miyazaki, 2005):

1.
2.

9,1

grava (mds grande que 2 mm)

arena gruesa (entre 2.0 y 0.2 mm)

. arena fina (entre 0.2 y 0.02 mm)

limos (entre 0.02 y 0.002 mm)

. arcillas (mas pequefos que 0.002 mm).

La clasificacion de texturas es conocida como tridngulo de texturas. Las lineas trazadas en el tridngulo
fijan los limites porcentuales de cada componente (Arcilla, Limo y Arena). Por ejemplo si un suelo
contiene 60 % de arena, 90 % de limo y 10 % de arcilla corresponde a una textura Franco arenosa, ver
figura 2.2.
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Figura 2.2: Tridngulo de texturas.

2.1.2. Estructura del suelo

La estructura del suelo es la dispersion o unién de particulas que lo conforman. Las particulas indi-
viduales cuando se ensamblan, aparecen como particulas més grandes y son llamadas agregados. Los
agregados varian en tamafio y forma dando como resultado diferentes estructuras de suelo, ver Figura
2.3. Por lo general, se conocen 4 tipos de estructuras

1. Las estructuras granulares son particulas individuales de arena, limo y arcilla agrupadas en
pequeiios granos redondos, humosas y porosas.

2. Las estructuras en bloques y en bloques subangulares son particulas de suelo que se adhieren
entre si en bloques casi cuadrados o angulares que tienen bordes mas o menos afilados.

3. Las estructuras prismaticas y columnares son particulas de suelo que se han formado en colum-
nas verticales o pilares separados por grietas verticales en miniatura, por efectos de desecacion,
contraccién o rajaduras del suelo. El agua circula con mayor dificultad y el drenaje es deficiente.

4. La estructura laminar estd formada por particulas de suelo agregadas en placas delgadas o 1ami-
nas apiladas horizontalmente unas sobre otras de materiales finos, arenosos, salinos y carentes
de una estructura (Shukla, 2013).
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Figura 2.3: Tipos de estructura del suelo.

Es importante tener una buena estructura para permitir el movimiento del agua del suelo y su exceso
se drene.

2.1.3. Porosidad

La porosidad del suelo 1 es el volumen total de espacio entre los agregados ocupado en diferentes
porcentajes de agua y aire. La expresion matematica se define como

Vo

ﬂzv-

Existen tres tipos de porosidad

1. Absoluta. Es el volumen total de los agregados interconectados y no interconectados con el
volumen total del suelo.

2. Efectiva. Se refiere al porcentaje de agregados interconectados que permiten la circulacion del
agua.

3. No efectiva. Los agregados que no estdn conectados entre si (aislados o cerrados), por lo tanto
el agua no podr4 salir ni desplazarse por esta zona.

Dentro del espacio poroso se pueden distinguir

e microporos (< 0.01 cm de radio del poro),
e mesoporos (de 0.01 a 0.05 cm de radio de poro) y

e macroporos (> 0.05 cm de radio de poro).
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Los macroporos representan las vias para la circulacion rapida del agua de gravedad y del aire, per-
mitiendo su drenaje y eliminacidon cuando hay exceso. En cambio, en los microporos el agua queda
retenida, en los de mayor tamafio puede moverse lentamente, pero en los mds pequefios queda tan
fuertemente retenida que permanece inmovil.

2.1.4. Relacion del agua y el suelo

La relacion del agua y el suelo se refiere a la capacidad de los suelos de retener humedad. Las canti-
dades relativas de agua en los suelos se definen por el contenido volumétrico de agua 6

Vi
0= v (2.1.1)
Los suelos estidn divididos por el nivel fredtico. Por debajo del nivel fredtico, el suelo es saturado,
el comportamiento estd gobernado por el estrés que mantiene unidas a los agregados. En tanto, por
encima del nivel fredtico se encuentra el suelo no saturado. Aqui ocurre el fenémeno capilar, es decir,
la capacidad del agua para fluir a través de pequefios espacios entre los agregados conocidos como
capilares en contra de la gravedad (Atkinson, 2017). El agua asciende debido fuerzas adhesivas y

cohesivas que actian contra la atraccion gravitacional, ver figura 2.4.

El potencial matricial es la fuerza ejercida sobre el agua por el suelo, también conocido como tension.
Esencialmente es cero para un suelo saturado y negativo para un suelo no saturado, el potencial
matricial nunca es positivo. La conductividad hidrdulica se relaciona con el grado de resistencia de
las particulas del suelo cuando el agua fluye por los poros. Esta resistencia se ve afectada por las
formas, tamafos, ramificaciones, uniones y tortuosidades de los poros asi como por la viscosidad del
agua. A mayor resistencia menor conductividad hidrdulica y viceversa, ver figura 2.4 .

Nivel
fredti

Figura 2.4: Clasificacion de suelo.

Una medida de la capacidad del aire y el agua para moverse a través del suelo es su permeabilidad.
Esta influenciada por el tamaio, la forma y la continuidad de los espacios entre los agregados. Es
similar a la conductividad hidrdulica saturada K; porque también describe la facilidad con la que el
agua se puede mover.
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Potencial Hidrico del Suelo

El potencial hidrico total del suelo v es una cantidad relativa porque se mide en relacién con el agua
libre y estd descrito como

¢:¢g+¢m+¢o+¢p7

donde 14, 1, 1, y 1, son los potenciales gravitacional, matricial, osmético y de presion respectiva-
mente, los cuales se describen a continuacion.

Potencial gravitacional 1),. Es la fuerza de gravedad que actia sobre el agua del suelo siempre
hacia el centro de la tierra. Su valor puede ser positivo, negativo o cero segun la localizacién del plano
de referencia. Si se toma el eje z hacia arriba, el potencial gravitacional actua en la direccion —e, y
es

P, = —2. (2.1.2)

Potencial matricial 1/,,. Representa el grado de retencion del agua debido a las fuerzas de adhesion
y capilaridad. Depende de la tension superficial del agua y su dngulo de contacto con la fase sélida.
Se define como

donde h es la succidn, proporcional a la cabeza matricial. Su valor es siempre negativo, ya que la
presion que origina se opone a la expulsién de agua del suelo. A medida que se seca un suelo, mas
negativo es el potencial matricial.

Potencial osmético 1),. Representa la disminucion de la capacidad agua debido a la presencia de
solutos. La presencia de estos disminuye el potencial hidrico total del suelo. Sus valores varian entre
Cero y negativos.

Potencial de presion ¢,. Es la presion ejercida por una columna de agua que se encuentra por
encima del punto del suelo considerado. En zonas no saturadas el valor es cero y en las zonas saturadas
el valor es positivo. Se considera la variacion de presion externa respecto al nivel de referencia.

2.1.5. Curvas caracteristicas de humedad del suelo

Para caracterizar el suelo es necesario conocer la relacion entre la conductividad hidraulica y el po-
tencial matricial, también la relacion entre el contenido de humedad y el potencial matricial. A conti-



CAPITULO 2. PRELIMINARES 15

nuacion, se exponen dichas correlaciones.

Conductividad vs potencial matrico.- El modelo exponencial de Gardner (1958) se usa en el cal-
cul6 de la conductividad hidrdulica no saturada para cada potencial matricial y estd dada por (Shukla,
2013)

K = K e (2.1.3)

donde « es la constante de Gardner con unidades m~! y K, la conductividad hidrdulica saturada. Esta
mide la capacidad del suelo de absorber agua, su valor tiende a incrementarse desde bajos valores en
texturas gruesas a altos valores texturas finas, ver figura 2.5.

Franco arenoso

10_2 Franco arcillosos

10_6 %
0 -0.1 -1 -10 -100 -1000 -10.000
Potencial matrico(kPa)

Figura 2.5: Variacién de la conductividad hidrdulica K en funcién del potencial matricial v,,, valores
de K obtenidos en suelos franco arenoso y franco arcilloso (Silva Robledo et al., 2015).

Potencial matrico vs humedad.- La curva caracteristica de humedad del suelo expresa la relacién
entre el potencial matricial y el agua volumétrica. Esta curva se ve fuertemente afectada por la textura,
estructura del suelo y por otros componentes, incluida la materia 6érganica.

El proceso de humectacién depende si se parte de un suelo himedo que se estd secando o si se parte
de un suelo seco que se va humedeciendo. Como se ve en la figura 2.6, la curva v,,(#) queda por
encima en el primer caso. Esto significa que para un mismo contenido de humedad, en un periodo
de desecacion se presenta un potencial matricial mayor que en el periodo de humectacion. A este
fendmeno se le conoce como histéresis y se debe a la forma en que se produce el humedecimiento o
el secado.
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Figura 2.6: Esquema de histéresis, las curvas caracteristicas del agua en suelo.

Las curvas caracteristicas de humedad del suelo se aproximan por varios tipos de funciones como
las ilustradas en el cuadro 2.1, donde a, b, ¢ son parametros, 6, es el valor residual del contenido
volumétrico de agua y 6, el contenido de agua saturada, ver figura 2.6.

Funcion Ecuacién
Potencia U = —ab
0
Sigmoidea | log(—%y,) =a+bln LQ_ — 1]
1 S
Van Genuchten ® =
1+ (ch)?
6—0
Lineal 0= .
inea 00,

Cuadro 2.1: Tipos de funciones para ajustar las curvas caracteristicas de humedad.

2.2. Infiltrometro de tension

Para medir la infiltracién de agua en el suelo se suele utilizar distintos dispositivos. Para los experi-
mentos en laboratorio que modelaremos en este trabajo se empleo el infiltrémetro de tension.

El infiltrémetro de tension consiste en 2 tubos acrilico, uno de 90 cm de altura con 3.83 cm de
didmetro interior llamado reservorio principal. El otro consiste de un tubo mds pequeiio de 30 cm
de altura y 1.96 cm de didmetro interior, llamado tubo mariotte. En el montaje del experimento, el
reservorio principal va tapado con un tapon de goma. Por arriba del tubo Mariotte estd un tapon de
huele atravesado por un tubo de burbujeo, que tiene 0.32 cm de didmetro interno y 27 cm de largo.
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Por abajo tiene otro tapén con otro tubo atravesado de 0.32 cm y 27 cm de largo que se llama tubo
respiradero. Este tubo respiradero estd conectado a una manguera negra de hule con 0.45 cm de
didmetro interno y de 15 cm de longitud. A su vez, esta manguera negra conecta con una perforacion
en la base de aluminio para unir el tubo de Mariotte con la seccién conica de la base. El radio de la
base del infiltrometro es 7o= 5 cm (Gémez-Tagle et al., 2014). Ver figura 2.7.

Figura 2.7: Infiltrémetro de tension. Reservorio principal (1), tubo de Mariotte (2), manguera para
conexion tubo de Mariotte-base de aluminio (3), base de aluminio torneada (4), palanca de valvula
de esfera (5), malla de nylon permeable hidrofilica (6), liga (7), placa de policarbonato perforada (8),
orificio de burbujeo (9). A) Detalle de la base de aluminio y malla de nylon asegurada con liga, B)
detalle de la placa de policarbonato perforada, C) detalle de la parte inferior de la base de aluminio
torneada en seccidn conica, con el orificio de burbujeo y con la placa de policarbonato perforada e
instalada (Gomez-Tagle et al., 2014).

2.3. Dinamica del agua en medios porosos

2.3.1. Ley de Darcy

La Ley de Darcy describe el experimento que se llevo a cabo en una columna vertical llena de arena
completamente saturada de agua. Darcy demostré que el flujo de agua a través de la columna de
suelo era proporcional a la diferencia de carga hidraulica, /1, — Ho, ver figura 2.8. La constante
de proporcionalidad entre la tasa de flujo y el gradiente de flujo se conocen como conductividad
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hidraulica saturada, K (Shukla, 2013).

YA

Figura 2.8: Flujo de agua a través de un perfil tridimensional que representa cabezas potenciales en
la entrada y salida a través de un volumen de suelo de longitud L. Suponiendo que la referencia esta
sobre el eje z, la cabeza hidrédulica total en la entrada es H; = Hs + L + h, y altura hidrdulica a la
salida H,.

En el experimento de Darcy, la tasa de flujo volumétrico del agua () que sale del fondo de un perfil
de suelo saturado durante el flujo unidimensional estd dada por
H, — H,

Q=K AT —=2, (2.3.4)

donde A es el area de la seccidn transversal a través de la cual tiene lugar el flujo, L es la longitud
de la columna de suelo (cm) a través de la cual tiene lugar el flujo, h es la columna de agua sobre la
superficie del suelo. En estd ecuacion, las unidades del caudal volumétrico () son cm3s~!, la conduc-
tividad hidrdulica K cm s~! y de las cabezas de entrada y salida H, y H, con cm.

El signo negativo indica que el flujo de el agua se lleva de un drea con mayor potencial a un drea con

menor potencial. En la ecuacién (2.3.4) el flujo por unidad de area es 1= En esta notacidn, la ley

de Darcy en tres dimensiones se escribe como

OH OH OH

- = —Kyy—, ¢, = —K,,—, 235
o W Y oy q 0z ( )
donde K,,, K, y K, son las conductividades hidraulicas en z, y y z, respectivamente. Su forma
vectorial estd descrita de la siguiente manera:

4z = _Ksa:

q=-K;-VH, (2.3.6)
donde
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Ko 0 0
K.=| 0 K, 0 (2.3.7)
0 0 K.

2.3.2. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad describe la conservacion de la cantidad de fluido a través de un volumen,
en nuestro caso, en un medio poroso tridimensional. El fluido que entra y sale de un volumen V' por
unidad de tiempo ¢, estd dado por [ qdA, donde la integral se realiza en el drea A que circunda el

volumen. Aplicando la ley de Gauss, esta integral es / V - qdV, y cuantifica el agua que entra y

sale del sistema. Por otro lado, el cambio de masa del fluido en el volumen por unidad de tiempo es
00

/ a5 dV (Munson et al., 2004). La ecuacién de continuidad establece que el cambio en el volumen

de agua del volumen total se debe a la entrada y salida de ella a través de sus fronteras, es decir,

0
/adv_—/v.qdv,

donde el signo menos explica la convencion de que hay un aumento en la cantidad de agua cuando los
vectores de flujo y el normal a la superficie tienen sentido contrario. Dado que la expresion es valida
para cualquier volumen entonces

00
- _V.q. 238
9 q (2.3.8)
Para flujo saturado, la tasa de cambio del contenido de agua con respecto al tiempo es cero, ver figura

2.9.

i
(qy—#Ay

iqz+Az

Figura 2.9: Ecuacion de continuidad para el agua que entra y sale de un suelo.
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2.3.3. Ecuacion de Richards

El movimiento del agua a través de suelos no saturados puede ser presentado por un ecuacién dife-
rencial parcial no lineal también conocida como la ecuacion de Richards. Estd ecuacién se deduce al
aplicar la ley de Darcy (2.3.6) junto con la ecuacién de continuidad (2.3.8) para un suelo no saturado.
Al hacer esto se obtiene

00 0 oH 0 oH 0 oH

—=— | K,— — |K,— — | K,—| . 239
ot 8:1:{ ax}—i_ay{yﬁy]—i_az[ 82} (2.3.9)
Despreciando el potencial de presion y el osmdético, la carga hidrdulica solo depende del potencial
matricial y gravitacional, es decir, H = 1, + 14. Usando la ecuacién (2.1.2) que establece que el

M,
potencial gravitatorio actda en la direccién —e., el flujo en la vertical es ¢, = — K, (ai + 1) y la
z
ecuacion (2.3.9) es
06 0 M, 0 O, 0 O, 0K,
— =—|K,—/— — | Ky—— — | K,——— . 2.3.10
Ji ax[ 6$}+8y[y8y] azl 0= | " - (2.3.10)

A (2.3.10) se le conoce como ecuacioén de Richards, e involucra al contenido volumétrico 6, el po-
tencial matrico 1)y, y las conductividades hidraulicas K, K, y K. Es importante mencionar que la
ecuacion Richards sirve para modelar cualquier proceso que involucre infiltracién en suelo.

Si suponemos que la conductividad K es la misma en todas las direcciones y si definimos a

A
D=K—2> 2.3.11
70 (2.3.11)

como la difusividad del agua, la ecuacién (2.3.10) se puede reescribir en términos del contenido
volumétrico # como

90 0 00 0 00 0 00 0K
—=—|D— — | D— — |D— —_—. 2.3.12
ot ax[ 8x]+8y[ 8y}+3z[ 82}—1_02 (23-12)
Dado que los pardmetros K y 1, son funciones de # en (2.3.11), la ecuacién de Richards es no lineal
dificil de resolver, principalmente para cambios de tensiones grandes que provocan rigidez. Para re-

ducir esta dificultad se puede linealizar la ecuacién como se muestra en el siguiente apartado.

Cabe sefialar que al aproximar la solucién de la ecuacién de Richards se pueden utilizar métodos de
linealizacién como son: el método de Newton (también llamado Newton-Raphson en la literatura), el
método de Picard, el método de Picard modificado, el método de Picard acelerado, el L-esquema y
una combinacion de ellos (List, 2016). En el caso que se modele un proceso donde aparezca rigidez
ademads se deben usar estrategias numéricas para captar esa rigidez.
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2.4. Modelos de Warrick y Wooding

La linealizacion de la ecuacion de Richards (2.3.12) se logra al utilizar el cambio de variable, conocido
como transformacion de Kirchhoff

0= /Dd@, (2.4.13)

donde © es el potencial del flujo matricial. Esta identidad junto con la ecuacién (2.3.11) permite
obtener las siguientes relaciones:

dO =Ddf y Kdiy,, = dO (2.4.14)

En la ecuacion (2.4.13) observamos que si D es una constante se tiene que el potencial de flujo matri-
cial es proporcional al contenido volumétrico de agua siempre y cuando los cambios de tension sean
pequeios, ver ecuacion (2.4.14).

De la relacion (2.4.14) junto con la ecuacién de Gardner (2.1.3) e integrar de —oo a v, se llega a

"Z)m K
0= K,e*Ymdip,, = —, a > 0. (2.4.15)
(8%

—0o0

0 _ 9600 _ 00

Al sustituir (2.4.14) y (2.4.15 1 i6n de Richards (2.3.10 — = —— = —
sustituir ( )y ( ) en la ecuacion de Richards ( ) y usar 5 — 96 o T

se obtiene la ecuacion

00 , 00
57 =DV’0 + Da=. (2.4.16)

Esta relacion es conocida como la ecuacion de Warrick (Warrick, 1974) y se usa para entender la
infiltracién en el caso no estacionario. Constituye la aproximacion lineal de la ecuacién de Richards
(2.3.10) y tiene la ventaja de depender de una sola variable ©. Es costumbre escribir estd ecuacién en
términos del pardmetro x definido como

_dK

Cdo

De la definicion (2.4.17) junto con (2.4.14) y (2.4.15) se puede derivar que D = E. En estos términos,
«

la ecuacién de Warrick (2.4.16) es

K (2.4.17)

00  K_, 00

00
Cuando se tiene el estado estacionario, es decir, wr = 0 se recupera la ecuacion de Wooding (Woo-
ding, 1968)
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—ag— = V20. (2.4.19)

Para establecer las condiciones de frontera de nuestro problema, es conveniente escribir la ecuacion
de Warrick como una ecuacion de conservacion

00
o= -Vv-J, (2.4.20)

donde J es el flujo de agua y tiene unidades de volumen por unidad de 4rea y tiempo. Al comparar
con (2.4.18) se identifica que

J= —SV@ — kOe.. 2.4.21)



Capitulo

Problema de estudio

El objetivo de este trabajo es modelar como ocurre la infiltacién de agua dentro de una columna de
suelo usando el modelo de Warrick. Por ello, se utilizan los datos experimentales de (Pulido, 2019)
donde se toman tres muestras de diferentes tipos de uso de suelo en la Sierra Gorda de Querétaro
asociados a distintas actividades humanas: Bosque, Acahual y Agostadero.

La infiltracién de agua en las muestras de suelo se estudia mediante el infiltrometro de tensién en el
cual la cantidad de agua infiltrada se registra en funcion del tiempo. Los detalles del experimento se
describen en el primer apartado del capitulo. Después se presenta la modelacion de este infiltrémetro
usando la ecuacién de Warrick y las condiciones inicial y de frontera apropiadas para resolverlo
numéricamente. Esto nos permitird comparar con las curvas experimentales y obtener pardmetros de
importancia ecoldgica. Dado que del modelo de estudio no se puede obtener una solucién analitica,
en el ultimo apartado se deduce la solucién de un problema para una fuente puntual que es similar a
aquel que se estd estudiando y que servird para validar el programa desarrollado, ver capitulo 5.

3.1. Datos experimentales

Justificacion y lugar de estudio

Lareserva de la bidsfera de la Sierra Gorda de Querétaro estd ubicada en el norte del estado de Queré-
taro entre los paralelos 20°50° y 21°45’ de latitud norte y los meridianos 98°50” y 100°10” de longitud
oeste, con una extension de 383,567-44-87.5 ha, lo que representa el 32.2 % del territorio total del es-
tado.

El suelo predominante en el reserva es un litosol de color negro o gris muy oscuro, con alto contenido
de nutrientes y presenta desde 10 cm de profundidad en laderas y pendientes abruptas con alto riesgo
de erosidn, hasta 50 cm en los valles (Bayona et al., 2006). También los hay de color rojizo o amarillo
acido, con pedregosidad superficial, que se asocian con suelos secundarios de tipo litosoles, rendzinas,
feozem y en algunas partes, cambisoles calcareos. Estas asociaciones presentan texturas de medias a

23
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finas, migajosas y arcillosas. La reserva pertenece a la region hidrolégica del rio Panuco (RH-26). El
area se divide en dos cuencas: la del rio Tampadn o Tamuin y el rio Moctezuma. La primera ocupa
una extensién de 2,038km? de la reserva, siendo su principal afluente el rio Extoraz (Mendoza-Villa
et al., 2018).

Esta zona es de interés debido a su fuerte influencia en la infiltracién de agua por las precipitaciones
intensas, que ocurre a causa del efecto de sombra orogréfica y el efecto Coriolis, jugando un papel
clave en las actividades agricolas y ganaderas.

Generalidades del experimento

El sitio de estudio estd ubicado en la comunidad de Ojo de Agua, San Francisco en el municipio de
Jalpan de Sierra en el estado de Querétaro. Alli se escogieron tres puntos de muestreo, un bosque
primario (bosque con vegetacion primaria) de coordenadas 21°33°06.8 N de latitud con 99°11°50.10”
O de longitud y 1247 msnm (metros sobre el nivel del mar), un Acahual (bosque de vegetacion se-
cundaria) ubicado en las coordenadas 21°33°11.00” N de latitud con 99°11°43.90” O de longitud y
1251 msnm. Por ultimo, un Agostadero de coordenadas 21°33°13.60” N con 99°11°42.50” O y 1259
msnm (Bayona et al., 2006).

La extraccion de las muestras consiste en enterrar un tubo de PVC de radio 7;=0.075my 24=0.13 m
de alto en el horizonte superficial del suelo, para luego extraerlo procurando no dafar la estructura del
suelo. Una vez que se extrae la columna de suelo, se marca una flecha que apunta al fondo del suelo
para replicar la orientacion en el experimento de laboratorio. Finalmente, la muestra se envuelve con
papel de aluminio y se coloca en una bolsa de plastico. Se extrajeron 7 columnas que se usardn para
comparar con el modelo de estudio: 3 del Bosque, 2 del Acahual y 2 del Agostadero.

Para medir la infiltracion en cada muestra en el laboratorio, se utiliza un filtro de tensién INDI. Las
condiciones para el infiltrémetro, asi como el protocolo utilizado para el andlisis de datos siguen el
estdndar establecido en (Gomez-Tagle et al., 2014). Para ello, en el infiltrémetro se recomienda usar
un minimo de tres tensiones en diferentes tiempos para la aplicacién exitosa de la solucién por Logs-
don y Jaynes en el cdlculo de la conductividad hidraulica (Logsdon, 1993).

Debido a lo anterior, se emplearon las tensiones correspondientes a v,,,, = 0.0 m, ¥,,,, =-0.03 m,2,,,,

=-0.07 m y 9,3 =- 0.14 m para ajustar el tubo Mariotte en orden ascendente, de 1,,,, a ¥,,,, segun el
protocolo de tensién dado por

3
Vi (t) = Z Y unit(t g, 1), (3.1.1)
=0

donde unit(¢;,1,t;) es una funcién que es 1 entre los tiempos ¢; y ¢;.1 coni = 0,1,2,3 y O fuera de
este intervalo. Los cambios de tension se realizaron cuando los flujos se vuelven constantes en cada
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uno de los intervalos (Gomez-Tagle et al., 2014). Los tiempos para cada una de las muestras esta

reportado en el cuadro 3.1. Este tipo de protocolo de tension se grafica en la figura 3.1.

Uy, (M) Bosque (s) Acahual (s) Agostadero (s)
-0.14 | 6411.6 £3247.2 | 9194.4 £2228.4 | 7736.4 £+ 2476.8
-0.07 41044+ 1134 6332.4 +1159.2 7038 + 637.2
-0.03 3510 + 1854 3584.16+ 867.6 3906 + 673.2

0 1712.16 £ 1267.2 | 2965.68 £ 3178.8 | 4496.4 + 2847.6

Cuadro 3.1: Tiempos para cambiar las tensiones en la ecuacion (3.1.1).

-0.02 ¢

-0.04 ¢

-0.06 | —

Ftan
-lap

017

—
0,08} I

|
0.12} I

-0.14
0 5000 10000 15000

Tiempo (s)

Figura 3.1: Funcion por partes que representa el protocolo de tensién en la ecuacién (3.1.1).

Resultados experimentales

Con base al protocolo anterior, se realizé el experimento de infiltracién para los tres tipos de suelo,
donde se registré el agua infiltrada en funcién del tiempo. En la figura 3.2 se exponen los resultados
que representan los valores promedio de las muestras para cada uso de suelo diferente (3 para el
Bosque, 2 para el Acahual y 2 para el Agostadero).
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0.1
W Bosque
‘Acahual
008! I Agostadero
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s |
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0.02r

Tiempo (s) x10*
Figura 3.2: Curvas de infiltracién experimental para los tres usos del suelo.

Se observa que la mayor infiltracion esta en el Bosque, seguido del Acahual y la més baja se encontrd
en el Agostadero.

De acuerdo al manual (Gomez-Tagle et al., 2014), esta informacién permite obtener propiedades
hidrofisicas del suelo como la constante de Gardner « y la conductividad hidrdulica saturada K. Los
valores promedio de o y K, obtenidos para cada tipo de suelo se presentan en el cuadro 3.2 .

Muestra (m) | K, (ms™%) | a (m™)
Bosque | 4.84x107° | 6.57
Acahual 2.8475 9.27

Agostadero | 1.707° 1.94

Cuadro 3.2: Mediciones experimentales de la conductividad hidrdulica saturada K y constante de
Gardner o.

Estos datos experimentales se utilizan para ajustar las curvas de conductividad de Gardner K en
funcion del potencial matricial ¢,,, ver figura 3.3.
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Figura 3.3: Curva de Gardner para los tres diferentes usos del suelo.

3.2. Modelo

La dindmica del agua del suelo en la zona no saturada es fundamental para el ciclo hidrolégico de
los ecosistemas con vegetacion. La capacidad de modelar la humedad del suelo y su interaccién con
la vegetacion tiene aplicaciones importantes en el clima, agricultura y manejo de ecosistemas (Daly,
2005).

El modelo mas utilizado es la ecuacién de Richards (2.3.10), que combina la ley de Darcy extendida
a suelos no saturados con la ecuacién de continuidad. Si las curvas de saturacion 0(v,,) y K(¢,,)
se conocen de los experimentos, la ecuaciéon de Richards (2.3.10) puede resolverse directamente por
métodos numéricos. Sin embargo, en nuestro caso no es asi, y la informacién experimental debe de-
ducirse de otra manera.

Como vimos en el capitulo anterior, para cambios de tensién pequefios, se puede hacer una lineali-
zacion de la ecuacion de Richards (2.3.10) utilizando la transformada de Kirchhoff, asumiendo que

dK
la conductividad hidrédulica es una funcién exponencial (Modelo de Gardner) y la relaciéon k = a0
Esto nos permite encontrar la ecuaciéon Warrick
00 K 00
— =-V?O -,
at « T 0z

en la que © es conocida como el potencial de flujo matricial de dimensiones m?s~! y donde las
unidades de o y x son m~!, ms™! respectivamente. Est4 ecuacién describe la dindmica del agua en el
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suelo en un régimen limitado de tensiones si se conocen las condiciones de contorno y los parametros
a'y k. En nuestro caso los valores de « ya estan reportados en el cuadro 3.2 y los valores de x se
encontrardn haciendo los ajustes del flujo en funcién del tiempo y que explicaremos en el capitulo 6.

Condicion de frontera

Se modelard la infiltracién de agua en la columna de suelo. Por ello, se considera como dominio
espacial al cilindro de la figura 3.4. Para modelar lo que ocurre en el interior se aplican distintos tipos
de condiciones de frontera. Por la geometria del dominio usaremos las coordenadas cilindricas r, ¢ y
z. Cabe mencionar que para el protocolo establecido en (3.1.1), las condiciones de contorno dependen
del tiempo, ya que las tensiones en la parte superior de la columna de suelo cambian también.

L
——

Figura 3.4: Condiciones de frontera para el infiltrémetro de tensién con una base de radio ry. La
columna del suelo con radio r; y altura z 4.

Sobre la region himeda 51, el valor de la funcién de Kirchoff estd determinado por la tensién depen-
diente del tiempo. Por tanto, de (2.4.15), en esta regién tenemos

@<T7 Y, 24, t) = @Oea’lﬁm(t)’
. . K
donde hemos utilizado el valor de referencia ©y = —, ver figura 3.4.
«

Sobre la superficie S5, suponiendo que la evaporacion es insignificante, la componente vertical de la

velocidad alcanza ¢, = 0. Por la ley de Darcy, esto implica que — = — K. Sin embargo, en el caso
z
de poca humedad, en la igualdad anterior se puede utilizar la relacion (2.4.15) para obtener
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00

Yl
Para la columna que estamos considerando, el suelo estd rodeado por una pared s6lida donde el flujo
es nulo. En este caso, tenemos que la componente radial de la velocidad es nula u - e, = 0. Usando la
ley de Darcy, esto es KV, - e, = 0, o equivalentemente, en la superficie S5

00
E(r,g@,z,t) =0.

Por dltimo, en la parte inferior de la columna de suelo se encuentra una malla apretada y delgada para
evitar que la tierra descienda. Asi que en la base, la superficie S4, no hay potencial de agua, 8 = 0, es
decir, se considera que la columna es larga que no se alcanza a salir el agua. Esto implica que

—a0B.

O(r,p, z,t) = 0.
Por lo tanto, el modelo de estudio a resolver
00
T -V J, (ryp,2) €10,7r1] x [0,27] x [0, z4], t >0, (3.2.2)
sujeto a las condiciones de contorno
1
S1:0(r, ¢, 24, 1) = ~ K™, (r, ) € [0,m0] x [0, 2], ¢ > 0, (3.2.3)
«
00 t
Sy - % — 0O, (r, ) € [ro,m1] % [0,27], ¢ >0, (3.2.4)
z
00 t
Sy - % —0, (p,2) € [0,27] x [0, 24], t > 0, (3.2.5)
r
Sy :0(r,p,0,t) =0, (ryp) € [0,71] x [0,24],t >0 (3.2.6)
y la condicion inicial
G(TJ ()07 Z? 0) = 07 (T7 907 Z) E [07 Tl] X [07 27T] X [07 ZA]? (3'2'7)

con 1, (t) descrita en la relacién (3.1.1).

3.3. Solucion Analitica para una fuente puntual

Cabe mencionar que el modelo (2.4.18) con condiciones de frontera (3.2.3)-(3.2.6) y condicién inicial
(3.2.7) no tiene solucién analitica. Para comprobar la validez de nuestro c6digo compararemos con
la solucién analitica de un modelo similar propuesto en 1974 por Warrick (Warrick, 1974) para una
fuente puntual en el origen y dominio semi-infinito z > 0, ver figura 3.5. En este caso, la direccion z
positiva se considera hacia abajo.
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x

ys”

z>0

Figura 3.5: Representacion del modelo propuesto por Warrick (1974) para una fuente puntual en el
origen.

Warrick (Warrick, 1974), basandose en los estudios de Philip (Philip, 1971) y los resultados de Cars-
law y Jaeger (Carslaw, 1959), plante¢ el siguiente problema: Sea

0 0
a—(f = gV%—ma—f—l— gqé(:c—O)é(y—O)é(z—O), —00 < < 00,—00 <Y <00,z >0,
(3.3.8)
sujeta a la condicion de frontera
—% +ap =0, enz =0, (3.3.9)
0z
y la condicién inicial
o(z,y,2,0) =0. (3.3.10)

Con el objetivo de conseguir la solucién del problema se transforma la ecuacién (3.3.8) a la ecuacion
de calor no homogéneo con el cambio de variable Z = z — xt. Entonces

0 K (0% 0%¢ 0% K

— = —qd(x —0)d(y — 0)0(2 + kt). 3.3.11
ot a<8x2+8y2+322 +ozq (@ Joly JO(2 + Kt) ( )
Para obtener la solucién de este problema, primero se usard la solucioén del Apéndice C.2 que consta
de resolver la misma ecuacién (3.3.11) y condicién inicial (3.3.10), pero en un medio infinito. En

dicha solucién (C.2.12) usamos D = £y g(7) = Z¢, luego la soluci6én para un medio infinito ¢ es

ﬁq _z2+y2+(£+ﬁ‘r)2
o

t
b5 (2, y, 5,1) = / R C e
08 (n(t— 7))

e



CAPITULO 3. PROBLEMA DE ESTUDIO 31

Regresando a la variable original, se tiene

2,2 2
0% _ 4y 4 (z—k(t—=T7))
vag AR dr

SRl Sy e

Por simetria axial, consideramos el plano semiinfinito descrito en la figura 3.5. Tomando r? = 2% + />
y definiendo T =t — 7, la ecuacion anterior se escribe como

i 7[7'2+z2] 2K,TZ7(KT)2
¢B(T7Z7t) = Ase tat " et dr.
0 8k (rT)
aR? —aR? a(kT)?  o?R?

T de lo cual se obtiene 2£dE = T2 dTy T Tk
A\/KT?

JaR

Definimos R? = r* + 2% y &% =

Como T =t — 7, entonces d¢ = dr. Usando estos cambios resulta

d 5[ ey 33.12
_ i 16¢ , 3.
o5 2(r2 + 22)3(m)? ‘ / eI S ( )

4kt

Es convencioén trabajar esta solucién en coordenadas adimensionales. Para ello, se definen las varia-
bles adimensionales siguientes:

t 8
r=2 7 =2 y—— By = 08 (33.13)
2 2 4 aq

Empleando las identidades (3.3.13) en la solucién (3.3.12), se deduce el potencial de flujo adimensio-
nal como

26Z o ,52,i
dp = e ¢ T ge, (3.3.14)
VP e

donde p* = R* + Z2.
Para simplificar esta solucion se puede utilizar el siguiente resultado dado en (Abramowitz, 1964):

2 b b
/e_a%Z_Z?dQ: = \i—j {ezaberf <ax + E) + e~ 2abey f (ax — E)} + const. (3.3.15)

Usando esta expresion para la integral de la ecuacion (3.3.14) y las propiedades de las funciones de
error se llega a

o= [oese (2o ) v (2 )] oo
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Dado que lim erfc(w) = 0y lim erfc(w) = 2 cuando 7' — o0, la ecuacién (3.3.16) en el limite
wW—00 wW—r—00

de estado estacionario se reduce a

z
TII_I&(I)B = ;—p [epTlggoerfc (% + \/T) +e_pTh'_r>roloe7"fc (% — ﬁ)} ,
o) )] = e =
= — |e + e = — |2¢ | = ,
2p 2p p

que es la solucién para un tiempo muy grande.

Recordemos que ¢ no cumple la condicién de frontera (3.3.9) porque estd dada para un medio infi-
nito. Para encontrar la soluciéon que cumpla (3.3.9), primero observemos que la parcial con respecto
a/Zde ®ges

d®p _ Oy Ze? |:€p67afc (L + \/T) TePerfe (% _ ﬁ)]

az 2p? /T

€Z Z P P 1 o p? o p2
+— |— |eferfe| —= + ﬁ) —e Perfc (— — \/T) - — (624TT—|—€24T+T>):| .

2p [p( ! (2\/T / 2VT VaT

(3.3.17)
Por tanto, la cantidad
oy 28 _ (3.3.18)
BT = 3.

alo largo de Z = 0 tiende a cero cuando p — oo para cualquier Z.

. . . 0
Para entender la relacién de la ecuacién (3.3.18) con la condicién de frontera _8_¢ + a¢p = 0, la
z

8
escribiremos en coordenadas adimensionales dada por ¢ = ﬂ y 4 = ?% En estas variables la
aq
ecuacion (3.3.9) es
109
b ——-——=0. 3.1
597 0 (3.3.19)
Dado que las ecuaciones (3.3.18) y (3.3.19) son igual a cero, podemos obtener
109 0Pp
- —-—— =0 — —.
207 ° oz

Esta ecuacion establece una relacion entre la soluciéon en un medio infinito @ y la solucién que
buscamos en un medio semi-infinito ®. Esta relacion se puede reescribir como

Loz 0 29
07

¢ 57 [e7®(2)] =

[e?®p(Z)] .
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Al reordenar e integrar en ambos lado con respecto a Z, se llega a

/ 8% [e?2®(2)] dZ = / 26_26% [e?®p(2)] dZ,

[e.o] oo

donde en el lado izquierdo se usa el teorema fundamental del célculo y en el lado derecho integracion
por partes. Finalmente resolviendo para @ se tiene

Z
e 2P — lim e 220 =2 {e_Ze_ZCI)B — lim e 22y +/ 6_22<I>BdZ:| ,
Z—o0 Z—00 0o

b =2 {@B — e / e22q>3d21 . (3.3.20)

Z

La @ representa la solucion del problema de la fuente puntual en el origen (3.3.8) con condicién ini-
cial (3.3.10) y de frontera (3.3.9) en un medio semiinfinito (Z > 0, R € [0, o0]). Esta depende de ®»
dada en (3.3.16) en variables adimensionales.

Para entender los perfiles que aporta la solucion (3.3.20), se realizan 6 pruebas utilizando nuestro pro-
grama F.1 para comparar las soluciones ® con las publicadas por Warrick (Warrick, 1974). La figura
3.6 compara las curvas de nivel para ® = 0.5,1 y 2, en tiempos pequefios (graficas a, ¢ y €) y grandes
(graficas b, d y f). Se superponen nuestras soluciones de F.1 (lineas continuas) con las prediciones de
Warrick (lineas discontinuas). Se contempla que solamente hay pequefias discrepancias entre las dos
soluciones, lo que confirma que hemos reproducido correctamente la solucién analitica de Warrick.
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0.4 0.8}

0.5 : : : : 1 ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 03 04 0 0.2 04 0.6

R R
(e) Valor & = 2 (f) Valor ® =2

Figura 3.6: Comparacién de la forma y avance del potencial de flujo matricial adimensional & =
0.5, 1, 2 para una fuente puntual.

Para establecer la solucion estacionaria para tiempos grandes, se procede a desarrollar los calculos
siguientes:

d, = lim 2 {@B — e / e—2ZcI>BdZ} = [hm Oy — e? / 22 1fm @de}
7Z

T—o0 T—o0

@5:2|:ﬁ_62Z/006_2262 de} [ Z—p_ Z/ e~ de}7
P z P P Z P
definiendo S = Z + py df = é dZ entonces

p

Z—p © -3
<I>S:2[e——ezz/ e—dﬁ],
p Z+p 5

P
@5:2[6_
p

— ¥ E(Z + p)} , (3.3.21)

donde E(Z+p) es laintegral exponencial y para estimarla se usa la ecuacién (5.1.53) hasta la (5.1.56)
de la referencia (Abramowitz, 1964). Cabe mencionar que las curvas obtenidas con @, (3.3.21) son
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equivalentes a las curvas presentada en las graficas de la figura 3.6 con T = oc.

Como se espera, la cantidad de agua avanza desde la fuente en el origen propagidndose en todas
direcciones y preferencialmente en z. En este caso no hay fronteras laterales o inferiores por lo que
nuestro programa para un infiltrometro tendra perfiles solamente para tiempos cortos.



Capitulo I

Método de elemento finito

En este capitulo se aproxima nimericamente la solucion del modelo (3.2.2)-(3.2.7) a través del mé-
todo de elemento finito. Para ello, primero se definen los espacios funcionales y se desarrolla la for-
mulacién variacional. Después se realiza la discretizacion espacial usando elementos isoparamétricos
bicuadraticos y el método de Crank-Nicolson para el tiempo.

4.1. Definicion de espacios

Establecemos la terminologia y la notacion necesaria para introducir una formulacién variacional. Se
definen los espacios siguientes sobre 2 € R? para d > 1:

Definicion 1. El espacio de las funciones cuadrado integrables en () se definde como

JACCIREE oo} ,

(u,w) g2 :/Qu(x)w(x) s,

LZ(Q)Z{w:Q—nR

dotado del producto interior

cuya norma asociada estd dada por

w2 = (/Q |w(x)|2dQ)é .

Definicion 2. EIl espacio de Sobolev H' sobre ) se define como

H'(Q) = {w € L(9)| 5

ow € L*(), parai = 1,...,d.},

37
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con producto interior y norma inducida, respectivamente,

B 41 ou(x) dw(x)
(v, w) —/Qv(x)w(x) dQ—l—iZl/Q o1, 0x, s,

lwll g = [(w,w) 3.

Definicion 3. Sea 0S2p la frontera de <) tal que contenga condiciones de contorno tipo Dirichlet. Se
define el espacio H}(Q) como

Hy(Q) = {w e H'(Q)|w(x) =0;x € 9Qp},

dotado con los mismos producto interior y norma de H*(().

4.2. Formulacion variacional

Sea el dominio Q, = [0, 7] x [0,27] x [0, z4] el volumen del cilindro con frontera 92, = U}_,S;,
ver figura 3.4. En este caso 0€)p = 057 U S,. Para obtener la formulacién variacional del modelo
consideremos funciones de prueba w € H}(€2,). La ecuacion (3.2.2) se multiplica por w e integramos
respecto a €2,

/ %w dQ,+ [ V-JwdQ, =0, Yw € Hy (). (4.2.1)
Qy

Qy
La férmula de Green establece que

/ (V-J)wdQU:/wJ~ndS—/ J - VwdQ,, (4.2.2)
O, s Q,

donde la n es la normal exterior a la frontera 0€2,,. Sustituyendo (4.2.2) en la ecuacién (4.2.1) resulta

a—@wdQUJr/wJ-ndS—/ J-Vwd, =0, Vwe H(Q).
o, Ot S Q

Las condiciones de frontera (3.2.3)-(3.2.6) se describen en funcién del operador J como se muestra
en la figura 4.1. De ahi observamos que las integrales de linea en S5 y S5 son igual a cero, entonces
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| /[ |
(T) = _Fisenl.-'m
Y

A J i =l

J-n=0

Figura 4.1: Condiciones de frontera en funcién del flujo J.

8—@wd§2 +/ wJ-ndS+/
51

wJ-ndS—/ (—EV@—ﬁ6e2> YwdQ, =0,
o, Ot S4 Q, \ Q

donde se utiliza la definicion del operador de flujo (2.4.21).

Ahora, como w(r, ¢, z,t) = 0 en S; U Sy, se obtiene

8—910 d, / VO - VwdS), + li/ @8—w dQ), = 0. 4.2.3)
Qy 5’t Qy aZ

Dado que (2, esta descrita en coordenadas cilindricas se integra respecto a ¢

/ / —w rdrdz + — / / VO - Vwrdrdz + /i/ / @— rdrdz = 0.

Por simetria axial se puede trabajar solo en el dominio € = [0, 7] X [0, z4], por lo cual el problema
variacional relacionado con las ecuaciones (3.2.2)-(3.2.7) se reescribe como

/ %—?w rdQ + — / VO - VwrdQ + H/ @— rdQ2 =0, Yw € Hy(S2), (4.2.4)
Q
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con drdz = d2 y las condiciones de frontera siguientes:

1
Iy @(T, ZA,t) = —Kseawm S [07710]7 t>0
(0%

00 t
ng%z—a@ r € [ro,m], t >0
00 t
r,. Ozt 2€[0,24],t >0
or
y:0(r,0,t) =0 r € [0,r], t >0,

ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Por simetria axial se tiene el dominio €2 en R?, donde I'5 es una frontera computacional.

4.3. Discretizacion del problema variacional

La construccién geométrica de elementos finitos es una triangulacién del dominio computacional
Q2. Esta consiste en hacer una particion del domino en un nimero finito de subconjuntos ()., que
satisfagan las propiedades siguientes:

1. Q) = U.%,€), donde ne es el nlimero total de elementos y €2, C Q.

2. Para cada elemento €2, € (), €2, es cerrado y el interior de €2, es diferente del vacio.
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3. Para cada par de elementos (2., y €2, distintos, se tiene que

Qe, N, =
una arista o un vértice en comun.

4. Para cada (). € (2, la frontera 0. es Lipschitz continua.

El tamario de la malla estd definido por h := max;<c<ne|/he||, donde k. es el didmetro del conjunto
Q). (diametro del circulo circunscrito al elemento €2.) (Johnson, 2012).

Definicion 4. Un elemento finito se define como la tripleta (., Q2(2.), > ,) donde

e

a) Q. define la geometria del elemento.

b) Q2() es el espacio de polinomios de grado menor o igual a 2 en cada una de las componentes
de R? restringido a (),.

c) Y. es el conjunto de grados de libertad en (). El niimero de grados de libertad coincide con
el niimero de nodos en los elementos.

Sean W, W}, o subespacios de dimension finita tales que

W, = {wh c Co(ﬁ) : wh\ge € QQ(QE), vQ, € Qh7 },
Who ={wn € Wyt wp(r,z) =0, V(r,z) € 'y ULy},

donde Q es la cerradura de 2 y C°(Q) es el espacio de funciones continuas en €. Lo que se desea es
aproximar una funcién © € H'(Q) por medio de una funcién O, € W,.

Definimos nnt como el nimero de nodos totales o grados de libertad global del problema, entonces
la dimensién del espacio W}, es igual a nnt.

El conjunto de funciones base de W), es {¢; };‘Ztl tal que cada funcion satisface que

1, si1=j,
(i, 21) = o
¢j( 19 Z) {O’ sii %]’
donde (7, ;) son las coordenadas del nodo i-ésimo, n;. En particular ¢; es distinta de cero en su

soporte. Definimos al soporte de la funcién ¢; como el conjunto formado por todos los elementos €2,
que contengan al nodo n; = (7, z;) , ver figura 4.3.
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Figura 4.3: Soporte de la funcién ¢; en el nodo n;.

nnt

Ademds por ser {qﬁj} una base de W, ©;, € W}, entonces

nnt

(r,z,t) Z@ ), (7, 2) (4.3.5)

Al evualar Oy, en (7}, ;) se tiene, por definicion de ¢; que

nnt

n(rjs 2, t) Z@ )0;(r5,25) = (1)

Observemos que {¢; }"mt también es una base de W}, . El problema (4.2.4) se convierte en un pro-

blema variacional dlscreto en el cual se debe encontrar O, € W), tal que

/ wh@ rdQ) + — / VO, - Vw, rdQ) + /1/ @h% rdQ =0, Yw, € W,. (4.3.6)
82‘; « Q Q aZ

Al sustituir (4.3.5) y w, = ¢; en la ecuacion (4.3.6) se obtiene

nnt a@ nnt K a¢
/ O rd§2 + Z O,( {— Vo;-Vo,rdQ + kK —¢; rdQ} =0, (4.3.7)
':1 Qh Qh a
por lo que, definimos las siguientes matrices:
ZA T1
M;; = / / G;pi rdS2; i,j=1,2,...,nnt, (4.3.8)
o Jo
ZA T1
Ay = / / V; - Vo rd; i,j=1,2,...,nnt, (4.3.9)

T1
//ad)lqzﬁjrdﬁ i,7=1,2,...,nnt. (4.3.10)
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Asi, la ecuacion (4.3.7) se puede escribir como

nnt nnt
00,(t) K o
; M, ; 8Jt + Z {aAi,j + ﬁSi,j} ©,(t) =0, Vi,j=1,2,...,nnt. 4.3.11)

El sistema de ecuaciones lineales (4.3.11) se escribe en notacion matricial de la siguiente manera
00(t)
ot

con O(t) = [01(t),05(t),...,O0um(t)]". Por la propiedad de sumabilidad, las matrices (4.3.8)-
(4.3.10) se reinscriben de la forma

M + [gA +r5| ©(t) =0, 4.3.12)

Mi,j=Z/Q<¢jlne><¢ilge)rd9; ij=12,.. nnt, (4.3.13)
e=1 e

A :Z/Q V(dila) - Vil )rd — i,j=1,2,... nnt, (4.3.14)
e=1 e

- d(9ila.)
Sz‘,j—;/ge 5, (%

donde ¢; ‘Q y ¢i|Q son funciones de forma definidas sobre ()..

0. )rd<; i,j=1,2,...,nnt. (4.3.15)

4.4. Funciones de forma

Si se restringen las funciones base ¢; y ¢; al elemento 2. se obtiene las funciones de forma ¢;

o,
Vg, ¢ ‘ o = W¥icon A, 5 =1,... ,nne, donde nne es el nimero de nodos del elemento. En este caso
e

Ay [ son los indices locales a diferencia de ¢,j que son indices globales. Dichas funciones de forma
cumplen lo siguiente:

1, sifg=M\,

L yS(r, 25) = {0 S5 AN

nne

IL Y (r,z) = 1.
k=1

Entonces, las matrices (4.3.13) a (4.3.15) del sistema de ecuaciones (4.3.12), se reescriben como
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M=) M con Mj, —/ YGsrdQy N\ B=1,2 ... nne, (4.4.16)
e=1 Qe

A=>"A° con A;ﬂ:/ Vs - Vsirds; N\ B=1,2,...,nne, (4.4.17)
e=1 Qe
- [ e awg e

S = ;s con S5, = 5 — 2 UrdS; \B=1,2,... nne, (4.4.18)

donde M€, A¢, S€ son matrices elementales cuadradas.

En este trabajo se desarrolla el método de elementos finitos utilizando aproximaciones con polinomios
de grado 2 en cada una de las componentes, a este elemento se le llama bicuadratico, es decir,

wi(r, 2) = a1 + agr + azz + agrz + asr® + ag2® + agr’z 4+ agrz® 4+ agriz?, wi € Qa()
= w1 + wahh + w3hs + wathy + wsy + weg + wrhs + wethg + wethg

donde wy y Y5, A =1,...,9 son los grados de libertad locales y las funciones bases locales asociadas
al elemento 2., respectivamente (Pepper, 2005). Se emplea la numeracién local indicada en la figura
4.4. Cabe senalar que los elementos bicuadréticos son mds precisos que los elementos lineales, en
particular funcionan mejor en medios porosos (Sanchez, 2020).

Py V3 Y3
* o—=9

¥S .
;@ " @ Vs

Figura 4.4: Numeracion de las funciones de forma para un cuadrilatero de 9 nodos.

4.5. Transformaciones isoparamétricas

Las integrales (4.4.16) a (4.4.18) se realizan para cada elemento Q. de la malla y dado que es dificil
realizar las operaciones, se emplea un elemento de referencia (2, el cual se relaciona con cada elemento
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(). a través de una transformacién 7,. Cuando el nimero de nodos del elemento de referencia Q es
igual al nimero de nodos de cada elemento en 7, se le llama transformacién isoparamétrica (Becker
et al., 1981) y esta definida por

T, : Q — Q,, (4.5.19)
tal que
r= 7’(5777) = Zrkd}k(ga 77)7
T, : bt (4.5.20)
z = 2(57 77) = Z kak(é-a 77)7
k=1
donde @Ek y (g, 2x), k = 1,...,nne son las funciones de forma del elemento de referencia O y las

coordenadas de los nodos de €., respectivamente. También cumplen que

1, sik=A,

L (&, m) = {0 si k # \.

nne

LY (&) = 1.
k=1

Observemos que T, () = €., ver figura 4.5.

nll

2

IN ¥
5

[y

v

Figura 4.5: Transformacion Isoparamétrica 7.

Las funciones de forma para el elemento de referencia bicuadratico se presentan en el cuadro 4.1. La
figura 4.6 muestra la numeracion local en el elemento de referencia.
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Funciones de forma

=5 =M —n) o = (€ + 0 —n) s = (€ + &0 +n)
e = 36 = E)(° +n) s =5(1=8)(n* —n) e = 3(E + (1 — 1)
vr =51 =&)0* +n) s = 5(& - O —n?) o = (1= &) (1 —7’)

Cuadro 4.1: Funciones de forma para elementos bicuadréticos.

Q |
-1 9 1
= 4 3
8 ’ Pe g
l’ﬁe

Figura 4.6: Elemento de referencia bicuadratico y numeracion local de las funciones de forma.

Teorema 1. Dada la transformacion isoparamétrica en (4.5.20) se tiene que
_-T r
V8 = Jo " Vega, (4.5.21)
con J. la matriz Jacobiana de la transformacion isoparamétrica.

La demostracion del teorema 1 se presenta en el Anexo D.

En particular, al usar las relaciones (D.0.4), (D.0.9) y (4.5.21) del teorema 1 en las integrales sobre
Q). de la ecuaciones (4.4.16) a la (4.4.18) se transforman en integrales sobre el elemento de referencia
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(), esto es
M=) M con M;,= / bahar| .| dedn, (4.5.22)
e=1 Q
A=3"4° con A5, = / (S "Ventha) (" Vegtin ) 711l dedn, (4.5.23)
e=1 Q
S:ise con S5, = / 8—%%?|Je|d§dn. (4.5.24)
B g 0z

e=1

4.6. Integracion Numérica

Las integrales se aproximan usando una férmula de integracién numérica adecuada, la cual se elige
tomando en cuenta el orden de los polinomios de interpolacion. En general la férmula de cuadratura
de una integral se escribe de la manera siguiente:

/Q g(r,z)dQ2 = /Qé(f,n)ue(é,nﬂdfl ~ > 9(& )& m) |wy

=1

donde w; y (&, ;) son los pesos y puntos de la cuadratura, respectivamente y npg es el nimero de
puntos de ésta.

Para realizar la integracion nimerica sobre elemento de referencia bicuadratico Q ecuaciones (4.5.22)
ala (4.5.24), se utilizan los puntos de cuadraturaA (m1,&;) con sus pesos correspondientes w; definidos
en el cuadro 4.2 y la férmula es exacta para (2(€2), ver (Reddy, 1993) (Sanchez, 2020).

& m wy
—/3/5 | —/3/5 | 25/81
0 —/3/5 | 40/81

V3/5 | —/3/5 | 25/81
—/3/5 0 40/81
0

0 64/81
\V/3/5 0 40/81
—/3/5 3/5 | 25/81

0 3/5 | 40/81
\V/3/5 3/5 | 25/81

Cuadro 4.2: Puntos y pesos de cuadratura para el elemento de referencia bicuadratico.
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4.7. Discretizacion sobre el tiempo

O(t)
ot
, los nodos se definen por t,, = tg + nAt,n=0,1,..., N.

Para aproximar la derivada se divide el intervalo [ty,T] en N subintervalos de tamafio At =

T —t

La idea de los métodos 6 es conocer el valor ©(t) del problema (4.3.12) al tiempo ¢, a partir
O(tn)
o 7

del valor de ©(t) en el tiempo t,. Esto se realiza mediante un promedio ponderado de
00 (t,41)
ot

de la siguiente forma:

Otns1) — O(ta)  ;0O(tuss) | .+ 9O(t,) 1 ,
< =0 (1= ) O ( (5 -0) At

con0 < # < 1. En particular, usaremos 6 = % que es el método de Crank-Nicolson, cuyo orden es

00(t
O (At?) (Donea, 2003). Dado que la ecuacion (4.3.12) se puede rescribir como M 825 ) = L(O(t)),

donde L(O(t)) = (—EA - /{S) O(t), la discretizacién en el tiempo empleando el método 6 se
o}
establece como

@nJrl —On R R
M= = OL(O™ ) + (1 —0)L(Oe™). (4.7.25)
Asi que,
el -e" ./ k i . K .
. 1 A 1
M (G)”Jrl — G)”) = Atbk (——A — S) 0" + (1 -0)Atk <——A — S) e".
(0 «
Finalmente, en cada paso de tiempon = 1, ..., N se resuelve el sistema de ecuaciones siguiente:
~ (1 A 1
{M + Atbk (—A + 5)1 el = {]\/[ —At(1-0)x <—A + S)} 0", (4.7.26)
« «

donde las matrices M, Ay S estdn definidas en las relaciones (4.5.22)-(4.5.24).



Capitulo

Validacion del programa

En este capitulo se valida el modelo numérico de nuestro problema de estudio (3.2.2) - (3.2.7). Para
ello, a la ecuacidn diferencial parcial (3.2.2) se le agrega una fuente puntual. Se elimina la condicién
de S, y se respeta las demds condiciones. Después la solucién aproximada se comprara con la solucién
analitica desarrollada en el apartado 3.3.

5.1. Problema de validacion: fuente puntual

1
A la ecuacién diferencial parcial (3.2.2) se le agrega la fuente puntual g—6(r —70)0 (v — ) (2 — 20).
T

Se respeta el mismo dominio de estudio, como las condiciones de frontera para Sy, S3y Sy y la
condicion inicial. De esta manera se llega al problema de validacion.

00 1
o = —V-J+q;5(r—r0)5(4p—apo)5(z—ZO) (5.1.1)
con las condiciones de frontera
t
Sy - M — —a®, (o,7) € [0,27] x [0,71], £ > 0, (5.1.2)
2z
t
Sy : % —0, (0,2) €[0,27] % [0, 24], t > 0, (5.1.3)
Sy O(r,,0,t) =0, (r,p) € [0,r1] x [0,27], t >0 (5.1.4)
y la condicién inicial
O(r,p,z,0) =0, (5.1.5)

ver figura 5.1.

49
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' 5(1‘ r0)0(¢2 = 0)0(z — 2o)

@ WD
<>

4

Figura 5.1: Modelo con una fuente puntual.

5.2. Formulacion variacional y discretizacion

En este caso 9Q2p = S;. Multiplicamos (5.1.1) por la funcién w € H}(€,) y se integra en 0,

1
/ 8—®w s, +/ V-JwdQ, — / q=0(r—r0)d(p —0)d(z — 2zp)w dS2, = 0. Yw € Hy(S,),
Qy at Qy Qy T
(5.2.6)
usando la férmula de Green (4.2.2), obtenemos

/ —wdQ +/wJ-ndS—/ J-deQv—/ q%é(r—ro)(S(go—cpo)(S(z—zo)wdQv:O.
v S v v

Las condiciones de contorno (5.1.2)-(5.1.4) se describen en término de J como se muestra en la figura
4.1. Por lo que las integrales de linea en S5 y S3 son igual a cero, asi que
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a—@w dS, / wd -ndS —/ (—EV@ — /i@ez) - Vw df2,
q, Ot S4 Q,

1
- [ anst = )bl - )iz~ w2, =0,

v

aplicando que w(r, p, z,t) = 0 en Sy, se tiene

1
99 i +Z /ve VwdQ, —H{/ 0% 4o, /q—&(r—ro)é((p—goo)é(z—zo)wdQU:O,
Qw @t 82 Qy T

es decir, en coordenadas cilindricas

/ / / —wrdrdzdp + — / / / VO - Vwrdrdzdy
2 ZA 1 aw 2
—Hi/ / / O©—— rdrdzdyp — / / / qo(r —10)d(p — v0)d(z — zo)w drdzdyp = 0.
0 0 0 0z 0 0 0

Por la propiedad de la delta de Dirac (C.2.8), resulta

27 ZA r1 27 ZA r1 27 ZA r1
/ / / a—@w rdrdzdy + r / / / VO - Vwrdrdzdy + Ii/ / / @8_w rdrdzdy
0 0 o Ot a Jo 0 0 0 0 0 0z

—qw(Tm ©0, Zo) =0.

Al integrar sobre ¢ (simetria axial), la ecuacion anterior se reduce a

/ / —w rdrdz + — / / VO -Vwrdrdz + Ii/ / @— rdrdz

—Z—qw(ro, ©o, 20) = 0. (5.2.7)
T

Definimos por nnq al nodo donde se aplica la fuente puntual ¢. Si en (5.2.7) reemplazamos © por O,
y w por wy,. El problema discreto asociado sobre la triangulacion €25, es

00 0 1
/ wh—h rdQ—f— VO,-Vuwy, rdQ—i—ﬁ/ @hﬂ rdQ——qwp(Tnng, 0, Znng) =0 Vwy, € W,
Qp at « Qp Qp 82’ 27

al sustituir (4.3.5) y w;, = ¢; en la ecuacion anterior se tiene
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Qp

nnt nnt
S0 / » i {F / Vo, i,
; o o ng]gbzrquL;@j(t) oo Vo, - Vo rdQ + o ¢, TS

1
—%QQ(%W, Znnq) = 0.

Por lo cual,

nnt 8@(15) nnt K 1
Z Mi,j : + Z {_Ai,j + HSZ'J} @](t) - _ngi(rnnqa Znnq) = 07 VZ,j = 17 27 cee annta
Jj=1 t Jj=1 @

0 2m
(5.2.8)
donde M, ;, A; ; y S; ; estdn definidas en (4.3.8)-(4.3.10). Entonces, el sistema de ecuaciones lineales
(5.2.8) se escribe en notacion matricial como
00(t) K 1

con ©(t) = [04(t),05(1), ..., Onn()]".

Para la discretizacion en el tiempo se emplea el método 6

@n+1 _ @n—l—l
M—
At

[—g — ES] e + %qqﬁi(rmq, Znng)- La ecuacion discretizada es la siguiente:

—0L(O" ) + (1 —h)L(O) (5.2.10)

donde £L(©)

~ |1 A 1
(M + Atx {EA + SD el = (M — AH1 - d)k {EA + SD "

1
—I—At%q@(rmq, Znng)- (5.2.11)

5.3. Comparacion de soluciones analitica y numérica

Se realiza una comparacién entre la soluciéon numérica (5.2.11) y la analitica (3.3.20). Los valores de
los parametros que se emplean son: @ = 2m~ ', k = 1 ms™!, K, = 4.84 x 107> ms™, ¢,,, = —0.14
m, T = 10 s, At = 0.002. Cabe sefialar que el dominio es diferente en ambos casos, por lo cual el do-
minio de la analitica se traslado verticalmente dos unidades. Por otro lado, el dominio de la solucion
analitica consiste en el semi-plano inferior, ver figura 3.5 y el dominio de la solucién aproximada es

un la mitad de ese semi-plano, ver figura 5.1. En consecuencia en la simulacién nimerica se utiliza
25 ) .
9= m3s~!, mientras que en la analitica el valor de la fuente es ¢ = 25 m3s™!.
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En la figura 5.2 se comparan los contornos del potencial de flujo matricial analitico (lineas disconti-
nuas) contra los contornos numéricos (lineas continuas). Se puede observar que los contornos cerca-
nos a la fuente son practicamente los mismos y conforme se van alejando de la fuente comienzan a
mostrarse pequeias diferencias causadas por las condiciones de frontera del problema (5.1.1)-(5.1.4).
Por medio de estd comparacion en los contornos cercanos a la fuente, se verifica la confiabilidad de
nuestro modelo niimerico.

2 3y
102.2
67.51
1.95 #4751
37.51 27.5
N 1.90
17.5
1.85
1.80
0 0.05 0.1 0.15 0.2

r

Figura 5.2: Comparacién del potencial de flujo matricial © entre solucién analitica en (3.3.20) (lineas
discontinuas) y la numérica en (5.2.11) (lineas continuas) usando nuestro método.



Capitulo

Resultados numericos

En el presente capitulo se exponen y discuten los resultados del modelo (3.2.2)-(3.2.7), cuya solucion
se obtiene al resolver el sistema (4.7.26) en cada paso de tiempo. Para ello, se calcula la solucién con
una ~ de prueba, se aproxima tanto el flujo de agua como la infiltracién y a partir de estos resultados,
se ajustan los datos experimentales.

En particular, se detalla el calculo del flujo, la infiltracién en funcién del tiempo y los resultados para
los tres tipos de suelo de suelo, Bosque, Acahual y Agostadero.

6.1. Calculo del flujo de agua

Con el objetivo de medir el flujo de agua a través de la base del infiltrometro y determinar la velocidad
de flujo de salida de agua del sistema se integra el flujo J

- | /S (3 - n)rdrdg,

donde () es el caudal de agua (en unidades de volumen por unidad de tiempo ) y S denota la superficie
a través de la cual se estd midiendo el flujo. El caudal de entrada se calcula sobre la superficie circular
de radio r( y altura z4 llamada S (figura 3.4). Usando la ecuacién (2.4.21) se tiene

a 0z

27 70 T0
Q:1(t) = / / <—EV@ — m@ez) ce,rdrdp = —27/ (Ea—@ + Ii@) rdr. (6.1.1)
0 0 a 0

Andlogamente, en la base de la columna de suelo de radio 7, estd la superficie S, donde el caudal de
agua de salida es

a 0z

Qa(t) =2m /OT1 <Ea—® + /i@) rdr.

54
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Estos dos caudales () representan la velocidad con la que entra y sale el agua al tiempo ¢. El cédlculo
del caudal de entrada y salida computacional se presenta en el Apéndice E. La infiltracién (), es
decir, la cantidad de agua que ha entrado y salido al tiempo ¢ se define a través de la ecuacion

I(t) = /0 Qt"dt'. (6.1.2)

Es importante notar que tanto los caudales ()(¢) como la infiltracién I(¢) son proporcionales al valor
de , es decir, al incrementar x crece la infiltracién y cuando x disminuye baja la infiltracion. Esta
propiedad es la que usaremos en la siguiente seccidn para ajustar la infiltracién numérica con respecto
a las curvas experimentales que aparecen en la figura 3.2. Antes de realizar este ajuste, hay que consi-
derar la relacion entre infiltracién y ldmina acumulada y la variacién temporal de la tensién descritas
a continuacion.

Infiltracion experimental y lamina acumulada. Los experimentos de la lamina acumulada (figura
3.2) implica restar la altura de ldmina equivalente (hs) para cada registro, o sea, la altura de agua
infiltrada en el suelo al tiempo ¢ y la altura de ldmina equivalente al inicio del ensayo de infiltracion.
Los datos conocidos son la seccion circular de area del reservatorio principal A; y el de la muestra de
suelo Ay, ademas de la altura de la columna de agua h,. Para calcular h, se considera que el volumen
de agua V; que se perdi6 en el reservorio principal es igual al volumen de agua V5 que se infiltr6 en
el suelo, y siendo que V; = Ay * hy y Vo = As x hs. Entonces
Arhy

he = A, (6.1.3)
de esta forma se puede calcular para cada medicién de altura de columna de agua una altura de
ldmina equivalente. Una vez calculadas las alturas de la ldmina equivalente, se procedié al calculo de
la 1dmina acumulada

Lacum = Aleq = Alegi (6.1.4)

donde Lacum es la ldamina acumulada para un registro especifico, Aleq es la altura de lamina equi-
valente para cada altura de columna de agua y Aleqi es la altura de l1dmina equivalente al inicio del
ensayo de infiltracién (Gémez-Tagle et al., 2014), ver figura 6.1
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haT

ha]

Figura 6.1: A la area de la muestra de suelo, A; la drea de seccién circular del reservorio principal,
Aj la drea donde entra agua en la muestra de suelo, /; la altura de la columna de agua perdida en

el reservorio principal y hs la ldmina equivalente del agua infiltrada en el suelo (Gémez-Tagle et al.,
2014).

Los experimentos son una herramienta interesante para obtener el valor del parametro x, pues se
pueden utilizar las soluciones numéricas para ajustar la infiltracién experimental. La cual se obtiene
de multiplicar la Idmina acumulada (Lacum) por el area del cilindro (A).

Dependencia en el tiempo de x. En nuestro sistema la tension tiene cuatro cambios en el tiempo,
que se aprecian en la figura 3.1. Estos cambios de tension o etapas se reflejan en la velocidad con la
que entra agua, esto es, en los cambios de pendiente de la grafica de la ldmina acumulada de la figura
3.2.

Por ello, para ajustar los valores de la ldmina acumulada es necesario usar un valor de x en cada
etapa. El procedimiento para obtener ~ de la primera etapa, consta de tomar la primera tension asi
como proponer un valor para , resolver los sistemas (4.7.26) y estimar la infiltracion. La gréfica
de la infiltracién numérica se compara con los resultados experimentales de la Idmina acumulada y
mediante ensayo y error se ajusta el valor de x. Si la infiltracién estimada con una x estd por arriba
se debe bajar su valor y si estd por debajo se aumenta, hasta obtener un ajuste razonable. Una vez
concluida la primera etapa se realiza la misma técnica para cada una de las tensiones.
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6.2. Procedimiento para el ajuste de datos

Todos los algoritmos han sido programados en MATLAB version 9.9.0.1524771 (R2020b) y ejecu-
tados en una PC con procesador Intel(R) Core(TM) i5-1035G1 de 8Gb de RAM bajo Windows 10.
Se ha utilizado una malla con elementos bicuadréticos donde hay un refinamiento homogéneo en la
frontera I'y y fuera de ella se usa una serie geométrica, esto se debe principalmente porque en el punto
(r9,24) existe una discontinuidad entre las condiciones de frontera (3.2.3) y (3.2.4) . En la direccién
z el tamafio de h es uniforme, ver figura 6.2.

g = —o o
g & o 5 ¢ @] o]
¢ O Qo @ pb © d 8]
o o ¢ 0 o] a] o] Q
a P o
o} o ¢ o ¢ o d (o] o} ] e}
D O o ¢ O & q ] (o]
i
o] o @ o] ] o] (o]
i
d O o @ o { o
q o o
D O J o ¢ 0 [o} o} o Q
_n..__.(}\_‘.(}. e Fat . - B - —e

Figura 6.2: Malla con elementos bicuadraticos.

Los datos empleados para generar la mallas son:

h=0.000625 m, tamaiio de los elementos mds pequeiios de la malla.
f=1.02, el radio con el que crece la serie geométrica en la direccién de r.
ro=0.05 m, la parte de la malla que es uniforme.

nnt=87,153, nimero de nodos totales.

ne= 21,632, nimero de elementos totales.

Los valores de la conductividad hidrdulica K, el potencial matricial o tensién ¢, y la constante de
Gardner « utilizados para las diferentes muestras de suelo estan descritos en los cuadros 3.1-3.2. Se
considera un paso de tiempo At = 10. En el ajuste de infiltracion llevado en 4 etapas en los tres suelos
Bosque, Acahual y Agostadero se encontraron los valores del pardmetro x como se muestran en los
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cuadros 6.1, 6.2 y 6.3, respectivamente. En estos mismos cuadros se presentan los tiempos finales
empleados en cada etapa. Cabe mencionar que el tiempo inicial de una etapa es el tiempo final de la
etapa anterior. Todos los experimentos inician con ¢y = 0.

Etapa | 1, (m) | Bosque (s) K (@>
S

1 -0.14 9340 1.120 x1077, 6.190x1072,4.090 x10~3

2 -0.07 14450 1.010 x1076,6.545 x1072,9.420 x 1072

3 -0.03 18760 9.740 x1073,6.940 x1073,3.086 x10~3

4

0 21300 2.900 x107%,2.999,1.930

Cuadro 6.1: Valores de ~ para las diferente tension en el Bosque.

Etapa | ¢, (m) | Acahual (s) K <T>
S
1 -0.14 8420 1.500 x1077,3.740 x10~%,5.740 x10~2

2 -0.07 15840 2.168 x1076,6.935 x1072,5.894 x 102
3 -0.03 19150 1.905 x107°,8.015 x1071,9.781 x10~1
4 0 19940 9.990 x1071,6.550 x1071,3.230 x10~!

Cuadro 6.2: Valores de « para las diferente tension en el Acahual.

Etapa | 1,,, (m) | Agostadero (s) K <E>
s
1 -0.14 8560 1.989 x10—°
2 -0.07 16130 9.790 x10~4
3 -0.03 21161 6.819 x10~4
4 0 27880 6.128 x1073

Cuadro 6.3: Valores de ~ para las diferente tension en el Agostadero.

Observemos que al ajustar los datos experimentales para el Bosque y Acahual fue necesario emplear
tres diferentes x en cada etapa, como se muestra en los cuadros 6.1 y 6.2, respectivamente, lo que
dificulta el anélisis de resultados.

Como ejemplo, se describe el procedimiento para ajustar los datos del Agostadero. En la primera
etapa se resuelve la ecuacion de Warrick con la condicion inicial igual a cero y se propone un valor de
r hasta encontrar una que se adecue a la curva de infiltracion de los datos experimentales, ver figura
6.3.a. Una vez obtenido el ajuste de la curva de infiltracién iniciamos la segunda etapa, se resuelve
nuevamente la ecuaciéon de Warrick, donde la solucién final de la primera etapa ahora es la condicion
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inicial. Otra vez, debemos aproximar los datos experimentales con diversos valores de « hasta encon-
trar el apropiado, ver figura 6.3.b. El procedimiento se repite hasta terminar la dltima etapa.

-4 -4
7 x10™ ‘ ‘ ‘ ‘ . x10
Il Modelo HElModelo
6l © Experimento J 6l © Experimento
— 5 [ o 5
o (42
E E
c4f 5
© 2
g3 3
= £

1.5 2 25 3 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s) «104 Tiempo (s) w104
(a) (b)

Figura 6.3: Ajuste de la curva de infiltracion: (a) primera etapa y (b) segunda etapa.
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Figura 6.4: Caudal de entrada y salida. La linea de color azul representa la primera etapa y la de color

café la segunda.
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Es importante resaltar que para el Agostadero no fue necesario utilizar diferentes valores de « en cada
etapa. En la figura 6.4 se presenta el caudal de entrada y salida, observe que el caudal de entrada
disminuye constantemente en ambas etapas con un cambio drastico entre ellas. Ahora bien, el caudal
de salida crece en los primeros pasos de tiempo y practicamente permanece constante en la primera
etapa. Luego se reduce en el cambio de etapa y se mantiene nuevamente constante en la segunda
etapa. Todo ello es consecuencia de los cambios abruptos en k, ya que provocan alteraciones en la
velocidad del fluido y por lo tanto en el caudal.

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran los perfiles del potencial de flujo matricial © y un acercamiento alrede-
dor del punto de discontinuidad (7, z4), donde se aplicé la estrategia de refinamiento, para la primera
y segunda etapa, respectivamente. Se observa un movimiento vertical del agua en el suelo debido a la
tension y al potencial gravitacional. En comparacién a la primera etapa, los valores del potencial de
flujo matricial suben poco, lo cual se corrobora en la grafica de infiltracién 6.3.b.
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0.13 : ‘ ‘
0.12 & o K
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55'/.400868653-07& ,{1053-07 0.125
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0.08} 3.81649-07 N " . /\"1?‘ cg:’ &? a? la
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Figura 6.5: Distribucién del contenido de agua al finalizar la primera etapa en el Agostadero.
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Figura 6.6: Distribucion del contenido de agua al finalizar la segunda etapa en el Agostadero.

6.3. Ajuste de infiltracion

En esta seccion se exponen los resultados numéricos obtenidos en el ajuste de las curvas de infiltra-
cién, los perfiles del potencial de flujo matricial y el caudal de entrada y salida para los 3 tipos de
suelo. El cuadro 6.4 presenta el tiempo de CPU (en segundos) que tarda el programa de elemento
finito en aproximar la solucién para cada tipo de suelo.

Suelo Tiempo CPU (s)
Bosque 14,039.64
Acahual 11,745.92
Agostadero 7,110

Cuadro 6.4: Tiempos de CPU que emplea el método de elemento finito en aproximar las soluciones.

Las curvas de infiltracién experimental y del modelo numérico para cada tipo de suelo de suelo se
presentan en las gréficas de la figura 6.7. Observamos que el mejor ajuste de la curva se logra en el
Agostadero. Como se mencion$ anteriormente, para poder ajustar los datos experimentales del Bos-
que y Acahual es indispensable utilizar distintas x en cada etapa.
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Figura 6.7: Curvas de infiltracién experimental y del modelo numérico: (a) Bosque, (b) Acahual y (c)

Agostadero.

De las figuras 3.2, 3.3 y 6.8 se aprecia una mayor infiltracién en el Bosque, seguida del Acahual y

Agostadero.
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Figura 6.8: Curvas de infiltracién.

Las graficas de las figuras 6.9 exhiben el caudal de entrada y salida de agua para los tres tipos de
suelo. La muestra de Acahual registra mds velocidad de entrada de agua en el suelo que el Bosque y
el Agostadero, ver figura 6.9.a; se hubiera esperado que ésto suceda en el Bosque por mayor filtracion,
pero en realidad la infiltracién es el resultado de las variaciones de x. A su vez, se nota que el caudal
de salida en el Bosque es mayor que las otras dos muestras, ver figura 6.9.b.

16 «10°® . Caludal dg entrqda . 5 <107 Caudal de salida
EmBosque W Bosque
141 Acahual Acahual
12| I A\gostadero 4 I Agostadero
w
@ 3
E
©
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m2f
O

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
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(a) (b)

Figura 6.9: Caudal de entrada y salida de los tres tipos de suelo.
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Para comparar los perfiles del potencial de flujo matricial © se toma la primera etapa con el mismo
tiempo 8,420 segundos y se presentan en las graficas de la figura 6.10. Se registra que el contenido de
agua en el Bosque es superior que las otras dos muestras.
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Figura 6.10: Perfiles del potencial de flujo matricial: (a) Bosque, (b) Acahual y (c) Agostadero.
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Capitulo

Conclusiones

En este trabajo se modela la infiltracién de agua en una muestra de suelo correspondiente a tres tipos
de uso: Bosque, Acahual y Agostadero mediante un infiltrometro de tensién. Para ello, se utiliza la
ecuacién de Warrick y las condiciones apropiadas para la entrada y salida de agua. Se aproxima la
solucion a través del método de elemento finito y se ajustan los datos experimentales de infiltracion,
con el fin de encontrar el valor del pardmetro «.

La ecuacién de Richards permite entender procesos como la infiltracién o la redistribucién de agua
en un medio poroso. Esta se obtiene de combinar la ley de Darcy con la ecuacién de continuidad. La
dificultad para resolver dicha ecuacion es la relacion no lineal entre la conductividad hidréulica, el
potencial matricial y el contenido de agua del suelo.

Con el fin de reducir la dependencia no lineal de tres variables y poder contar con una solucién anali-
tica se linealiza la ecuacion de Richards usando el modelo de Gardner y la transformada de Kirchhoff,
dando como resultado la ecuacién de Warrick. Esta ecuacion se ha empleado para modelar la infiltra-
cién de agua. Para aproximar su solucion se ha utilizado el método de elemento finito con elementos
bicuadréticos para la discretizacion espacial y el esquema de Crank-Nicolson en la integracion tem-
poral.

Cabe mencionar que el problema del infiltrometro de tensién presenta un punto de discontinuidad
donde coinciden las condiciones de frontera de entrada de agua y la de no flujo. Para resolver este
conflicto se ha refinado la malla en esa region que nos permite obtener resultados aceptables.

Para realizar la validacion del programa se considera un problema similar al que se esta resolviendo
propuesto por Warrick (Warrick, 1974). La solucién analitica se encuentra en el trabajo Philip (Philip,
1971) y consiste en encontrar la solucion del problema de una fuente puntual de calor en un medio
semiinfinito. Reprodujimos la dindmica de los perfiles del potencial de flujo matricial segin los re-
sultados de Warrick (Warrick, 1974). La metodologia necesaria para la solucién analitica consté de
estudiar la técnica de transformadas de Fourier para ecuaciones diferenciales parciales, teorema de
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convolucién y funciones de Green para una, dos y tres dimensiones.

La solucién numérica de la ecuacion de Warrick tiene la ventaja de una programacién mds sencilla
que aproximar la ecuacion de Richards y la desventaja es la precision de los resultados. Los resulta-
dos confirman, que existe mayor infiltracion en el Bosque seguido del Acahual y Agostadero. Se cree
que esto se debe al tamafio y configuracién de los poros, la textura, la estructura y la perturbacion
humana (Pulido, 2019). Cabe mencionar que este trabajo retoma el modelo propuesto en la referencia
(Pulido, 2019), con algunas aportaciones importantes como el ajuste de infiltracién y la obtencién
del caudal. Otra ventaja resulta de la independencia de contar con un programa propio que resuelve
el modelo de estudio y nos ayude a comprender otro tipo de problemas relacionados con la infiltracién.

Dado que en el protocolo experimental se empled una tensiéon diferente en cada etapa, provocéd que
el cambio de humedad no fuera suave y eso se reflejo al tratar de ajustar el valor de x. Consideramos
que podemos emplear dos estrategias para mejorar la aproximacién del valor de x. Una es modelar
directamente con la ecuacién de Richards junto con una ecuacién constitutiva para relacionar Ky 6.
La otra es calcular un problema de minimos cuadrados para cada « propuesta, de esa manera se puede
elegir la x que produzca menor error, en vez de realizar el ajuste por ensayo y error.

Es importante sefalar que la metodologia propuesta se puede emplear, incluso con el modelo lineal,
para otro tipo de suelos. De hecho, sugerimos homogeneizar el protocolo experimental para obtener
mejores resultados por ejemplo, proponemos que la duracién en cada etapa sea la misma, con un cam-
bio de tensién mds suave y con el mismo nimero de etapas en cada suelo. De esa forma esperariamos
que no hubiera cambios tan abruptos en las gréficas de infiltracion y del caudal, y por lo tanto, que se
puedan hacer mejores ajustes de ~.



Apéndice

Transformadas de Fourier

La transformacién de Fourier es una herramienta importante en matematicas, fisica, informatica, qui-
mica y las ciencias médicas y farmacéuticas. Definimos la transformada de Fourier, la transformada
inversa y el Teorema de Convolucién para 1D y 3D respectivamente.

Definicion 5. La transformada de Fourier en una dimension se define como

Flg(a)} = Gla) = /_ ) g(x)e™**%dz, (A.0.1)

siempre que la integral exista (Chirikjian, 2016) .

Definicion 6. La transformada de Fourier tridimensional se define como

Flg(z,y,2)} = Gla / / / g(z,y, 2)e e HBv92) g dy d.. (A.0.2)

siempre que las integrales existan (Glenn et al., 2023).

La transformacion de Fourier tridimensional puede considerarse como el producto de tres transfor-

maciones de Fourier unidimensionales (en diferentes variables), entonces para segundas derivadas
g g Pg
dz2’ dy o2’ 022

/\/'/a 2 —za:c —zﬂye zazdxdydz_//( 5 — —ia:cdx) e—i,@ye—iazdydz
xXr xXr

= —a2/ Gi(a,y, 2)e Pe % dydz

parciales — obtenemos las férmulas siguientes:

= —042/G2(oz, B,2)e "%dz = —a*G(a, B, 0). (A.0.3)
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2
///8 77,(12? zﬁye wzddedl'— //( zaydy) 7za:refi0'zdzdx
dy?
= _BQ // G3(l’,5,2)€_iax€_igzdzdl'

=7 [ Gulw o) s = ~FGla,fi0). (A04)

fwz fza:v —if3 71'02 —iax —if3
// 5.2° dzdxdy = // ( 822 dz> e e~ P dady
= —¢° // Gs(z,y, 0)e e~ PV dydy

= —02/G6(a,y,0)6_wydy = —0?G(a, B,0). (A.0.5)

donde a,3, 0 € Ry

Gi(a,y,z) = /g(x,y,z)e_mxdx, Go(a, B, z) = //g(x,y,z)e‘i(anrBy)dxdy,
G3($767y) :/g(x7y72)6_iaydy7 G4($,5,U) = //g<x7y7Z)e_i(ﬁgﬁ_az}dydza
Gs(x,y,0) = /g(x,y,z)e_‘”dz, Gg¢(a,y,0) = //g(x,y, z)e_i(ﬁx+"z)da:dz.

A.1l. Transformada inversa de Fourier

Definicion 7. La transformada inversa de Fourier en una dimension se define como
1 [ ,
FHG(a)} =g(z) = o / G(a)e““da. (A.1.6)
s
siempre que la integral exista (Chirikjian, 2016).

. . 2.2
Resultado. La transformada inversa de Fourier de e P"% es

2

—x

e w?

F ey = S

(A.1.7)

Se considera que

]:{6417 }—2\/_pepa.
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Al aplicar en ambos lados la transformada inversa de Fourier se obtiene

2

—1

e w?
2/7p

Definicion 8. La transformada inversa de Fourier tridimensional se define como

f_l{G(oz,ﬂ,a)} g(z,y, 2 8%3/ / / Z(C“HB“”Z dadfBdo.  (A.1.9)

siempre que las integrales existan (Glenn et al., 2023).

Fi{ et (A.1.8)

Resultado.- La Transformada inversa de la funcién delta de Dirac (Hoskins, 2009) es:
f_l{e_i(amﬁﬁy””zf’)} =0(x — 20)0(y — y0)d(z — 20). (A.1.10)
Transformada inversa de e~ P(@* 67 +0*)(t=7) ¢g:

—(2244%422)
4D(t—T)

]_—fl{efD(a2+52+az)(th)} __°

) (A.1.11)
8(mD(t —71))2

Esta férmula se obtiene de aplicar para cada pardmetro «, 3, o la relacién (A.1.8).

A.2. Teorema de Convolucion

Definicion 9. Sean f, g funciones continuas R — R . Se define la convolucion de f y g como la
funcion (Chirikjian, 2016)
/ f(r)g(t —1)

Teorema 2. Teorema de convolucion para la transformada de Fourier en ID. Si f y g son funciones
continuas de R — R y de orden exponencial, entonces

(fxg)(x) =F {F(a)G(a)} = F'{F(a)} » F{G(a)}, (A.2.12)

donde F(a) = F{f(z)} y G(a) = F{g(x)}.
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Definicién 10. Sean f, g funciones continuas en R? — R . Se define la convolucion de f y g como
(Chirikjian, 2016)

(f*xg)(x) = ’ fMg(x —1)dlL
R3
Teorema 3. Si f y g son funciones continuas de R®> — R y de orden exponencial, entonces
(f*9)(x) = F Y F(a, 8,0)G(c, B,0)} = F{F(a, 8,0)} * F{GC(a, B,0)}, (A2.13)

donde F(a, 3,0) = ]-"{f(x,y, z)} yG(a, B,0) = ]:{g(x,y,z)}.



Apéndice B

Ecuacion de caloren 1D

El problema del flujo de calor lineal en un sélido o varilla infinita se escribe como

2
%:D%, o0 <z <00t >0, (B.0.1)
T

con condicion inicial

v(z,0) = f(x). (B.0.2)

Solucion 1. Para resolver dicho problema tomamos la transformada de Fourier con respecto a x en

ambos lados de la ecuacion (B.0.1)
ov v
F{at} ‘f{ ax2}’

ov 0%v
f{a} —Df{@}’

/ @e_mxcm = D(—=a®)V(a, 1),

L dt
& [ verde = D(~a?)V (0.1
i ve x = a a,t),
ast,
d t
VE;’ ) + Da*V(a,t) = 0, t>0,a€R.

Si la condicion inicial (B.0.2) se transforma en

]-"{v(x,O)} = .F{f(:z:)}
V(e,0) = F(a),
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obtenemos el problema de valor inicial

dV(a,t)

s DoV (a,t) = 0, Vt >0, —00 < o < 00 (B.0.3)

V(e,0) = F(a). (B.0.4)

La solucion de la ecuacion (B.0.3) es V(a,t) = Ce=Po% al evaluar la condicién inicial (B.0.4)
resulta

Entonces
V(a,t) = Flu(z,0) e (B.0.5)

Para encontrar la solucion v(x,t) se aplica la transformada inversa de Fourier de ambos lados de la
ecuacion (B.0.5) y el teorema de convolucion (A.2.12)

FH{V(at)} = FH{ Flo(x,0) } 2 )

F(a) G(a)

o(aot) = FHFLlw0) o F (e,
vl t) = v(z,0) x F 1 e P,

Por el resultado (A.1.7) considerando p = / Dt se deduce que

2

FH e VDY - e 1/
2/ Dt’
eihe

f_l —Dta? — )
{e } 2v Dt

FPartiendo de esta expresion tenemos que

v(z,t) = v(x,0) *

v(z,t) = f(z) *
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Por definicion de convolucion

1 o (@—a)?
v(z,t) = x')e” it dx’. B.0.6
=g [ ) (500

En esta solucion se observa que la funcion de Green G(x,z',t — T) del problema es

1 (z—a")?
e~ 4Dt | B.0.7
2V Dt ( )

Se considera que la funcion de Green es la respuesta del sistema en la posicion x y tiempo t debido a
una temperatura inicial f(x') aplicada en la posicion ', al tiempo T = 0, ver figura B.1

Gz, t—0) =

X=X

k : X
G »
Figura B.1: Funcién de Green.

Notese que la funcion de Green se parece a llama la curva de distribucion normal en estadistica.



Apéndice C

Ecuacién de calor 3D

Se sugiere que antes de seguir la solucion de la ecuacion tridimensional se revise el apéndice A de
transformadas de Fourier y el apéndice B sobre la solucion de la ecuacién de calor unidimensional en
un dominio infinito.

C.1. Ecuacion de difusion de calor 3D en dominio infinito

El problema de calor tridimensional en un dominio infinito en coordenadas cartesianas se escribe
como

@—D 8QU+821}+620
ot ox?  Oy?> 022

con la condicion inicial

), —00<r <00, —0<y<oo,—00<z<oo,t>0 (Cl1.1)

v(z,y,2,0) = f(z,y, 2). (C.1.2)

Solucién 2. Multiplicando la ecuacion (C.1.1) y (C.1.2) por e~ «=+By+92) y aplicando la transfor-
mada de Fourier (A.0.2), ademads de las relaciones (A.0.3),(A.0.4) y (A.0.5) resulta

dv(a,df, o,t) + D+ B+ o)V (a,B,0,t) =0, Vt>0,0,8,0 €R (C.1.3)
V(a,B,0,0) = F(a,B,0), (C.1.4)

donde .F{v(x, Y, 2, t)} = V(a, 8,0,t). La solucion de la EDO (C.1.3) de primer orden se encuen-

tra por medio de variables separables y es C'e™P (2*+5%+0*)t - A[ evaluar la condicion inicial (C.1.4)

obtenemos

Vi(a,,0,0) = Ce P +62+%)0)
=C = F(a,B,0).
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Luego
V(a7 /87 o-; t) — -F"(O[7 /8’ J)6_Da2t6_D62t€—D0’2t’

V(a7 /87 g, t) == F{U(LU, Yy, z, 0)}€_Do‘2t6—Dﬁ2t€—D02t‘

A esta ultima igualdad primero se le aplica la transformada inversa de Fourier (A.1.9) y después el
teorema de convolucion (A.2.13)

FV(@ 0.0} = F{ Flola,y,2,0) Pt Db )
—

v~

F(a’67o-) G(O@ﬁ,O’)

De donde resulta:

(SL’ Y, 2, t I{F{U SL’ Y, 2, 0 }* /// —(Da?t+DB?t+ko?t) 1ax+zﬁy+wzdadﬁd0

1 & 2, . 1 ©© 0
v(z,y, z,t) =v(x,y, z0) * <% /_Oo e Do te“”da) <% /_oo e P8 tezﬁydﬁ)
1 & -
<_/ e—Do2tezozda)7
21 J_ o

v(z,y,2,t) = v(z, Y, 2,0) * [ e Da2t}]_— e Dﬁ?t}}- e Da%}]

de aplicar la definicion (A.1.6). Si ahora se emplea el resultado (A.1.7) con p = / Dt, se tiene

2 2 _,2
€Dt e4Dt eiDt

v(z,y, 2 t) = f(z,y,2) * [2\/7TD15 2V Dt 2/ 7Dt

Por definicion de convolucion

v(x,y, z,t) = 5 3/ / / f@' 2 (el e dx'dy'd?’. (C.1.5)
(m ti

C.2. Ecuacion de difusion 3D con una fuente puntual en dimen-
sion infinita

El problema de calor 3D no homogéneo con una fuente puntual F'(z,y, z,t) = g(t)é(x — x¢)d(y —
Y0)d(z — zo) aplicada en el punto (¢, yo, 20) se describe como
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0
a—;}—DVQU— F(z,y,2z,t), —c0o<z<o00o,—00<y<oo,—0<z<oot>0 (C.2.6)

sujeto a la condicién inicial

v(z,y,2,0) = f(z,y,2). (C.2.7)

Solucién 3. Para resolver el modelo (C.2.6)-(C.2.7) se descompone en dos subproblemas , el primero
con F' = 0y condicion inicial no homogénea (f # 0) y el otro con f = 0y la ecuacion diferencial
parcial no homogénea (F # 0), esto es

Encontrar v tal que,
_ 25
Pl : { y bt DV<v
U(z,y,2,0) = f(z,y,2)
Encontrar v tal que, )
P, & = DV* + F(z,y, 2,t)
0(z,y,2,0) =0

Asi la solucion v del problema (C.2.6)-(C.2.7) se calcula como v = v+v. Observemos que la solucion
del problema Py esta dada en la ecuacion (C.1.5). Ahora para resolver el problema P; se aplica la
transformada de Fourier fijando t. Para la fuente puntual se obtiene que

FLg(t)5(x — 20)3(y — )3 — 20)} = / N / ) / " 9(0)6(a — 20)3(y — y0)3(= — 0)

e~ T HBY+2) o dydz,

t) / / / 5(1’ — x0)5(y - yo)(5<z — Zo>e—i(am+6y+az)dxdydz — g<t)€—i(am0+5y0+020)7

donde se ha usado la propiedad de la funcion delta de Dirac (Hansen, 2014)

/f d(x — x9)dQ = f(xo)- (C.2.8)

De esa manera, si F< v(x,y, z, t)} = V(a, B,0,t) y se emplean las identidades (A.0.3),(A.0.4) y
(A.0.5), el problema se reduce a

dV (o, B, o0t) _

dt —D(o® + B2+ 0*)V (. B, 0,1) + g(t)e @It 0 B0 € R,VE> 0,

(C.2.9)
V(a, 8,0,0) =0. (C.2.10)
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Para resolver la ecuacion lineal no homogénea se multiplica la identidad (C.2.9) por el factor inte-
grante e/ P> +5°+0))dr con 1o que obtenemos

?

Ccliv efD a?+B%+02)dr + D(CY + BZ +o )VefD a?+B2+o?)dr _ g(,]_)e—i(axo+ﬂyo+azo)ef D(a?+pB2%+02)dr
-
por lo cual,
d (V J D(c +B2+0'2)d‘r> _ g(T)efi(axo+,Byo+ozo)ef D(a2+,6’2+o'2)d7'.
dr
Al integrar de 0 a t y aplicar la condicion inicial (C.2.10) se tiene

t
( B0, t) (a2+B2402)t f/(a,ﬁ,a, O)GD(QQWQMQ)(O) :/ Q(T)e‘i(a$0+ﬁyo+azo)+D(a2+52+02)rd7,
0
t
V(aa ﬁ> g, t) - / g(T)eii(azOJrﬁyOJrUZO)efD(a2+52+02)(t77)d7_'
0
Para regresar a las variables originales se utiliza la transformada inversa de Fourier (A.1.9)
t
FHVE)}=F { / 9<7>e"'<a“°+5y°+gzo>e—D<a2+ﬁQ+o2><v—t>dT}7
0
Moy 2t = g3 / / / / ¢~i(aotBun+o20) o~ DleP+5%+0%) (t=7) il0a+By+92) 1 dndBdo,

/ / / / —i(azo+Byo+ozo) —D(a2+62+02)(t—7—) €i(a$+'8y+az)d0[d/8d0' dr
8 Q-3

_ / g(T)f_l{ e—i(amo+,8yo+azo) e—D(a2+,32+02)(t—T) }dT
0 FlaB.0.) GlarBot)

Ahora, al aplicar el teorema de convolucion (A.2.13) y las relaciones siguientes (A.1.10) y (A.1.11)
da lugar a

7<z2+y2+z2>
e AD(t—7)

8(rD(t — 1))

8(z,9,2,8) = / o(r) |8z — 20)8(y — 90)8(= — 20) =

5| dr,
2

—((@—a") 4 (y—v) 2+ (=2

- /0 o) /_ : /_ Z /_ Z 52 — 20)5(y/ — yo)3(2 — 20)° S(WD(:_ )T))é’ dady' 2 dr.

Por lo cual, la solucion del problema P, es

t —[(e=20)%+(y-v)?+(z—2)]
B(z,y, z,t):/ glr)  FAeatprwiseell (C.2.11)
o 8(mD(t—1))2
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Por lo tanto, la solucion general del problema (C.2.6)-(C.2.7) es la suma de las soluciones (C.1.5) y
(C.2.11):

—l=a")?+(y—y")+(z=2")?]
v(x,y,2,t) <D —_— / / / f' v, 2 D7) dz'dy'd?’
(wDt)2

~[(z—20)2+(y—v0) 2 +(z=20)?]
+/ 9(7-) e 0 ZD(t—qr) = dr. (C.2.12)
0 8(7TD(t — T))§




Apéndice D

Demostracion del Teorema 1

Demostracion. Supongamos que las funciones r y z definidas en (4.5.20) son continuamente diferen-

ciables con respecto a £ y 7, entonces

or or
dr 6_§d§ + a—ndn,
0z 0z

esto es

-1 B
[dz}_{g—z g—g dn =Je dn|’

Si | Je| = det(J.) = g—gg—f] — g—zg—; # 0, entonces

ool = ] = [ )]
dn ¢ |dz | /.| —a—g g—g dz

El 4rea del paralelogramo formado por la dr y la dz se puede transformar a través de

i ik

drdz = ||(dr,0,0) x (0,dz,0)|| = |§ed€  G2d€ O = || J.|dEdn]| = |J.|dEdn.

or 0z

Por otro lado, la transformada inversa isoparamétrica se escribe como

_1.525(7’,2) -1 A
T T TN =0

y cumple que
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dg] {% %7 [dr
=g 4 ) (D.0.6)
{dn o oed 1B
Igualando las ecuaciones (D.0.3) y (D.0.6) resulta
o5 _ 1 0z o _ L or
or | J.|on’ oz |J.|on’
on 1 0z an 1 or
A dod — = —. D.0.7
or ] oc AL 0.0.7)
Si g : 2. — R es una funcién, entonces
g(r,z) = g(r(&,m), 2(§,m) = g(Te(€:m) = 9(&,m) (D.0.8)
y ademas
g(&m) = g(T.1 (& m) = g(r, 2).
En consecuencia,
U5 2) = A€ m) = Gal€(r, 2),m(r,2)), A =1,2,... ,nne. (D.0.9)
Por la regla de la cadena
QU5 09n 0 0y O OUs _ On 05 Oy o
IS TAATH = - —. D.0.10
or o or | op or 0= 0t 02 on 02 (D.0.10)

Ahora empleando la transformacién isoparamétrica definida en (4.5.20) se tiene

nne

(9 nne n a nne r a r (9 nne r
= ongeen. G = ongken. G- Yoagien. G = agtEn.

k=1 k=1 k=1 k=1
(D.0.11)
Usando las identidades (D.0.11) en ecuacién (D.0.7) se obtiene
9 1 0z 1 &K Wy o€ 1 Or 1 & Wy
. R 2= = = — == Te—, (D.0.12)
or |l on |Je|; “om or — 1Jlon [l = oy
@__1%__1717162% @_1@_1nnerﬂ
or — Jlog I &= roe 0z |Jlog [T &= "o¢
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Sustituyendo las relaciones (D.0.12) en (D.0.10), da como resultado

0us _ 0y [ LS | 00 [ LGN | @[ 1 0z] O [ 1 0
or o€ _|Je\,g;’“] |J\Z’“ | [!Jeran]+ [\JWJ

G I B U 7Y BTEY IR o :8_%[ ! @] %[L@}
0= = o6 | 12" on ] [|J|Z "og) = oe |T1adonl T o [a0e]
(D.0.13)

Entonces, de (D.0.3) se observa que

s 9z 027 |9Y5 %5
(98_ _ 1 33 9| | 06 | _ 1| 0
Fs| =7 | o o | o | T o
o on o 1|5 o

En notacién compacta

rz% vanwx



Apéndice E

Calculo del caudal computacional

Las integrales se van a resolver por medio del método Simpson en cada uno de los elementos bicua-
dréticos. Para el célculo de las derivadas se considera la aproximacion de diferencia hacia atras. El
calculo del flujo (), en la ecuacién (6.1.1) se escribe de manera aproximada como

Q1= —21 /0 [g (@(r’ 2a) ~ S(T’ AT h)> + kO(r, ZA)} rdr

"o 1 1
= —27m/0 K% + 1) O(r,z4) — @@(r, Za — h)} rdr,

al aplicar Simpson y hacer la integral sobre el elemento de referencia

—onkh L 1 1
Q1= 6 z@: K% + 1) ©°(r1,z4) — JGE_M(H:ZA - h)} Y

1 1
+4 {(% + 1) ©°(r3, z4) — %@e_M(Tg, 24 — h)} s

1 1
+ {(E + 1> 66(7"2, ZA) — %@eiMO"Q,ZA — h>‘| 7“;.

donde nef1 es el nimero de elementos en la frontera 1 y las r; con £ = 1,2, 3 corresponde a los
nodos de los elementos bicuadréticos. Este mismo razonamiento se utiliza para ()4, asi

Qi =2 /0 [g (G(T’O i hf)b — o, O)) + kO(r, o)} rdr

" 1 1
= 27?/{/0 {(1 — %) O(r,0) + %@(r, 0+ h)] rdr,
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al utilizar Simpson resulta

27m el 1
Zh |:(1——> @e<7"1, ) J66+M(7’1,0+h):| r

1 e 1 e+M
—1—4{(1—@}1)@ (r3,0)+ah@ (r3,0+h)]r

(=)o

donde nef4 es el nimero de elementos en la frontera 4.

1
J66+M(T2, 0+ h) T
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Apéndice

Programas

F.1. Programa para la solucion Analitica

Programa principal:

1

2% Definir variables:

3 kappa

4 alpha

5 q

6 T

7 rt

8 zt

9% Dimensiones de variables :

0 Y% rt=(alphax rt)/2;

1 % zt=(alphax zt)/2;

2 % T=(alpha =xkappasx T)/4;

3

4% Malla :

5 [r,z]=meshgrid(rt, zt);

6 n=size (rt ,2);

7 m=size (zt ,2);

8

9 for i=1: m

b0 for j=1:n

b1 rij=r(i,j);

b2 zij=z(i,j);

b3 [Int]=integral (rij ,zij ,T);
b4 Bl=exp(2#zij )*Int;

bs [phi_b]=funphib (rij , zij ,T);
26 Phi(i,j)=2«(phi_b — Bl);
b7

bs end

o end
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0
o Dimensiones de phi:
2 9% phi=(Phixalphaxq)/(8+pi);

Funcién integral:

function [Int2]=integral(r,z,T)
%% Definir
3 b=100;
4 a=z;
s h=0.01;
sw=a:h:b;
7 nk=size (w,2);
8
for k= 1: nk
wk=w(k) ;
[phi_b]$=funphib (r,wk,T);
F(k,1)=exp(-2xwk)=+phi_b;
end

A W N0 = o ©

P Integral trapecio compuesto
6 sum=0

7 for 1= 2: nk-2

8 sum=sum+F (1) ;

9 end

PO

pdnt2=(h/2) *(F(1)+2+«sum+F(nk)) ;
rend

Funcién funcionphib (% ¢p):

1 function [phi_b]=funcionphib(r,z,T)
%o Definir

3 tho=sqrt{ r"2+ z"2};

4+ Al=exp(z)/(2xrho);

s RT=\sqrt{T};

6 A2= erfc (rho/2+«RT+RT );

7 A3=erfc (rho/2«RT-RT );

8

o Calcular phi_b
ophi_b=Al=(exp(rho)=+A2+ exp(-rho)=x A3);
1

end
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