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Resumen

Consideremos un modelo consistente de tres particulas enumeradas de izquierda a derecha como (1,2, 3),
con masas m; > 0, cargas ¢; € R y posiciones z; € R con respecto al centro de masa de los tres cuerpos.
Las fuerzas que actian en el sistema son de tipo atractivo o repulsivo dependiendo de los valores de masas
y cargas, relacionados por el pardmetro \;; = m;m; — ¢;q;; obtenido a partir de la Ley de Gravitacién
de Newton y de la Ley de Coulomb para cada par de particulas i y j. Este modelo se conoce como el

problema colineal cargado de tres cuerpos.

En esta tesis doctoral se trabaja con el problema colineal cargado de tres cuerpos para los casos particu-
lares donde los parametros A2, Ao3 son cantidades positivas, mientras que el parametro \i3 es negativo,
es decir, cuando hay fuerza de repulsién entre las particulas de los extremos 1 — 3 y fuerzas de atraccién

entre los pares de particulas 1 —2 y 2 — 3 respectivamente. Se estudian dos casos dentro de este contexto.

1. Masas unitarias m; = 1. Escogiendo masas unitarias es posible simplificar aquellas cantidades que
dependen de ellas; lo cual resulta muy 1til al estudiar el comportamiento de las soluciones cercanas
a la colisién triple en coordenadas de McGehee. La magnitud de la fuerza de repulsién entre las
particulas de los extremos se escribe como A3 = 1 — &%, donde o > 1. Para el valor del pardmetro
a = /5 se obtiene una variedad de colisién A(y/5) con un punto de equilibrio no hiperbélico

correspondiente al origen.

2. Masas distintas. Al considerar una eleccién particular de masas en funcién de un pardmetro p =~ 0,
es posible construir una familia de soluciones con simetrias dependientes del pardmetro p, mediante

la prolongacién analitica de soluciones de Poincaré.

Para el caso de masas unitarias, al aplicar las teorias de las formas normales y de la variedad central, se
obtiene que las variedades centrales W¢(0) existen para valores positivos de la energfa y corresponden
a soluciones que inician (terminan) en colisién triple. En estas soluciones las distancias entre la pareja
de particulas 1 — 2 y la pareja de particulas 2 — 3 son iguales durante el tiempo. Para las soluciones
con condiciones iniciales cercanas al origen y energia positiva se tiene que en tiempo negativo la solucion
viene de infinito realizando colisiones binarias de un tipo (1 — 2 o 2 — 3); al aproximarse al origen y a la
variedad central las tres particulas se acercan a la colisién triple aproximandose a la configuracién central

de Euler para después escapar a infinito intercambiando el tipo de colisiéon binaria.
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Introduccion

El problema de los N-cuerpos es uno de los temas que permanece abierto a la investigacién en la actualidad
y que ha generado una gran cantidad de aportaciones para distintas areas de conocimiento. Consiste en
el estudio de la dindmica de N particulas de masas m; > 0, cuyos movimientos estan generados por sus
atracciones gravitacionales. El movimiento de la i-ésima particula es modelado por la segunda Ley de

Newton y la Ley de la Gravitacional Universal

N
.. q; —q; :
=1, i lla; — ayll

donde G =6.67x1071! JI\;:]”; es la constante de gravitacion. El lado derecho de la ecuacién (1) es la fuerza
resultante sobre la i-ésima particula ejercida por cada una de las particulas restantes. La magnitud de
la fuerza entre la pareja de particulas 7 y j es directamente proporcional al producto de sus masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas. La naturaleza de las fuerzas en el

problema de N-cuerpos es atractiva.

Dada la complejidad del modelo de los N-cuerpos, se han estudiado casos particulares donde se consideran
un ndmero finito de particulas colocadas en configuraciones geométricas con condiciones iniciales de

posicion y velocidad tales que se mantienen dichas disposiciones durante el tiempo.

El caso mas sencillo es el estudio del movimiento de dos cuerpos. Para este modelo, a partir de las
ecuaciones diferenciales (1) se deducen las Leyes de Kepler. Las soluciones estén contenidas en un plano
perpendicular al vector momento angular y son cénicas; estos resultados son una primera aproximacién

al estudio de los movimientos del sistema solar [Karttunen 2006, Pollard 1976].

Para el caso N > 3, el problema sigue estudidndose y se han obtenido resultados para casos particulares

como el problema colineal de tres cuerpos.

En el problema colineal de tres cuerpos se estudian los movimientos restringidos a una dimensién de
tres particulas bajo las atracciones gravitacionales entre ellas. El sistema de ecuaciones diferenciales de
este modelo colineal presenta singularidades debidas a las colisiones binarias y a la colisién triple entre
las particulas. Las colisiones binarias pueden ser regularizadas analiticamente mediante las técnicas de
Sundman [Sundman 1913] y pueden interpretarse como rebotes eldsticos entre las particulas. La colisién
triple fue estudiada por R. McGehee [McGehee 1974] y se ha demostrado que no es regularizable mds

que para ciertos valores de las masas [Simé 1980].



Un estudio muy interesante sobre el problema colineal de tres cuerpos se puede consultar en
[Martynova 2008]. Mediante el uso de la integracién numérica se clasifica sobre una seccién de
Poincaré adecuada a las condiciones iniciales dependiendo de su comportamiento para tiempos posi-
tivos. Se obtienen distintas regiones donde las condiciones iniciales dan lugar a varios tipos de soluciones;
por ejemplo, las soluciones de Shubart [Shubart 1956]. El problema ha sido atacado desde el enfoque de
la dindmica simbdlica [Hietarinta 1990, Saito 2007] como topoldgico [Moeckel 1983].

Una variante en el problema de los N-cuerpos es la introduccién de fuerzas de repulsion al considerar
particulas con cargas electrostéticas g; € R. La fuerza electrostatica total F. sobre la i-ésima particula

cargada en un sistema de N-particulas se obtiene a partir de la ley de Coulomb

Z KOquj H ||33 qi7 qj € RB? (2)
J=1, i#£j

donde Ky =9x10~? N . La magnitud de la fuerza electrostatica entre las particulas i y j es directamente
proporcional al producto de cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas,
esta tltima caracteristica la comparte con el caso gravitacional. Al introducir cargas en el problema de los
N-cuerpos tenemos la presencia de fuerzas de repulsién; este hecho enriquece las posibilidades de nuevas

dindmicas.

Para cada particula con masa m; y carga g;, la fuerza total ejercida sobre ella resulta de la suma vectorial
de la fuerza gravitacional y de la fuerza electréstatica; en esta forma obtenemos la ecuacion de movimiento

para la i-ésima particula

N
. q; — q;
mid; = > (Gmim, _KOQin)ﬁa q;, q; € R?, (3)
i=1, it =4

La naturaleza de la fuerza se obtiene de los valores de (Gm;m; — Kog;q;); si esta cantidad es positiva
la fuerza es atractiva, si es negativa, es repulsiva, y si es cero no hay interaccién entre las particulas
[Antonacopoulus 1981]. En el capitulo 1 introducimos el pardmetro A;; = m;m; — ¢;q; el cual es la base

del estudio de la dindmica en este trabajo.

Este tipo de modelos se han estudiado en [Atela 1994, Pérez-Chavela-Saari 1996, Llibre-Pasca 2007,

Corbera-Llibre-Pérez-Chavela 2006] para distintas configuraciones de las particulas.

En esta tesis doctoral se estudia el problema colineal cargado de tres cuerpos, consistente en tres particulas
con masas y cargas m; y qi respectivamente, cuyo movimiento esta restringido a R. Este modelo hereda
varias de las caracteristicas del problema sin carga, en particular se demuestra en el capitulo 3 que para
una eleccion de masas y cargas apropiadas, la dindmica cercana a la colisién triple para el caso donde las
particulas de los extremos se repelen mientras cada una de ellas se atrae con la particula situada entre

ellas es similar a la del caso sin carga.

También se demuestra que al aumentar la repulsién entre los cuerpos de los extremos hay una bifurcacién

en la dindamica cercana al origen; esta informacién se obtiene al realizar la explosién de coordenadas y

al estudiar las variedades de colisién A(«) obtenidas en funcién del valor de la repulsién A3 = 1 — o2



([McGehee 1974, Llibre-Pasca 2007]). Cuando la fuerza de repulsién es el negativo de la cuarta parte
de la fuerza de atraccion, aparece un punto de equilibrio no hiperbdlico en el flujo sobre la variedad de
colisién; la dindmica cercana a este punto se estudia aplicando la teoria de variedades centrales [Carr 1981,
Wiggins 1990].

Las aportaciones de este trabajo de investigacion son las siguientes:

1. Clasificacién de las variedades de colisién Ay para distintos valores de masas y cargas con base a

los resultados sobre configuraciones centrales colineales [Pérez-Chavela-Saari 1996].

2. Clasificaciéon de las variedades de colision Ay para el caso de los potenciales simétricos U(s),
obtenidos al considerar masas unitarias y cargas de distinto signo. Obtencién de un diagrama

de bifurcacién donde se muestran los potenciales en funcién de los pardmetros A;;.

3. La aplicacién de la teoria de formas normales para simplificar un campo vectorial con un punto de
equilibrio no hiperbdlico. Estudio de la dindmica cercana a este punto mediante la introduccién de

los conceptos de la teoria de la variedad central. Estudio de los escapes en el caso no hiperbdlico.

4. Construccién de familias de soluciones periddicas simétricas dependientes de un parametro p para

el caso en el cual hay la presencia de fuerzas de repulsién entre las particulas de los extremos.

El trabajo se estructura de manera general como sigue:

En el capitulo 1, se introducen los conceptos bésicos del problema cargado de los N-cuerpos. Se presenta
la teoria de formas normales necesaria en el estudio del punto no hiperbdlico en una vecindad del origen
junto con los resultados relevantes sobre la teoria de variedades centrales para el estudio de puntos
de equilibrio no hiperbdlicos. Finalmente se da una breve descripcion de la continuaciéon de soluciones

periédicas de Poincaré.

En el capitulo 2 se inicia el estudio de las ecuaciones de movimiento para el problema colineal carga-
do de tres cuerpos en las coordenadas (z1,x2,x3) respecto al centro de masa. Se introducen las co-
ordenadas (r,v,s,u) para el estudio de la colisién triple generalizando al caso cargado los resultados
obtenidos por [McGehee 1974]. Se grafican los potenciales y las variedades de colisién en las coorde-
nadas (r,v,s,u), con base a los signos de los pardmetros \;; y al nimero de configuraciones centrales
[Pérez-Chavela-Saari 1996]. Se clasifican las variedades de colisién y se muestra el diagrama de bifurcacién

correspondiente para el caso simétrico.

En el capitulo 3 se aplica la teoria de formas normales para simplificar el campo vectorial obtenido al
considerar el tipo de potencial simétrico estudiado en el capitulo 2, donde el minimo de la funcién potencial
coincide con el origen. Se obtiene la variedad central y se da una descripcién del flujo en una vecindad
del mismo. Para este caso particular, se describe la dindmica del sistema para h = 0 aprovechando
la proyectabilidad del flujo sobre la variedad de colisiéon. Posteriormente, se estudian los escapes para
h > 0y los escapes parabdlicos. Finalmente se integran numéricamente las ecuaciones de movimiento y

se muestran las gréficas de las soluciones para distintos valores de las condiciones iniciales.

En el capitulo 4 se introduce un nuevo enfoque del problema colineal cargado de tres cuerpos donde se

introduce un parametro p. Para p = 0 se obtiene una solucién explicita del sistema la cual puede ser



continuada analiticamente a una familia de soluciones peridédicas simétricas dependientes del parametro

w=0.

En el capitulo 5 se muestran las conclusiones y los alcances de la investigacién. Asimismo, se plantean

lineas de investigacién a realizar por el autor en el futuro aplicando los resultados alcanzados.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. El parametro \;;

Las fuerzas ejercidas sobre una pareja de particulas cargadas (m;, q;) y (m;,q;) en un problema cargado
resultan de la suma vectorial de la fuerza gravitacional F, y de la fuerza electrostatica F., obtenidas

respectivamente de la Ley de Gravitacion de Newton y de la Ley de Coulomb

1733 q;, 9; € R?. (1.1)
_Cle

Fg + Fe = (szm] — Koquj) Hq

Dependiendo del valor de las masas y las cargas se tiene lo siguiente:
1. La fuerza resultante entre las particulas sera atractiva si Gm;m; — Koq;q; > 0, esto es, si el producto
de masas Gm;m; es mayor que el producto de cargas Kyg;q;, o si las cargas son de signo contrario.
2. La fuerza resultante entre las particulas serd repulsiva si Gm;m; — Kog;q; < 0.
3. Si Gm;m; — Koq;q; = 0 las fuerzas gravitacionales y electrostaticas se anulan, no hay interaccién

entre las particulas y este hecho es independiente de la distancia entre ellas.

La cantidad Gm;m; — Kog;q; es consistente en las unidades, pues los productos Gm;m; y Kog;q; tienen

i 2 i i i S M B L PR 4
unidades Nm* en el Sistema Internacional. Introducimos m; = e = 76 4= T Y4 T e

entonces
Gm;m; — Kogiq; = mim; — qiqj,
denotaremos \;; = m;m; — ¢;G; [Antonacopoulus 1981]. A lo largo de esta tesis utilizaremos los valores

de masas y cargas divididos entre los valores de las constantes VG y /K con la finalidad de simplificar

las ecuaciones de movimiento.
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1.2. Problema cargado de los N-cuerpos

El problema cargado de los N-cuerpos es el estudio de los movimientos de N particulas puntuales en R?

bajo las influencias de las fuerzas gravitacionales y electrostaticas entre ellas.

Una particula puntual estd caracterizada por su posicién q = (z, y, z)T € R?; sumasa m € RT y su carga
q € R. Un movimiento de la particula es una curva suave q(t) € R3, donde t € R es el tiempo. Los vectores
velocidad v y momento p se definen como v(t) = (i‘,y,z’)T € R? p(t) = mv(t) = m(i‘,y,z’)T € R?

respectivamente. La ecuacion diferencial que modela el movimiento de la particula es

p = F(a), (1.2)

donde F(q) es la fuerza ejercida sobre la particula en funcién de su posicién. La ecuacién diferencial (1.2)

es equivalente a la ecuacién diferencial de segundo orden
mé = F(q). (1.3)

Consideremos ahora N particulas con posiciones q; = (z;, ¥s, zi)T € R3; masas m; > 0 y cargas ¢; € R,

T ¢ R3N | el vector momento se define como

¢t = 1,...,N. Introducimos el vector q = (qi,-"-,qy)
p = Mv, donde M = diag{myi,mi,mq,...,mn,mx,my}. Al vector q € R3*V lo llamaremos una

configuracion del sistema de particulas.

De acuerdo a la ley de la gravitacion de Newton y a la ley de Coulomb, la fuerza que actua sobre la

particula ¢ debida a la presencia de la particula j es

— (a; —q;) (1.4)

Y gy — aqll?

donde A;; = mym; — qiq;. Si Ay > 0 la fuerza entre las particulas es atractiva; si A;; < 0 la fuerza es
repulsiva y para A;; = 0 no hay interaccién entre ellas.

La fuerza total sobre la particula i ejercida por las restantes IV — 1 particulas es

F; =) Fy. (1.5)

i

La fuerza (1.5) puede reescribirse como F; = V,;U(q), donde

Ul@) =3 20 (1.6)

)
= lla; — aill

es la funcion potencial del problema cargado de N cuerpos y V; = (a‘;, 6?”, a‘l).

Las ecuaciones de movimiento del problema cargado de N-cuerpos estan dadas por el sistema
p =Mq=VU(q), (1.7)

donde V es el gradiente en R*Y. El sistema (1.7) estd conformado por ecuaciones diferenciales de segundo
orden definidas en el espacio de configuracion X = R*¥\ A, donde A = {q eERN | q, = q;, @ # j} es

el conjunto de las colisiones entre las particulas.
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Reescribimos el sistema (1.7) como un sistema de ecuaciones de primer orden

= v, (1.8)
= M™'VU(a),

definido en el espacio fase TX = {(q,v) |q € X, ve R*} C R®, donde TX es el haz tangente de X.

1.2.1. Formulacién variacional del modelo

Introducimos la funcién Lagrangiana L : T X — R definida como
. 1. .
L(a,4) = 54" Ma+U(a). (1.9)

Si y(t) = q(¢) es una curva suave definimos el funcional ®(v) en el intervalo cerrado [t1, t2] como
ta
®0) = [ Lia(t). (o), .
t1

Teorema 1. La curva v = q(t) es un extremal del funcional ®(vy) en el espacio de curvas que pasan por

los puntos q(to) = qg y q(t1) = qy, st y sdlo si,

d0L 0L _
dt 8q Oq ’
a lo largo de la curva q(t).
Definicién 1. Las ecuaciones 1oL oL
el e (1.10)

son llamadas las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional ®(7).

Teorema 2. Los movimientos del problema cargado de los N cuerpos (1.8) coinciden con los extremales
del funcional ®(v).

Teorema 3. El sistema de ecuaciones de Lagrange es equivalente a un sistema de 2n ecuaciones de

primer orden (ecuaciones de Hamilton)

oH
p = ——— 1.11
p aq’ ( )
.o
q - ap 9
donde el Hamiltoniano
H(q,p) = P4 — L(q,q) (1.12)

es la transformacidn de Legendre de la funcion Lagrangiana (1.9). El Hamiltoniano del problema cargado
de N cuerpos estd dado por (1.12).



Formas normales )

El Hamiltoniano (1.12) folia al espacio fase en variedades invariantes de codimensién 1 llamadas niveles
de energia Ej, = H~1(h). Las variables q y p son llamadas variables conjugadas, mientras que N es el

nuimero de grados de libertad del sistema. Introducimos la siguiente notacién

OH

q On  1In o
z = y J=J, y V.H=VH = . )
p 7In On )

821

donde I, y 0,, son la matriz identidad y cero de n x n respectivamente. En este contexto el sistema (1.11)
se reescribe

2= JVH(z). (1.13)

De la teoria de ecuaciones diferenciales se tiene la existencia y unicidad de las soluciones del sistema
(1.13); para cada condicién inicial zy existe una tnica solucién maximal z(t) de (1.13) que satisface

Z(t()) = Zy.

La energfa cinética es una forma cuadritica definida positiva, se tiene que U(q) < h. El conjunto de
configuraciones q € R*V\A que satisfacen la desigualdad anterior es llamado la regidn de Hill para el
nivel de energfa h. Las proyecciones de las soluciones (q(t), p(t))? de (1.11) en E}, estén contenidas en la

regién de Hill, cuya frontera correspondiente a U(q) = h es llamada el conjunto de velocidad cero.

1.2.2. Identidad de Lagrange-Jacobi

El momento de inercia I : R3™ — RY, es una funcién que proporciona una medida del tamaifio del sistema
y esta definida como
I=q"Maq. (1.14)

El valor I = 0 representa la configuracién donde las particulas se encuentran en colisién total; a medida

que I aumenta, el sistema de particulas se expande y escapa a infinito cuando I — oco.

Derivando el momento de inercia (1.14) dos veces y sustituyendo las ecuaciones de movimiento (1.7), se
obtiene
[=4Mq+q" Ma=q"VU(q) +p" M 'p.

El potencial es una funcién homogénea de grado —1, aplicando el Teorema de Euler se tiene que
q"'VU = -U(q).
De esta forma, se obtiene la identidad de Lagrange-Jacobi

I=2T-U=T+h=U+2h.

1.3. Formas normales

La teoria de formas normales es un técnica consistente en transformar el campo vectorial original en otro

de forma més simple mediante un cambio apropiado de coordenadas, de tal forma que el campo vectorial
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contenga el menor nimero de términos no lineales. De este modo, la informacién sobre la dindmica del

sistema alrededor del punto critico se hace més evidente.

La técnica utilizada en este trabajo se basa en definir un operador lineal L% en el espacio de polinomios
homogéneos HF sobre R™. Para los términos no lineales donde el niicleo del operador Llix no se anula,
llamados ”términos no resonantes”, es posible realizar un cambio de variables cercano a la identidad
de tal forma que dichos términos se pueden eliminar. La expresion del campo vectorial resultante es
llamada la forma normal de Birkhoff del campo vectorial. La forma normal sélo contendra términos
no lineales resonantes que no pueden ser eliminados por algin cambio de variables lineal polinomial.
A continuacién introducimos algunos resultados relevantes de la teoria de formas normales, los cuales
pueden ser consultados a detalle en las siguientes referencias [Ashkenazi 1988, Chen 1999, Samovol 2004,
Wiggins 1990].

Consideraremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo
x = X(x), x € R", (1.15)

donde X : R™® — R"™ es un campo vectorial C” (r > 2) con un punto critico en el origen X(0) = 0. Sea

A = DX(0), expandiendo en serie de Taylor el campo vectorial X(x) obtenemos
% = Ax + F(x), (1.16)
donde F(x) = O(||x||?) de clase C". El objetivo es encontrar un cambio de coordenadas C"
x=h(y), h(0)=0, (1.17)

para y € € vecindad del origen en R™, que transforme a (1.16) en un sistema de ecuaciones diferenciales
que contenga la informacion esencial del flujo alrededor de la singularidad con un ndmero menor de

términos no lineales. Sustituyendo (1.17) en (1.16) obtenemos
. ~1 —1
= (hy») Any)+ (by(y)) Flhy)), (1.18)

donde hy(y) = (%(y)) es la matriz jacobiana de la transformacion.
Consideraremos solamente los cambios de coordenadas cercanos a la identidad, de la forma

h(y) =y +h"(y), (1.19)

donde h* (y) es un vector cuyas entradas son polinomios homogéneos de orden k > 2.

Calculando la matriz jacobiana de (1.19), obtenemos
hy(y) =1 +h%, (1.20)

donde hf,(y) = (%Lyk(y)). Obtenemos de (1.20)

(by(y)) =1 bE(y) + Oy, (121)
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el sistema (1.18) se transforma en
y = Ay +g(y), (1.22)

donde g(y) = O(|ly||?) es de clase C".
Para simplificar g(y) desarrollamos a la funcién h en serie de Taylor
F(x) =F(x) + F¥(x)+---, h"eHk (1.23)

donde HF es el espacio lineal de vectores en R™ cuyas entradas son polinomios homogéneos de grado

k > 2 en n-variables con rango en R™.

Sustituyendo (1.19), (1.20), (1.21) y (1.23) en (1.18) obtenemos
y = Ay +FAy) + -+ FUy) + [Fr(y) = () Ay — A () ) | + O+, (1.24)
Introducimos el operador LY : HE — HP para cada k > 2 definido por
(L5h*)(y) = hy(y)Ay — Ah*(y).
Sea R* el rango de LY y C* un espacio complementario a R* en HY; tenemos la descomposicién
HF = R* & C*.
El siguiente teorema nos permite simplificar el sistema de ecuaciones diferenciales (1.15).

Teorema 4. Sea X : R™ — R" es un campo vectorial C" con X(0) = 0. Sea DX(0) = A. Consideremos
la descomposicion HF = RF @ CF. Entonces existen transformaciones de coordenadas cercanas a la
identidad x =y + hk(y), dondey € Q; k=2,....ry b e HE . tal que (1.15) es transformado en

y=Ay +g*(y) + - +&"(y) + Olyll™™) (1.25)

donde gF € C* para k =2,...r.

Definicién 2. Supongamos que tenemos la descomposicion H* = R* @ C* para k = 2,3,...,r. La

ecuacion truncada
y=Ay+g’(y)+ - +g(y)

donde gF € C*, es la forma normal de orden r > 2 de la ecuacion (1.15) asociada a la matriz A, o la

A—forma normal de (1.15) de orden r.

Observacion 1. La forma A—normal no es unica, depende de la eleccion de los subespacios complemen-

tarios C*.

Es posible encontrar espacios complementarios al conjunto R* en HF a partir del célculo del niicleo del

operador LY para una matriz A dada.

Proposicién 1. El conjunto Ker(LY) es un subespacio ortogonal complementario a R¥ en HE, es decir,

HF = RF @ Ker(Lh.).
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Si la matriz A es diagonal, los célculos para obtener una base del nticleo del operador L* se simplifican.

Teorema 5. Sea A = diag{Ai,...\,}. Entonces para el monomio x*e; con |a| =k >2,j=1,2,...,n
se tiene que

Li(z%e)) = (a- A = Xj)a“ey,

donde a - X\ = Y0 a; N, para o = (an,...,an) Yy A = (A1,...,\). Los vectores e; son los vectores

candnicos de R"™.
Demostracion.
n a
Lk(;vae»)—ﬁ(xae)Ax—Axae»— i N | e — A\jz%e;
A i T o i = i Nili | € j j
i=1 v

=(a- A= )\j)z";.

O
Corolario 1. El monomio z%e; € Ker(L".) si y sélo si a- A — \; = 0.
Definicién 3. Sean Ai,..., A, los valores propios de la matriz A. El monomio x*e; se dice resonante si
a-A—X; =0, (1.26)
en caso contrario, se dice que es un monomio no resonante.
Se tiene el siguiente resultado.
Teorema 6. Sea A = diag{\1,...\,}. Entonces es posible elegir una forma A-normal de orden r que
contenga solo términos resonantes.
1.4. Teoria de la variedad central
Considere el sistema no lineal
v =X(v), (1.27)

donde v € R” y X es un campo vectorial suave.

Definicién 4. Un conjunto S C R™ se dice que es una Variedad Invariante Local para (1.27), si para
vo € S, la solucion v(t) de (1.27) con v(0) = vo permanece en S para |[t| < T donde T > 0. Si podemos

elegir T = oo, entonces decimos que S es una Variedad Invariante.

A 0
Supéngase que X(0) = 0 y que DX(0) = ( 0 B ) , donde A es una matriz k X k con valores propios

con parte real cero y B una matriz (n — k) X (n — k) con valores propios con parte real negativa.
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Sea v = (x,y)?, con x € RF, y € R"~*, obtenemos la siguiente representacién para el sistema (1.15),

X

Ax + f(x,y), (1.28)

y By +g(x,y),

donde f(0,0) = g(0,0) = 0 y Df(0,0) = Dg(0,0) =0,y f, g€ C", con r > 2 [Wiggins 1990].

Definicién 5. Una variedad invariante W€(0) serd llamada variedad central para el sistema (1.28) si

puede ser representada de manera local como
We(0) = {(x,y) € R* x R"* | y = h(x), x| < 4, h(0) =0, Dh(0) = 0},
para § suficientemente pequena.

Observacién 2. El hecho de que h(0) = 0 y Dh(0) = 0 nos garantiza que la variedad central W¢(0) es

tangente al espacio propio central E¢ en el origen.

Los siguientes tres teoremas que enunciaremos se demuestran en [Carr 1981]. El primero de ellos nos

garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 7. Existe una C” wvariedad central W¢(0) para el sistema (1.28). La dindmica del sistema
(1.28) restringida a la variedad central W¢(0), estd dada para u € R¥ con ||u|| << & por el siguiente
sistema k-dimensional

u = Au + f(u,h(u)). (1.29)

El siguiente resultado establece que la dindmica del sistema de ecuaciones diferenciales (1.29) cerca de

u = 0 determina la dindmica del sistema global (1.28) en una vecindad de (x,y) = (0,0).

Teorema 8. i) Supongamos que u = 0 es un equilibrio estable (asintdticamente estable) (inestable) del
sistema (1.29), entonces (x,y) = (0,0) es un equilibrio estable (asintdticamente estable) (inestable)
del sistema (1.28).

i1) Supongamos que el equilibrio (x,y) = (0,0) del sistema (1.28) es estable. Entonces, si (x(t),y(t)) es
una solucion de (1.28) con ||(x(0),y(0))|| lo suficientemente pequena, entonces existe una solucion
u(t) de (1.29) tal que
lim x(t) = u(t) + O(e™ "),

t—o0

lim y(t) = h(u(t)) + O(e™"),

t—o0

donde v > 0 es una constante.

Observacién 3. El teorema 8 afirma que la solucidn u(t) del sistema (1.29), representa, de manera

aprozimada, la proyeccion de la solucion (x(t),y(t)) del sistema (1.28), sobre el eigenespacio E¢ = R¥.

A continuacién formularemos las ecuaciones cuya incdgnita es la funcién h(x). Sea (x(t),y(t)) € W<(0);

se cumple que y(t) = h(x(¢)), derivando con respecto al tiempo obtenemos

y = Dh(x)x. (1.30)
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Todos los puntos sobre la variedad central W¢(0) satisfacen las ecuaciones diferenciales (1.28), la ecuacién

(1.30) es equivalente a la ecuacién
Bh(x) + g(x,h(x)) = Dh(x)(Ax + f(x,h(x))) — Bh(x) — g(x,h(x)) = 0.

Sea
N(h(x)) = Dh(x)(Ax + f(x,h(x))) — Bh(x) — g(x, h(x)). (1.31)

El objetivo es encontrar h(x) tal que satisfaga la ecuacién (1.31), de tal forma que su gréfica sea una
variedad invariante. La ecuacién (1.31) se le conoce como la ecuacidn homoldgica [Wiggins 1990]; encon-
trar la solucién de esta ecuacién es en general més dificil que resolver el sistema (1.29), sin embargo, el

siguiente teorema permite aproximar la solucién de (1.29) con el grado de precisién que se desee.
Teorema 9. Sea ¢ : R¥ — R"™* de clase C! con $(0) = Dé(0) = 0 tal que N(¢p(x)) = O(||x]|9) cuando
x|l — 0, para algin g > 1. Entonces ||h(x) — ¢(x)|| = O(||x]|?) cuando ||x]|| — 0.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
dx

o = Ax+fxye), (1.32)
CC% = By-+g(xy,2),
% = COz+h(x,y,2),

donde (x,y,z) € R® x R® x R%, coordenadas correspondientes a los espacios lineales central, estable e
inestable respectivamente; A es una matriz ¢ X ¢ con valores propios con parte real 0, B es una matriz
s X s con valores propios con parte real negativa y C' es una matriz u X u con valores propios con parte

real positiva. Las funciones f, g, h € C" satisfacen las condiciones
£(0,0,0) = g(0,0,0) = h(0,0,0) =0, Df(0,0,0) = Dg(0,0,0) = Dh(0,0,0) =0,
en una vecindad del origen.

En este caso, (x,y,z) = (0,0,0) es un punto inestable pues existe una variedad inestable de dimensién
u. La teoria de la variedad central es valida en este caso. Por el teorema 7 existe una variedad central

We€(0) dada por el conjunto
We(0) = {(x,y,z) € R* x R®* x R* | y = hy(x),z = hy(x), h;(0) =0, Dh;(0) = 0},

donde ¢ = 1, 2. para ||x|| suficientemente pequena. El campo vectorial restringido a W¢(0) estd dado por

el sistema de ecuaciones

d ,
dit‘ = Ax + f(x,hi(x),hy(x)), x € RC. (1.33)
La variedad central W¢(0) es invariante bajo la dindmica generada por (1.33). Obtenemos las ecuaciones
homoldgicas
dx
il Ax + f(x,h1(x), ha(x)), (1.34)
d dx
= = Dhi(0)Z = Bhu(x) + glx,h (x), hy(x)),
dz dx
i Dhg(x)a = Chs(x) + h(x, h; (x), ha(x)),
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del sistema anterior obtenemos las ecuaciones homoldgicas para hy (x) y ha(x)

>

Dh (x)[Ax + f(x, h; (x), ha(x))] — Bhi(x) — g(x, hi(x),ha2(x)) = 0, (1.35)
Dhy(x)[Ax + f(x,h;(x), hy(x))] — Cha(x) — h(x,h; (x),ha(x)) = 0.

El teorema 9 es vélido también en este caso tridimensional, las soluciones de las ecuaciones (1.35) pueden

ser aproximadas mediante series de potencias de x.

1.5. Continuacién de soluciones peridédicas

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
% = X (x, 1), (1.36)

donde i € R es un parametro escalar y X : R™ x R — R”. La solucién que satisface las condiciones

iniciales x(0,y, ) =y paray = (y1,- - ,Ym) la denotaremos como x = x(¢,y, it).

Consideremos condiciones iniciales y, i tales que la solucién x = x(¢,y, i) es periédica de periodo 7

X(t+7,5, 7).

%
=
<
E

I

x(0,y,n) =x(7.¥, 1) =¥ (1.37)

En el sistema (1.36) buscamos soluciones periddicas cercanas a la solucién periddica x = x(¢,7, ) con

periodo 7, para valores py < I, y <y y T = T.

Algunos cambios de condiciones iniciales pueden resultar en soluciones que no son periddicas, para evitar
esta situacion fijamos una componente del vector y. Sea ym =79,, ¥ Yx # Y, parak=1,...,m — 1. La

solucién periddica (1.37) satisface

las soluciones periddicas buscadas deben satisfacer de igual manera la ecuacién vectorial

QD(T, Yy, :LL) = X(T? Yy :u) —Yy= 07 (138)

consistente en m ecuaciones escalares con m + 1 incégnitas correspondientes a las m componentes de y
y al nuevo periodo 7 para cada p. La dltima ecuacién necesaria para completar el sistema es ym = ,,,-

Explicitamente

I
o

@1(7—7y13"' 7§m,ﬂ) (139)

(pm—l(7-7y17"'7ym7u) = 0,
Ym = Ym-
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Los valores p =i, y =¥ y 7 = T satisfacen el sistema de ecuaciones (1.39).

El determinante del sistema (1.39) es

op1 ., 9p1 9p1
oy1 OYm—1 or
D = det R
Oom .. Opm Opm
Y1 OYm—1 or

evaluadoen 7 =7,y =y y u = fi. El vector ubicado en la iltima columna del determinante se transforma
en

oo _ . _
877' - X(ﬂ}ﬂﬂ) - X(X(T7 Y, :U/)7N)u

dado que la condicién inicial ¥ no depende del tiempo. Para los valores 7, ¥, &

0p i

El resto de los elementos se obtiene a partir de las ecuaciones

Opi _ 0Xi 5.
dyp oy,

evaluadas en 7, y, pu.

Al diferenciar las ecuaciones de movimiento (1.36) en ambos miembros respecto a la condicién inicial

obtenemos ) )
0X; 0X;0X;
Oye  Oy; Oui’

donde la suma es con respecto a la variable j. Dado que las condiciones iniciales y el tiempo son variables

independientes, tenemos que
0 dX; doX;

dy dt — dt Oy

Los elementos en las primeras m—1 columnas del determinante pueden obtenerse al integrar las ecuaciones

variacionales

iaXi _0X; 0X;
dt Jyy N 0X; Oyx ’

(1.40)

donde g—))&_ =Y, (x(t,¥,1), 1) es evaluado a lo largo de la solucién generada.

Si D # 0, es posible resolver el sistema de m ecuaciones con m incégnitas, cuya solucién es de la forma

vi—7;, = Ailp—a)+Bi(p—m)2+--, i=12,....m—1, (1.41)
ym—?m = Oa
-7 = A-m+Bu-R)"+: -,

donde A;, B;, A, B € R [Szebehely 1967].



Capitulo 2

PROBLEMA COLINEAL
CARGADO DE TRES CUERPOS

En este capitulo se estudia la dindmica cercana a la colisién triple del problema colineal cargado de
tres cuerpos en el contexto de las coordenadas de McGehee (r,v,s,u) y de las configuraciones centrales
colineales. Se clasifican las variedades de colisién para distintos valores de A;; y en particular se estudian
las variedades de colisién para el caso donde la funcién potencial U(s) es una funcién simétrica respecto

a la recta s = 0 en las coordenadas de McGehee.

2.1. Ecuaciones de movimiento

Consideremos tres particulas puntuales con masas m; > 0 y cargas ¢; € R, cuyos movimientos estin
restringidos a R. La posicion de cada particula se denotara por x; € R. Una configuracién de este sistema
es un vector q = (v1,22,23)7 € R, mientras p = (p1,p2,p3)T € R3 es el vector de los momentos.

Supondremos que las configuraciones de las particulas satisfacen 7 < z9 < 3.

| X]
S
o >
O, oy >
" |

Figura 2.1: Problema colineal cargado de tres cuerpos en coordenadas (z1, 2, Z3).
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Los movimientos de las particulas estan modelados por el sistema de tres ecuaciones diferenciales ordi-

narias de segundo orden

i A12 n A13
H (22 —21)? (21— 23)?
. A12 A23
Mmoo = (xz — xl)z + ($3 — x2)2’
. A3 A23
_ _ 2.1
msxs (173 — 131)2 (173 — 172)27 ( )

obtenido a partir del sistema (1.7), donde \;; = m;m; — ¢;q;. La energia potencial del problema colineal

cargado de tres cuerpos estd dada por la funcién U : (R3\A) — R

A A A
12 + 13 + 23 7
|zy — 29|  |z1 — 23] |xe — @3]

U($1,IQ,I’3) (22)

donde | - | es el valor absoluto de R y A es el conjunto de las configuraciones que representan a las

colisiones.

El sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) tiene la estructura Hamiltoniana con funcién Hamiltoniana

H:(R*\A) x R® - R

LM p - Ulq 721’—1 Ais_ s g (2.3)

2 = m; |1‘1—l’2| w1 — @3] |w2 — a3

Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir de las ecuaciones de Hamilton (1.11). La dimensién del
sistema se reduce fijando el centro de masa en el origen. Las configuraciones se restringen al subespacio
lineal @ = {q € (R*\A) | miz1 + mazs + mzw3 = 0}; los momentos se restringen al subespacio lineal
P ={pceR?|p;+ps+p3 =0} El espacio fase @ x P es de dimensién cuatro; los niveles de energia

FE}, son de dimensién tres.

2.1.1. Coordenadas (z1, 22)

Consideremos con las configuraciones que satisfacen la desigualdad z; < xo < x3.

Figura 2.2: Coordenadas (21, z2).

Introducimos el sistema de coordenadas (z1, z2) [Broucke 1980] definido por z; = xo — 21, 29 = 23 — 2,
donde z; > 0 es la distancia entre las particulas m; y mo, mientras que z5 > 0 es la distancia entre las
particulas mo y mg (figura 2.2). Sea M = Z?:l m; la masa total del sistema de particulas. El movimiento

tiene lugar en el semiplano de R? determinado por las condiciones z; > 0y 2o > 0.
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La funcién potencial (1.5) se escribe

A A A
Az A, A3

U = .
(21,22) 21 Z2 21+ 22

Obtenemos el Hamiltoniano en las nuevas coordenadas a partir de (2.3)

1{m1+m2 9 2 ma +ms o

H=3 P1— —pip2 + 7?2} = U(z1, 22), (2.4)
mao maom,

20 mimg 3

donde los momentos (p1,p2)T estén relacionados con las componentes de la velocidad en la forma

mi(ma +ms) . mims . mims . ms(my +ma) .

— z Z = z zZ92.
D1 M 1 M 2, D2 M 1 M 2

Las colisiones binarias z; = 0 y 2o = 0 se regularizan mediante la aplicacién de la técnica de Levi-Civita

[Levi-Civita 1920] mediante la siguiente transformacién en las posiciones y el reescalamiento
2 =&, 2o =£3, dt =4z12ds = AE7E5ds. (2.5)

Introducimos la funcién generadora W = p1£? + po&2 para extender la transformacién de Levi-Civita a

una transformacién candnica. Para los momentos obtenemos la transformacién 7; = 2§;p;.

El Hamiltoniano (2.4) en coordenadas de Levi-Civita se escribe como

H==:
8

mime & ma & moms &3

1 2 2 .
{ml +ma it Mmnz | ma t+ms @} —U(&, ). (2.6)

Introducimos el Hamiltoniano K = 4(H — h)£7€2 para el valor fijo de la energfa h, explicitamente

1Lymi+my 2 ma + ms N
K= 5{75377% ——&&mm+ ——— fng} —U(&1, &), (2.7)
2 moms

mimeso m

donde la funcién potencial es

R 242
U(61,&) =4 (/\1255 + X33 + )\1375152 5 + hf%f%) ;
& +&

Las ecuaciones diferenciales en coordenadas de Levi-Civita asociadas al Hamiltoniano (2.7) se obtienen

a partir de las ecuaciones de Hamilton (1.11).

2.2. Configuraciones centrales en el problema cargado de tres

cuerpos

Para iniciar con el estudio de las soluciones cercanas a la colisién triple es necesario conocer las con-
figuraciones centrales del problema colineal cargado de tres cuerpos. Intuituivamente una configuracién
central colineal (CCC) es una configuracién del sistema en la cual el cociente de las distancias £ es una
constante para todo tiempo. Las (CCC') son soluciones particulares que inician y terminan en colisién
triple dando lugar a las soluciones homotéticas (seccién 2.3.4). El niimero de configuraciones centrales en

el problema cargado de los tres cuerpos se ha estudiado en [Pérez-Chavela-Saari 1996]; en este trabajo en
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particular se utiliza el conteo de las configuraciones centrales para el caso colineal cargado. A continuacién

introducimos brevemente el planteamiento para el célculo de las (CCC).

Consideremos tres particulas de masas m; > 0y cargas ¢; € R. Sea q, el vector de posicién de la particula
1 respecto al centro de masa en el origen 0. El potencial U y el momento de inercia I estian definidos en

las secciones 2.1 y 1.2.2 respectivamente.

Definicién 6. Una configuracion q € RO\ A es una configuracién central (CC), si y sélo si satisface

V(IU?) = 0. (2.8)

Equivalentemente, una configuracién q € R?\A es una configuracién central, si existe una constante
A € RM\{0} tal que MVU(q) — A\q = 0.

m, Qs

m, q, fie e

Figura 2.3: Coordenadas de Jacobi Jio

Fijemos el centro de masa en el origen, introducimos las coordenadas de Jacobi Jio (figura 2.3)

miq; + mady

S1 =42 —q S2 =q3 —
’ m1+m2

Denotaremos a las tres distintas formas de escoger coordenadas de Jacobi como J;;, donde el subindice

ik se toma de la diferencia de los vectores q;, — q,. Despejando q; obtenemos

_maoma o my o madmy
q; M1+ ma LT 5% q2 m1 + Mo LT 5 qs Vi 2
La funcién potencial (1.6) en términos de |s1]| = s1 y [s2]| = s2 es
A A A
U(sy,s0) = 222 4 23 13

L + ’
S1 /s34 u2s? —2usysacos®  \/s3+ (1 — p)2s? —2(1 — p)sys2cosf

_ ms(mi+ma)
ma(mitma) g

donde 6 es el dangulo formado por los vectores s1 y so; i = ﬁ, =, g2 =

momento de inercia (1.14) se reescribe como I = g15% + g2s3. Obtenemos

1
—IU? = (B+p%) <)\12 +
g2

2
A23 n A13
VP2 + 2 =2pupcost  /p?+ (1 —p)2+2(1 — p)pcost )

(2.9)

dondeﬂzg—;ypzs—?.

S1
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Las ecuaciones para encontrar las (CC) en el problema cargado de tres cuerpos son

o (1
— IU2> = 0, 2.10
dp (92 (2.10)

o (1
39(9210')

Sea R;; la distancia relativa entre g; y g; respecto a s1 = 712, i.e., Ri3 = %‘“’, Ros = %3, Rip = %2 =1.

I
o
—
o
—_
[
~

La ecuacién (2.9) se reescribe como

1 Aoz | s )
—IU? = (B+p° </\ ++) : 2.12
92 (Bp7) (M Ros ~ Rug (2.12)
Las (CC) satisfacen el sistema de ecuaciones
23 )\13) 9 ( Aoz(p—peosf)  Ais(p+ (1 — p)cos 9))
Ao+ 5=+ == | +(p° + - - =0, 2.13
 Aggppsend n A13(p(1 — p) send) _0 (2.14)

3 3
R23 R13

Estamos interesados en las configuraciones centrales colineales (CCC), las configuraciones centrales no
colineales se estudian en [Pérez-Chavela-Saari 1996]. Para las configuraciones centrales colineales (CCC')

se tienen los casos siguientes

1. p = 0. La solucién para todo 6 de la ecuacién (2.13) estd dada por

A
223 L (2.15)
p* o (1= p?)

Cuando los pardmetros satisfacen (2.15), tenemos una (CCC) donde la particula ms se encuentra

en el centro de masa de las particulas m; y mo.

2. senf) = 0. Se tienen dos posibilidades 8 = 0 o § = «. Trabajaremos con § = 0 y consideraremos
p > p, la particula mgs se encuentra a la derecha de la particula mso. Sea ro3 = so — sy, entonces
Ros=p—py Riz=1—p+ p, laecuacién (2.13) se reescribe

A2t (P+%> A3(1—p) (P+ %)

F(p) = A2 — VR A s s il (2.16)

Denotaremos a la distancia normalizada Ra3 como = p — > 0. De (2.16) obtenemos la ecuacién

Bz (x + 1) + Bspx?(x +1)% — By (a: +1+ 77’L2> (x+1)%+ (gc - ml) z? =0. (2.17)

ms m3

Las soluciones positivas distintas de (2.17) nos proporcionan el nimero de (CCC) y cada una de estas

soluciones determina una clase particular de (CCC).

Introducimos a1 = myAa3, as = maoliz, az = (m1 + ma)A12 v los pardmetros §; = z—;, B3 = g—z La

ecuacién (2.17) puede reescribirse como

p(x) = as2® + agx* + azax® + agx? + ayx + ag = 0, (2.18)
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donde
as = ﬂSv
ay = (/L+2)63,
az = (p+1)83—p01+1,
m m
az = pfB3— <3+2> B — —,
ms ms
m
ap = - <3+22> B,
ms3

m
ap - (1 + 2) i
ms3
Las (CCC) serén las soluciones positivas de la ecuacién (2.18). Para verificar el nimero de soluciones se

utiliza la regla de los signos de Descartes.

Para el conteo de las (CCC) se consideran las diferentes ordenaciones posibles de las tres particulas:
1-2-3,1-3-2y2—1-3. En el conteo de las (CCC) para la ordenacién 1 — 2 — 3 se consideran todos
los valores posibles de masas y cargas, denotados como m; y g;. Para las dos ordenaciones restantes sélo

se necesita etiquetar en la siguiente forma a los pardmetros y aplicar los resultados correspondientes.

1. Para la ordenacién 2 — 1 — 3 definimos m; = m; y ¢; = ¢;. Entonces \;; = Xl-j.

2. Para la ordenacién 1 — 3 — 2 definimos m; = m; y ¢; = ¢;. Entonces \;; = X”

2.3. Explosién de coordenadas y variedades de colision A

Utilizamos los resultados obtenidos por R. McGehee [McGehee 1974] para estudiar el comportamiento de
las soluciones en una vecindad de la singularidad debida a la colisién triple. Para este fin, se realizan varios
cambios de coordenadas y un reescalamiento del tiempo con los cuales se obtiene un campo vectorial sobre
una superficie llamada la variedad de colisién A correspondiente a la colisién total. La dindmica sobre A

proporciona informacién sobre las soluciones cercanas a ella. El procedimiento se detalla a continuacion.

2.3.1. Coordenadas de McGehee

Definimos r = (mya? 4+ maa2 + msz2)z = (qCMq)2 = Iz donde I es el momento de inercia (seccién
1.2.2). SeaS = {q € Q | r* = 1} el circulo unitario en @ en la norma definida por el momento de inercia.
Las coordenadas (r,q) € (0,00) X S se pueden identificar como coordenadas polares en @\{0}, mediante

el mapeo (r,q) — rq.

Definimos las variables s = r~!q, y = p’s, x = p — yMs. Para s € S se satisface x’'s = 0. El vector
momento p se descompone en sus componentes radial y y tangencial x. Sea T = {(q,p) € Q@ x P |q €

S, pTq = 0} el haz tangente de S. Se tiene que r € (0,00), y € Ry (s,x) € T.
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m, M,

0O

)

o
—_l —

L % >
a, -1 0
g,
|
S A

Figura 2.4: Espacio de configuraciones Q.

Obtenemos que q = rs, p = X + yMs, hemos definido un difeomorfismo (0,00) x R x T — (Q\{0}) x P
dado por (r, y, (s,x)) — (rs, x+yMs). Larelacién de energia (2.3) para H(q, p) = h en las coordenadas
(T, y7 S7 X) €s
1 1
5 (T MTIxty?) = ~U(s) = b, (2.19)
r
y las ecuaciones de movimiento son

o=y
Loinq 1
y = ;xM x — —U(s),
s = 1./\/l_lx7
T
X L 1( EMx)Ms + 1U(s)/\/is—i— 1VU(S) (2.20)
X = —YyYX — — (X X v e . .
Y r r2 r2

Ahora introducimos los reescalamientos de las velocidades tangencial y radial u = r%x, v = r%y, defini-
mos el difeomorfismo (0,00) x R x T — (0,00) x R x T dado por (r, y, (s,u)) — (r,r2v,(s,r~zu)). La
relacién de energia (2.19) se reescribe como

% ("M u+0%) = U(s) = rh, (2.21)

con ecuaciones de movimiento obtenidas de (2.20)

T o= r 2uv,

g = r3 (;zﬂ +ulM U(s)) ,

s = r_% _1u,

x = r® <—;vu — (W!  Mu)Ms + U(s)Ms + VU(S)) ) (2.22)

Las ecuaciones (2.22) definen un campo vectorial en [0,00) x R x T con singularidades debidas a las

colisiones dobles y a la colisién triple.
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Removemos la singularidad » = 0 mediante el reescalamiento dt = r#dr. Las ecuaciones (2.22) se trans-

forman en
o
dr ’
dv 1, ta =1,
7 = 3¢ +u' M tu—-U(s),
ds 1
E = M u,
du 1 ‘
o = Tjuu- (wWMu)Ms + U(s)Ms + VU(s). (2.23)

En el sistema de ecuaciones diferenciales (2.23) se ha eliminado la singularidad r» = 0. Las ecuaciones de
movimiento se han extendido a la colisién triple. En la nueva escala de tiempo las soluciones que terminan
en colisién triple toman un tiempo infinito en alcanzarla. La dindmica en el conjunto invariante r = 0
se utilizara para describir la dindmica de las soluciones cercanas a la colision triple. Con el objetivo de
eliminar las singularidades debidas a las colisiones dobles, introducimos un nuevo sistema coordenado en

el cual el campo vectorial (2.23) se transforma en un campo vectorial en R*,

2.3.2. Reduccion de coordenadas

Definimos S; = {s € S | s1 < s9 < 83}, Ty = {(s,u) € T | s € S1}. Sean a = (al,ag,ag)T y
b = (b, bo, bg)T los puntos en S que satisfacen a; = as < az y by < by = bs. Los puntos a y b son los
extremos del arco S; correspondientes a las colisiones binarias (figura 2.4). Explicitamente las coordenadas
a; v b; son

o = -K, a3:WK (2.24)
3

b = ———K, by = K,

_1
2

donde K = (4(7'11:1:12)*2 +my + m2>

El conjunto T; es homeomorfo al conjunto [—1, 1] xR. Definimos el siguiente difeomorfismo entre [—1, 1] xR

y T1. Sean

definimos

1
A= o A M4 TR 1y
m1 + mo + mg m1 + mo + mg
La matriz A satisface las siguientes propiedades:
HA:Q— Q.
2) ATMA =M.

3)q’ MAq=0,siqe€ Q.
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4) A%q = —q.
5) al AT Mb > 0.

El conjunto @ estd dotado del producto escalar inducido por M. La matriz A define una rotacién por 3

en el plano Q. Los vectores a y b son unitarios y {a, Aa} es una base ortonormal de @. Entonces
b = (a” Mb)a + (a” Mb)Aa, (2.25)

donde 0 < a”’ Mb < 1. Sea A € Rt el menor nimero tal que cos2)A = a’ Mb. El dngulo A depende

solamente de las masas. De la ecuacién (2.25) obtenemos
b = (cos2)\)a + (sen 2)\) Aa.

Para cada s € R definimos

S(s) =

— ((senA(l —8))a+ (sen \(1+ s))b). (2.26)

Mediante la funcién S introducimos las variables s € [—1,1] y u € R (s,u) € T; definidas como s = S~1(s)

y u=sTATu

Definimos el difeomorfismo [0,00) x R x [-1,1] x R — [0,00) x R x Ty dado por

(r, v, s, u) — (r, v, (S(s), u M A S(s)))

Sea U : (—1,1) — R tal que s — U(S(s))

)\12 )\23
U = 2\ 2.27
() sen (be — b1) sen A(1 + s) * (a3 — az)sen A(1 — s) (227)
n A13
(by — by)sen A(1+ s) + (ag — az)sen A(1 —s) |
El campo vectorial en coordenadas (r, v, s,u) estd dado por el sistema de ecuaciones diferenciales
dr _ TV
dr ’
d 1
% = u2—|—§v2—U(s)7
s 1
dr X7
du 1 1dU
donde A € (0, 7). La relacién de energfa (2.21) es
Lo 9
i(u +v*) = U(s) =rh. (2.29)

Las ecuaciones (2.28) tienen singularidades cuando s = £1 correspondientes a las colisiones binarias.
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2.3.3. Variedades de colisién A

La variedad de colisién triple A es el conjunto
A= {(r,v,s,u) |r =0, v +0v?=20U(s), s€ (—1,1)}. (2.30)

La variedad A se puede pensar como un sélido de revolucién que se genera para valores de s € (—1,1)
tales que U(s) > 0. A es independiente del valor de la energfa h, cada nivel de energia tiene la misma

variedad de colisién por frontera.

El sistema (2.28) es invariante bajo la simetria (r,v, s, u,t) — (r, —v, s, —u, —t). El campo vectorial en A
es casi-gradiente con respecto a la coordenada v, es decir, la coordenada v es una funcién creciente en
todas las soluciones del sistema (2.28) que no son puntos de equilibrio, por lo tanto, el flujo sobre A no

tiene drbitas periddicas [Devaney 1981] .

Las coordenadas de los puntos de equilibrio (rg, vo, g, u¢) del campo vectorial (2.28) que satisfacen la

relacién de energia (2.29) son

du
ro = O, ug = O7 E(So) = 0, Vo = + QU(So).

Los puntos de equilibrio se localizan en A; satisfacen que vy > 0, pues para U(sp) < 0 no se genera un

punto de equilibrio sobre A. De la condicion % (so) = 0, existe una correspondencia de los puntos criticos
del potencial U(s) con los puntos de equilibrio del campo vectorial (2.28). Si vg > 0, para cada punto
critico del potencial obtenemos dos puntos de equilibrio en A. En el capitulo 3 estudiamos el caso vy = 0

donde se genera una variedad con un punto de equilibrio.

Las dltimas tres ecuaciones del sistema (2.28) no dependen de la variable r, esta coordenada puede ser
obtenida a partir de la relacién de energia tomando un valor fijo de la misma. Para describir la dindmica

sobre A son suficientes las ecuaciones

dv 9 1,

i +§v —Ul(s),
b1

a A

du 1 1dU

Linealizando el campo vectorial (2.31) obtenemos la matriz

v a2 (s) 2u
0 0 L
—ju GG v

Vg *S(So) 0
0 0 : ;
0 34H(s0) —3vo
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con valores valores propios asociados

1 4 d2U
H1=Uo fl23=—=UpE \/ZU(SO) + ﬁ@(so),

y los vectores propios wi = (1,0,0)7

T
A 1 1 4 d?U
e ( 0 T oy <‘2”0 £ 3000+ wsz<80>> ! ) |

ds?

Los vectores wo y w3 son tangentes a la variedad de colisién total A.

2.3.4. Orbitas homotéticas

Existen soluciones particulares que inician y terminan en colisién triple llamadas soluciones homotéticas

[Devaney 1981]. Fijando s = s* y u = 0 en el sistema (2.28) obtenemos que 2% = 9% = (. El plano r — v
es un conjunto invariante con ecuaciones de movimiento
d
dl = 7, (2.32)
-
dv 1,
— = | zv"=U,(0)),
dr <2U a ))
s = 0,
u = 0.
A
h>0
A h=0
h<0 o
Vo h=0
h>0

Figura 2.5: Plano fase r — v

El retrato fase determinado por (2.32) se muestra en la figura 2.5. Para cada nivel de energia negativo
existe una unica solucién fuera de A que inicia y termina en la variedad de colisién r» = 0; uniendo puntos
de equilibrio (0,£+/2U(s§), s§,0), v satisfaciendo que s = s* y u = 0 para todo tiempo, dicha solucién

la llamaremos orbita homdtetica.
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2.3.5. Regularizacion de colisiones binarias

Regularizamos las colisiones binarias de manera global mediante el método de Sundman [Sundman 1913].
Fisicamente la regularizacién de colisiones binarias se puede interpretar como un rebote elastico entre

dos particulas.

Definimos la nueva funcién potencial W (s) = 2(1 — s?)U(s) sin singularidades en el intervalo s € (-1, 1),

obtenida a partir de la funcién potencial (2.27)

_ 2sen \

W(s) = 2502 (03 )+ Wals) + Wals) (2.33)
donde
O o e ML CR e
Wa(s) = A Ai3(1 — s?)

(b2 = b1)y(A(1 +5)) + (a3 — a2)y(A(1 = s))°
1—s?

W (s
[0,00) x R x (=1,1) x R — [0,00) X R x (—1,1) x R dado por

1-s2
(r, v, s, u) — | r, v, s, u .

Obtenemos una nueva relacién de energia

Introducimos una nueva velocidad angular w = u. Definimos el difeomorfismo entre los conjuntos

3

w? + 52 + ﬂ(zﬁ —orh) =1 (2.34)
W (s) a '
con ecuaciones de movimiento
dr_ TV
dr ’
dv 1,02 _ W (s)
dr 2 2(1 — s2)’
ds W (s)
= = Ny,
dr A1 — s2)
dw 1 W (s) 2sw? 1W'(s) 5 5
— = —= — — = 1—s5°— . 2.
dr 2wv+)\(1_82) (<S 1—s2 +2W(s)( - w) (2.35)
Removemos las singularidades s = 41 mediante el reescalamiento s—; = A(lv;fz)), obteniendo de las
ecuaciones (2.35) el nuevo sistema
dr_ A1- SQ)W
dx VW(s)
dv Ar(1—52) 4 2uw?
2= - (- )
dx 2 [ W (s) v (5) 1 — s2
i
dxy w
dr ( 2w 1W'(s) 9 or A1 —s%)
— = s(l1- )—l—f 1-5"—w) — ——=vw. 2.36
dx 1—s2 2 W(s) ( ) 2,/ W(s) (2.36)
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sin singularidades. La relacién de energia (2.29) es ahora

20 2(1-s7) ,
1—1752_ W) (v —2rh) — 1. (2.37)

La variedad de colisién triple A se obtiene de la relacién de energia (2.37) para r =0

2 o, (1=57)? 2 _
w” + 5%+ W) v: =1 (2.38)

Los puntos de equilibrio se mantienen sin alteraciéon después de la regularizacién. A continuacién se

enuncia un resultado utilizado en este capitulo; la demostracién se puede consultar en [McGehee 1974].

Proposicién 2. El vector sy = S(sg) es una configuracidn central, si y sdlo si, %(80) =0.

2.4. Clasificacién de las variedades de colision A

Clasificamos las variedades de colisién del problema colineal cargado de tres cuerpos con base al valor
de sus pardmetros \;; [Llibre-Pasca 2007]. Utilizamos la continuidad del potencial U(s) en el intervalo
(=1,1) y la correspondencia entre los puntos criticos del potencial con las configuraciones centrales del
problema colineal cargado de tres cuerpos (proposicién 2). Por definicién; la forma de la variedad de

colisién A estd determinada por la grafica del potencial U(s).

Proposicién 3. El potencial U(s) satisface:

1) U(s) es una funcion continua en el intervalo (—1,1).
2) St M2 > 0, entonces lim, ., 1+ U(s) = 00, si A2 < 0, entonces lim, , 1+ U(s) = —o0.

3) Si Aoz > 0, entonces lim,_,1— U(s) = 00; si Aag < 0, entonces lim,_,;- U(s) = —c0.

Nos interesan las configuraciones centrales colineales del problema cargado de tres cuerpos para bosquejar
las posibles graficas de U(s). En la seccién 2.2 se introdujo el procedimiento para encontrar configuraciones
centrales colineales (CCC). Aprovechamos los resultados obtenidos en [Pérez-Chavela-Saari 1996] para

clasificar a las variedades de colisiéon Ay.

En la seccién 2.2 el conteo de las (CCC) se realiza con la ordenacién de las particulas en la configuracién
r1 < x99 < x3, la cual se denota 1 — 2 — 3. Para los casos donde las particulas estan ordenadas como
2—1—-3y1—3—2 se repite el analisis del caso 1 — 2 — 3, etiquetando los valores de los parametros

dependiendo la ordenacion.

Los potenciales y las variedades de colisién Aj para el caso donde todos los pardmetros A;; # 0 se
bosquejan con base a la continuidad de la funcién potencial U(s) en el intervalo (—1,1) y al ndmero
de puntos criticos proporcionado por el nimero de CCC. Las variedades de colisién regularizadas se

muestran en las figuras 2.6 y 2.7.

En la tabla 2.1 se muestran el nimero de CCC por cada ordenacién de las particulas y la variedad de

colisiéon Ay que se genera.
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NUMERO DE CCC | NUMERO DE CCC | NUMERO DE CCC VARIEDAD
PARAMETROS \;; ORDENACION orpenacion | ompenacion | DE COLISION
1-2-3 2-1-3 1-3-2 Ay
A12 >0 Aoz >0 A3 >0 1 1 1 Aq
A12 <0 A3 <0 A3 <O Ay
A2 >0 A3 <0 A3 <0 0,1,2 0,1,2 1,2,3 As, Ag, A7, Ag
A12 <0 A3 >0 A3 >0 As, Ag, A7, Ag
A2 <0 A3 >0 M3 <0 0,1,2 1,2,3 0,1,2 As, Ag, A7, Ag
A2 >0 Mgz <0 Az >0 As, Ag, A7, Ag
A12 >0 A3 >0 A3 <0 1,2,3 0,1,2 0,1,2 Ay, Ao, Ag
A2 <0 A3 <0 A3 >0 Az, Ay, Ao

Cuadro 2.1: Numero de configuraciones centrales para el problema colineal cargado de tres cuerpos

j %é N4 A %
: N LA

A, A, A, A,

U(s) U(s)

b 4

Figura 2.6: Potenciales U(s) y variedades de colisién regularizadas Ay para AjaAas > 0.

Observacion 4. El flujo sobre las variedades Ag, Ag, Ag y Ao tiene puntos de equilibrio degenerados,

pues ‘f;gf (s) = 0 para algin s§ € (—1,1), ver figura 2.8.

Los valores propios p1, o y ps dependen de los valores de U(sg) y de %(30), donde sy € (—1,1). La
dindmica asociada a cada punto de equilibrio hiperbélico se obtiene a partir de la linealizacion del campo

vectorial (2.31) y se puede consultar en la seccién 2.3.3.

2.4.1. Resultados sobre variedades de colisién

Las dindmicas asociadas a algunas de las variedades Ay han sido estudiadas en varios trabajos anteriores.

A continuacion se enuncian algunas de las referencias relacionadas con esta tesis.
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Figura 2.7: Potenciales U(s) y variedades de colisién regularizadas para AjaAaz < 0.
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Figura 2.8: Potenciales U(s) y variedades de colisién regularizadas con puntos de equilibrio degenerados.

1) El flujo sobre la variedad A; tiene dos puntos de equilibrio hiperbdlicos, la dindmica fue estudiada

inicialmente en [McGehee 1974] y es el punto de partida de esta tesis.

2) El flujo sobre la variedad As tiene tres puntos de equilibrio hiperbdlicos, la dindmica sobre Ay es

difeomorfa al flujo del problema isosceles de tres cuerpos [Devaney 1980].

3) El flujo sobre A3 tiene seis puntos de equilibrio hiperbdlicos, la dindmica cercana a la colisién triple

se ha estudiado en [Llibre-Pasca 2007] para el problema colineal cargado de tres cuerpos.

4) La variedad de colisién A4 es homemorfa a S?, el flujo sobre A4 tiene dos puntos de equilibrio

hiperbdlicos, la dindmica asociada es difeomorfa a la dinamica del problema isosceles cargado de
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tres cuerpos [Atela 1994]. Resultados sobre 6rbitas periddicas simétricas se pueden consultar en
[Llibre-Pasca 2007] y [Corbera-Llibre-Pérez-Chavela 2006)

5) La variedad A7 es homeomorfa a S? menos dos puntos, el flujo sobre Ay tiene 4 puntos de equilibrio

y se ha estudiado la dindmica cercana a colisién triple en [Llibre-Pasca 2007].

2.5. Clasificacion de las variedades A para potenciales simétricos

En esta secccién estudiaremos casos particulares en los cuales tomando ciertos valores de las masas y
las cargas es posible trabajar con un nimero menor de pardametros. Primero nos concentraremos en las

cantidades a3 — as y by — b1 que dependen exclusivamente de las masas.

Las cantidades

1

M 2 : M 2

a3—0J2—m<mlm+m2)+m1+m2> ) 62_b1_<(mg;mg)+m2+m3 )
3 3 1

[N

son iguales si my = ms = m. Entonces

=

b2—b1=a3—a2=f
m

M ((m + mg)?

+m—|—m2> y

donde M = 2m + ms es la masa total.

Sean k = az —as = by — b1 y A12 = A2 = 7. La funcién potencial (2.27) es una funcién par simétrica con

respecto a la recta s = 0, explicitamente

sen 2\ ol o A13
= . 2-
Uls) k {sen A1+ s) + sen A(1 —s) + 2sen A cos )\s} (2:39)

La condicién A3 = Aoz = v implica que las cargas ¢q; vy q3 son iguales. Trabajaremos el caso donde

2

mi=ms=myq = q3=q; de esta manera v = mmso — q¢2 ¥ A\13 = m? — ¢°. En particular, serdn de

mayor interés los problemas en los cuales el signo del parametro A3 es contrario al signo de .

Introducimos el plano formado por las parejas (A13,7). En cada cuadrante de este plano se modela un
aspecto del problema colineal cargado de tres cuerpos para el contexto de los potenciales simétricos (figura
2.9).

En el primer cuadrante, los parametros v y A13 modelan el caso gravitacional donde se tiene un tnico
punto critico correspondiente a un minimo del potencial con U(0) > 0 [McGehee 1974]. En el tercer

cuadrante se tiene el problema colineal repulsivo [Ramirez 1992].

En el cuadrante II se modela el caso en el cual hay repulsion entre las particulas m; y mg mientras hay
atraccion entre los pares de particulas mi, me y ms, mg; mientras en el cuadrante IV, se modela el caso
en el cual hay atraccién entre las particulas m; y mg y repulsiéon entre los pares de particulas mq, mo y

ma, ™3.
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II I

PROBLEMA ATRACTIVO

i3
11

PROBLEMA REPULSIVO

v

Figura 2.9: Plano Ai3,7.

En los cuadrantes II y IV se tiene que yA13 < 0, la diferencia de signos entre los parametros nos permite

modelar bifurcaciones tomando al parametro A3 como referencia.

Iniciamos el bosquejo de las grificas de las funciones potenciales simétricas estudiando al punto (0, U(0)).

(27 + >\213> cos .

El valor del potencial (2.39) para s = 0 es

U(0) =

ESIl N

Con base a los parametros 7, A3 se tiene

1. U(0) >0, si vy > —21,
2. U(0)=0,siy=—2

3. U(0) <0,siy<—22,

La primera derivada de (2.39) es

d7U( )= Asen 2\ ycos A(1l + s) +’ycos)\(lfs) A13 sen As
ds T Tk sen2 \(1 +5s)  sen2A(1—s) 2senAcos?)s |’
Al evaluar la primera derivada en s = 0 se verifica que %(0) = 0, calculamos la segunda derivada del
potencial (2.39) y evaluamos en s = 0

PU () = A oA 4 29 4 1

ds2 = k& 2l Y gM3 |
Para Ao = Ao3 =7 # 0, si

A13
V>

4(2cot? A+ 1)’

d2U
ds?

se tiene que (0) > 0, el punto (0,U(0)) es un minimo del potencial. En caso contrario, si

A13

< — e,
TS T4 2ot A+ 1)

el punto (0,U(0)) es un maximo del potencial.
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Denotamos como /; a la recta v = —%)\13 y I a la recta v = —m)\lg. La constante A € (0, %)
depende de las masas, para m; = ms = m obtenemos cos 2\ = a’ Mb = i

_ m-+mso
28m+12mo

se observa que my, es menor que la pendiente m;,. Con base a lo anterior, los puntos (0,U(0)) que son

Explicitamente la pendiente de la recta lp es my, = . Al comparar m;, con la pendiente my,

méximos del potencial satisfacen que U(0) < 0 (Figura 2.12).

Resta calcular el niimero de configuraciones centrales colineales, para conocer el nimero de puntos criticos

adicionales de la funcién potencial (2.39).

2.5.1. Configuraciones centrales colineales en el caso simétrico

La ecuacion que calcula el nimero de configuraciones centrales colineales es una ecuacién polinomial de
grado 5

a5z’ + agx® + azx® + asx® + a4+ ag = 0, (2.40)

donde los coeficientes estdn en funcién de los valores de las masas y de los pardmetros v y A13. La variable
x representa la distancia normalizada entre las particulas ms y mg introducida en la secciéon 2.2. En el

caso simétrico A1z = Ag23 = v, m1 = mg = m, los coeficientes de (2.40) son

as = s,

as = (n+2)Bs,

az = (Cp+1)fs—p1+1,

az = Mﬁ3—(3+ %)51—1,
a = - (3 + 2%) 01,

a = - (1 + %) B,

donde
m ¥ m + ma y
fr={—)1—: 3=\ | v
ma ) A3 ma A13
Para v # 0 la pareja de coeficientes a5 y a4 tienen el mismo signo, mientras la pareja de coeficientes a;

v ag tienen el mismo signo pero contrario a la primera pareja de coeficientes. Los cambios de signo para

aplicar la regla de los signos de Descartes tienen lugar al considerar los signos de los coeficientes as y as.

Proposicién 4 (Regla de los signos de Descartes). Sea p(x) = agz™+ayz" "+ -+a,2" ! un polinomio
con coeficientes a; € R distintos de cero, donde 0 < l; < --- < l,.. El numero de cambios de signo en la
sucesion creciente de coeficientes {ag, a1, ..., a,} coincide con el nimero de raices positivas de p(z) J es

menor en un numero par.

Para el caso simétrico los parametros (5 y (3 tienen el mismo signo; el estudio de los signos de los

pardmetros as y as se restringe a los cuadrantes I y 111 del plano (51, 52). En estos cuadrantes estudiamos
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las regiones formadas al considerar las rectas a; = 0y a3 = 0. En la figura 2.10 resumimos los resultados.

El punto de interseccién de las rectas a; = 0 y az = 0 tiene coordenadas

<M( 4m + mo Bu+1)m >

5m + 2my) +3m +ma’ p(5m + 2ms) 4 3m + ma

y se ubica en el cuadrante I1T del plano (81, f3).

£49:>0 pecta a,=0
a,>0
1 CC
1CCC
1 a,>0
H 3 =
a,<0 Recta a,=0

ORDENACION 1-2-3

Figura 2.10: Nimero de configuraciones centrales (CCC) en el plano (81, 33)

En cuadrante I los parametros (31 y (B3 son positivos, entonces a5 > 0 y a4 > 0 mientras que a3 < 0y

ap < 0, tenemos lo siguiente para las tres regiones formadas:
1. a5 >0, a4 >0,0a3 <0, a2 <0,a; <0y ag < 0; hay un cambio de signo, por lo tanto, una (CCC)
solamente.

2. a5>0,a4>0,a3>0,as <0,a; <0y ap < 0; hay un cambio de signo, por lo tanto, una (CCC)

solamente.
3. a5>0,a4>0,a3>0,as >0,a; <0y ap<0; hay un cambio de signo, por lo tanto, una (CCC)

solamente.

Para el cuadrante I los pardmetros (31 y (3 son negativos, entonces a5 < 0 y a4 < 0 mientras que a; > 0

y ag > 0, tenemos lo siguiente para las tres regiones formadas

1. a5 <0,a4 <0,a3>0,as >0,a; >0y ap > 0; hay un cambio de signo, por lo tanto, una (CCC)

solamente.
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2. a5 <0, a4 <0, a3 <0,az >0,a; >0y ag > 0; hay un cambio de signo, por lo tanto, una (CCC')

solamente.

3. a5 <0,a4 <0,a3 <0, a3 <0,a; >0y ag> 0; hay un cambio de signo, por lo tanto, una (CCC')

solamente.

4. a5 < 0, a4 <0,a3 >0,a2 <0,a; >0y ag > 0; hay tres cambios de signo, por lo tanto, tres
(cco).

Proposicion 5. La configuracion central de Euler, donde las particulas de los extremos equidistan de la

particula entre ellas, es una solucidn de la ecuacidn (2.40).

Demostracion. Para la configuracién central de Euler se tiene que z = 1. Al evaluar la ecuacién (2.40)

en x = 1 obtenemos
5

m m
Zai4(1+ﬂ)ﬁg4(2+2>611+1,
ms3 ms3

1=0

para el caso simétrico la suma anterior es cero. O

Dado que [ y (3 tienen el mismo signo, en el cuadrante I tenemos solamente a la configuracion central de
Euler, mientras que en el cuadrante I1T hay la posibilidad de tres (CCC'), una de las cuales corresponde
a la configuracién central de Euler por la simetria del modelo. Sobre las rectas a3 = 0y as = 0, se tiene

un cambio de signo en cada caso, por lo tanto hay una (CCC).

Proposicion 6. Para el caso simétrico donde A2 = Aoz =7 € R y A3 € R con la ordenacion 1 —2 — 3,
se tiene solamente la configuracion central de Euler cuando vy, A1z > 0. Para v, A3 < 0 se obtiene
nuevamente la configuracion central de Euler y dependiendo de los valores de (B1,33) se tienen dos

configuraciones centrales colineales adicionales.

Realizamos el conteo de las (CCC) para las ordenaciones 2 — 1 — 3 y 1 — 3 — 2. Renombramos los valores

de los parametros en la siguiente forma:

1. Ordenacién 2 — 1 — 3. Etiquetamos los valores de masas y cargas como mj = mg, Mg = mj = m,
ms =ms =m; 1 = 2, G2 = q1 = ¢, §3 = g3 = q; respectivamente; ahora calculamos los valores de

los parametros

m me g iy mzlig 53:<m1+m2>)\12:<m+m2>

b it me m+my ﬁl_mﬂlg_ m Mo i3 m

2. Ordenacion 1 — 3 — 2. Etiquetamos nuevamente los valores de masas y cargas como mj = m; =,

My = m3 =m, M3 = ma; §1 = q1 =, §2 = q3 = ¢, §3 = g2, entonces

go 15 mude ggz(mﬁ%)%z:?(AB)
ml + mQ 27 m2 5\13 7 ﬁlg 5\13 v .

Con base al conteo de (CCC) para la ordenacién 1 — 2 — 3, el nimero de (CCC) se muestra en la figura
2.11.
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ﬂ;‘93>0 Recta @,=0
a,>0
1 CCC,

93>O Recta @,=0
a,<0

33

N
,33‘@3>O Rectad,=0

a,>0

1 ccq,

1ccc
+ 8,50
noR3 Rectad,=0

2
§<0
1cce 0,<0 ‘B

i |

ad,<0
a,<0

ORDENACION 2-1-3

a,<0
<0
1ccc 0,<0 A

B

ORDENACION 1-3-2

Figura 2.11: Ntimero de (CCC) en los planos (51, 33) y (ﬁl,ﬁg)

Proposicién 7. Para el caso simétrico no se tienen 9 configuraciones centrales colineales.

Demostracion. Supongamos que existen 9 (CCC), sean (31, 43), (B1,43) v (31, /33)7 tales que 3;, Bi, B; <

0 y pertenecen a la regién donde se tienen tres (CCC). Entonces as, G2, a2 <0y ag, as, az > 0.

Los coeficientes as, a5 a5 y a4, G4 G4 son negativos, mientras los coeficientes ay, a1 a1 y ag, ag Go son

positivos. Es suficiente estudiar los coeficientes ay y ag.

Al escribir as en términos de los coeficientes de la ordenaciéon 1 — 2 — 3 se obtiene as = —;—1 > 0, lo cual

es una contradiccién. El coeficiente ay es positivo y tenemos un cambio de signo solamente.

Para el coeficiente a3 se obtiene ag = %ﬁ%

es negativo y se tiene un cambio de signo solamente.

< 0, lo cual es una contradiccién. Entonces, el coeficiente ag

Por lo tanto, tenemos dos (CCC') en el caso simétrico; una por la ordenacién 2 — 1 — 3 y otra por la

ordenacion 1 — 3 — 2.

O

En las ordenaciones 2—1—3 y 1—3—2 la magnitud de las fuerzas entre las particulas de los extremos con

respecto a la particula intermedia no son iguales, por lo tanto no existe simetria. Las (CCC) obtenidas

para estas dos ordenaciones son distintas a la configuracién de Euler.

Proposicion 8. Para el problema colineal cargado de tres cuerpos si consideramos dos particulas con

masas y cargas iguales distintas a la restante, se tienen 5 configuraciones centrales colineales, donde una

de ellas es la configuracion central de Euler.



34 Capitulo 2. PROBLEMA COLINEAL CARGADO DE TRES CUERPOS

2.5.2. Clasificacién de los potenciales simétricos

En la figura 2.12 se muestra la clasificacién de las funciones potenciales simétricas U(s) con base a los
siguientes criterios: la continuidad del potencial en el intervalo (—1,1); la naturaleza del punto (0,U(0))

(méximo/minimo) y el nimero de configuraciones centrales colineales, en el contexto de la proposicién 6.

U(s)

s \Y\= _ 4]1_>‘“ \(\

PROBLEMA ATRACTIVO I

III PROBLEMA REPULSIVO,

Figura 2.12: Clasificacién de funciones potenciales simétricas.

En los potenciales simétricos la condicién U(0) < 0 introduce un casos adicionales en la clasificacién de

las variedades A descritas en la tabla 2.1.

1. Siy >0y U(0) < 0 se obtienen dos componentes homeomorfas a As.

2. Siy <0y U(0) <0 obtenemos que A = &.
Fuera de los casos anteriores las variedades de colision se clasifican a continuacion.

1. Paray >0y a > *%)\13 las variedades son homeomorfas a A;. La variedad de colisién obtenida

cuando vy = —i)\lg es un caso especial que se estudiara en el siguiente capitulo.
2. Para v < 0 con (A13,7) en la regién entre las rectas v = —i)\lg y v = —%5f, la variedad A es
homeomorfa a A4. Para v < 0 con (A13,7) en la regién entre las rectas v = —2X\i3 y v = 0 es

homeomorfa a As.
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En la region comprendida entre las rectas A3 =0y v = —i)\lg, la dindmica de un caso parecido ha sido

estudiada mediante técnicas computacionales y dindmica simbélica por Sano [Sano 2004].

Los resultados obtenidos en esta seccién se aplicaran en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

CASO NO HIPERBOLICO

En este capitulo se estudian las dindmicas generadas al considerar las bifurcaciones en las formas de las
variedades de colisién A en la seccién 2.5.2 para los potenciales simétricos U(s) del cuadrante II, obtenidos
al tomar el valor del pardmetro v # 0 positivo y el parametro A13 < 0, de tal manera que la posicién
del punto (0,U(0)) de la gréfica de la funcién potencial U(s) depende del valor del parametro A;3. Para
U(0) > 0 se obtienen potenciales cuyas variedades de colisién A(«) son homeomorfas a una esfera menos
cuatro puntos con dindmicas cualitativamente parecidas a la dindmica del caso no cargado estudiado en
[McGehee 1974]. Para U(0) = 0 se obtiene un potencial cuyo minimo coincide con el origen, el cual genera
una variedad de colisién con un tnico punto de equilibrio no hiperbélico que se denotara como A(v/5), el

interés se centra en la dindmica cercana a la colisién triple para este caso.

3.1. Variedad de colisién A(«)

Seanm; =1,i=1,2,3;q1 = q3 = a y ¢ = —a~'; los valores de los pardmetros Aij son Az = Aoz = 2,
A3 = 1 — o2 respectivamente; se tiene fuerza de atraccién entre los pares de las particulas mi y ma, mo
y mg3 y fuerza de repulsién entre el par de particulas m; y ms (este caso se ubica en el cuadrante IT de
la figura 2.12).

Obtenemos una familia de funciones potenciales en funcién del pardmetro a

Ua(s) = V3 < ! + ! I 0‘2)>, (3.1)

3 \seng(l+s) senf(l—s) cos ¢ 5

que satisface:

1. Para s € (—1,1) los potenciales U, (s) son funciones continuas y simétricas respecto a la recta s = 0.

2. lim Ua(s) = lm Uy(s) = oo.

s——1 s—1—

3. Ua(0) = 283(5 - a?)
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Las ecuaciones de movimiento (2.1) en coordenadas de McGehee para este caso se escriben como

d

d—r = ro, (3.2)
-

d 1

% = 5112 +u? — Ugy(s),

s _ 6,

dr ’

dﬁ — _1 + E%( )

dr QUU m ds )

con relacion de energia, )

§(u2 +0?%) = Uy(s) =7h (3.3)

Si denotamos como A(«) a la variedad de colisién asociada a cada valor de «, entonces

A(a):{(r,v,s,uﬂ r=0, =(u2+v2) = Us(s) =0, se(—l,l)}.

N |

El flujo sobre la A(a) estd modelado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, obtenido de
(3.2) al tomar r = 0:

dv 145

> = 3¢ +u® —Uy(s), (3.4)
a6,

dr 7w

w1 e

dr 2 m ds V7

Para valores de e > 0 se obtiene lo siguiente:

1. Para 0 < a < 1 se tiene que U(0) > 0 y corresponde al caso colineal sin carga. La variedad de
colisién A(c) es homeomorfa a A; y la dindmica asociada se describe en [McGehee 1974] (figura
2.6).

2. Para 1 < a < /5, se tiene que U(0) > 0, la fuerza entre el par de particulas de los extremos es
repulsiva, pues A\13 < 0. La variedad de colisién A(«) es homeomorfa a A y la dindmica asociada
es cualitativamente la misma del caso no cargado, la fuerza de repulsién para a en este intervalo

no influye en el comportamiento del modelo en una vecindad del origen (Figura 2.6).

3. Para a = /5, se tiene que U(0) = 0. La variedad de colisién A(v/5) (figura 3.1) tiene un minimo
en origen generando una variedad de colisién cuyo campo vectorial (3.4) tiene un tinico punto de

equilibrio no hiperbdlico, se estudiara la dindmica de este caso en las siguientes secciones.
4. Para o > /5, se tiene que U(0) < 0, la variedad de colisién es homoemorfa a dos copias de la

variedad As, el campo vectorial (3.4) no tiene puntos de equilibrio (figura 2.7).

Proposicién 9. Para 1 < a < /5 la topologia de la variedad de colision A(a) y la dindmica sobre ella

es cualitativamente parecida a la dindmica del caso no cargado.
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A

S
06 -04 02 0 02 04 06 06 -04 -02 02 04 06 206 -04 02 0z 04 a6 °

AN W s oo
- N W s oo
- N W A o o

v

- -

l<a</5 AWS) /5<a

Figura 3.1: Variedades de colisién regularizadas A(«).

Demostracion. Los potenciales U,(s) para 1 < a < V/5 tienen un tnico punto critico; dada la corre-
spondencia de 1 a 2 entre los puntos criticos del potencial y los puntos de equilibrio en la variedad de
colisién generada A(«), tenemos dos puntos de equilibrio C(vg, 0,0) y D(—vg,0,0), donde vy = 4/2U(0) y
U(0) > 0. Al calcular los valores propios asociados a la linealizacién del campo vectorial en una vecindad

de los puntos de equilibrio obtenemos

1 1 144
c c U
== = — = ZI: —Uqn — 5
I Vo, Hg3 21)0 \/2 (0) + Mo

donde pg = dZSU; (0) > 0, pues (0,U,(0)) es un minimo del potencial U,(s).

Asi, se tiene que

1, vg 144 \/1 144
= 2+ —po =1/ =Ua(0) + —pp.
S0 <\ T Ho 3 (0) + —Ho

Entonces la dimensién de la variedad estable W#(C') es uno, mientras la dimensién de la variedad inestable

W*(C') es dos y el punto C es un punto silla.

Los valores propios asociados a la linealizacién del campo vectorial en una vecindad del punto D son

2 2

La dimensién de la variedad estable W*(D) es dos, mientras la dimensién de la variedad inestable W*(D)

1 1 144
py =g, phs= v+ \/Ua(o) + —Ho-

es uno y el punto D es un punto silla.

Del sistema de ecuaciones (3.4) y de la relacién de energia (3.3) para r = 0 se obtiene que el flujo en la
direccién de la coordenada v es casi gradiente, pues

dv 1,

— =-u">0.

dr 2~
Estas caracteristicas de la variedad de colision y del campo vectorial sobre ella se tienen en el caso no

cargado estudiado por McGehee [McGehee 1974]. O
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Proposicién 10. La orbita homotética colapsa a un punto cuando o — /5

Demostracion. De la seccién 2.3.4 para 1 < a < V5 y h < 0, existe una soluciéon homotética H, que

inicia y termina en colisién, correspondiente a homotecias de la configuraciéon central de Euler
H, ={(r,v,s,u) | s =0}.

Tomando s = 0y u = 0 en el sistema (3.4) se obtiene que 4 =0y 2% = 0; ademés def—S\/g(O) = 0 del hecho
que s = 0 corresponde a una configuracién central del problema.. El plano definido por las condiciones
s =0y u =0 es un conjunto invariante, la dindmica restringida a este plano se obtiene de las ecuaciones

de movimiento (3.2)

Z—: = 7o, (3.5)
T - (3#-no).

ds

v

u

e 0.

Integrando las dos primeras ecuaciones del sistema (3.5) obtenemos

Ua(0)

Vo
r(r)=——5 ", v(7) = —vg tanh (—7’ . 3.6
™ h cosh? (%r) ™ 0 2 ) (3.6)
Sia— V5, Us(0) — 0y vy — 0, entonces cosh(%27) — 1y tanh(%7) — 0, por lo tanto, 7(7) — 0y

v(1T) — 0 en (3.6). O

Para oo = /5 y para cada valor de energfa positivo podemos encontrar una solucién de colisién (escape)

que es una homotecia de la configuracion central de Euler con velocidad tangencial u = 0.

El plano {(r,v, s,u) | s =0, u = 0} es invariante para el flujo, las ecuaciones de movimiento restringidas

a este plano son

dr

> = (3.7)
dv 1,
= = v +Uyz(s) =rh.

El retrato fase de este sistema se muestra en la figura 3.2. En cada nivel positivo de energia, existe
una unica solucién que inicia en colisién y escapa a infinito con s = 0 y u = 0 en tiempo positivo. En
tiempo negativo la solucién inicia en colision y escapa a infinito, esta solucién se proyecta en el espacio de
configuracion como la recta y = x. Las gréficas de estas soluciones son las curvas de nivel de la restriccién
de la relacién de energfa al plano definido por las condiciones s = u = 0, explicitamente %02 —rh =0

para cada valor h > 0.
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v

A(S)

Figura 3.2: Retrato fase en el plano invariante r,v definido por las condiciones s = v = 0 y la variedad
de colisién regularizada A(v/5)

3.2. Caso no hiperbélico para a = /5
Para a = /5 el potencial asociado es simétrico con respecto a la recta s = 0 y tiene un minimo en el
origen.

Proposicién 11. Para o = /5 el flujo sobre la variedad de colision A(v/5) tiene un punto de equilibrio

no hiperbdlico.

Demostracion. Para a = /5, se tiene que U(0) = 0, por lo tanto el primer valor propio asociado a la

matriz jacobiana del campo vectorial (3.4) evaluada en el origen es p11 = vg = \/2U(0) = 0. El origen es

un punto de equilibrio no hiperbdlico. Los valores propios restantes son s = %1 /Y 3 = —%‘ /1y, donde
2

vy = d dgf (0) > 0. El valor propio cero corresponde a la direccién de la coordenada v correspondiente a

la velocidad radial. O

3.2.1. Regularizacién de colisiones binarias para a = v/5

Regularizaremos las colisiones binarias introduciendo una nueva velocidad angular y un reescalamiento
del tiempo

dr =«
w=(1-s%)u, — =—(1-5%).
Al sustituir en (3.4) obtenemos un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales sin singularidades

dv T T
% = 7@(1 — 52)'02 + EW(S), (38)

ds
do

dw T du
QU 941 — 22 —4 T 1 — g2 VB 1 — g2)2
T s(1—s%)v sW(s) 12vw( %) + Is (s)(1 — %)%,

= 'LU,
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donde W (s) es el potencial regularizado

S:é 6 1-s 6 1+s  4(1-5% g .
W 3\/§ <7T’Y(g(1+8)) * Ty(E(1—s)) cos%s ) (a U5 (5),

sen(

y vy(z) = Tw) La variedad A(v/5) regularizada estd definida como
Lr o 212, 2 2
A(VB) = (v,s,w)\§(w +(1-s?) U)—(l—s YW(s)=05.

Sea v = (v,s,w)T; desarrollamos el campo vectorial (3.8) en serie de Taylor hasta O(||v||®) obteniendo

un sistema de ecuaciones diferenciales polinomial

dv w2 m 2.2 42 2 257t 4

do 0 1V T 13V T 355+ 1258

s 1= w |+ 0 +O(|v|?). (3.9)
dw o 50 .3 , 5551 .5

do VoS T50W + ek + zx350S

Para (3.9) introducimos la siguiente notacién

dv
= =X(). (3.10)

El campo vectorial (3.10) satisface
1. X(0) = 0.

2. La matriz jacobiana DX(0) del campo (3.10) evaluada en el origen tiene la forma

0

DX(0) = 0

o o O
o = O

Vo

la matriz DX(0) tiene un valor propio cero y dos valores propios reales de signo contrario.

Introduciremos la teorfa de formas normales de la seccién 1.3 para estudiar el campo vectorial (3.10)

cerca del origen.

3.2.2. Forma normal del campo vectorial sobre A(v/5).

Escribimos las ecuaciones diferenciales (3.10) en la forma
d —
dl = DX(0)v + X(v), (3.11)
o

donde X(v) = X(v)— DX(0)v. Sea T la matriz que transforma a DX (0) en la forma canénica de Jordan.

Bajo la transformacién

o |, (3.12)
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el sistema (3.11) se escribe como

;l—x =T7'DX(0)Tx + T 'X(Tx). (3.13)
g

Denotemos a la forma canénica de Jordan de la matriz DX(0) por J = T-!DX(0)T y definamos
F(x) = T~'X(Tx), entonces (3.13) se escribe como

Z—: = Jx+F(x), x € R3. (3.14)

La transformacién anterior ha simplificado la parte lineal de (3.11). La matriz DX(0) fue transformada

a la forma candnica de Jordan J
0

0 0
J = 0 A/ 0 0 5
0 0 —\/ 0
los términos no lineales estan dados por el vector F(x) = (Fy (¢, Ty, Zs), Fg(mc,xu,xs),Fg(Jcc,xu,xs))T;
donde Fy y F3 satisfacen Fy(x., Ty, s) + F3(2e, Ty, 2s) = 0. Las entradas de F(x) estdn conformadas por

polinomios homogéneos en las variables x., z,, Ts; por conveniencia, escribiremos v en lugar de z..

Para simplificar lo mds posible la parte no lineal F(x) introducimos la teoria de formas normales siguiendo

el procedimiento sugerido en [Ashkenazi 1988, Chen 1999, Wiggins 1990], descrito en la seccién 1.3.

Observacién 5. El cambio de variables (v, s,w) — (v, x,,xs) rota el espacio de tal manera que los ejes
coordenados coinciden en una vecindad del origen con los subespacios lineales invariantes: central E€,
inestable E" y estable E°.

Aplicaremos el siguiente resultado al sistema de ecuaciones (3.14).

Teorema 10. Considere el sistema no lineal

dw

= = X(w), (3.15)

con w € R", X(0) = 0 y X un campo vectorial C*. Existe una transformacién polinomial w = u+ h(u),

tal que transforma el sistema (3.15) en
LSS 11
=Ju+» F.(u)+O(u|™), (3.16)

donde J es la matriz Jacobiana del campo (3.15) en la forma candnica de Jordan y donde todos los

monomios en F.(u) son resonantes (definicidn 3).

La forma normal (3.16) obtenida del teorema 10 es la forma normal de Poincaré-Dulac, llamada tambien

la forma normal preliminar, pues admite més simplificaciones.
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Teorema 11. La forma normal de Poincaré-Dulac (3.16) de orden O(||x||)* del sistema (3.14) estd dada
por
T 2 473
_EU -+ mxuxs
dx

Z = gxt |~ foe, - BB, |+ O], (3.17)

re 25 2
24 V%u t+ 108 Vi3ahas

Demostracion. Para aplicar la teoria de formas normales sustituimos el cambio de variables (3.12) en
(3.9) y realizamos los desarrollos; obtenemos para cada término del campo vectorial los correspondientes
términos monomiales x* = v*1 22293, Los valores de los coeficientes no son relevantes. La componente

Fy del campo vectorial (3.14) tiene los siguientes términos:

v — X

o
S AW

2
I (E’ux87 z

s = p

[\v]
[\v]
no

2

v?s? = ix? vlauw,, vl

4 4 .3 3 4
§T = T, XTLTs, TyuTs, T,Ts, Xi.

Para las componentes F5 y Fj3 se tienen los siguientes términos

VW = VL, VTs.

3 3 2 2 3
§° = T, T,Ts, TuTs, T

5 5 4 3.2 2.3 4 5
s = Ty, TyTs, TyTg, Tyudgy Tuls, Ly,

La matriz J es una matriz diagonal; del teorema 6 es posible elegir una forma J-normal de orden r que

contenga sélo términos resonantes.

Aplicando el teorema 5 introducimos el corchete de Lie L% (z%;) = (o - A — \j)z“e;, para j = 1,2,3,
donde a = (a1, a2,a3) y A = (A1, A2, A3) = (0, /70, —/70), obteniendo

Lk (z%;) = ((a2 — ag)\ /o — Aj)xaej. (3.18)

Estamos interesados en los términos resonantes (definicién 3), es decir, los monomios que satisfacen
-\ — )‘j =0.

Para j = 1 se tiene que ap — a3 = 0, si y sélo si a; € R y ay = a3. Los monomios resonantes F; son v?

y 7,2, al orden O(||x||*).

Ahora, para j = 2, ag —ag —1 =0, si y sélo si a3 € Ry as — az = 1. Los monomios resonantes F5
para orden O(||x||*) son vx, y 22z,. La tercera componente es F3 = —F, de esta propiedad se obtiene

la forma normal de Poincaré-Dulac (3.17). O

Corolario 2. Fl sistema de ecuaciones diferenciales (3.16) tiene una forma normal adicional donde los

términos resonantes de F3 son x,xs, T,x2, y v2x3
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Demostracion. Las formas normales para un sistema de ecuaciones diferenciales no son unicas. En (3.18)
para j = 3 se obtiene
k (.« [
LJ(QS‘ 63) = ((Oég — a3 + 1)\/1/0)1‘ €es.
Los monomios resonantes satisfacen as —az+1 =0y a1 € R. Los monomios resonantes de F3 son: , s,

2 2,3
TuTs, Y T5T,. O

Aplicamos ahora la teorfa de la variedad central de la seccién 1.4 al sistema (3.17).

3.2.3. Variedad central W¢(0).

El campo vectorial (3.17) tiene la forma

dv

o = f1(v,zy, ), (3.19)
dx,
% = \/%xu‘i’fZ(U,xu;xs),

drg

do = 7\/%1‘5 + f3(vaxu7xs)a

donde fi, f2, f3 son funciones C” para r > 2 dadas en (3.17).

Definicién 7. Una variedad invariante es una variedad central para (3.19) si localmente puede ser

representada como
We(0) = { (v, 20 2,) € Q| 2 = i (v), @5 = ha(v), [v] < &, hi(0) = 0, Dhy(0) =0},

para § suficientemente pequerio, donde @ = R® x R* x R® = R3.,

El primer resultado de estd seccién es sobre la existencia de la variedad central W*(0) (teorema 7).

Proposicién 12. Existe una C" wvariedad central para (3.19). La dindmica restringida a la variedad

central para |v| suficientemente pequerio estd descrita por el siguiente campo vectorial de dimensidn uno,

B A h@) ), veR (320)

La siguiente proposicién describe la dindmica del sistema (3.19) en una vecindad del origen.

Proposicién 13. El sistema no lineal de ecuaciones diferenciales (3.19) en una vecindad del origen es

topoldgicamente equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales

dv

v = f1(v, h1(v), ha(v)), (3.21)
dz,
% = VY Tu, xugEua

dx

dzz; = —\vxs, x5€FE’,

donde la primera ecuacion de (3.21) es la restriccion de la dindmica a W€(0), mientras que las dos

ultimas ecuaciones describen la dindmica de un punto silla en el plano x, y .
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Teorema 12. Las variedades centrales W¢(0) asociadas a la dindmica del punto de equilibrio no hiperbdli-
co para o = /5 en el problema colineal cargado de tres cuerpos corresponden a soluciones de colision

(escape) para h > 0 contenidas en el plano invariante r — v.

Para demostrar el teorema anterior, procedemos a probar los siguientes resultados previos.

Proposicién 14. El sistema de ecuaciones homoldgicas para la variedad central W*(0) estd dado por el

sistema de ecuaciones

Dhy(v) f(v, hi, ha) — \/voht — fa(v, hai, he) =0, (3.22)
Dha(v) f(v, b1, ha) + /uoha — f3(v, hy, he) = 0. (3.23)

Demostracion. Las puntos (v, x,,xs) € W¢(0) deben satisfacer que

Xy = h1(v), x5 = ha(v). (3.24)

Derivando a las ecuaciones (3.24) respecto al tiempo o, se tiene que los puntos (g—g, d;;, ‘fi”f;) € We(0)

satisfacen el sistema de ecuaciones

dv

% = f(’U,hl(U), hz(v)), (3.25)
% - Dhl(v)% = Vohi(v) + fa(v, h1(v), ha(v)),
(ill; - Dh2<v)% = —/voh1(v) + f3(v, h1(v), ha(v)).

Sustituyendo la primera ecuacién en la segunda y tercera ecuaciones del sistema (3.25) se obtienen las

ecuaciones homolégicas (3.22) y (3.23). O

Proposicién 15. El flujo restringido a la variedad central W€(0) estd dado por la ecuacion diferencial

dv T

al aproximar mediante polinomios de cualquier grado en la variable v.

Demostracion. Sean

¢1(v) = Z av’ (3.27)

Bo(v) = biv! (3.28)

polinomios homogéneos en la variable v tales que ¢1(v) = O(Jv|™) and ¢=2(v) = O(|v|™). Supongamos que

m > n. Sustituyendo (3.27) y (3.28) en (3.22) obtenemos la primera ecuacién homolégica para este caso

D¢y (v) f(v, ¢1,¢2) — Vvod1 — fa(v, ¢1,¢2) = 0,

donde

Dd)l (’U)f(’l), ¢17 ¢2) = _11—2 Z aivi+1 + <Z iai'Ui> Z Z aibjl)i+j
=2

i—2 i=2 j=2
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Definimos

i=k i=k

i=k j=k
n .
Fg(v) = —\ Z aivz.
i=k

Denotamos al exponente de menor grado del polinomio p(v) como I(p(v)). Para k > 2, los exponentes de
menor grado son para [(T§(v)) =k + 1, (T (v)) = k, y I(f2(v, ¢1, ¢2)) = k + 1, entonces

(T3 (v)) < U(f2(v, ¢1,02)) < UTT(v)).

Procediendo inductivamente sobre el indice i e igualando los coeficientes de cada potencia de v a cero

procedemos a calcular los coeficientes a; [Wiggins 1990].

Para k = 2 hay un s6lo término de grado 2, el cual se encuentra en el polinomio I'§; igualando el coeficiente
de este término a cero se obtiene la ecuacién /vgas = 0, entonces as = 0. Los términos con el coeficiente

as en la ecuacién homolégica son cancelados.

En el siguiente paso, el tinico coeficiente cuyo término es de grado 3 es /vgas, como en el paso anterior
az = 0. En general, dado que I'5(v) contiene el menor grado entre los polinomios T'¥(v), y f2(v, ¢1, $2),

concluimos que en cada paso el coeficiente a; = 0, entonces a; = 0, para 2 < i < n.

Supondremos; que m < n, tenemos

n
0
> (g +vi)av=o
i=m+1
igualando los coeficientes de cada potencia de x. a cero tenemos que el coeficiente a; = 0. Finalmente

obtenemos que h;(v) = 0.

Los polinomios f> y f3 satisfacen que fo(v, ¢1, ¢2) = — f3(v, ¢1, ¢2). Tenemos que fo(v, 0, p2) = 0, entonces
f3(vv 07 ¢2) =0.

Reemplazando hi(v) = 0 en (3.23) obtenemos la segunda ecuacién homoldgica
DhQ(,U)f(Uv 07 hQ(U)) + \/%hﬂ(v) = 07

sustituyendo (3.28) en (3.23)

m

—% S b+ g > bl =0,

=2 =2

basdndonos en el procedimiento anterior los coeficientes b; = 0 para todo 2 < j < m.

Entonces hy(v) = 0. Concluimos que hi(v) = ha(v) = 0 son las tnicas soluciones polinomiales de las
ecuaciones homoldgicas (3.22), (3.23). Por el teorema 12 la dindmica restringida a la variedad central

estd dada por la ecuacién diferencial
dv T 4
=2
do 12

obtenida de sustituir k;(v) = 0 en la primera ecuacién del sistema (3.19). O
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Demostracion. (Teorema 12). De la proposicién 15 se obtuvo que los coeficientes a; = b; = 0 para toda
i,7, entonces x,(0) = x5(0) = 0, sustituyendo en el cambio de coordenadas (3.12) obtenemos que s =0y
w = 0. Las variedades centrales se encuentran contenidas en el plano invariante r — v. De la relacién de
energfa (3.3)

We(0) = {(r,v,0,0) | %’02 —rh= 0}.

Para cada valor de la energia h > 0 obtenemos una variedad central W¢(0) que se proyecta sobre el eje

v en las coordenadas (v, s,w). La variedad central W¢(0) se encuentra fuera de la variedad de colisién

triple A(v/5).

Por la existencia y unicidad de soluciones, las variedades centrales W¢(0) corresponden a las soluciones

de colisién y escape obtenidas en la seccién 3.1. O

3.2.4. Dinamica cerca del origen

Remarcamos que un tipo de colisién binaria (particulas ms — ms) en A(v/5) corresponde al valor s = 1

)
mientras que el otro tipo corresponde a s = —1 (particulas m; —ms). Por otro lado, las soluciones vienen
y escapan a infinito realizando un ntimero contable de colisiones binarias cuando se aproximan o se alejan

de la variedad central v = 0.

Para h < 0 las soluciones vienen de infinito realizando colisiones binarias del tipo s = 1 o del tipo s = —1,
mantienen el mismo tipo de colisién binaria despues de aproximarse a la colisién triple y a la variedad

central, y escapan a infinito siguiendo este comportamiento.

Para h > 0 las soluciones vienen de infinito realizando alguno de los dos tipos de colisiones binarias del
problema, al aproximarse a la colisién triple se intercambia el tipo de colisién binaria, y el sistema escapa

a infinito realizando este tipo de colisién binaria (figura 3.3).

3.2.5. Dinamica para h =0

Si (r(o),v(0),s(0),w(c)) es una solucién de (3.2) en el nivel de energia cero Ep, entonces
(0,v(0),5(c), w(c)) es una solucién de (3.4) en la variedad de colision A(v/5). El flujo en Ey es proyectable
sobre A(v/5). La proyeccién de la solucién (r(o),v(0),s(co),w(c)) € Eg en A(v/5) es (0,v(0), s(0),w(o)).

Al estudiar el flujo sobre A(v/5) para h = 0 tenemos dos soluciones que terminan asintéticamente en
colisién triple. Estas soluciones, dependiendo de la rama de la variedad de colisién A(v/5) en la que
se encuentran, presentan un solo tipo de colisién binaria. De la colisién triple escapan dos soluciones
a infinito realizando un sélo tipo de colisién binaria dependiendo de la rama de A(v/5) en la cual se

encuentran (figura 3.4).

Estudiaremos los escapes para h = 0. El momento de inercia es 72> = (¢7'q) pues M =1, sea p=1r"1 =

(qTq)_%. En la misma manera que se estudia la dinamica para la colision triple, la variable p ayuda a
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Figura 3.3: L y R son soluciones para h = —1 con condiciones iniciales (r, v, s, w) =(0.001, 0, +0.005, 0),
P es una solucién para h =1 con condiciones iniciales (r,v, s,w) =(0.01, -0.1, 0.1, -0.4).

T TS

m

--’“h._-ﬂ'

%

_> SOLUCIONDE COLISION ~  =====-

P> SOLUCION DE ESCAPE

Figura 3.4: Soluciones de colisién y escape para h = 0

estudiar las soluciones cercanas al infinito cuando p = 0. Las variables v, s, u, U(s) se definen en la misma
forma que en [McGehee 1974]. Las colisiones dobles se regularizan como en la seccién 3.2.

Sustituyendo r = p~! en (3.3), la relacién de energfa regularizada estd dada por

p <;w2 +(1-s)%% - (1— sz)W(s)) = (1—s%)°h, (3.29)
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y las ecuaciones de movimiento (3.2) en coordenadas (p,v, s, w) estdn dadas por

dp 0 9

e .
o 6pv( s%), (3.30)
dv ™ ™

A 4 R v

do g,

L

do ’

dw 2y,,2 T 2y, Wys 242

o = 2s(1 — s*)v* — 4sW (s) 121)10(1 )+ s (s)(1 —s7)=.

Para h = 0, el nivel de energia Eg = {(p,v,s,w) | p >0, $w? + (1 — s?)%0? = (1 — s?)W(s)} se extiende

analiticamente a una frontera de dimension dos llamada variedad del infinito Ny, donde
1
No = {(p.v.,w) | p=0, Ju?+ (1= )22 = (1= W (s)}.

Proposicién 16. Para h =0, Ny tiene la misma forma que A(v/5) y el flujo sobre Ny es el mismo que

el flujo sobre A(\/g), los puntos de equilibrio y la dindmica en una vecindad no se altera.

El flujo sobre Ny no depende de p, por lo tanto, conociendo la dindmica sobre Ny, se conoce el flujo sobre
Ey U Ny.

3.2.6. Dinamicaen h >0

Para h > 0 la energfa cinética predomina en la relacién de energfa (3.3) permitiendo el escape de particu-
las. En [Hietarinta 1990] se proponen los posibles comportamientos que pueden tener las soluciones para

energia positiva cuando el tiempo tiende a infinito:

1. Escape total. Las distancias entre las particulas se incrementan conforme aumenta el tiempo.

2. Formacién de una binaria. Dos particulas se mantienen realizando colisiones binarias mientras la

tercera escapa a infinito.

3. Soluciones cuasi-periodicas.

Para el modelo gravitacional hay condiciones iniciales que dan lugar a soluciones con escape total y
soluciones donde se forma una binaria. No se han encontrado condiciones iniciales que generen soluciones
cuasiperiédicas. En la seccién 3.4, integrando numéricamente las ecuaciones diferenciales obtenidas del
Hamiltoniano (2.7) para a = /5 se muestra la existencia de soluciones cuasi-periédicas para el modelo

colineal cargado. A continuacién se desarrollan los resultados para el caso colineal cargado.

Con una inversién de la coordenada radial, los escapes se estudian de forma andloga a la colisién triple.

Con el cambio 7 = p~!, la relacién (3.3) se escribe

1 2 2 _
S (0% +0%) — Ua(s) =

h
P (3.31)
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esta ecuacion tiene una singularidad en p = 0. Introducimos nuevas coordenadas (p,0,s, @)
[Lacomba 1987], donde la coordenada s describe la configuracién del sistema, ¥ y @ son las componentes

radial y tangencial de la velocidad respectivamente. Las ecuaciones (3.2) se transforman en

dp i

g = P (3.32)
do .
ar = @’ - p Uals),
ds _ 6,
dr 7w
@ = —ud+ 6 WUa (s)
dr 7’ Tds
La relacién de energia (3.3) se reescribe
1
5(112 +9%) — p Ua(s) = h. (3.33)

Primero estudiaremos el escape total de las tres particulas; en este caso no es necesario regularizar las

colisiones binarias. Sea p = 0, la relacién de energia (3.33) se escribe

@* + 9% = 2h. (3.34)

Para el escape total la norma de la velocidad del sistema tiende a una constante v/2h llamada la velocidad

hiperbdlica en el infinito. Definimos la variedad de escape total N}, como el conjunto

N, = {(p,’f},s,ﬁ) €E,|p=0, i+ 02 =2h}.

Para todo s € (—1,1), 42 + 9% = 2h es un circulo, y N}, es topolégicamente equivalente a un cilindro sin
tapas (figura 3.5). Las variedades N}, y A(a) son componentes de la frontera de Ej,. El flujo de (3.32) no

es proyectable sobre Nj o sobre A(a). Los puntos de equilibrio de (3.32) pertenecen al conjunto
Sh = {(pvﬁvsaﬂ) |p=0, 0> =2h, s e (—1,1), 4 = 0}’

donde Sj, = S}f US}, . El conjunto S;f corresponde a v = v/2h, mientras que S, corresponde a v = —v/2h.
De [Lacomba 1987] el flujo sobre Ej, U Ny es casi gradiente respecto a o; tiene S,TLL como un atractor
normalmente hiperbélico y a S; como un repulsor normalmente hiperbdlico. Las érbitas inician en S, y

terminan en S,‘f, excepto para s = £1.

Proposicion 17. El escape total ocurre en cualquier direccion iniciando y terminando con velocidad

hiperbdlica para todos los valores de .

Para el caso en el cual una particula escapa a infinito mientras el otro par se mantiene acotado, es

necesario regularizar las colisiones binarias. Sea

(1—s?) dr 7 (1—s%)

Wa(s) = do 6/W,(s)
donde W, (s) = 2(1 — s?)U,(s). La relacién de energia (3.3) se reescribe como
92 (1 — s?)? ~p Wals)

Vs 20 W)

(3.35)
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y las ecuaciones (3.32) se transforman en

dp 7 A(l— 2)

o T (3.36)
do 7w (1 )

o g\/iQ )+60W()

ds

o "

dw o« s (1— 82 Wa(s) Y L s
D (2 1-%e )((% () + 20V

71— g2 1— 52 dW,
6WQ<5>< P ds (2)>'

La variedad del infinito IV, estd dada por el conjunto

52 (1 s 22
Nh:{(pm s,w) € B, | p=0, w? + — 9 (11/1/a(5)) :h(ll/Va(s)) }
Para s € (—1,1),

0% (1 — s?)? (1-s%)?

w’ +? Wals) " Wals)

describe una elipse; para s = +1 la elipse degenera en una linea recta. Ny es topolégicamente equivalente

a una esfera S* (figura 3.5 ).

La velocidad radial ¢ estd acotada: |0] < +/2h. Los puntos de equilibrio de (3.36) estdn dados por el
conjunto S, U S_1 U S, donde

Sp = {(p,ﬁ,s,w) €E,|p=0, w=0, 0> =2h, s € [—1,1]},

S 1= {(p,ﬁ,s,w) EEL,|p=0,w=0, s=-1, € [—v2h,\/2h]},
S = {(pﬂls,w) €EEL|p=0,w=0,s=1,0¢€ [—\/2h,\/2h}}.

El conjunto Sp, U S_; U S; es topolégicamente equivalente a S'. Tenemos que Sj, = S;L" U S, , donde S,T
corresponde a ¥ = v 2h mientras S, corresponde a 0 = —v/2h. Para estos conjuntos se tiene el siguiente

resultado.

Proposicién 18. Para a € R, N} = S;F U S, US%, USY, donde S es un atractor normalmente

hiperbolico, S;f es un repulsor normalmente hiperbolico. Los conjuntos
Sh={(p,%,5,w) € By, | p=0, ¥ € (—=V2h,V2h)},
Sh = {(p7ﬁ’saw) SO | P = 0, w =0, 172 = 2h, s = ]_},

son sillas normalmente hiperbdlicas. Para los puntos (0, £2h, +1,w = 0) el flujo es totalmente degenerado.

El escape a infinito es posible en cualquier direccién. En s = £1 no hay restriccién para o; para s € (—1,1)
la velocidad hiperbdlica al infinito satisface || = v/2h. La dindmica sobre N}, es el equivalente a la

dindmica estudiada en [Lacomba 1987].
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S, / S,

Figura 3.5: Variedad del infinito NN, y variedad de escape total N,

Un estudio sobre escapes donde se forma una binaria, es decir, la distancia entre un par de particulas
se mantiene acotada y estas realizan colisiones binarias, mientras la restante escapa a infinito con ve-
locidad final (6rbitas parabdlicas) en el problema colineal cargado de tres cuerpos se puede consultar
en [Castro-Ortega 2011]. Ademds el articulo citado incluye los resultados de este capitulo sobre el caso

degenerado.

3.3. Orbitas parabdlicas

Estudiaremos un tipo particular de escape en el problema colineal cargado de tres cuerpos donde la
particula 3 escapa a infinito alcanzandolo con velocidad cero; mientras el par de particulas formado por

1y 2 realizan colisiones binarias para [Castro-Ortega 2011].

Introduciremos las coordenadas de Jacobi Jyo utilizadas en la seccién 2.2 definidas por x = 29 — 21 y

y = 33 en las ecuaciones de movimiento (2.1). El Hamiltoniano en coordenadas de Jacobi obtenido de

(2.3) es
3 2 2 1—a?
H=p2+°p2| - =+ + : 3.37
(”w 4py> <|x| PEERTEE (337

con ecuaciones de movimiento

i o= 2p,, (3.38)
. 3
y = Epya
2 1 1-a?
T TRy Ay
_ 2 1—a?
Dy = - -

(y+3)?* (y+3)*

Definicién 8. La solucion (x(t),y(t)) de (3.38) escapa a infinito si y(t) — oo cuando el tiempo tiende a

infinito; decimos que la solucidn escapa parabdlicamente si §(t) — 0 cuando t — oo. De forma andloga,
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las soluciones que escapan parabolicamente a infinito en tiempo negativo se obtienen reemplazando t — oo

por t — —oo. Una orbita biparabdlica es una orbita que es parabdlica para t — co y t — —oo.

Para estudiar el comportamiento de las soluciones que satisfacen lim;_. . y(t) = oo, introducimos el
siguiente cambio de coordenadas y = ¢~ y p, = p. Se tiene una singularidad en x = 0, es decir, cuando
el par de particulas 1 y 2 colisionan. Regularizaremos estas colisiones binarias mediante la introducciéon

de las variables de Levi-Civita z = 2, p, = g (secci6n 2.1.1).

Las ecuaciones de movimiento obtenidas son

d§ n

dt 828 (24222 (2+¢%¢2)?
g _ —gqu

dt 377

dp 8¢* 4¢*(1 - o?)

dt (2+¢%2)?  (2— )2

y tienen una singularidad cuando £ = 0. Introduciendo el reescalamiento j—i = 2¢2, las ecuaciones de

movimiento (3.39) se reescriben como

dg
— = 3.40
- m, (3.40)
dj - _é N f N 16q4§2 B 16q4€2
dr & & (2+¢%€2)?2 (2+¢%€?)?
dg 4 3 .o
& = T37Ps
dp  16¢*¢?  8¢*¢*(1-a?)
dr — (2+¢%)?2 (2-¢%?)?
con relacion de energia
1 2 2 4¢* 2¢%(1 — a?
H:7n7+,p2_7_ q _Q( a):h
262 "3 €2 24 282 2 — g2€2
Para el valor negativo fijo de la energia h = —% la relacion de energia tiene la siguiente expresion
4 8q2§2 4q2§2(1 _ 062)
242+ opP? - - = 4. 3.41
W E e - e T (3.41)
El sistema de ecuaciones (3.40) se reescribe como
dg
- = 3.42
- 1, (3.42)
4 2 4 2 1— 2 1 4 ¢2
@:_6 o de 8 (1 -a”) 6g*¢
dr 37 24422 2 ¢3¢ (2 +¢%¢?)?
_ 8¢*¢P(1-a?)
2 q2§2 ’
dqg 44 5
4~ T37Pe
dp 160°2  8g*¢2(1—a?)

R PR R
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Hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales sin singularidades que puede utilizarse para estu-

diar las soluciones que satisfacen que y — oo, y y — 0 al regularizar las colisiones binarias.

Definimos la variedad del infinito asociada a los escapes en la direccién de y como el conjunto

Proposicion 19. V,,(y) es topoldgicamente equivalente a una esfera sin dos puntos.

Demostracion. Consideremos el siguiente cambio de variables

1-Ww?2
4

<
Il

1,

la ecuacién que aparece en la definicién de Vi (y) puede reescribirse como

4
47% — (1 - W?) (1 + 3p2) 2+ 4W? = 4. (3.44)
Elegimos W en tal forma que |[W| # 1y tal que satisface la relacién (1 — W?) (1+ $p?) = 4; entonces la
ecuacién (3.44) tiene la forma

P +W2=1, (3.45)

que es la ecuacién de la esfera S2. Recordando que |[W| # 1, se tiene que Voo (y) es una esfera sin los polos
(0,0,41); d.e. Vo(y) ~ S*\{(0,0,+1)}. O

Observacién 6. El valor del pardmetro o no influye la forma de la variedad del infinito Voo (y).

En la variedad del infinito, los puntos ¢ = 0 correspondientes a = = 0 satisfacen la ecuacién 1% = 4, por
lo tanto, la componente g—f del campo vectorial (3.42) no se anula. Las coordenadas p y ¢ pueden tomar
cualquier valor. El conjunto de las colisiones binarias C' = {(£,1,q,p) € Ej | € = 0, n? = 4} es una
variedad de dimensién dos donde el campo vectorial es transversal en la direccion de la coordenada &. De

esta forma, se ha extendido el flujo al conjunto de las colisiones binarias en x = 0.

Para el conjunto de drbitas en el infinito, el flujo estd dado por el sistema de ecuaciones diferenciales

s
dr
dn
dr
dg
dr
dp
dr

=, (3.46)
= =&

= 0,

= 0,

cuyas soluciones son soluciones periédicas sobre la variedad del infinito Vo (y), donde la relacién de energia
es n? + &2 = 4. La tnica solucién para (3.46) en el nivel de energfa Ej, fijo es una érbita periédica OP Py
llamada la 6rbita periddica al infinito localizada en ecuador de V. (y). La érbita periédica OP P, sobre
Voo (y) corresponde al a-limite y al w-1imite del conjunto de soluciones que llegan a infinito con velocidad

cero.
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El sistema de ecuaciones (3.42) se reescribe como

g
dn 4, 8¢? 4¢%(1 — a?) 16q%¢
dr €{1+ 37 Ty e 2 —q%¢? (24 ¢%¢)?
o 8g¢(1— a2)}
2 q2§2 ’
dg _ 45 00
o - 3¢ pE”,
@ a2 B 16(]452 B 8(]452(1 _ a2)
= e (1 {1 e e )

Escribimos a (3.47) como

d§
25 4
I n; (3.48)
dn
— = £ (1+F
dT g ( + 1(qap7£))v
dg 7% 3, ¢2
7 = 39 ps”,
dp 442
= = - 1+ F
ar 8q5 ( + 2(Q7£)),
donde i, 842 4¢%(1 — a?) 16¢¢
F1(q,p,f):§p 72_~_q2€2 2_q2§2 (2+q2§)2’
y

16¢'¢*  8¢"¢*(1-a?)
(2+¢%€%)?  (2-¢%2)%

Notemos que Fs(q,§) es cuadratico en las variables ¢ y £, mientras Fiy(g,p,£) es de primer orden en p

FQ(qvg) =-1 +

y q, v de segundo orden en £. Entonces, las condiciones del teorema de McGehee [McGehee 1973] para
puntos fijos degenerados se satisfacen, por lo tanto, el origen (g,p) = (0,0) es un punto fijo hiperbédlico
degenerado, entonces OPP; tiene dos variedades invariantes de dimensién dos: una estable W*(OPP,)

y la otra inestable W*(OPP, ), ambas analiticas, excepto tal vez en OPP;.

Observacién 7. Las drbitas parabdlicas son aquellas para las cuales (q,p) — (0,0) cuando 7 — 0.
De la proposicion 11 in [McGehee 1973] el conjunto de drbitas parabdlicas forman una subvariedad real

analitica de la superficie de energia.

Introducimos coordenadas polares para las coordenadas (£,7) mediante el cambio de variables

& =+v2Lcosl, mn=+V2Lsinl,
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Es posible usar la coordenada [ como una variable independiente en una vecindad de OPP;.. El sistema

(3.47) es transformado en un sistema de la forma

Z—Z = Y(q,p,L,1), (3.49)
% = Z(g.p, L,1),

% = —1— Fycos?l,

% = —&nk,

Sustituyendo en las ecuaciones los cambios de variables (£,17) — (I, L) en la relacién de energia (3.41)

Figura 3.6: OPP,

es posible describir a la variable L en términos de la variable ¢, p y [, por lo tanto, las primeras dos

ecuaciones del sistema (3.48) se escriben como

dq

oy I 3.50
I (¢,p,1), (3.50)
dp

& _- z I

I (¢,p,1),

tenemos una descripcién geométrica para las variedades estable e inestable asociadas a OPPy, (figura
3.3).

3.4. Resultados numéricos

En esta seccion se integran numéricamente las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir del Hamil-
toniano (2.6) en coordenadas de Levi-Civita para los valores de masas m; = 1 y cargas q1 = g3 = /5,
Q2 = %, correspondientes al caso no hiperbdlico estudiado en este capitulo. Las soluciones se obtienen
integrando nimericamente mediante Mathematica las ecuaciones de movimiento, posteriormente son
proyectadas en el plano de posiciones z; y zo para distintas condiciones iniciales haciendo las identifica-

ciones correspondientes.

Dado que trabajamos con masas iguales en los extremos podemos seguir el planteamiento sugerido en

[Broucke 1980]. Consideraremos las condiciones iniciales &;(0) = &(0) = & y 71(0) + 12(0) = 0, en esta
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forma, las particulas 1 y 3 equidistan de la particula 2 que se encuentra en el centro de masa del sistema;

las particulas de los extremos tienen velocidades opuestas.

En [Broucke 1980] se consideran las condiciones iniciales £, = 1y 11 (0) = 19, donde el valor de la velocidad
7o se varia con el objetivo de conocer los distintos tipos de soluciones obtenidas numéricamente. La eleccién
de la condicion inicial para la posicién £y = 1 no implica pérdida de generalidad, pues el potencial es

homogéneo y es posible hacer algtin reescalamiento para hacer este ajuste.

La recta z; = 29 es un eje de simetria para las proyecciones de las soluciones en el plano de posiciones
z1 — z2. Describimos el comportamiento de las soluciones en funcién de las condiciones iniciales £y = 1
y 1Mo > 0 e integramos en un intervalo de tiempo de la forma (—sp,sp) = (—2,2). Denotaremos a las
colisiones entre las particulas 1 — 2 por el ntimero 1 y las llamaremos de tipo 1 y por 2 a las colisiones

entre las particulas 2 — 3, andlogamente las llamaremos de tipo 2.

3 3
— ~
25 > 25 —
2 S

//f
/
D

! 05 1 15 2 25 3

R S R R

05 1

Figura 3.7: Soluciones en el plano z; — 25 del caso no hiperbdlico para &, = 1.

1. Para ny = 0, el sistema de particulas permanecen en reposo.

2. Para 0 < ny < 1.2, tenemos el tipo de soluciones I (figura 3.7). Estas soluciones presentan colisiones
del tipo 1 al acercarse a la condicion inicial en tiempo negativo; al pasar este punto cambia el
tipo de colisién binaria al tipo 2 y mantiene este comportamiento al escapar a infinito. En esta
solucién la fuerza de repulsién entre la particulas de los extremos predomina sobre sobre el efecto
de la velocidad inicial 79 > 0 permitiendo el escape a infinito en tiempos positivo y negativo.
En términos sucesiones de simbolos, las soluciones de tipo I son sucesiones infinitas de la forma

L 111222000
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3. Para 1.2< ny < 1.8, tenemos el tipo de soluciones IT (figura 3.7). Las soluciones en este caso,
presentan el tipo de colisién 1 en tiempo negativo hasta llegar a la condicién inicial; pasando por
este punto se tiene una colisiéon de tipo 2, posteriormente se tiene una colisién del tipo 1 y finalmente
se tienen colisiones del tipo 2 al escapar a infinito. La sucesién asociada a este comportamiento es
de la forma ...11121222.... El efecto de la velocidad inicial del sistema compite con la fuerza
de repulsién, pues antes del escape a infinito se alternan una sola vez los dos tipos de colisiones

binarias.

4. Para n9 > 1.8, obtenemos primero el tipo de solucién III como un estado transitorio al tipo de
solucién IV. Para el tipo III, ya no se tienen escapes a infinito y la solucién estd acotada. Los tipos
de colisiones binarias se alternan arbitrariamente conforme aumenta el valor de 7g; al obtener la
solucién del tipo IV, la soluciones son densas en un cuarto del anillo que aparece en coordenadas
de Levi-Civita y la sucesién de colisiones binarias son de la forma ...121212121..., el efecto de
las velocidades iniciales supera las influencias de la fuerza de repulsién manteniendo el tamano del

sistema, acotado superior e inferiormente.

M ootz —
12 001 —
i /
0,008 F———
08
0006
06

0.004 S -
o NN NS
. \
z 0.008 001 0012

oorsf
0.002 )

00015 C 0.0125 N
)
001
~—

0.001

0.0075 A

- — S~

\ / 0.005 B 7N/ N [

00005 T / N N/ \/
~ \ \
\ \ \

0.0025 ﬁ \ \ \

0 l

0.0005 0.001 0.0015 0.002 o 00025 005 0007 oo 0015 0015 0017

Figura 3.8: Soluciones en el plano z; — z3 del caso no hiperbdélico para &, =0.01.

En la figura 3.8 se toman las condiciones iniciales £y =0.01 y valores 19 > 0 con el objetivo de conocer el

comportamiento de las soluciones cerca del origen.

La gréafica A de la figura 3.8, la solucién para el valor 79 = 0 es una solucién que termina en colisién total.
Conforme aumenta el valor de 7y las soluciones vienen de infinito realizando colisiones binarias del tipo 1,
para posteriormente realizar colisiones de tipo 2, la sucesién de simbolos asociada a las soluciones B y C

es ...11112222.... Las graficas de las soluciones B y C representan un estado transitorio al tipo final de
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22

0.06
0.05 —=
0.04 ———

0.03 ——

0.02 | ™~

0.01 +

||

0.01 0.06

21

Figura 3.9: Soluciones en el plano z; — 25 del caso no hiperbélico para condiciones iniciales cercanas a la

colisién total. Se muestran para tiempo positivo, comparando con la solucién verde claro, que corresponde
al caso B de la figura 3.8.

soluciones cercanas al origen dado por el tipo D para valores de 19 > 2, donde la solucion viene de infinito
realizando colisiones del tipo 1; en una vecindad del origen el tamano del sistema disminuye hasta una cota
inferior positiva mientras se alternan los dos tipos de colisiones binarias, para posteriormente aumentar
el tamano nuevamente y realizar el escape realizando colisiones binarias de tipo 2; la sucesién asociada
es de la forma ...111112121...212122222... La figura 3.9 muestra el comportamiento de las soluciones
para condiciones iniciales fuera de la recta z; = 25, para velocidades iniciales g = 0; se observa que la
solucién escapa para tiempos positivo y negativo a infinito realizando un sélo tipo de colision binaria, la

cual depende de en que regién se tomen las condiciones iniciales, para velocidades distintas de cero se
mantiene este comportamiento.



Capitulo 4

SOLUCIONES PERIODICAS
SIMETRICAS

En este capitulo se construye un tipo particular de solucién periddica y simétrica respecto a ciertos planos
de simetria definidos por las condiciones iniciales en las coordenadas de Levi-Civita. Dicha solucién se
obtiene mediante una eleccién particular de masas y cargas dependientes de un parametro positivo p ~ 0,
de tal manera que al considerar el valor ;1 = 0 obtenemos la soluciones periédicas con simetrias obtenidas

por Kammeyer [Kammeyer 1983]. En esta seccién utilizamos coordenadas (z1, 22).

Dichas soluciones periddicas se continuaran aplicando la continuacién analitica de soluciones periédicas
de Poincaré (Seccién 1.5). Los resultados obtenidos en [Kammeyer 1983] para el caso sin carga se pueden
extender al problema colineal cargado de tres cuerpos, obteniendo una familia de soluciones periédicas
y simétricas dependiente del pardmetro g = 0. Finalmente, graficamos las soluciones obtenidas para

distintos valores de u =~ 0.

4.1. Planteamiento

Seanmy =pu(l—v), me=1—pu, my=pv, g1 =—w(1-—0Q), @ =1—pu, g3 = —pu@, las masas y cargas

de las particulas, respectivamente, con pardmetros 0 < Q, v <1y 0 < pu < 1.

Para este caso, consideremos \;; = 3(m;m; — ¢;q;). Entonces
A2 = p(l — ) A2, Aoz = p(l — p)Aas, A1z = p?Ags,

donde Ara = (1= #42). Aaa =232, A=} (@ 1) = (v 1)),

Para0 < Qyv <l,setiene0 < Ao <1, 0< X3 <1, A3gé€ (—%, %) . Observemos que Ajs+ Aoz = 1.

Observacién 8. Para A3 € (0, %), se tiene el problema colineal de tres cuerpos sin carga. La dindmica

para valores de p =~ 0 se ha estudiado en [Kammeyer 1985].
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El estudio de la dindmica se centrard para el caso en el cual hay fuerza de repulsiéon entre el par de

particulas my y ms, es decir, para A3 € (—%, 0).

Se utilizard el sistema de coordenadas (z1,22) introducido en la seccién 2.1.1, la funcién potencial en
estas coordenadas se escribe

1— A 1— A 2A
(1 — p) 12+ﬂ( 1) 23 phis (41

U(z1,22) = .
(1, 2) 21 29 21+ 29

El Hamiltoniano del sistema se obtiene a partir de (2.1), sustituyendo el valor respectivo de cada masa

H = V(l B ,ul/)p% B 2“(1 B V)Vppo + (1 B V)(l B [L(l B V))p% _ U(Zl,ZQ). (42)

21— (1 - v)

Las ecuaciones de movimiento son entonces

. 1—pv 1

o= p1— P2, 4.3
PICE I L v (4.3)

. 1 1—p(l—v

Z2 = = P+ i )

(LI C ) [

. w(l — A P2 A
b1 - - 2 -

22 (21 + 22)%’
o = Cp(l=phey A
2 22 (21 + 22)%

Introducimos los siguientes cambios z; — u?z;, t — p3t en (4.3) obteniendo las ecuaciones

. 1—pv W
z1 p1— D2, 4.4
T—ni-w" 1-5 (44
. 0 1—p(l—v)
2 = = p1+ p2,
e N  cn e
. (=) J\SES
P o= - 5 - 29
21 (21 + 22)
. (1—p)Aos J\SE
p2 = - 5 - 3+
z3 (21 + 22)

El sistema (4.4) se reescribe como un nuevo sistema Hamiltoniano con respecto a la funcién

v(1 — p)pi = 2u(1 = v)vpipa + (1 = v)(1 = p(1 —v))p3 -

H= 2-T 45
21/(1 — /14)(]- — V) (Z17Z2)7 ( )
donde la funcién potencial en (4.5) se reescribe como
— 1—p)A 1—p)A A
U(z1,2) = (1 — p)Aiz T (1 — p)As2s n K13 (4.6)

21 22 21+ 22

El potencial (4.6) y las ecuaciones de movimiento (4.4) tienen singularidades debidas a colisiones binarias

para z; = 0, 2o = 0 y colision triple para z; = zo = 0. Procedemos a regularizar las colisiones binarias
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mediante la introduccién de las variables de Levi-Civita (Seccién 2.1.1). Obtenemos la siguiente funcién

Hamiltoniana al hacer el cambio de coordenadas en la relacion de energia para H = h

1—pv w(l—v)

1-—
G P TR a— 3 4.7
1 20— )(1 - ) mEs — M771772€1§2 + 20(1— 1) UAS] (4.7)
4uA
LA ARE 41— Ay 4 GG e
&G+
Las ecuaciones de movimiento reescaladas en coordenadas de Levi-Civita son
dfl 1-— 12
261 S 4.8
s A= (= )77152 7)2515% (4.8)
déy p - M(l —V) o
s lium&ﬁz-l- S0 =) UPISE
dm 1 1—p(l—v) 5
- = _° I ek SV 1— A
s T unﬂh& o= 1) m261 + 8(1 — p)Aaséy
8uM136185
+ 8h&i€2 — 2
@+ gy
dm 1—pv 9 1
- _ 8(1 — w)A
s =)= URSRE T un177251 +8(1 — u)A1262
8/11\135%52
+  8h&3g, — 012
2 (g+ )y

El sistema (4.8) es analitico en todas sus variables, excepto para £ + £3 = 0 (colisién triple).

4.2. Simetrias

El sistema (4.8) es invariante bajo las simetrias discretas

Id @ (&, &, msme, 8) = (&, & om, me, S),
St (&, &, msome, s) = (&, &, m, 2, —s),
Syt (&1, &y My M2, 8) = (&, =&, —m, n2,—8),
S3 (&1, &2y M1y M2y 8) = (&1, 2o, M2, —8),
Syt (&1 &2y My M2y 8) = (€1, =&, =M1, =2, 5),
Ss o0 (&, &, msm2, 8) = (=&, &,—m, m2, S),
Se (&1, &,y My ) — (&, =& M, -2, 8),
Sroo (&, &, ms M2, 8) = (€, =82y M, M2, —8).

Proposicién 20. Si ¢(s) = (€1(s),&2(5), m1(s),m2(s)) es una solucion de (4.8) entonces S;(¢(s)) es una
solucion de (4.8).

Definicién 9. Decimos que la solucion ¢(s) es S;-simétrica si S;(¢(s)) = ¢(s). Una solucion es S;j-

simétrica si es S;-simétrica y S;-simétrica.
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La descripcién de las soluciones Sj-simétricas y S;j-simétricas se introducen en los siguientes resultados

con base al teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales.

Proposicion 21. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

a) Una solucion ¢(s) es Sy-simétrica si y sdlo si intersecta en un punto al plano & =0 y ny = 0. Para

u =0 es equivalente a decir que ¢(s) intersecta al eje &5 ortogonalmente.

b) Una solucion ¢(s) es Se-simétrica si y sélo si intersecta en un punto al plano £, =0 y n1 = 0. Para

1 =0 es equivalente a decir que ¢(s) intersecta al eje & ortogonalmente.

¢) Una solucion ¢(s) es Ss-simétrica si y sdlo si tiene un punto en my =0 yne = 0. Para p = 0 es

equivalente a decir que ¢(s) intersecta en un punto a la curva de velocidad cero.
d) Para i = 5,6 una drbita es S;-simétrica si y sdlo si es S3—simétrica.
Proposicién 22. Si ¢(s) = (£1(s),&2(s),m1(8),m2(8)) es una solucion de (4.8), se tiene que

a) Si&1(s) yma(s) son cero en s = sy y en s = so+ %, pero no son simultdineamente cero en ningun valor

de s € (80, So + %), entonces ¢(s) es una solucidn Si-simétrica periddica de periodo S.

b) Si&(s) ym(s) son ceroens=syyens=sy+ %, pero no son simultineamente cero en ningun valor

de s € (80, So + g), entonces ¢(s) es una solucidn Ss-simétrica periddica de periodo S.

¢) Simi(s) yma(s) son cero en s = sy y en s = so+ %, pero no son simultdneamente cero en ningun valor

de s € (80, So + g), entonces ¢(s) es una solucidn Ss-simétrica periddica de periodo S.

d) Para i = 5,6 si una drbita ¢(s) es Sp-simétrica, entonces también es una solucidn Ss-simétrica

periddica.

Mediante las simetrias S1, So y S3 es posible generar a las restantes al realizar las composiciones
54 2510527 55 251053, 57251052053.

Hay soluciones que son simultdneamente S; y Sj-simétricas, a las cuales denotaremos como S;j-simétricas.

Cuando las soluciones S;j-simétricas son ademas periédicas se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 23. Sea ¢(s) = (£1(5),&2(8), m(s),m2(s)) una solucién de (4.8).

a) La solucion ¢(s) es una solucidn periddica Sy12-simétrica de periodo S si y sélo si &1(so) = n2(so) =0,
y & (so + %) =m (so+ %) =0, y no eziste s € (sg, 50 + %) tal que &3(s) = n1(s) = 0; 0 &2(s0) =
m(s0) =0, y& (so+2) =m (so+2) =0, y no existe s € (so, s0 + =) tal que & (s) = na(s)

2(s0)
ym(so+2)=m(so+2) =0, yno existe s € (so, 50+ =) tal que ni(s) = n2(s) = 0; 6 m(so
M2(50) =0, y & (so+35) =n2 (so+ %) =0, y no existe s € (so,50 + 5) tal que &1(s) = 12(s)

Il
o

b) La solucion ¢(s) es una solucidn periddica Sy3-simétrica de periodo S siy sdlo si & (so) = n 0,

~

0.
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¢) La solucidn ¢(s) es una solucion periddica Saz-simétrica de periodo S siy sélo si €a(so) = m(so) =0,

Y m (so + %) =19 (so + %) =0, y no existe s € (80,30 + %) tal que n1(s) = n2(s) = 0; 0 n1(so)
12(s0) =0, y & (so + %) =m ((50 + %) =0, y no existe s € (50,50 + %) tal que &2(s) =m(s) =

I

Se demuestra que no hay soluciones periédicas simétricas con mas de dos simetrias.
Proposicién 24. No existen soluciones periddicas de (4.8) simultineamente S;-simétricas para i =

1,2,3.

Demostracion. Supongamos que la solucién ¢(s) de (4.8) es S;-simétrica para i = 1,2, 3. Existen tiempos

s1, S2, s3 € [0, %) tales que

&1(s1) =m2(s1) =0, &(s2) =ni(s2) =0, mni(s3) =mn2(s3) =0.

Por construccidn, ¢(s) es Sia-simétrica si y sélo si

S S
a(atd)=m(ag) =0

entonces sg = s1 + % Andlogamente, la solucién ¢(s) es Syz-simétrica si y sélo si

+5Y 2 (1 45) =0
| s1 4—77281 1) =Y

entonces s3 = S + % Por lo tanto, s5 = s3 lo cual es una contradiccion. O

4.3. Soluciones periodicas simétricas para =0

Al tomar g = 0 en (4.7) obtenemos un nuevo Hamiltoniano

1 1
Go = mﬁ%gg + 577355 —AA1ogS — AhaptT — ARETE = 0

con ecuaciones de movimiento

g _ 1

_ 2
ds — 1-— V’]lfz: (4.9)
s 1,
dS - Vanl,
dm _ 1, 2
a5 ——n3&1 + 8A23&1 + 8h&1£5,
s v
dng 1
PR *mn%fz + 8A12& + 8h§%§2-

El Hamiltoniano G se desacopla como

1 o A

_ 1 A
H(21,22,p1,p2) = Hi(21,p1) + Ha(22,p2) = (2(11/)19% - 2112) + (21/192 22 ) ) (4.10)
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donde las funciones Hy(z1,p1) y Ha(22,p2) son dos integrales primeras del problema no regularizado con
Hamiltoniano H en (4.7).

El flujo del problema colineal cargado de tres cuerpos para u = 0 en el nivel de energia H = h = hy + hy
es obtenido del flujo del Hamiltoniano Hi(z1,p1) en el nivel de energia Hy = hy y el flujo para el
hamiltoniano Hy (22, p2) en el nivel de energia Ho = hy. El Hamiltoniano H es la suma de dos problemas

de Kepler desacoplados.

Observacién 9. El potencial (4.6) para p =0 se reduce a

_ A A
Uz, 2) = 21z, es

21 %)

El pardametro A3 no influye en la dindmica asociada a = 0 porque se anula en este caso.

El Hamiltoniano H;(z1,p1) escrito en coordenadas de Levi-Civita (£1,71) es

Lomi A _
8(1-v)& &

mientras que Hy (22, p2) en coordenadas (£2,72) es

H, =

1 ns A

=2 _Z% _p,
Tweg g ot

Proposicién 25. El sistema de ecuaciones diferenciales (4.9) se puede desacoplar en dos sistemas de

ecuaciones diferenciales:

S 1

P il (4.11)

dm

— = 8h

do 161

en la escala de tiempo o y

dé&s 1
= = = 4.12
dr Vn2a ( )
dny
— = 8h
dr 2527

en la escala de tiempo T, donde i—‘; =&y 3—; =3,

Demostracion. Consideremos la nueva variable de tiempo o en la forma

do

: t
ds €3, equivalentemente, — 4¢2,
S

do

Para la primera ecuacién del sistema (4.9), al aplicar la regla de la cadena se obtiene la primera ecuacién

del sistema (4.11)
dey _deds (1 N1 1
do  dsdo  \1—p2 f%il—ym'
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Para la segunda ecuacién del sistema (4.9), se obtiene

dm dm ds 1, o)\ 1
o %At 2 A =
do ds do ( y 61+ 8A2sly +8REIE | o
1 77% 8A23 >
= ———5 + + 8h
o (- R

_ 1 77% 8A23

= & < » f% f% + 8hg + 8h1

= 8hi&;.

Ahora introducimos otra escala de tiempo 7 donde

dr 9 . dt 9
T = &7, equivalentemente, P 4.

En forma andloga al sistema (4.11), obtenemos la primera ecuacién del sistema de ecuaciones (4.12)

A6 _dads (1 o)1 1
dr  dsdr \v" )T

Finalmente
dns dng ds 1 5 1
oo BRE (i — 8A 8h -
dr ds dr [yt ¥ Bt 8L | o
1 T]% 8A12
C (e )
l-ve &
1 nf  8A
= & (—"; + 02 4 8hy +8h1)
1-v& 1
= 8hes
O
De la ecuacién (4.9). Podemos escribir Go = 5G4 en la nueva variable de tiempo o donde
1 1 772 4A23
Gi = s = b — A+ (5o — o — dha)€ 4.13
1 21— 1/)771 12 167 + 2 €2 2 2 )€1, (4.13)
1
G1 = i —4Ap — A&
1 20— ) 12 1€
El sistema (4.11) es un sistema Hamiltoniano con funcién Hamiltoniana Gj.
Proposicién 26. Para hy < 0, la solucion (&1(o),n1(0)) con condiciones iniciales £1(0) = &5y, m(0) =
N5 del sistema (4.11) estd dada por las funciones
&(o) = &pcos(wro) + % sen(w10), (4.14)
m(o) = nigcos(wio) —wi(l —v)&ipsen(wio),

donde wy = 4/ — fﬁlu La solucidn (4.14) es periddica de periodo @ = i—’: y satisface la relacion de energia

G1 = 0. El periodo del movimiento estd dado por

_ \/§7rA12<_ 1—u>%.

Ty (hi,v,Q) = /0 4¢3 (0)do h1

1—v
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Demostracion. La demostracién se obtiene integrando las ecuaciones (4.11). O

La relacion de energia para las variables & y 72 en la variable de tiempo 7 es

1
Gy = 5773 — 4Mo3 — 4hot2. (4.15)

El sistema de ecuaciones (4.12) es un sistema hamiltoniano con funcién hamiltoniana (4.15).

Proposicién 27. Para hy < 0, la solucion (&2(7),n2(7)) del sistema (4.12) con condiciones iniciales
&(0) = &5, 12(0) =13 estd dada por las funciones
&(T) = &gcos(war) + % sen(waT), (4.16)

N2(T) = 15 cos(waT) — wav€s sen(waT),

w2

donde we = Q/*%. La solucién (4.16) es periddica de periodo T = 2T y satisface la relacion de energia

Go = 0. El periodo del movimiento estd dado por

_ V2mhss ( 1)%.

Tg(hg,y,Q):/ 4€3(1)dr s

O I/
Demostracion. La demostracién se obtiene integrando las ecuaciones (4.12). O

Proposicién 28. Las soluciones periddicas (4.14) y (4.16) en sus respectivos planos fase son elipses.

Demostracion. Reescribiendo las relaciones de energia G; = 0 y G2 = 0, se obtienen las ecuaciones

1 2 1 2
= 1’
8(1 — I/)Alg " + (_@) 51
h1
Ly 1 2
= 1
8VA23772+ (_[\%)52 )
ha
cada ecuacién representa una elipse en los respectivos planos (&;,7;), 7 = 1,2. O

Proposicién 29. Sea (&1(0),m1(0)) una solucion peridédica de (4.11) para hy < 0 con las condiciones

iniciales dadas anteriormente y periodo & = i—f que satisface G1 = 0.

Sea (£5(7),n2(7)) una solucidn periddica de (4.12) para he < 0 con las condiciones iniciales dadas ante-

riormente y periodo T = i—: que satisface Go = 0.

Supongamos que las funciones o(s) y 7(s) estdn definidas por los reescalamientos propuestos en la proposi-
cion 25, elegimos o(0) = 7(0) = 0. Supongamos que no existe s € R tal que & (o(s)) = &2(7(s)) = 0.

Entonces son vdlidas las siguientes afirmaciones:

a) La curva ¢(§1(0(8)),m(7(8)),&2(a(8)),n2(7(5))) es una solucion de (4.9) con condiciones iniciales

£1(0) = &, m(0) = 1o, €2(0) = &30, 72(0) = 130,

que satisface Go = 0.
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b) Si las energias hy y ho satisfacen

2 1
P A12 3 1—v)\3
hy=(=— h
1 <QA13> < |y 2y
para p, ¢ € N coprimos, entonces ¢(s) es una solucidn periddica de (4.9).
¢) Supongamos que s(t) estd dada por la funcidn inversa de

t= /0 ) A8 (p)&3 (p)dp.

Usando las hipdtesis del inciso (b), las equivalencias entre las escalas de tiempo para el cdlculo del periodo

de la solucidn p(s) en los distintos tiempos t, T y s se muestra en la tabla siguiente:

Tiempo t Tiempo o | Tiempo T | Tiempo s
T =pTi(h1,v,Q) = qT3(he,v,Q) | 0" =p5 | 7" =pT | " =5(T)
T o * T* s*
1 1 1 1

Demostracion. a) Directamente de las definiciones de (&1(c),n1(7)), (&2(0),m2(7))) v de o(s) 7(s).

b) Las soluciones (&1(0),&(7)), (m(o),n2(7))) son periddicas de periodos T (h1,v, Q) v Ta(he,v, Q)

respectivamente. Para tener un solucién periddica de (4.9) es necesario que

pTl(hlaV7Q) :qTQ(h27Va Q)) (417)

para p 'y ¢ € N primos relativos. Despejando de la ecuacién (4.17) a hy, obtenemos

2 1
A2 [1—-v)\3
q A3 v
¢) Verificaremos que el tiempo ¢t = % estd en correspondencia con el tiempo o = §*. De manera similar
I* s = %*. El sistema (4.15) es invariante bajo

. _ T . _
se tiene que t = corresponde a los tiempos 7 = 7

la simetria
(gla m, U) - (_515 m, _O-)a

es decir, & (o) = =& (—0). Por lo tanto, £3(0) es una funcién periédica par de periodo . Tenemos

T = /OU 4&3(o)do = 2/0
T

/0Z 4¢3 (0)do = /1 4&3(o)do = R

4

[SICY
NI

que
4¢3 (0)do = 4/ 4€2(0)do.

0

Es claro que

wolar

n T

(7)) = / 1€(0)do —p/o[‘i 48 (0)do = pt = 7.

Entonces

Por lo tanto, el tiempo t = % corresponde a o = §".
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Observacién 10. Para p = 0 tenemos que la solucion del sistema (4.9) describe el movimiento de-
sacoplado de dos particulas de masas y cargas my = mz = 0, q1 = q3 = 0 respecto a una particula de

masa mo = 1 y carga gz = 1 colocada entre ellas.

De la afirmacién (c) de la proposicién 29 se tiene que % > 0 cuando no se tienen colisiones dobles y

% = 0 en las colisiones binarias; gt no esta definido para la colisién triple. Por lo tanto, la funcién inversa

s = s(t) existe siempre y cuando no se tenga colisién triple y es diferenciable si no hay colisién binaria.

Observacion 11. Los enteros q y p en la proposicion 29 son, respectivamente, el nimero de colisiones
binarias entre las particulas mo y ms durante un periodo y el numero de colisiones binarias entre las

particulas m1 y mo durante un periodo.

El estudio se centrara en las soluciones periédicas simétricas de (4.9) que satisfacen la relacién de energia

Gy = 0. La siguiente proposicién establece las condiciones iniciales para tales soluciones.

Proposicién 30. a) Sip y q son impares, la solucion ¢(s) dada por la proposicidn 29 con condiciones
iniciales

. . ~ Agg o
§10=0, &= Ty =81 —v)A2, 15 =0.,

* A2 * * *
510:\/_7117 §0=0, no =0, 13 = v 8VAg3,

es una solucion periédica Syo-simétrica.

b) Sip es impar y q es par, la solucion ¢(s) dada por la proposicion 29 con condiciones iniciales

. . Ay *
§10=0, &o=1/—5—, Moo= V81 —v)A12, 13 =0.,

hy’

. [ A Aog .
§10 = —717 &0 = _TQ’ Mo =0, 759 =0,

es una solucion periodica S13-simétrica.

c¢) Sip es par y q es impar, la solucion ¢(s) dada por la proposicion 29 con condiciones iniciales

510—\/ v €50=0, nip =0, 039 =/8vAz3. ,

* A12 * A23 * *
510:\/_71, &30 = _727 o =0, ny =0,

es una solucion periddica Sas-simétrica.

Demostracion. El resultado se obtiene de evaluar la solucion

p(s) = ¢(61(a(s)), &2(7(s)), m (o (s)), n2(7(s)))

para la distintas condiciones iniciales en los tiempos s =0y s = ST. De la proposiciéon 29

(43))-

o (3) 006 65) 6 () 63)
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Observacién 12. Las condiciones iniciales de las soluciones periddicas Si;—simétricas para p = 0 las

denotaremos utilizando el asterisco.

4.4. Continuacién de soluciones periddicas simétricas

En esta seccién construiremos familias de soluciones S;;-simétricas aplicando el método de continuacién
de soluciones debida a Poincaré descrito en la seccién 1.5.
4.4.1. Soluciones periddicas Sis-simétricas

Sea ©(s) la solucién del sistema (4.9) para valores v y @ fijos con condiciones iniciales
£1(0) =0, &(0) = &20, m(0) =m0, 72(0) =0.
Para precisar la dependencia de la solucién ¢(s) de las condiciones iniciales escribimos
©(530,&20,m0,0, p) = <51(5;520,Ulo,u)a52(5;520777107M)7771(5;5207U107N)7U2(5;§20,U107M)>~

La solucion cp(s; 0, &20, M0, 0, ,u) es una solucién periédica Sis-simétrica del problema colineal cargado de

tres cuerpos con periodo S que satisface la relacién de energia G, = 0, si y sélo si

S

13 <4, €20, M0, M) = 0, (4.18)
S

m <4,§20777107M> = 0,
Gy (&20,m0, ) = 0.

Resolviendo la tltima ecuacién del sistema (4.18) con respecto a 119 obtenemos

8(1 — V)A12

4.1
T (4.19)

no = (1 — p)

donde la condicién inicial 7o es una constante que depende de los valores de los parametros u, v y Q.
Por lo tanto, <p(s; 0, 20,710, 0, ,u) es una solucion periddica Syo-simétrica del problema colineal cargado

de tres cuerpos con periodo S que satisface la relaciéon de energia G, = 0 si y sélo si
S
£Q(Z,£zo, u) = 0, (4.20)

m (%fzo,ﬂ) = 0.

Las ecuaciones (4.20) ya no dependen de la variable 1.

Utilizando la proposicién 30 construimos una solucién periédica Sia-simétrica de (4.9) para v y @ fijos

al tomar p =21+ 1y ¢q=2k+ 1 para l,k € NU{0} y a0 = & = —ﬁf;, Mo = 1Mo = V8(1 — v)Aqa.
El periodo de esta solucién depende de los valores de i} (i = 1,2),

S = 8" = s(pTi(h})) = s(qTa(h3)),
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y las energias hi y h satisfacen h = hi + h3 y

2 1
X pAi2\3 [1—-v\3 |
ny = (2212 hg.
! (qu) ( V> 2

Denotaremos a esta solucién periédica S1a—simétrica como ¢(s;0, &5y, n5o, 0, 0). Prolongaremos para val-

ores pequenos de p ~ 0 la solucidon anterior obtenida para p = 0 mediante el método de prolongacién

analitica de soluciones periddicas.

Aplicando el teorema de la funcién implicita al sistema (4.20) en una vecindad de la solucién

(530,50, 170, 0, 0) tenemos que si

S
o O # 0, (4.21)
Js 0¢20

al evaluar el determinante en los valores s = %*, €20 = &5y v 1 = 0 correspondientes a la solucién obtenida
para pu = 0 entonces es posible encontrar funciones tinicas y analiticas 20 = a0(p), S = S(u) definidas

para p > 0 suficientemente pequeno, tales que

1) €20(0) = &5, S(0) = 57

ii)La solucién ¢(s;0,&20,M10,0, ) con &9 = &20(p) v mo dada por (4.19) es una solucién periddica

S19-simétrica de (4.8) con periodo S = S(u) que satisface la relacién de energia G,, = 0.

A continuacién se calculardn los valores de las entradas del determinante (4.21).

Proposicién 31. La derivada parcial % evaluada en s = %*, &20(0) = &5y es distinta de cero.

Demostracion. Del sistema de ecuaciones (4.9), para p = 0 obtenemos

06 1

22— Tpnf2, 4.22
as VTIZ&I ( )

Al sustituir &9 = 0, €20 = &5, M0 = N5 ¥ 20 = 0, obtenemos

0 _ wa&lysen (wat(s Lsenwas i
% _ (5 (@ <>>> (oo sen (o)) - (4.23)

El tiempo S = %* equivale a

o* po _ pm T * qT qm

44 20 DT LT 2wy
en las respectivas escalas de tiempo, entonces

sen (w2£*) = sen (%) = (—1)*,

donde k € NU {0} y se obtiene de p = 2/ + 1, analogamente sen (w;%*) = (—1)". Al sustituir en la

ecuacién (4.23) se obtiene

& _ w1, e &2__ ERSERY,
as _( 1) (.U2§20 wl(l—u) _( 1) h{ 8A237éo
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Proposicién 32. La derivada parcial % evaluada en s = g*, €20(0) = &5 es cero.
Demostracion. Del sistema de ecuaciones (4.8), para u = 0 y de la relacién de energia para las variables

&5 y M2 obtenemos
om
s
s

Al sustituir las condiciones iniciales y evaluar en 7 se obtiene que

6 (5) - chen (1) 0.

1
= *;51773 + 8As3&1 + 8hE1ES = 8M&1&s. (4.24)

entonces % =0. O

De la proposicién anterior se tiene que % 88552 = 0; el valor del determinante se obtiene del producto de
20

los elementos de su diagonal, resta entonces evaluar la derivada gg;o en s = % , €20 = &5y v 1= 0. Este

valor esta dado por la derivada parcial respecto a £og de la solucién 7, (0(8); 0, &20, 170, 0, O) evaluada en

s= g* y €20 = &5, donde m; (J(s); 0, £20, M50, 0, O) es la solucién de (4.9) con condiciones iniciales

51(0) = 07 52(0) = 5207 771(0) = 77?07 772(0) = Oa
que satisface la relacién de energia Gy = 0.

Proposicién 33. La derivada parcial 86?210 evaluada en s = %*, €20(0) = &5 es distinta de cero

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena obtenemos

D (920,630,180, 0,0) = (21 0 Om
8&20 (J(S)a07£205n107070) - ( 9o 6520 + 8520 . (425)

De la proposicién 25 los cambios en la escala de tiempo o y 7 estédn relacionados en la siguiente ecuacién
1 (0)do = &5 (1)dr. (4.26)

Al integrar (4.26) con condiciones iniciales o(0) = 7(0) = 0 observamos que las variables o(s) y 7(s)

satisfacen la ecuacién

4o 27  2sen2wio 2, sen(2woT
72 _ 520 _ 3 1 _ 520 ( 2 ) :0’ (427)
h 2 wy 4wo

donde wy = —%, hy = —2?2;’ y wp = —182/. Para simplificar sea o = Agg = ”;Q, 0 < a < 1. Los

célculos se han realizado utilizando Mathematica. Derivando implicitamente (4.27) con respecto a €39 y

_ S* _ex g :
evaluando en s = 5y §20 = &5 se obtiene

9o (2k+1)7r\/&<21+1 1_a>§<1_y>é v
hy

6520 - 4\/5(1 — y) 2k +1 « v

Por otro lado, de (4.11)

om ZSVJV“wT—a(QL*l1‘“)3<1‘”)5

Oo 2k+1 « v

S *
s=3", £20=63,
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Finalmente se calcula

om s (2041 1—a\? (1-v\F [y
6520_\/§p7r( 2 (1=){1-a) 2k+1 « v a’

o o V(D) a(l—a) (2041 1o\ (1-v\? [&
do Ota 1—-v 2k+1 « v h3’

y, al realizar los calculos, finalmente se obtiene

Por lo tanto,

Om.
Déao

Explicitamente la ecuacién (4.28) tiene la expresién

(U(S);Oa€207nik0)070) 7é 0. (428)

N+1 1—a\? [1—v\?
_1\l+1 —
Vor(-1)H1y1 a<2k+1 - ) ( > ) A #0,

Ja (241 1-a\* (1-v\? [ o (1 — )i
A= -2 f @41y -2 g,
1-v\2k+1 « v h;Jr( +1) a 70

donde

Por las condiciones dadas el determinante es distinto de cero y se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 34. Dados v,Q € (0,1), energia h < 0, p impar y q impar enteros positivos, la solucion
S12-simétrica de la proposicidn (29) con condiciones iniciales

60)=0, &(0)=[-52, m(0)= VEI-ha, m0)=0

puede ser continuada a una p-familia de soluciones periodicas Sia-simétricas con p =~ 0 positivo corre-
spondientes al problema colineal cargado de tres cuerpos con fuerza repulsiva entre las particulas my vy
mg, donde
hs = h
2 = 2

(5 5e) ()

Ejemplificamos el resultado anterior para la solucién Si2-simétrica obtenida con los valores de los pardmet-
ros v = 0.001 y Q* = 0.499 y los enteros p = 1y ¢ = 3. En este caso A12=0.74955, Aoz =0.25045 y

A13 =-0.1245. La solucién para g = 0 se muestra en la figura 4.1.

Para las graficas de la figura 4.2 obtenidas para u = 0,00001, los valores de los pardmetros A;; son
respectivamente Ao = 7,5 x 1075, A\y3 = 2,5 x 1076 y A\;3 = —1,245 x 10711, Para valores de i mayores
a 1 x 107* las soluciones obtenidas ya no son periédicas. Se han escogido estos valores de los pardmetros
para modelar el caso donde nos aproximamos al mayor valor de la repulsién entre my y mgs. Las soluciones

para p =~ 0 son homotecias de la soluciéon para p = 0.
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Figura 4.1: Solucién peridédica Spo-simétrica para v = 0.001, Q* =0.499 y = 0.
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u=1x10*
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Figura 4.2: Solucién Sye-simétrica para v = 0.001, Q* = 0.499 y p = 0,00001 y solucién correspondiente
al valor de =1 x 1072,
4.4.2. Soluciones peridédicas Sr3-simétricas

Sea (s) la solucién del sistema (4.9) con valores v y @ fijos con 1 < v, @ < 1y con condiciones iniciales

£1(0) = &0, £2(0) = &20, m(0) =0, 12(0) =0.

La solucién ¢(s) depende de las condiciones iniciales &1 (0) y &€2(0) escribimos

©(53&10,20,0,0, 1) = (51(8;51075207M)7§2(8;€1075207M)7771(8;5107520,M)m2(8;§1075207/$)>~
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La solucién cp(s; £10,£20,0,0, u) es una solucién periédica Soz-simétrica del problema colineal cargado de

tres cuerpos con periodo S que satisface la relacién de energia G, = 0 si y sélo si
S
&2 E 10,620, = 0, (4.29)

S
m (475107520,/1) = 0,

GM (5107 5207 /’(‘) 0.

Resolviendo la tltima ecuacién del sistema (4.29) con respecto a 20 obtenemos

VA3 1o .
V—N12 — hé?

Por lo tanto, gp(s; ¢10,€20,0,0, u) es una solucién periddica Soz-simétrica del problema colineal cargado

§20(£10,0) = (4.30)

de tres cuerpos con periodo S que satisface la relacién de energia G, = 0 si y sélo si

&2 (gvgloyﬂ) = 0, (4.31)
m (%@107#) = 0.
De la proposicién 30 se construye la solucién a ser continuada. Si p =20y ¢ = 2k + 1 para [,k € NU {0}
v&io=&0=4/— /;Llf, &0 =&y = \/%, entonces tenemos una solucién periddica de (4.9) para p = 0.
En este caso, las energias hy y h} verifican que h = hY + hl y hi = (% %i)% ((1;11))% h3.

Esta solucién corresponde a la solucién periédica Saz—simétrica ¢(s; €5y, &ap, 0,0, 0) de la proposicién 30.

Prolongaremos para valores pequenos de p = 0 la solucién conocida para g = 0 mediante el método de

prolongacién analitica de soluciones periddicas.

Aplicando el teorema de la funcién implicita al sistema (4.41) en una vecindad de la solucién conocida

tenemos que si

06 06
Js 9¢10
om o 7& 0,
Os €10

. * . . ,o. L
al evaluar el determinante en s = % , €10 = &g, 1 = 0 es posible encontrar funciones tnicas y analiticas

§10 = &10(p), S=S(p)

definidas para p > 0 suficientemente pequeno, tales que

i) 510(0) = &los S(O) = 5%

it) p(s;&10,€20,0,0, 1) con 19 = E10(p) ¥ €20 = €20(€10(1), p) dada por (4.19) es una solucién periddica
Saz-simétrica de (4.8) con periodo S = S(u) que satisface la relacién de energia G, = 0.

082

s

Proposicion 35. La derivada parcial evaluada en s = %*, £10(0) = &5y es distinta de cero.
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Demostracion. Del sistema de ecuaciones (4.9), para p = 0 obtenemos

0% 1,
s ;772§1~ (4.32)

Al sustituir §10 = &7, 20 = &35 Mo = 0y 120 = 0, obtenemos

2
% = <w21/§§0 sen(wy)) <§f0 cos(wm)) . (4.33)

El tiempo S = %* equivale a

_po  pm lm T* QT qm

O'*
Z 4_2w1_w1 4 4_2(4)27

en las respectivas escalas de tiempo; entonces

sen wQZ* —sen (L& = (—=1)*, cos wlg* = cos (Im) = (—1)},
4 2 4

donde I,k € NU {0} se obtienen de p = 2I, ¢ = 2k + 1. Al sustituir en la ecuacién (4.43) se obtiene
af * *
8752 = (1) wséf*850 # 0.
O

Proposicién 36. La derivada parcial % evaluada en s = %*, €10(0) = &5 y en &20(0) = &5 es cero.

Demostracion. Del sistema de ecuaciones (4.8) y de la relacién de energfa para las variables & y 7o

obtenemos

0 1
G =~} + Ay + 8hE1E = 813, (4.34)
Al sustituir &0 = &5y, £20 = &30, M0 = 0y 20 = 0 se obtiene que

6 (7) = (1) =0
O

Resta evaluar la derivada ggo ens = %*, &20 = &5, 1t = 0. Este valor esta dado por la derivada evaluada en

s = g* y €10 = & de la solucion (0(5); £70,6505 0,0, O) con respecto a &1, donde 174 (0(3); £10, €20, 0,0, O)

es la solucién de (4.9) con condiciones iniciales

£1(0) = &0, &2(0) = £20(£10,0), m(0) =0, 72(0) =0,

que satisface la relacién de energia Gy = 0.

o1

Proposicion 37. La derivada parcial DEa evaluada en s = %*, €10(0) = &5, es distinta de cero

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena obtenemos

87713704_ 3771>-

Om Im
0o 910 010

910 (4.35)

(0(s); 10, €20,0,0,0) = (
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De la proposicién 25 los cambios en la escala de tiempo o y 7 propuestos estan relacionados en la siguiente

ecuacién

& (o)do = &(1)dr. (4.36)
Integrando (4.36) con condiciones iniciales o(0) = 7(0) = 0, se tiene que o(s) y 7(s) satisfacen la ecuacién

4o &, 2sen2wio 3y sen(2waT)

2 3
wy 2 wy 4w

=0, (4.37)

_Shz _ Shl
1—v

donde wy = 22y w = . Derivando implicitamente la ecuacién (4.37) con respecto a 19 y

* .
evaluando en s = % v &10 = &, se obtiene

g0 (k+D(1-a)r (241 1-a\(1-v\5 [(1-a)h;
9§10 4ﬂ(1a+h(g>{0)2)2( ) < > # 0.

2k+1 « v vhi

Calculamos la derivada parcial

om
Jo

= 8(*1)%;5;0 = 8(*1)l\/ *Alzh?

s=5", t10=£3,

El valor de la derivada parcial restante es

om

o = 2V2(=1)"*my/1 — v\ /=] (4.38)
10

s=3" €10=¢5,

Entonces

o VA-DHRk+ D1 —a)r (241 1—a\F (1-v\* [ (1—a)hjAs (439)
do 0619 (1—a+h(&y)?)? (2k+1 o ) ( v ) B v ' ’

Las ecuaciones (4.38) y (4.39) tienen como factor comiin v/2(—1)"*!7. De este modo,

In e
Wllo(o" 5103 5207 Oa Oa O) 7é 07

al tener una suma de cantidades positivas distintas de cero. O

Se ha demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 38. Dados v,Q € (0,1), energia h < 0, p par y q impar enteros positivos, la solucion

S12-simétrica de la proposicidn (29) con condiciones iniciales

51<o>=,/—’;;;, §2<o>=,/—A,f;, m(0) =0, 7(0)=0

puede ser continuada a una p-familia de soluciones periddicas Soz-simétricas con p ~ 0 positivo corre-

spondientes al problema colineal cargado de tres cuerpos con fuerza repulsiva entre las particulas my y
ms, donde

*

h
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En la figura 4.3 se muestra la proyeccién de la solucién correspondiente a los valores v = 0.001, Q* = 0.499,
para las gréficas de la figura 4.3 obtenidas para p = 0,00001, los valores de los pardmetros A;; son
respectivamente Ajp = 7,5 x 1076, A\g3 = 2,5 x 1076 y \;3 = —1,245 x 10!, Para valores de j mayores
a 1 x 10™* las soluciones obtenidas ya no son periédicas. Se han escogido estos valores de los pardmetros
para modelar el caso donde el valor de la repulsién entre m; y mg se acerca al médximo posible con este

planteamiento. Las soluciones para p = 0 son homotecias de la soluciéon para p = 0.

62 Z,

f 0.4
[ 0.2

Figura 4.3: Soluciones peridédicas Soz-simétricas donde v = 0.001, Q@* = 0.499 y valores p = 0, u =
1x 1075,

4.4.3. Soluciones periddicas S;3-simétricas

Sea ¢(s) la solucién del sistema (4.9) con valores v y @ fijos con 1 < v, @ < 1 y con condiciones iniciales
£1(0) = €10, &2(0) = &20, 71(0) =0, 72(0) = 0.
La solucién ¢(s) depende de las condiciones iniciales &1(0) y €2(0) escribimos

@(3551055207 Oa 0’ :u) = (51(8;510a§207/’[’)552(8;510a§207/’[’)5 T (S, 51075207 M)7772(3§§107§207M)) .

La solucion <p(s; £10, €20, 0,0, u) es una solucién periddica Si3-simétrica del problema colineal cargado de

tres cuerpos con periodo S que satisface la relacién de energia G,, = 0 si y sélo si

& <i,§10,§207u) = 0, (4.40)

S
M2 <4a§10a§207ﬂ'> = 0,
Gu (&10,&0,10) = 0.
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Como en la seccién 4.4.2 al resolver la tltima ecuacién del sistema (4.29) con respecto a &2 obtenemos

VA3 &1o .
V—Ni2 — hé?

Por lo tanto, go(s; ¢10,€20,0,0, u) es una solucién periédica Siz-simétrica del problema colineal cargado

€20(10,0) =

de tres cuerpos con periodo S que satisface la relacién de energia G, = 0 si y sélo si

& (%510#) = 0, (4.41)
2 (2,5107#) = 0.
De la proposicién 30 construimos la solucién a ser continuada. Sip = 2[4+ 1y g = 2k para [,k € NU {0}
v &0 =E& = 7%2, &0 = &5y = \/%, tenemos una solucién periédica de (4.9) para u = 0. En este
caso, las energias hj y h} verifican que h = hi + h3 y hi = (% %i)% ((1;1'))% hs.

Esta solucién corresponde a la solucién periddica Sy3—simétrica ¢(s; &5y, €50, 0,0, 0) de la proposicién 30.

Prolongaremos para valores pequenos de p = 0 la solucién conocida para g = 0 mediante el método de

prolongacion analitica de soluciones periddicas.

Aplicando el teorema de la funcién implicita al sistema (4.41) en una vecindad de la solucién conocida

tenemos que si

s §10
Onz Oonz 7& 0,
Js 9¢10

. * . . ;. e
al evaluar el determinante en s = % , &10 = &y v 1 = 0 es posible encontrar funciones tnicas y analiticas

&0 = &o(p), S =8(u),

definidas para p > 0 suficientemente pequeno, tales que

1) £10(0) = &ip, S(0) = 57
it) v(s;&10,820,0,0, 1), con E19 = E10(1) ¥ €20 = E20(€10(p), 1) dada por (4.19) es una solucién periddica
S13-simétrica de (4.8) con periodo S = S(u) que satisface la relacién de energia G, = 0.

Proposicion 39. La derivada parcial %% evaluada en s = %*, £10(0) = &5 es distinta de cero.

Demostracion. Del sistema de ecuaciones (4.9), para p = 0 obtenemos

e 1

- = 2
88 1 — 1/77162. (4.42)

Al sustituir &19 = &5y, €20 = &5, M0 = 0 y 120 = 0, obtenemos

2
% = ( —w1&ly sen(wm)) <§§0 cos(wg)) . (4.43)
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El tiempo S = g* equivale a

o* po _ pw T* qT _ qm _km

11 20071 T4 T %y

en las respectivas escalas de tiempo, entonces
sen (wlg ) = sen (E) = (-1)!, cos (wgz ) = cos (km) = (—1)F,
4 2 4
donde I,k € NU {0} se obtienen de p = 21 + 1, ¢ = 2k. Al sustituir en la ecuacién (4.43) se obtiene

26

Js (—1)l+1w1§f0§§02 # 0.

O

Proposicién 40. La derivada parcial % evaluada en s = %*, £10(0) = &5 y en &20(0) = &5 es cero.

Demostracion. Del sistema de ecuaciones (4.8)

) 1
% = — =G} + 8A1o1 + 8hE1ES = 8hatTEs. (4.44)

Al sustituir §10 = &7, §20 = &35 Mo = 0y 120 = 0 se obtiene

o (5) e (5) -

O

. *
Resta evaluar la derivada ggz % ,
10
S *
S = =

T v &0 = &f de la solucién 7o (T(s); &0, €50, 0,0, O) con respecto a &o0, donde 79 (T(S); ¢10, 20, 0,0, O)

es la solucién de (4.9) con condiciones iniciales

ens = &10 = &y, 1 = 0. Este valor esta dado por la derivada evaluada en

£1(0) = &0, &(0) = &20(£10,0), 11(0) =0, 12(0) =0,

que satisface la relacién de energia Gy = 0.

Proposicién 41. La derivada parcial ggfo evaluada en s = %*, £10(0) = &5y es distinta de cero

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena obtenemos

Oz Or_ 8772> . (4.45)

O g FEro

% — (7(5)§§10a§20a0,070)<

De la proposicién 25 los cambios en la escala de tiempo o y 7 propuestos estan relacionados en la siguiente
ecuacion

£2(0)do = £3(T)dr. (4.46)
Integrando (4.46) con condiciones iniciales o(0) = 7(0) = 0, se tiene que o(s) y 7(s) satisfacen la ecuacién

4o &1 2sen2wio £3ysen(2waT)

2 3
wy 2 wy 4woy

=0, (4.47)
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_ 8ho 8hy
—v

donde wy = SRy wr =4/—1L. Derivando implicitamente la ecuacién (4.47) con respecto a 19 y

* .
evaluando en s = % v &10 = &, se obtiene

or k’ﬂ'AlQ

_ 0
€10 w2€7o (A12 + hETOQ) .

Calculamos la derivada parcial

o2

o = 8ha&2

5:%*, 51025%

= 8(—1)"h3&5.

S:%*, 510:€fo

El valor de la derivada parcial restante es

8772 _ 2\@(—1)k+1]€7T\/ A12(1 - l/)\/ —hT 7& 0. (448)
(9610 s=5% £1o=¢7 \/ —A12 - hggfo

Entonces P ktLpses Lo A
om 0o 8(=1) 5850k 212 0. (4.49)
do 01 waio(Ai2 + héfy)

Las ecuaciones (4.48) y (4.49), tiene como factor comun /8A12(—1)*T1k7, entonces

om .
Tz 0, ) ) Oa 0) 0 07
3510( 510 520 ) 7é

al tener una suma de cantidades positivas distintas de cero. O

Se ha demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 42. Dados v,Q € (0,1), energia h < 0, p impar y q par enteros positivos, la solucion

Syz-simétrica de la proposicion (29) con condiciones iniciales

_he
ny

Aos

1(0) = £2(0) = Ty m(0) =0, n2(0)=0

puede ser continuada a una p-familia de soluciones periddicas S13-simétricas con p =~ 0 positivo corre-
spondientes al problema colineal cargado de tres cuerpos con fuerza repulsiva entre las particulas my y
ms, donde
hy = h
2 = 2

(5 ) ()

En la figura 4.4 se muestra la proyeccién de la solucion correspondiente a los valores v = 0.001, @* = 0.499,

para las gréaficas de la figura 4.4 obtenidas para p = 0,00001, los valores de los pardmetros \;; son
respectivamente Ao = 7,5 x 1075, X\o3 = 2,5 x 1076 y A\;3 = —1,245 x 1071, Para valores de y mayores
a 1 x 107* las soluciones obtenidas ya no son periédicas. Se han escogido estos valores de los pardmetros
para modelar el caso donde el valor de la repulsién entre m; y mg se acerca al maximo posible con este

planteamiento. Las soluciones para p ~ 0 son homotecias de la solucién para p = 0.
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Figura 4.4: Soluciones periédicas Syz-simétricas donde v = 0.001, Q* = 0.499 y valores u = 0, u =
1x 1075,



Capitulo 5

CONCLUSIONES Y
PERSPECTIVAS

5.1. Conclusiones

Las aportaciones de este trabajo son las siguientes:

1. Clasificacion de las variedades de colision para distintos valores de masas y cargas con base a la

teoria de configuraciones centrales.

2. Clasificacion de las variedades de colision para el caso simétrico, donde la magnitud de la fuerza y

la distancia entre las particulas de los extremos con respecto a la particula intermedia es la misma.

3. La dindmica del problema colineal cargado de tres cuerpos cercana a la colision triple para valores

pequenos de la repulsion tiene cualitativamente el mismo comportamiento del caso no cargado.

4. Se obtuvo la dindmica cercana a los puntos de equilibrio no hiperbdlicos (colision triple) obtenidos
al estudiar el diagrama de bifurcacion de la figura 2.12. Para energia negativa soluciones que vienen
de infinito realizando algin tipo de colision binaria se acercan al origen y escapan manteniendo el
mismo tipo de colision binaria, mientras que para energia positiva estas soluciones intercambian el

tipo de colision binaria al pasar cerca de la colision triple.

5. Las variedades centrales para el punto de equilibrio degenerado se tienen para valores positivos de

la energia y son soluciones de colision/escape.

6. La soluciones periddicas simétricas obtenidas en la seccion 4.3 se pueden continuar a una familia

de soluciones periddicas simétricas donde la fuerza entre las masas de los extremos es de repulsion.
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5.2. Nuevas posibilidades de investigacion.

Un tipo de solucién particular del problema colineal de tres cuerpos es la obtenida por Schubart
[Shubart 1956], para la demostracién de la existencia de este tipo de solucién se han utilizado tanto
técnicas variacionales como topoldgicas. La linea de trabajo estudiada por el autor es propuesta por

[Moeckel 1983] y es de tipo topoldgico. A continuacién presentamos los resultados relevantes al respecto.

Definicién 10. Una orbita de Shubart es una solucion periodica del problema colineal de tres cuerpos,

de periodo T, tal que:

1. Parat = 0 las masas m1, ms, ma, dispuestas en esa configuracion, se encuentran en la configuracion
central de Fuler con velocidades iniciales tales que la mq se aleja de ms, mientras que mo Yy ms

tienen velocidades iniciales tales que se acercan para colisionar entre ellas.

T
a0

2. Para el tiempo t = la masa my tiene velocidad nula mientras mo y ms colisionan.

3. En el tiempo t = % las masas regresan a la configuracion de Euler con las velocidades iniciales

invertidas.
. Parat = 3T, las masas my y ms colisionan mientras que mo tiene velocidad nula.
1+ 3

5. Finalmente, para t =T, regresamos a las condiciones iniciales

La existencia de estas soluciones en el caso cargado es verificable siguiendo los argumentos de la prueba
de Moeckel y los resultados obtenidos en esta tesis. Consideremos el problema colineal cargado de tres
cuerpos con masas iguales m; = my = m3 = 1 y cargas ¢ = q2 = a > 0y g3 = —a~!. Se sustituyen
los valores de los productos de masas por los pardametros y se realiza la explosién del origen obteniendo
el sistema de ecuaciones diferenciales (5.1) en coordenadas (r,v,u,~) equivalentes a las coordenadas de

McGehee. En este caso las configuraciones satisfacen que v € [—1, 1]. Las ecuaciones de movimiento son

d
d—; = fycos®u rv, (5.1)
d 1
d—z = 6o(G(u) - 502 cos? u — 2r cos” u),
du _
dS - 77
dry 1 2 ; 2
T = 4Gy (u) — 500 v 7y cos” u + 4sinucos u(v® + 2r),
s

donde el potencial regularizado G(u) se define como

G(u) =cos>u W(u), W(u)= t + M + @ (5.2)
P12 P13 P23

Las distancias entre las particulas estan dadas por

pis = 1+ cos[fysinul, (5.3)
1
pls = 2sin’ [00 sin? (7(u+ Z))}’
2 2
: . 1 T
i = 2an [dsin? (5 3))]
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con la relacion de energia siguiente

1 1
51)2 cos® u + g’y2 — G(u) = rhcos® u. (5.4)

El potencial W (u) tiene singularidades en u = &7 correspondientes a las colisiones binarias. La funcién

W(u) es convexa en (—7, %), con segunda derivada Wy, > 0; hay un tnico punto de equilibrio que

corresponde a la configuracion central de Euler.

En el intervalo (0, §), Wy (u) > 0. El potencial regularizado G/(u) se extiende analiticamente a las colisiones

dobles para tener una funcién analitica en todo R de periodo 7.

\\ / \ 7 J

Figura 5.1: Gréficas de la funcién potencial U(u) y potencial regularizado G(u).

En la figura 5.1 se muestran las gréficas de las funciones W(u) y G(u) en rojo y azul respectivamente. Se
observa que al aumentar la repulsién entre los particulas de los extremos, el potencial regularizado G(u)

cambia su forma. El punto (0, G(0)) pasa de ser un maximo a un minimo.

Al aumentar el valor de la repulsién la funcién potencial W (u) se comporta conforme lo descrito en el
capitulo 2 para el caso de los potenciales simétricos. Los conjuntos de Wazewsky para los valores de
repulsién que satisfacen que W(0) > 0 son topolégicamente el mismo, pues la forma de este conjunto

depende de la forma del potencial W (u) para u € [0, 5].

Los argumentos de la demostracién de Moeckel [Moeckel 1983] cambian cuando se estudia el flujo en
el conjunto de Wazewsky, pues en las ecuaciones de movimiento 5.1 hay una dependencia del compor-

tamiento del potencial regularizado G(u). A partir de estos argumentos se conjetura lo siguiente: Para
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los valores de repulsion, donde se satisface que W(0) > 0 y el punto (0,G(0)) es un mdzimo se tienen
orbitas de Shubart. Esta conjetura se toma como punto de partida para estudiar la dindmica para los
valores de repulsién donde no se satisfacen las dos condiciones anteriores utilizando técnicas topoldgicas y
simulacién numérica, con el objetivo de estudiar la persistencia de la soluciones de Schubart para distintos

valores de la fuerza de repulsién.

Los resultados de esta tesis pueden ser ampliados siguiendo la linea de investigacién propuesta en
[Martynova 2008], donde se utiliza la integracién numérica de las ecuaciones de movimiento para clasificar
a las condiciones iniciales dependiendo de la evolucién de las soluciones que determinan cuando t — oco. Se
pueden tener soluciones periddicas, escapes, soluciones homotéticas 6 soluciones de Shubart. Los autores
han encontrado una regiéon donde las condiciones iniciales dan lugar a soluciones parecidas a la solucion
de Shubart. En el estudio del dtomo de Helio, Mitsusada Sano [Sano 2004] emplea las técnicas anteriores

para estudiar este modelo obteniendo regiones de comportamientos cadticos y una solucién de Shubart.

Con base a lo anterior, se tiene una forma alternativa de estudiar a las soluciones de Shubart desde este
punto de vista. Una conjetura es: en el caso de potenciales simétricos la region donde las condiciones
inictales dan lugar a soluciones de Shubart, tiende a desaparecer a medida que el valor de la repulsion

entre las particulas de los extremos aumenta.
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