
Universidad Autónoma
Metropolitana

Unidad Iztapalapa
Divisón de Ciencias Básicas e

Ingenieŕıa
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Índice general

Resumen 9

AGRADECIMIENTOS 9

Introducción 9

1. Preliminares 1
1.1. Espacios de Hilbert de dimensión finita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Operadores lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. El teorema espectral para operadores normales . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. La transformada de Fourier discreta 11
2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2. Propiedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3. La identidad de Parseval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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4 ÍNDICE GENERAL



Agradecimientos

Antes que nada, quiero agradecer a Dios, porque con su gracia e infinito poder, me ayuda
a salir adelante en cada momento de mi vida.
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Resumen

En este trabajo desarrollamos una presentación autocontenida de la transformada de
Fourier discreta (TFD). Demostramos sus propiedades básicas de convolución, traslación,
dilatación e identidad de Parseval y estudiamos una de sus eigenfunciones definida en térmi-
nos del śımbolo de Legendre (Gaussiana discreta). Siguiendo la referencia [1], revisamos una
generalización de esta transformada al caso de dos subespacios de Hilbert de dimensiones di-
ferentes (TFDG), identificando sus correspondientes propiedades de convolución, traslación,
dilatación e identidad de Parseval. Finalmente, siguiendo la referencia [5], mostramos cómo
la TFD diagonaliza simultámente a todos los elementos del álgebra circulante y determina-
mos el espectro de Gelfand de esta álgebra conmutativa.

No puede existir un lenguaje más universal y simple,
más carente de errores y oscuridades, y por lo tanto más

apto para expresar las relaciones invariables de
las cosas naturales Las matemáticas parecen constituir

una facultad de la mente humana destinada a compensar
la brevedad de la vida y la imperfección de los sentidos.

Joseph Fourier
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Introducción

La transformada de Fourier discreta (TFD) es una aplicación lineal del espacio de Hil-
bert complejo CN en śı mismo. Como su análoga de dimensión infinita o variable continua,
la TFD tiene una gran cantidad de aplicaciones en ingenieŕıa, f́ısica y matemáticas. Se pue-
de considerar como una aplicación del espacio de funciones complejas cuadrado sumables
definidas sobre un grupo ćıclico (o solo conmutativo) discreto, en esta forma junto con sus
generalizaciones al caso no conmutativo, es la base del análisis de Fourier discreto.

Recientemente en [1] se utilizó una generalización de la TFD al caso de dos subespacios
de dimensiones diferentes para estudiar un modelo cuántico de transporte de enerǵıa relacio-
nado con el fenómeno de la fotośıntesis. El propósito principal de este trabajo es identificar
las correspondientes fórmulas de convolución, traslación y dilatación de esta generalización
de la transformada de Fourier discreta (TFDG) e ilustrarlas con algunos ejemplos, véase la
Sección 3.3. As̈ı¿ mismo, identificamos la correspondiente propiedad de Parseval, Teorema
3.2.4, y para completar el trabajo estudiamos una eigenfunción de la TFD y algunas aplica-
ciones en el álgebra de matrices circulantes.

Después de revisar algunos de conceptos del Álgebra Lineal, en el caṕıtulo 2 desarro-
llamos una brev́ısima introducción a la transformada de Fourier discreta, demostrando sus
propiedades básicas de convolución, traslación, dilatación y la identidad de Parseval. Tam-
bién estudiamos una eigenfunción de la TFD definida en términos del śımbolo de Legendre,
cuyo eigenvalor está dado por una suma de Gauss.

En el caṕıtulo 3 introducimos la TFDG, demostramos sus correspondientes propiedades
básicas y las ilustramos con algunos ejemplos.

El caṕıtulo 4 contiene un breve análisis, basado en la referencia [5], de la relación que
existe entre la TFD y el álgebra circulante. Demostramos que la TFD diagonaliza simultánea-
mente a todos los elementos circulantes, calculamos el correspondiente espectro de Gelfand y
mostramos cómo la TFD coincide con la transformada de Gelfand asociada con esta álgebra
conmutativa.

9
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert de dimensión finita

Definición 1.1.1 Un espacio con producto interno es un espacio vectorial complejo H con

una aplicación h·, ·i : H ⇥H �! C que satisface las siguientes propiedades:

i) hu, vi = hv, ui, para cada u, v 2 H,

ii) hu, v + �wi = hu, vi+ �hu, wi para cada u, v, w 2 H y � 2 C,
iii) hu, ui � 0, para cada u 2 H,

iv) Si hu, ui = 0, entonces u = 0.

Como consecuencia de estas propiedades se obtiene lo siguiente.

Proposición 1.1.2 El producto interno satisface:

i) Es lineal conjugado en la primera variable, es decir,

hu+ �v, wi = hw, u+ �vi = hu, wi+ �hv, wi. (1.1)

ii) Se tiene que hu, ui = 0 si y sólo si u = 0.

Demostración. El inciso i) se sigue de iv) de la definición. Por otra parte, si u = 0 entonces
hu, vi = 0, para cada v 2 H, pues:

�hu, vi = hu, vi = µhu, vi (1.2)

para cada �, µ 2 C, entonces hu, vi = 0. ⌅

La norma inducida por el producto interno está definida por kuk2 = hu, ui.

Lema 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy Schwarz) Para cada u, v 2 H se tiene que

hu, vi  kukkvk. (1.3)

La igualdad se cumple si y sólo si u es un múltiplo escalar de v.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Demostración. Sean a = kuk2, b = |hu, vi|, c = kvk2 y un ángulo ↵ = |hu,vi|
hu,vi si hv, ui 6= 0

entonces ↵ = 1, el número complejo ↵ tiene módulo uno y además ↵hv, ui = b Para cualquier
real � tenemos que

0  hu� �↵v, u� �↵vi = kuk2 � 2�Re(↵hv, ui) + �
2kvk2

=kuk2 � 2�|hu, vi|+ �
2kvk2

(1.4)

Entonces a�2b�+ c�
2 � 0, para cualquier real �. Si c = 0 debemos tener que b = 0, pues en

caso contrario la desigualdad es falsa para � positivo grande. Si c > 0, tomando � = b

c
se obtie-

ne que b2  ac. Por la propiedad ii) del producto interno se sigue kuk2�2�|hu, vi|+�2kvk2 = 0
si y sólo si u = ✓v para algún ✓ 2 C. ⌅

Proposición 1.1.4 Para todo u, v 2 H se tiene que

ku+ vk  kuk+ kvk. (1.5)

Demostración. Usando la desigualdad de Schwarz obtenemos que

ku+ vk2 = hu+ v, u+ vi = kuk2 +2Rehu, vi+ kvk2  kuk2 +2|hu, vi|+ kvk2  (kuk+ kvk)2
(1.6)

para toda u, v 2 H. ⌅

Con esta norma el espacio H resulta ser un espacio vectorial normado. Si la dimensión
de H es finita entonces el par (H, h·, ·i) es un espacio de Hilbert. Si la dimensión de H no
es finita, pueden existir sucesiones de Cauchy sin ĺımites en H, el espacio vectorial normado
(H, k · k) puede no ser completo. Un espacio de Hilbert de dimensión infinita es un espacio
con producto interno que es completo bajo la norma k·k. De ahora en adelante, trabajaremos
sólo con espacios de Hilbert complejos de dimensión finita.

Definición 1.1.5 Un conjunto {e1, e2, ..., en} de n vectores en H es ortonormal si cada uno

de ellos es unitario y cada par es ortogonal, de manera breve esta propiedad se describe como

hej, eii = �ij , para 1  i, j  n.

Proposición 1.1.6 En un espacio de Hilbert de dimensión n, un conjunto de n vectores

ortonormales {e1, ..., en} forman una base del espacio

Demostración. Si
nX

j=1

�jej = 0 (1.7)

aśı para cada k = 1, 2, ..., n

0 = hek,
nX

j=1

�jeji =
nX

j=1

�j�kj = �k (1.8)

lo cual demuestra que los n vectores son linealmente independientes y, por lo tanto, una base
ortonormal. ⌅
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1.2. Operadores lineales

Usaremos el śımbolo B(H1, H2) o simplemente B(H) si H1 = H = H2, para denotar al
conjunto de los operadores lineales de H1 en H2. Este conjunto tiene una estructura natural
de espacio vectorial, también tiene una norma que definiremos más adelante.

Dadas bases ortonormales {ei} 1  i  n de H1 y {fj} 1  j  m de H2. Cada operador
x 2 B(H1, H2) tiene una representación matricial (xij), 1  i  n, 1  j  m, donde
xij = hfi, xeji; tal que para cada 1  j  n, xej =

P
i
hfi, xejifi =

P
m

i=1 xi,jfi. Y para un
vector arbitrario u 2 H1 ,u =

P
n

j=1 ujej se tiene que

xu =
nX

j=1

ujxej =
nX

j=1

uj

mX

i=1

xijfi =
mX

i=1

⇣ nX

j=1

xijuj

⌘
fi, (1.9)

es decir, la i-ésima componente de xu está dada por (xu)i =
P

j
xijuj. En otras palabras el

vector renglón xu se obtiene multiplicando la matriz x = (xi,j) por el vector columna u.

Lema 1.2.1 La composición z = yx de dos operadores x 2 B(H,K) y y 2 B(K,L) tiene

asociada la matriz producto yx con respecto a tres bases ortonormales fijas {ej} ⇢ H, {fi} ⇢
K y {gk} ⇢ L.

Demostración. De lo anterior obtenemos

zkl = hgk, zeli = hgk, yxeli = hgk, y
mX

i=1

xi,lfii =
mX

i=1

xilhgk, yfii =
mX

i=1

ykixil = (yx)kl (1.10)

⌅

Definición 1.2.2 El adjunto de un operador x 2 B(H,K) es el único operador x
⇤ 2

B(K,H) que satisface la relación

hu, xviK = hx⇤
u, viH (1.11)

Ejemplo 1.2.3 Dadas dos bases ortonormales fijas en H y K, entonces la matriz de x
⇤
es

la transpuesta conjugada de la matriz de x.

Demostración. Dadas bases ortonormales {ei} 1  i  n de H y {fj} 1  j  m de K.
Cada operador x 2 B(H,K) tiene una representación matricial (xij), 1  i  n, 1  j  m,
donde xij = hfi, xeji; tal que para cada 1  j  n, xej =

P
i
hfi, xejifi =

P
m

i=1 xi,jfi. Y para
un vector arbitrario u 2 H1 ,u =

P
n

j=1 ujej . Pero

x
⇤
fi =

X

i

hx⇤
fi, ejiej =

X

i

hfi, xejiej =
mX

i=1

xi,jfi (1.12)
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y por otro lado

x
⇤
fi =

X

j

hx⇤
fi, ejiej =

nX

j=1

x
⇤
i,j
ej (1.13)

observemos que xji = hxei, fji por lo tanto x
⇤ = x

T ⌅

Definición 1.2.4 Un operador x 2 B(H), es hermitiano o autoadjunto si satisface la con-

dición x
⇤ = x.

Definición 1.2.5 Un operador x 2 B(H) es positivo si satisface la condición hu, xui � 0
para todo vector u 2 H.

Teorema 1.2.6 Dados un operador x 2 B(H) y los vectores u, v 2 H, se cumple la siguiente

identidad de polarización

hu, xvi = 1

4
{hu+v, x(u+v)i�hu�v, x(u�v)i+ihu+iv, x(u+iv)i�ihu�iv, x(u�iv)i} (1.14)

Demostración.

1

4
{hu+ v, x(u+ v)i � hu� v, x(u� v)i+ ihu+ iv, x(u+ iv)i � ihu� iv, x(u� iv)i}

=
1

4
{hu, x(u+ v)i+ hv, x(u+ v)i � hu, x(u� v)i+ hv, x(u� v)i

+ ihu, x(u+ iv)i+ ihiv, x(u+ iv)i � ihu, x(u� iv)i+ ihiv, x(u� iv)i}

=
1

4
{hu, xui+ hu, xvi+ hv, xui+ hv, xvi � hu, xui+ hu, xui+ hv, xui � hv, xvi

+ ihu, xui+ ihu, xivi+ ihiv, xui+ ihiv, xivi � ihu, xui+ ihu, xivi+ ihiv, xui � ihiv, xivi}

=
1

4
{hu, xui+ hu, xvi+ hv, xui+ hv, xvi � hu, xui+ hu, xui+ hv, xui � hv, xvi+ ihu, xui

+ i(�i)hu, xvi+ iihv, xui+ i(�i)ihv, xvi � ihu, xui+ i(�i)hu, xvi+ iihv, xui � i(�i)ihv, xvi}

=
1

4
{4hu, xvi} = hu, xvi

(1.15)

⌅

El espacio vectorial B(H) se convierte en un espacio de Banach cuando se le equipa con
la norma

kxk = sup
u 6=0

kxuk
kuk . (1.16)

Se tiene que kxk = supkuk=1 kxuk = supkuk1 kxu| < 1. En dimensión finita esta norma es
equivalente con la norma Euclideana de la matriz que representa al operador x.

Teorema 1.2.7 Si X, Y 2 B(H) y � 2 C se tienen las siguientes propiedades:
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i) (�X + Y )⇤ = �X
⇤ + Y

⇤

ii) (XY )⇤ = Y
⇤
X

⇤

iii) (X⇤)⇤ = X

iv) kX⇤k = kXk

Demostración.

i)hz, (�X + Y )⇤wi = h(�X + Y )z, wi = �hXz,wi+ hY z, wi
= �hz,X⇤(w)i+ hz, Y ⇤(w)i = hz, �̄X⇤(w)i+ hz, Y ⇤(w)i
= hz, (�̄X⇤ + Y

⇤)(w)i
(1.17)

ii)hXY (z), wi = hY (z), X⇤(w)i = hz, Y ⇤
X

⇤(w)i (1.18)

iii)hz, (X⇤)⇤(w)i = hX⇤(z), wi = hw, (X⇤)zi = hX(w), zi = hw,X(z)i (1.19)

⌅

Definición 1.2.8 Dado un operador x, se dice

i) x es normal si xx
⇤
=x

⇤
x.

ii) Un operador x 2 B(H) es unitario si es un isomorfismo, o isométrico (kxuk = kuk)
de H en śı mismo. Equivalentemente si x

⇤
x = I = xx

⇤
.

iii) V 2 B(H1, H2) es una isometŕıa parcial, si para h 2 (kerV )?, kV hk = khk. El espacio
(kerV )? se llama espacio inicial de V y el espacio ranV es llamado espacio final de

V.

Definición 1.2.9 Sea v un vector de H1 y u un vector de H2, definimos el operador lineal

|uihv| de H1 en H2 mediante la correspondencia

|uihv|w = hv, wiu, 8w 2 H1. (1.20)

Teorema 1.2.10 La función (v, u) 7�! |uihv| de H ⇥H a B(H) satisface lo siguiente:

i) |uihv| es lineal en u y lineal conjugada en v.

ii) (|vihu|)⇤ = |uihv| en particular |uihu| es auto-adjunto.

iii) |uihv|| ih�| = hv, i|uih�|.
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iv) k|uihv|k = kukkvk.

v) Para todo A 2 B(H), A|uihv| = |Auihv| y |uihv|A = |uihA⇤
v|.

Demostración. Sea u, v, w 2 H y ↵, � 2 C

i) |uih↵v|w = h↵v, wiu = ↵hv, wiu (1.21)

ii) |�uihv| = hv, wi�u = �hv, wiu (1.22)

iii) |uihv|| ih�| = |uihv, ih�| como hv, i es un número complejo tenemos que hv, i|uih�| =
|uihv|| ih�|

iv) k|uihv|wk = khv, wiuk = k(kvkkwk)uk = kvkkwkkuk =) k|uihv|k = kukkvk (1.23)

v)A|uihv|w = hv, wiA(u) = |Auihv|w (1.24)

⌅

Podemos apreciar la utilidad de la notación anterior en la siguiente propiedad llamada la
relación de completez para bases ortonormales. Si {|ii} es una base ortonormal de H todo
vector se escribe como v =

P
i
↵i|ii, donde ↵i = hi, vi y por tanto

⇣X

j

|jihj|
⌘
v =

⇣X

j

|jihj|
⌘⇣X

i

↵i|ii
⌘
=

X

j

X

i

↵i|iihj||ii

=
X

j

X

i

↵ihj, ii|ji =
X

↵j|ji = v

(1.25)

Podemos concluir que X

i

|iihi| = I (1.26)

Los valores propios de un operador A son las ráıces del polinomio pA(�) = det(�I � A)
llamado polinomio caracteŕıstico de A. Puesto que nuestros espacios de Hilbert son complejos,
el teorema fundamental del álgebra garantiza que todo operador tiene al menos un valor
propio y su correspondiente vector propio.

El conjunto de vectores propios correspondientes a un valor propio � es el espacio propio
asociado a �; el conjunto de valores propios de un operador es su espectro

Definición 1.2.11 Se dice que un operador A 2 B(H) es diagonalizable si existe una base

ortonormal de vectores propios suyos {wi} con valores propios {�i} respectivamente tales que

A =
P

i
�i|wiihwi|. También se dice que A se diagonaliza con respecto a la base {wi}

Proposición 1.2.12 Si N es operador normal, entonces

i) kerN = kerN⇤

ii) Si v es un elemento tal que Nv = �v, entonces N
⇤
v = �v.
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iii) Si v es un vector propio de N tal que Nv = �v y v, w son vectores ortogonales, entonces

también Nw y v son ortogonales.

Demostración. i) Como

kN⇤
uk2 = hN⇤

u,N
⇤
ui = hNN

⇤
u, ui = hN⇤

Nu, ui = kNuk2 (1.27)

entonces kN⇤
xk = 0 si y sólo si kNxk = 0.

ii) Tenemos que el operador (N � �I) es normal y por la propiedad i), (N � �I)x = 0, si y
sólo si (N � �I)⇤x = 0.
iii)Tenemos que

hv,Nwi = hN⇤
v, wi = �hv, wi = 0

⌅

1.3. El teorema espectral para operadores normales

Teorema 1.3.1 Cualquier operador normal N en un espacio de Hilbert H de dimensión

finita, es diagonal con respecto a alguna base ortonormal de H.

Demostración. Realizaremos inducción sobre d = dimH.
El caso 1 es trivial. Sea d = n, como estamos trabajando con espacios complejos, toda matriz
tiene n valores propios. Por las propiedades mencionadas arriba, N y N

⇤ tienen un vector
propio común w1, que se puede suponer con norma 1. Sea W = {w1}? = {u 2 H : hu, w1i =
0}. Por la propiedad iii) la restricción de N a W está bien definida y por la Hipótesis de
inducción, existe {w2, w3, ..., wn} una base ortonormal de W constituida por vectores propios
de N. Es claro que {w1, w2, ..., wn} es una base ortonormal del espacio de Hilbert, por ende
todo v 2 H se expresa como v =

P
i
aiwi entonces

⇣X

i

�i|wiihwi|
⌘
v) =

X

i

�iaiwi = N

⇣X

i

aiwi

⌘
(1.28)

por lo que podemos concluir que para cualquier operador normal, existe una base ortonormal
en el espacio de Hilbert {wi} formada porlos vectores propios de N y con valores propios
asociados �i}, tal que

N =
X

i

�i|wiihwi| (1.29)

Por lo que se puede observar que la expresión anterior equivale a decir que N =
P

i
�iPi,

con pi la proyección sobre el espacio propio asociado ⌅

Teorema 1.3.2 Los operadores Hermitianos A,B 2 B(H) conmutan si y sólo si existe una

base ortonormal de H con respecto a la cual A y B son diagonalizables simultáneamente
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Demostración. Sea A =
P

a
aPa considerando los valores propios {a} distintos entre si y

Pa es la proyección sobre el espacio propio Ea asociado con a. Se obseva que (Ea) ⇢ Ea

porque x 2 Ea y se cumple ABx = BAx = Bax = aBx, aśı la restricción Ba ⌘ PaBPa

de B a Ea está bien definida y es Hermitiana, por ende Ea tiene una base ortonormal de
vectores propios de Ba (se ve que también son vectores propios de A). Ahora veamos que
cada vector propio u 2 Ea de Ba también lo es de B, en efecto, si Bau = bu tenemos que
bu = Bau = PaBPau = PaBu = Bu pues Bu 2 Ea por la primera observación. Aśı, por cada
Ea hay una base ortonormal de vectores propios de A y B. La base buscada para H es la
unión de dichas bases. ⌅

Definición 1.3.3 Sea P un operador positivo, i.e., P � 0. Si además hPu, ui = 0 sólo es

posible con u = 0 diremos que P es un operador positivo-definido ó estrictamente positivo y

escribiremos P > 0. También definimos A � B si A� B � 0

Proposición 1.3.4 Se tienen las siguientes propiedades:

i) 8u 2 H, |uihu| es positivo.

ii) 8T 2 B(H), T ⇤
T y TT

⇤
son positivos y T � 0 () T

⇤ � 0.

iii) Si T, S 2 B(H) son operadores positivos, entonces �S + T es un operador positivo si

� es un real no negativo.

Demostración. hT ⇤
Tu, ui = hu, TT ⇤

ui hTT ⇤
u, ui = hTu, Tui

Si T, S 2 B(H) son operadores positivos, y � 2 C

h(�T + S)u, ui = �hTu, ui+ hSu, ui (1.30)

pero hSu, ui > 0 y hTu, ui > 0, entonces �hTu, ui � 0 y h�Tu, ui � 0 entonces � � 0 y
� � 0. Por lo tanto � es real. ⌅

Proposición 1.3.5 Si P � 0, entonces P es hermitiano.

Demostración. Todo operador es combinación lineal de dos operadores hermitianos, su
parte real y su parte imaginaria, de hecho tomando A = 1

2(P + P
⇤) y B = 1

2i(P � P
⇤),

entonces P = A+Bi. Pero como P es positivo, tiene parte imaginaria B = 0, es decir,

0  hu, Pui = hu,Aui � ihu,Bui, 8u 2 H (1.31)

con hu,Aui, hu,Bui 2 R para todo u 2 H, entonces B = 1
2i(P �P

⇤) = 0 lo cual implica que
P = P

⇤ ⌅
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Teorema 1.3.6 (Descomposición espectral para operadores positivos). Para todo operador

positivo P 2 B(H) existe una base ortonormal de H formada con vectores propios de P ,

{wi} con valores propios correspondientes {�i} tales que

P =
X

i

�i|wiihwi| con �i � 0. (1.32)

Demostración. Como P es autoajunto, PP
⇤ = P

2 = P
⇤
P , entonces P es normal. Por el

teorema 1.3.1 existe una base ortonormal tal que P =
P

i
�i|wiihwi|. Resta demostrar que

cada �i � 0 pero por la positividad de P se tiene para cada i que

0  hui, Puii = �ihui, uii = �i (1.33)

Esto finaliza la demostración. ⌅
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Caṕıtulo 2

La transformada de Fourier discreta

2.1. Introducción

Sea N � 1 un número natural y CN el espacio de Hilbert complejo de dimensión N . Sea
{en : 0  n  N � 1} la base ortonormal canónica de CN .

Definición 2.1.1 La Transformada de Fourier Discreta (TFD) es una transforma-

ción lineal de CN
en śı mismo que se define mediante

F :=
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen| (2.1)

donde ⇣N es una ráız N-ésima primitiva de la unidad, por ejemplo ⇣N = e
2⇡i 1

N , y |en0ihen|
denota al operador de rango uno de CN

en si mismo definido mediante |en0ihen|u = hen, uien0.

Sea x 2 CN , podemos suponer que x =
P

N�1
n=0 xnen. Nótese que hen, xi = hen,

P
N�1
n0=0 xn0e

0
n
i =P

N�1
n0=0 xn0hen, en0i = xn. Entonces la acción de F sobre un vector x 2 CN está dada expĺıci-

tamente por la fórmula

Fx =
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|x =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
xnen0

=
1p
N

N�1X

n0=0

⇣N�1X

n=0

⇣
nn

0

N
xn

⌘
en0

(2.2)

lo cual implica que la coordenada n-ésima de Fx es

(Fx)n =
N�1X

k=0

⇣
kn

N
xk (2.3)

11
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Por esta razón también se puede definir la transformada de Fourier discreta mediante su
acción sobre vectores de CN de la siguiente manera:

(Fx)n =
N�1X

k=0

xke
2⇡i knN , 0  n  N � 1 (2.4)

Los vectores x 2 CN también se pueden considerar como funciones de los enteros módulo N ,
ZN , en C, i.e., x : ZN 7! C. En este caso la n-ésima coordenada de x corresponde con el valor
de la función x en n, i.e., xn = x(n). Aśı, la transformada de Fourier discreta transforma
cada función x : ZN 7! C en la función F (x) : ZN 7! C, definida mediante la relación

F (x)(n) =
N�1X

k=0

x(k)e2⇡i
kn
N , 0  n  N � 1 (2.5)

2.2. Propiedades básicas

Proposición 2.2.1 La TFD es una transformación lineal de CN
en si mismo.

Demostración.

F (↵x+ y) =
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|(↵x+ y) =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N

�
↵|en0ihen|x+ |en0ihen|y

�

=
1p
N
↵

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|x+

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|y = ↵F (x) + F (y)

(2.6)

⌅

Lema 2.2.2 Los coeficientes ⇣
nn

0
N

= e
2⇡inn0

N satisfacen la relación

N�1X

n=0

⇣
(j�k)n
N

= N�j k , j = 0, 1, 2, . . . (2.7)

donde �ij denota la función delta de Kronecker.

Demostración. Claramente, si j = k se tiene
P

N�1
n=0 ⇣

(j�k)n
N

= N . Ahora si j 6= k, entonces

N�1X

n=0

⇣
(j�k)n
N

=
⇣
N(j�k)
N

� 1

⇣
(j�k)
N

� 1
= 0

⌅
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Proposición 2.2.3 La TFD satisface

F
�
F (x)

�
(n) = x(�n), n 2 ZN (2.8)

Demostración. Nótese que �n+N ⇠= �n, (modN) por lo que

F
�
F (x)

�
=

1p
N

N�1X

m,m0=0

⇣
mm

0

N
|em0ihem|

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|x

=
1

N

N�1X

n,n0m,m0=0

⇣
mm

0

N
⇣
nn

0

N
�mn0x(n)em0 =

1

N

N�1X

n,m0=0

�N�1X

m=0

⇣
m(n+m

0)
N

�
x(n)em0em0

=
1

N

N�1X

n,m0=0

N�(m0+n),0x(n) =
N�1X

n=0

x(n)eN�n =
N�1X

k=0

x(N � k)ek

(2.9)

hemos usado que
P

N�1
m=0 ⇣

m(n+m
0)

N
= N�(m0+n),0, lo cual se demuestra como el lemma anterior.

Después de tomar el producto interno con en obtenemos

F
�
F (x)

�
(n) = x(N � n) = x(�n), n 2 ZN

con lo cual concluimos la demostración. ⌅

2.3. La identidad de Parseval

Teorema 2.3.1 (Identidad de Parseval)

Dados x, y 2 CN
, la TFD es una isometŕıa en CN

, i.e.,

hF (x), F (y)i = hx, yi (2.10)

donde h·, ·i es el producto interno en CN
, lineal en la segunda coordenada y conjugado lineal

en la primera.

Demostración. Sean x, y 2 CN . Por definición de producto escalar y el lema 2.2.2 tenemos
que

hF (x), F (y)i =
D 1p

N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|x,

1p
N

N�1X

l,l0=0

⇣
ll
0

N
|el0ihel|y

E

=
1

N

N�1X

n,n0,l,l0=0

⇣
�nn

0

N
⇣
ll
0

N
hen, xihel, yihen0 , el0i =

1

N

N�1X

n,n0,l,l0=0

⇣
�nn

0

N
⇣
ll
0

N
xnylhen0 , el0i

=
1

N

N�1X

n,n0,l=0

⇣
(l�n)n0

N
xnyl =

1

N

N�1X

n,l=0

N�nlxnyl

=
N�1X

n=0

xnyn = hx, yi

(2.11)
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⌅
Esta propiedad implica que F es un operador unitario.

Proposición 2.3.2 F es una transformación invertible cuya inversa F
⇤
actúa, sobre fun-

ciones x : ZN 7! C, mediante la fórmula

F
⇤(x) =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
�nn

0

N
|enihen0 |x (2.12)

Demostración. Como F es un operador unitario, F es biyectivo. En efecto, si F (x) = 0,
entonces 0 = hF (x), F (y)i = hx, yi para todo y, lo cual implica que x = 0, por lo tanto F es
inyectivo. Ahora, para cada y 2 CN , sea x = F

⇤
y dado por (2.12). Entonces,

F (x) = F
�
F

⇤(y)
�
=F

⇣ 1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
�nn

0

N
|en0ihen|y

⌘

=
1p
N

N�1X

m,m0=0

⇣
mm

0

N
|em0ihem|

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
�nn

0

N
|enihen0 |y

=
1

N

N�1X

n,n0,m,m0=0

�mn⇣
mm

0�nn
0

N
|em0ihen0 |y =

1

N

N�1X

n,n0,m0=0

⇣
n(m0�n

0)
N

|em0ihen0 |y

=
1

N

N�1X

n0,m0=0

N�n0m0 |em0ihen0 |y =
N�1X

n0=0

hen0 , yien0 =
N�1X

n0=0

yn0en0 = y

(2.13)

Esto demuestra que F es suprayectiva y además que FF
⇤ = I. De manera análoga se de-

muestra que F
⇤
F = I. ⌅

2.4. Fórmulas de convolución, traslación y dilatación

Definición 2.4.1 Sean x y y funciones, x, y : ZN 7! C, entonces se define:

i) La convolución x ⇤ y de x con y como la función cuyo valor en k 2 ZN está dado por

(x ⇤ y) (k) = 1p
N

N�1X

l=0

x(l)y(k � l) (2.14)

Consecuentemente, x ⇤ y =
P

N�1
k=0

⇣
1p
N

P
N�1
l=0 x(l)y(k � l)

⌘
ek.

ii) El producto xy de x con y como la función cuyo valor en k 2 ZN es

(xy) (k) = x(k)y(k).
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Teorema 2.4.2 La transformada de Fourier discreta satisface la propiedad de convolución

F (x ⇤ y) = F (x)F (y) (2.15)

donde el producto en el lado derecho es el producto de funciones.

Demostración.

F (x ⇤ y) = 1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 |(x ⇤ y)

=
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 |

⇣N�1X

k=0

� 1p
N

N�1X

l=0

x(l)y(k � l)
�
ek

⌘

=
1

N

N�1X

n,n0=0

N�1X

k=0

⇣
nn

0

N

�N�1X

l=0

x(l)y(k � l)
�
|enihen0 , eki

=
1

N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N

�N�1X

l=0

x(l)y(n0 � l)
�
en =

1p
N

N�1X

n,m=0

N�1X

l=0

⇣
n(m+l)
N

x(l)y(m)en

=
1

N

N�1X

n=0

N�1X

l=0

⇣
nl

N
x(l)

N�1X

m=0

⇣
nm

N
y(m)en =

N�1X

n=0

F (x)(n)F (y)(n)en

(2.16)

Entonces, F (x ⇤ y)(n) =
�
F (x)F (y)

�
(n) para cada n 2 ZN .

Esto termina la demostración. ⌅

Proposición 2.4.3 La TFD satisface las siguientes fórmulas de traslación y dilatación,

respectivameente

(i) (Traslación) Si para cada x 2 CN
definimos su trasladado por a 2 ZN mediante

Ta(x)(k) = x(k � a), k 2 ZN , entonces

F
�
Ta(x)

�
(n) = e

2⇡ian
N F (x)(n)

(ii) (Dilatación) Si para cada x 2 CN
definimos su dilatación por a 2 ZN mediante

Da(x)(k) = x(ak), k 2 ZN , donde el producto ak es en ZN , entonces

F (Da(x))(n) = Da�1F (x)(n)

Demostración.

F
�
Ta(x)

�
(n) =

N�1X

k=0

xk�ae
2⇡i knN =

N�1X

k=0

xke
2⇡i (k+a)n

N

=e
2⇡ian

N

N�1X

k=0

xke
2⇡i knN = e

2⇡ian
N F (x)(n)

(2.17)
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F (Da(x)(n) =
N�1X

k=0

x(ak)e2⇡i
kn
N =

N�1X

k=0

xke
� 2⇡ina�1k

N = F (x)(a�1
n) = Da�1F (x)(n) (2.18)

⌅

2.5. La gaussiana discreta (función propia de la TFD)

Es bien conocido que la función gaussiana 1p
2⇡
e
�x2

2 es una función propia de la transfor-

mada de Fourier usual. En esta sección discutiremos su análoga discreta hN(k).

Definición 2.5.1 Para cualquier entero a, no divisible por un primo impar N , el śımbolo

de Legendre
�

a

N

�
se define como

� a
N

�
=

⇢
1 si b

2 = a modulo N , para algún b 2 ZN

�1 en otro caso
(2.19)

Figura 2.1: Śımbolo de Legendre N=11

Proposición 2.5.2 (Criterio de Euler, ver [2]) Sean a 2 N y N un primo impar que no es

divisor de a, entonces ⇣
a

N

⌘
= a

N�1
2 (2.20)

Demostración. Como ZN es un campo, cada polinomio de grado k tiene a lo más k ráıces.
En particular la ecuación x

2 = a (mod N) tiene a lo más dos soluciones para cada a. Entonces
además de 0, hay a lo más N�1

2 residuos cuadráticos módulo N . Pues cada uno de los N � 1
posibles valores de x puede ir acompañado sólo de un valor más, distinto de x, con el mismo
residuo módulo N .
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Nótese que (N � x)2 = x
2 mod N , pues (N � x)2 � x

2 = N(N � 2x). Entonces los N�1
2

residuos cuadráticos son: 12, 22, · · · ,
�
N�1
2

�2
, mod N .

Por el pequeño teorema de Fermat, como N es primo, aN�1 = 1, mod N , es decir,

(a
N�1

2 � 1)(a
N�1

2 + 1) = 0 (2.21)

Si a es residuo cuadrático, digamos a = b
2
, mod N , entonces a

N�1
2 = b

N�1 = 1, mod N ,
nuevamente por el pequeño teorema de Fermat. Es decir cada residuo cuadrático anula al
primer factor en (2.21). El resto de los residuos deben anular al segundo factor, pues en otro
caso no se cumpliŕıa el pequeño teorema de Fermat, entonces a

N�1
2 = �1 si a no es residuo

cuadrático. Podemos concluir que

a
N�1

2 =
⇣
a

N

⌘
(2.22)

⌅

Demostraremos ahora algunos resultados concernientes a la transformada de Fourier dis-
creta del śımbolo de Legendre como función de su numerador que llamaremos función gaus-
sianal discreta. Iniciamos con una definición.

Definición 2.5.3 Sea N un primo impar, def́ınase para cada k entero,

hN(k) =

( ⇣
k

N

⌘
si N no divide a k

0 si N divide a k

(2.23)

y el correspondiente vector hN con coordenadas hN(k), mediante hN =
P

N�1
k=0 hN(k)ek, con

(ek)1kN la base canónica de CN
.

Lema 2.5.4 Para cualquier a, b 2 Z, si N no es divisor de a ni de b, entonces se cumple

que ⇣
ab

N

⌘
=

⇣
a

N

⌘⇣
b

N

⌘
(2.24)

Demostración. Por el criterio de Euler tenemos que

⇣
ab

N

⌘
= (ab)

N�1
2 = (a)

N�1
2 (b)

N�1
2 =

⇣
a

N

�⇣ b

N

⌘
(2.25)

⌅

Lema 2.5.5 Para N primo impar y N, k primos relativos se cumple que

⇣
k

N

⌘
=

⇣
k
�1

N

⌘
(2.26)

modulo N
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Demostración. Como k no es divisible por N , entonces k tiene inverso en ZN , i.e., existe
k
�1 2 ZN y k k

�1 = 1. Ahora si b2 = k mod N tenemos que

1 =
⇣
kk

�1

N

⌘
=

⇣
k

N

⌘⇣
k
�1

N

⌘
= 1

⇣
k
�1

N

⌘
=

⇣
k
�1

N

⌘
(2.27)

Si k no es residuo cuadrático y no es divisible por N , tenemos que
⇣

k

N

⌘
= �1 y consecuen-

temente

1 =
⇣
kk

�1

N

⌘
=

⇣
k

N

⌘⇣
k
�1

N

⌘
= �1

⇣
k
�1

N

⌘
(2.28)

Por lo tanto, ⇣
k
�1

N

⌘
= �1

Esto demuestra el lema. ⌅

Lema 2.5.6
F (hN)(�k) = hN(k)F (hN)(�1) (2.29)

Demostración. Tenemos que

F (hN) =
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 |

N�1X

l=0

hN(l)el

=
1p
N

N�1X

n,n0,l=0

⇣
nn

0

N
hN(l)hen0 , elien =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
hN(n

0)en

(2.30)

lo cual implica que F (hN)(n) = 1p
N

P
N�1
n0=0 ⇣

nn
0

N
hN(n0) para cada n 2 Z. Entonces si N no

divide a k, por el lema 2.5.5

F (hN)(�k) =
1p
N

N�1X

n0=0

⇣
�kn

0

N
hN(n

0) =
1p
N

N�1X

n0=0

⇣
�kn

0

N

⇣
n
0

N

⌘
, con b = kn

0
,

=
1p
N

N�1X

b=0

⇣
�b

N

⇣
bk

�1

N

⌘
=

⇣
k
�1

N

⌘ 1p
N

N�1X

b=0

⇣
�b

N

⇣
b

N

⌘

= hN(k)F (hN)(�1)

(2.31)

pues N no divide a n
0 ni a kn

0 si 0  n
0  N � 1. Ahora, si N divide a k

F (hN)(�k) =
1p
N

N�1X

n0=0

⇣
�kn

0

N
hN(n

0)

=
1p
N

N�1X

b=0

⇣
�b

N
hN(k

�1
b) = 0

(2.32)
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pues N divide a cada b = kn
0. Esto completa la demostración. ⌅

Teorema 2.5.7 La función hN es una función propia de la transformada de Fourier discre-

ta, de hecho,

F (hN) = g
�1
hN (2.33)

donde g es la suma de Gauss g = F (hN)(�1) =
P

N�1
a=1

�
a

N

�
⇣
a

N
, que satisface g

2 = (�1)
N�1

2 ,

i.e.,

g =

⇢
±1 si

N�1
2 es par

±i si
N�1
2 es impar

(2.34)

Demostración. Tomando transformada de Fourier discreta en (2.29) y usando la fórmula
de inversión en la Proposición 2.8 se obtiene que

hN(k) = F
�
F (hN)

�
(�k) = F (hN)(�1)F (hN)(k) = gF (hN)(k), 8 k (2.35)

Ahora, evaluando (2.35) en k = �1 se obtiene que hN(�1) = g
2. Recordando que

hN(�1) =
⇣�1

N

⌘
= (�1)

N�1
2

la última identidad es por el Criterio de Euler, se concluye que g
2 = (�1)

N�1
2 y termina la

demostración. ⌅

Con un poco de más trabajo usando estas y otras propiedades de la gaussiana discreta
hN , se puede demostrar la bien conocida ley de reciprocidad cuadrática. Pero esto queda
fuera de los objetivos de este trabajo. El lector interesado puede consultar la referencia [4].

2.6. Ejemplos

Ejemplo 2.6.1 Sea x : ZN 7! C tal que xn = 1, 0  n  N , entonces se cumple que

F (x) =
p
Ne0

F (x) =
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|x =

p
Ne0 (2.36)

Demostración. Tomemos xn = 1 para toda n = 0, 1, 2, ..., N � 1

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen|x =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|en0ihen, xi

=
1p
N

N�1X

n0=0

�N�1X

n=0

⇣
nn

0

N

�
en0 =

1p
N

N�1X

n0=0

N�n0,0en0

=
p
Ne0

(2.37)
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⌅

Ejemplo 2.6.2 Si a : ZN 7! C tal que ak = e
2⇡iak

N = ⇣
ak

N
, a = 0, 1, · · · , (N � 1) se cumple

que F (a) =
p
Nea

Demostración.

F (a) =
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 |a =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 , ai = 1p

N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
⇣
an

0

N

=
1p
N

N�1X

n=0

N�1X

n0=0

⇣
(n�a)n0

N
en =

1p
N

N�1X

n=0

N�n,aen =
p
Nea

(2.38)

⌅

Ejemplo 2.6.3 Si �a : ZN 7! C tal que �a(k) = �a,k, a, k = 0, 1, · · · , (N � 1) se cumple que

F (�a) =
1p
N
a, con an = ⇣

an

N
, k = 0, · · ·N � 1.

Demostración.

F (�a) =
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 |�a =

1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|enihen0 , �ai

=
1p
N

N�1X

n,n0=0

⇣
nn

0

N
|eni�a,n0 =

1p
N

N�1X

n=0

⇣
na

N
en = a

(2.39)

⌅

Ejemplo 2.6.4 Si x = 1
2(�1 + ��1) : ZN 7! C, se cumple que F (x)(k) = 1p

N
cos 2⇡k

N
.

Demostración.

F
�
x
�
(k) =

1

2
p
N

�
1 + (�1))

�
=

1

2
p
N

�
⇣
1k
N

+ �
(�1)k
N

�

=
1

2
p
N

�
e

2⇡i1k
N + e

2⇡i(�1)k
N

�
=

1p
N

cos(
2⇡k

N
)

(2.40)

⌅

Ejemplo 2.6.5 Si x = 1
3(�1 + ��1 + �0) : ZN 7! C, se cumple que F (x)(k) = 1

3
p
N
(1 +

2 cos 2⇡k
N

).



2.6. EJEMPLOS 21

Demostración.

F (x)(k) =
1

3
p
N

�
1 + (�1) + 0)

�
=

1

3
p
N

�
⇣
1k
N

+ ⇣
(�1)
N

+ ⇣
(0)k
N

�

=
1

3
p
N

�
e

2⇡i1k
N + e

2⇡i(�1)k
N +1

�
=

1

3
p
N
(1 + 2 cos(

2⇡k

N
))

(2.41)

⌅

Ejemplo 2.6.6 Si x = 1
2(�1 + �0) : ZN 7! C, se cumple que F (x)(k) = 1p

N
e

2⇡ik
N cos ⇡k

N
.

Demostración.

F (x)(l) =
1

2
p
N

�
1 + 0)

�
=

1

2
p
N

�
⇣
1l
N
+ ⇣

(0)k
N

�

=
1

2
p
N

�
e

2⇡i1l
N + e

2⇡i(�0)y
N

�
=

1p
N
e

2⇡il
N cos

2⇡l

N

(2.42)

⌅
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Caṕıtulo 3

La transformada de Fourier discreta
generalizada

Sean EN , EM subespacios mutuamente ortogonales del espacio de Hilbert CN+M , con
dimensiones dimEM = M  N = dimEN . Sean (en)

N�1
n=0 y (fm)

M�1
m=0 bases ortonormales de

EN y EM , respectivamente.
Una proyección ortogonal es una transformación lineal P que es autoadjunta, i.e., hx, Pyi =

hPx, yi que satisface la identidad P
2 = P .

Sea P una proyección ortogonal y sea E = RanP = {Px : x 2 CN+M} su rango. E es
un subespacio de CN+M , pues 0 = P0 2 E y Px+ ↵Py = P (x+ ↵y) 2 E. El complemento
ortogonal de un subespacio E es el subespacio E

? definido mediante

E
? := {x 2 CN+M : hx, yi = 0, 8 y 2 E}

Si P es una proyección ortogonal y E = RanP , para cada x 2 CN+M , se tiene Px 2 E y
x� Px 2 E

?, pues para cada y 2 E tenemos que

hx� Px, yi = hx, yi � hx, Pyi = 0 (3.1)

En particular los vectores Px y x � Px son mutuamente ortogonales y se tiene la descom-
posición ortogonal x = Px + (x � Px), i.e., podemos escribir I = P + (I � P ). De ahora
en adelante, si P es una proyección ortogonal y E = RanP es su rango, la denotaremos
mediante el śımbolo PE. Aśı por ejemplo, PN y PM , denotarán las proyecciones ortogonales
de CN+M sobre los subespacios EN y EM , respectivamente, como CN+M = EN + EM y
EN ? EM , tenemos que EM = I � EN = EN? .

3.1. Definicïı¿ n y propiedades básicas

Definición 3.1.1 La transformada de Fourier discreta generalizada (TFDG) se define como

la transformación lineal ZN,M : EN ! EM dada por

ZN,M =
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
|fmihen| (3.2)

23
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donde, como en el caṕıtulo anterior, ⇣N = e
2i⇡
N .

Consecuentemente, si x 2 EN , x =
P

N�1
n=0 xnen, entonces

ZN,M(x) =
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
|fmihen|

N�1X

n0=0

xn0en0

=
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n,n0=0

⇣
mn

N
xn0�nn0fm =

1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
xnfm

(3.3)

Esto significa que

ZN,M(x)(m) =
N�1X

n=0

⇣
mn

N
xn

Proposición 3.1.2 La TFDG ZN,M es lineal

Demostración. Usando (3.3) se ve que

ZN,M(x+ ↵y) =
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
(xn + ↵yn)fm

=
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
xnfm + ↵

1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
ynfm

=ZN,Mx+ ↵ZN,My

(3.4)

⌅

Proposición 3.1.3 Se cumplen las siguientes relaciones

(i) ZN,N = FN

(ii) Z
2
N,M

= 0 y Z
⇤2
N,M

= 0, donde Z
⇤
N,M

x =
P

N�1
n0=0

P
M�1
m=0 ⇣

�mn
0

N
xmen0

(iii) PMZN,M = ZN,M y ZN,MPN = ZN,M

Demostración. Inmediatamente de la definición de ZN,M se obtiene (i) tomando N = M .
Nótese que

hx, ZN,M yi =h
N�1X

n=0

xnen +
M�1X

m0=0

xm0fm0 ,
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n0=0

⇣
mn

0

N
yn0fmi

=
N�1X

n0=0

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

0

N
xnyn0hen, fmi+

M�1X

m=0

M�1X

m0=0

N�1X

n0=0

⇣
mn

0

N
xm0yn0hfm0 , fmi

=
M�1X

m=0

N�1X

n0=0

⇣
mn

0

N
xmyn0 =

M�1X

m=0

N�1X

n0=0

⇣
mn

0

N
xmhen0 , yi = h

N�1X

n0=0

M�1X

m=0

⇣
�mn

0

N
xmen0 , yi

=hZ⇤
N,M

x, yi

(3.5)
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Podemos concluir que Z
⇤
N,M

x =
P

N�1
n=0

P
M�1
m=0 ⇣

�mn

N
xmen. Ahora, para cada x 2 CN+M tene-

mos que

Z
⇤2
N,M

x =
N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
�mn

N
xmZ

⇤
N,M

en = 0 (3.6)

De manera similar se demuestra que Z
2
N,M

= 0. Eso demuestra (ii).

Finalmente,

PMZN,M =
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
xnPMfm =

1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n,n0=0

⇣
mn

N
xn0�nn0fm

=
1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
xnfm = ZN,M

(3.7)

De manera similar se demuestra la segunda identidad en (iii). Esto concluye la demostración.
⌅

3.2. El Teorema de Parseval

Una isometŕıa parcial UD actuando en CN+M es un operador lineal singular, cuyo kernel
K = K(UD) coincide con el complemento ortogonal de su rango, i.e. K = UD(CN+M)?. La
TFDG ZN,M se puede extender a una transformación lineal de CN+M en śı mismo definiéndola
como cero en E

?
N

= EM . Abusando de la notación pero sin causar confusión, denotaremos
con el mismo śımbolo a esta extensión de ZN,M .

Recordemos que la adjunta de una transformación lineal T de CN+M en śı mismo, es la
transformación lineal T ⇤ definida mediante la relación

hx, Tyi = hT ⇤
x, yi, 8 x, y 2 CN+M

Denotaremos mediante |ZN,M | al operador |ZN,M | = Z
⇤
N,M

ZN,M .

Proposición 3.2.1 (i) ZN,MZ
⇤
N,M

= PM la proyección ortogonal de CN+M
sobre EM .

(ii) |ZN,M | es una proyección ortogonal y |ZN,M |  PN con igualdad si y sólo si N = M ,

i.e., |ZN,M | es una subproyección de PN .
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Demostración.

ZN,MZ
⇤
N,M

=
1

N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
mn

N
|fmihen|

N�1X

n0=0

M�1X

m0=0

⇣
�m

0
n
0

N
|en0ihfm0

=
1

N

N�1X

n,n0=0

M�1X

m,m0=0

⇣
mn�m

0
n
0

N
�nn0 |fmihfm0 |

=
1

N

N�1X

n=0

M�1X

m,m0=0

⇣
(m�m

0)n
N

|fmihfm0 | = 1

N

M�1X

m,m0=0

N�m,m0

=
M�1X

m=0

|fmihfm| = PM

(3.8)

Esto demuestra el inciso (i).
Ahora, |ZN,M |⇤ = (Z⇤

N,M
ZN,M)⇤ = Z

⇤
N,M

ZN,M = |ZN,M |, entonces |ZN,M | es autoadjunto.
Por otra parte,

|ZN,M |2 =(Z⇤
N,M

ZN,M)2 = Z
⇤
N,M

ZN,MZ
⇤
N,M

ZN,M = Z
⇤
N,M

PMZN,M = Z
⇤
N,M

ZN,M

=|ZN,M |
(3.9)

Entonces |ZN,M | es una proyección ortogonal. Pero PN � |ZN,M | es autoadjunto y además

(PN � |ZN,M |)2 =(PN � Z
⇤
N,M

ZN,M)2

=P
2
N
+ (Z⇤

N,M
ZN,M)2 � PNZ

⇤
N,M

ZN,M � Z
⇤
N,M

ZN,MPN

=PN + Z
⇤
N,M

ZN,M � (ZN,MPN)
⇤
ZN,M � Z

⇤
N,M

ZN,M

=PN + Z
⇤
N,M

ZN,M � 2ZN,M)⇤ZN,M

=PN � Z
⇤
N,M

ZN,M = PN � |ZN,M | � 0

(3.10)

Entonces |ZN,M | es una subproyección de PN . Esto concluye la demostración. ⌅

Demostraremos un resultado que generaliza al teorema de Parseval 2.3.1. Para esto ne-
cesitamos definir una base ortonormal distinguida, llamada base ortonormal de vectores de
máximo entrelazamiento y demostrar un lema.

Definición 3.2.2 Los vectores de máximo entrelazamiento 'n 2 EN se obtienen como la

transformada inversa de Fourier de los vectores básicos, i.e.,

'n = F
⇤
N
en =

1p
N

N�1X

n0=0

⇣
�nn

0

N
en0 (3.11)

Lema 3.2.3 (i) El conjunto de vectores de máximo entrelazamiento es una base ortonor-

mal de EN .
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(ii) ker |ZN,M | = kerZN,M = Span{'n : M  n  N � 1}

Demostración. Como la transformada de Fourier es un operador unitario, el inciso (i) se
sigue inmediatamente de esta propiedad.

Ahora, mediante cálculos directos se obtiene que

ZN,MF
⇤
N
=ZN,M =

1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
|fmihen|

1p
N

N�1X

n0,n00=0

⇣
�n

0
n
00

N
|e

n
00 ihen0 |

=
1

N

M�1X

m=0

N�1X

n,n0n00=0

⇣
mn�n

0
n
00

N
�
nn

00 |fmihen0 | = 1

N

M�1X

m=0

N�1X

n,n0=0

⇣
n(m�n

0)
N

|fmihen0 |

=
M�1X

m=0

N�1X

n0=0

�m,n0 |fmihen0 | =
M�1X

m=0

|fmihem|

(3.12)

Consecuentemente,

ZN,M'n = ZN,MF
⇤
N
en =

M�1X

m=0

|fmihem|en =

⇢
fn si 0  n  M � 1
0 si M  n  N � 1

(3.13)

Esto demuestra la segunda identidad del inciso (ii). Por otra parte, la desigualdad kerZN,M ⇢
ker |ZN,M | es inmediata y por el inciso (ii) de la proposición 3.2.1 junto con el inciso (iii) de
la Proposición 3.1.3, si u 2 ker |ZN,M | entonces

0 = ZN,MZ
⇤
N,M

ZN,Mu = PMZN,Mu = ZN,Mu

Esto completa la demostración del lema. ⌅

Teorema 3.2.4 (Parseval generalizado)

Los operadores ZN,M y Z
⇤
N,M

son isomorfismos isométricos que preservan el producto interno

entre los subespacios Ran|ZN,M | ⇢ EN y EM .

Demostración. De la ecuación (3.13) se obtiene que ZN,M'n = fn si 0  n  M � 1.
Multiplicando en ambos lados por Z⇤

N,M
se obtiene que

Z
⇤
N,M

fn = Z
⇤
N,M

ZN,M'n = |ZN,M |'n = 'n

pues |ZN,M | es una proyección. Esto demuestra que la base ortonormal de EM es enviada
por Z⇤

N,M
en una base ortonormal de Ran|ZN,M | = Span{'n : 0  n  M � 1}, i.e., Z⇤

N,M
es

una isometŕıa que preserva el producto interno entre estos subespacios. ⌅

Salvo isomorfismo, el teorema anterior se reduce al teorema de Parseval 2.3.1 en el caso
cuando N = M .
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Proposición 3.2.5 La transformada de Fourier generalizada cumple con

|ZN,M | =
M�1X

b=0

|'bNih'bN |

|ZN,M |? =
N�1X

n=M

|'bNih'bN |

(3.14)

Demostración. Por la proposición (3.2.1) y la ecuación (3.2.3) tenemos que

|ZN,M |? =
1

N

N�1X

a,a0=0

N�1X

b=k

⇣
b(a�a

0)
N

|a0
N
ihaN | =

1

N

N�1X

a,a0=0

N�1X

b=k

⇣
ba

N
⇣
�ba

0

N
|a0

N
ihaN |

=
1

N

N�1X

b=k

|
N�1X

a0=0

⇣
�ba

N
a
0
N
ih

N�1X

a=0

⇣
�ba

N
aN | =

M�1X

b=k

|'bNih'bN |

(3.15)

Aśı

|ZN,M | = PN � |ZN,M |? =
k�1X

b=0

|'bNih'bN | (3.16)

⌅

3.3. Fórmulas de convolución, traslación y dilatación

Teorema 3.3.1 La TFDG satisface la propiedad de convolución

ZN,M(x ⇤ y) = ZN,M(x)ZN,M(y) (3.17)

Demostración.

ZN,M(x ⇤ y) = 1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N
|fmihen|

⇣N�1X

k=0

� 1p
N

N�1X

l=0

x(l)y(k � l)
�
ek

⌘

=
1

N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

N�1X

k=0

⇣
mn

N

�N�1X

l=0

x(l)y(k � l)
�
�nkfm

=
1

N

M�1X

m=0

N�1X

n=0

⇣
mn

N

�N�1X

l=0

x(l)y(n� l)
�
fm =

1p
N

M�1X

m=0

N�1X

n0=0

N�1X

l=0

⇣
m(n0+l)
N

x(l)y(n0)fm

=
1

N

M�1X

m=0

N�1X

l=0

⇣
ml

N
x(l)

N�1X

n0=0

⇣
mn

0

N
y(n0)fm =

M�1X

m=0

ZN,M(x)(m)ZN,M(y)(m)fm

(3.18)

Entonces, ZN,M(x ⇤ y)(m) =
�
ZN,M(x)ZN,M(y)

�
(m) para cada 0  m  M � 1.

Esto termina la demostración. ⌅
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Proposición 3.3.2 La transformada satisface las siguientes fórmulas de traslación y dila-

tación, respectivamente

(i) (Traslación) Si para cada x 2 CN
definimos su trasladado por a 2 ZN mediante

Ta(x)(k) = x(k � a), k 2 ZN , entonces

ZN,M(Ta(x)(m)) = e
2⇡ian

N ZN,M(x)(m)

(ii) (Dilatación) Si para cada x 2 CN
definimos su dilatación por a 2 ZN mediante

Da(x)(k) = x(ak), k 2 ZN , entonces

ZN,M(Da(x))(m) = Da�1(ZN,Mx)(m)

Demostración.

ZN,MTa(x)(m) =
N�1X

n=0

e
2i⇡mn

N Ta(x)n =
N�1X

n=0

e
2i⇡mn

N xn�a

=
N�1X

n0=0

e
2i⇡m(n0+a)

N xn0 = e
2i⇡am

N ZN,M(x)(m)

(3.19)

ZN,M(Da(x))(m) =
N�1X

n=0

e
2i⇡mn

N xan =
N�1X

n0=0

e
2i⇡a�1mn0

N xn0 = Da�1(ZN,Mx)(m) (3.20)

⌅

3.4. Ejemplos

Ejemplo 3.4.1 Sea x : EN ! C tal que xn = 1, 0  n  N , entonces se cumple que

ZN,M(x) =
p
Nf0

Demostración. Tomemos xn = 1 para toda n = 0, 1, 2, ..., N � 1

1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmihen|x =

1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmihen, xi

=
1p
N

M�1X

m=0

�N�1X

n=0

⇣
nm

N

�
fm =

1p
N

M�1X

m=0

N�m,0fm

=
p
Nf0

(3.21)

⌅
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Ejemplo 3.4.2 Si a : EN 7! C tal que ak = e
2⇡iak

N = ⇣
ak

N
, k = 0, 1, · · · , (N � 1) se cumple

que ZN,M(a) =
p
Nfa

Demostración.

ZN,M =
1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmihen|a =

1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmihen, ai =

1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
⇣
an

N
fm

=
1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
(m�a)n
N

fm =
1p
N

N�1X

m=0

N�m,afm =
p
Nfa

(3.22)

⌅

Ejemplo 3.4.3 Si �a : EN 7! C tal que �a(k) = �a,k, a, k = 0, 1, · · · , (N � 1) se cumple que

ZN,M(�a) = a, con am = 1p
N
⇣
am

N
, m = 0, · · ·M � 1.

Demostración.

ZN,M(�a) =
1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmihen|�a =

1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmihen, �ai

=
1p
N

N�1X

n=0

M�1X

m=0

⇣
nm

N
|fmi�a,n =

1p
N

M�1X

m=0

⇣
ma

N
fm = a

(3.23)

⌅

Ejemplo 3.4.4 Si x = 1
2(�1 + ��1) : EN 7! C, se cumple que

ZN,M(x)(l) =
1p
N

cos
2⇡l

N
, 0  l  M � 1. (3.24)

Demostración. Si 0  l  M � 1 entonces (3.23) implica

ZN,M

�
x
�
(l) = =

1

2
p
N

�
⇣
l

N
+ ⇣

�l

N

�

=
1

2
p
N

�
e

2⇡il
N + e

�2⇡il
N

�
=

1p
N

cos(
2⇡l

N
)

(3.25)

⌅

Ejemplo 3.4.5 Si x = 1
3(�1 + ��1 + �0) : EN 7! C, se cumple que

ZN,M(x)(l) =
1

3
p
N
(1 + 2 cos

2⇡l

N
), 0  l  M � 1. (3.26)
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Demostración. Si 0  l  M � 1 entonces (3.23) implica

ZN,M(x)(l) =
1

3
p
N

�
⇣
l

N
+ ⇣

�l

N
+ ⇣

(0)l
N

�

=
1

3
p
N

�
e

2⇡il
N + e

�2⇡il
N + 1

�
=

1

3
p
N
(1 + 2 cos(

2⇡l

N
))

(3.27)

⌅

Ejemplo 3.4.6 Si x = 1
2(�1 + �0) : EN 7! C, se cumple que

ZN,M(x)(l) =
1p
N
e

2⇡il
N f1 + f0, 0  l  M � 1. (3.28)

Demostración. Si 0  l  M � 1 entonces (3.23) implica

ZN,M(x)(l) =
1

2
p
N

�
1 + 0)

�
=

1

2
p
N

�
⇣
1l
N
+ ⇣

(0)l
N

�

=
1

2
p
N

�
e

2⇡il
N + e

2⇡i(�0)y
N

�
=

1p
N
e

2⇡il
N cos

2⇡l

N

(3.29)

⌅
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones

En este caṕıtulo seguimos la referencia [5] para mostrar la estrecha relación entre la
TFD y el álgebra de las matrices circulantes. Nuestra aportación consistió en completar las
demostraciones que los autores dejaron en manos del lector.

4.1. El álgebra de matrices circulantes

Definición 4.1.1 Una matriz compleja de tamaño p⇥ p, c = (cij)0i,jp�1, es circulante si

y sólo si cij = cj�i, para cada 0  i, j  p� 1, donde (c0, · · · , cp�1) es un vector en Cp
y las

operaciones en los sub́ındices son módulo p, (c(j�i) modp). Es decir,

c =

0

BBB@

c0 c1 · · · cp�1

cp�1 c0 · · · cp�2
...

...
...

...

c1 c2 · · · c0

1

CCCA
(4.1)

Usualmente, una matriz circulante c se denota por c = circ(c0, c1, · · · , cp�1) o también me-
diante c = (c0, c1, · · · , cp�1). Cada matriz circulante c es una combinación lineal de potencias
de la matriz de permutación primaria J

c =
p�1X

k=0

ckJ
k (4.2)

con J = circ(0, 1, 0, · · · , 0). Aśı mismo J es una combinación lineal de proyecciones de rango
uno

J =
p�1X

k=0

|ekihek+1| (4.3)

con {ei}p�1
i=0 es la base canónica de Cp, con operaciones en los sub́ındices módulo p. El conjunto

de matrices circulantes de tamaño p⇥ p, Cp, tiene estructura de álgebra conmutativa sobre
los complejos con las operaciones de suma y multiplicación de matrices y multiplicación por

33
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escalares; de hecho, es un álgebra de von Neumann con la operación de involución definida
como la toma de adjuntos. Mostraremos que la aplicación c 7�! (c0, c1, · · · , cp�1) define un
isomorfismo del álgebra de von Neumann de las matrices circulantes en el álgebra de von
Neumann (Cp

, ⇤), donde Cp se provee con su estructura natural de espacio vectorial junto con
la operación de involución consistente en inversión del orden de las coordenadas seguida de
conjugación, (c0, c1, · · · , cp�1)⇤ := (c0, cp�1, · · · , c1), y la multiplicación de vectores definida
mediante la convolución:

c ⇤ c0 := ((c ⇤ c0)0, (c ⇤ c0)1, · · · , (c ⇤ c0)p�1) (4.4)

con (c ⇤ c0)i =
P

p�1
j=0 cjc

0
i�j

, con operaciones módulo p en los sub́ındices.

Proposición 4.1.2 La aplicación ı de Cp en (Cp
, ⇤) definida por ı(c) = (c0, c1, · · · , cp�1) es

un ⇤�isomorfismo de álgebras.

Demostración. Es claro que ı es lineal, pues si c = (c0, · · · , cp�1) y d = (d0, · · · , dp�1) son
dos matrices circulantes, entonces ı(c+�d) = (c0+�d0, · · · , cp�1+�dp�1) = (c0, · · · , cp�1)+
�(d0, · · · , dp�1) = ı(c) + �ı(d). Además

c
⇤ = (

X

k

ckJ
k)⇤ =

X

k

ckJ
k⇤ =

X

k

ckJ
p�k =

X

k

cp�kJ
k = circ(cp, cp�1, · · · , c1),

entonces ı(c⇤) = (c0, cp�1, · · · , c1) = ı(c)⇤. Por otra parte, como cd =
P

k

⇣P
l
cldk�l

⌘
J
k,

tenemos que ı(cd) =
⇣�

ı(c) ⇤ ı(d)
�
0
, · · · ,

�
ı(c) ⇤ ı(d)

�
p�1

⌘
= ı(c) ⇤ ı(d). Es inyectiva pues

ı(c) = 0 implica que c = circ
�
ı(c)

�
= 0 y es sobreyectiva por el teorema de la dimensión.

Podemos concluir que es un ⇤-isomorfismo. ⌅

4.2. El espectro de Gelfand del álgebra circulante

Si A es un álgebra de Banach conmutativa con unidad e, se denota por hom(A,C) al
conjunto de todos los homomorfismos w : A 7�! C de A en los complejos, es decir, w 2
hom(A,C) si w es un funcional lineal complejo tal que

w(xy) = w(x)w(y), para cada x, y 2 A. (4.5)

El espectro de Gelfand de A se define como el conjunto

sp(A) = {w 2 hom(A,C) : w 6= 0} (4.6)

de todos los homomorfismos complejos no triviales de A. En ocasiones también se le llama
espacio de ideales máximos de A.

Proposición 4.2.1 El espectro de Gelfand satisface lo siguiente:
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i) Cada w 2 sp(A) satisface w(e) = 1.

ii) Cada w 2 sp(A) es continuo, mejor aún, kwk = 1.

iii) Para cada w 2 sp(A), ker(w) es un ideal de A.

Demostración. Para cada w 2 sp(A) tenemos que

w(x) = w(xe) = w(x)w(e) 8 x 2 A () w(e) = 1 (4.7)

Sea w en sp(A) y sea M = ker(w), esto es, M = {x 2 A : w(x) = 0}. Como w(x�w(x)e) = 0
para todo x en A, entonces cada elemento en A se puede escribir de la forma ↵e + x para
algún ↵ 2 C y x en M . Entonces

kwk =sup
y 6=0

|w(y)|
kyk = sup

x2M,↵6=0

|w(↵e+ x)|
k↵e+ xk k

= sup
x2M,↵6=0

|↵e|
k↵e+ xkk = sup

h2M

1

ke+ hk = 1,

(4.8)

lo anterior se cumple porque ke+hk � 1 para h = x

↵
, pues la desigualdad ke+hk < 1 implica

que h es invertible, por lo cual h /2 M . Por lo tanto kwk = 1 y por ende w es continua.
Finalmente ker(w) es cerrado bajo sumas y producto por escalares. ⌅

Teorema 4.2.2 Existe una biyección entre los subconjuntos sp(Cp) y {⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1}, don-
de ⇠ es una ráız primitiva de la unidad de orden p

Demostración. Sean w 2 sp(Cp) y J la matriz de permutación primaria. Como w es un
homomorfismo, tenemos que

w(Jk) = w(J)k 2 C (4.9)

para todo k  0. En particular, w(Jp) = w(I) = 1 y en consecuencia w(J)p = 1, por lo que
w(J) es una ráız de la unidad de orden p. Si ⇠ es una ráız primitiva de orden p, existe un
único � = �(w) con 0  �  1 tal que w(J) = ⇠

� . Def́ınase � : sp(Cp) 7�! {⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1},
mediante �(w) = ⇠

� para w 2 sp(Cp) con w(J) = ⇠
�. La aplicación � es una biyección entre

sp(Cp) y {⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1}. Para demostrar esto nótese primero que es inyectiva. En efecto,
si para w1, w2 2 sp(Cp), �(w1) = �(w2), entonces existen únicos 0  �1,�2  1 tales que
�(w1) = ⇠

�1 , �(w2) = ⇠
�2 y aśı

⇠
�1 = ⇠

�2 () �1 � �2 = 0 mod p () �1 = �2 () w1 = w2 (4.10)

donde hemos usado que cada �j , j = 1, 2, está asociado de manera biuńıvoca con su
respectivo wj . Y es sobreyectiva, ya que para cada ⇠

k 2 {⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1}, la aplicación
wk : Cp) 7�! C definida para toda c =

P
p�1
j=0 cjJ

j mediante wk(c) =
P

p�1
j=0 cj⇠

kj define un
elemento wk 2 hom(Cp,C). En efecto, sean ↵ 2 C,

c =
p�1X

j=0

cjJ
j
, d =

p�1X

j=0

djJ
j 2 Cp (4.11)
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para la matriz circulante

↵c+ d =
p�1X

j=0

(↵cj + dj)J
j (4.12)

se tiene que

wk(↵c+ d) =
p�1X

j=0

(↵cj + dj)⇠
kj = ↵

p�1X

j=0

cj⇠
kj +

p�1X

j=0

dj⇠
kj = ↵wk(c) + wk(d) (4.13)

Entonces wk es un funcional. Además se observa que

wk(I) = wk(J
0) = ⇠

k0 = 1 (4.14)

Ahora, la multiplicación de dos matrices circulantes c, d 2 Cp) es la matriz circulante

cd =
p�1X

i=0

p�1X

j=0

cjd(p�j+i)J
i (4.15)

Por lo tanto, como ⇠kp = 1, haciendo m + j ⇠= i mod p, equivalentemente, m = (p � j + i)
mod p, se obtiene

wk(c)wk(d) =
p�1X

m=0

p�1X

j=0

cjdm⇠
k(m+j) =

p�1X

i=0

p�1X

j=0

cjd(p�j+i)⇠
ki = wk(cd) (4.16)

Lo cual demuestra que wk es un homomorfismo no trivial, y wk 2 sp(Cp). Esto concluye la
demostración. ⌅

4.3. La transformada de Gelfand del álgebra circulante

De ahora en adelante identificaremos al conjunto sp(Cp) con las ráıces de la unidad
{⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1}. Cada elemento c 2 Cp da lugar a una función

ĉ : {⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1} ! C (4.17)

definida por

ĉ(⇠k) =
p�1X

j=0

cj⇠
jk
, 0  k  p� 1 (4.18)

La función ĉ se llama la transformada de Gelfand de c y la aplicación c 7�! ĉ es la transfor-
mada de Gelfand. Nótese que cada función ĉ se puede identificar con el vector de todos sus
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valores: ĉ =
�
ĉ(⇠0), ĉ(⇠), · · · , ĉ(⇠p�1)

�
. Esta identificación nos permite escribir a la transfor-

mada de Gelfand como una aplicación lineal ·̂ que asocia con cada matriz (vector) circulante
c = (c0, · · · , cp�1), la función (vector) ĉ =

�
ĉ(⇠0), ĉ(⇠), · · · , ĉ(⇠p�1)

�
, de manera que

ĉ =

0

BBBBB@

1 1 · · · 1 1
1 ⇠ · · · ⇠

p�2
⇠
p�1

...
...

...
...

1 ⇠
p�2 · · · ⇠

(p�2)(p�2)
⇠
(p�2)(p�1)

1 ⇠
p�1 · · · ⇠

(p�1)(p�2)
⇠
(p�1)(p�1)

1

CCCCCA

0

BBBBB@

c0

c1
...

cp�2

cp�1

1

CCCCCA
(4.19)

Es decir, la transformada de Gelfand es el operador

·̂ =
X

0k,lp�1

⇠
kl|ekihel| (4.20)

cuya matriz asociada aparece arriba. Nótese que esta transformación también es la transfor-
mada de Fourier discreta. De hecho el propósito de Gelfand al definir su transformada fue
precisamente generalizar el concepto de transformada de Fourier, originalmente definida en
L1(Rn), al caso de álgebras conmutativas arbitrarias. Aqúı observamos cómo la extensión de
Gelfand se reduce al concepto original de Fourier.

4.4. Diagonalización de matrices circulantes

En esta sección demostraremos que la transformada de Fourier (2.1) diagonaliza a cual-
quier matriz circulante.

Proposición 4.4.1 F
⇤
JF = diag(⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1) En particular, los valores propios de J

son las coordenadas del vector (⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1). Consecuentemente, para cada matriz circu-

lante c, F
⇤
cF es la matriz diagonal

F
⇤
cF = diag

�
ĉ(⇠0), ĉ(⇠), · · · , ĉ(⇠p�1)

�
(4.21)

donde ĉ es la transformada de Gelfand de c dada por (4.18); los valores propios de c son las

coordenadas del vector ĉ =
�
ĉ(⇠0), ĉ(⇠), · · · , ĉ(⇠p� 1)

�
.

Demostración. Tenemos que

F
⇤
J =

1

p

p�1X

i,j=0

⇠
�ij|ejihei|

X

k

|ekihek+1| =
1

p

p�1X

i,j,k=0

⇠
�ij
�ik|ejihek+1|

=
1

p

p�1X

i,j=0

⇠
�ij|ejihei+1|

(4.22)
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de manera que

F
⇤
JF =

1

p2

p�1X

i,j=0

⇠
�ij|ejihei|

p�1X

i0,j0=0

⇠
�i

0
j
0 |ej0ihe0i| =

1

p2

X

i,j,i0,j0

⇠
i
0
j
0�ij

�i+1,i0 |ejihej0 |

=
1

p2

X

i,j,j0

⇠
(i+1)j0�ij)|ejihej0 | =

1

p2

X

j,j0

⇣ p�1X

i=0

⇠
(i(j0�j)

⇠
j
0 |ejihej0 |

⌘

=
1

p2

X

j,j0

⇠
(i(j0�j)

⇠
j
0 |ejihej0 | =

1

p2

X

j,j0

p�jj0⇠
j
0 |ejihej0 |

=
1

p

X

j,j0

⇠
j
0 |ejihej0 | = diag(⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1)

(4.23)

Esto demuestra la primera afirmación de la proposición, el resto es consecuencia de la iden-
tidad

c =
p�1X

k=0

ckJ
k (4.24)

⌅
De acuerdo con el resultado de la proposición anterior, los valores propios (espectro) de cada
matriz circulante c, se obtienen mediante los valores {⇠0, ⇠, · · · , ⇠p�1} de la transformada
de Gelfand en cada elemento del espectro de Gelfand {ĉ(⇠0), ĉ(⇠), · · · , ĉ(⇠p�1)} del álgebra
circulante. Esta es una propiedad general de la transformada de Gelfand en cualquier álgebra
conmutativa.



Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos desarrollado una introducción a la transformada de Fourier dis-
creta (TFD). Demostramos sus propiedades básicas de convolución, traslación, dilatación
e identidad de Parseval y estudiamos una de sus eigenfunciones (Gaussiana discreta). Re-
visamos una generalización de esta transformada al caso de dos subespacios de Hilbert de
dimensiones diferentes (TFDG), identificando sus correspondientes propiedades de convo-
lución, traslación, dilatación e identidad de Parseval. Mostramos cómo la TFD diagonaliza
simultámente a todos los elementos del álgebra circulante y determinamos el espectro de
Gelfand de esta ágebra conmutativa.

En esta dirección se podŕıa continuar estudiando:

1. Otras eigenfunciones de la TFD y más generalmente su teoŕıa espectral.

2. Otras extensiones de la TFD, por ejemplo al caso de grupos no conmutativos.

3. Otras aplicaciones de la TFD y sus extensiones.

39
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Bajo la   Presidencia   del   primero   y  con carácter de
Secretario el último, se reunieron para proceder al Examen
de Grado  cuya  denominación  aparece  al  margen, para la
obtención del grado de:   

MAESTRA EN CIENCIAS (MATEMÁTICAS)

DE: KARLA ADRIANA ORTEGA GALLEGOS

y de   acuerdo   con   el   artículo   78 fracción III del
Reglamento de   Estudios   Superiores   de  la Universidad
Autónoma Metropolitana,    los    miembros    del   jurado
resolvieron:  

KARLA ADRIANA ORTEGA GALLEGOS

ALUMNA

REVISÓ
Acto continuo,  el  presidente  del  jurado  comunicó a la
interesada el  resultado  de  la  evaluación  y,  en  caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.

MTRA. ROSALIA SERRANO DE LA PAZ
DIRECTORA DE SISTEMAS ESCOLARES

DIRECTOR DE LA DIVISIÓN DE CBI PRESIDENTE

DR. JESUS ALBERTO OCHOA TAPIA DR. RICARDO MARCELIN JIMENEZ

VOCAL SECRETARIO

DR. CRISPIN HERRERA YAÑEZ DR. JORGE RICARDO BOLAÑOS SERVIN

Aprobar

El presente documento cuenta con la firma –autógrafa, escaneada o digital, según corresponda- del funcionario universitario competente, que certifica que las firmas que 
aparecen en esta acta – Temporal, digital o dictamen- son auténticas y las mismas que usan los c.c. profesores mencionados en ella


