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Resumen

En este trabajo desarrollamos una presentacién autocontenida de la transformada de
Fourier discreta (TFD). Demostramos sus propiedades bésicas de convolucién, traslacién,
dilatacién e identidad de Parseval y estudiamos una de sus eigenfunciones definida en térmi-
nos del simbolo de Legendre (Gaussiana discreta). Siguiendo la referencia [1], revisamos una
generalizacion de esta transformada al caso de dos subespacios de Hilbert de dimensiones di-
ferentes (TFDG), identificando sus correspondientes propiedades de convolucion, traslacién,
dilatacion e identidad de Parseval. Finalmente, siguiendo la referencia [5], mostramos cémo
la TFD diagonaliza simultamente a todos los elementos del dlgebra circulante y determina-
mos el espectro de Gelfand de esta algebra conmutativa.

No puede existir un lenguaje mas universal y simple,
mas carente de errores y oscuridades, y por lo tanto mas
apto para expresar las relaciones invariables de

las cosas naturales Las matematicas parecen constituir
una facultad de la mente humana destinada a compensar
la brevedad de la vida y la imperfeccién de los sentidos.
Joseph Fourier
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Introduccion

La transformada de Fourier discreta (TFD) es una aplicacién lineal del espacio de Hil-
bert complejo CV en si mismo. Como su andloga de dimensién infinita o variable continua,
la TFD tiene una gran cantidad de aplicaciones en ingenierfa, fisica y matematicas. Se pue-
de considerar como una aplicacion del espacio de funciones complejas cuadrado sumables
definidas sobre un grupo ciclico (o solo conmutativo) discreto, en esta forma junto con sus
generalizaciones al caso no conmutativo, es la base del analisis de Fourier discreto.

Recientemente en [1] se utiliz6 una generalizacién de la TFD al caso de dos subespacios
de dimensiones diferentes para estudiar un modelo cuantico de transporte de energia relacio-
nado con el fenémeno de la fotosintesis. El propdsito principal de este trabajo es identificar
las correspondientes formulas de convolucién, traslacion y dilatacion de esta generalizacion
de la transformada de Fourier discreta (TFDG) e ilustrarlas con algunos ejemplos, véase la
Seccién 3.3. Asij4 mismo, identificamos la correspondiente propiedad de Parseval, Teorema
3.2.4, y para completar el trabajo estudiamos una eigenfuncién de la TFD y algunas aplica-
ciones en el algebra de matrices circulantes.

Después de revisar algunos de conceptos del Algebra Lineal, en el capitulo 2 desarro-
llamos una brevisima introduccién a la transformada de Fourier discreta, demostrando sus
propiedades basicas de convolucién, traslacion, dilatacién y la identidad de Parseval. Tam-
bién estudiamos una eigenfuncién de la TFD definida en términos del simbolo de Legendre,
cuyo eigenvalor esta dado por una suma de Gauss.

En el capitulo 3 introducimos la TFDG, demostramos sus correspondientes propiedades
bésicas y las ilustramos con algunos ejemplos.

El capitulo 4 contiene un breve andlisis, basado en la referencia [5], de la relacién que
existe entre la TFD y el algebra circulante. Demostramos que la TFD diagonaliza simultédnea-
mente a todos los elementos circulantes, calculamos el correspondiente espectro de Gelfand y
mostramos como la TFD coincide con la transformada de Gelfand asociada con esta algebra
conmutativa.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert de dimensién finita

Definicién 1.1.1 Un espacio con producto interno es un espacio vectorial complejo H con
una aplicacion (-,-) : H x H — C que satisface las siguientes propiedades:

i) (u,v) = (v,u), para cada u,v € H,

i) (u, v+ Aw) = (u,v) + Nu,w) para cada u,v,w € H y A € C,

iii) (u,u) >0, para cada u € H,

iv) Si (u,u) =0, entonces u = 0.

Como consecuencia de estas propiedades se obtiene lo siguiente.

Proposiciéon 1.1.2 El producto interno satisface:
i) Es lineal conjugado en la primera variable, es decir,

(u+ A, w) = (w,u+ Av) = (u, w) + XN v, w). (1.1)

ii) Se tiene que (u,u) =0 siy sdlo si u=0.

Demostracidén. El inciso i) se sigue de iv) de la definicién. Por otra parte, si u = 0 entonces
(u,v) =0, para cada v € H, pues:

Mu, vy = (u,v) = plu,v) (1.2)

para cada A, u € C, entonces (u,v) = 0. [ |

La norma inducida por el producto interno estd definida por ||u||? = (u, u).
Lema 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy Schwarz) Para cada u,v € H se tiene que
(u, v) < flulflvfl (1.3)

La igualdad se cumple si y solo si u es un multiplo escalar de v.

1
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Demostracién. Sean a = |[ul]?, b = |(u,v)|, ¢ = ||v||?

y un dngulo a = |§ZZ§| si (v,u) # 0

entonces a = 1, el nimero complejo « tiene médulo uno y ademéds a (v, u) = b Para cualquier
real A tenemos que

0 < (u— Aav,u — Aaw) = |[ul|* = 2ARe(a (v, u)) + X?||v]?

(1.4)
=[lull® = 2\ (u, v)| + X*|lv]|?

Entonces a — 2bA 4+ cA? > 0, para cualquier real \. Si ¢ = 0 debemos tener que b = 0, pues en
caso contrario la desigualdad es falsa para A positivo grande. Si ¢ > 0, tomando A = g se obtie-
ne que b? < ac. Por la propiedad i) del producto interno se sigue |[u||?—2\|{u, v)[+A?||v]|> = 0
si y solo si u = fv para algun 0 € C. [ |

Proposicién 1.1.4 Para todo u,v € H se tiene que
[u+ ol < Jlull + (o] (1.5)

Demostracién. Usando la desigualdad de Schwarz obtenemos que

lutol* = (w+v,utv) = ul*+2Re(u, v) + [Jo]|* < [Jul® + 2[u, o)+ [Jo[|* < (fJull + [[o]])*

(1.

mZ =<

para toda u,v € H.

Con esta norma el espacio H resulta ser un espacio vectorial normado. Si la dimension
de H es finita entonces el par (H,(-,-)) es un espacio de Hilbert. Si la dimensién de H no
es finita, pueden existir sucesiones de Cauchy sin limites en H, el espacio vectorial normado
(H, || -||) puede no ser completo. Un espacio de Hilbert de dimensién infinita es un espacio
con producto interno que es completo bajo la norma ||-||. De ahora en adelante, trabajaremos
solo con espacios de Hilbert complejos de dimensién finita.

Definicién 1.1.5 Un conjunto {ey, ea, ...,e,} de n vectores en H es ortonormal si cada uno
de ellos es unitario y cada par es ortogonal, de manera breve esta propiedad se describe como
(ej,e;) =0; , para 1 <1, j <n.

Proposiciéon 1.1.6 En un espacio de Hilbert de dimension n, un conjunto de n vectores
ortonormales {ey, ...,e,} forman una base del espacio

Demostracién. Si .
Z )\jej = 0 (17)
j=1

asi para cada k=1,2,...,n
0= <€k, Z )‘jej> = Z )\jékj = >\k (18)
j=1 j=1

lo cual demuestra que los n vectores son linealmente independientes y, por lo tanto, una base
ortonormal. [
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1.2. Operadores lineales

Usaremos el simbolo B(Hy, Hy) o simplemente B(H) si Hy = H = Hs, para denotar al
conjunto de los operadores lineales de H; en H,. Este conjunto tiene una estructura natural
de espacio vectorial, también tiene una norma que definiremos mas adelante.

Dadas bases ortonormales {¢;} 1 <i<mnde Hy y {f;} 1 <j<m de Hy. Cada operador
x € B(Hy, H,) tiene una representacién matricial (z;;), 1 < i < n, 1 < j < m, donde

zi; = (fi,xe;); tal que para cada 1 < j < n, ze; = > . (fi,xe;) fi = > 0° xi;fi- Y para un
vector arbitrario u € Hy ,u = Z?Zl uje; se tiene que

Tu = Zuj:cej = Zuj Z:L'mfz = Z (leju])flu (1.9)
j=1 j=1 =1 =1 j=

es decir, la i-ésima componente de zu estd dada por (zu); = Z]‘ x;;u;. En otras palabras el
vector renglén xu se obtiene multiplicando la matriz x = (z; ;) por el vector columna w.

Lema 1.2.1 La composicion z = yx de dos operadores v € B(H,K) yy € B(K, L) tiene
asociada la matriz producto yx con respecto a tres bases ortonormales fijas {e;} C H, {fi} C

K y{g} C L.

Demostracion. De lo anterior obtenemos
2 = (i, zer) = (g, ywer) = (g y Y wiafi) = Y walge, vfi) = D ykiwa = (ya)w (1.10)
i=1 i=1 i=1

Definicién 1.2.2 El adjunto de un operador x € B(H,K) es el unico operador z* €
B(K, H) que satisface la relacion

(u,xv) g = (x"u,v)y (1.11)

Ejemplo 1.2.3 Dadas dos bases ortonormales fijas en H y K, entonces la matriz de * es
la transpuesta conjugada de la matriz de x.

Demostracién. Dadas bases ortonormales {e;} 1 <i<nde Hy {f;} 1 <j<mde K.
Cada operador z € B(H, K) tiene una representaciéon matricial (z;;), 1 <7 <n, 1 <j <m,
donde x;; = (f;, xe;); tal que para cada 1 < j <n, ze; =Y (fi,ze;) fi = > o @i jfi. Y para
un vector arbitrario u € H; ,u = 2?21 uje; . Pero

x*fz = Z<l’*fi,€j>€j - Z fwxej lejfl (112)

i
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y por otro lado

' fi = Z " fiej)e; que] (1.13)

J

observemos que T;; = (ze;, f;) por lo tanto z* =T [ |

Definicién 1.2.4 Un operador x € B(H), es hermitiano o autoadjunto si satisface la con-
dicion =¥ = x.

Definicién 1.2.5 Un operador x € B(H) es positivo si satisface la condicion (u,xu) > 0
para todo vector u € H.

Teorema 1.2.6 Dados un operador x € B(H) y los vectores u,v € H, se cumple la siguiente
tdentidad de polarizacion

(u, zv) = %{(u%—v,x(u+v)>—(u—v,x(u—v))+i<u—|—iv,x(u+iv))—z‘<u—iv,a:(u—iv)>} (1.14)
Demostracién.
i{(u +v,z(u+v)) — (u—v,z(u—v)) +i{u+ v, z(u+iv)) —i{u —iv,z(u —wv))}
= i{(u, z(u+v)) + (v, z(u+v)) — (u, z(u —v)) + (v, (u — v))
+i(u, x(u + w)) + i(iv, x(u + ) — i{u, x(u — w)) + (v, (v —iv))}
= i{(u,xu) + (u, xv) + (v, zu) + (v, 20y — (u, zu) + (u, xu) + (v, 20) — (V, TV)
+ i{u, xu) + i{u, iv) + i (v, zu) + i(iv, viv) — i{u, xu) + i(u, viv) + i{iv, zu) — i(iv, ziv) }
{
)

= %{(u, zu) + (u, zv) + (v, zu) + (v, xV) — (U, Tu) + (U, TU) + (V, 2U) — (V, TV) + P (U, TU)

(1.15)

+i(—1)(u, zv) + i (v, xu) + i(—1)i{v, zv) — i{u, xu) + i(—i){u, xv) + ii{v, xu) — i(—i)i{v, xv)}

= i{4<u,xv)} = (u, zv)
|

El espacio vectorial B(H) se convierte en un espacio de Banach cuando se le equipa con

la norma
IIwUII

Se tiene que ||z|| = supy, = [[vull = supj, < ||:1cu| < 00. En dimensién finita esta norma es
equivalente con la norma Euclideana de la matriz que representa al operador x.

]l = SUP Tl (1.16)

Teorema 1.2.7 Si X|Y € B(H) y A € C se tienen las siguientes propiedades:
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i) AX +Y)* = AX* +Y*
i) (XY)*=Y*X*
i) (X*) =X
w) [|X7] = [1X]]
Demostracién.
i)z, AX +Y)'w) = (AX +Y)z,w) = MXz,w) + (Yz,w)
= Mz, X*(w)) + (2, Y (w)) = (2, AX"(w)) + (2, Y"(w))  (L.17)
= (2, AX" +Y7")(w))
i) (XY (2),w) = (Y(2), X*(w)) = (2, Y X" (w)) (1.18)
i) (z, (X7)"(w)) = (X" (2), w) = (w, (X*)2) = (X(w), 2) = (w, X(2)) (1.19)
|
Definicién 1.2.8 Dado un operador x, se dice
i) x es normal si xx* =r*z.
ii) Un operador x € B(H) es unitario si es un isomorfismo, o isométrico (|zu| = ||u||)

de H en si mismo. Equivalentemente si x*x = I = xx*.

i) V € B(Hy, Hy) es una isometria parcial, si para h € (ker V), ||V h|| = ||h]|. El espacio
(ker V)L se llama espacio inicial de V 1 el espacio ranV es llamado espacio final de

V.

Definicién 1.2.9 Sea v un vector de Hy y u un vector de Hy, definimos el operador lineal

|u)(v| de Hy en Hy mediante la correspondencia

lu) (v|w = (v, w)u, Yw € Hy.

(1.20)

Teorema 1.2.10 La funcion (v,u) — |u){v| de H x H a B(H) satisface lo siguiente:

i) |u)(v| es lineal en u y lineal conjugada en v.
i) (|v)(u])* = |u)(v| en particular |u){u| es auto-adjunto.

wit) |u) (v][)(@] = (v, )lu) (¢l
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w) [[fw)olll = llullfv]l
v) Para todo A € B(H), Alu)(v| = |Au)(v| y |u)(v|A = |u)({A*v|.

Demostraciéon. Sea u,v,w € Hy o, € C
i) |u)(av|w = {av,w)u = av, w)u (1.21)

1) |Bu)(v| = (v, w)pfu = f{v,w)u (1.22

iii) |u) (v]|)(P| = |u){v,){¢| como (v, 1)) es un nimero complejo tenemos que (v, ) |u)(¢| =
|u) (vl |9) (4]

~—

i) [[[u)wlwl]] = [[(v, wyul = [[([ol[[wDull = vllwllull = l[lull = el (1.23)
v)Alu) (vlw = (v, w)A(u) = |Au){v|w (1.24)
|

Podemos apreciar la utilidad de la notacién anterior en la siguiente propiedad llamada la
relacién de completez para bases ortonormales. Si {|7)} es una base ortonormal de H todo
vector se escribe como v = ), ;]7), donde o; = (i,v) y por tanto

(;|j><j|)v=(z|j><j|)(z )= Zzaz Gili)
—ZZOM, i) = asli) = v

(1.25)

Podemos concluir que

Z iy (i| = I (1.26)

Los valores propios de un operador A son las raices del polinomio ps(A) = det(A] — A)
llamado polinomio caracteristico de A. Puesto que nuestros espacios de Hilbert son complejos,
el teorema fundamental del algebra garantiza que todo operador tiene al menos un valor
propio y su correspondiente vector propio.

El conjunto de vectores propios correspondientes a un valor propio A es el espacio propio
asociado a A; el conjunto de valores propios de un operador es su espectro

Definicién 1.2.11 Se dice que un operador A € B(H) es diagonalizable si existe una base
ortonormal de vectores propios suyos {w;} con valores propios {\;} respectivamente tales que
A= N|w;)(w;|. También se dice que A se diagonaliza con respecto a la base {w;}

Proposiciéon 1.2.12 5i N es operador normal, entonces
i) ker N = ker N*

ii) Siv es un elemento tal que Nv = v, entonces N*v = .
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ii1) Siv es un vector propio de N tal que Nv = \v y v, w son vectores ortogonales, entonces
también Nw y v son ortogonales.

Demostracién. i) Como
|[N*ul|?* = (N*u, N*u) = (NN*u,u) = (N*Nu,u) = | Nul]? (1.27)

entonces ||[N*z|| =0 si y sélo si | Nz|| = 0.
i1) Tenemos que el operador (N — AI') es normal y por la propiedad i), (N — A)z =0, siy
solo si (N — A)*z = 0.
i7i) Tenemos que
(v, Nw) = (N*v,w) = AMv,w) =0

1.3. EIl teorema espectral para operadores normales

Teorema 1.3.1 Cualquier operador normal N en un espacio de Hilbert H de dimension
finita, es diagonal con respecto a alguna base ortonormal de H.

Demostracion. Realizaremos induccién sobre d = dim H.

El caso 1 es trivial. Sea d = n, como estamos trabajando con espacios complejos, toda matriz
tiene n valores propios. Por las propiedades mencionadas arriba, N y N* tienen un vector
propio comtin wy, que se puede suponer con norma 1. Sea W = {w;}* = {u € H : {(u,w,) =
0}. Por la propiedad i#ii) la restriccién de N a W esta bien definida y por la Hipdtesis de
induccién, existe {wsq, ws, ..., w, } una base ortonormal de W constituida por vectores propios
de N. Es claro que {wy,ws, ...,w,} es una base ortonormal del espacio de Hilbert, por ende
todo v € H se expresa como v = » . a;w; entonces

(Z Ai\w¢><wi|>v) = Z \a;w; = N(Zaiwi) (1.28)

por lo que podemos concluir que para cualquier operador normal, existe una base ortonormal
en el espacio de Hilbert {w;} formada porlos vectores propios de N y con valores propios
asociados \; }, tal que

N = Z i w; ) (w (1.29)

Por lo que se puede observar que la expresién anterior equivale a decir que N = ) .\ P,
con p; la proyeccién sobre el espacio propio asociado [

Teorema 1.3.2 Los operadores Hermitianos A, B € B(H) conmutan si y sélo si existe una
base ortonormal de H con respecto a la cual A y B son diagonalizables simultdneamente
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Demostracién. Sea A = ) aP, considerando los valores propios {a} distintos entre si y
Pa es la proyeccion sobre el espacio propio E, asociado con a. Se obseva que (E,) C E,
porque x € E, y se cumple ABx = BAxr = Bax = aBux, asi la restriccion Ba = PaBPa
de B a FE, estd bien definida y es Hermitiana, por ende FE, tiene una base ortonormal de
vectores propios de B, (se ve que también son vectores propios de A). Ahora veamos que
cada vector propio u € E, de B, también lo es de B, en efecto, si B,u = bu tenemos que
bu = B,u = P,BP,u = P,Bu = Bu pues Bu € E, por la primera observacion. Asi, por cada
E, hay una base ortonormal de vectores propios de A y B. La base buscada para H es la
union de dichas bases. u

Definicién 1.3.3 Sea P un operador positivo, i.e., P > 0. Si ademds (Pu,u) = 0 sdlo es
posible con u =0 diremos que P es un operador positivo-definido ¢ estrictamente positivo y
escribiremos P > 0. También definimos A > B si A— B >0

Proposicién 1.3.4 Se tienen las siguientes propiedades:

i) Yu € H, |u)(u| es positivo.
ii) YT € B(H), T*T y TT* son positivos y T > 0 <= T* > 0.

iii) SiT,S € B(H) son operadores positivos, entonces AS + T es un operador positivo si
A es un real no negativo.

Demostracién. (T*Tu,u) = (u, TT*u) (TT*u,u) = (Tu, Tu)
Si T,S € B(H) son operadores positivos, y A € C

(AT + S)u,u) = MTu,u) + (Su,u) (1.30)

pero (Su,u) > 0y (Tu,u) > 0, entonces AN(Tu,u) > 0y (A\Tu,u) > 0 entonces A > 0y
A > 0. Por lo tanto A es real. [ |

Proposiciéon 1.3.5 Si P > 0, entonces P es hermitiano.

Demostraciéon. Todo operador es combinacion lineal de dos operadores hermitianos, su
parte real y su parte imaginaria, de hecho tomando A = %(P + P*)y B = 2%(P — P*),
entonces P = A + Bi. Pero como P es positivo, tiene parte imaginaria B = 0, es decir,

0 < {(u, Pu) = (u, Au) — i{u, Bu), Yu € H (1.31)

con (u, Au), (u, Bu) € R para todo u € H, entonces B = 2%(P — P*) =0 lo cual implica que
P =P |
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Teorema 1.3.6 (Descomposicion espectral para operadores positivos). Para todo operador
positivo P € B(H) existe una base ortonormal de H formada con vectores propios de P,
{w;} con valores propios correspondientes {\;} tales que

P = Z)\Z|wl)<wz| con X\ > 0. (1.32)

Demostracién. Como P es autoajunto, PP* = P? = P*P, entonces P es normal. Por el
teorema 1.3.1 existe una base ortonormal tal que P = > . \;|w;)(w;|. Resta demostrar que
cada \; > 0 pero por la positividad de P se tiene para cada ¢ que

Esto finaliza la demostracién. [ ]
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Capitulo 2

La transformada de Fourier discreta

2.1. Introducciéon

Sea N > 1 un ntimero natural y C¥ el espacio de Hilbert complejo de dimensién N. Sea
{e, : 0 <n < N — 1} la base ortonormal canénica de CV.

Definicién 2.1.1 La Transformada de Fourier Discreta (TFD) es una transforma-
cion lineal de CN en si mismo que se define mediante

Z G lenr) (en] (2.1)

nn’ 0

donde (n es una raiz N-ésima primitiva de la unidad, por ejemplo (n = 62’”%, Y len){en]
denota al operador de rango uno de CN en si mismo definido mediante |ey ) {e,|u = (e, u)e,.

N-1 s N—1
Sea x € CV, podemos suponer que z = Y Tn€,,. NGtese que (€,, 1) = (en, > 0o Tnr€lh) =
N-1 - . ..
S o Tn (€n, €nr) = T, Entonces la accién de F sobre un vector z € CV estd dada explici-
tamente por la férmula

N-—

N—
Z nn' len ) (enlz = Z "o e

3\
3\ -

- (2.2)
-1 N-
= Z (Z 7 Jex
W i
lo cual implica que la coordenada n-ésima de F'z es
N-1
(Fa)n = (N (2.3)

i

0

11
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Por esta razon también se puede definir la transformada de Fourier discreta mediante su
accién sobre vectores de CV de la siguiente manera:

=

-1

(Fx), = 2N, 0<n <N-—1 (2.4)

B
Il
o

Los vectores z € CV también se pueden considerar como funciones de los enteros médulo N,
Zy,en C,ie., x: Zy +— C. En este caso la n-ésima coordenada de x corresponde con el valor
de la funcién z en n, i.e., z, = x(n). Asi, la transformada de Fourier discreta transforma
cada funcién x : Zy — C en la funcién F(x) : Zy — C, definida mediante la relacién

F@)(n) =Y z(k)e*™%, 0<n<N-—1 (2.5)

2.2. Propiedades basicas

Proposicién 2.2.1 La TFD es una transformacion lineal de CY en si mismo.

Demostracioén.
L N
Flar+y) = —= ' len){enl(az + y) Z N’ a|€n (en|z + |€n’><€n|y)
\/Nnn’:o nn =0
’ (2.6)
S Nl
= —u Ylep ) el + Ylep ) enly = aF (x) + F
N n,n/:oCN |€nr) (en] WZ;OCN |€nr)(enly () + F(y)
|
Lema 2.2.2 Los coeficientes ("' = 2T satisfacen la relacion
N-1
ST =N, =012, (2.7)

donde 0;; denota la funcién delta de Kronecker.

Demostracién. Claramente, si j = k se tiene Zn 0 ](\? Mn — N. Ahora si j # k, entonces

N(J k)

. _1
ZCN =5 =0

N —1



2.3. LA IDENTIDAD DE PARSEVAL 13

Proposicién 2.2.3 La TFD satisface
F(F(z))(n) = z(—n), n€Zy (2.8)

Demostracién. Nétese que —n + N = —n, (mod N) por lo que

m,m’=0 n,n’'=0

F(F(m :\/—_ Z um |em em|\/_ Z §'4 |en (en|
:% Z CJT\rfLm/ ]@nlémn’x(n)em’ Z ZCmUH_m em’em’ (29)

n,n'm,m’=0 n,m'=0 m=0
;N N-1 N-1
=~ g N6 4ny0r(n) = x(n)ey_n = E (N — k)ex
n,m/=0 n=0 k=0
!
hemos usado que Zm 0 x(mm) = N(m+n),0, 10 cual se demuestra como el lemma anterior.

Después de tomar el producto interno con e, obtenemos
F(F(z))(n) = (N —n) =z(-n), n€Zy

con lo cual concluimos la demostracion. [ ]

2.3. La identidad de Parseval

Teorema 2.3.1 (Identidad de Parseval)

Dados x,y € CV, la TFD es una isometria en CV, i.e.,

(F(x), F(y)) = (z,9) (2.10)

donde (-,-) es el producto interno en CV, lineal en la sequnda coordenada y conjugado lineal
en la primera.

Demostracién. Sean z,y € CV. Por definicién de producto escalar y el lema 2.2.2 tenemos
que

N-1
1 /
(F(x), F(y) <— > W lew) (enl, Z (v ler) ez!y>
\/N n,n'=0 \/_ N
1 N-1 1 N-1
= N CN ]l\lf<enax><6lay><€n’>el’> = N CN g\l[m_nyl<€n/ael’>
n,n’,[,I'=0 n,n/,[I'=0
X N (2.11)
=¥ N Ty = Z NouZoy,
n,n',1=0 nl 0
N-1
= x_nyn = (x,y)
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|
Esta propiedad implica que F es un operador unitario.

Proposicion 2.3.2 F' es una transformacion invertible cuya inversa F* actia, sobre fun-
ciones x : Zn — C, mediante la formula

F*(x) N Len ) ew |2 (2.12)
\/_nnz’() "

Demostracién. Como F es un operador unitario, F es biyectivo. En efecto, si F(z) = 0,
entonces 0 = (F(x), F(y)) = (x,y) para todo y, lo cual implica que = = 0, por lo tanto F' es
inyectivo. Ahora, para cada y € CV, sea x = F*y dado por (2.12). Entonces,

Fw) = F(F0) =F(—-= 3 ™ lewdlenls)

n,n'=0
1 N-—1
== Cmm |em) (em|—= Z CNnn len) (en|y
\/Nmm/zo \/_nn =0 9213
1 N-1 1 N—1 ( . )
N ,Z,_fmn R e (ewly = 57 0@@("‘ e (enly
1 N-1 N-1 N—
:N Nén’m’lem’><en’|y - Z En’ ’y Z Yn'bn =Y
n’;m’=0 n/=0 '=0

Esto demuestra que F' es suprayectiva y ademés que F'F* = [. De manera analoga se de-
muestra que F*F = 1. |

2.4. Formulas de convolucion, traslacion y dilatacién

Definicién 2.4.1 Sean x y y funciones, x,y : Zy — C, entonces se define:

i) La convolucion x xy de x con y como la funcion cuyo valor en k € Zy estd dado por

=

(z+y) (k) = z(l)y(k = 1) (2.14)

1
VN

I
=)

Consecuentemente, x * y = (\F Sty (k l))

ii) El producto xy de x con y como la funcion cuyo valor en k € Zy es

(zy) (k) = z(k)y (k).
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Teorema 2.4.2 La transformada de Fourier discreta satisface la propiedad de convolucion

Faxy) = F(2) F(y) (2.15)
donde el producto en el lado derecho es el producto de funciones.
Demostracion.
1 N-1
F(zxy) = Z Cen) (en | (% 1)
N n,n'=0
=, N-1 o N-d
== 3 G lelenl (D (== D aWy(k — )e)
N n,n’=0 k=0 N =0
N-1 N-1 N-1
1 ! (2.16)
-~ W (X # @yl = D) lend(ew ex)
n,n'=0 k=0 =0
=, N-1 | No1 -l
=5 2 W ay = D)en = —= Dy (me,
N n,n’=0 =0 \/N n,m=0 =0
| No1N- N-1 N-1
= T ) Y G ymen = 3 F@)m) F(y)(n)en
n=0 [=0 m=0 n=0

Entonces, F(z *y)(n) = (F(z) F(y))(n) para cada n € Zy.
Esto termina la demostracion. [ ]

Proposicion 2.4.3 La TFD satisface las siguientes formulas de traslacion y dilatacion,
respectivameente

(i) (Traslacion) Si para cada x € CN definimos su trasladado por a € Zy mediante
To(z)(k) = x(k —a), k€ Zn, entonces

2mian

F(To(2)) (n) = "% F(z)(n)

(ii) (Dilatacion) Si para cada x € CV definimos su dilatacion por a € Zy mediante
D.(x)(k) = xz(ak), k € Zy, donde el producto ak es en Zy, entonces

F(Dq(x))(n) = D1 F(x)(n)

Demostracidn.

(k+a)n
E Lh— ae E xke
N—

T = o

(2.17)
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F(Dq(z)(n) = Z_ z(ak)eX™ N = D e T F(z)(a™'n) = Dyr Fz)(n)  (2.18)
k=0 k=0

2.5. La gaussiana discreta (funcién propia de la TFD)

»

z

Es bien conocido que la funcién gaussiana \/%e 2 es una funcién propia de la transfor-
mada de Fourier usual. En esta seccién discutiremos su anéloga discreta hy (k).

Definicion 2.5.1 Para cualquier entero a, no divisible por un primo impar N, el simbolo
a

de Legendre (N) se define como

(2.19)

(g) [ 1 sib®*=a modulo N, para algin b € Zy
N’ 1 —1 en otro caso

Figura 2.1: Simbolo de Legendre N=11

Proposicién 2.5.2 (Criterio de Euler, ver [2]) Sean a € N y N un primo impar que no es
divisor de a, entonces
—)=az 2.20

(%) (220)
Demostracion. Como Zy es un campo, cada polinomio de grado k tiene a lo mas k raices.
En particular la ecuacién 22 = a (mod N) tiene a lo més dos soluciones para cada a. Entonces
ademas de 0, hay a lo mas % residuos cuadraticos médulo N. Pues cada uno de los N — 1
posibles valores de x puede ir acompanado s6lo de un valor mas, distinto de x, con el mismo
residuo moédulo N.



2.5. LA GAUSSIANA DISCRETA (F UNCION PROPIA DE LA TF D) 17

Nétese que (N — z)? = z2 mod N, pues (N — z)? — 22 = N(N — 2z). Entonces los 21

. " 1\ 2
residuos cuadraticos son: 12,22, ... | (%) , mod .

Por el pequenio teorema de Fermat, como N es primo, a™¥~!

=1, mod N, es decir,

N—-1

(@7 =1z +1)=0 (2.21)

Si a es residuo cuadratico, digamos a = b?, mod N, entonces a'r =Nl = 1, mod N,
nuevamente por el pequeno teorema de Fermat. Es decir cada residuo cuadratico anula al
primer factor en (2.21). El resto de los residuos deben anular al segundo factor, pues en otro

. . ~ N-—1 . .
caso no se cumpliria el pequeno teorema de Fermat, entonces a 2 = —1 si a no es residuo
cuadratico. Podemos concluir que

o7 = (i) (2.22)
[ |

Demostraremos ahora algunos resultados concernientes a la transformada de Fourier dis-
creta del simbolo de Legendre como funcién de su numerador que llamaremos funcion gaus-
sianal discreta. Iniciamos con una definicion.

Definicién 2.5.3 Sea N un primo impar, definase para cada k entero,

I (k) = (N) st N no divide a k (2.23)
0 st N divide a k

y el correspondiente vector hy con coordenadas hy(k), mediante hy = ZkN:Bl hy(k)ex, con
(ex)i1<k<n la base candnica de CVN.

Lema 2.5.4 Para cualquier a,b € Z, si N no es divisor de a ni de b, entonces se cumple

()= (5)(%) 22

Demostracion. Por el criterio de Euler tenemos que

() = (@)% = @7 )5 = (%)(%) (229

Lema 2.5.5 Para N primo impar y N,k primos relativos se cumple que

(5)-(5) =
modulo N
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Demostracion. Como k no es divisible por N, entonces k tiene inverso en Zy, i.e., existe
k'€ Zny kk™' = 1. Ahora si b*> = k mod N tenemos que

()= (B ) - () o

Si k£ no es residuo cuadratico y no es divisible por /N, tenemos que (%) = —1 y consecuen-
temente
kk—1 kN gkt k=t
_ — (V) — (> 2.28
= (F) - @ F) - (F) 229)
Por lo tanto,
k,fl
()=
N
Esto demuestra el lema. [
Lema 2.5.6
F(hy)(=k) = hy(k)F(hy)(—1) (2.29)

Demostracién. Tenemos que

ZC ‘en en‘ZhN

nn’ 0

(hn (K1) = 0

=0

(2.30)
Z V(D) (ew, er)e Z 5%
\/_nn’l 0 nn’ 0
lo cual implica que F(hy)(n) = \ﬁ S hn(n') para cada n € Z. Entonces si N no
divide a k, por el lema 2.5.5
| Nl , Nl ,
F(hN)(—]f):—ZC oy (n Z—ZCNW — ), con b= kn',
1 8 G- o S (@)
S LS (Y (B Ly (Y (231)
VN TAN S ANTYN
= hy (k) F(hy)(=1)
pues N no divide a n’ ni a kn’ si 0 < n’ < N — 1. Ahora, si N divide a k
| Nl
F(hy)(—=k) = N > G ()
1 n (2.32)
VN

o
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pues N divide a cada b = kn’. Esto completa la demostracion. [

Teorema 2.5.7 La funcion hy es una funcion propia de la transformada de Fourier discre-
ta, de hecho,

F(hy) =g 'hy (2.33)

—1

donde g es la suma de Gauss g = F(hy)(—=1) = 30 (£)C%, que satisface g* = (—1) "=,
1.e.,

- N-1
:{il st =5— es par (2.34)

. . N_l .
+i s =5~ es impar

Demostracién. Tomando transformada de Fourier discreta en (2.29) y usando la férmula
de inversién en la Proposicion 2.8 se obtiene que

hy(k) = F(F(hn))(=k) = F(hy)(=1)F(hy)(k) = gF (hy)(k), ¥ k (2.35)

Ahora, evaluando (2.35) en k = —1 se obtiene que hy(—1) = g*. Recordando que

la tltima identidad es por el Criterio de Euler, se concluye que g* = (—1)% y termina la

demostracidn. [ ]

Con un poco de mas trabajo usando estas y otras propiedades de la gaussiana discreta
hy, se puede demostrar la bien conocida ley de reciprocidad cuadréatica. Pero esto queda
fuera de los objetivos de este trabajo. El lector interesado puede consultar la referencia [4].

2.6. Ejemplos

Ejemplo 2.6.1 Sea x : Zy — C tal que x,, = 1, 0 < n < N, entonces se cumple que

F(z) = V/Neg
F(z) \/_ Z ¢ e el = VNeg (2.36)

n,n'=0

Demostracion. Tomemos x,, = 1 para todan =0,1,2,.... N — 1

ZC ew)(enlr = —= ZC Jew) (en, )

nn’ 0 nn’ 0

N—-1 N-1 ) 1 N-1
\/— Z Z C;\lfn )en/ = \/_N Z Ndn’,oen/
n=0 n'=0
== \/_60

(2.37)
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2miak ak

Ejemplo 2.6.2 Sia:Zy+— C tal que ap = e~ =¥, a=0,1,--- (N —1) se cumple

que F(a) = v/Ne,

Demostracion.
1 N-1 N— 1 N—-1
- nn’ en en 4= — nn en en/’ CI, - nn Um
\/N nnZ’O C | | \/_ nz | \/N n,n'=0
(2.38)
1 N—-1N-1 ( ) ) N-1 \/_
=" = C ;o €n = —F/=—= n ,abn = ea
\/N n=0 n/=0 " \/_ =0
[ |

Ejemplo 2.6.3 Sid, : Zy — C tal que 64(k) = dar, a,k=0,1,--- (N —1) se cumple que
F(5a)=\/—1ﬁa, con a, = ]‘(f”, ]{j:O’...N_l'

Demostracién.
. M=
= Z nn |€n En’ ’5 Z C]T\L[n ‘en ena >
\/_ n,n'=0 nn’ 0
v v (2.39)
= = Cnn,|€n>5a,n’ = T = C aen =a
\/N n,n'=0 N \/_ Z0
[ |
Ejemplo 2.6.4 Siz = $(6 +06_1) : Zy — C, se cumple que F(z)(k) = \/LN cos 2ZE
Demostracion.
1 1 1k
F(z)(k) =——= (14 (=1))) = —— (¢ + 6
k) =575 VR 210
Lo 4 o255 = L 2y |
= e e = —— cos(——
2V N VN N
[ |

Ejemplo 2.6.5 Si z = %((51 + 8.1 +0) : Zy + C, se cumple que F(x)(k) = —=(1 +

2Wk)

2 cos N
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Demostracién.
1 1 _
F(x)(k) =—= (14 (1) + 0)) = —= (A + ¢V +¢P")
3V N 3vN (2 41)
1 ( 2%116 + 2771'(]\71)16—}—1) 1 (1 + 2 (27T/€)) )
— e e~ N S cos(——
3vVN 3vVN N
[ |
Ejemplo 2.6.6 Siz = 1(& + &) : Zy — C, se cumple que F(z)(k) = \/Lﬁe%;vik cos ZE.
Demostracion.
1 1
F(a)(1) === (140)) = —= (N + ¢V")
2v'N 2 (2.42)
. 1 (eszlu + e2m(]\70)y) . Le2ﬁl oS 2_71'[ )
2/ N VN N
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Capitulo 3

La transformada de Fourier discreta
generalizada

Sean Ey, E)y; subespacios mutuamente ortogonales del espacio de Hilbert CN+M con
dimensiones dimEy; = M < N = dimEy. Sean (e,)) o v (fm)¥Z3 bases ortonormales de
En y Ey, respectivamente.

Una proyeccién ortogonal es una transformacién lineal P que es autoadjunta, i.e., (z, Py) =
(Pz,y) que satisface la identidad P? = P.

Sea P una proyeccién ortogonal y sea £ = RanP = {Px : x € CN*M} su rango. F es
un subespacio de CN*™ pues 0 = P0 € E'y Pz + aPy = P(z + ay) € E. El complemento
ortogonal de un subespacio E es el subespacio E+ definido mediante

Et ={zecC"™ . (zy)=0, VyecE}

Si P es una proyeccién ortogonal y E = RanP, para cada x € CN*M se tiene Pr € E'y
x — Px € E+, pues para cada y € F tenemos que

(x—Px,y>:(x,y>—<x,Py):0 (31)

En particular los vectores Pxr y x — Px son mutuamente ortogonales y se tiene la descom-
posicién ortogonal + = Pz + (z — Px), i.e., podemos escribir [ = P + (I — P). De ahora
en adelante, si P es una proyeccion ortogonal y £ = RanP es su rango, la denotaremos
mediante el simbolo Pg. Asi por ejemplo, Py y Py, denotaran las proyecciones ortogonales
de CN*M gobre los subespacios Ex v Ey, respectivamente, como CN*™™ = Ey + Ey y
En L Eyy, tenemos que By =1 — Ey = Eye.

3.1. Definicii;in y propiedades bésicas

Definicién 3.1.1 La transformada de Fourier discreta generalizada (TFDG) se define como
la transformacion lineal Zy pr : Exy — Ey dada por

M-1N-1

1
Znm = \/_N Z Z N fm) (enl (3.2)

m=0 n=0

23
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2im

donde, como en el capitulo anterior, (y = e~ .

. N—1
Consecuentemente, si x € Ey, v = ano Tnen, entonces

S

MZ

N-1
1
ZNM = Cﬁn‘fm><en‘ Z Ty pt
\/N m=0 n=0 n'=0 33
M—-1 N—1 M—-1N-1 (3:3)
! Gt G frn = — /
= = Tn/Onn! Jm = —F = xn m
\/N m=0 n,n’=0 N \/N m=0 n=0
Esto significa que
ZNM Z (N Tn,
Proposicién 3.1.2 La TFDG Zy y es lineal
Demostracién. Usando (3.3) se ve que
| MoiN-1
Znm(z + ay) =~ DD R+ ayn) fm
m=0 n=0
M—-1N-1 M—-1N-1
1 1 (3.4)
\/N 7;) n=0 \/N m=0 n=0 "
=ZNnmT + aZnpy
|

Proposicion 3.1.3 Se cumplen las siguientes relaciones

(1) Zyn = Fyn

(i) Zjy =0 y Zipy =0, donde Z} o = Eg;(l) r]\g:_ol N T
(tit) PyZny =ZNm Y ZnuPn =Znu

Demostracién. Inmediatamente de la definicién de Zy s se obtiene (i) tomando N = M.
Noétese que

N-1 M-1N-1

<ZL‘ ZNMy anen‘l'zxmfma\/—ZZCN yn m

n—= m=0 n'=0
N—-1M-1N-1 M—-1M-1N-1
mn'—
= CN LnYn! ena fm + E E E C xm’yn fm ) fm> 35
n’=0 m=0 n=0 m=0 m/=0n'=0 ( : )
M—-1N-1 M—-1N-1 N—1M-1
- N xmyn’ - C wm En’ 7y CN mmen 7y>
m=0 n’=0 m=0 n’=0 n/=0 m=0

z,y)

||
=3
-
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Podemos concluir que Z}, \,r = Z Z o N T e, Ahora, para cada € CNTM tene-
mos que

N—1M-1
Ziur =Y > " wmZiaren =0 (3.6)
n=0 m=0

De manera similar se demuestra que Z% ,; = 0. Eso demuestra (ii).

Finalmente,
M—-1N— 1 M—-1 N-1
PMZN,M _ZZ JJnPMfm—_ xn’érmfm
\/_ m=0 n=0 \/N m=0 n7n’:0
(3.7)
1 M-1N-1
== C JJnfm = ZNM

\/N m=0 n=0

De manera similar se demuestra la segunda identidad en (7i7). Esto concluye la demostracion.
|

3.2. El Teorema de Parseval

Una isometria parcial Up actuando en CV*M es un operador lineal singular, cuyo kernel

K = K(Up) coincide con el complemento ortogonal de su rango, i.e. K = Up(CN ™)L, La
TFDG Zn i se puede extender a una transformacion lineal de CN*M en sf mismo definiéndola
como cero en Ex = Ej;. Abusando de la notacién pero sin causar confusién, denotaremos
con el mismo simbolo a esta extension de Zy ;.

Recordemos que la adjunta de una transformacién lineal 7' de CV*M en s mismo, es la
transformacion lineal 7™ definida mediante la relacién

(z,Ty) = (T*z,y), ¥V x,y e C"*M

Denotaremos mediante |Zy y| al operador |Zy | = Z3 yZ N, -

(CN+M

Proposicién 3.2.1 (i) Zy 2y = Pu la proyeccion ortogonal de sobre Eyy.

(11) |Znar| es una proyeccion ortogonal y |Zy p| < Py con igualdad si y sélo si N = M,
.e., |Zn | es una subproyeccion de Py.
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Demostracién.

N-1M-1 -1 M-1

InniZiar =55 3 O Gl fuenl T3 e

n=0 m=0 n/=0m'=0
1 -1 M-1
:N Z C}zfmim " 5nn’|fm><fm’|
n,n'=0m,m’=0
1 N—-1 M-1 1 M—1 (38)
_ (m—m’)
—N C |fm><fm ‘ - Z Ném,m’
n=0 m,m’=0 m,m’:[)
M-1
= ’fm><fm| = Pu

Esto demuestra el inciso (7).
Ahora, |Zyml* = (Zy muZNm)* = Zx 2N v = |Zn,ul, entonces [Zy | es autoadjunto.
Por otra parte,

Znl? =(Zx 2 m)? = Zy g ZNa Zyg g 2N = Zn g PriiZngg = Z3 i Znou (3.9)
=|Zn | .

Entonces |Zn | es una proyeccién ortogonal. Pero Py — |Zy | es autoadjunto y ademads

(Px = Zyml)? =(Px = Zy piZnm)?
=Py + (ZnmZnm)? = PnZn i Zns — Zxn i Zn Py
— Py + Ziy i Zovt — (Znar Px) Zyat — Zg st v (3.10)
=Py + ZymZNy — 228m) I
=Pxn — ZyyZny = Py — | Zyu| >0

Entonces |Zy | es una subproyeccién de Py. Esto concluye la demostracién. [

Demostraremos un resultado que generaliza al teorema de Parseval 2.3.1. Para esto ne-
cesitamos definir una base ortonormal distinguida, llamada base ortonormal de vectores de
maximo entrelazamiento y demostrar un lema.

Definicién 3.2.2 Los vectores de mdximo entrelazamiento ¢, € Exn se obtienen como la
transformada inversa de Fourier de los vectores bdsicos, 1i.e.,

N-1
* 1 —nn’
On = FNen = \/—N E CN (% (311)
n/=0

Lema 3.2.3 (i) El conjunto de vectores de mdzimo entrelazamiento es una base ortonor-
mal de Ey.
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(11) ker |Zn | = ker Zy y = Span{ g, - M <n < N —1}

Demostracién. Como la transformada de Fourier es un operador unitario, el inciso (i) se
sigue inmediatamente de esta propiedad.
Ahora, mediante cdlculos directos se obtiene que

1 M—-1N-1 1 N-1 .
InulFy =2y = —= CN" fm) (en] —= (N len) (ew]
" \/N m=0 n=0 \/_ ,Z:O
1 M-1 N-1 . 1 M-1 N-1
“x 2 X W Swellewl = 5 30 30 T I ew] (3.12)
m=0 n’n/n”zo m=0 n,n'=0
—1N-1 M—1
m=0 n/=0
Consecuentemente,
B . J faost 0<n<M-1
ZN,MQDn—ZN,MFNen— z_: |fm><6m|6n— { 0 si MSHSN—l (313)

Esto demuestra la segunda identidad del inciso (7). Por otra parte, la desigualdad ker Zy 5y C
ker | Zn | es inmediata y por el inciso (i7) de la proposicién 3.2.1 junto con el inciso (7i7) de
la Proposicién 3.1.3, si u € ker |Zy /| entonces

0= ZN,MZ]>§[7MZN,MU = PMZN’MU = ZN,MU

Esto completa la demostracién del lema. [

Teorema 3.2.4 (Parseval generalizado)
Los operadores Zy v y Z ap Son 1somorfismos isométricos que preservan el producto interno
entre los subespacios Ran|Zy y| C Ex y Epr.

Demostracién. De la ecuacién (3.13) se obtiene que Zyypn, = frsi0 < n < M — 1.
Multiplicando en ambos lados por Z} ,, se obtiene que

Zntn = 2N mZNwon = | Znmlon = on

pues |Zy | es una proyeccién. Esto demuestra que la base ortonormal de E)y; es enviada
por Zx », en una base ortonormal de Ran|Zy y/| = Span{p, : 0 <n < M — 1}, i.e., ZX ,, es
una isometria que preserva el producto interno entre estos subespacios. [

Salvo isomorfismo, el teorema anterior se reduce al teorema de Parseval 2.3.1 en el caso
cuando N = M.
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Proposicién 3.2.5 La transformada de Fourier generalizada cumple con

Znal = loon)(nn]

) (3.14)
Znaal™ = loun) (o]
n=M
Demostracién. Por la proposicién (3.2.1) y la ecuacién (3.2.3) tenemos que
N—-1 N—1 N—-1 N-1
b(a a
|ZN,M|L:_ Z ZC ) lan| = Z ZC CNb |ay) (an]
1 ) NObk: a_ci =0 b=k (315)
= 1D Galy ZCNbaCLM > lenw) {unl
b=k a'=0 b=k
Asi

1Znal = Px — 1 Znl™ = loow){un] (3.16)
|

3.3. Foérmulas de convolucion, traslaciéon y dilatacién

Teorema 3.3.1 La TFDG satisface la propiedad de convolucion

Znm(x*y) = Znu(x) Znu(y) (3.17)
Demostracion.
1 M-1N-1 N—1 1 N—1
(@ xy) = —= > > CR"|fm){en (—= D z()y(k—1))ex
\/N =0 n=0 <k:0 N 1=0 )
1 M—-1N-1N-1 N—1
- < e (Y w(y(k — 1)) 0k fn
m=0 n=0 k=0 =0
M—-1N-1 N-1 M—-1N—-1N-1 (3'18)

=%m (3 rDyn D) f fzzzgv”” y() o

=0 n=0 =0 m=0 n'=0 [=0
1 1 N-1

= Cve(l) Y " Z Zn () (m) Zn o (y)(m) fin

Entonces, Zy ar(x *y)(m) = (Zny(x) Znar(y)) (m) para cada 0 <m < M — 1.
Esto termina la demostracion. |
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Proposicién 3.3.2 La transformada satisface las siguientes formulas de traslacion y dila-
tacion, respectivamente

(i) (Traslacién) Si para cada x € CN definimos su trasladado por a € Zy mediante
To(z)(k) = x(k —a), k€ Zy, entonces

2mian

Znm(To(z)(m)) = e v Zyp(x)(m)

(ii) (Dilatacion) Si para cada x € CN definimos su dilatacion por a € Zy mediante
D,(x)(k) = x(ak), k € Zy, entonces

Zn .y (Da(x))(m) = Do-1 (Zn pr)(m)

Demostracion.
N—1 N-1
2iTtmn 2imTtmn
InuTo(x)(m) =) e~ T,(x), = e N Ty,
n=0 n=0
. (319)
mTtm(n +a 2iram
= e N axp=e¢ N Zyy(z)im)
n’=0
N-1 N—1 .
2iTmn 2iTa mn
Zyar(Da(x))(m) =) e N g = > e T = Do=1 (Zn ) (m) (3.20)
n=0 n’=0

3.4. Ejemplos

Ejemplo 3.4.1 Sea z : Exy — C tal que z, = 1, 0 < n < N, entonces se cumple que

Zn(z) = VN fo

Demostracion. Tomemos x,, = 1 para todan =0,1,2,...., N — 1

—1M-1 —-1M-1
V—n;?;)cxmum en|x_TnZOZ<xm|fm en, )
M—1

(3.21)

mOm

5
MZ
ME

Ly
m\/—_

m=0 n=0

= Wfo

3



30 CAPITULO 3. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA GENERALIZADA

27miak ak

Ejemplo 3.4.2 Sia: Ex— C tal que ap =e v =%, k=0,1,--- (N — 1) se cumple
que Znm(a) = \/Nfa

Demostracion.
—1M-1 —1M-1 1 N—-1M-1
== Cnmlfm 6n|a = Cnm|fm €n, ) = —F—= N
L L f@%%fv PSP
| NolMed N (3 22)
(m—a)n VN
] CN fm:_/—ZNémafm fa
N n=0 m=0 m=0

Ejemplo 3.4.3 Sid, : Ey — C tal que 04(k) = 0g, a,k=0,1,---, (N —1) se cumple que

Znm(0,) = a, con a,, = \/LNCX,"L, m=20,---M—1.
Demostracion.
| NolMe 1 N
ZNM T = ZC |fm 6n|5 _Z ZG\lfmUm env a>
N n=0 m=0 N
(3.23)
| N | M
—_ nmméan:_ mam:a
anomZOCN |f> , \/N OCNf
|
Ejemplo 3.4.4 Siz = %(51 +0_41): Exy— C, se cumple que
1 27l
Z l) = — — 0<I< M -1 3.24
no(2)(1) TNy 0=l (3.24)
Demostracién. Si 0 <! < M — 1 entonces (3.23) implica
1 _
Zn (2)(1) = = —= (¢ + &)
2V N
(3.25)
2V'N VN N
[ |
Ejemplo 3.4.5 Siz = %((51 + -1+ ) : Exy — C, se cumple que
Znar(@) () = ——(1 + 2008 2™), 0<l<M—1 (3.26)
N.M\T = 3\/N COS N s SIS . .
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Demostracién. Si 0 <[ < M — 1 entonces (3.23) implica

L on
Znm(x)(1) _SW(CN—i_CN +Cy) )

Ejemplo 3.4.6 Siz = (01 + &) : Ex — C, se cumple que

1 27l
Znm(z)(l) = \/_Ne Nofi+ fo, 0<I<M-—1. (3.28)

Demostracién. Si 0 <[ < M — 1 entonces (3.23) implica

— L o)=L (e
Zym(x)(1) —QW(HO)) - (G + ) (3.29)
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo seguimos la referencia [5] para mostrar la estrecha relacién entre la
TFED y el algebra de las matrices circulantes. Nuestra aportacion consistié en completar las
demostraciones que los autores dejaron en manos del lector.

4.1. El algebra de matrices circulantes

Definicién 4.1.1 Una matriz compleja de tamano p X p, ¢ = (¢ij)o<ij<p—1, €S circulante si
y sdlo si ¢;; = ¢j—, para cada 0 <i,j <p—1, donde (co,- - ,cp_1) es un vector en CP y las
operaciones en los subindices son modulo p, (C(j—i) modp)- Es decir,

CO Cl ... Cp—l
C 71 CO ... C 72
P P
c= ] , , ] (4.1)
Cl C2 o e CO
Usualmente, una matriz circulante ¢ se denota por ¢ = circ(cy, ¢1, -+, ¢p—1) 0 también me-
diante ¢ = (co, ¢1, -+, ¢p—1). Cada matriz circulante ¢ es una combinacién lineal de potencias

de la matriz de permutacion primaria J

p—1
c= Z cp " (4.2)
k=0

con J = circ(0,1,0,---,0). Asi mismo J es una combinacién lineal de proyecciones de rango
uno

7= leenal (4.3

—1 ] . , . , .
con {e; }1_, esla base canénica de CP, con operaciones en los subindices médulo p. El conjunto
de matrices circulantes de tamano p x p, 6,, tiene estructura de algebra conmutativa sobre
los complejos con las operaciones de suma y multiplicaciéon de matrices y multiplicaciéon por

33
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escalares; de hecho, es un algebra de von Neumann con la operacion de involucién definida
como la toma de adjuntos. Mostraremos que la aplicaciéon ¢ — (co, 1, - -, ¢p—1) define un
isomorfismo del dlgebra de von Neumann de las matrices circulantes en el algebra de von
Neumann (CP, ), donde C? se provee con su estructura natural de espacio vectorial junto con
la operacion de involucién consistente en inversion del orden de las coordenadas seguida de
conjugacion, (co,c1,- -+ ,¢p1)* = (co, Cp—1,- -+ ,€1), y la multiplicacién de vectores definida

mediante la convolucién:
cxd = ((cxd)o, (cxd)p,-+ (e )po1) (4.4)
con (c*); = Z?;(l) ¢jc;_j, con operaciones médulo p en los subindices.

Proposicién 4.1.2 La aplicacion v de €, en (CP,x) definida por 1(c) = (co,c1,- -+ ,Cp1) €S
un x—isomorfismo de dlgebras.

Demostracién. Es claro que ¢ es lineal, pues si ¢ = (cp, - ,¢p—1) ¥y d = (do, -+ - , dp—1) son
dos matrices circulantes, entonces «(c+ Ad) = (co+ Ado, -+, ¢p_1 +Adp—1) = (co, -+, Cp—1) +

Adp, -+ ,dp—1) = 1(c) + Me(d). Ademas

= (Z Cka)* _ Z@Jk* — Zq(]p_k — Zcp_—k‘]k = CirC(@,Cp__l, T aa)7

k k k k

entonces 1(c*) = (co, ¢p-1,- -+ ,¢1) = 1(c)*. Por otra parte, como ed = >, (Zz cldk_l> J"
tenemos que u(cd) = <(z(c) * z(d))o, o, (u(e) * Z<d))p,1) = 1(c) x 1(d). Es inyectiva pues

1(c) = 0 implica que ¢ = circ(e(c)) = 0 y es sobreyectiva por el teorema de la dimensién.
Podemos concluir que es un *-isomorfismo. [

4.2. El espectro de Gelfand del algebra circulante

Si A es un algebra de Banach conmutativa con unidad e, se denota por hom(A,C) al
conjunto de todos los homomorfismos w : A — C de A en los complejos, es decir, w €
hom(A,C) si w es un funcional lineal complejo tal que

w(zy) = w(x)w(y), para cada x,y € A. (4.5)
El espectro de Gelfand de A se define como el conjunto
sp(A) = {w € hom(A,C) : w # 0} (4.6)

de todos los homomorfismos complejos no triviales de A. En ocasiones también se le llama
espacio de ideales maximos de A.

Proposiciéon 4.2.1 El espectro de Gelfand satisface lo siguiente:
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i) Cada w € sp(A) satisface w(e) = 1.
ii) Cada w € sp(A) es continuo, mejor ain, ||w| = 1.
iii) Para cada w € sp(A), ker(w) es un ideal de A.
Demostracién. Para cada w € sp(A) tenemos que
w(z) =w(ze) =w(x)w(e) V x € A<= w(e) =1 (4.7)

Sea w en sp(A) y sea M = ker(w), estoes, M = {z € A: w(z) =0}. Como w(x—w(x)e) =0
para todo x en A, entonces cada elemento en A se puede escribir de la forma ae + x para
algin « € C y x en M. Entonces

0yl zemozo |le + | (48)
el '
= sup ———| =sup :

zeM,a#£0 Hae‘i‘xu heM He‘i‘hH N

lo anterior se cumple porque [[e+h| > 1 para h = £, pues la desigualdad |le+h|| < 1 implica

que h es invertible, por lo cual h ¢ M. Por lo tanto ||w|| = 1 y por ende w es continua.
Finalmente ker(w) es cerrado bajo sumas y producto por escalares. [ ]
Teorema 4.2.2 Eziste una biyeccion entre los subconjuntos sp(€,) y {£°,&, -+, &P}, don-

de & es una raiz primitiva de la unidad de orden p

Demostracién. Sean w € sp(%,) y J la matriz de permutacion primaria. Como w es un
homomorfismo, tenemos que

w(J*) =w(J)* eC (4.9)

para todo k£ < 0. En particular, w(J?) = w(I) = 1 y en consecuencia w(J)? = 1, por lo que
w(J) es una raiz de la unidad de orden p. Si £ es una raiz primitiva de orden p, existe un
tinico A = A(w) con 0 < X <1 tal que w(J) = &* . Definase ¢ : sp(6,) — {£%,&, -+, &P},
mediante ¢(w) = £* para w € sp(%,) con w(J) = &*. La aplicacién ¢ es una biyeccién entre
sp(6,) v {€%&, -+ &P~} Para demostrar esto nétese primero que es inyectiva. En efecto,
si para wy,wy € sp(%,), p(wy) = ¢(ws), entonces existen tnicos 0 < A, Ay < 1 tales que

Pp(wy) = &M | Pp(wq) = &M y asi

M =2 = N\ = A =0mod p <= A\ = Ny <= w; = Wy (4.10)
donde hemos usado que cada \; , j = 1,2, estd asociado de manera biunivoca con su
respectivo w; . Y es sobreyectiva, ya que para cada & € {€°&,--- &P}, la aplicacion
wy, : €,) — C definida para toda ¢ = Z?;é ¢;J? mediante wy(c) = f;(l) ;€M define un
elemento wy € hom(%,,C). En efecto, sean a € C,

p—1 p—1
c=) ¢, d=) diJ) €%, (4.11)
j=0 =0
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para la matriz circulante

p—1
ac+d= Z(acj +d;)J? (4.12)
j=0
se tiene que
p—1 p—1 p—1
wi(ac+d) =Y (ac;+d))E = ¢+ " die" = awp(c) + wi(d) (4.13)
§=0 j=0 j=0

Entonces wy, es un funcional. Ademas se observa que
wi (1) = wi(J°) = €0 =1 (4.14)

Ahora, la multiplicacién de dos matrices circulantes ¢, d € %)) es la matriz circulante

—_

cd = de(p—j+i) JZ (415)

i

3
—
=

Il
)
<.

Il
=)

Por lo tanto, como & = 1, haciendo m + j = i mod p, equivalentemente, m = (p — j + 1)
mod p, se obtiene

1 p-—1

Y g€ = wi(ed) (4.16)

=0 j=

]
L
]
L

wy(c)wi(d) = ¢y P =
0

3
Il
]
o

<

Lo cual demuestra que wy, es un homomorfismo no trivial, y wy € sp(%,). Esto concluye la
demostracion. [

4.3. La transformada de Gelfand del algebra circulante

De ahora en adelante identificaremos al conjunto sp(%,) con las raices de la unidad

{£9,¢,--- ,€P71}. Cada elemento ¢ € 6, da lugar a una funcién
c: {50757"' 7£p71} —C (417)
definida por
p—1
) =) e 0<k<p-1 (4.18)
=0

La funcién ¢ se llama la transformada de Gelfand de ¢ y la aplicacion ¢ — ¢ es la transfor-
mada de Gelfand. Nétese que cada funcion ¢ se puede identificar con el vector de todos sus
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valores: ¢ = (¢(€°),¢é(€), -+ ,é(€P™")). Esta identificacién nos permite escribir a la transfor-
mada de Gelfand como una aplicacién lineal * que asocia con cada matriz (vector) circulante
¢ = (co,-++ ,¢p-1), la funcién (vector) ¢ = (¢(€%),¢(€), -+ ,é(¢P7")), de manera que

1 1 - 1 1 Co

1 i3 . 517*2 5:071 ¢

=1 : : (4.19)
1 2 .. (=202 cr-2)-1) Cp2
1 et o g(pfl)(pr) g(pfl)(pfl) Cp1

Es decir, la transformada de Gelfand es el operador

=Y HMeal (4.20)

0<k,1<p—1

cuya matriz asociada aparece arriba. Notese que esta transformacion también es la transfor-
mada de Fourier discreta. De hecho el propdsito de Gelfand al definir su transformada fue
precisamente generalizar el concepto de transformada de Fourier, originalmente definida en
L1(R™), al caso de élgebras conmutativas arbitrarias. Aqui observamos cémo la extensién de
Gelfand se reduce al concepto original de Fourier.

4.4. Diagonalizaciéon de matrices circulantes

En esta seccién demostraremos que la transformada de Fourier (2.1) diagonaliza a cual-
quier matriz circulante.

Proposicién 4.4.1 F*JF = diag(£°,&, -+ ,&P71) En particular, los valores propios de J
son las coordenadas del vector (£9,&,--- ,£P~1). Consecuentemente, para cada matriz circu-
lante ¢, F*cF es la matriz diagonal

F*cF = diag(¢(£°), (), -+ ,e(g"h)) (4.21)

donde ¢ es la transformada de Gelfand de ¢ dada por (4.18); los valores propios de ¢ son las
coordenadas del vector ¢ = (¢(£°),¢(€),- -+, é(ép — 1)).

Demostracion. Tenemos que
15 1 2=
£ = S el e lersil == Y & 8ile;) (ersl

%,j=0 k p 1,5,k=0

1=
= Z &V ]eg) (el

1,j=0

(4.22)
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de manera que

* 7, i’ 1 i'§' —ij
F JF— Zf 7le) el Z & ey ) :I? > &5 e (e

1,7=0 1,7, 3"
p—1
= e el = 5 Y (€I e ey )
,J,J" J.g’ 1=0 (423)

=—Z£<” D |e;)ey| = QZP 78 les) (e
- Ze‘ e) ey | = diagl€, &, &)

Esto demuestra la primera afirmacion de la proposicién, el resto es consecuencia de la iden-

tidad

p—1
c=Y e (4.24)

k=0
|
De acuerdo con el resultado de la proposicién anterior, los valores propios (espectro) de cada
matriz circulante c, se obtienen mediante los valores {£° &, -+ &P~} de la transformada

de Gelfand en cada elemento del espectro de Gelfand {¢(£%),¢é(E),---,¢(€P71)} del dlgebra
circulante. Esta es una propiedad general de la transformada de Gelfand en cualquier algebra
conmutativa.



Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos desarrollado una introduccién a la transformada de Fourier dis-
creta (TFD). Demostramos sus propiedades bésicas de convolucién, traslacién, dilatacién
e identidad de Parseval y estudiamos una de sus eigenfunciones (Gaussiana discreta). Re-
visamos una generalizacion de esta transformada al caso de dos subespacios de Hilbert de
dimensiones diferentes (TFDG), identificando sus correspondientes propiedades de convo-
lucién, traslacion, dilatacién e identidad de Parseval. Mostramos céomo la TFD diagonaliza
simultamente a todos los elementos del algebra circulante y determinamos el espectro de
Gelfand de esta agebra conmutativa.

En esta direccién se podria continuar estudiando:

1. Otras eigenfunciones de la TFD y ma&s generalmente su teoria espectral.
2. Otras extensiones de la TFD, por ejemplo al caso de grupos no conmutativos.

3. Otras aplicaciones de la TFD y sus extensiones.
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aprobatorio, le fue tomada la protesta.

MTRA. ROSALIA SERRANO DE LA PAZ
DIRECTORA DE SISTEM{\S ESCOLARES
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