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Resumen

Esta tesis tiene dos temas principales, que inspiraron la elaboración de dos
art́ıculos:

Isomorfismos continuos sobre grupos separables (ver [21]).

Cocientes de grupos fuertemente realcompactos (ver [22]).

En la Introducción se presentan los antecedentes históricos que motivan el
estudio de los problemas atacados en esta tesis.

El Caṕıtulo 1 “Preliminares” se divide en 4 secciones. En la sección 1.1 se da
una introducción a los grupos topológicos y se mencionan las caracteŕısticas
más importantes que serán utilizadas en este trabajo. En la sección 1.2 se
introduce el concepto de subtopoloǵıa y se enuncian resultados ya conocidos.
En la sección 1.3 se definen diferentes tipos de completitud tanto en espacios
como en grupos topológicos y se presenta el concepto de grupos fuertemente
realcompactos y fuertemente Dieudonné completos. Por último, en la sección
1.4, se especifica la notación y definiciones básicas que se usarán a lo largo
de la tesis.

En el Caṕıtulo 2 “Subtopoloǵıas Separables” se estudia el problema de las
condensaciones sobre espacios separables e isomorfismos continuos sobre gru-
pos topológicos separables. En el teorema 2.1.2 se dan condiciones suficientes
para que un espacio topológico tenga una subtopoloǵıa separable y se dan
ejemplos que muestran que ninguna de estas condiciones se puede quitar (ver
los ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5). Además se prueba que estas condiciones fa-
llan cuando se busca una subtopoloǵıa de grupo separable, dando ejemplos
de grupos topológicos que tienen una subtopoloǵıa separable pero no una
subtopoloǵıa de grupo separable (ver el ejemplo 2.2.3).
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En el ejemplo 2.2.5 se construye un espacio de Tychonoff numerablemente
compacto y no separable que admite una condensación sobre un espacio
compacto separable de cardinalidad 2c. En la sección 2.3 se demuestra que a
todo grupo Abeliano de cardinalidad menor o igual que 2c se le puede asignar
una topoloǵıa de grupo Hausdorff separable, es decir, que independientemente
de sus caracteŕısticas algebraicas, siempre podemos asignar una topoloǵıa de
grupo Hausdorff separable a un grupo Abeliano de cardinalidad menor o
igual que 2c (ver el teorema 2.3.11).

En el Caṕıtulo 3 “Cocientes de grupos FRC y FDC” se estudian las ca-
racteŕısticas que tienen los grupos topológicos fuertemente realcompactos y
los grupos fuertemente Dieudonné completos. En la sección 3.1 se demues-
tran propiedades que tienen las P -modificaciones de grupos topológicos y
se describe la completación de Răıkov de la P -modificación de un grupo
en términos del grupo original. En la sección 3.2 se estudian también los
cocientes de los grupos fuertemente realcompactos y de grupos fuertemente
Dieudonné completos con respecto a subgrupos completamente metrizables y
Čech-completos. Nuestros argumentos nos llevan a estudiar la relación entre
la P -modificación del cociente de grupos y el cociente de las P -modificaciones
en la sección 3.3.

Por último, en el Caṕıtulo 4 “Conclusiones” se presentan las observaciones
finales del trabajo y se hacen preguntas que quedan sin responder y que
pueden ser interesantes para una investigación futura.
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Introducción

La teoŕıa de grupos topológicos es un claro ejemplo de la fusión exitosa entre
dos grandes áreas de la matemática, la teoŕıa de grupos y la topoloǵıa general.

Un grupo topológico (G, τ) es, como su nombre lo sugiere, un grupo abs-
tracto al que se le asigna una topoloǵıa que hace continuas las operaciones
definidas en él, es decir, la multiplicación de grupo y la función inversión. La
interacción entre estas dos estructuras da como resultado muchas propiedades
de grupos topológicos que no son ciertas en espacios topológicos arbitrarios.

Las primeras nociones de grupos topológicos surgen a finales de siglo XIX
y principios del XX, con el trabajo sobre los grupos de transformaciones y
grupos de Lie. El estudio de los grupos topológicos hizo rápidamente avances
significativos. Los matemáticos como Pontryagin, Markov, Freudenthal, Peter
y Weyl, entre otros, hacen aportaciones considerables sobre la estructura de
los grupos topológicos, aśı cómo de sus subgrupos, productos y cocientes.

Es muy interesante cómo la estructura topológica y la algebraica de un gru-
po topológico influyen una en la otra generando caracteŕısticas únicas. Al-
gunos ejemplos de estas propiedades las podemos encontrar en los teoremas
de Birkhoff-Kakutani (1936), referente a la metrizabilidad de los grupos to-
pológicos (ver el teorema 1.1.5), y de Pontryagin (1934) que demuestra que
todo grupo topológico con el axioma de separación T0 es Tychonoff.

En el Caṕıtulo “Preliminares” se presentan los resultados conocidos en el
campo de grupos topológicos que serán de gran utilidad en el desarrollo de
este trabajo. Se definen los conceptos de subtopoloǵıa de espacio, subtopo-
loǵıa de grupo topológico y de grupos fuertemente realcompactos y fuerte-
mente Dieudonné completos, que son los temas estudiados en esta tesis (ver
las Secciones 1.2 y 1.3 respectivamente).
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Encontrar una topoloǵıa de grupo Hausdorff, no discreta para un grupo arbi-
trario no es una tarea fácil. En 1953, Kertész y Szele demuestran que a todo
grupo infinito Abeliano se le puede asignar una topoloǵıa de grupo Hausdorff
no discreta. Sin embargo, existen ejemplos de grupos a los que la única to-
poloǵıa de grupo que se les puede asignar es la discreta (ver [23]). Por eso
es natural preguntarse que si dado un grupo arbitrario G y una propiedad
topológica P :

¿Existe una topoloǵıa de grupo para G que tenga P?

¿Qué propiedades algebraicas debe cumplir G para que se le pueda
asignar una topoloǵıa de grupo que tenga P?

En 1957 Harrison y en 1958 Hulanicki responden la pregunta hecha por Hal-
mos en 1944, caracterizando los grupos Abelianos que pueden admitir una
topoloǵıa de grupo compacto. Comfort y Ross en 1964 generalizan el resul-
tado de Kertész y Szele demostrando que todo grupo Abeliano admite una
topoloǵıa de grupo metrizable no discreta y precompacta. En 1980 van Dou-
wen demuestra que todo grupo Booleano G para el cual |G| = |G|ω admite
una topoloǵıa de grupo numerablemente compacta. En 1998 Dikranjan y
Shakhmatov dan condiciones suficientes para que un grupo Abeliano infinito
G admita un topoloǵıa de grupo Hausdorff pseudocompacta (ver [1, Teorema
9.11.6]). En 2002, bajo el axioma de Martin, Dikranjan y Tkatchenko carac-
terizan los grupos de cardinalidad c que admiten una topoloǵıa de grupo
numerablemente compacto.

Es por esto que resulta natural preguntarse ¿Qué propiedades debe satisfa-
cer un grupo para que admita una topoloǵıa de grupo topológico Hausdorff
separable?

En el Caṕıtulo 2 se demuestra que para todo grupo Abeliano de cardinalidad
menor o igual que 2c se le puede asignar una topoloǵıa de grupo topológico
separable (teorema 2.3.11). En el teorema 2.1.2 se estudian las condensaciones
sobre espacios topológicos y se dan condiciones suficientes para que exista
una condensación de un espacio de Tychonoff sobre un espacio separable
y damos ejemplos que prueban que dichas condiciones son mı́nimas. En el
caso de grupos topológicos, en el teorema 2.2.2 se demuestra la existencia
de grupos que tienen una subtopoloǵıa de espacio separable pero no una
subtopoloǵıa de grupo separable. Además en el ejemplo 2.2.5 se construye una
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condensación de un espacio numerablemente compacto no separable sobre un
espacio compacto separable de cardinalidad 2c, demostrando que el teorema
de Arhangel’skii (ver [4] y [1, Corolario 9.8.17]) de homomorfismos continuos
de grupos numerablemente compactos sobre grupos compactos no se puede
extender a espacios topológicos arbitrarios.

En 1953 Katz demuestra que un grupo topológico es topológicamente isomor-
fo a un subgrupo de un producto de grupos topológicos primero numerables
(metrizables) si y sólo si es ω-balanceado (ver [19]). Por otra parte, Guran
en 1981 demuestra que un grupo topológico G admite un encaje topológico
como un subgrupo de un producto de grupos topológicos segundo numerables
si y sólo si G es ω-estrecho (ver [13]).

Por otra parte, es interesante estudiar los conceptos básicos de la topoloǵıa
general aplicados al campo de los grupos topológicos. Por ejemplo, existen
muchos espacios primero numerables que no son metrizables (la recta de
Sorgenfrey por mencionar alguno), pero por el teorema de Birkhoff-Kakutani
sabemos que la clase de grupos metrizables es equivalente a la clase de grupos
primero numerables. En el caso de espacios topológicos, la celularidad de un
espacio σ-compacto puede ser arbitrariamente grande, pero la celularidad de
un grupo σ-compacto es numerable. En estos ejemplos se muestra que la
estructura algebraica de un grupo topológico afecta considerablemente sus
caracteŕısticas topológicas.

Hay, sin embargo, propiedades topológicas que pueden trabajar mejor en el
caso de grupos topológicos si se les hace algunas modificaciones para no per-
der las caracteŕısticas algebraicas del grupo. Por ejemplo, en 2004, M. Tka-
chenko, C. Hernández y M. López adaptan el concepto de realcompacidad a
la teoŕıa de grupos topológicos describiendo aśı la clase de los grupos fuer-
temente realcompactos (FRC). Un grupo es fuertemente realcompacto si es
topológicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un producto de grupos
segundo numerables. Es claro que todo grupo fuertemente realcompacto es
realcompacto y, por el teorema de Guran (ver el teorema 1.1.15), ω-estrecho.

De manera similar, se adapta el concepto de espacio Dieudonné completo a
los grupos topológicos de la siguiente forma. Un grupo topológico es fuer-
temente Dieudonné completo si es topológicamente isomorfo a un subgrupo
cerrado de un producto de grupos metrizables. Es claro que la clase de los
grupos fuertemente realcompactos esta contenida en la clase de los grupos
fuertemente Dieudonné completos.
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Se sabe que, en espacios topológicos de Tychonoff, la diferencia entre los
espacios realcompactos y Dieudonné completos es muy sutil, ya que si no
existen los cardinales medibles, entonces estas dos clases coinciden (ver [9,
Ejercicio 8.5.13.h]). Pero en el caso de los grupos topológicos, cualquier grupo
no numerable con la topoloǵıa discreta es un ejemplo de grupo fuertemente
Dieudonné completo que no es fuertemente realcompacto.

En [30] se demuestra que todo grupo ω-estrecho (ω-balanceado) es fuertemen-
te realcompacto (fuertemente Dieudonné completo) si y sólo si es Gδ-cerrado
en su completación de Rǎıkov y que las clases de los grupos fuertemente real-
compactos y fuertemente Dieudonné completos son cerradas bajo cocientes
sobre subgrupos compactos.

En el Caṕıtulo 3 se generalizan los resultados anteriores. Con este objetivo,
en la sección 3.1 se estudian propiedades de ser ω-estrecho y ω-balanceado en
las P -modificaciones de grupos topológicos. En la sección 3.2 se estudian los
cocientes de los grupos fuertemente realcompactos y de grupos fuertemen-
te Dieudonné completos y se demuestra que estas clases son cerradas bajo
tomar cocientes con respecto a subgrupos completamente metrizables y Čech-
completos (ver los teoremas 3.2.4 y 3.2.5), generalizando aśı los resultados
expuestos en [30].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se definen los conceptos básicos de los que se hablará en esta
tesis. Se hace una introducción a los grupos topológicos y se presentan los
resultados que utilizaremos. Además se define el concepto de subtopoloǵıa P ,
donde P es una propiedad topológica y se mencionan algunos teoremas cono-
cidos al respecto. Por último hablaremos acerca de los diferentes conceptos
relacionados a la completitud de espacios y grupos topológicos y definiremos
los grupos fuertemente realcompactos y fuertemente Dieudonné completos,
mismos que se compararán con los espacios realcompactos y Dieudonné com-
pletos. En la sección final, se presenta la notación y definiciones básicas que
serán utilizadas a lo largo de este trabajo de tesis.

1.1. Grupos topológicos

Sea G un grupo con una topoloǵıa. El grupo G es topológico izquierdo (to-
pológico derecho) si las traslaciones izquierdas (derechas) son continuas en
G. Un grupo G que es a la vez topológico izquierdo y derecho es un grupo
semitopológico. Si la multiplicación en G es conjuntamente continua, deci-
mos que G es un grupo paratopológico. Por otra parte, si tenemos un grupo
semitopológico G donde la inversión es continua, decimos que G es un grupo
quasitopológico. Si G es un grupo paratopológico y quasitopológico al mis-
mo tiempo, es decir, que tanto el producto como la inversión son continuas,
entonces diremos que G es un grupo topológico.
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Daremos a continuación algunos resultados importantes en el estudio de los
grupos topológicos que relacionan sus caracteŕısticas algebraicas con las to-
pológicas:

Un espacio topológico X se dice homogéneo, si para cualesquiera puntos
x, y ∈ X, existe f : X → X homeomorfismo tal que f(x) = y. Si además se
cumple también la igualdad f(y) = x, entonces el espacio topológico se dice
que es bihomogéneo.

Teorema 1.1.1. Todo grupo topológico G es bihomogéneo.

Demostración. Sean g, h ∈ G dos puntos y sea f(x) = g · x−1 · h. Es claro
que f(g) = h y f(h) = g. La continuidad de f es debida a la continuidad de
la multiplicación y de la inversa en G.

Este hecho facilita la verificación de muchas propiedades topológicas en los
grupos topológicos ya que sólo se tienen que comprobar ciertas caracteŕısticas
en las vecindades de la identidad.

El teorema 1.1.1, junto con la continuidad de la multiplicación y la inversión
hace que los grupos topológicos T1 sean regulares (observación hecha por
Kolmogorov). Poco después, en 1937, Pontryagin demuestra algo aún más
sorprendente, definiendo prenormas en los espacios topológicos:

Teorema 1.1.2 (Pontryagin). Si G es un grupo topológico T1, entonces G
es completamente regular (ver [27, Teorema 4.14]).

Este teorema no es verdadero ni para el caso de grupos paratopológicos, pues
existen ejemplos de grupos T1 que no son Hausdorff y Hausdorff que no son
regulares (ver [14]). Banakh y Ravsky demostraron en [5] que los grupos para-
topológicos T3 son Tychonoff, este problema (demostrar la equivalencia entre
grupos paratopológicos T3 y Tychonoff) estuvo abierto alrededor de 60 años
(de hecho ellos demostraron que los grupos paratopológicos funcionalmente
Hausdorff son funcionalmente Tychonoff).

En esta tesis sólo consideraremos los grupos topológicos T1.

El siguiente teorema es de gran importancia pues permite caracterizar com-
pletamente a N (e) el conjunto de las vecindades de la identidad y da una
manera de discernir si una topoloǵıa dada a un grupo es o no una topoloǵıa
de grupo topológico:
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Teorema 1.1.3. Sean G un grupo topológico y e el elemento identidad de
G. Entonces existe una base local V para e en G que cumple las siguientes
condiciones:

(i)
⋂
V = {e};

(ii) si U, V ∈ V, entonces existe W ∈ V tal que W ⊆ U ∩ V ;

(iii) para cada U ∈ V, existe V ∈ V tal que V −1 ⊆ U ;

(iv) para cada U ∈ V, existe V ∈ V tal que V 2 ⊆ U ;

(v) para cada U ∈ V y x ∈ G, existe V ∈ V tal que V x ⊆ U ;

(vi) para cada U ∈ V y x ∈ G, existe V ∈ V tal que xV x−1 ⊆ U .

Rećıprocamente, si tenemos un grupo G y una familia V no vaćıa de sub-
conjuntos de G que contienen a e y que satisfacen las condiciones (i) – (vi),
entonces la familia {Ua : a ∈ G, U ∈ V} es una base de una topoloǵıa de
grupo topológico para G.

Como corolario del teorema 1.1.3, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.1.4. Sea e el elemento identidad de un grupo topológico G y
U ⊂ G una vecindad de e. Entonces existe una familia F de vecindades
simétricas de la identidad F = {Vn : n ∈ ω} tal que V0 ⊂ U y V 2

n+1 ⊂ Vn
para toda n ∈ ω. El conjunto H =

⋂
F es un subgrupo cerrado de G.

Otro hecho interesante que surge de la relación entre las propiedades alge-
braicas con las topológicas que cumplen los grupos topológicos, es el teorema
de Birkhoff-Kakutani demostrado en 1936, acerca de la metrizabilidad de
grupos topológicos (ver [1, Teorema 3.3.12]).

Teorema 1.1.5. Un grupo topológico G es metrizable si y sólo si G es pri-
mero numerable.

Es sorprendente cómo la estructura de grupo topológico simplifica las condi-
ciones necesarias para la metrizabilidad. Este teorema falla para el caso de
los grupos paratopológicos, pues la recta de Sorgenfrey es un claro ejemplo
de un grupo paratopológico primero numerable no metrizable.
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Un hecho que se debe sólo a la continuidad de las traslaciones, ya sean de-
rechas o izquierdas, es que todo subgrupo abierto de un grupo topológico
derecho (o izquierdo) es cerrado. Ahora, si además contamos con la conti-
nuidad de la función inversa, entonces podemos deducir el siguiente teorema
(ver [1, Corolario 1.4.14]):

Teorema 1.1.6. Si H es un subgrupo de un grupo topológico (quasitopológi-
co) G, entonces H, la cerradura de H en G, es un subgrupo de G.

Este hecho no es verdadero para grupos paratopológicos. En su tesis doctoral,
Manuel Fernández da condiciones suficientes sobre grupos paratopológicos y
semitopológicos para que las cerraduras de sus subgrupos sean subgrupos
también (ver [10]).

Este teorema es muy importante pues implica los siguientes corolarios:

Corolario 1.1.7. Si H es un subgrupo localmente compacto de un grupo
topológico G, entonces H es cerrado en G.

Corolario 1.1.8. Todo subgrupo discreto de un grupo topológico numerable-
mente compacto es finito.

Corolario 1.1.9. Todo subgrupo discreto de un grupo topológico Lindelöf es
numerable.

Para evitar confusiones con el término normal en teoŕıa de grupos con normal
en el sentido topológico, se utilizará el término invariante para referirse a un
subgrupo H cuyas clases laterales izquierdas coinciden con las derechas. Con
esta aclaración, podemos enunciar el siguiente teorema (ver [1, Teoremas
1.5.1 y 1.5.3])

Teorema 1.1.10. Si H es un subgrupo de un grupo topológico G, entonces
G/H es un espacio topológico T1 si y sólo si H es un subgrupo cerrado de G.
Además G/H es un grupo topológico T1 si y sólo si H es un subgrupo cerrado
e invariante de G.

Una pregunta interesante es identificar cuáles propiedades se conservan bajo
imágenes directas o inversas de funciones cocientes. El estudio de éstas dan
cómo origen la siguiente definición:
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Definición 1.1.11. Dada una propiedad P, decimos que P es de tres espa-
cios si para cualquier subgrupo cerrado e invariante H de un grupo topológico
G tal que H y G/H ambos tienen P, implica que G también tiene P.

Algunos ejemplos de propiedades topológicas que son de tres espacios son:

1. Primera numerabilidad (=Metrizabilidad);

2. Segunda numerabilidad;

3. Compacidad;

4. Conexidad;

5. Compacidad local;

6. “Todos los subgrupos compactos son metrizables (o finitos)”.

Es de interés analizar si una propiedad dada es o no una propiedad de tres
espacios.

A continuación se presentan dos definiciones que se utilizan en esta tesis,
sobre todo en el Caṕıtulo 3.

Definición 1.1.12. Sea G un grupo topológico. Entonces se dice que G es
ω-estrecho si para cada U ∈ N (e), existe un subconjunto numerable C de G
tal que CU = UC = G.

Ejemplos de grupos ω-estrechos son los grupos separables, los grupos Lindelöf
y los grupos con celularidad numerable.

Definición 1.1.13. Sean G un grupo topológico. Se dice que G es ω-balan-
ceado si para cada U ∈ N (e), existe una familia numerable γ ⊂ N (e) tal que
para cualquier x ∈ G existe V ∈ γ con xV x−1 ⊂ U .

Es claro que los grupos Abeliano y los grupos primero numerable son ω-
balanceados. Durante mucho tiempo se preguntó si un grupo con pseudo-
carácter numerable era ω-balanceado. Pestov en [24] da un ejemplo que de-
muestra que esta pregunta tiene respuesta negativa.

Por último, se enuncian los teoremas de Katz y Guran referentes a isomor-
fismos continuos (ver [1], teoremas 3.4.22 y 3.4.23).
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Teorema 1.1.14 (Teorema de Katz). Sea G un grupo topológico. Entonces
G es ω-balanceado si y sólo si G es topológicamente isomorfo a un subgrupo
de un producto de grupos metrizables.

Teorema 1.1.15 (Teorema de Guran). Sea G un grupo topológico. Entonces
G es ω-estrecho si y sólo si G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de
un producto de grupos segundo numerables.

1.2. Subtopoloǵıas

Una condensación es una función biyectiva y continua. Si X y Y son espacios
y f : X → Y es una condensación, podemos asumir que X y Y tienen el
mismo conjunto asociado y que la topoloǵıa de X es más fina que la de Y .
En este caso diremos que la topoloǵıa de Y es una subtopoloǵıa de X o que
X se condensa sobre Y .

El problema de encontrar condiciones bajo las cuales el espacio X admite
una subtopoloǵıa con una propiedad P dada ha sido muy estudiada por dife-
rentes autores. Es conocido que todo espacio de Hausdorff X con nw(X) ≤ κ
se puede condensar sobre un espacio Y con w(Y ) ≤ κ (ver [9, Lema 3.1.18]).
Aśı mismo, existen resultados similares para las clases de espacios regula-
res y de Tychonoff. En [28] los autores encuentran condiciones necesarias y
suficientes para que un espacio topológico admita una subtopoloǵıa conexa
Hausdorff o regular. En [12] se demuestra que todo espacio metrizable no
compacto tiene una subtopoloǵıa de Hausdorff conexa.

En grupos topológicos (y otras estructuras algebraicas con topoloǵıa), el con-
cepto de condensación tiene una contraparte natural: el isomorfismo continuo
que es un homomorfismo y una condensación al mismo tiempo.

Al final de los 70’s, Arhangel’skii demostró en [2] que todo grupo topológico
G con nw(G) ≤ κ admite un isomorfismo continuo sobre un grupo topológico
H con w(H) ≤ κ. En [26] Shakhmatov ampĺıo este resultado para anillos,
módulos y campos topológicos. C. Hernández extendió este resultado para
otras estructuras algebraicas con topoloǵıas regulares y de Tychonoff (ver
[14]).

Como corolario del teorema de Katz acerca de encajes isomorfos en productos
de grupos topológicos metrizables (ver el teorema 1.1.14), se puede deducir
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que si G es un grupo ω-balanceado y que el elemento neutral de G es un
conjunto Gδ, entonces existe un isomorfismo continuo de G sobre un grupo
metrizable. Pestov demuestra que la condición sobre G de ser ω-balanceado
no se puede omitir (ver [25]).

En el teorema 2.1.2 de esta tesis se presentan condiciones suficientes que un
espacio de Tychonoff debe satisfacer para que admita una condensación so-
bre un subespacio separable y denso en el cubo de Tychonoff de peso 2ω. Los
ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5 muestran que ninguna de las condiciones en el
teorema 2.1.2 puede omitirse. En el corolario 2.2.2, se demuestra que estas
condiciones no son suficientes si buscamos un subtopoloǵıa de grupo sepa-
rable, dando un ejemplo de un grupo topológico que tiene una subtopoloǵıa
separable pero no una subtopoloǵıa de grupo separable (ejemplo 2.2.3). En
el teorema 2.2.4 se dan condiciones necesarias y suficientes para que exista
un isomorfismo continuo de un subgrupo de producto de grupos Abelianos,
compactos y metrizables sobre un grupo separable.

Como Arhangel’skii demostró en [4], todo homomorfismo continuo de un
grupo numerablemente compacto X sobre un grupo compacto Y de cardi-
nalidad Ulam no-medible es abierto. En el ejemplo 2.2.5 se construye una
condensación de un espacio de Tychonoff numerablemente compacto y de
celularidad 2ω sobre un espacio compacto, separable y de cardinalidad 2c lo
que demuestra que el resultado de Arhangel’skii no se puede generalizar a
espacios arbitrarios.

Finalmente en la sección 2.3 se demuestra que cada grupo Abeliano de car-
dinalidad menor o igual que 2c admite una topoloǵıa Hausdorff de grupo
topológico precompacto y separable (ver el teorema 2.3.11).

1.3. Completitud en espacios y grupos topo-

lógicos

En la topoloǵıa general, existen diferentes conceptos de completitud. Bajo
ciertas circunstancias, estos conceptos son equivalentes, pero en general son
muy diferentes.

En esta sección hablaremos de las diferentes nociones de espacios completos,
y los compararemos con su contraparte en los grupos topológicos.
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El primer concepto que estudiaremos es la completitud en el sentido de
Răıkov. Para esto, empezaremos dando la definición de filtro de Cauchy.

Definición 1.3.1. Sea η un filtro de conjuntos abiertos de un grupo topológi-
co G. Se dice que η es un filtro de Cauchy si para cada vecindad abierta V
de la identidad e en G, existen a, b ∈ G tales que aV y V b pertenecen a η.

Definición 1.3.2. Un grupo topológico G se dice Răıkov completo si y sólo
si todo filtro de Cauchy en G converge.

En 1946 Răıkov demuestra el siguiente teorema, el cual se utilizará muchas
veces a lo largo de este trabajo (ver [1, Teorema 3.6.10]).

Teorema 1.3.3. Para cada grupo topológico G, existe un grupo %G Răıkov
completo y un isomorfismo topológico i de G sobre un subgrupo i(G) denso
en %G.

Al grupo %G se le llama la Răıkov completación de G. Se identifica a G como
subgrupo denso de %G. Las propiedades básicas de este grupo pueden ser
encontradas en [1, sección 3.6]. Se mencionan algunos resultados que serán
utilizados más adelante.

Teorema 1.3.4. Todo homomorfismo continuo f de un grupo topológico G
a un grupo topológico H puede ser extendido a un homomorfismo continuo
f ∗ de %G a %H.

Teorema 1.3.5. Si G es un grupo metrizable, entonces %G es completamente
metrizable.

Teorema 1.3.6. Sea G = Πi∈IGi un producto de grupos topológicos. Enton-
ces %G es topológicamente isomorfo al grupo producto Πi∈I%Gi.

Cabe mencionar que la propiedad de Răıkov completitud es una propiedad
de tres espacios (ver [1, Problema 3.6.F]).

Un espacio topológico Hausdorff X es H-cerrado si es cerrado en todo espacio
de Hausdorff que lo contenga. Es claro que todo espacio compacto T2 es H-
cerrado. Un espacio regular es H-cerrado si y sólo si es compacto. Un ejemplo
de espacio topológico H-cerrado no compacto es el intervalo [0, 1] dotado con
la topoloǵıa generada por la topoloǵıa usual y el conjunto Q ∩ [0, 1].
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Esta definición se puede modificar para adaptarla al estudio de los grupos
topológicos. Decimos que un grupo topológico Hausdorff es H-cerrado si es
cerrado en todo grupo topológico Hausdorff que lo contiene. El sigueinte
teorema no necesita demostración:

Teorema 1.3.7. Sea G un grupo topológico Hausdorff. Entonces G es H-
cerrado si y sólo si G es Răıkov completo.

Ejemplos de grupos Răıkov completos son los grupos localmente compactos,
Čech-completos y los completamente metrizables.

Observe que los espacios localmente compactos no son necesariamente H-
cerrados. Por ejemplo, sea X = Ic \ {x0}, donde x0 es un punto arbitrario de
Ic, entonces X es localmente compacto, pero no H-cerrado.

Otro concepto de completitud en la topoloǵıa general es la Čech-completitud.

Definición 1.3.8. Sea X un espacio topológico de Tychonoff. Decimos que
X es Čech-completo si y sólo si X es un subconjunto Gδ de βX, donde βX
es la compactificación de Stone-Čech de X.

Hay que hacer notar que, aunque en la definición se hace mención a la com-
pactificación de Stone-Čech, se sabe que X es Čech-completo si y sólo si
es un subconjunto Gδ en alguna de sus compactificaciones (ver [9, Teore-
ma 3.8.1]). La propiedad de ser Čech-completo se hereda por subespacios
cerrados, subespacios Gδ, productos numerables. Es claro que los espacios
Hausdorff compactos y los localmente compactos son Čech-completos. El es-
pacio de los números irracionales con la topoloǵıa de subconjunto de R es un
ejemplo de un espacio Čech-completo que no es localmente compacto.

Los espacios Čech-completos satisfacen el siguiente teorema:

Teorema 1.3.9. Sea X un espacio Čech-completo. Para todo elemento x ∈
X y U vecindad abierta de x, existe un subconjunto compacto F de carácter
numerable en X tal que x ∈ F ⊂ U .

Este hecho tiene cómo consecuencia el siguiente corolario, en el campo de los
grupos topológicos:

Corolario 1.3.10. Sea G un grupo topológico Čech-completo y O una vecin-
dad abierta de la identidad de G. Entonces existe un subgrupo compacto H
de carácter numerable tal que H ⊂ O.
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El corolario 1.3.10, junto con el teorema 1.1.5 implican el siguiente hecho:

Corolario 1.3.11. Para todo grupo Čech-completo G existe un homomorfis-
mo cociente con su núcleo compacto sobre un grupo completamente metriza-
ble.

La siguiente definición, espacio realcompacto, la introduce Hewitt en 1948.
También se conoce como espacio completo en sentido de Hewitt-Nachbin.

Definición 1.3.12. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces decimos que
X es realcompacto (o completo en sentido de Hewitt-Nachbin) si y sólo si no
existe un espacio X̃ que cumpla al mismo tiempo las siguientes condiciones:

(i) Existe r : X → X̃ un encaje homeomorfo tal que r(X) 6= r(X) = X̃;

(ii) para cada función continua de valores reales f : X → R, existe una
función continua F : X̃ → R tal que F ◦ r = f .

De la definición se sigue el siguiente teorema:

Teorema 1.3.13. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces X es realcom-
pacto si X es homeomorfo a un subespacio cerrado de una potencia Rκ de la
recta real.

El concepto de realcompacidad se puede adaptar a los grupos topológicos de
la siguiente forma:

Definición 1.3.14. Un grupo topológico G se llama fuertemente realcompac-
to (o fuertemente Hewitt-Nachbin completo) si y sólo si existe un isomorfismo
topológico de G sobre un subgrupo cerrado de un producto de grupos segundo
numerables.

Por la definición queda claro que si G es fuertemente realcompacto entonces
es realcompacto (ver [9, sección 3.11]).

Definición 1.3.15. Un grupo topológico G se llama fuertemente Dieudonné
completo si y sólo si existe un isomorfismo topológico de G sobre un subgrupo
cerrado de un producto de grupos metrizables.
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Por la definición queda claro que si G es fuertemente Dieudonné completo,
entonces es Dieudonné completo.

Por los teoremas de Guran y Katz de isomorfismos continuos (ver [1], teo-
remas 3.4.22 y 3.4.23), si G es fuertemente realcompacto (fuertemente Dieu-
donné completo), entonces G es ω-estrecho (ω-balanceado).

En [30] se demuestra que un grupoG ω-estrecho (ω-balanceado) es fuertemen-
te realcompacto (fuertemente Dieudonné completo) si y sólo si es Gδ-cerrado
en su completación de Răıkov. En dicho art́ıculo también se demuestra el
siguiente teorema:

Teorema 1.3.16. Sea G un grupo topológico y N un subgrupo compacto in-
variante de G. Entonces G es fuertemente realcompacto (fuertemente Dieu-
donné completo) si y sólo si G/N es fuertemente realcompacto (fuertemente
Dieudonné completo).

En el caṕıtulo 3 este resultado se generaliza para el caso cuando N es Čech-
completo. Además se estudia la P -modificación de estas clases de grupos
topológicos y se concluye con un análisis de la relación existente entre las
P -modificaciones y los cocientes de grupos topológicos.

1.4. Notación

Como es usual, se utiliza I para denotar el intervalo [0, 1], T para el ćırculo
unitario, N para el conjunto de enteros positivos, Z para el anillo de enteros,
Q para el campo de los números racionales, y R el campo de los números
reales.

Sea X un espacio topológico. Se denota por w(X), nw(X), χ(X), ψ(X), y
d(X) al peso, peso de red, carácter, pseudocarácter y densidad de X respec-
tivamente.

Se dice que Z subconjunto de X es un conjunto cero si existe una función
continua f : X → R tal que Z = f−1(0).

Sea {fα : α ∈ A} una familia de funciones, donde fα : X → Yα para cada
α ∈ A. Se usa 4{fα : α ∈ A} para denotar el producto diagonal de la familia
{fα : α ∈ A}.
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Suponga que η = {Gα : α ∈ A} es una familia de grupos topológicos y
Πη =

∏
α∈AGα es el producto topológico de la familia η.

El Σ-producto de η, denotado por ΣΠη, es el subgrupo de Πη que consiste de
todos los puntos g ∈ Πη tales que |{α ∈ A : πα(g) 6= eα}| ≤ ω y el σ-producto
de η, denotado por σΠη es el subgrupo de Πη que consiste en todos los puntos
g ∈ Πη tales que |{α ∈ A : πα(g) 6= eα}| < ω, donde πα : Πη → Gα es la
proyección natural de Πη sobre Gα y eα ∈ Gα es el elemento neutral de Gα,
para toda α ∈ A. Es fácil notar que, tanto ΣΠη cómo σΠη son subgrupos
densos de Πη.

Sea X es un espacio de Tychonoff y G un grupo topológico, βX y %G de-
notan la compactificación de Čech-Stone de X (ver [9, sección 3.6]) y la
completación de Rǎıkov de G (ver [1, sección 3.6]) respectivamente.

Las siguientes definiciones son de la teoŕıa de grupos (ver [11, sección 1.1]).

Sea G un grupo, e el elemento neutral de G y g ∈ G un elemento de G
distinto de e. Se denota por 〈g〉 el subgrupo ćıclico de G generado por g. El
orden de g es o(g) = |〈g〉|. Si o(g) = ∞, entonces se dice que g tiene orden
infinito y se tiene que 〈g〉 es isomorfo a Z. El conjunto tor(G) formado por
los elementos de g ∈ G con o(g) <∞ es llamado la parte de torsión de G. Si
G es Abeliano, entonces tor(G) es un subgrupo de G.

Se dice que el grupo G es:

libre de torsión si para todo elemento g ∈ G \ {e}, o(g) =∞;

de torsión si para todo elemento g ∈ G, o(g) <∞;

de torsión acotada si existe n ∈ N tal que gn = e para cada g ∈ G;

de torsión no acotada si G es de torsión y para cada n ∈ N existe g ∈ G
tal que o(g) > n;

divisible si para todo g ∈ G y n ∈ N, existe h ∈ G tal que hn = g;

un p-grupo, para un número primo p, si el orden de cualquier elemento
de G es una potencia de p.

Si G es un grupo Abeliano de torsión, entonces G es la suma directa de
p-grupos Gp (ver [11, Teorema 8.4]). Los subgrupos Gp son llamados las p-
componentes de G.
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Sea p un número primo. El conjunto de las pn-ésimas ráıces complejas de la
unidad, con n ∈ N forman el subgrupo multiplicativo Zp∞ de T. Para todo
primo p, el grupo Zp∞ es divisible.

Sea G un grupo topológico con elemento identidad e. Denotaremos porNG(e)
la familia de conjuntos abiertos U en G con e ∈ U . Usaremos %G para denotar
la completación de Răıkov de G. La unión de una familia de conjuntos Gδ

en G se llama Gδ-abierto. Un conjunto Gδ-cerrado es el complemento de un
conjunto Gδ-abierto. Denotamos por clδ(A) la Gδ-cerradura del subconjunto
A de X, es decir, el conjunto de todas las x ∈ X tal que para todo conjunto
Gδ-abierto en X que continene a x intersecta a A. Decimos que el subconjunto
A del espacio X es Gδ-denso en X si clδ(A) = X. La Gδ-cerradura de un
grupo topológicoG en %G se denota por %ωG. Claramente %ωG es un subgrupo
de %G.

Sea (X, τ) un espacio topológico. La topoloǵıa sobre X generada por los
subconjuntos Gδ de (X, τ) se denota por τω. El espacio Xω = (X, τω) es
conocido como la P -modificación de X.



Caṕıtulo 2

Subtopoloǵıas Separables

2.1. Subtopoloǵıas Separables en Espacios

Como ya hemos mencionado en la sección 1.2, decimos que el espacio to-
pológico X tiene una subtopoloǵıa con la propiedad topológica P si existe
una función biyectiva y continua f de X a un espacio topológico Y con dicha
propiedad. Nosotros estudiamos espacios con subtopoloǵıas separables.

No todo espacio tiene una subtopoloǵıa separable. Por ejemplo, un espacio
compacto y de Hausdorff X tiene una subtopoloǵıa separable y de Hausdorff
si y sólo si X es separable. Extendamos este hecho a una clase más grande
de espacios.

Decimos que un espacio de Hausdorff X es ω-acotado si la cerradura de
cualquier subconjunto numerable de X es compacta.

Proposición 2.1.1. Sea X un espacio ω-acotado no separable. Entonces X
no admite una condensación sobre un espacio de Hausdorff separable.

Demostración. Por la suposición se tiene que para todo subconjunto nume-
rable S de X, X \ S̄ 6= ∅. Sea f : X → Y una condensación sobre un espacio
Hausdorff Y y D un subconjunto numerable de Y . Entonces S = f−1(D) es
un subconjunto numerable de X, y S̄ es compacto. Sea x ∈ X \ S̄.

Observemos que f(S̄) es compacto, D ⊂ f(S̄) y que f(x) 6∈ f(S̄), por lo
tanto D no puede ser denso en Y .

18
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El siguiente teorema presenta un conjunto mı́nimo de condiciones suficientes
para que un espacio de Tychonoff X admita una condensación sobre un
espacio separable denso en Ic, donde c = 2ω.

Teorema 2.1.2. Sea X un espacio de Tychonoff con nw(X) ≤ 2ω. Suponga-
mos que X contiene un subespacio infinito, cerrado, discreto, y C∗-encajado
A. Entonces X puede ser condensado sobre un espacio separable denso en Ic.

Demostración. Sin perder generalidad podemos asumir que |A| = ω. Por
el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery sabemos que d(Ic) = ω. Sea
D = {dn : n ∈ ω} un subconjunto numerable denso en Ic, N una red de X,
tal que |N | ≤ 2ω, y A = {xn : n ∈ ω} una enumeración of A. Sea g : A→ D
una bijección, donde g(xn) = dn para cada n ∈ ω. Para cada α < c, sea
fα = pα ◦ g, donde pα : Ic → I(α) denota la proyección natural de Ic sobre la
α-ésima coordenada.

Construiremos una familia de funciones continuas {gα : X → I}α<c tales
que gα extienda a fα para cada α < c de tal manera que, dados dos puntos
diferentes cualesquiera x, y ∈ X, exista α < c tal que gα(x) 6= gα(y).

Si n,m ∈ ω son distintos, entonces existe α < c tal que fα(xn) = pα(dn) 6=
pα(dm) = fα(xm). Por lo tanto, cualquier familia de extensiones de fα separa
los puntos de A. Por eso sólo es necesario considerar dos casos, cuando uno
de los puntos está en A y el otro no, y cuando ninguno de los dos puntos
está en A.

Como A es cerrado, y X de Tychonoff, para cada y ∈ X \ A, existe Vy ∈ N
tal que y ∈ Vy y A y Vy pueden ser separados por conjuntos ceros. Sea
G1 = {Vy : y ∈ X \ A}. Por ser G1 ⊂ N , tenemos que |G1| ≤ c.

Para cada V ∈ G1, elegimos dos conjuntos ceros ZV y Z ′V en X ajenos tales
que V ⊂ ZV y A ⊂ Z ′V y sean Z = {(ZV , Z ′V ) : V ∈ G1} y C1 = A × Z. Es
claro que |C1| ≤ c.

Sea F = {(x, y) : x, y ∈ X \A, x 6= y}. Para cada pareja (x, y) ∈ F , podemos
encontrar subconjuntos U = U(x,y) ∈ N , V = V(x,y) ∈ N con x ∈ U y y ∈ V
tales que existen conjuntos ceros disjuntos dos a dos Z(U,V ), ZU , ZV con
A ⊂ Z(U,V ), U ⊂ ZU y V ⊂ ZV . Sea G2 = {(U(x,y), V(x,y)) : (x, y) ∈ F}. Es
claro que G2 ⊂ N ×N , por lo tanto |G2| ≤ c.

Para cada (U, V ) ∈ G2, elegimos conjuntos ceros disjuntos dos a dos Z(U,V ),
ZU , ZV tales que A ⊂ Z(U,V ), U ⊂ ZU y V ⊂ ZV y definimos C2 =
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{(Z(U,V ), ZU , ZV ) : (U, V ) ∈ G2}. Tenemos entonces que |C2| ≤ c.

Sea C = C1∪C2. Es claro que |C| ≤ c. Sea C = {Cα : α < c} una enumeración
de C.

Caso 1: Cα ∈ C1. Entonces Cα tiene la forma (xn, ZV , Z
′
V ), para algún n ∈ N

y V ∈ G1. Como ZV y Z ′V son conjuntos ceros disjuntos, entonces existe una
función continua rα : X → I tal que ZV = r−1

α (0) y Z ′V = r−1
α (1). Por la

definición de Z ′V tenemos que A ⊂ Z ′V . Como A es C∗-encajado en X, existe
una función continua f̃α : X → I que extiende a fα. Tenemos entonces dos
subcasos, fα(xn) 6= 0 o fα(xn) = 0.

Si fα(xn) 6= 0, definimos gα : X → I como gα = f̃α · rα. Entonces gα(ZV ) ⊂
{0} y para cada x ∈ A, gα(x) = f̃α(x) · rα(x) = fα(x), por lo tanto gα es una
extensión de fα. En particular, gα(xn) = fα(xn) 6∈ gα(ZV ).

Si fα(xn) = 0, entonces definimos gα : X → I como gα = 1 − rα + f̃α · rα.
Como A ⊂ Z ′V , entonces para cualquier x ∈ A tenemos que rα(x) = 1, por
lo tanto gα(x) = 1− rα(x) + f̃α(x) · rα(x) = f̃α(x) = fα(x), lo que demuestra
que gα es una extensión continua de fα. Si y ∈ ZV , entonces gα(y) = 1, lo
que implica que gα(ZV ) ⊂ {1}.

En ambos subcasos hemos extendido fα a una función continua gα tal que
gα(xn) 6∈ gα(ZV ).

Caso 2: Cα ∈ C2. Entonces Cα tiene la forma (Z(U,V ), ZU , ZV ) para alguna
(U, V ) ∈ G2, donde Z(U,V ), ZU , y ZV son conjuntos ceros disjuntos dos a dos

y A ⊂ Z(U,V ). Como en Caso 1, existe una función continua f̃α : X → I
que extiende a fα tal que f̃α(ZU) ⊂ {1}. Como Z = Z(U,V ) ∪ ZU es un
conjunto cero disjunto de ZV , existe una función continuo rα : X → I tal
que ZV = r−1

α {0} y Z = r−1
α {1}. Sea gα = f̃α · rα. Para cada x ∈ A,

gα(x) = f̃α(x)·rα(x) = fα(x). Si x ∈ ZU , entonces gα(x) = f̃α(x)·rα(x) = 1. Si
x ∈ ZV , entonces gα(x) = f̃α(x)·rα(x) = 0. Por lo tanto, gα(ZU)∩gα(ZV ) = ∅.

Aśı hemos construido una familia {gα : α < c} de funciones continuas. Dados
dos elementos diferentes x, y ∈ X, tenemos tres posibilidades: x, y ∈ A, o
x ∈ A y y 6∈ A, o x, y ∈ X \ A. Las funciones gα son extensiones de las
funciones fα y por lo tanto separan los elementos de A. Si x ∈ A y y 6∈ A,
entonces estamos en Caso 1 y existe α < c tal que Cα = (xn, ZV , Z

′
V ) con

x = xn y y ∈ ZV . Como gα(xn) 6∈ gα(ZV ), tenemos que gα(x) 6= gα(y). Si
ambos puntos x, y están en X \A, entonces estamos en Caso 2 y por lo tanto
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existe α < c tal que Cα = (Z(U,V ), ZU , ZV ) con x ∈ ZU y y ∈ ZV . Como
gα(ZU) ∩ gα(ZV ) = ∅ tenemos que gα(x) 6= gα(y). En conclusión, la familia
{gα : α < c} separa los elementos de X.

Sea g̃ : X → Ic, g̃ = ∆{gα : α < c} y Y = g̃(X). Puesto que la familia
de gα separan los elementos de X, g̃ es una función injectiva y continua.
Además, por cada n ∈ ω y toda α < c, g̃(xn)(α) = gα(xn) = fα(xn), entonces
D ⊂ g̃(X). Por lo tanto, Y es un subespacio separable, denso en Ic.

Ya que Y = g̃(X) en el teorema 2.1.2 es un subespacio denso de Ic, entonces
Y es κ-metrizable y perfectamente κ-normal (ver [3], [17]). En particular,
cada subconjunto regular cerrado de Y es un conjunto cero.

Los siguientes ejemplos muestran que no podemos omitir ninguna de las
condiciones que se piden en el teorema 2.1.2

Ejemplo 2.1.3. Con X = βN y A = N tenemos un ejemplo que muestra
que no puede omitirse la condición sobre A de ser cerrado en teorema 2.1.2

Ejemplo 2.1.4. Existen espacios de Tychonoff X con nw(X) ≤ 2ω con
subespacios infinitos, cerrados y C∗-encajados A tales que X no puede ser
condensado sobre un espacio separable.

Demostración. Sea X un espacio de Hausdorff compacto no separable con
w(X) ≤ 2ω, por ejemplo el doble ćırculo de Alexandroff [9, ejemplo 3.1.26].
Sea A cualquier subconjunto de X cerrado e infinito. Por el Lema de Urysohn,
A es C∗-encajado, pero no existe ninguna condensación de X sobre un espacio
separable.

Ejemplo 2.1.5. Existe un espacio de Tychonoff X con nw(X) ≤ 2ω con un
subespacio infinito, discreto y cerrado A tal que X no puede ser condensado
sobre un espacio separable.

Demostración. Sea X = (W ×W0) \ {(ω1, ω)}, donde W = {α : α ≤ ω1} y
W0 = {α : α ≤ ω} tienen la topoloǵıa del orden. Este espacio, conocido como
la plancha de Tychonoff, es un espacio de Tychonoff que tiene la propiedad de
que la cerradura de cualquier subconjunto numerable A es también numerable
y si A ⊂ (W \{ω1})×W0, entonces Ā es compacto. No es dif́ıcil ver que cada
función continua de valores reales de X puede ser extendida sobre W ×W0,
y por lo tanto, βX = W × W0. Sea A = {ω1} × (W0 \ {ω}). Claramente
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A es un subconjunto infinito, cerrado, discreto de X. Suponga que tenemos
una condensación f : X → Y sobre un espacio de Tychonoff Y . Sea D ⊂ Y
un subconjunto numerable de Y y S = f−1(D). Como f es una bijección
tenemos que S es numerable. La cerradura S̄ de S en βX es un subespacio
compacto numerable de βX, luego entonces X\S̄ 6= ∅. Tomemos un elemento
x ∈ X\S̄. Sea F : βX → βY una extensión continua de la función f . Observe
que F (S̄) es numerable y compacto (por lo tanto cerrado en Y ), F (x) 6∈ F (S̄),
y F (S̄) contiene a D. Por lo tanto, D no puede ser denso en Y . Este ejemplo
demuestra que la condición “A es C∗-encajado en X” no puede ser removida
del teorema 2.1.2.

2.2. Isomorfismos Continuos

Decimos que un grupo topológico G es ω-estrecho si puede ser cubierto por
una cantidad numerable de translaciones de cualquiera de las vecindades
abiertas de la identidad de G.

Los siguientes resultados de muestran que las condiciones sobre X en el
teorema 2.1.2 no son suficientes para asegurar la existencia de un isomorfismo
continuo de X sobre un grupo separable en el caso de que X es un grupo
topológico.

Teorema 2.2.1. Sea κ un cardinal infinito con κ ≤ 2ω, T el grupo del
ćırculo, y G un subgrupo de ΣTκ. Entonces existe un isomorfismo continuo
ϕ : G→ H sobre un grupo separable H si y sólo si ψ(G) ≤ ω.

Demostración. Sea ϕ : G→ H un isomorfismo sobre un grupo separable H y
D ⊂ H un subconjunto denso numerable. Entonces existe un homomorfismo
continuo ϕ : %G→ %H que extiende ϕ. Note que la completación de Rǎıkov
de G es la cerradura de G en Tκ, H ⊂ ϕ(%G) ⊂ %H, y ϕ(%G) es un grupo
compacto que contiene a H como un subgrupo denso. Por lo tanto, ϕ(%G) =
%H.

Claramente ϕ−1(D) ⊂ G ⊂ Σ(Tκ) y |ϕ−1(D)| = ω, por lo tanto B = ϕ−1(D)
(la cerradura en Tκ) es un subespacio compacto metrizable de ΣTκ (ver [1,
proposiciones 1.6.29 y 1.6.30]). Por tanto ϕ(B) es compacto y contiene a D
como un subespacio denso, lo que implica que ϕ(B) = %H. También %H
es compacto y tiene una red numerable numerable por ser imagen continua
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de B , entonces w(%H) y w(H) son menores o iguales que ω. Se sigue que
ϕ : G→ H es un isomorfismo continuo de G sobre un espacio metrizable, y
por lo tanto ψ(G) ≤ ω.

Verifiquemos ahora la otra implicación. Observe que el elemento identidad e
de G es un conjunto Gδ, porque ψ(G) ≤ ω. Como G es un subgrupo de un
grupo compacto, entonces es ω-estrecho. Por el corolario 3.4.25 de [1], existe
un isomorfismo continuo de G sobre un grupo segundo numerable, y por lo
tanto separable.

El siguiente corolario se sigue del teorema 2.2.1.

Corolario 2.2.2. Sea G = σ(Tκ) el σ-producto de κ copias del grupo del
ćırculo, con κ cardinal infinito. Si existe un isomorfismo continuo ϕ : G→ H
sobre un grupo separable H, entonces κ = ω.

Demostración. Sólo hay que verificar que ψ(σ(Tκ)) = κ, luego entonces la
conclusión se sigue del teorema 2.2.1.

Ejemplo 2.2.3. Existe un grupo topológico con una subtopoloǵıa separable
pero no con subtopoloǵıa de grupo separable.

Demostración. El grupo G = σ(Tκ) contiene subespacios infinitos, cerrados,
discretos, C∗-encajados. Por el teorema 2.1.2, si κ ≤ 2ω podemos encontrar
una condensación de G sobre un espacio separable Tychonoff, pero si κ > ω,
entonces no existe isomorfismo continuo de G sobre ningún grupo topológico
separable.

El teorema 2.2.1 puede ser generalizado si remplazamos Tκ por el producto
de cualquier familia de grupos Abelianos compactos y metrizables:

Teorema 2.2.4. Sea η = {Gα : α ∈ κ} una familia de grupos Abelianos
compactos y metrizables con κ ≤ 2ω, y G un subgrupo de Σ = ΣΠη. Entonces
existe un isomorfismo continuo ϕ : G → H de G sobre un grupo topológico
separable H si y sólo si ψ(G) ≤ ω.

Arhangel’skii demostró en [4, Corolario 12] que todo homomorfismo continuo
de un grupo numerablemente compacto sobre un grupo compacto de cardi-
nalidad Ulam no medible es abierto. En particular, si existe un isomorfismo
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continuo de un grupo numerablemente compacto G sobre un grupo compacto
de cardinalidad Ulam no-medible, entonces G es compacto.

El siguiente ejemplo demuestra que no se puede extender este resultado a
espacios topológicos arbitrarios:

Ejemplo 2.2.5. Existe un espacio de Tychonoff X numerablemente com-
pacto no separable que admite una condensación sobre un espacio compacto
separable de cardinalidad 2c, y por lo tanto, X es de cardinalidad Ulam no
medible.

Demostración. Sea Y = βN la Čech-Stone compactificación de los números
naturales y Z = Y \ N. Por [9, ejemplo 3.6.18], Z contiene una familia A
de cardinalidad c que consiste de conjuntos abiertos no vaćıos ajenos dos a
dos. Sea π1 : Y × Z → Y y π2 : Y × Z → Z las proyecciones naturales de
la primera y la segunda coordenada respectivamente. Como Y es compacto,
π2 es una función cerrada. Por [9, Teorema 3.5.8], Z es un espacio compacto
porque es el residuo de un espacio localmente compacto y por lo tanto, π1 es
una función cerrada también.

Por [9, Teorema 3.6.14], todo subconjunto cerrado infinito S de Y y Z tiene
cardinalidad igual a 2c. Sea M un subconjunto infinito de Y × Z. Es claro
que al menos uno de los conjuntos, π1(M) o π2(M), es infinito. Suponga que
π1(M) es infinito. Como la proyección π1 es cerrada, π1(M) es un subconjunto
cerrado de Y , y por lo tanto, π1(M) y M tienen cardinalidad igual a 2c.

Nuestro objetivo es construir un espacio numerablemente compacto no sepa-
rable X contenido en Y ×Z tal que π1(X) = Y , π1|X es un función inyectiva,
y π2(X) ∩ A 6= ∅ para toda A ∈ A.

Llamemos como [Y ]ω a la familia de subconjuntos de Y con cardinalidad ω.
Sea A = {Aα : α < c} una numeración fiel de A y elijamos zα ∈ Aα para
cada α < c. Sean Y = {yβ : β < 2c} y [Y ]ω = {Fγ : c ≤ γ < 2c} numeraciones
fieles de Y y [Y ]ω respectivamente tales que Fc ⊂ {yβ : β < c}.

Definimos entonces una secuencia {Xγ : c ≤ γ < 2c} de subconjuntos de
Y × Z que satisfacen las siguientes condiciones para cada γ con c ≤ γ < 2c:

(iγ) Xβ ⊂ Xγ si c ≤ β < γ;

(iiγ) la restricción de π1 a Xγ es una función inyectiva;



2.2. ISOMORFISMOS CONTINUOS 25

(iiiγ) Fγ ⊂ π1(Xγ);

(ivγ) π−1
1 (Fγ) ∩Xγ tiene un punto de acumulación en Xγ;

(vγ) |Xγ| ≤ |γ|.

Para cada α < c llamamos xα = (yα, zα) y sea X ′c = {xα : α < c}. Por la
numeración de [Y ]ω, Fc ⊂ π1(X ′c). Sea Bc = π−1

1 (Fc)∩X ′c. Como π1 es cerrado
y Fc ⊂ π1(Bc), la cardinalidad de π1(Bc) es igual a 2c, por lo tanto podemos
elegir xc ∈ Bc tal que π1(xc) 6∈ π1(X ′c).

Sea Xc = X ′c ∪ {xc}. Las condiciones (iic), (iiic), (ivc), y (vc) se satisfacen
claramente, condición (ic) se cumple por vacuidad.

Suponga que para algún γ con c ≤ γ < 2c, Xξ esta definido para todo ξ,
c ≤ ξ < γ. Sea X̃γ =

⋃
c≤ξ<γ Xξ. Tenemos dos posibilidades. Si Fγ ⊂ π1(X̃γ),

entonces X ′γ = X̃γ. Si Fγ \π1(X̃γ) 6= ∅, entonces elegimos un punto arbitrario

xy ∈ π−1
1 (y) para cada y ∈ Fγ \ π1(X̃γ) y X ′γ = X̃γ ∪ {xy : y ∈ Fγ \ π1(X̃γ)}.

En ambos casos, Fγ ⊂ π1(X ′γ).

Como las condiciones (iξ) y (vξ) se satisfacen para cada ξ con c ≤ ξ < γ,
|X ′γ| ≤ |γ| < 2c.

Sea Bγ = π−1
1 (Fγ) ∩ X ′γ. Como π1 es una función cerrada, |π1(Bγ)| = 2c, y

por lo tanto existe xγ ∈ Bγ tal que π1(xγ) 6∈ π1(X ′γ).

Sea Xγ = X ′γ ∪ {xγ}. Claramente se satisface la condición (iγ).

Puesto que las condiciones (iξ) y (iiξ) se cumplen para cada ξ entre c y γ, π1|X̃γ
es una función uno-a-uno. Por nuestra definición de X ′γ, π1|X′

γ
es una función

uno-a-uno también. Finalmente, por nuestra elección de xγ, π1(xγ) 6∈ π1(X ′γ),
se sigue que π1|Xγ es uno-a-uno, por (iiγ).

Como Fγ ⊂ π1(X ′γ) y xγ ∈ Xγ, entonces se satisfacen (iiiγ) y (ivγ).

Ya que se cumplen (vξ) y (iξ) para cada ξ con c ≤ ξ < γ, se tiene que
|X̃γ| ≤ |γ|. Como |Xγ \ X̃γ| ≤ ω, podemos concluir que |Xγ| ≤ |γ|

Sea X =
⋃

c≤γ<2c Xγ y sea f : X → Y la restricción de π1 a X. Como
se cumplen las condiciones (iγ) y (iiγ) para toda γ con c ≤ γ < 2c, f es
una función continua uno-a-uno. Sea y ∈ Y un elemento arbitrario de Y y
F ∈ [Y ]ω un subconjunto de Y con y ∈ F . Entonces existe γ, c ≤ γ < 2c tal
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que F = Fγ. Por (iiiγ),

y ∈ F = Fγ ⊂ π1(Xγ) ⊂ π1(X) = f(X),

de aqúı se sigue que f(X) = Y , y por lo tanto f es una condensación de X
sobre Y .

Sea B un subconjunto infinito numerable arbitrario de X. Entonces F =
f(B) es un conjunto infinito numerable contenido en Y y existe γ < 2c tal
que F = Fγ. Por (ivγ), B = f−1(F ) = π−1

1 (Fγ) ∩Xγ tiene un punto de acu-
mulación en Xγ y, por lo tanto en X. Esto significa que X es numerablemente
compacto.

Como A ∩ π2(X) ⊃ A ∩ π2(Xc) 6= ∅ para toda A ∈ A, X no puede ser
separable.

2.3. Topoloǵıas separables sobre grupos Abe-

lianos

En esta sección probaremos que todo grupo Abeliano G con |G| ≤ 2c admite
una topoloǵıa de grupo separable, precompacta y de Hausdorff. Para hacer
esto, dividimos el trabajo en tres partes:

Caso 1 Existe x ∈ G con o(x) =∞.

Caso 2 G is un grupo de torsión acotada.

Caso 3 G is un grupo de torsión no acotada.

Empecemos con el caso cuando G no es un grupo de torsión. Para ello dare-
mos la siguiente definición.

Decimos que un grupo topológico es monotético si tiene un subgrupo ciclico
denso. El sigueinte resultado esta probado en [16, Corolario 25.15]:

Lema 2.3.1. El grupo Tκ es monotético si y sólo si κ ≤ c.

Teorema 2.3.2. Sea G un grupo Abeliano tal que |G| ≤ 2c. Supongamos que
existe un elemento x ∈ G de orden infinito. Entonces existe una topoloǵıa de
grupo separable, precompacta y de Hausdorff sobre G.
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Demostración. La idea principal de la prueba es definir un monomorfismo
ϕ : G → Tc tal que ϕ(G) sea separable. Haremos esto primero para el caso
cuando G es divisible.

Sea H el subgrupo minimal divisible de G que contiene a x ∈ H. Como
o(x) es infinito, H es isomorfo a Q. Por el lema 2.3.1, existe a ∈ Tc tal que
〈a〉 = Tc. Sea ϕ : H → Tc un monomorfismo tal que ϕ(x) = a. Para toda
β < c, sea ϕβ = pβ ◦ ϕ, donde pβ = Tc → T(β) es la proyección de Tc a la
coordenada β.

Sea κ = |G| > ω. Cómo G es divisible, G es isomorfo a la suma directa
H⊕

⊕
α∈AGα, donde cada Gα es un subgrupo de G isomorfo a Q o Zp∞ para

algún número primo p, y A es un conjunto de ı́ndices de cardinalidad κ (ver
[11, Teorema 23.1]).

Para cada α ∈ A, sea %α : Gα → F el isomorfismo de Gα sobre F , donde F
es Q o Zp∞ , con p número primo.

Consideremos a A como un subespacio del espacio 2c con la topoloǵıa del
producto. Sea B la base canónica de 2c. Sabemos que |B| = c.

Para cada g ∈ G, sea hg ∈ H y k ∈
⊕

α∈AGα tal que g = hg+k. Si g ∈ G\H,
entonces k 6= e y existe un subconjunto finito no vaćıo c(g) ⊂ A tal que
k ∈

⊕
α∈c(g) Gα. Para cada α ∈ c(g), tomemos kα ∈ Gα con k =

∑
α∈c(g) kα.

Elijamos un α(g) ∈ c(g) arbitrario tal que kα(g) no sea la identidad del grupo
Gα(g). Sea Ug ∈ B un conjunto abierto que cumple que Ug ∩ c(g) = {α(g)}.
Aśı, para cada g ∈ G \H hemos definido un par (hg, Ug) ∈ H × B.

La cardinalidad del conjunto P = {(hg, Ug) : g ∈ G \ H} es menor o igual
que |H × B| = ω · c = c. Sea P = {Pβ : β < c} una numeración de P , donde
Pβ es un par (hβ, Uβ) con hβ ∈ H y Uβ ∈ B. para cada β < c, definimos un
homomorfismo ψβ :

⊕
α∈AGα → T cómo sigue:

Si ϕβ(hβ) = 1, entonces se define ψβ tal que ψβ|Gα = %α si α ∈ Uβ, y
ψβ|Gα = 1, en otro caso. Si ϕβ(hβ) 6= 1, entonces definimos ψβ ≡ 1.

Sea ϕβ el homomorfismo definido por ϕβ = ϕβ ⊕ψβ. Es claro que, para cada
β < c, ϕβ es una extensión de ϕβ, por lo tanto ϕ =

a
β<c ϕβ es una extensión

de ϕ y ker(ϕ) ∩H = ker(ϕ) = {e}.

Elegimos g ∈ G \ H. Entonces g = hg +
∑

α∈c(g) kα, donde kα ∈ Gα para

cada α ∈ c(g). Existe β < c tal que hg = hβ y Ug = Uβ, por lo tanto
ϕβ(g) = ϕβ(hβ)·ψβ(

∑
α∈c(g) kα) = ϕβ(hβ)·

∏
α∈c(g) ψβ(kα) = ϕβ(hβ)·ψβ(kα(g)).
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Tenemos dos posibilidades:

Si ϕβ(hβ) = 1, entonces ψβ(kα(g)) = %α(g)(g(α(g))) 6= 1 y, por lo tanto,
ϕβ(g) 6= 1. Si ϕβ(hβ) 6= 1, entonces ψβ ≡ 1. Se sigue que ϕβ(g) = 1.

Como ϕ es un monomorfismo de G al grupo Tc, con ϕ(〈x〉) = 〈a〉, y 〈a〉 es
un subconjunto denso de Tc, se sigue que ϕ(G) es un grupo topológico de
Hausdorff, precompacto y separable.

En general, cada grupo Abeliano infinito G puede ser considerado cómo un
subgrupo de un grupo divisible G̃ con |G̃| = |G| (ver [11, Teorema 24.1]).
Como es sabido, existe un monomorfismo φ : G̃ → Tc tal que φ(x) = a,
donde x ∈ G es un elemento de orden infinito y a ∈ Tc con 〈a〉 denso en
Tc. Por lo tanto, φ(G) contiene a 〈a〉 como subconjunto denso. La restricción
ϕ = φ|G : G→ φ(G) es el isomorfismo que estamos buscando.

El siguiente paso es considerar un grupo G de torsión acotada (Caso 2). En
este caso usaremos los siguientes lemas.

Lema 2.3.3. Sea p un número primo, m ∈ N, y P el subgrupo de T formado
por las pm-ésimas ráıces complejas de la unidad. Para cada s ∈ P y k ≤ m

con o(s) ≤ pk, existe sk ∈ P tal que o(sk) = pk y s = s
pk/o(s)
k .

Demostración. Como s ∈ P , o(s) = pn para algún n ≤ m, aśı que existe a,
número entero no negativo a < pn, tal que s = e2aπi/pn . Observe que a no es
divisible por p.

Sea sk = e2aπi/pk . Es claro que o(sk) = pk y

s
pk/o(s)
k = (e2aπi/pk)p

k/o(s) = e2aπi/pn = s.

Lema 2.3.4. Sea p un número primo, m ∈ N, P el subgrupo de T formado
por las pm-ésimas ráıces complejas de la unidad y H = P c. Para cada h ∈ H
existe g ∈ H con o(g) = pm y h ∈ 〈g〉.

Demostración. Sea h un elemento de H. Para cada α < c, sea nα ∈ N tal
que o(h(α)) = pnα . Ya que nα ≤ m para cada α < c, existe

nh = máx{kα : α < c}.
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Denotemos por d = m− nh y, para α < c, sea kα = nα + d.

Es claro que kα ≤ m. Por el lema 2.3.3 para cada α < c podemos encontrar

h∗α ∈ P tal que o(h∗α) = pkα y h(α) = h∗α
pkα/o(h(α)). Notemos que pkα

o(h(α))
=

pkα

pnα
= pd.

Sea g el elemento de H tal que g(α) = h∗α. Observemos que para toda α < c,
pd · g(α) = h(α), por lo tanto h = pd · g.

Por nuestra definición de nh, existe β < c tal que o(h(β)) = pnh . Puesto que
el orden de h(β) es igual a pnh , o(h∗β) = pd · o(h(β)) = pm y por lo tanto
o(g) = pm.

Teorema 2.3.5. Sea G un grupo Abeliano de torsión acotada tal que |G| ≤
2c. Entonces G admite una topoloǵıa de grupo topológico Hausdorff, separable
y precompacta.

Demostración. Podemos asumir que |G| > ω. Supongamos primero que para
toda g ∈ G, el orden de g es una potencia de un número primo fijo p. Como
G es de torsión acotada, podemos encontrar k ∈ N con o(g) ≤ pk para cada
g ∈ G. Entonces existe un conjunto {gα : α ∈ A} ⊂ G tal que G =

⊕
α∈A〈gα〉

(ver [11, Teorema 17.2]).

Para cada α ∈ A, sea %α : 〈gα〉 → T el monomorfismo definido por %α(gα) =
e2πi/nα , donde nα = o(gα).

Para toda n ≤ k, sea An = {α ∈ A : o(gα) = pn} y m = max{n : |An| ≥ ω}.
Sea J0 = {αj : j ∈ ω} un subconjunto infinito numerable de Am, G0 =⊕

α∈J0
〈gα〉, J = (

⋃
n≤mAn) \ J0 y F =

⋃
n>mAn. Observemos que G′ =⊕

α∈F 〈gα〉 es finito y que |G0| = ω. Por lo tanto, G = G′ ⊕G0 ⊕
⊕

α∈J〈gα〉.

Sea H = P c, donde P es el subgrupo de T formado por todas las pm-ési-
mas ráıces complejas de la unidad. Por el teorema de Hewitt-Marczewski-
Pondiczery, H es separable. Sea D un subgrupo numerable y denso de H.
Como D es un grupo de torsión acotada, es la suma directa de grupos ćıclicos,
es decir, D =

⊕
j∈ω〈dj〉. Por el lema 2.3.4 podemos suponer que o(dj) = pm

para toda n ∈ ω.

Sea ϕ un monomorfismo ϕ : G0 → H tal que ϕ(gαj) = dj, para toda n ∈ ω.
Extenderemos este monomorfismo a Ḡ = G0 ⊕

⊕
α∈J〈gα〉. Para cada β < c,
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sea ϕβ = pβ ◦ ϕ, donde pβ : H → P(β) es la proyección natural de H sobre la
coordenada β-ésima.

Considere J como un subespacio del espacio 2c dotada con la topoloǵıa del
producto. Sea B la base canónica de conjuntos abiertos en 2c, |B| = c.

Para toda ḡ ∈ Ḡ, existe ḡ0 ∈ G0 y ua conjunto finito c(ḡ) ⊂ J tal que
ḡ = ḡ0 + lḡ, donde lḡ ∈

⊕
α∈c(ḡ)〈gα〉. Si ḡ ∈ Ḡ \ G0, entonces c(ḡ) 6= ∅. Sea

αḡ ∈ c(ḡ) un elemento arbitrario de c(ḡ) y elije Uḡ ∈ B tal que Uḡ ∩ c(ḡ) =
{αḡ}.

El conjunto S = {(ḡ0, Uḡ) : ḡ ∈ Ḡ \G0} tiene cardinalidad menor o igual que
|G0 × B| = ω · c = c. Sea S = {Sβ : β < c} una numeración de S, donde Sβ
es un par (aβ, Uβ) con aβ ∈ G0 y Uβ ∈ B.

Si ϕβ(aβ) = 1, entonces definimos ψβ :
⊕

α∈J〈gα〉 → P un homomorfismo
tal que ψβ|〈gα〉 = %α para cada α ∈ Uβ y ψβ(gα) = 1, cuando α ∈ J \ Uβ. Si
ϕβ(aβ) 6= 1.

Sea ψβ ≡ 1. Sea ϕβ = ϕβ ⊕ ψβ. Es claro que, para cada β < c, ϕβ es
una extensión de ϕβ. Por lo tanto, ϕ =

a
β<c ϕβ es una extensión de ϕ y

ker(ϕ) ∩G0 = ker(ϕ) = {e}.

Elegimos ḡ ∈ Ḡ \ G0. Entonces ḡ = ḡ0 + lḡ donde lḡ =
∑

α∈c(ḡ) lα ∈⊕
α∈c(ḡ)〈gα〉. Existe β < c tal que ḡ0 = aβ y Uḡ = Uβ. Por nuestra defi-

nición de Uβ, Uβ ∩ c(ḡ) = {αḡ} y lαḡ es diferente del elemento identidad. Se
sigue que ϕβ(ḡ) = ϕβ(ḡ0 + lḡ) = ϕβ(aβ) · ψβ(lḡ) = ϕβ(aβ) ·

∏
α∈c(ḡ) ψβ(lα) =

ϕβ(aβ) · ψβ(lαḡ).

Si ϕβ(aβ) = 1 entonces ψβ(lαḡ) = %α(lαḡ) 6= 1 porque %α es un isomorfismo
y lαḡ es diferente del elemento identidad. Por lo tanto, ϕβ(ḡ) = ϕβ(aβ) ·
ψβ(lαḡ) = 1 · ψβ(lαḡ) 6= 1.

Si ϕβ(aβ) 6= 1, entonces ψβ(lαḡ) = 1. Se sigue que:

ϕβ(ḡ) = ϕβ(aβ) · ψβ(lαḡ) = ϕβ(aβ) · 1 6= 1.

Entonces ϕ es un monomorfismo de Ḡ a P c tal que D ⊂ ϕ(G0). Por lo tanto,
ϕ(Ḡ) es un grupo topológico precompacto y separable.

Sea G′ un subgrupo finito de TF . Si g ∈ G, entonces existe g′ ∈ G′ y ḡ ∈ Ḡ
tales que g = g′ + ḡ. Sean ϕ̃ : G→ G′ × P c, y ϕ̃(g) = (g′, ϕ(ḡ)). Entonces ϕ̃
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es un monomorfismo de G a G′ × P c y por lo tanto G admite una topoloǵıa
de grupo topológico Hausdorff, separable y precompacta.

Ahora, suponga que G es un grupo Abeliano de torsión acotada arbitrario,
y sea G =

⊕
i≤nGpi la descomposición de G en la suma directa de sus com-

ponentes p-primarias (ver [11, Teorema 8.4]). Como ya se demostro, cada
Gpi admite una topoloǵıa de grupo topológico precompacta, separable, y de
Hausdorff. Cómo el número de componentes es finito,

⊕
i≤nGpi es algebraica-

mente isomorfo a
∏

i≤nGpi , y por lo tanto G admite una topoloǵıa de grupo
topológico Hausdorff, separable y precompacta.

2.3.1. El Caso de Grupos de Torsión no Acotada

El caso cuando G es un grupo Abeliano de torsión no acotada requiere una
atención especial. En este caso, adaptaremos algunas ideas de la prueba de
[6, Teorema 2.3].

Decimos que V ⊂ T es un arco abierto si V es abierto y conexo, y denotamos
por l(V ) a la longitud de V . Dado z ∈ T y m ∈ N denotamos por mz = zm.

Lema 2.3.6. Suponga que V es un arco abierto de T, z1, z2 ∈ T, n,m ∈ N,
1 ≤ n < m, y 4π/m < l(V ). Entonces existe y ∈ V tal que my = z1 y
ny 6= z2.

Demostración. Sea z ∈ T y k ∈ N. La distancia entre cualesquiera dos
diferentes ráıces k-ésimas de z es un multiplo de 2π/k. Como l(V ) > 4π/m,
hay al menos dos ráıces m-ésimas z1 distintas en V . Sea y1, y2 dos elementos
de V tales que my1 = my2 = z1 tales que la distancia entre y1 y y2 es 2π/m.
Note que y1 y y2 no pueden ser ambas ráıces n-ésimas de z2 pues, de lo
contrario, la distancia entre ellos debeŕıa ser mayor o igual que 2π/n, lo que
implicaŕıa que m ≤ n contradiciendo la suposición del lema.

Lema 2.3.7. Sea K un subgrupo numerable de Tc y f ′ ∈ K, m ≥ 2. Suponga
que {Vα : α < c} es una familia de arcos abiertos de T tales que 4π/m <
l(Vα), para toda α < c. Entonces existe f ∈

∏
{Vα : α < c} tal que mf = f ′

y nf 6∈ K para cada n, con 1 ≤ n < m.

Demostración. Sea K × {1, ...,m− 1} = {(hk, nk) : k ∈ ω} una numeración
de K × {1, ...,m − 1}. Para cada k < ω definimos αk < c y xαk ∈ T que
satisfacen las siguientes condiciones:
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(ik) αk 6= αj, si j < k;

(iik) xαk ∈ Vαk ;

(iiik) mxαk = f ′(αk);

(ivk) nkxαk 6= hk(αk).

Sea α0 < c un ordinal arbitraio. Por el lema 2.3.6 (con V = Vα0 , z1 = f ′(α0),
z2 = h0(α0), n = n0) podemos elegir un elemento xα0 ∈ Vα0 que cumple con
las condiciones (ii0), (iii0) y (iv0). Condición (i0) se cumple por vacuidad.

Supongamos que para todo j < k tenemos elegidos αj y xαj tales que cumplen
las condiciones (ij) - (ivj). Elegimos un αk < c que satisface (ik). Por el lema
2.3.6 haciendo V = Vαk , z1 = f ′(αk), z2 = hk(αk), y n = nk, elegimos xαk
que cumple (iik) - (ivk).

Finalmente, para cada α ∈ c \ {αk : k ∈ ω} usamos lema 2.3.6 otra vez con
V = Vα, z1 = f ′(α), z2 = 1, n = 1 para elegir xα ∈ Vα tal que mxα = f ′(α).

Definimos f ∈ Tc por f(α) = xα para cada α < c. Entonces:

f(α) ∈ Vα para cada α < c, y por lo tanto f ∈
∏
{Vα : α < c}.

mf(α) = mxα = f ′(α) para cada α < c, entonces mf = f ′.

Dados n ∈ {1, ...,m−1} y h ∈ K, existe k ∈ ω tal que (h, n) = (hk, nk).

Por las condiciones (iiik) y (ivk), tenemos que

nf(αk) = nkxαk 6= hk(αk) = h(αk).

Como h ∈ K es arbitrario, nf 6∈ K para toda n < m.

La prueba del siguiente lema se puede encontrar en [1, Lema 1.1.5]:

Lema 2.3.8. Sean G y G∗ grupos topológicos Abelianos, K y K∗ subgrupos
de G y G∗, respectivamente. Suponga que existen x ∈ G, x∗ ∈ G∗, m ∈ N,
m ≥ 2 y un isomorfismo ψ : K → K∗ que cumplen las siguientes condiciones:

mx ∈ K y mx∗ ∈ K∗;
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nx 6∈ K y nx∗ 6∈ K∗ para todo n ∈ N, 1 ≤ n < m;

ψ(mx) = mx∗.

Entonces existe un único isomorfismo ϕ : K + 〈x〉 → K∗+ 〈x∗〉 que extiende
ψ tal que ϕ(x) = x∗.

Ahora recordaremos algunas definiciones de teoŕıa de grupos. Un sistema
{a1, ..., ak} de elementos de un grupo G es llamando independiente si

n1a1 + ...+ nkak = 0 (ni ∈ Z)

implica

n1a1 = ... = nkak = 0.

Decimos que un sistema infinito L del grupo G es independiente si cualquier
subconjunto finito de L es independiente.

El rango r(G) de un grupo Abeliano G es la cardinalidad de un sistema in-
dependiente maximal de G. El rango libre de torsión r0(G) es la cardinalidad
de un sistema independiente maximal que contiene solamente elementos de
orden infinito. Para cada número primo p, el p-rango rp(G) de G es un sis-
tema independiente maximal que contiene únicamente elementos cuyo orden
es una potencia de p.

El siguiente lema puede ser encontrado en [7, Lema 3.17].

Lema 2.3.9. Sea G y G∗ grupos Abelianos tales que |G| ≤ r(G∗) y |G| ≤
rp(G

∗) para todo número primo p. Supongamos que H es un subgrupo de G
tal que r(H) < r(G∗) y rp(H) < rp(G

∗) para todo primo p. Si G∗ es un grupo
divisible, entonces cada monomorfismo ϕ : H → G∗ se puede extender a un
monomorfism ψ : G→ G∗.

Ahora podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.3.10. Sea G un grupo Abeliano de torsión no acotada |G| ≤ 2c.
Entonces G admite una topoloǵıa de grupo Hausdorff, separable y precompac-
ta.
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Demostración. Sea V una base numerable para la topoloǵıa de T formada
por arcos abiertos y suponga que T ∈ V . Puesto que G es un grupo de torsión
no acotada, podemos elegir un subconjunto S ⊂ G \ {e} tal que |nS| = ω
para todo n ∈ N, donde e es la unidad de G.

Consideremos c como el espacio topológico 2ω y sea B una base canónica de
2ω formada de subconjuntos cerrados - abiertos no vaćıos de 2ω, de cardina-
lidad |B| = ω.

Sea U el conjunto de todas las cubiertas abiertas finitas de 2ω formadas por
conjuntos ajenos dos a dos. Para cada U ∈ U y α < c, sea Uα,U la única
U ∈ U tal que α ∈ U . Llamemos E = {(U , υ) : U ∈ U y υ : U → V es una
función}. Para cada (U , υ) ∈ E, sea F (U , υ) =

∏
{υ(Uα,U) : α < c}.

Claramente E es numerable. Sea E = {(Uk, υk) : k ∈ ω} una numeración de
E tal que U0 = {2ω} y υ0(2ω) = T.

Para cada k < ω, elegimos nk ∈ N tal que:

4π/nk < mı́n {l(υ(U)) : U ∈ Uk}.

Por recursión en k ∈ ω elegimos un elemento xk ∈ S y definimos una función
ϕk : Hk = 〈{xj : j ≤ k}〉 → Tc que cumplen las siguientes condiciones:

(ik) ϕk(xk) ∈ F (Uk, υk);

(iik) ϕk es un monomorfismo;

(iiik) ϕk|Hj = ϕj para toda j < k.

Escogemos cualquier elemento x0 en S y sea ϕ0 : 〈x0〉 → Tc un monomorfis-
mo arbitrario. Entonces condiciones (i0) y (ii0) son cumplidas, mientras que
la condición (iii0) es vacua. Ahora sea k ∈ N, y supongamos que tenemos
definidos xj ∈ S y funciones ϕj que cumplen con (ij), (iij) y (iiij) para todo
j < k.

Sea H ′k =
⋃
j<kHj. Puesto que (iij), (iiij) se cumplen para cada j < k, la

función ϕ′k =
⋃
j<k ϕj : H ′k → Tc es un monomorfismo. Como {xj : j <

k} ⊂ S es finito, nk!S \H ′k 6= ∅. Por lo tanto, existe xk ∈ S tal que nk!xk 6∈
H ′k. En particular, nxk 6∈ H ′k para toda n ≤ nk. Sea K = ϕ′k(H

′
k). Para
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α < c, sea Vα = υk(Uα,U). Por nuestra elección de nk tenemos que 4π/nk ≤
l(υk(Uα,U)) = l(Vα) para toda α < c.

Sea m = mı́n {n ∈ N : nxk ∈ H ′k} y f ′ = ϕ′k(mxk) ∈ K. Entonces m > nk y
4π/m < 4π/nk < l(Vα) para cada α < c. Notemos que m ≥ 2. Por el lema
2.3.7 podemos encontrar f ∈ F (U , υ) =

∏
{υ(Uα,U) : α < c} tal que mf = f ′

y nf 6∈ K para n < m. Llamemos Hk = 〈{xj : j ≤ k}〉. Por lema 2.3.8
podemos extender ϕ′k a un monomorfismo ϕk : Hk → Tc con ϕk(xk) = f .

Como ϕk(xk) = f ∈ F (U , υ), se cumple la condición (ik). Por el lema 2.3.8, ϕk
es un monomorfismo que extiende ϕ′k, y por lo tanto (iik) y (iiik) se satisfacen
también.

Sea H =
⋃
k∈ωHk y ϕ =

⋃
k∈ω ϕk. Como (iik) y (iiik) se cumplen para cada

k ∈ ω, tenemos que ϕ : H → Tc es un monomorfismo.

Afirmamos que ϕ(H ∩S) es un subconjunto denso de Tc. Sea W un conjunto
abierto no vaćıo de Tc. Entonces existe un subconjunto finito I = {α1, ..., αn}
de c y arcos abiertos no vaćıos Vα1 , ..., Vαn ∈ V tales que

∏
α<cWα ⊂ W , donde

Wα = Vα si α ∈ I y Wα = T en otro caso. Sea U = {U1, ..., Un} ∈ U tal
que αi ∈ Ui para cada i ≤ n y tomemos υ : U → V , υ(Ui) = Vαi . Entonces
(U , υ) ∈ E y por lo tanto existe k ∈ ω tal que (U , υ) = (Uk, υk). Claramente
F (Uk, υk) = F (U , υ) ⊂

∏
α<cWα ⊂ W . Puesto que xk ∈ S ∩Hk ⊂ H ∩ S y

ϕ(xk) = ϕk(xk) ∈ F (Uk, υk), se sigue que ϕ(H ∩S)∩W 6= ∅. Esto implica la
densidad de ϕ(H ∩ S) en Tc.

Por lema 2.3.9, el monomorfismo ϕ puede extenderse a un monomorfismo
ψ : G→ Tc. Por lo tanto, ψ(G) es un subgrupo separable denso en Tc.

Por los teoremas 2.3.2, 2.3.5 y 2.3.10 concluimos que:

Teorema 2.3.11. Sea G un grupo Abeliano con |G| ≤ 2c. Entonces G admite
una topoloǵıa de grupo Hausdorff, separable y precompacta.



Caṕıtulo 3

Cocientes de grupos FRC y
FDC

Los conceptos de fuerte Dieudonné completitud (FDC) y de fuerte realcom-
pacidad (FRC) surgen como la adaptación de los conceptos bien conocidos
de espacios topológicos realcompactos y de Dieudonné completos.

Decimos que un grupo topológico G es fuertemente realcompacto si es to-
pológicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un producto de grupos
segundo numerables. De igual manera decimos que G es fuertemente Dieu-
donné completo si es topológicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un
producto de grupos metrizables (ver [30, 20]).

Es claro que todo grupo fuertemente Dieudonné completo es ω-balanceado,
mientras que los grupos fuertemente realcompactos son ω-estrechos.

La fuerte realcompacidad implica la fuerte Dieudonné completitud. Cualquier
grupo discreto es metrizable y por ende fuertemente Dieudonné completo,
pero es fuertemente realcompacto si y sólo si es numerable. Por lo tanto, los
grupos discretos no numerables son ejemplos de grupos Dieudonné comple-
tos que no son fuertemente realcompactos. Observemos que ambas clases son
cerradas bajo productos y bajo subgrupos cerrados.

En éste caṕıtulo demostraremos que las clases de grupos fuertemente realcom-
pactos y fuertemente Dieudonné completos son cerrados con respecto a tomar
cocientes con subgrupos invariantes Čech-completos y P -modificaciones.

36
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Los argumentos de las demostraciones se basan en las respuestas a la pre-
gunta de cuándo la P -modificación del grupo cociente G/H es equivalente al
cociente Gω/Hω de las correspondientes P -modificaciones de los grupos G y
H. Resulta que los grupos (G/H)ω y Gω/Hω son topológicamente isomorfos
cuando H es completamente metrizable (lema 3.2.3) o si G es ω-balanceado
y H es Čech-completo (teorema 3.3.2).

En el teorema 3.2.5 se demuestra que ambas clases de grupos topológicos son
cerradas bajo cocientes de subgrupos Čech-completos. De hecho, se demues-
tra el siguiente resultado: Si G es un grupo ω-estrecho (ω-balanceado) y H
es un subgrupo de G, invariante y Čech-completo, entonces G es fuertemente
realcompacto (fuertemente Dieudonné-completo) si y sólo si el grupo cociente
G/H es fuertemente realcompacto (fuertemente Dieudonné-completo).

En el ejemplo 3.2.6 se construye una extensión de un grupo compacto por un
grupo metrizable y separable que falla en ser fuertemente Dieudonné com-
pleto. Resulta que existe un grupo Abeliano, pseudocompacto, no-compacto
(y por lo tanto no realcompacto) G que contiene un subgrupo H cerrado,
metrizable y separable tal que el grupo cociente G/H es compacto.

En sección 3.3 se presentan condiciones sobre un grupo topológico G que
implican que todo subgrupo invariante, cerrado y metrizable H de G tal que
(G/H)ω ∼= Gω/Hω es completamente metrizable. En particular, se demuestra
en el corolario 3.3.5 que si H es un subgrupo invariante y metrizable de un
grupo pseudocompacto G, entonces (G/H)ω ∼= Gω/Hω si y sólo si H es
compacto. Se prueba que (G/H)ω es topológicamente isomorfo a Gω/Hω si
el subgrupo cerrado e invariante H de G es Čech-completo o pseudocompacto
(ver el teorema 3.3.2 y corolario 3.3.6).

3.1. La P -modificación de un grupo

Dado un grupo topológico (G, σ), sea σω la familia de todos los conjuntos Gδ

(intersección numerable de abiertos) de G. No es dif́ıcil verificar que σω es
una base para una topoloǵıa de grupo topológico para G la cual se conoce
como la P -modificación de (G, σ), o la Gδ-modificación de (G, σ).

Muchas propiedades topológicas no se preservan al tomar la P -modificatión.
Por ejemplo podemos mencionar celularidad, compacidad, conexidad, entre
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otras. Por otro lado, en [15, Teorema 8] se demuestra que la P -modificación de
un grupo Răıkov completo es nuevamente Răıkov completo. En esta sección
describiremos la fuerte realcompacidad y la fuerte Dieudonné completitud de
un grupo topológico en términos de su P -modificación.

Empecemos con un lema.

Lema 3.1.1. Sea G un grupo topológico ω-balanceado. Entonces Gω, la P -
modificación de G, es balanceada.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de la identidad e en Gω. Podemos
asumir que U =

⋂
n∈ω Un, donde Un es un subconjunto abierto de G, para

cada n ∈ ω. Puesto que G es ω-balanceado, para cada n ∈ ω existe una
familia numerable γn de vecindades abiertas de e en G tal que para cada
x ∈ G podemos encontrar O ∈ γn que cumple con xOx−1 ⊂ Un.

Sea Vn =
⋂
γn. Para cada n ∈ ω, Vn es un conjunto Gδ en G con la propiedad

de que para cada x ∈ G, xVnx
−1 ⊂ Un. Sea V =

⋂
n∈ω Vn. Es claro que V

es un conjunto Gδ en G que contiene a e. Por lo tanto, V es una vecindad
abierta de e en Gω tal que xV x−1 ⊂ U para cada x ∈ G. Por eso se concluye
que el grupo Gω es balanceado.

Notemos que existe un grupo topológico G tal que Gω es balanceado, pero G
no es ω-balanceado. En efecto, Pestov en [24] presenta un ejemplo de un grupo
G de pseudocarácter numerable tal que no es ω-balanceado. Claramente la
P -modificación de G es discreta y por lo tanto balanceada.

En [15, Teorema 8] fue probado que si un grupo X es Răıkov completo,
entonces Xω es también Răıkov completo. En el siguiente lema describimos
la Răıkov completación de la P -modificación de un grupo topológico dado.

Lema 3.1.2. Sea X un grupo topológico. Entonces %(Xω) es topológicamen-
te isomorfo a la P -modificación de la Gδ-cerradura de X en %X, es decir,
%(Xω) ∼= (%ωX)ω.

Demostración. Es claro que X es Gδ-denso en %ωX y %ωX es Gδ-cerrado en
%X. Por lo tanto, Xω es denso en (%ωX)ω mientras que este último grupo es
cerrado en (%X)ω.

De acuerdo con [15, Teorema 8] el grupo (%X)ω es Răıkov completo y, por
ende, es (%ωX)ω. Como Xω es denso en (%ωX)ω, concluimos que %(Xω) =
(%ωX)ω.
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Los siguientes dos resultados muestran que la Răıkov completitud de Gω es
una componente esencial en nuestras caracterizaciones de grupos fuertemente
Dieudonné completos y fuertemente realcompactos.

Teorema 3.1.3. Un grupo X ω-balanceado es fuertemente Dieudonné com-
pleto si y sólo si Xω es Răıkov completo.

Demostración. Supongamos que X es fuertemente Dieudonné completo. Por
[30, Teorema 3.3] se tiene que X = %ωX. Se sigue del lema 3.1.2 que %(Xω) ∼=
(%ωX)ω = Xω. Y por lo tanto el grupo Xω es Răıkov completo.

Por otro lado, si Xω es Răıkov completo, entonces Xω = %(Xω) = (%ωX)ω.
De aqúı se sigue que X = %ωX. Finalmente, como X es ω-balanceado, [30,
Teorema 3.3] implica que X es fuertemente Dieudonné completo.

A diferencia de ω-balanceado, la P -modificación de un grupo ω-estrecho pue-
de no ser ω-estrecho. El grupo topológico R con la topoloǵıa usual es ω-
estrecho, pero Rω es un grupo discreto no numerable y, por lo tanto, no es
ω-estrecho.

La prueba del siguiente hecho es muy similar a la demostración del teore-
ma 3.1.3, por lo que se omite.

Teorema 3.1.4. Un grupo topológico ω-estrecho X es fuertemente realcom-
pacto si y sólo si Xω es Răıkov completo.

Se demuestra en [30, Teorema 3.16] que un grupo topológico R-factorizable
G es fuertemente realcompacto si y sólo si G es un espacio realcompacto.
Como los grupos R-factorizables son ω-estrechos y los grupos precompactos
son R-factorizables [1, Corolario 8.1.17], teorema 3.1.4 implica los sigueintes
corolarios.

Corolario 3.1.5. Un grupo R-factorizable G es realcompacto si y sólo si la
P -modificación de G es Răıkov completa.

Corolario 3.1.6. Para todo grupo precompacto G, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) G es realcompacto.

(ii) La P -modificación de G es Răıkov completa.
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3.2. Cocientes de grupos completos

En [1, Corolario 7.6.19] esta demostrado que cualquier grupo topológico es
un cociente de un grupo topológico cero-dimensional con pseudocarácter nu-
merable. Como todo grupo ω-balanceado de pseudocarácter numerable es
fuertemente Dieudonné completo [30, Teorema 3.4], vemos que las propieda-
des de ser fuertemente Dieudonné completo o fuertemente realcompacto no
son invariantes bajo tomar grupos cocientes.

Por otro lado los cocientes con respecto a subgrupos compactos conservan
las dos propiedades. De acuerdo con [30, Teorema 3.17], si H es un subgrupo
compacto invariante de un grupo topológico G, entonces G es fuertemente
realcompacto (fuertemente Dieudonné completo) si y sólo si G/H es fuerte-
mente realcompacto (fuertemente Dieudonné completo). Afirmamos que es
posible extender este resultado a que el subgrupo H sea Čech-completo. Para
esto requerimos algunos resultados auxiliares.

Nuestro primer lema es evidente y su prueba es omitida.

Lema 3.2.1. Si H es un subgrupo arbitrario de un grupo topológico G, en-
tonces la función identidad de Hω sobre el subgrupo correspondiente de Gω

es un isomorfismo topológico.

El siguiente resultado es un hecho importante para la demostración del le-
ma 3.2.3.

Lema 3.2.2. Sea H un subgrupo invariante completamente metrizable de un
grupo topológico G con identidad e. Sean también {Vn : n ∈ ω} una base local
para H en e y {Un : n ∈ ω} una sucesión de vecindades abiertas simétricas
de e en G tal que U2

n+1 ⊆ Un y Un ∩ H ⊆ Vn para cada n ∈ ω. Entonces el
subgrupo P =

⋂
n∈ω Un de G satisface PH =

⋂
n∈ω UnH.

Demostración. De las propiedades de la sucesión de {Un : n ∈ ω} se sigue
que P =

⋂
n∈ω Un es un subgrupo de G. Esta claro que PH ⊂

⋂
n∈ω UnH.

Por lo tanto, es suficiente con demostrar la contención inversa.

Tomemos un elemento arbitrario x ∈
⋂
n∈ω UnH. Para toda n ∈ ω, elegimos

elementos yn ∈ Un y hn ∈ H tales que x = ynhn. Afirmamos que {hn : n ∈ ω}
es una sucesión de Cauchy en H. En efecto, sea V una vecindad abierta de
e en H. Existe N ∈ ω tal que VN ⊆ V . Tomemos m,n ∈ ω con m > N
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y n > N . Podemos asumir sin perder generalidad que n ≤ m. Se sigue de
ymhm = x = ynhn que

y−1
n ym = hnh

−1
m ∈ H ∩ U−1

n Um = H ∩ UnUm ⊆ H ∩ U2
n ⊆ H ∩ Un−1 ⊆ VN .

Puesto que H es invariante en G, un argumento similar demuestra que
ymy

−1
n ∈ VN si tenemos que m,n > N . Esto prueba nuestra afirmación.

Como el grupo H es completamente metrizable, se sigue del [1, Teorema 4.3.7]
que H es Răıkov completo. Por lo tanto, la sucesión {hn : n ∈ ω} converge
en H, es decir, existe h∗ ∈ H tal que hn → h∗ cuando n→∞. Por lo tanto,
los elementos yn = xh−1

n convergen a xh−1
∗ . Ya que yk ∈ Un cuando k ≥ n,

concluimos que xh−1
∗ ∈ Un para cada n ∈ ω, de aqúı se sigue que xh−1

∗ ∈⋂
n∈ω Un =

⋂
n∈ω Un = P . Esto prueba que x ∈ Ph∗ ⊂ PH, brindándonos

aśı la igualdad requerida.

El siguiente lema prepara el terreno para la prueba del teorema 3.2.5.

Lema 3.2.3. Sea H un subgrupo invariante completamente metrizable de un
grupo topológico G. Entonces la función identidad de Gω/Hω sobre (G/H)ω
es un isomorfismo topológico.

Demostración. Denotemos por ϕ a la función identidad de Gω/Hω sobre
(G/H)ω. Es claro que ϕ es continua, por lo tanto es suficiente verificar que ϕ
es abierta. Sea π : G→ G/H el homomorfismo cociente. El mismo homomor-
fismo considerado como una función de Gω sobre Gω/Hω lo denotaremos por
πω. Claramente π y πω son homomorfismos continuos y abiertos. Entonces
p = ϕ ◦ πω es un homomorfismo continuo de Gω sobre (G/H)ω. La conclu-
sión del lema se obtiene si probamos que p es abierta lo que significa que ϕ
es abierto también. Con este fin es suficiente encontrar una base local B de
la identidad e del grupo Gω tal que p(W ) es abierto en (G/H)ω para cada
W ∈ B.

Sea {Vn : n ∈ ω} una base local de la identidad e en H. Sea Q un conjunto
abierto arbitrario en Gω que contiene a e. Entonces existe una sucesión {On :
n ∈ ω} de vecindades abiertas de e en G tal que

⋂
n∈ω On ⊂ Q. Es fácil definir

por inducción una sucesión {Un : n ∈ ω} de vecindades abiertas y simétricas
de e en G tal que U2

n+1 ⊆ Un ⊂ On y Un ∩ H ⊆ Vn para cada n ∈ ω.
Entonces P =

⋂
n∈ω Un ⊂ Q y el lema 3.2.2 implica que PH =

⋂
n∈ω UnH.

El conjunto R =
⋂
n∈ω π(Un) es una vecindad abierta de la identidad en
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(G/H)ω. Tenemos que p−1(R) =
⋂
n∈ω p

−1(π(Un)) =
⋂
n∈ω UnH = P , de esto

se sigue que R = p(P ). Por lo tanto, p(P ) es abierto en (G/H)ω. Probamos
aśı que para cada vecindad abierta Q de e en Gω, la imagen p(Q) contiene una
vecindad abierta de la identidad en (G/H)ω. Es por esto que el homomorfismo
p es abierto y ϕ es un isomorfismo topológico, cómo queŕıamos demostrar.

Combinando el lema 3.2.3 y algunos resultados de [29, 30] probamos el si-
guiente teorema:

Teorema 3.2.4. Sea G un grupo ω-balanceado (ω-estrecho) y H un subgru-
po de G invariante y completamente metrizable. Entonces G es fuertemente
Dieudonné completo (fuertemente realcompacto) si y sólo si G/H es fuerte-
mente Dieudonné completo (fuertemente realcompacto).

Demostración. Es suficiente demostrar que el teorema es válido para el caso
de grupos fuertemente Dieudonné completos, el argumento en el caso de
grupos fuertemente realcompactos es muy similar. Por lo tanto, podemos
asumir que el grupo G es ω-balanceado. Entonces el grupo cociente G/H es
también ω-balanceado. De acuerdo a [30, Teorema 3.3] debemos verificar que
si if uno de los grupos G o G/H es Gδ-cerrado en su completación de Răıkov,
entonces el otro también lo es.

Sea ϕ : %G → (%G)/H el homomorfismo cociente. Si G/H es Gδ-cerrado en
(%G)/H entonces G = ϕ−1(G/H) es Gδ-cerrado en %G y, por [30, Teore-
ma 3.3], G es fuertemente Dieudonné completo.

Ahora supongamos que G es Gδ-cerrado en %G. Por el lema 3.1.2 se sigue que
%(Gω) = (%ωG)ω = Gω, por lo tanto el grupo Gω es Răıkov completo. Puesto
que H es metrizable, el grupo Hω es discreto y por lo tanto Čech-completo.
Por [29, Teorema 11.18], el grupo cociente Gω/Hω es también Răıkov com-
pleto.

Puesto que el lema 3.2.3 implica que (G/H)ω ∼= Gω/Hω es Răıkov completo
y, por lo tanto, el grupo G/H es fuertemente Dieudonné completo por el
teorema 3.1.3. Lo último significa que G/H es Gδ-cerrado en %(G/H) ∼=
(%G)/H.

Teorema 3.2.5. Sea X un grupo ω-balanceado (ω-estrecho) y H un sub-
grupo de X invariante y Čech-completo. Entonces X es fuertemente Dieu-
donné completo (fuertemente realcompacto) si y sólo si X/H también lo es.
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Demostración. Como en la demostración del teorema 3.2.4 consideraremos ú-
nicamente el caso de Dieudonné completitud. Sea ϕ el homomorfismo canóni-
co de %X sobre (%X)/H. Ya que H es Čech-completo, el grupo cociente
(%X)/H es Răıkov completo (ver [29, Teorema 11.18]). Entonces (%X)/H es
la completación de Răıkov de X/H. Si X/H es fuertemente Dieudonné com-
pleto, entonces es Gδ-cerrado en (%X)/H por [30, Teorema 3.3] y por lo tanto
X = ϕ−1(X/H) es Gδ-cerrado en %X. El mismo teorema implica que X es
fuertemente Dieudonné completo.

Ahora asumamos que X sea Gδ-cerrado en %X. Como el grupo H es Čech-
completo, se sigue de [1, Corolario 4.3.5] que existe un subconjunto compacto
C de H con una base numerable en H de vecindades que contienen al elemen-
to identidad e de H. Sea {On : n ∈ ω} una familia de vecindades abiertas
de e en X tal que {On ∩ H : n ∈ ω} es una base de C en H. Entonces
C = H ∩

⋂
n∈ω On. Puesto que X es ω-balanceado, cada vecindad de la iden-

tidad e en X contiene un subgrupo cerrado e invariante de tipo Gδ en X
(ver [1, Teorema 3.4.18]). Por lo tanto, para cada n ∈ ω, existe un subgrupo
cerrado e invariante Pn de tipo Gδ en X que cumple con Pn ⊂ On. Enton-
ces P =

⋂
n∈ω Pn es un subgrupo cerrado e invariante de tipo Gδ en X con

P ∩H ⊂ C.

Es claro que P ∩H es un conjunto cerrado Gδ en H y en C. Puesto que C
y el subconjunto cerrado P ∩H son compactos, el conjunto P ∩H tiene una
base numerable de vecindades abiertas en C. Por la transitividad del carácter
en espacios de Hausdorff, podemos concluir que el subgrupo compacto N =
P ∩ H de H tiene una base numerable de vecindades en H. Puesto que H
y P son subgrupos invariantes de X, entonces lo es el subgrupo N . Por lo
tanto, el grupo cociente H/N es metrizable por [1, Lema 4.3.19].

El homomorfismo cociente de H sobre H/N es una función perfecta, y como
las funciones perfectas preservan Čech-completitud (ver [9, Teorema 3.9.10]),
el grupo H/N es Čech-completo. Puesto que el espacio H/N es metrizable,
concluimos que es completamente metrizable.

El grupo cociente X/N es fuertemente Dieudonné completo por [30, Teo-
rema 3.17], y H/N es un subgrupo de X/N invariante completamente me-
trizable. Usando el teorema 3.2.4 podemos concluir que el grupo X/H ∼=
(X/N)/(H/N) es fuertemente Dieudonné completo.

Supongamos que η = {Gα : α ∈ A} es una familia de grupos topológicos y
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Πη =
∏

α∈AGα es el producto topológico de la familia η. Sea el Σ-producto
de η, denotado por ΣΠη, el subgrupo de Πη que consiste de todos los puntos
g ∈ Πη tales que |{α ∈ A : πα(g) 6= eα}| ≤ ω, donde πα : Πη → Gα es
la proyección natural de Πη sobre el factor Gα y eα es el elemento neutral
de Gα, para cada α ∈ A. Similarmente, el σ-producto de η, denotado por
σΠη, es el subgrupo de Πη que consiste de todos los puntos g ∈ Πη tales
que |{α ∈ A : πα(g) 6= eα}| < ω. Es fácil observar que tanto ΣΠη como σΠη
son subgrupos densos de Πη. Una descripción de las propiedades de estos
subgrupos puede encontrarse en [1, sección 1.6].

Los siguientes ejemplos demuestran que las propiedades de ser fuertemente
realcompacto o fuertemente Dieudonné completo no son propiedades de tres
espacios (ver la definición 1.1.11).

Ejemplo 3.2.6. Existe un grupo topológico Abeliano pseudocompacto no-
compacto G que contiene un subgrupo separable metrizable H tal que el grupo
cociente G/H es compacto. Por lo tanto, G falla en ser fuertemente realcom-
pacto.

Demostración. Sea X el grupo Zc
2, donde c = 2ω, y sea Y el grupo Zω2 .

Denotemos por [c]≤ω la familia de todos los subconjuntos numerables no
vacios de c. Es claro que |[c]≤ω| = c. Para cada A ∈ [c]≤ω y u ∈ ZA2 , sea
C(A, u) = π−1

A (u), donde πA : Zc
2 → ZA2 es la proyección natural. Observe

que la familia E = {C(A, u) : A ∈ [c]≤ω, u ∈ ZA2 } es de cardinalidad c. Sea F
el producto E×Y . Es claro que cualquier punto de Y es un conjunto Gδ y que
|F| = c. Sea {(Eα, yα) : α < c} una numeración de F . Por recursión sobre
α < c definimos un subconjunto {xα : α < c} de X tal que las siguientes
condiciones se cumplen para toda α < c:

(i) xα ∈ Eα;

(ii) xα 6∈ 〈{xβ : β < α}〉.

Condición (ii) es posible pues |Eα| = 2c. Para cualquier y ∈ Y , la cardinalidad
del conjunto {α : yα = y} es igual a c. Sea X̃ = {xα : α < c}. Definimos
la función f : X̃ → Y por f(xα) = yα para cada α < c. El conjunto X̃ es
linealmente independiente por (ii), por lo tanto, podemos extender f a un
homomorfismo g de 〈X̃〉 a Y . Puesto que todo subgrupo del grupo Booleano
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X es un sumando directo en X, g se puede extender a un homomorfismo
ϕ : X → Y .

Sea P = {(x, ϕ(x)) : x ∈ X}. Observemos que P es un sugbrupo Gδ-denso
de X × Y . Sea U un subconjunto Gδ no vaćıo del espacio X × Y . Entonces
existe y ∈ Y , A ∈ [c]≤ω, y u ∈ Zω2 tal que C(A, u) × {y} ⊂ U . Existe α < c
tal que (Eα, yα) = (C(A, u), y). Entonces (i) implica que (xα, yα) ∈ U y, por
nuestra definición de ϕ, ϕ(xα) = yα, por lo tanto (xα, yα) ∈ U ∩ P .

Sea Z = σZω2 y H = {e} × Z, donde e es el elemento identidad de X.
Entonces H es un subgrupo metrizable y separable de X × Y . Definimos un
subgrupo G de X × Y como la suma G = P + H. Sea p la restricción a G
de la proyección natural de X × Y sobre el primer factor X. Observemos
que G ∩ ({e} × Y ) = H, por lo tanto H es un subgrupo derrado de G. En
particular G es un subgrupo propio de X×Y . Como H es denso en {e}×Y , p
es un homomorfismo abierto de G sobre X (ver [18, Lema 1.3]). Por lo tanto,
el grupo cociente G/H es topológicamente isomorfo al grupo compacto X.

Como P es un subgrupo Gδ-denso del grupo compacto X × Y , vemos que
P es pseudocompacto. Como P ⊂ G ⊂ X × Y , el grupo G también es
pseudocompacto. Finalmente, un espacio pseudocompacto es realcompacto
si y sólo si es compacto, por lo que el grupo G no puede ser realcompacto, ni
fuertemente realcompacto.

3.3. Cocientes y P -modificaciones

Fue demostrado en lema 3.2.3 que para cualquier subgrupo invariante com-
pletamente metrizable H de un grupo topológico G, los grupos (G/H)ω y
Gω/Hω son topológicamente isomorfos. En esta sección extenderemos este
resultado al caso de cuando H es Čech-completo.

Empezaremos considerando el caso cuando tenemos un subgrupo compacto
H de G.

Lema 3.3.1. Si K es un subgrupo compacto e invariante de un grupo to-
pológico G, entonces el isomorfismo identidad de Gω/Kω sobre (G/K)ω es
un isomorfismo topológico.
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Demostración. Como en la demostración del lema 3.2.3 es suficiente demos-
trar que el homomorfismo canónico p de Gω sobre (G/K)ω es abierto. Clara-
mente p coincide punto a punto con el homomorfismo cociente π : G→ G/K.

Sea Q un subconjunto Gδ en G que contiene al elemento identidad e en G.
Digamos que Q =

⋂
n∈ω On, donde On es abierto en G para cada n ∈ ω.

Definimos por inducción una secuencia {Un : n ∈ ω} de vecindades abiertas
simetricas de e en G tales que U2

n+1 ⊂ Un ⊂ On para cada n ∈ ω. Entonces
C =

⋂
n∈ω Un es un subgrupo cerrado de G tal que C ⊂ Q. Afirmamos que

p(C) =
⋂
n∈ω p(Un). La inclusión p(C) ⊂

⋂
n∈ω p(Un) es evidente. Demos-

tremos la otra inclusión. Tomemos un elemento arbitrario y ∈ p(
⋂
n∈ω Un).

Entonces p−1(y) ∩ Un 6= ∅ para cada n ∈ ω. Como K es compacto, también
lo es la fibra p−1(y). Claramente Un+1 ⊆ Un para cada n ∈ ω, por lo tanto
p−1(y)∩

⋂
n∈ω Un 6= ∅ o, equivalentemente, p−1(y)∩

⋂
n∈ω Un 6= ∅. Concluimos

que y ∈
⋂
n∈ω p(Un), por lo que queda demostrada nuestra afirmación.

Se sigue de
⋂
n∈ω p(Un) = p(C) ⊂ p(Q) que la imagen p(Q) contiene la

vecindad abierta
⋂
n∈ω p(Un) de la identidad en (G/H)ω, por lo tanto el

homomorfismo p es abierto, lo que demuestra el lema.

Teorema 3.3.2. Sea H un subgrupo invariante Čech-completo de un grupo
topológico ω-balanceado G. Entonces la función identidad de Gω/Hω sobre
(G/H)ω es un isomorfismo topológico.

Demostración. La demostración es similar a la prueba del teorema 3.2.5.
Como el grupo H es Čech-completo, podemos aplicar el [1, Corolario 4.3.5]
para encontrar un subconjunto compacto C de H con una base numerable de
vecindades abiertas en H que contienen la identidad e de H. Sea {On : n ∈ ω}
una familia de vecindades abiertas de e en G tales que {On ∩ H : n ∈ ω}
es una base para C en H. Entonces C = H ∩

⋂
n∈ω On. Puesto que G es

ω-balanceado, toda vecindad abierta de la identidad e en G contiene un
subgrupo cerrado invariante de tipo Gδ en G (ver [1, Teorema 3.4.18]). Por
lo tanto, para cada n ∈ ω, existe un subgrupo cerrado e invariante Pn de tipo
Gδ en G que cumple que Pn ⊂ On. Entonces P =

⋂
n∈ω Pn es un subgrupo

cerrado e invariante de tipo Gδ en G tal que P ∩H ⊂ C.

Es claro que P ∩H es un conjunto Gδ cerrado en H y en C. Como C y P ∩H
son compactos, el conjunto P ∩ H tiene una base numerable de vecindades
abiertas en C. Por la transitividad del carácter en los espacios de Hausdorff,
concluimos que el subgrupo compacto K = P ∩ H de H tiene una base
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numerable de vecindades abiertas en H. Ya que los subgrupos H y P de G
son invariantes en G, también lo es el subgrupo K. Por lo tanto el grupo
cociente H/K es metrizable [1, Lema 4.3.19].

El homomorfismo cociente de H sobre H/K es una función perfecta, y como
funciones perfectas preservan Čech-completitud (ver [9, Teorema 3.9.10]), el
grupo H/K es Čech-completo, además de metrizable, por lo que se concluye
que es completamente metrizable.

El paso final en nuestro argumento es aplicar el Segundo Teorema de Isomor-
fismos para grupos topológicos el cual implica que G/H ∼= (G/K)/(H/K).
Como el subgrupo K de G es compacto, la función identidad de Gω/Kω so-
bre (G/K)ω es un isomorfismo topológico, por el lema 3.3.1. De la misma
forma, los grupos (H/K)ω y Hω/Kω son topológicamente isomorfos. Sean
H∗ = H/K y G∗ = G/K. Usando esta notación tenemos que G/H ∼= G∗/H∗,
H∗ω
∼= Hω/Kω y G∗ω

∼= Gω/Kω. Aplicando los lemas 3.2.3 y 3.3.1 junto con el
Segundo Teorema de Isomorfismos podemos concluir que

(G/H)ω ∼= (G∗/H∗)ω ∼= (Gω/Kω)/(Hω/Kω) ∼= Gω/Hω.

Por lo tanto, los grupos (G/H)ω yGω/Hω son topológicamente isomorfos.

En los lemas 3.2.3 y 3.3.1 los subgrupos correspondientes H y K del grupo
topológico G son Răıkov completos. También es sabido que todo grupo to-
pológico Čech-completo es Răıkov completo [1, Teorema 4.3.7]. Por lo tanto,
el subgrupo H de G en el teorema 3.3.2 es Răıkov completo también. Por eso
es natural preguntarse si la equivalencia de los grupos (G/H)ω y Gω/Hω no
implican la Răıkov completitud de H, incluso si H es separable y metrizable:

Proposición 3.3.3. Si H y K son grupos topológicos arbitrarios y G = H×
K, entonces la función identidad de Gω/Hω sobre (G/H)ω es un isomorfismo
topológico.

Demostración. Es claro que G/H ∼= K, por tanto (G/H)ω ∼= Kω. Como
Gω
∼= Hω ×Kω, tenemos que Gω/Hω

∼= (Hω ×Kω)/Hω
∼= Kω. Por lo tanto,

los grupos Gω/Hω y (G/H)ω son topológicamente isomorfos.

Bajo ciertas circunstancias, la Răıkov completitud de un subgrupo cerrado
invariante H de un grupo topológico G llega a ser una condición necesaria
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para que la equivalencia Gω/Hω
∼= (G/H)ω sea valida. En la siguiente pro-

posición demostramos que este es el caso cuando el grupo G es localmente
pseudocompacto.

Proposición 3.3.4. Sea H un subgrupo metrizable e invariante de un grupo
localmente pseudocompacto G. Entonces la función identidad de Gω/Hω sobre
(G/H)ω es un isomorfismo topológico si y sólo si el grupo H es localmente
compacto.

Demostración. Primero notamos que un grupo metrizable localmente com-
pacto es completamente metrizable. Por eso la suficiencia de la proposición
se sigue del lema 3.2.3, incluso sin la suposición de que G es localmente
pseudocompacto. Por tanto asumimos que los grupos Gω/Hω y (G/H)ω son
topológicamente isomorfos, donde el subgrupo H de G es metrizable. La
completación de Răıkov de G, %G, es un grupo localmente compacto. Co-
mo el grupo %H es topológicamente isomorfo a la cerradura de H en %G
y esta cerradura es un subgrupo invariante de %G, vemos que el encaje
canónico de G/H en %G/%H es un isomorfismo topológico de G/H sobre
su imagen (ver [1, Teorema 1.5.16]). Note que el grupo %H es metrizable y
localmente compacto, por lo tanto %H es completamente metrizable. De los
lemas 3.2.1 y 3.2.3 se sigue que (G/H)ω es un subgrupo topológico del grupo
(%G/%H)ω ∼= (%G)ω/(%H)ω. Como los grupos Gω/Hω y (G/H)ω son topológi-
camente isomorfos, vemos que el encaje natural de Gω/Hω en (%G)ω/(%H)ω
es un isomorfismo topológico de Gω/Hω sobre su imagen o, equivalentemente,
la restricción a Gω del homomorfismo cociente πω : (%G)ω → (%G)ω/(%H)ω,
llamemoslo ϕ, es una función abierta de Gω sobre el subgrupo πω(Gω) de
(%G)ω/(%H)ω y πω(Gω) ∼= Gω/Hω.

Finalmente, el grupo localmente pseudocompacto G intersecta a todo sub-
conjunto Gδ no vaćıo en %G (ver [1, Problema 3.7.J]), es decir, Gω es un
subgrupo denso de (%G)ω. Como el homomorfismo ϕ es abierto, [1, Teore-
ma 1.5.16] implica que Hω = (%H)ω ∩Gω es denso en (%H)ω. Notemos que el
grupo (%H)ω es discreto ya que %H es metrizable. Por lo tanto, Hω = (%H)ω,
es decir, H = %H. En otras palabras, el grupo H es Răıkov completo. Por lo
tanto, H = %H es un subgrupo cerrado del grupo localmente compacto %G,
lo que implica la local compacidad de H.

Notemos que todo grupo Abeliano precompacto es topologicamente isomorfo
a un subgrupo cerrado de un grupo Abeliano pseudocompacto (conexo) [31].
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Por lo tanto, el siguiente corolario describe una situación similar.

Corolario 3.3.5. Sea H un subgrupo cerrado metrizable e invariante de
un grupo topológico pseudocompacto G. Entonces la función identidad de
Gω/Hω sobre (G/H)ω es un isomorfismo topológico si y sólo si el grupo H
es compacto.

Demostración. De acuerdo con la proposición 3.3.4, los grupos Gω/Hω y
(G/H)ω son topológicamente isomorfos si y sólo si H es localmente compacto.
El grupo H es precompacto por ser subgrupo del grupo pseudocompacto
G. La conclusión del corolario se sigue del hecho que grupos precompactos
localmente compactos son compactos.

El siguiente corolario extiende el lema 3.3.1 a una clase más general.

Corolario 3.3.6. Sea K un subgrupo cerrado invariante y pseudocompacto
de un grupo topológico G. Entonces la función identidad de Gω/Kω sobre
(G/K)ω es un isomorfismo topológico.

Demostración. Sea %G la completación de Răıkov del grupo G. Entonces la
cerradura de K en %G es un grupo compacto topológicamente isomorfo a
%K. Denotemos por π el homomorfismo cociente de %G sobre %G/%K y sea
G∗ = π−1π(G).

Entonces G ⊂ G∗ ⊂ %G. Como K es pseudocompacto, intersecta a todo
subconjunto Gδ no vaćıo en %K. Por lo tanto, G intersecta a todo subconjunto
Gδ no vaćıo enG∗ = G·%K. ComoK es denso en %K, la restricción de π aG es
un homomorfismo continuo abierto de G sobre π(G) ∼= G/K y, similarmente,
G∗/%K ∼= π(G) ∼= G/K.

El grupo %K es compacto y por el lema 3.3.1 implica que

(G/K)ω ∼= (G∗/%K)ω ∼= (G∗)ω/(%K)ω. (3.1)

Nosotros sabemos que G es Gδ-denso en G∗ y K es Gδ-denso en %K, es decir,
Gω es denso en (G∗)ω y Kω es denso en (%K)ω. Por eso podemos concluir
que (G∗)ω/(%K)ω ∼= Gω/Kω en virtud de [1, Teorema 1.5.16]. Esta última
afirmación junto con (3.1) implican que (G/K)ω ∼= Gω/Kω.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se obtuvieron varios resultados en forma positiva
y algunos contraejemplos que respond́ıan varias preguntas planteadas en el
proyecto predoctoral.

Cabe resaltar que se generalizan resultados conocidos en el ámbito de los
grupos fuertemente realcompactos y fuertemente Dieudonné completos y se
dan herramientas para el estudio de estos grupos.

En la siguiente sección mencionamos algunos problemas, que hasta donde
este autor sabe, todav́ıa siguen sin responderse.

4.1. Problemas Abiertos

La respuesta a la siguiente pregunta generalizará el teorema 2.3.11.

Pregunta 4.1.1. ¿Cuáles son las caracteŕısticas que debe tener un grupo
(Abeliano) localmente compacto para que tenga una subtopoloǵıa separable?

Por otro lado, en el caso de los cocientes de grupos fuertemente realcompactos
y fuertemente Dieudonné completos se puede plantear la siguiente pregunta:

Pregunta 4.1.2. Sean G es un grupo ω-estrecho y N un subgrupo Răıkov
completo invariante de G. ¿Será cierto que G es fuertemente realcompacto
implica que G/N es fuertemente realcompacto?

50
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Para el caso de grupos paratopológicos, se puede dar una definición de grupos
fuertemente realcompactos.

Definición 4.1.3. Sea G un grupo paratopológico regular. Decimos que G es
fuertemente realcompacto si es topológicamente isomorfo a un subgrupo ce-
rrado de un producto de grupos paratopológicos regulares segundo numerable.

Es natural preguntarse si los teoremas que hemos demostrado para grupos
topológicos fuertemente realcompactos son válidos para esta nueva clase de
grupos paratopológicos. Esto abre una buena ĺınea de investigación. El pro-
blema que se encuentra inmediatamente al trabajar con esta clase es que no
existe una construcción equivalente a la completación de Răıkov en grupos
paratopológicos.
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[23] Ol’shanskĭı, A.I. A remark on a countable non-topologizable group, Vest-
nik Mosk. Gos. Univ. Ser. I Mat. Mekh. no. 3, p. 103 (in Russian), 1980.

[24] Pestov, V. G. Embeddings and condensations of topological groups,
Math. Notes 31, 3–4, 228–230. Russian original in: Mat. Zametki 31
(1982), 442–446.

[25] Pestov, V. G. An Example of nonmetrizable minimal topological group
whose identity has the type Gδ. (Russian) Ukrain. Mat. Zh. 37 (6),
(1985), 795–796.

[26] Shakhmatov, D.B. Condensations of universal topological algebras pre-
serving continuity of operations and decreasing weights, (Russian) Vest-
nik Moskov. Univ. Ser. I Mat. Mekh. (2), (1984), 42–45.

[27] Tkachenko, M.G., Villegas, L., Hernández, C., and Rendón, O. Grupos
Topológicos, Universidad Autónoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa;
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