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Resumen

Esta tesis tiene dos temas principales, que inspiraron la elaboracién de dos
articulos:

= [somorfismos continuos sobre grupos separables (ver [21]).

» Cocientes de grupos fuertemente realcompactos (ver [22]).

En la Introduccion se presentan los antecedentes histéricos que motivan el
estudio de los problemas atacados en esta tesis.

El Capitulo 1 “Preliminares” se divide en 4 secciones. En la seccién 1.1 se da
una introduccion a los grupos topolégicos y se mencionan las caracteristicas
mas importantes que seran utilizadas en este trabajo. En la seccién 1.2 se
introduce el concepto de subtopologia y se enuncian resultados ya conocidos.
En la seccién 1.3 se definen diferentes tipos de completitud tanto en espacios
como en grupos topoldgicos y se presenta el concepto de grupos fuertemente
realcompactos y fuertemente Dieudonné completos. Por tltimo, en la seccién
1.4, se especifica la notacion y definiciones basicas que se usaran a lo largo
de la tesis.

En el Capitulo 2 “Subtopologias Separables” se estudia el problema de las
condensaciones sobre espacios separables e isomorfismos continuos sobre gru-
pos topologicos separables. En el teorema 2.1.2 se dan condiciones suficientes
para que un espacio topolégico tenga una subtopologia separable y se dan
ejemplos que muestran que ninguna de estas condiciones se puede quitar (ver
los ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5). Ademas se prueba que estas condiciones fa-
llan cuando se busca una subtopologia de grupo separable, dando ejemplos
de grupos topoldgicos que tienen una subtopologia separable pero no una
subtopologia de grupo separable (ver el ejemplo 2.2.3).
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En el ejemplo 2.2.5 se construye un espacio de Tychonoff numerablemente
compacto y no separable que admite una condensacion sobre un espacio
compacto separable de cardinalidad 2¢. En la seccion 2.3 se demuestra que a
todo grupo Abeliano de cardinalidad menor o igual que 2¢ se le puede asignar
una topologia de grupo Hausdorff separable, es decir, que independientemente
de sus caracteristicas algebraicas, siempre podemos asignar una topologia de
grupo Hausdorff separable a un grupo Abeliano de cardinalidad menor o
igual que 2° (ver el teorema 2.3.11).

En el Capitulo 3 “Cocientes de grupos FRC y FDC” se estudian las ca-
racteristicas que tienen los grupos topoldgicos fuertemente realcompactos y
los grupos fuertemente Dieudonné completos. En la secciéon 3.1 se demues-
tran propiedades que tienen las P-modificaciones de grupos topoldgicos y
se describe la completacion de Raikov de la P-modificacion de un grupo
en términos del grupo original. En la seccién 3.2 se estudian también los
cocientes de los grupos fuertemente realcompactos y de grupos fuertemente
Dieudonné completos con respecto a subgrupos completamente metrizables y
Cech-completos. Nuestros argumentos nos llevan a estudiar la relacién entre
la P-modificacion del cociente de grupos y el cociente de las P-modificaciones
en la seccion 3.3.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4 “Conclusiones” se presentan las observaciones
nales del trabajo y se hacen preguntas que quedan sin responder ue

finales del trab h t d d

pueden ser interesantes para una investigacion futura.
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Introduccion

La teoria de grupos topolédgicos es un claro ejemplo de la fusién exitosa entre
dos grandes areas de la matematica, la teoria de grupos y la topologia general.

Un grupo topolégico (G, 7) es, como su nombre lo sugiere, un grupo abs-
tracto al que se le asigna una topologia que hace continuas las operaciones
definidas en él, es decir, la multiplicacion de grupo y la funcién inversién. La
interaccién entre estas dos estructuras da como resultado muchas propiedades
de grupos topoldgicos que no son ciertas en espacios topoldgicos arbitrarios.

Las primeras nociones de grupos topoldgicos surgen a finales de siglo XIX
y principios del XX, con el trabajo sobre los grupos de transformaciones y
grupos de Lie. El estudio de los grupos topolégicos hizo rapidamente avances
significativos. Los matematicos como Pontryagin, Markov, Freudenthal, Peter
y Weyl, entre otros, hacen aportaciones considerables sobre la estructura de
los grupos topoldgicos, asi cémo de sus subgrupos, productos y cocientes.

Es muy interesante cémo la estructura topologica y la algebraica de un gru-
po topoldgico influyen una en la otra generando caracteristicas unicas. Al-
gunos ejemplos de estas propiedades las podemos encontrar en los teoremas
de Birkhoff-Kakutani (1936), referente a la metrizabilidad de los grupos to-
poldgicos (ver el teorema 1.1.5), y de Pontryagin (1934) que demuestra que
todo grupo topoldgico con el axioma de separacién Ty es Tychonoff.

En el Capitulo “Preliminares” se presentan los resultados conocidos en el
campo de grupos topologicos que seran de gran utilidad en el desarrollo de
este trabajo. Se definen los conceptos de subtopologia de espacio, subtopo-
logia de grupo topoldgico y de grupos fuertemente realcompactos y fuerte-
mente Dieudonné completos, que son los temas estudiados en esta tesis (ver
las Secciones 1.2 y 1.3 respectivamente).
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Encontrar una topologia de grupo Hausdorff, no discreta para un grupo arbi-
trario no es una tarea facil. En 1953, Kertész y Szele demuestran que a todo
grupo infinito Abeliano se le puede asignar una topologia de grupo Hausdorff
no discreta. Sin embargo, existen ejemplos de grupos a los que la unica to-
pologia de grupo que se les puede asignar es la discreta (ver [23]). Por eso
es natural preguntarse que si dado un grupo arbitrario G y una propiedad
topoldgica P:

= ; Existe una topologia de grupo para G que tenga P?

= ; Qué propiedades algebraicas debe cumplir G para que se le pueda
asignar una topologia de grupo que tenga P?

En 1957 Harrison y en 1958 Hulanicki responden la pregunta hecha por Hal-
mos en 1944, caracterizando los grupos Abelianos que pueden admitir una
topologia de grupo compacto. Comfort y Ross en 1964 generalizan el resul-
tado de Kertész y Szele demostrando que todo grupo Abeliano admite una
topologia de grupo metrizable no discreta y precompacta. En 1980 van Dou-
wen demuestra que todo grupo Booleano G para el cual |G| = |G|* admite
una topologia de grupo numerablemente compacta. En 1998 Dikranjan y
Shakhmatov dan condiciones suficientes para que un grupo Abeliano infinito
G admita un topologia de grupo Hausdorff pseudocompacta (ver [1, Teorema
9.11.6]). En 2002, bajo el axioma de Martin, Dikranjan y Tkatchenko carac-
terizan los grupos de cardinalidad ¢ que admiten una topologia de grupo
numerablemente compacto.

Es por esto que resulta natural preguntarse ;Qué propiedades debe satisfa-
cer un grupo para que admita una topologia de grupo topolégico Hausdorff
separable?

En el Capitulo 2 se demuestra que para todo grupo Abeliano de cardinalidad
menor o igual que 2¢ se le puede asignar una topologia de grupo topoldgico
separable (teorema 2.3.11). En el teorema 2.1.2 se estudian las condensaciones
sobre espacios topologicos y se dan condiciones suficientes para que exista
una condensacion de un espacio de Tychonoff sobre un espacio separable
y damos ejemplos que prueban que dichas condiciones son minimas. En el
caso de grupos topoldgicos, en el teorema 2.2.2 se demuestra la existencia
de grupos que tienen una subtopologia de espacio separable pero no una
subtopologia de grupo separable. Ademas en el ejemplo 2.2.5 se construye una
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condensacién de un espacio numerablemente compacto no separable sobre un
espacio compacto separable de cardinalidad 2¢, demostrando que el teorema
de Arhangel’skii (ver [4] y [1, Corolario 9.8.17]) de homomorfismos continuos
de grupos numerablemente compactos sobre grupos compactos no se puede
extender a espacios topoldgicos arbitrarios.

En 1953 Katz demuestra que un grupo topoldgico es topolégicamente isomor-
fo a un subgrupo de un producto de grupos topoldgicos primero numerables
(metrizables) si y sélo si es w-balanceado (ver [19]). Por otra parte, Guran
en 1981 demuestra que un grupo topolégico G admite un encaje topolégico
como un subgrupo de un producto de grupos topolégicos segundo numerables
si y s6lo si G es w-estrecho (ver [13]).

Por otra parte, es interesante estudiar los conceptos basicos de la topologia
general aplicados al campo de los grupos topolégicos. Por ejemplo, existen
muchos espacios primero numerables que no son metrizables (la recta de
Sorgenfrey por mencionar alguno), pero por el teorema de Birkhoff-Kakutani
sabemos que la clase de grupos metrizables es equivalente a la clase de grupos
primero numerables. En el caso de espacios topoldgicos, la celularidad de un
espacio o-compacto puede ser arbitrariamente grande, pero la celularidad de
un grupo o-compacto es numerable. En estos ejemplos se muestra que la
estructura algebraica de un grupo topoldgico afecta considerablemente sus
caracteristicas topoldgicas.

Hay, sin embargo, propiedades topoldgicas que pueden trabajar mejor en el
caso de grupos topoldgicos si se les hace algunas modificaciones para no per-
der las caracteristicas algebraicas del grupo. Por ejemplo, en 2004, M. Tka-
chenko, C. Hernandez y M. Lopez adaptan el concepto de realcompacidad a
la teoria de grupos topologicos describiendo asi la clase de los grupos fuer-
temente realcompactos (FRC). Un grupo es fuertemente realcompacto si es
topoldgicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un producto de grupos
segundo numerables. Es claro que todo grupo fuertemente realcompacto es
realcompacto y, por el teorema de Guran (ver el teorema 1.1.15), w-estrecho.

De manera similar, se adapta el concepto de espacio Dieudonné completo a
los grupos topolégicos de la siguiente forma. Un grupo topolégico es fuer-
temente Dieudonné completo si es topologicamente isomorfo a un subgrupo
cerrado de un producto de grupos metrizables. Es claro que la clase de los
grupos fuertemente realcompactos esta contenida en la clase de los grupos
fuertemente Dieudonné completos.
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Se sabe que, en espacios topoldgicos de Tychonoff, la diferencia entre los
espacios realcompactos y Dieudonné completos es muy sutil, ya que si no
existen los cardinales medibles, entonces estas dos clases coinciden (ver [9,
Ejercicio 8.5.13.h]). Pero en el caso de los grupos topolégicos, cualquier grupo
no numerable con la topologia discreta es un ejemplo de grupo fuertemente
Dieudonné completo que no es fuertemente realcompacto.

En [30] se demuestra que todo grupo w-estrecho (w-balanceado) es fuertemen-
te realcompacto (fuertemente Dieudonné completo) si y sélo si es Gg-cerrado
en su completacién de Raikov y que las clases de los grupos fuertemente real-
compactos y fuertemente Dieudonné completos son cerradas bajo cocientes
sobre subgrupos compactos.

En el Capitulo 3 se generalizan los resultados anteriores. Con este objetivo,
en la seccién 3.1 se estudian propiedades de ser w-estrecho y w-balanceado en
las P-modificaciones de grupos topolégicos. En la seccion 3.2 se estudian los
cocientes de los grupos fuertemente realcompactos y de grupos fuertemen-
te Dieudonné completos y se demuestra que estas clases son cerradas bajo
tomar cocientes con respecto a subgrupos completamente metrizables y Cech-
completos (ver los teoremas 3.2.4 y 3.2.5), generalizando asi los resultados
expuestos en [30].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se definen los conceptos basicos de los que se hablara en esta
tesis. Se hace una introduccion a los grupos topoldgicos y se presentan los
resultados que utilizaremos. Ademaés se define el concepto de subtopologia P,
donde P es una propiedad topolégica y se mencionan algunos teoremas cono-
cidos al respecto. Por ultimo hablaremos acerca de los diferentes conceptos
relacionados a la completitud de espacios y grupos topoldgicos y definiremos
los grupos fuertemente realcompactos y fuertemente Dieudonné completos,
mismos que se compararan con los espacios realcompactos y Dieudonné com-
pletos. En la seccién final, se presenta la notacion y definiciones basicas que
seran utilizadas a lo largo de este trabajo de tesis.

1.1. Grupos topolégicos

Sea G un grupo con una topologia. El grupo G es topoldgico izquierdo (to-
poldgico derecho) si las traslaciones izquierdas (derechas) son continuas en
G. Un grupo G que es a la vez topoldgico izquierdo y derecho es un grupo
semitopoldgico. Si la multiplicacién en G es conjuntamente continua, deci-
mos que G es un grupo paratopologico. Por otra parte, si tenemos un grupo
semitopoldgico GG donde la inversion es continua, decimos que G es un grupo
quasitopoldgico. Si G es un grupo paratopoldgico y quasitopoldgico al mis-
mo tiempo, es decir, que tanto el producto como la inversién son continuas,
entonces diremos que G es un grupo topoldgico.
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Daremos a continuaciéon algunos resultados importantes en el estudio de los
grupos topolégicos que relacionan sus caracteristicas algebraicas con las to-
poldgicas:

Un espacio topoldégico X se dice homogéneo, si para cualesquiera puntos
z,y € X, existe f : X — X homeomorfismo tal que f(z) = y. Si ademads se
cumple también la igualdad f(y) = z, entonces el espacio topolégico se dice
que es bihomogéneo.

Teorema 1.1.1. Todo grupo topoldgico G es bihomogéneo.

Demostracién. Sean g,h € G dos puntos y sea f(x) = g-z~' - h. Es claro
que f(g) =hy f(h) =g. La continuidad de f es debida a la continuidad de
la multiplicacion y de la inversa en G. m

Este hecho facilita la verificacién de muchas propiedades topolégicas en los
grupos topoldgicos ya que solo se tienen que comprobar ciertas caracteristicas
en las vecindades de la identidad.

El teorema 1.1.1, junto con la continuidad de la multiplicacién y la inversion
hace que los grupos topoldgicos T; sean regulares (observacién hecha por
Kolmogorov). Poco después, en 1937, Pontryagin demuestra algo atin mas
sorprendente, definiendo prenormas en los espacios topolégicos:

Teorema 1.1.2 (Pontryagin). Si G es un grupo topolégico T, entonces G
es completamente reqular (ver [27, Teorema 4.14]).

Este teorema no es verdadero ni para el caso de grupos paratopoldgicos, pues
existen ejemplos de grupos T} que no son Hausdorff y Hausdorff que no son
regulares (ver [14]). Banakh y Ravsky demostraron en [5] que los grupos para-
topolégicos T3 son Tychonoff, este problema (demostrar la equivalencia entre
grupos paratopoldgicos T3 y Tychonoff) estuvo abierto alrededor de 60 anos
(de hecho ellos demostraron que los grupos paratopoldgicos funcionalmente
Hausdorff son funcionalmente Tychonoff).

En esta tesis solo consideraremos los grupos topologicos T} .

El siguiente teorema es de gran importancia pues permite caracterizar com-
pletamente a N(e) el conjunto de las vecindades de la identidad y da una
manera de discernir si una topologia dada a un grupo es o no una topologia
de grupo topolégico:
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Teorema 1.1.3. Sean G un grupo topoldgico y e el elemento identidad de
G. Entonces existe una base local V para e en G que cumple las siguientes
condiciones:

() NV ={e};
(i) st U,V €V, entonces existe W € V tal que W CUNV;

)

)

(iii) para cada U € V, existe V €V tal que V' C U;

(iv) para cada U € V, existe V €V tal que V* C U;

(v) para cada U €V yx € G, existe V €V tal que Va C U;
)

(vi) para cada U €V yx € G, existe V €V tal que xVa~! C U.

Reciprocamente, si tenemos un grupo G y una familia V no vacia de sub-
conjuntos de G que contienen a e y que satisfacen las condiciones (i) — (vi),
entonces la familia {Ua : a € G, U € V} es una base de una topologia de
grupo topolégico para G.

Como corolario del teorema 1.1.3, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.1.4. Sea e el elemento identidad de un grupo topologico G y
U C G una vecindad de e. Entonces existe una familia F de vecindades
simétricas de la identidad F = {V, : n € w} tal que Vo C U y V2, C V,
para toda n € w. El conjunto H = (| F es un subgrupo cerrado de G.

Otro hecho interesante que surge de la relacién entre las propiedades alge-
braicas con las topoldgicas que cumplen los grupos topoldgicos, es el teorema
de Birkhoff-Kakutani demostrado en 1936, acerca de la metrizabilidad de
grupos topoldgicos (ver [1, Teorema 3.3.12]).

Teorema 1.1.5. Un grupo topolégico G es metrizable si y solo si G es pri-
mero numerable.

Es sorprendente como la estructura de grupo topoldgico simplifica las condi-
ciones necesarias para la metrizabilidad. Este teorema falla para el caso de
los grupos paratopoldgicos, pues la recta de Sorgenfrey es un claro ejemplo
de un grupo paratopolégico primero numerable no metrizable.
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Un hecho que se debe sélo a la continuidad de las traslaciones, ya sean de-
rechas o izquierdas, es que todo subgrupo abierto de un grupo topoldgico
derecho (o izquierdo) es cerrado. Ahora, si ademds contamos con la conti-

nuidad de la funcién inversa, entonces podemos deducir el siguiente teorema
(ver [1, Corolario 1.4.14]):

Teorema 1.1.6._5’@' H es un subgrupo de un grupo topolégico (quasitopoldgi-
co) G, entonces H, la cerradura de H en G, es un subgrupo de G.

Este hecho no es verdadero para grupos paratopolégicos. En su tesis doctoral,
Manuel Fernandez da condiciones suficientes sobre grupos paratopoldgicos y
semitopoldgicos para que las cerraduras de sus subgrupos sean subgrupos
también (ver [10]).

Este teorema es muy importante pues implica los siguientes corolarios:

Corolario 1.1.7. Si H es un subgrupo localmente compacto de un grupo
topologico G, entonces H es cerrado en G.

Corolario 1.1.8. Todo subgrupo discreto de un grupo topologico numerable-
mente compacto es finito.

Corolario 1.1.9. Todo subgrupo discreto de un grupo topoldogico Lindeldf es
numerable.

Para evitar confusiones con el término normal en teoria de grupos con normal
en el sentido topolégico, se utilizara el término invariante para referirse a un
subgrupo H cuyas clases laterales izquierdas coinciden con las derechas. Con
esta aclaracién, podemos enunciar el siguiente teorema (ver [1, Teoremas

1.5.1y 1.5.3))

Teorema 1.1.10. Si H es un subgrupo de un grupo topolégico G, entonces
G/H es un espacio topolégico Ty si y sdlo si H es un subgrupo cerrado de G.
Ademas G/ H es un grupo topolégico Ty si y solo si H es un subgrupo cerrado
e invariante de G.

Una pregunta interesante es identificar cuales propiedades se conservan bajo
imagenes directas o inversas de funciones cocientes. El estudio de éstas dan
cémo origen la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.11. Dada una propiedad P, decimos que P es de tres espa-
cios si para cualquier subgrupo cerrado e invariante H de un grupo topologico
G tal que H y G/H ambos tienen P, implica que G también tiene P.

Algunos ejemplos de propiedades topolégicas que son de tres espacios son:

1. Primera numerabilidad (=Metrizabilidad);
2. Segunda numerabilidad;

Compacidad;

= L

Conexidad;
5. Compacidad local;

6. “Todos los subgrupos compactos son metrizables (o finitos)”.

Es de interés analizar si una propiedad dada es o no una propiedad de tres
espacios.

A continuacion se presentan dos definiciones que se utilizan en esta tesis,
sobre todo en el Capitulo 3.

Definicién 1.1.12. Sea G un grupo topolégico. Entonces se dice que G es
w-estrecho si para cada U € N (e), existe un subconjunto numerable C' de G
tal que CU =UC = G.

Ejemplos de grupos w-estrechos son los grupos separables, los grupos Lindelof
y los grupos con celularidad numerable.

Definicién 1.1.13. Sean G un grupo topolégico. Se dice que G es w-balan-
ceado si para cada U € N (e), existe una familia numerable v C N (e) tal que
para cualquier x € G existe V€ v con aVa~t C U.

Es claro que los grupos Abeliano y los grupos primero numerable son w-
balanceados. Durante mucho tiempo se pregunté si un grupo con pseudo-
cardcter numerable era w-balanceado. Pestov en [24] da un ejemplo que de-
muestra que esta pregunta tiene respuesta negativa.

Por tltimo, se enuncian los teoremas de Katz y Guran referentes a isomor-
fismos continuos (ver [1], teoremas 3.4.22 y 3.4.23).
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Teorema 1.1.14 (Teorema de Katz). Sea G un grupo topoldgico. Entonces
G es w-balanceado si y solo si G es topologicamente isomorfo a un subgrupo
de un producto de grupos metrizables.

Teorema 1.1.15 (Teorema de Guran). Sea G un grupo topoldgico. Entonces
G es w-estrecho si y solo si G es topologicamente isomorfo a un subgrupo de
un producto de grupos sequndo numerables.

1.2. Subtopologias

Una condensacion es una funcion biyectiva y continua. Si X y Y son espacios
v f: X — Y es una condensacién, podemos asumir que X y Y tienen el
mismo conjunto asociado y que la topologia de X es mas fina que la de Y.
En este caso diremos que la topologia de Y es una subtopologia de X o que
X se condensa sobre Y.

El problema de encontrar condiciones bajo las cuales el espacio X admite
una subtopologia con una propiedad P dada ha sido muy estudiada por dife-
rentes autores. Es conocido que todo espacio de Hausdorff X con nw(X) < k
se puede condensar sobre un espacio Y con w(Y') < k (ver [9, Lema 3.1.18]).
Asi mismo, existen resultados similares para las clases de espacios regula-
res y de Tychonoff. En [28] los autores encuentran condiciones necesarias y
suficientes para que un espacio topoldgico admita una subtopologia conexa
Hausdorff o regular. En [12] se demuestra que todo espacio metrizable no
compacto tiene una subtopologia de Hausdorff conexa.

En grupos topoldgicos (y otras estructuras algebraicas con topologia), el con-
cepto de condensacién tiene una contraparte natural: el isomorfismo continuo
que es un homomorfismo y una condensacién al mismo tiempo.

Al final de los 70’s, Arhangel’skii demostré en [2] que todo grupo topoldgico
G con nw(G) < k admite un isomorfismo continuo sobre un grupo topolégico
H con w(H) < k. En [26] Shakhmatov amplio este resultado para anillos,
moédulos y campos topolégicos. C. Hernandez extendid este resultado para
otras estructuras algebraicas con topologias regulares y de Tychonoff (ver
[14]).

Como corolario del teorema de Katz acerca de encajes isomorfos en productos
de grupos topoldgicos metrizables (ver el teorema 1.1.14), se puede deducir
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que si G es un grupo w-balanceado y que el elemento neutral de G' es un
conjunto G, entonces existe un isomorfismo continuo de G sobre un grupo
metrizable. Pestov demuestra que la condicién sobre G de ser w-balanceado
no se puede omitir (ver [25]).

En el teorema 2.1.2 de esta tesis se presentan condiciones suficientes que un
espacio de Tychonoff debe satisfacer para que admita una condensacion so-
bre un subespacio separable y denso en el cubo de Tychonoff de peso 2“. Los
ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5 muestran que ninguna de las condiciones en el
teorema 2.1.2 puede omitirse. En el corolario 2.2.2, se demuestra que estas
condiciones no son suficientes si buscamos un subtopologia de grupo sepa-
rable, dando un ejemplo de un grupo topoldgico que tiene una subtopologia
separable pero no una subtopologia de grupo separable (ejemplo 2.2.3). En
el teorema 2.2.4 se dan condiciones necesarias y suficientes para que exista
un isomorfismo continuo de un subgrupo de producto de grupos Abelianos,
compactos y metrizables sobre un grupo separable.

Como Arhangel’skii demostré en [4], todo homomorfismo continuo de un
grupo numerablemente compacto X sobre un grupo compacto Y de cardi-
nalidad Ulam no-medible es abierto. En el ejemplo 2.2.5 se construye una
condensacién de un espacio de Tychonoff numerablemente compacto y de
celularidad 2“ sobre un espacio compacto, separable y de cardinalidad 2° lo
que demuestra que el resultado de Arhangel’skii no se puede generalizar a
espacios arbitrarios.

Finalmente en la seccion 2.3 se demuestra que cada grupo Abeliano de car-
dinalidad menor o igual que 2° admite una topologia Hausdorff de grupo
topolégico precompacto y separable (ver el teorema 2.3.11).

1.3. Completitud en espacios y grupos topo-
l6gicos
En la topologia general, existen diferentes conceptos de completitud. Bajo

ciertas circunstancias, estos conceptos son equivalentes, pero en general son
muy diferentes.

En esta seccion hablaremos de las diferentes nociones de espacios completos,
y los compararemos con su contraparte en los grupos topoldgicos.



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

El primer concepto que estudiaremos es la completitud en el sentido de
Raikov. Para esto, empezaremos dando la definicién de filtro de Cauchy.

Definicién 1.3.1. Sea n un filtro de conjuntos abiertos de un grupo topolégi-
co G. Se dice que n es un filtro de Cauchy si para cada vecindad abierta V
de la identidad e en G, existen a,b € G tales que aV' y Vb pertenecen a 1.

Definicién 1.3.2. Un grupo topolégico G se dice Raikov completo si y solo
si todo filtro de Cauchy en G converge.

En 1946 Raikov demuestra el siguiente teorema, el cual se utilizard muchas
veces a lo largo de este trabajo (ver [1, Teorema 3.6.10]).

Teorema 1.3.3. Para cada grupo topologico G, existe un grupo oG Raikov
completo y un isomorfismo topoldgico i de G sobre un subgrupo i(G) denso
en 0G.

Al grupo oG se le llama la Raikov completacién de G. Se identifica a G como
subgrupo denso de oG. Las propiedades basicas de este grupo pueden ser
encontradas en [1, seccién 3.6]. Se mencionan algunos resultados que seran
utilizados mas adelante.

Teorema 1.3.4. Todo homomorfismo continuo f de un grupo topologico G
a un grupo topolégico H puede ser extendido a un homomorfismo continuo

f* de oG a oH.

Teorema 1.3.5. Si G es un grupo metrizable, entonces oG es completamente
metrizable.

Teorema 1.3.6. Sea G = Il;¢;G; un producto de grupos topolégicos. Enton-
ces oG es topologicamente isomorfo al grupo producto Il;c;0G;.

Cabe mencionar que la propiedad de Raikov completitud es una propiedad
de tres espacios (ver [1, Problema 3.6.F]).

Un espacio topolégico Hausdorft X es H-cerrado si es cerrado en todo espacio
de Hausdorff que lo contenga. Es claro que todo espacio compacto T, es H-
cerrado. Un espacio regular es H-cerrado si y sélo si es compacto. Un ejemplo
de espacio topoldgico H-cerrado no compacto es el intervalo [0, 1] dotado con
la topologia generada por la topologia usual y el conjunto QN [0, 1].



1.3. COMPLETITUD EN ESPACIOS Y GRUPOS TOPOLOGICOS 13

Esta definicion se puede modificar para adaptarla al estudio de los grupos
topoldgicos. Decimos que un grupo topolégico Hausdorff es H-cerrado si es
cerrado en todo grupo topolégico Hausdorff que lo contiene. El sigueinte
teorema no necesita demostracion:

Teorema 1.3.7. Sea G un grupo topolégico Hausdorff. Entonces G es H -
cerrado si y solo si G es Raikov completo.

Ejemplos de grupos Ratkov completos son los grupos localmente compactos,
Cech-completos y los completamente metrizables.

Observe que los espacios localmente compactos no son necesariamente H-
cerrados. Por ejemplo, sea X =1\ {z(}, donde x( es un punto arbitrario de
I, entonces X es localmente compacto, pero no H-cerrado.

Otro concepto de completitud en la topologia general es la Cech-completitud.

Definicién 1.3.8. Sea X un espacio topolégico de Tychonoff. Decimos que
X es Cech-completo si y solo st X es un subconjunto G5 de X, donde fX
es la compactificacion de Stone-Cech de X.

Hay que hacer notar que, aunque en la definiciéon se hace mencién a la com-
pactificacién de Stone-Cech, se sabe que X es Cech-completo si y sélo si
es un subconjunto Gy en alguna de sus compactificaciones (ver [9, Teore-
ma 3.8.1]). La propiedad de ser Cech-completo se hereda por subespacios
cerrados, subespacios Gg, productos numerables. Es claro que los espacios
Hausdorff compactos y los localmente compactos son Cech-completos. El es-
pacio de los nimeros irracionales con la topologia de subconjunto de R es un
ejemplo de un espacio Cech-completo que no es localmente compacto.

Los espacios Cech-completos satisfacen el siguiente teorema:

Teorema 1.3.9. Sea X un espacio Cech-completo. Para todo elemento = €
X y U vecindad abierta de x, existe un subconjunto compacto F' de cardcter
numerable en X tal que x € FF C U.

Este hecho tiene como consecuencia el siguiente corolario, en el campo de los
grupos topoldgicos:

Corolario 1.3.10. Sea G un grupo topoldgico Cech-completo y O una vecin-
dad abierta de la identidad de G. Entonces existe un subgrupo compacto H
de cardcter numerable tal que H C O.
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El corolario 1.3.10, junto con el teorema 1.1.5 implican el siguiente hecho:

Corolario 1.3.11. Para todo grupo Cech-completo G existe un homomorfis-
mo cociente con su niucleo compacto sobre un grupo completamente metriza-

ble.

La siguiente definicion, espacio realcompacto, la introduce Hewitt en 1948.
También se conoce como espacio completo en sentido de Hewitt-Nachbin.

Definicién 1.3.12. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces decimos que
X es realcompactofo completo en sentido de Hewitt-Nachbin) si y sdlo si no
existe un espacio X que cumpla al mismo tiempo las siguientes condiciones:

(i) Eziste r : X — X un encaje homeomorfo tal que r(X) # r(X) = X;

(ii) para cada funcion continua de valores reales f : X — R, eriste una
funcion continua F : X — R tal que For = f.

De la definicion se sigue el siguiente teorema:

Teorema 1.3.13. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces X es realcom-
pacto st X es homeomorfo a un subespacio cerrado de una potencia R* de la
recta real.

El concepto de realcompacidad se puede adaptar a los grupos topologicos de
la siguiente forma:

Definicién 1.3.14. Un grupo topolégico G se llama fuertemente realcompac-
to (o fuertemente Hewitt-Nachbin completo) si y sdlo si existe un isomorfismo
topoldgico de G sobre un subgrupo cerrado de un producto de grupos sequndo
numerables.

Por la definicion queda claro que si GG es fuertemente realcompacto entonces
es realcompacto (ver [9, seccién 3.11]).

Definicién 1.3.15. Un grupo topoldgico G se llama fuertemente Dieudonné
completo si y solo si existe un isomorfismo topoldogico de G sobre un subgrupo
cerrado de un producto de grupos metrizables.
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Por la definiciéon queda claro que si G es fuertemente Dieudonné completo,
entonces es Dieudonné completo.

Por los teoremas de Guran y Katz de isomorfismos continuos (ver [1], teo-
remas 3.4.22 y 3.4.23), si G es fuertemente realcompacto (fuertemente Dieu-
donné completo), entonces G es w-estrecho (w-balanceado).

En [30] se demuestra que un grupo G w-estrecho (w-balanceado) es fuertemen-
te realcompacto (fuertemente Dieudonné completo) si y sélo si es Gs-cerrado
en su completacion de Raikov. En dicho articulo también se demuestra el
siguiente teorema:

Teorema 1.3.16. Sea G un grupo topolégico y N un subgrupo compacto in-
variante de G. Entonces G es fuertemente realcompacto (fuertemente Dieu-
donné completo) si y solo si G/N es fuertemente realcompacto (fuertemente
Dieudonné completo).

En el capitulo 3 este resultado se generaliza para el caso cuando N es Cech-
completo. Ademas se estudia la P-modificaciéon de estas clases de grupos
topologicos y se concluye con un andlisis de la relacién existente entre las
P-modificaciones y los cocientes de grupos topoldgicos.

1.4. Notacion

Como es usual, se utiliza I para denotar el intervalo [0, 1], T para el circulo
unitario, N para el conjunto de enteros positivos, Z para el anillo de enteros,
Q para el campo de los nimeros racionales, y R el campo de los nimeros
reales.

Sea X un espacio topolégico. Se denota por w(X), nw(X), x(X), ¥(X), y
d(X) al peso, peso de red, cardcter, pseudocaracter y densidad de X respec-
tivamente.

Se dice que Z subconjunto de X es un conjunto cero si existe una funcion
continua f: X — R tal que Z = f~1(0).

Sea {f, : @« € A} una familia de funciones, donde f, : X — Y, para cada
a € A. Se usa A{f, : @ € A} para denotar el producto diagonal de la familia

{fo:a€ A}
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Suponga que n = {G, : a € A} es una familia de grupos topolégicos y
In = [[,c4 Ga es el producto topoldgico de la familia 7.

El Y-producto de n, denotado por X117, es el subgrupo de IIn que consiste de
todos los puntos g € IIn tales que [{a € A : 1,(9) # €a}| < wy el o-producto
de n, denotado por olln es el subgrupo de IIn que consiste en todos los puntos
g € IIn tales que {a € A : m,(9) # en}| < w, donde 7, : lIn — G, es la
proyeccion natural de Iy sobre G, y e, € G, es el elemento neutral de G,
para toda o € A. Es facil notar que, tanto Iy cémo olln son subgrupos
densos de I1In.

Sea X es un espacio de Tychonoff y G un grupo topolégico, X y oG de-
notan la compactificacién de Cech-Stone de X (ver [9, seccién 3.6]) y la
completacién de Raikov de G (ver [1, seccién 3.6]) respectivamente.

Las siguientes definiciones son de la teorfa de grupos (ver [11, seccién 1.1]).

Sea GG un grupo, e el elemento neutral de G y g € G un elemento de G
distinto de e. Se denota por (g) el subgrupo ciclico de G generado por g. El
orden de g es o(g) = |[(g)|. Si o(g) = oo, entonces se dice que g tiene orden
infinito y se tiene que (g) es isomorfo a Z. El conjunto tor(G) formado por
los elementos de g € G con o(g) < oo es llamado la parte de torsion de G. Si
G es Abeliano, entonces tor(G) es un subgrupo de G.

Se dice que el grupo G es:

» [ibre de torsion si para todo elemento g € G \ {e}, o(g) = o0;
= de torsion si para todo elemento g € G, o(g) < oo;
s de torsion acotada si existe n € N tal que ¢" = e para cada g € G;

= de torsion no acotada si G es de torsion y para cadan € N existe g € G
tal que o(g) > n;

= divisible si para todo g € G y n € N existe h € G tal que h" = g;

= un p-grupo, para un numero primo p, si el orden de cualquier elemento
de G es una potencia de p.

Si G es un grupo Abeliano de torsion, entonces G es la suma directa de
p-grupos G, (ver [11, Teorema 8.4]). Los subgrupos G, son llamados las p-
componentes de G.
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Sea p un numero primo. El conjunto de las p™-ésimas raices complejas de la
unidad, con n € N forman el subgrupo multiplicativo Z,~ de T. Para todo
primo p, el grupo Z,~ es divisible.

Sea G un grupo topoldgico con elemento identidad e. Denotaremos por Ng(e)
la familia de conjuntos abiertos U en GG con e € U. Usaremos oG para denotar
la completacion de Raikov de GG. La uniéon de una familia de conjuntos Gy
en (G se llama Gg-abierto. Un conjunto Gs-cerrado es el complemento de un
conjunto Gs-abierto. Denotamos por cls(A) la Gs-cerradura del subconjunto
A de X, es decir, el conjunto de todas las x € X tal que para todo conjunto
(G s-abierto en X que continene a x intersecta a A. Decimos que el subconjunto
A del espacio X es Gs-denso en X si cls(A) = X. La Gs-cerradura de un
grupo topologico G en oG se denota por g,G. Claramente g,G es un subgrupo
de oG.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La topologia sobre X generada por los
subconjuntos G5 de (X,7) se denota por 7,. El espacio X, = (X,7,) es
conocido como la P-modificacion de X.



Capitulo 2

Subtopologias Separables

2.1. Subtopologias Separables en Espacios

Como ya hemos mencionado en la seccion 1.2, decimos que el espacio to-
poldgico X tiene una subtopologia con la propiedad topoldgica P si existe
una funcién biyectiva y continua f de X a un espacio topolédgico Y con dicha
propiedad. Nosotros estudiamos espacios con subtopologias separables.

No todo espacio tiene una subtopologia separable. Por ejemplo, un espacio
compacto y de Hausdorff X tiene una subtopologia separable y de Hausdorff
si y s6lo si X es separable. Extendamos este hecho a una clase mas grande
de espacios.

Decimos que un espacio de Hausdorft X es w-acotado si la cerradura de
cualquier subconjunto numerable de X es compacta.

Proposicion 2.1.1. Sea X un espacio w-acotado no separable. Entonces X
no admite una condensacion sobre un espacio de Hausdorff separable.

Demostracion. Por la suposicion se tiene que para todo subconjunto nume-
rable S de X, X\ S # 0. Sea f : X — Y una condensacién sobre un espacio
Hausdorff Y y D un subconjunto numerable de Y. Entonces S = f~1(D) es
un subconjunto numerable de X, y S es compacto. Sea z € X \ S.

Observemos que f(S) es compacto, D C f(S) vy que f(z) € f(S), por lo
tanto D no puede ser denso en Y. O

18
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El siguiente teorema presenta un conjunto minimo de condiciones suficientes
para que un espacio de Tychonoff X admita una condensacién sobre un
espacio separable denso en I, donde ¢ = 2¥.

Teorema 2.1.2. Sea X un espacio de Tychonoff con nw(X) < 2¥. Suponga-
mos que X contiene un subespacio infinito, cerrado, discreto, y C*-encajado
A. Entonces X puede ser condensado sobre un espacio separable denso en I°.

Demostracion. Sin perder generalidad podemos asumir que |A| = w. Por
el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery sabemos que d(I°) = w. Sea
D = {d, : n € w} un subconjunto numerable denso en I, N una red de X,
tal que IN| <2¥ yv A= {z,:n € w} una enumeracién of A. Seag: A — D
una bijeccién, donde g(x,) = d, para cada n € w. Para cada a < ¢, sea
fa = DPa © g, donde p, : I* — I, denota la proyeccién natural de I sobre la
a-ésima coordenada.

Construiremos una familia de funciones continuas {g, : X — [}, tales
que g, extienda a f, para cada a < ¢ de tal manera que, dados dos puntos
diferentes cualesquiera z,y € X, exista a < ¢ tal que go(x) # ga(y).

Si n,m € w son distintos, entonces existe a < ¢ tal que fo(z,) = pa(d,) #
Pal(dm) = falxy). Por lo tanto, cualquier familia de extensiones de f, separa
los puntos de A. Por eso sélo es necesario considerar dos casos, cuando uno
de los puntos esta en A y el otro no, y cuando ninguno de los dos puntos
estd en A.

Como A es cerrado, y X de Tychonoff, para cada y € X \ A, existe V, € N

tal quey € V, y Ay Vy pueden ser separados por conjuntos ceros. Sea
Gy ={V,:y € X\ A}. Por ser G; C N, tenemos que |G| < c.

Para cada V' € G, elegimos dos conjuntos ceros Zy y Z;, en X ajenos tales
queVCZyyAcCZ,ysean Z={(Zy,Z;,): V€ G} yC =Ax Z. Es
claro que |Cy| < c.

Sea F' = {(z,y) : z,y € X\ A,z # y}. Para cada pareja (x,y) € F, podemos
encontrar subconjuntos U = Uy, € N,V =Vjuyy e Nconz e UyyeV
tales que existen conjuntos ceros disjuntos dos a dos Zy,vy, Zy, Zv con
A C Z(Uy), UcCcZyyV C Zy. Sea Gy = {(U(x,y)a‘/(a:,y)) : (x,y) c F} Es
claro que Gy C N x N, por lo tanto |Go| < ¢.

Para cada (U, V) € G, elegimos conjuntos ceros disjuntos dos a dos Z v,
Zy, Zy tales que A C Zyyvy, U C Zy y V C Zy y definimos C; =
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{(Zwyvy, Zu, Zy) : (U, V) € G2}. Tenemos entonces que |Co| < ¢.

Sea C = C; UC,. Es claro que |C| < ¢. Sea C = {C, : a < ¢} una enumeracién
de C.

Caso 1: C, € C;. Entonces C, tiene la forma (z,, Zv, Zi,), para algin n € N
y V € G;. Como Zy y Z;, son conjuntos ceros disjuntos, entonces existe una
funcién continua r, : X — I tal que Zy = r '(0) y Z;, = r;*(1). Por la
definicién de Zj, tenemos que A C Zj,. Como A es C*-encajado en X, existe
una funcién continua fa : X — I que extiende a f,. Tenemos entonces dos

subcasos, fo(x,) # 0 0 fo(x,) = 0.

Si fa(zn) # 0, definimos g, : X — I como g, = fo - 7o. Entonces go(Zy) C
{0} y para cada z € A, g,(x) = fo(z) - ro(x) = fo(z), por lo tanto g, es una
extension de f,. En particular, g,(x,) = fo(2n) € 9a(Zv).

Si fu(z,) = 0, entonces definimos ¢, : X — [ como g, =1 — 7, + fo - To.
Como A C Zj,, entonces para cualquier x € A tenemos que 7,(z) = 1, por
1o tanto go(z) = 1 — 1o (x) + fu(x) - Ta(z) = fo(z) = fu(), lo que demuestra
que g, es una extension continua de f,. Si y € Zy, entonces g,(y) = 1, lo
que implica que g,(Zy) C {1}.

En ambos subcasos hemos extendido f, a una funcién continua g, tal que
ga(xn) € ga(ZV)'

Caso 2: C, € C,. Entonces C, tiene la forma (Zy,v), Zu, Zv) para alguna
(U, V) € Gy, donde Zvy, Zy, y Zy son conjuntos ceros disjuntos dos a dos
y A C Zy,v). Como en Caso 1, existe una funcién continua fo: X o1
que extiende a f, tal que f,(Zy) C {1}. Como Z = Zwy) U Zy es un
conjunto cero disjunto de 7y, existe una funcion continuo r, : X — I tal
que Zy = r;{0} y Z = r;'{1}. Sea go = fa - T4 Para cada z € A,
Ga() = fol@) () = folx). Siz € Zy, entonces go(z) = fo(x)ra(z) = 1. Si
x € Zy, entonces go () = folx)-ro(x) = 0. Por lo tanto, go(Zy)Nga(Zy) = 0.

Asf hemos construido una familia {g, : @ < ¢} de funciones continuas. Dados
dos elementos diferentes x,y € X, tenemos tres posibilidades: z,y € A, o
re€Ayyd A ox,y € X\ A Las funciones g, son extensiones de las
funciones f, y por lo tanto separan los elementos de A. Siz € Ayy & A,
entonces estamos en Caso 1 y existe a < ¢ tal que C, = (z,,, Zv, Z{,) con

T=2Tp YUY E ZV- Como ga($n) € goz(ZV)a tenemos que goc(x) 7é ga(y)' Si
ambos puntos x, y estan en X \ A, entonces estamos en Caso 2 y por lo tanto
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existe a < ¢ tal que Cy = (Zwyv), Zu,Zv) con x € Zy y y € Zy. Como
9a(Zu) N go(Zyv) = 0 tenemos que g,(x) # ga(y). En conclusion, la familia
{ga : @ < ¢} separa los elementos de X.

Sea g: X = I g=A{gs : @ <c}yY = g(X). Puesto que la familia
de g, separan los elementos de X, g es una funcién injectiva y continua.
Ademas, por cadan € wy toda o < ¢, §(x,) () = gu(xn) = falz,), entonces
D C g(X). Por lo tanto, Y es un subespacio separable, denso en I°. O

Ya que Y = §(X) en el teorema 2.1.2 es un subespacio denso de I, entonces
Y es k-metrizable y perfectamente k-normal (ver [3], [17]). En particular,
cada subconjunto regular cerrado de Y es un conjunto cero.

Los siguientes ejemplos muestran que no podemos omitir ninguna de las
condiciones que se piden en el teorema 2.1.2

Ejemplo 2.1.3. Con X = N y A = N tenemos un ejemplo que muestra
que no puede omitirse la condicion sobre A de ser cerrado en teorema 2.1.2

Ejemplo 2.1.4. Existen espacios de Tychonoff X con nw(X) < 2% con
subespacios infinitos, cerrados y C*-encajados A tales que X no puede ser
condensado sobre un espacio separable.

Demostracion. Sea X un espacio de Hausdorff compacto no separable con
w(X) < 2¢ por ejemplo el doble circulo de Alexandroff [9, ejemplo 3.1.26).
Sea A cualquier subconjunto de X cerrado e infinito. Por el Lema de Urysohn,
A es C*-encajado, pero no existe ninguna condensacion de X sobre un espacio
separable. O

Ejemplo 2.1.5. Eziste un espacio de Tychonoff X con nw(X) < 2% con un
subespacio infinito, discreto y cerrado A tal que X no puede ser condensado
sobre un espacio separable.

Demostracion. Sea X = (W x Wy) \ {(w,w)}, donde W ={a:a <w}y
Wy = {a: a < w} tienen la topologia del orden. Este espacio, conocido como
la plancha de Tychonoff, es un espacio de Tychonoff que tiene la propiedad de
que la cerradura de cualquier subconjunto numerable A es también numerable
ysi A C (W\{w})x Wy, entonces A es compacto. No es dificil ver que cada
funcién continua de valores reales de X puede ser extendida sobre W x W,
y por lo tanto, X = W x Wy. Sea A = {wi} x (W \ {w}). Claramente
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A es un subconjunto infinito, cerrado, discreto de X. Suponga que tenemos
una condensacién f : X — Y sobre un espacio de Tychonoff Y. Sea D C Y
un subconjunto numerable de Y y S = f~1(D). Como f es una bijeccién
tenemos que S es numerable. La cerradura S de S en SX es un subespacio
compacto numerable de 83X, luego entonces X \ S # (). Tomemos un elemento
r € X\S.Sea F : BX — Y una extensién continua de la funcién f. Observe
que F(S) es numerable y compacto (por lo tanto cerrado en Y), F(z) € F(S),
y F(S) contiene a D. Por lo tanto, D no puede ser denso en Y. Este ejemplo
demuestra que la condiciéon “A es C*-encajado en X” no puede ser removida

del teorema 2.1.2. O

2.2. Isomorfismos Continuos

Decimos que un grupo topoldgico G es w-estrecho si puede ser cubierto por
una cantidad numerable de translaciones de cualquiera de las vecindades
abiertas de la identidad de G.

Los siguientes resultados de muestran que las condiciones sobre X en el
teorema 2.1.2 no son suficientes para asegurar la existencia de un isomorfismo
continuo de X sobre un grupo separable en el caso de que X es un grupo
topologico.

Teorema 2.2.1. Sea k un cardinal infinito con k < 29, T el grupo del
circulo, y G un subgrupo de XT". Entonces existe un isomorfismo continuo
¢ : G — H sobre un grupo separable H si y sélo si (G) < w.

Demostracion. Sea ¢ : G — H un isomorfismo sobre un grupo separable H y
D C H un subconjunto denso numerable. Entonces existe un homomorfismo
continuo ¥ : oG — pH que extiende . Note que la completaciéon de Raikov
de G es la cerradura de G en T%, H C $(0oG) C oH, y (0G) es un grupo
compacto que contiene a H como un subgrupo denso. Por lo tanto, 3(oG) =
oH.

Claramente o' (D) C G C X(T*) y |¢~'(D)| = w, por lo tanto B = ¢~1(D)
(la cerradura en T*) es un subespacio compacto metrizable de XT* (ver [1,
proposiciones 1.6.29 y 1.6.30]). Por tanto B(B) es compacto y contiene a D
como un subespacio denso, lo que implica que $(B) = oH. También oH
es compacto y tiene una red numerable numerable por ser imagen continua
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de B , entonces w(oH) y w(H) son menores o iguales que w. Se sigue que
¢ : G — H es un isomorfismo continuo de GG sobre un espacio metrizable, y
por lo tanto ¢¥(G) < w.

Verifiquemos ahora la otra implicacion. Observe que el elemento identidad e
de G es un conjunto Gs, porque (G) < w. Como G es un subgrupo de un
grupo compacto, entonces es w-estrecho. Por el corolario 3.4.25 de [1], existe
un isomorfismo continuo de GG sobre un grupo segundo numerable, y por lo
tanto separable. O

El siguiente corolario se sigue del teorema 2.2.1.

Corolario 2.2.2. Sea G = o(T") el o-producto de k copias del grupo del
circulo, con k cardinal infinito. St existe un isomorfismo continuo p : G — H
sobre un grupo separable H, entonces k = w.

Demostracion. Sélo hay que verificar que ¥ (o(T")) = &, luego entonces la
conclusion se sigue del teorema 2.2.1. ]

Ejemplo 2.2.3. FEuxiste un grupo topologico con una subtopologia separable
pero no con subtopologia de grupo separable.

Demostracion. El grupo G = o(T") contiene subespacios infinitos, cerrados,
discretos, C*-encajados. Por el teorema 2.1.2; si k < 2* podemos encontrar
una condensaciéon de GG sobre un espacio separable Tychonoff, pero si kK > w,
entonces no existe isomorfismo continuo de G sobre ningtin grupo topoldgico
separable. O

El teorema 2.2.1 puede ser generalizado si remplazamos T* por el producto
de cualquier familia de grupos Abelianos compactos y metrizables:

Teorema 2.2.4. Sea n = {G, : a € K} una familia de grupos Abelianos
compactos y metrizables con k < 2%, y G un subgrupo de ¥ = ¥Iln. Entonces
existe un isomorfismo continuo ¢ : G — H de G sobre un grupo topolégico
separable H si y solo si (G) < w.

Arhangel’skii demostré en [4, Corolario 12] que todo homomorfismo continuo
de un grupo numerablemente compacto sobre un grupo compacto de cardi-
nalidad Ulam no medible es abierto. En particular, si existe un isomorfismo
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continuo de un grupo numerablemente compacto G sobre un grupo compacto
de cardinalidad Ulam no-medible, entonces G es compacto.

El siguiente ejemplo demuestra que no se puede extender este resultado a
espacios topologicos arbitrarios:

Ejemplo 2.2.5. Existe un espacio de Tychonoff X numerablemente com-
pacto no separable que admite una condensacion sobre un espacio compacto
separable de cardinalidad 2°, y por lo tanto, X es de cardinalidad Ulam no
medible.

Demostracion. Sea Y = BN la Cech-Stone compactificacién de los nimeros
naturales y Z = Y \ N. Por [9, ejemplo 3.6.18|, Z contiene una familia A
de cardinalidad ¢ que consiste de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a
dos. Seam : Y xZ =Y ym: Y x Z — Z las proyecciones naturales de
la primera y la segunda coordenada respectivamente. Como Y es compacto,
T es una funcién cerrada. Por [9, Teorema 3.5.8], Z es un espacio compacto
porque es el residuo de un espacio localmente compacto y por lo tanto, m; es
una funcién cerrada también.

Por [9, Teorema 3.6.14], todo subconjunto cerrado infinito S de Y y Z tiene
cardinalidad igual a 2°. Sea M un subconjunto infinito de Y x Z. Es claro
que al menos uno de los conjuntos, m (M) o w2 (M), es infinito. Suponga que
71 (M) es infinito. Como la proyeccién 7 es cerrada, 71 (M) es un subconjunto
cerrado de Y, y por lo tanto, 71 (M) y M tienen cardinalidad igual a 2°.

Nuestro objetivo es construir un espacio numerablemente compacto no sepa-
rable X contenido en Y x Z tal que m1(X) =Y, m|x es un funcién inyectiva,
y m2(X) N A # () para toda A € A.

Llamemos como [Y]“ a la familia de subconjuntos de Y con cardinalidad w.
Sea A = {A, : @ < ¢} una numeracién fiel de A y elijamos z, € A, para
cadaa <c. SeanY = {yz: <2}y [Y]Y = {F, : ¢ <7 < 2 numeraciones
fieles de Y y [Y]“ respectivamente tales que F; C {ysz: 8 < c}.

Definimos entonces una secuencia {X, : ¢ < v < 2} de subconjuntos de
Y x Z que satisfacen las siguientes condiciones para cada v con ¢ <~y < 2%

(i,) XgC X, ,sice<B<m;

(iiy) la restriccién de m; a X, es una funcién inyectiva;
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(iil,) Fy C m(X5);
(iv,) 7' (F,) N X, tiene un punto de acumulacién en X.;

(vy) 1X5[ < Tl

Para cada a < ¢ llamamos T, = (Yas 2a) ¥ sea X! = {T, : a < ¢}. Por la
numeracién de [Y]¢, F. C m(X!). Sea B, = 7, }(F,)N X/. Como 7, es cerrado
y F. C m1(B,), la cardinalidad de 7;(B,) es igual a 2°, por lo tanto podemos
elegir z. € B, tal que 7 (x.) & m1(X)).

Sea X, = X! U {z.}. Las condiciones (ii.), (iii), (ivc), y (v¢) se satisfacen
claramente, condicién (i) se cumple por vacuidad.

Suponga que para algin vy con ¢ < v < 2°, X¢ esta definido para todo &,
¢ <& <. Sea X, =<, X¢. Tenemos dos posibilidades. Si F, C m(X,),
entonces X/ = X,. Si F,\m(X,) # @ entonces elegimos un punto arbitrario
x, € 7r1_1(y) para cada y € I}, \ m(X,) y X, = X, U{wz, 1y € F,\ m(X,)}.
En ambos casos, F., C 7r1(X1/).

Como las condiciones (i¢) y (ve¢) se satisfacen para cada £ con ¢ < £ < 7,
X1 < |l < 2

Sea B, = 7, '(F,) N X!. Como 7 es una funcién cerrada, |m(B,)| = 2¢, v
por lo tanto existe 7, € B, tal que mi(z,) € m (X))

Sea X, = X/ U {z,}. Claramente se satisface la condicién (i,).

Puesto que las condiciones (i¢) y (ii¢) se cumplen para cada £ entre ¢y 7y, | <,
es una funcion uno-a-uno. Por nuestra definicion de X , 1| X: €S una funcion
uno-a-uno también. Finalmente, por nuestra eleccién de T, 71'1(:13'7) ¢ m (X)),
se sigue que |x, es uno-a-uno, por (ii,).

Como F, C m(X!) y x, € X, entonces se satisfacen (iii,) y (iv,).

Ya que se cumplen (ve¢) y (i¢) para cada § con ¢ < & < 7, se tiene que
|X,| < |y|. Como | X, \ X,| <w, podemos concluir que |X,| < ||

Sea X = Uc§7<2c X, ysea f: X — Y la restriccion de m a X. Como
se cumplen las condiciones (i,) y (ii,) para toda v con ¢ < v < 2° f es
una funcién continua uno-a-uno. Sea y € Y un elemento arbitrario de Y y
F € [Y]“ un subconjunto de Y con y € F. Entonces existe v, ¢ < v < 2° tal
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que F' = F,. Por (iii,),

ye F=F, Ccm(X,) cm(X)=f(X),
de aqui se sigue que f(X) =Y, y por lo tanto f es una condensacién de X
sobre Y.

Sea B un subconjunto infinito numerable arbitrario de X. Entonces F =
f(B) es un conjunto infinito numerable contenido en Y y existe v < 2¢ tal
que F = F,. Por (iv,), B= f~Y(F) = 7y '(F,) N X, tiene un punto de acu-
mulacién en X, y, por lo tanto en X. Esto significa que X es numerablemente
compacto.

Como ANm(X) D ANm(X,) # 0 para toda A € A, X no puede ser
separable. O

2.3. Topologias separables sobre grupos Abe-
lianos

En esta seccién probaremos que todo grupo Abeliano G con |G| < 2° admite
una topologia de grupo separable, precompacta y de Hausdorff. Para hacer
esto, dividimos el trabajo en tres partes:

Caso 1 Existe x € G con o(x) = 0.

Caso 2 G is un grupo de torsion acotada.

Caso 3 G is un grupo de torsiéon no acotada.

Empecemos con el caso cuando G no es un grupo de torsion. Para ello dare-
mos la siguiente definicion.

Decimos que un grupo topoldgico es monotético si tiene un subgrupo ciclico
denso. El sigueinte resultado esta probado en [16, Corolario 25.15]:

Lema 2.3.1. El grupo T* es monotético si y solo si k < c.

Teorema 2.3.2. Sea G un grupo Abeliano tal que |G| < 2. Supongamos que
existe un elemento x € G de orden infinito. Entonces existe una topologia de
grupo separable, precompacta y de Hausdorff sobre G.
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Demostracion. La idea principal de la prueba es definir un monomorfismo
@ : G — T tal que p(G) sea separable. Haremos esto primero para el caso
cuando G es divisible.

Sea H el subgrupo minimal divisible de G que contiene a x € H. Como
o(z) es infinito, H es isomorfo a Q. Por el lema 2.3.1, existe a € T¢ tal que
{a) = T¢. Sea ¢ : H — T un monomorfismo tal que ¢(x) = a. Para toda
B < ¢, sea pg = pgo @, donde pg = T° — T(g es la proyeccién de T* a la
coordenada f3.

Sea k = |G| > w. Como G es divisible, G es isomorfo a la suma directa
Ho @, 4 Ga, donde cada G, es un subgrupo de G isomorfo a Q o Zp~ para
algin nimero primo p, y A es un conjunto de indices de cardinalidad  (ver
[11, Teorema 23.1]).

Para cada a € A, sea g, : G, — F el isomorfismo de GG, sobre F, donde F
es Q 0 Zy~, con p nimero primo.

Consideremos a A como un subespacio del espacio 2° con la topologia del
producto. Sea B la base canénica de 2°. Sabemos que |B| = ¢.

Paracadage G,seahy, € Hyke @, ., Gatalque g =hy+k.Sige G\ H,
entonces k # e y existe un subconjunto finito no vacio ¢(g) C A tal que
k € @ocug) Go- Para cada a € c(g), tomemos ko € Go con k=37 . Ka-
Elijamos un a(g) € c(g) arbitrario tal que kq(g) no sea la identidad del grupo
Ga(g)- Sea U, € B un conjunto abierto que cumple que U, Nc(g) = {a(g)}.
Asi, para cada g € G\ H hemos definido un par (h,, U,) € H x B.

La cardinalidad del conjunto P = {(h,,U,) : ¢ € G\ H} es menor o igual
que |[H x Bl =w-c=c¢ Sea P = {Ps: f < ¢} una numeracién de P, donde
Ps es un par (hg,Ug) con hg € H y Uz € B. para cada < ¢, definimos un

homomorfismo 95 : @, 4 Go — T cémo sigue:

Si pg(hg) = 1, entonces se define ¢ tal que Yglg, = 0o si @ € U, y
Ysla, = 1, en otro caso. Si ¢g(hg) # 1, entonces definimos 3 = 1.

Sea pgz el homomorfismo definido por pg = 5 @ Y. Es claro que, para cada
B < ¢, Pg es una extension de g, por lo tanto p = Aﬁ<c¢ﬂ es una extension
de p y ker(p) N H = ker(p) = {e}.

Elegimos g € G\ H. Entonces g = hy + > .. ko, donde ko € G, para
cada o € ¢(g). Existe 8 < ¢ tal que hy = hg y U, = U, por lo tanto

©5(9) = @(hs) Vs(Xaee(g) ko) = 8(hs) [ace(y) ¥8(ka) = 5(hs) ¥s(kagg)-
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Tenemos dos posibilidades:

Si pg(hg) = 1, entonces 1g(kag) = 0Oa(g)(9((g))) # 1y, por lo tanto,
Ds(g) # 1. Si pg(hg) # 1, entonces ¢z = 1. Se sigue que Pg(g) = 1.

Como P es un monomorfismo de G al grupo T¢, con B({x)) = (a), y (a) es
un subconjunto denso de T¢, se sigue que $(G) es un grupo topoldgico de
Hausdorff, precompacto y separable.

En general, cada grupo Abeliano infinito G puede ser considerado cémo un
subgrupo de un grupo divisible G' con |G| = |G| (ver [11, Teorema 24.1]).
Como es sabido, existe un monomorfismo ¢ : G — T¢ tal que o(z) = a,
donde z € G es un elemento de orden infinito y @ € T° con (a) denso en
Te. Por lo tanto, ¢(G) contiene a (a) como subconjunto denso. La restriccién
? = dlg: G — ¢(G) es el isomorfismo que estamos buscando. O

El siguiente paso es considerar un grupo G de torsién acotada (Caso 2). En
este caso usaremos los siguientes lemas.

Lema 2.3.3. Sea p un numero primo, m € N, y P el subgrupo de T formado
por las p™-ésimas raices complejas de la unidad. Para cada s € P y k < m

con o(s) < pk, existe s, € P tal que o(sy,) = p* y s = Sik/"(s).

Demostracion. Como s € P, o(s) = p™ para algin n < m, asi que existe a,
“ : n 1 __ J2ami/p" Ob

numero entero no negativo a < p", tal que s =e . serve que a no es

divisible por p.

2ami/p*

Sea s, = e . Es claro que o(s;) = pFy

Szk/o(s) _ (€2a7ri/pk)pk/o(5) _ €2a7ri/p" — .
]

Lema 2.3.4. Sea p un numero primo, m € N, P el subgrupo de T formado
por las p™-ésimas raices complejas de la unidad y H = P°. Para cada h € H
existe g € H con o(g) =p™ y h € (g).

Demostracion. Sea h un elemento de H. Para cada a < ¢, sea n, € N tal
que o(h(a)) = p™. Ya que n, < m para cada a < ¢, existe

np, = max{k, : a < c}.



2.3. TOPOLOGIAS SEPARABLES SOBRE GRUPOS ABELIANOS 29

Denotemos por d =m — ny y, para a < ¢, sea k, = n, + d.

Es claro que k, < m. Por el lema 2.3.3 para cada a < ¢ podemos encontrar

h: e P tal que o(h) = pF y h(a) = h;pka/o(h(a)). Notemos que O(I;LIZ(:X)) =
pke g
pha _p .

Sea g el elemento de H tal que g(a) = h%,. Observemos que para toda a < «,
p?-g(a) = h(a), por lo tanto h = p? - g.

Por nuestra definicién de ny, existe 8 < ¢ tal que o(h(f)) = p™. Puesto que
el orden de h(f) es igual a p™, o(h}) = p - o(h(B)) = p™ y por lo tanto

o(g) = p™.
O

Teorema 2.3.5. Sea G un grupo Abeliano de torsion acotada tal que |G| <
2¢. Entonces G admite una topologia de grupo topoldgico Hausdorff, separable
Y precompacta.

Demostracion. Podemos asumir que |G| > w. Supongamos primero que para
toda g € G, el orden de g es una potencia de un nimero primo fijo p. Como
G es de torsién acotada, podemos encontrar & € N con o(g) < p* para cada
g € G. Entonces existe un conjunto {g, : « € A} C G tal que G = @, 4(9a)
(ver [11, Teorema 17.2]).

Para cada o € A, sea 0, : (go) — T el monomorfismo definido por g,(g.) =
e/ donde n, = 0(ga).

Para todan <k, sea A, = {a € A:0(g,) =p"} y m = max{n : |A,| > w}.
Sea Jo = {o; : j € w} un subconjunto infinito numerable de A,,, Gy =

Dacs(9a)s I = (Unem An) \ Jo vy F = U, An. Observemos que G’ =
D.cr(ga) es finito y que |Gy| = w. Por lo tanto, G = G' © Go © P, ;(a)-

Sea H = P¢, donde P es el subgrupo de T formado por todas las p™-ési-
mas raices complejas de la unidad. Por el teorema de Hewitt-Marczewski-
Pondiczery, H es separable. Sea D un subgrupo numerable y denso de H.
Como D es un grupo de torsion acotada, es la suma directa de grupos ciclicos,
es decir, D = B¢, (d;). Por el lema 2.3.4 podemos suponer que o(d;) = p™
para toda n € w.

Sea ¢ un monomorfismo ¢ : Gy — H tal que ¢(ga;) = dj, para toda n € w.
Extenderemos este monomorfismo a G = Gy ® @, ,(g.). Para cada 3 < ¢,
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sea pg = pg o, donde pg : H — Pgy es la proyeccién natural de H sobre la
coordenada [-ésima.

Considere J como un subespacio del espacio 2° dotada con la topologia del
producto. Sea B la base candnica de conjuntos abiertos en 2°, |B| = .

Para toda § € G, existe gy € Gy y ua conjunto finito ¢(g) C J tal que
g = Go +lg, donde l5 € D, (5)(9a). Si g € G \ Gy, entonces c(g) # (). Sea
az € ¢(g) un elemento arbitrario de ¢(g) y elije U; € B tal que U; N¢(g) =
{az}.

El conjunto S = {(go, U;) : § € G\ Go} tiene cardinalidad menor o igual que
|Go x Bl =w-¢=rc. Sea S ={S3: < ¢} una numeracién de S, donde Sz
es un par (ag,Ug) con ag € Gy y Ug € B.

Si pg(ag) = 1, entonces definimos ¥3 : @, c;(9a) — P un homomorfismo
tal que v¥g(y.) = 0o para cada o € Ug y ¥3(ga) = 1, cuando o € J \ Ug. Si

pslag) # 1.

Sea 95 = 1. Sea pg = w3 D Y. Es claro que, para cada 8 < ¢, p; es
una extension de ¢g. Por lo tanto, ¥ = Aﬁ«@ﬂ es una extension de ¢ y
ker(9) N Gy = ker(yp) = {e}.

Elegimos § € G\ Gy. Entonces § = gy + l; donde l; = ZQEC@ lo €
@aec(g)<ga>. Existe f < ¢ tal que go = ag y U; = Us. Por nuestra defi-
nicién de Ug, Ug N ¢(g) = {ag} v la, es diferente del elemento identidad. Se
sigue que P5(9) = Ps(90 +lg) = pslas) - ¥s(ly) = @s(as) - [lacuq ¥slla) =
wslag) - Ys(lag)-

Si pg(ag) = 1 entonces Yg(la,) = 0a(la,) # 1 porque g, es un isomorfismo
y la, es diferente del elemento identidad. Por lo tanto, $5(3) = ws(ag) -

¢B(la§) =1 W(Zag) # 1.
Si @g(ag) # 1, entonces 1g(ly,) = 1. Se sigue que:

©5(9) = vplas) - ¥plla;) = palag) -1 # 1.

Entonces  es un monomorfismo de G a P tal que D C $(GY). Por lo tanto,

?(G) es un grupo topoldgico precompacto y separable.

Sea G’ un subgrupo finito de TF. Si ¢ € G, entonces existe ¢ € G’y g € G
tales que g = ¢’ + g. Sean ¢ : G — G' x P,y ¢(g9) = (¢',9(g)). Entonces ¢
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es un monomorfismo de G a G' x P* y por lo tanto G admite una topologia
de grupo topolégico Hausdorff, separable y precompacta.

Ahora, suponga que G es un grupo Abeliano de torsion acotada arbitrario,
y sea G = ,.,, Gy, la descomposicién de G en la suma directa de sus com-
ponentes p-primarias (ver [11, Teorema 8.4]). Como ya se demostro, cada
G, admite una topologia de grupo topolégico precompacta, separable, y de
Hausdorff. Cémo el nimero de componentes es finito, @, G, es algebraica-
mente isomorfo a [],, G, y por lo tanto G admite una topologfa de grupo
topolégico Hausdorff, separable y precompacta. O

2.3.1. El Caso de Grupos de Torsién no Acotada

El caso cuando G es un grupo Abeliano de torsién no acotada requiere una
atencién especial. En este caso, adaptaremos algunas ideas de la prueba de
[6, Teorema 2.3].

Decimos que V' C T es un arco abierto si V es abierto y conexo, y denotamos
por [(V) a la longitud de V. Dado z € T y m € N denotamos por mz = z™.

Lema 2.3.6. Suponga que V' es un arco abierto de T, 21,20 € T, n,m € N,
1 <n<m,ydr/m < (V). Entonces eziste y € V tal que my = 2z, y

ny # 2s.

Demostracion. Sea z € T y k € N. La distancia entre cualesquiera dos
diferentes raices k-ésimas de z es un multiplo de 27/k. Como (V') > 47 /m,
hay al menos dos raices m-ésimas z; distintas en V. Sea y;, y» dos elementos
de V tales que my; = mys = 2; tales que la distancia entre y; y y2 es 27/m.
Note que y; y y» no pueden ser ambas raices n-ésimas de zy pues, de lo
contrario, la distancia entre ellos deberia ser mayor o igual que 27 /n, lo que
implicaria que m < n contradiciendo la suposicion del lema. ]

Lema 2.3.7. Sea K un subgrupo numerable de T® y f' € K, m > 2. Suponga
que {Vy : a < ¢} es una familia de arcos abiertos de T tales que 4m/m <
[(Va), para toda o < ¢. Entonces existe f € [[{Va : a <} tal que mf = f’
ynf & K para cadan, con 1 <n < m.

Demostracion. Sea K x {1,....m — 1} = {(hg,ni) : k € w} una numeracién
de K x {1,...,m — 1}. Para cada k < w definimos ay < ¢y z,, € T que
satisfacen las siguientes condiciones:
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(ix) ax # ay, st j < k;
(iig) Za, € Vay;
(ilig) mxa, = f'(on);
(ivg) ngZa, # he(ok).
Sea ag < ¢ un ordinal arbitraio. Por el lema 2.3.6 (con V =V, , z1 = f'(a),

29 = ho(ag), n = ng) podemos elegir un elemento z,, € V,, que cumple con
las condiciones (iiy), (iilp) y (ivg). Condicién (ip) se cumple por vacuidad.

Supongamos que para todo j < k tenemos elegidos a; y 4, tales que cumplen
las condiciones (i;) - (iv;). Elegimos un oy, < ¢ que satisface (ix). Por el lema
2.3.6 haciendo V = V,,, 21 = f'(ax), 22 = hi(ax), y n = ny, elegimos z,,
que cumple (iig) - (ivg).

Finalmente, para cada a € ¢\ {oy : k € w} usamos lema 2.3.6 otra vez con
V =V,, z1 = f'(a), 2 =1, n = 1 para elegir z, € V, tal que mz, = f'(«a).

Definimos f € T* por f(«a) = z, para cada a < ¢. Entonces:
» f(a) €V, para cada o < ¢, y por lo tanto f € [[{V, : a < c}.
» mf(a) =mz, = f'(a) para cada a < ¢, entonces mf = f’.

» Dadosn € {1,...,m—1}yh € K, existe k € w tal que (h,n) = (hg, ng).

Por las condiciones (iiix) y (ivg), tenemos que

nf(ar) = ke, # helor) = h(ag).

Como h € K es arbitrario, nf ¢ K para toda n < m.

La prueba del siguiente lema se puede encontrar en [1, Lema 1.1.5]:

Lema 2.3.8. Sean G y G* grupos topoldgicos Abelianos, K y K* subgrupos
de G y G*, respectivamente. Suponga que existen x € G, z* € G*, m € N,
m > 2 y un isomorfismo ¢ : K — K* que cumplen las siguientes condiciones:

= mx € K yma* € K¥;
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m nx & K yna* & K* para todon € N, 1 <n <m;

ES

= Y(mx) = ma*.

Entonces existe un tinico isomorfismo ¢ : K + (x) — K* 4 (z*) que extiende
Y tal que p(x) = x*.

Ahora recordaremos algunas definiciones de teoria de grupos. Un sistema
{ai, ..., a;} de elementos de un grupo G es llamando independiente si

niay + ... + ngap, =0 (n; € Z)
implica
na; = ... = nga, = 0.

Decimos que un sistema infinito L del grupo G es independiente si cualquier
subconjunto finito de L es independiente.

El rango r(G) de un grupo Abeliano G es la cardinalidad de un sistema in-
dependiente maximal de G. El rango libre de torsion ro(G) es la cardinalidad
de un sistema independiente maximal que contiene solamente elementos de
orden infinito. Para cada nimero primo p, el p-rango r,(G) de G es un sis-
tema independiente maximal que contiene tinicamente elementos cuyo orden
es una potencia de p.

El siguiente lema puede ser encontrado en [7, Lema 3.17].

Lema 2.3.9. Sea G y G* grupos Abelianos tales que |G| < r(G*) y |G| <
rp,(G*) para todo nimero primo p. Supongamos que H es un subgrupo de G
tal que r(H) < r(G*) yr,(H) < r,(G*) para todo primo p. Si G* es un grupo
divisible, entonces cada monomorfismo ¢ : H — G* se puede extender a un
monomorfism ¢ : G — G*.

Ahora podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.3.10. Sea G un grupo Abeliano de torsion no acotada |G| < 2°.
Entonces G admite una topologia de grupo Hausdorff, separable y precompac-
ta.
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Demostracion. Sea ) una base numerable para la topologia de T formada
por arcos abiertos y suponga que T € V. Puesto que G es un grupo de torsion
no acotada, podemos elegir un subconjunto S C G \ {e} tal que |nS| = w
para todo n € N, donde e es la unidad de G.

Consideremos ¢ como el espacio topoldgico 2¢ y sea B una base candnica de
2% formada de subconjuntos cerrados - abiertos no vacios de 2¥; de cardina-

lidad |B| = w.

Sea U el conjunto de todas las cubiertas abiertas finitas de 2“ formadas por
conjuntos ajenos dos a dos. Para cada U € Uy o < ¢, sea U,y la tnica
U €U tal que o € U. Llamemos E = {(U,v) : U € Uy v:U — V es una
funcién}. Para cada (U, v) € E, sea F(U,v) = [[{v(Uauy) : o < ¢}.

Claramente E es numerable. Sea E = {(Uy, vx) : k¥ € w} una numeracién de
E tal que Uy = {2¥} y vo(2¥) = T.

Para cada k < w, elegimos n, € N tal que:
A /ny, < min {l(v(U)) : U € Uy}.

Por recursion en k € w elegimos un elemento x; € S y definimos una funcion
o+ H, = ({z; : j < k}) = T° que cumplen las siguientes condiciones:

(ix) wr(zr) € F (U, vr);

(iix) ¢k €s un monomorfismo;

(iiix) @rlm; = w; para toda j < k.

Escogemos cualquier elemento xy en Sy sea ¢q : (xg) — T¢ un monomorfis-
mo arbitrario. Entonces condiciones (ip) y (iip) son cumplidas, mientras que
la condicién (iiip) es vacua. Ahora sea k € N, y supongamos que tenemos
definidos z; € S y funciones ¢; que cumplen con (i;), (ii;) y (iii;) para todo
Jj <k.

Sea H = U, H;. Puesto que (ii;), (iii;) se cumplen para cada j < k, la
funcién ¢y = U, 5 + H, — T° es un monomorfismo. Como {z; : j <
k} C S es finito, ng!S \ H;, # (). Por lo tanto, existe x; € S tal que nglxy, &
Hj.. En particular, nz, ¢ H, para toda n < ny. Sea K = ¢} (H}). Para
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a < ¢, sea V, = vg(Usy). Por nuestra eleccion de ny tenemos que 4m/n; <
l(vg(Uay)) = 1(V,) para toda a < c.

Seam =min{n € N:nx, € H.,} vy f' = ¢}.(mx) € K. Entonces m > ny y
A /m < 4w /ng < [(V,) para cada o < ¢. Notemos que m > 2. Por el lema
2.3.7 podemos encontrar f € F(U,v) = [[{v(Usy) : @ < ¢} tal que mf = f’
y nf ¢ K para n < m. Llamemos H, = ({z; : j < k}). Por lema 2.3.8
podemos extender ), a un monomorfismo ¢y : Hy — T¢ con pi(zy) = f.

Como ¢k (zy) = f € F(U,v), se cample la condicién (ix). Por el lema 2.3.8, ¢y,
es un monomorfismo que extiende ¢}, y por lo tanto (iix) y (iiix) se satisfacen
también.

Sea H = Uye, He v ¢ = Upey, ¥r- Como (i) y (ilig) se cumplen para cada
k € w, tenemos que ¢ : H — T° es un monomorfismo.

Afirmamos que p(H N.S) es un subconjunto denso de T¢. Sea W un conjunto
abierto no vacio de T°. Entonces existe un subconjunto finito I = {ay, ..., o, }
de ¢ y arcos abiertos no vacios V..., Vo, € Vtalesque [[,.. W C W, donde
W,=Vy,siaelyW,=T en otro caso. Sea U = {Uy,...,U,} € U tal
que o; € U; para cada i < n y tomemos v : U — V, v(U;) = V,,. Entonces
(U,v) € E y por lo tanto existe k € w tal que (U, v) = (U, vy). Claramente
FUy,vp) = FU,v) C [[occ Wa € W. Puesto que 2, € SNH, C HN Sy
o(xy) = pr(xr) € F(Uk, vk), se sigue que o(HNS)NW # (. Esto implica la
densidad de ¢(H N S) en T

Por lema 2.3.9, el monomorfismo ¢ puede extenderse a un monomorfismo
1 : G — T¢. Por lo tanto, ¥/(G) es un subgrupo separable denso en T¢.  [J

Por los teoremas 2.3.2, 2.3.5 y 2.3.10 concluimos que:

Teorema 2.3.11. Sea G un grupo Abeliano con |G| < 2¢. Entonces G admite
una topologia de grupo Hausdorff, separable y precompacta.



Capitulo 3

Cocientes de grupos FRC y
FDC

Los conceptos de fuerte Dieudonné completitud (FDC) y de fuerte realcom-
pacidad (FRC) surgen como la adaptacién de los conceptos bien conocidos
de espacios topoldgicos realcompactos y de Dieudonné completos.

Decimos que un grupo topolégico G es fuertemente realcompacto si es to-
poldgicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un producto de grupos
segundo numerables. De igual manera decimos que G es fuertemente Dieu-
donné completo si es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un
producto de grupos metrizables (ver [30, 20]).

Es claro que todo grupo fuertemente Dieudonné completo es w-balanceado,
mientras que los grupos fuertemente realcompactos son w-estrechos.

La fuerte realcompacidad implica la fuerte Dieudonné completitud. Cualquier
grupo discreto es metrizable y por ende fuertemente Dieudonné completo,
pero es fuertemente realcompacto si y sélo si es numerable. Por lo tanto, los
grupos discretos no numerables son ejemplos de grupos Dieudonné comple-
tos que no son fuertemente realcompactos. Observemos que ambas clases son
cerradas bajo productos y bajo subgrupos cerrados.

En éste capitulo demostraremos que las clases de grupos fuertemente realcom-
pactos y fuertemente Dieudonné completos son cerrados con respecto a tomar
cocientes con subgrupos invariantes Cech-completos y P-modificaciones.

36
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Los argumentos de las demostraciones se basan en las respuestas a la pre-
gunta de cudndo la P-modificacién del grupo cociente G/H es equivalente al
cociente G,/ H,, de las correspondientes P-modificaciones de los grupos G y
H. Resulta que los grupos (G/H), y G, /H, son topolégicamente isomorfos
cuando H es completamente metrizable (lema 3.2.3) o si G es w-balanceado
y H es Cech-completo (teorema 3.3.2).

En el teorema 3.2.5 se demuestra que ambas clases de grupos topologicos son
cerradas bajo cocientes de subgrupos Cech-completos. De hecho, se demues-
tra el siguiente resultado: Si G es un grupo w-estrecho (w-balanceado) y H
es un subgrupo de G, invariante y Cech-completo, entonces G es fuertemente
realcompacto (fuertemente Dieudonné-completo) si y sélo si el grupo cociente
G/H es fuertemente realcompacto (fuertemente Dieudonné-completo).

En el ejemplo 3.2.6 se construye una extension de un grupo compacto por un
grupo metrizable y separable que falla en ser fuertemente Dieudonné com-
pleto. Resulta que existe un grupo Abeliano, pseudocompacto, no-compacto
(y por lo tanto no realcompacto) G que contiene un subgrupo H cerrado,
metrizable y separable tal que el grupo cociente G/H es compacto.

En seccién 3.3 se presentan condiciones sobre un grupo topoldgico G que
implican que todo subgrupo invariante, cerrado y metrizable H de G tal que
(G/H), = G,/H, es completamente metrizable. En particular, se demuestra
en el corolario 3.3.5 que si H es un subgrupo invariante y metrizable de un
grupo pseudocompacto G, entonces (G/H), = G,/H, si y sélo si H es
compacto. Se prueba que (G/H), es topoldgicamente isomorfo a G, /H,, si
el subgrupo cerrado e invariante H de G es Cech-completo o pseudocompacto
(ver el teorema 3.3.2 y corolario 3.3.6).

3.1. La P-modificacién de un grupo

Dado un grupo topoldgico (G, o), sea o, la familia de todos los conjuntos Gy
(interseccién numerable de abiertos) de G. No es dificil verificar que o, es
una base para una topologia de grupo topoldgico para G la cual se conoce
como la P-modificacion de (G,o), o la Gs-modificacion de (G, o).

Muchas propiedades topoldgicas no se preservan al tomar la P-modification.
Por ejemplo podemos mencionar celularidad, compacidad, conexidad, entre
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otras. Por otro lado, en [15, Teorema 8] se demuestra que la P-modificacién de
un grupo Raikov completo es nuevamente Raikov completo. En esta seccion
describiremos la fuerte realcompacidad y la fuerte Dieudonné completitud de
un grupo topoldgico en términos de su P-modificacién.

Empecemos con un lema.

Lema 3.1.1. Sea G un grupo topolégico w-balanceado. Entonces G, la P-
modificacion de G, es balanceada.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de la identidad e en GG,. Podemos
asumir que U = (.., Un, donde U, es un subconjunto abierto de G, para
cada n € w. Puesto que G es w-balanceado, para cada n € w existe una
familia numerable v, de vecindades abiertas de e en G tal que para cada
x € G podemos encontrar O € 7, que cumple con xOzx~! C U,,.

Sea V,, = () V- Para cadan € w, V,, es un conjunto Gs en G con la propiedad
de que para cada x € G, zV,o™' C U,. Sea V = (., V- Es claro que V
es un conjunto Gs en G que contiene a e. Por lo tanto, V' es una vecindad
abierta de e en G, tal que V2 ~! C U para cada x € G. Por eso se concluye
que el grupo G, es balanceado. O

Notemos que existe un grupo topolégico G tal que G, es balanceado, pero GG
no es w-balanceado. En efecto, Pestov en [24] presenta un ejemplo de un grupo
G de pseudocaracter numerable tal que no es w-balanceado. Claramente la
P-modificacién de G es discreta y por lo tanto balanceada.

En [15, Teorema 8] fue probado que si un grupo X es Raikov completo,
entonces X, es también Raikov completo. En el siguiente lema describimos
la Raikov completacién de la P-modificacion de un grupo topolégico dado.

Lema 3.1.2. Sea X un grupo topoldgico. Entonces o(X,,) es topoldgicamen-
te isomorfo a la P-modificacion de la Gs-cerradura de X en oX, es decir,

Q(Xw) = (QwX)w'

Demostracion. Es claro que X es Gs-denso en g, X y 0,X es Gs-cerrado en
0X. Por lo tanto, X, es denso en (g,X), mientras que este dltimo grupo es
cerrado en (pX),.

De acuerdo con [15, Teorema 8] el grupo (9X), es Raikov completo y, por
ende, es (0,X),. Como X, es denso en (g,X),, concluimos que o(X,) =
(0wX)w- ]
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Los siguientes dos resultados muestran que la Raikov completitud de G, es
una componente esencial en nuestras caracterizaciones de grupos fuertemente
Dieudonné completos y fuertemente realcompactos.

Teorema 3.1.3. Un grupo X w-balanceado es fuertemente Dieudonné com-
pleto si y solo si X, es Ratkov completo.

Demostracion. Supongamos que X es fuertemente Dieudonné completo. Por
[30, Teorema 3.3] se tiene que X = g, X. Se sigue del lema 3.1.2 que o(X,,) =
(0wX), = X,. Y por lo tanto el grupo X,, es Raikov completo.

Por otro lado, si X, es Raikov completo, entonces X, = 0(X,) = (0wX).-
De aqui se sigue que X = g,X. Finalmente, como X es w-balanceado, [30,
Teorema 3.3| implica que X es fuertemente Dieudonné completo. ]

A diferencia de w-balanceado, la P-modificacién de un grupo w-estrecho pue-
de no ser w-estrecho. El grupo topoldgico R con la topologia usual es w-
estrecho, pero R, es un grupo discreto no numerable y, por lo tanto, no es
w-estrecho.

La prueba del siguiente hecho es muy similar a la demostracién del teore-
ma 3.1.3, por lo que se omite.

Teorema 3.1.4. Un grupo topolégico w-estrecho X es fuertemente realcom-
pacto si y solo s1 X, es Ratkov completo.

Se demuestra en [30, Teorema 3.16] que un grupo topolégico R-factorizable
G es fuertemente realcompacto si y solo si G es un espacio realcompacto.
Como los grupos R-factorizables son w-estrechos y los grupos precompactos
son R-factorizables [1, Corolario 8.1.17], teorema 3.1.4 implica los sigueintes
corolarios.

Corolario 3.1.5. Un grupo R-factorizable G es realcompacto si y solo si la
P-modificacion de G es Ratkov completa.

Corolario 3.1.6. Para todo grupo precompacto G, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) G es realcompacto.

(ii) La P-modificacion de G es Raikov completa.
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3.2. Cocientes de grupos completos

En [1, Corolario 7.6.19] esta demostrado que cualquier grupo topolégico es
un cociente de un grupo topolégico cero-dimensional con pseudocaracter nu-
merable. Como todo grupo w-balanceado de pseudocardcter numerable es
fuertemente Dieudonné completo [30, Teorema 3.4], vemos que las propieda-
des de ser fuertemente Dieudonné completo o fuertemente realcompacto no
son invariantes bajo tomar grupos cocientes.

Por otro lado los cocientes con respecto a subgrupos compactos conservan
las dos propiedades. De acuerdo con [30, Teorema 3.17|, si H es un subgrupo
compacto invariante de un grupo topoldgico GG, entonces GG es fuertemente
realcompacto (fuertemente Dieudonné completo) si y sélo si G/H es fuerte-
mente realcompacto (fuertemente Dieudonné completo). Afirmamos que es
posible extender este resultado a que el subgrupo H sea Cech-completo. Para
esto requerimos algunos resultados auxiliares.

Nuestro primer lema es evidente y su prueba es omitida.

Lema 3.2.1. 5@ H es un subgrupo arbitrario de un grupo topologico G, en-
tonces la funcion identidad de H,, sobre el subgrupo correspondiente de G,
es un isomorfismo topoldgico.

El siguiente resultado es un hecho importante para la demostracion del le-
ma 3.2.3.

Lema 3.2.2. Sea H un subgrupo invariante completamente metrizable de un
grupo topoldgico G con identidad e. Sean también {V,, : n € w} una base local
para H en e y {U, : n € w} una sucesion de vecindades abiertas simétricas
de e en G tal que U,%H CU,yU,NH CYV, para cada n € w. Entonces el
subgrupo P =, c,, Un de G satisface PH = (., U H.

Demostracion. De las propiedades de la sucesion de {U,, : n € w} se sigue
que P = (1, e, Un es un subgrupo de G. Esta claro que PH C (., U, H.
Por lo tanto, es suficiente con demostrar la contencién inversa.

necw

Tomemos un elemento arbitrario x € (., Up,H. Para toda n € w, elegimos
elementos y,, € U, y h,, € H tales que x = y,h,. Afirmamos que {h, : n € w}
es una sucesiéon de Cauchy en H. En efecto, sea V' una vecindad abierta de
e en H. Existe N € w tal que Vy C V. Tomemos m,n € w con m > N
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y n > N. Podemos asumir sin perder generalidad que n < m. Se sigue de
Ymhm = & = yph, que

Yy ym =hoh ' € HNU U, = HNUU, CHNU?C HNU,_; C Vy.

Puesto que H es invariante en G, un argumento similar demuestra que
Ymy, ' € Vi si tenemos que m,n > N. Esto prueba nuestra afirmacién.

Como el grupo H es completamente metrizable, se sigue del [1, Teorema 4.3.7]
que H es Raikov completo. Por lo tanto, la sucesién {h,, : n € w} converge
en H, es decir, existe h, € H tal que h, — h, cuando n — oo. Por lo tanto,
los elementos y, = xh, ! convergen a xh,'. Ya que y € U, cuando k > n,
concluimos que xzh;' € U, para cada n € w, de aqui se sigue que zh_ ' €
ﬂn@m =, e, Un = P. Esto prueba que x € Ph, C PH, brinddndonos

new N
asi la igualdad requerida. ]

El siguiente lema prepara el terreno para la prueba del teorema 3.2.5.

Lema 3.2.3. Sea H un subgrupo invariante completamente metrizable de un
grupo topoldgico G. Entonces la funcion identidad de G, /H, sobre (G/H),
es un isomorfismo topoldgico.

Demostracion. Denotemos por ¢ a la funcién identidad de G, /H, sobre
(G/H),. Es claro que ¢ es continua, por lo tanto es suficiente verificar que ¢
es abierta. Sea m: G — G/H el homomorfismo cociente. El mismo homomor-
fismo considerado como una funcién de G,, sobre G,/ H,, lo denotaremos por
7. Claramente 7 y 7, son homomorfismos continuos y abiertos. Entonces
p = ¢ om, es un homomorfismo continuo de G, sobre (G/H),. La conclu-
sion del lema se obtiene si probamos que p es abierta lo que significa que ¢
es abierto también. Con este fin es suficiente encontrar una base local B de
la identidad e del grupo G, tal que p(WW) es abierto en (G/H), para cada
W eB.

Sea {V,, : n € w} una base local de la identidad e en H. Sea () un conjunto
abierto arbitrario en G, que contiene a e. Entonces existe una sucesién {0, :
n € w} de vecindades abiertas de e en G tal que (., On C Q. Es fécil definir
por induccién una sucesién {U, : n € w} de vecindades abiertas y simétricas
de e en G tal que U,%H cCU, CcO,yU,nH C YV, para cada n € w.
Entonces P = (,c, Un C Q y el lema 3.2.2 implica que PH =, ., U, H.

El conjunto R = (e, 7(Uyn) es una vecindad abierta de la identidad en
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(G/H).,,. Tenemos que p~ (R) = (e, 2 (7(Un)) = Nyew UnH = P, de esto
se sigue que R = p(P). Por lo tanto, p(P) es abierto en (G/H),. Probamos
asi que para cada vecindad abierta @ de e en G, la imagen p(Q)) contiene una
vecindad abierta de la identidad en (G/H),,. Es por esto que el homomorfismo
p es abierto y ¢ es un isomorfismo topoldgico, cémo queriamos demostrar. [

Combinando el lema 3.2.3 y algunos resultados de [29, 30] probamos el si-
guiente teorema:

Teorema 3.2.4. Sea G un grupo w-balanceado (w-estrecho) y H un subgru-
po de G invariante y completamente metrizable. Entonces G es fuertemente
Dieudonné completo (fuertemente realcompacto) si y sélo si G/H es fuerte-
mente Dieudonné completo (fuertemente realcompacto).

Demostracion. Es suficiente demostrar que el teorema es valido para el caso
de grupos fuertemente Dieudonné completos, el argumento en el caso de
grupos fuertemente realcompactos es muy similar. Por lo tanto, podemos
asumir que el grupo G es w-balanceado. Entonces el grupo cociente G/H es
también w-balanceado. De acuerdo a [30, Teorema 3.3] debemos verificar que
si if uno de los grupos G o G/H es Gs-cerrado en su completacién de Raikov,
entonces el otro también lo es.

Sea ¢: oG — (0G)/H el homomorfismo cociente. Si G/H es Gs-cerrado en
(0G)/H entonces G = ¢ }(G/H) es Gs-cerrado en oG y, por [30, Teore-
ma 3.3], G es fuertemente Dieudonné completo.

Ahora supongamos que G es Gs-cerrado en pG. Por el lema 3.1.2 se sigue que
0(Gy) = (0,G)w = G, por lo tanto el grupo G, es Raikov completo. Puesto
que H es metrizable, el grupo H,, es discreto y por lo tanto Cech-completo.
Por [29, Teorema 11.18], el grupo cociente G,/H,, es también Raikov com-
pleto.

Puesto que el lema 3.2.3 implica que (G/H),, = G, /H, es Raikov completo
y, por lo tanto, el grupo G/H es fuertemente Dieudonné completo por el
teorema 3.1.3. Lo ultimo significa que G/H es Gs-cerrado en o(G/H) =
(0G)/H. O

Teorema 3.2.5. Sea X un grupo w-balanceado (w-estrecho) y H un sub-
grupo de X invariante y Cech-completo. Entonces X es fuertemente Dieu-
donné completo (fuertemente realcompacto) si y sdlo si X/H también lo es.
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Demostracion. Como en la demostracion del teorema 3.2.4 consideraremos -
nicamente el caso de Dieudonné completitud. Sea ¢ el homomorfismo candni-
co de 9X sobre (oX)/H. Ya que H es Cech-completo, el grupo cociente
(0X)/H es Raikov completo (ver [29, Teorema 11.18]). Entonces (0X)/H es
la completacién de Raikov de X/H. Si X/H es fuertemente Dieudonné com-
pleto, entonces es Gs-cerrado en (9X)/H por [30, Teorema 3.3] y por lo tanto
X = ¢ YX/H) es Gs-cerrado en ¢X. El mismo teorema implica que X es
fuertemente Dieudonné completo.

Ahora asumamos que X sea Ggs-cerrado en 0X. Como el grupo H es Cech-
completo, se sigue de [1, Corolario 4.3.5] que existe un subconjunto compacto
C de H con una base numerable en H de vecindades que contienen al elemen-
to identidad e de H. Sea {O,, : n € w} una familia de vecindades abiertas
de e en X tal que {0, N H : n € w} es una base de C' en H. Entonces
C = HN(),e, On- Puesto que X es w-balanceado, cada vecindad de la iden-
tidad e en X contiene un subgrupo cerrado e invariante de tipo Gy en X
(ver [1, Teorema 3.4.18]). Por lo tanto, para cada n € w, existe un subgrupo
cerrado e invariante P, de tipo G5 en X que cumple con P, C O,. Enton-
ces P = (),c, Pn s un subgrupo cerrado e invariante de tipo G5 en X con
PNHCC.

Es claro que P N H es un conjunto cerrado G5 en H y en C'. Puesto que C
y el subconjunto cerrado P N H son compactos, el conjunto PN H tiene una
base numerable de vecindades abiertas en C'. Por la transitividad del caracter
en espacios de Hausdorff, podemos concluir que el subgrupo compacto N =
P N H de H tiene una base numerable de vecindades en H. Puesto que H
y P son subgrupos invariantes de X, entonces lo es el subgrupo N. Por lo
tanto, el grupo cociente H/N es metrizable por [1, Lema 4.3.19].

El homomorfismo cociente de H sobre H/N es una funcién perfecta, y como
las funciones perfectas preservan Cech-completitud (ver [9, Teorema 3.9.10]),
el grupo H/N es Cech-completo. Puesto que el espacio H /N es metrizable,
concluimos que es completamente metrizable.

El grupo cociente X/N es fuertemente Dieudonné completo por [30, Teo-
rema 3.17], y H/N es un subgrupo de X/N invariante completamente me-
trizable. Usando el teorema 3.2.4 podemos concluir que el grupo X/H =
(X/N)/(H/N) es fuertemente Dieudonné completo. O

Supongamos que 7 = {G, : @ € A} es una familia de grupos topolégicos y
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In = [],c4 Ga es el producto topoldgico de la familia 7. Sea el X-producto
de 1, denotado por X117, el subgrupo de IIn que consiste de todos los puntos
g € IIn tales que [{a € A : m.(9) # ea}| < w, donde 7,: [In — G, es
la proyeccién natural de IIn sobre el factor G, y e, es el elemento neutral
de G, para cada o € A. Similarmente, el o-producto de 7, denotado por
olln, es el subgrupo de IIn que consiste de todos los puntos g € 1In tales
que [{a € A:7.(g) # ea}| < w. Es facil observar que tanto XIIn como olln
son subgrupos densos de IIn. Una descripcion de las propiedades de estos
subgrupos puede encontrarse en [1, seccién 1.6].

Los siguientes ejemplos demuestran que las propiedades de ser fuertemente
realcompacto o fuertemente Dieudonné completo no son propiedades de tres
espacios (ver la definicién 1.1.11).

Ejemplo 3.2.6. Eziste un grupo topologico Abeliano pseudocompacto no-
compacto G que contiene un subgrupo separable metrizable H tal que el grupo
cociente G/H es compacto. Por lo tanto, G falla en ser fuertemente realcom-
pacto.

Demostracion. Sea X el grupo Z5, donde ¢ = 2“ y sea Y el grupo Z3.
Denotemos por [¢]=¥ la familia de todos los subconjuntos numerables no
vacios de ¢. Es claro que |[c]S¥| = ¢. Para cada A € [c|~¥ y u € Z4, sea
C(A,u) = m*(u), donde ma: Z — Z4 es la proyeccién natural. Observe
que la familia € = {C(A,u) : A € [c]5¥, u € Z3'} es de cardinalidad c. Sea F
el producto £ X Y. Es claro que cualquier punto de Y es un conjunto G y que
|F| = ¢. Sea {(Eq,ya) : @ < ¢} una numeracién de F. Por recursién sobre
a < ¢ definimos un subconjunto {z, : @ < ¢} de X tal que las siguientes
condiciones se cumplen para toda o < ¢:

(i) zo € Eq;

(i) 7o & ({25 : 8 <a}).

Condicion (ii) es posible pues |E,| = 2¢. Para cualquier y € Y, la cardinalidad
del conjunto {a : yo = y} es igual a ¢. Sea X = {z, : a < ¢}. Definimos
la funcién f : X — Y por f(za) = yo para cada a < c¢. El conjunto X es
linealmente independiente por (ii), por lo tanto, podemos extender f a un
homomorfismo ¢ de (X' ) a'Y. Puesto que todo subgrupo del grupo Booleano
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X es un sumando directo en X, g se puede extender a un homomorfismo
p: X =Y.

Sea P = {(z,¢(x)) : x € X}. Observemos que P es un sugbrupo Gs-denso
de X x Y. Sea U un subconjunto Gs no vacio del espacio X x Y. Entonces
existe y € Y, A € [¢|%, y u € Z§ tal que C(A,u) x {y} C U. Existe a < ¢
tal que (Eq,ya) = (C(A,u),y). Entonces (i) implica que (z4,¥yq) € U y, por
nuestra definicién de ¢, p(z4) = Yo, por lo tanto (z.,y,) € U N P.

Sea Z = oZ% y H = {e} x Z, donde e es el elemento identidad de X.
Entonces H es un subgrupo metrizable y separable de X x Y. Definimos un
subgrupo G de X x Y como la suma G = P + H. Sea p la restriccion a G
de la proyeccién natural de X x Y sobre el primer factor X. Observemos
que GN ({e} xY) = H, por lo tanto H es un subgrupo derrado de G. En
particular G es un subgrupo propio de X xY. Como H es denso en {e} xY, p
es un homomorfismo abierto de G sobre X (ver [18, Lema 1.3]). Por lo tanto,
el grupo cociente G/H es topolégicamente isomorfo al grupo compacto X.

Como P es un subgrupo Ggs-denso del grupo compacto X X Y, vemos que
P es pseudocompacto. Como P C G C X x Y, el grupo G también es
pseudocompacto. Finalmente, un espacio pseudocompacto es realcompacto
si y solo si es compacto, por lo que el grupo G no puede ser realcompacto, ni
fuertemente realcompacto. O]

3.3. Cocientes y P-modificaciones

Fue demostrado en lema 3.2.3 que para cualquier subgrupo invariante com-
pletamente metrizable H de un grupo topolégico G, los grupos (G/H), y
G, /H, son topolégicamente isomorfos. En esta seccién extenderemos este
resultado al caso de cuando H es Cech-completo.

Empezaremos considerando el caso cuando tenemos un subgrupo compacto

H de G.

Lema 3.3.1. St K es un subgrupo compacto e invariante de un grupo to-
poldgico G, entonces el isomorfismo identidad de G, /K, sobre (G/K), es
un isomorfismo topoldgico.



46 CAPITULO 3. COCIENTES DE GRUPOS FRC'Y FDC

Demostracion. Como en la demostracién del lema 3.2.3 es suficiente demos-
trar que el homomorfismo canénico p de G, sobre (G/K),, es abierto. Clara-
mente p coincide punto a punto con el homomorfismo cociente 7: G — G/ K.

Sea () un subconjunto G5 en G que contiene al elemento identidad e en G.
Digamos que @) = [),c,, On, donde O, es abierto en G para cada n € w.
Definimos por induccién una secuencia {U,, : n € w} de vecindades abiertas
simetricas de e en G tales que U2, C U, C O,, para cada n € w. Entonces
C = N,ew Un es un subgrupo cerrado de G tal que C' C @. Afirmamos que
p(C) = Nyew P(Un). La inclusion p(C) C (e, P(Un) es evidente. Demos-
tremos la otra inclusién. Tomemos un elemento arbitrario y € p((),c, Un).
Entonces p~*(y) N U,, # 0 para cada n € w. Como K es compacto, también
lo es la fibra p~!(y). Claramente U, ; C U, para cada n € w, por lo tanto
p (¥)NN,eo, Un # 0 0, equivalentemente, p~'(y) N, Un # 0. Concluimos
que y € (e, P(Uy), por lo que queda demostrada nuestra afirmacién.

Se sigue de (), P(Un) = p(C) C p(Q) que la imagen p(Q) contiene la
vecindad abierta (1, ., p(U,) de la identidad en (G/H),, por lo tanto el
homomorfismo p es abierto, lo que demuestra el lema. O

Teorema 3.3.2. Sea H un subgrupo invariante Cech-completo de un grupo
topoldgico w-balanceado G. Entonces la funcion identidad de G, /H, sobre
(G/H), es un isomorfismo topoldgico.

Demostracion. La demostracién es similar a la prueba del teorema 3.2.5.
Como el grupo H es Cech-completo, podemos aplicar el [1, Corolario 4.3.5]
para encontrar un subconjunto compacto C' de H con una base numerable de
vecindades abiertas en H que contienen la identidad e de H. Sea {O,, : n € w}
una familia de vecindades abiertas de e en G tales que {O, N H : n € w}
es una base para C' en H. Entonces C' = H N (), ., On. Puesto que G es
w-balanceado, toda vecindad abierta de la identidad e en G contiene un
subgrupo cerrado invariante de tipo G en G (ver [1, Teorema 3.4.18]). Por
lo tanto, para cada n € w, existe un subgrupo cerrado e invariante P, de tipo
Gs en G que cumple que P, C O,. Entonces P = (), ., P, es un subgrupo
cerrado e invariante de tipo G5 en G tal que PN H C C.

Es claro que PN H es un conjunto Gy cerrado en H y en C. Como C'y PNH
son compactos, el conjunto P N H tiene una base numerable de vecindades
abiertas en C. Por la transitividad del caracter en los espacios de Hausdorff,
concluimos que el subgrupo compacto K = P N H de H tiene una base
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numerable de vecindades abiertas en H. Ya que los subgrupos H y P de GG
son invariantes en G, también lo es el subgrupo K. Por lo tanto el grupo
cociente H/K es metrizable [1, Lema 4.3.19].

El homomorfismo cociente de H sobre H/K es una funcién perfecta, y como
funciones perfectas preservan Cech-completitud (ver [9, Teorema 3.9.10]), el
grupo H/K es Cech-completo, ademés de metrizable, por lo que se concluye
que es completamente metrizable.

El paso final en nuestro argumento es aplicar el Segundo Teorema de Isomor-
fismos para grupos topoldgicos el cual implica que G/H = (G/K)/(H/K).
Como el subgrupo K de G es compacto, la funcién identidad de G, /K, so-
bre (G/K), es un isomorfismo topolégico, por el lema 3.3.1. De la misma
forma, los grupos (H/K), y H,/K, son topolégicamente isomorfos. Sean
H*=H/K y G* = G/K. Usando esta notacién tenemos que G/H = G*/H*,
H:=H,/K,y G =G,/K,. Aplicando los lemas 3.2.3 y 3.3.1 junto con el
Segundo Teorema de Isomorfismos podemos concluir que

(G/H)o = (G*/H")y = (Go/Ky)/(Ho/Ky) = Gu/ Ho.
Por lo tanto, los grupos (G/H),, y G,/ H,, son topolégicamente isomorfos. [

En los lemas 3.2.3 y 3.3.1 los subgrupos correspondientes H y K del grupo
topologico G son Raikov completos. También es sabido que todo grupo to-
polégico Cech-completo es Raikov completo [1, Teorema 4.3.7]. Por lo tanto,
el subgrupo H de G en el teorema 3.3.2 es Raikov completo también. Por eso
es natural preguntarse si la equivalencia de los grupos (G/H), v G, /H, no
implican la Raikov completitud de H, incluso si H es separable y metrizable:

Proposicion 3.3.3. Si H y K son grupos topoldgicos arbitrarios y G = H X
K, entonces la funcion identidad de G,/ H,, sobre (G/H), es un isomorfismo
topoldgico.

Demostracion. Es claro que G/H = K, por tanto (G/H), = K,. Como
G, = H, x K, tenemos que G, /H, = (H, x K,)/H, = K,. Por lo tanto,
los grupos G,,/H, vy (G/H), son topolégicamente isomorfos. O

Bajo ciertas circunstancias, la Raikov completitud de un subgrupo cerrado
invariante H de un grupo topoldgico G llega a ser una condiciéon necesaria
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para que la equivalencia G, /H, = (G/H), sea valida. En la siguiente pro-
posicién demostramos que este es el caso cuando el grupo G es localmente
pseudocompacto.

Proposicion 3.3.4. Sea H un subgrupo metrizable e invariante de un grupo
localmente pseudocompacto G. Entonces la funcion identidad de G,/ H,, sobre
(G/H),, es un isomorfismo topoldgico si y sdlo si el grupo H es localmente
compacto.

Demostracion. Primero notamos que un grupo metrizable localmente com-
pacto es completamente metrizable. Por eso la suficiencia de la proposicion
se sigue del lema 3.2.3, incluso sin la suposiciéon de que G es localmente
pseudocompacto. Por tanto asumimos que los grupos G, /H, y (G/H), son
topoldgicamente isomorfos, donde el subgrupo H de G es metrizable. La
completacién de Raikov de G, oG, es un grupo localmente compacto. Co-
mo el grupo oH es topoldgicamente isomorfo a la cerradura de H en oG
y esta cerradura es un subgrupo invariante de oG, vemos que el encaje
canénico de G/H en oG/oH es un isomorfismo topoldgico de G/H sobre
su imagen (ver [1, Teorema 1.5.16]). Note que el grupo oH es metrizable y
localmente compacto, por lo tanto pH es completamente metrizable. De los
lemas 3.2.1 y 3.2.3 se sigue que (G/H),, es un subgrupo topolégico del grupo
(oG/oH), = (0G)y/(0H),. Como los grupos G,,/H, y (G/H),, son topoldgi-
camente isomorfos, vemos que el encaje natural de G,,/H,, en (0G),/(0oH).,
es un isomorfismo topolégico de G,/ H,, sobre su imagen o, equivalentemente,
la restriccién a G, del homomorfismo cociente m,: (0G), — (0G)w/(0H ).,
llamemoslo ¢, es una funcién abierta de G, sobre el subgrupo m,(G,) de
(0G)w/(0H)w vy mu(Gy) = G/ Hy.

Finalmente, el grupo localmente pseudocompacto G intersecta a todo sub-
conjunto G4 no vacio en oG (ver [1, Problema 3.7.J]), es decir, G, es un
subgrupo denso de (9G),. Como el homomorfismo ¢ es abierto, [1, Teore-
ma 1.5.16] implica que H, = (oH), NG, es denso en (oH),. Notemos que el
grupo (oH),, es discreto ya que oH es metrizable. Por lo tanto, H, = (0H).,
es decir, H = oH. En otras palabras, el grupo H es Raikov completo. Por lo
tanto, H = pH es un subgrupo cerrado del grupo localmente compacto oG,
lo que implica la local compacidad de H. O

Notemos que todo grupo Abeliano precompacto es topologicamente isomorfo
a un subgrupo cerrado de un grupo Abeliano pseudocompacto (conexo) [31].



3.3. COCIENTES Y P-MODIFICACIONES 49

Por lo tanto, el siguiente corolario describe una situacion similar.

Corolario 3.3.5. Sea H un subgrupo cerrado metrizable e invariante de
un grupo topologico pseudocompacto G. Entonces la funcion identidad de
G./H, sobre (G/H), es un isomorfismo topoldgico si y sdlo si el grupo H
es compacto.

Demostracion. De acuerdo con la proposicién 3.3.4, los grupos G, /H, y
(G/H),, son topolégicamente isomorfos si y s6lo si H es localmente compacto.
El grupo H es precompacto por ser subgrupo del grupo pseudocompacto
G. La conclusion del corolario se sigue del hecho que grupos precompactos
localmente compactos son compactos. O

El siguiente corolario extiende el lema 3.3.1 a una clase mas general.

Corolario 3.3.6. Sea K un subgrupo cerrado invariante y pseudocompacto
de un grupo topolégico G. Entonces la funcion identidad de G, /K, sobre
(G/K), es un isomorfismo topoldgico.

Demostracion. Sea oG la completacion de Raikov del grupo G. Entonces la
cerradura de K en pG es un grupo compacto topolégicamente isomorfo a
oK. Denotemos por 7 el homomorfismo cociente de oG sobre oG /oK y sea

G* =n"1n(G).

Entonces G C G* C oG. Como K es pseudocompacto, intersecta a todo
subconjunto G no vacio en oK. Por lo tanto, G intersecta a todo subconjunto
G5 no vacio en G* = G-pK. Como K es denso en oK, la restriccién de m a G es
un homomorfismo continuo abierto de G sobre 7(G) = G/ K y, similarmente,

G*/oK = 7(G) =2 G/K.
El grupo oK es compacto y por el lema 3.3.1 implica que

(G/K)w = (G" /oK) = (G7)w/(0K).- (3.1)

Nosotros sabemos que G es Gg-denso en G* y K es Gg-denso en oK, es decir,
G, es denso en (G*), y K, es denso en (9K),. Por eso podemos concluir
que (G*)o/(0K), = G, /K, en virtud de [1, Teorema 1.5.16]. Esta tltima
afirmacion junto con (3.1) implican que (G/K), = G, /K,. O



Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se obtuvieron varios resultados en forma positiva
y algunos contraejemplos que respondian varias preguntas planteadas en el
proyecto predoctoral.

Cabe resaltar que se generalizan resultados conocidos en el ambito de los
grupos fuertemente realcompactos y fuertemente Dieudonné completos y se
dan herramientas para el estudio de estos grupos.

En la siguiente secciéon mencionamos algunos problemas, que hasta donde
este autor sabe, todavia siguen sin responderse.

4.1. Problemas Abiertos

La respuesta a la siguiente pregunta generalizara el teorema 2.3.11.

Pregunta 4.1.1. ;Cudles son las caracteristicas que debe tener un grupo
(Abeliano) localmente compacto para que tenga una subtopologia separable?

Por otro lado, en el caso de los cocientes de grupos fuertemente realcompactos
y fuertemente Dieudonné completos se puede plantear la siguiente pregunta:

Pregunta 4.1.2. Sean G es un grupo w-estrecho y N un subgrupo Raikov
completo invariante de G. sSerd cierto que G es fuertemente realcompacto
implica que G/N es fuertemente realcompacto?

20
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Para el caso de grupos paratopologicos, se puede dar una definicién de grupos
fuertemente realcompactos.

Definicién 4.1.3. Sea G un grupo paratopolégico reqular. Decimos que G es
fuertemente realcompacto si es topologicamente isomorfo a un subgrupo ce-
rrado de un producto de grupos paratopologicos requlares sequndo numerable.

Es natural preguntarse si los teoremas que hemos demostrado para grupos
topologicos fuertemente realcompactos son vélidos para esta nueva clase de
grupos paratopoldgicos. Esto abre una buena linea de investigacion. El pro-
blema que se encuentra inmediatamente al trabajar con esta clase es que no
existe una construccion equivalente a la completacion de Raikov en grupos
paratopologicos.
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