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RESUMEN

El avance en la síntesis de materiales porosos ha permitido generar sólidos con
estructura elíptica. Esta geometría porosa dificulta obtener propiedades texturales
de manera sencilla debido a que no se tiene un modelo para poros elipsoidales
mediante la adsorción de gases. Por este motivo es necesario incorporar este tipo
de geometría en los métodos de caracterización existentes. En este trabajo se plan-
teó una metodología que describe la termodinámica de adsorción en un poro con
geometría elipsoidal, mediante una modificación a la aproximación de Broekhoff y
de Boer (BDB). Además, los resultados obtenidos con BDB se compararon con los
calculados mediante simulación molecular Monte Carlo (MC) usando el modelo de
gas reticulado adaptado a una geometría elipsoidal.

La modificación a BDB consistió en dos partes: i) se incorporó el potencial
intermolecular tipo Lennard Jones (12 − 6) para la interacción fluido – fluido y
fluido – sólido; y ii) se adaptó la curvatura de la interfase líquido – vapor a la
geometría del poro. El potencial de interacción fluido – sólido fue sustituido por
una integral sobre el sustrato sólido, del tipo Steele 10 − 4 y 10 − 4 − 3, que resultó
ser función de los dos semiejes (a y c) que describen al poro y el ángulo azimutal,
θ, así como de la densidad del sólido y los parámetros de interacción intermolecu-
lar (ϵfs, σfs). La curvatura de la interfase líquido – vapor fue incorporada con los
dos principales radios de curvatura de la cavidad, considerando una película adsor-
bida de espesor, tad, que es función de a, c, θ, y la presión a una temperatura dada.

Se examinó la geometría de los poros para dos casos: oblatos (a > c) y prolatos
(c > a), utilizando Ar a 87.3 K y N2 a 77.4 K para fines de determinación de
textura. Como parámetro de caracterización de los semiejes de los poros se utilizó
la excentricidad1, ξ. Se establecieron los criterios de criticidad2 para condensación
capilar a partir de la primera, segunda y tercera derivada de la energía libre de
Gibbs.
Se definieron como parámetros en la condensación capilar, θo

cc, θp
cc, to

cc y tp
cc (donde

los superíndices o y p indican oblato y prolato, respectivamente; y cc indica con-
densación capilar). La inestabilidad de la interfase líquido – vapor que originó la

1Relación que determina que tan esférico o alargado es el elipsoide, cuando ξ es igual a
cero, es el caso de una esfera y cuando ξ tiende a 1, el de un elipsoide muy alargado.

2Tamaños críticos de espesor de capa adsorbida, presión y semiejes que determinan la con-
densación capilar.
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RESUMEN

condensación capilar se dio en las regiones con mayor valor de curvatura de cada
poro; que resultaron, θo

cc = π/2 y θp
cc = 0, π. Por su parte las cantidades to

cc y tp
cc,

varían como una función de los semiejes a y c, y la presión, p.

Se calcularon los tamaños críticos de los semiejes a partir de las derivadas de
la energía libre respecto al espesor de capa adsorbida. Se encontró que solo uno de
los dos semiejes del poro determina la criticidad. Este semieje es: ao

C en oblatos
y cp

C en prolatos (donde C se refiere al valor crítico). De esta manera, para poros
con alguno de los semiejes mayores a las cantidades anteriores se obtuvieron los
valores del espesor de capa adsorbida correspondientes a una presión dada para
determinar las isotermas de adsorción. En general, cuando la excentricidad de los
poros tiende a 1, la presión de condensación capilar en oblatos es mayor que en
prolatos, y conforme tiende a 0 la presión de condensación capilar de los oblatos
y prolatos se aproxima hasta igualarse a la de una esfera. Se observó también que
el tamaño de los poros y la excentricidad determinan el desarrollo de la conden-
sación capilar durante la adsorción multicapa, este efecto se vio reflejado en una
modificación en la distribución de espesores de la capa adsorbida. El valor del es-
pesor es más grande en las regiones de mayor curvatura, θo

cc y θp
cc, y aumenta de

valor conforme la excentricidad crece. Además, los resultados de las isotermas de
adsorción se compararon con los obtenidos con poros esféricos y cilíndricos.

Por otro lado, el modelo de gas reticulado elipsoidal permitió evaluar los efectos
de excentricidad en las isotermas de adsorción, mostrando que estas se recorren
a valores más bajos de µ conforme la excentricidad aumenta. Además, se siguió
la evolución del llenado capilar mediante dibujos de planos del poro a diferentes
valores de densidad, estos resultados sugieren regiones asociadas a ciertos valo-
res de θ donde se adsorbe mayor cantidad de fluido. Finalmente, se realizó una
comparación cualitativa de las isotermas de adsorción de MC con las isotermas de
BDB que permitió identificar algunas coincidencias, principalmente, los efectos de
excentricidad.

Los resultados obtenidos durante el desarrollo de esta tesis se encuentran pu-
blicados en [1, 2]:

⋄ Aguilar-Huerta, E.; Cordero-Sánchez, S.; Rojas-González, F.; Domínguez-
Ortiz, A. y Villegas-Cortez, J. Adsorption 2020, 26, 553-561.
DOI: 10.1007/s10450-021-00326-8

⋄ Aguilar-Huerta, E.; Cordero-Sánchez, S.; Rojas-González, F. y Villegas- Cor-
tez, J. Adsorption 2021, 27, 1003-1011.
DOI: 10.1007/s10450-020-00235-2
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ABSTRACT

Progress in synthesizing porous materials has made possible to generate solids
with elliptical structures. This type of porous geometry makes challenging to ob-
tain textural properties in a simple way due to the fact that there is no model for
ellipsoidal pores through gas adsorption. For this reason, it is necessary to incor-
porate this type of geometry into existing characterization methods. In this work,
a methodology was proposed that describes the adsorption thermodynamics in an
ellipsoidal pores, by means of a modification of the approximation of the Broekhoff
and Boer theory (BDB). In addition, the results obtained with BDB were compa-
red with those calculated by Monte Carlo (MC) simulation using the lattice gas
model fitted to ellipsoidal geometries.

The modification to BDB consisted of two parts: i) the Lennard Jones poten-
tial (12 − 6) was incorporated for fluid - fluid and fluid - solid interactions; and
ii) the curvature of the liquid - vapor interface was adapted to the pore geometry.
The fluid - solid interaction was replaced by an integral over the solid substrate,
of the Steele 10 − 4 and 10 − 4 − 3 type, which resulted to be a function of the two
semiaxes (a y c) that describe the pore and the azimuthal angle, θ, besides the
density of the solid and the intermolecular interaction parameters (ϵfs, σfs). The
curvature of the liquid - vapor interface was incorporated with the two main radii
of curvature of the pore, considering an thickness or the adsorbed layer, tad, which
is a function of a, c, θ, and the pressure at a given temperature.

Pore geometry was examined for two cases: oblates (a > c) and prolates (c > a),
using Ar at 87.3 K and N2 at 77.4 K for texture determination purposes. The ec-
centricity3, ξ, was used as a useful characterization parameter of the semi-axes of
the pores. Limit conditions4 for capillary condensation were established from the
first, second, and third derivatives of the Gibbs free energy.

As parameters of capillary condensation were defined, θo
cc, θp

cc, to
cc y tp

cc (where
superscripts o and p indicate oblates and prolates, respectively; and superscript
cc indicates capillary condensation). The instability of the liquid - vapor interface

3Relation that determines how spherical or elongated an ellipsoid is, when ξ is equal to ze-
ro, this is the case of a sphere and when ξ tends to 1, it corresponds to an elongated ellipsoid.

4Critical sizes of thickness of the adsorbed layer, pressure and semi-axes that determine
capillary condensation.
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ABSTRACT

that originated capillary condensation occurred in the regions with the highest
value of curvature of each pore; these zones correspond to, θo

cc = π/2 y θp
cc = 0, π.

And the amounts to
cc y tp

cc, are a function of the semiaxes a and c, and the pressure,
p.

The critical sizes of the semiaxes were calculated from the third derivatives of
the free energy with respect to the thickness of the adsorbed layer. It was found
that only one of the two semiaxes of the pore determines the criticality. This se-
miaxis is: ao

C in oblates and cp
C in prolates (where C refers to the critical value). In

this way, the values of the thickness of the adsorbed layer at a given pressure were
obtained to determine the adsorption isotherms for pores with some of the semi-
axes greater than the above amounts, ao

C and cp
C . In general, when the eccentricity

of the pores approaches 1, the capillary condensation pressure in oblates is greater
than in prolates, while as it approaches 0 the capillary condensation pressure of
oblates and prolates tends to be equal to that of a sphere. The size of the pores
and the eccentricity determine the development of capillary condensation during
multilayer adsorption, this effect was reflected in variations of the thickness of the
adsorbed layer. The value of the thickness is larger in the regions with greater cur-
vature, θo

cc and θp
cc, and increases its value as the eccentricity increases. The results

of the adsorption isotherms were compared with those obtained with spherical and
cylindrical pores.

On the other hand, the ellipsoidal lattice gas model allowed us to evaluate
the effects of eccentricity in the adsorption isotherms, showing that the isotherms
are displaced to lower values of µ as the eccentricity increases. In addition, the
evolution of capillary filling was followed by snapshots of pore planes at different
density values; these results suggest regions associated with certain values of θ
where a greater amount of fluid is adsorbed. Finally, a qualitative comparison of
the MC adsorption isotherms with the BDB isotherms was carried out, allowing
in this way the identification of some coincidences, mainly the eccentricity effects.

The results obtained during the development of this thesis are published in [1,
2]:

⋄ Aguilar-Huerta, E.; Cordero-Sánchez, S.; Rojas-González, F.; Domínguez-
Ortiz, A. and Villegas-Cortez, J. Adsorption 2020, 26, 553-561.
DOI: 10.1007/s10450-021-00326-8

⋄ Aguilar-Huerta, E.; Cordero-Sánchez, S.; Rojas-González, F. and Villegas-
Cortez, J. Adsorption 2021, 27, 1003-1011.
DOI: 10.1007/s10450-020-00235-2
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INTRODUCCIÓN

El progreso en la síntesis de materiales porosos ha permitido desarrollar una
gran cantidad de sólidos con diversas morfologías. En los últimos años, los poros
con geometría elipsoidal han llamado la atención, principalmente en zeolitas y xe-
rogeles, por ejemplo: poros con sección transversal elíptica de zeolitas (UTD-1)
con tamaño de poro de 0.75 nm × 1 nm y 0.66 nm × 0.39 nm [3, 4] y xerogeles
con cavidades elipsoidales con semiejes que varían de 1.6 hasta 10 nm (ver figura
1) [5]. Debido a la complejidad de la estructura porosa de estos y otros materiales,
es difícil estudiar los fenómenos fisicoquímicos que ocurren durante la adsorción
de gases. Para ello es necesario asumir que los poros pueden ser representados con
geometrías específicas para modelar las interacciones gas – sólido y así aproximar
los resultados con los datos experimentales [6, 7]. Las geometrías de poros más
utilizadas son: placas paralelas para materiales de carbono como grafito, cilindros
para sólidos como MCM-41, SBA-15 y esferas para SBA-16 [8-11]. De esta manera
a través del correcto modelamiento de la estructura porosa, así como de las inter-
acciones fluido – sólido y fluido – fluido, se obtienen propiedades relacionadas con
el sustrato, por ejemplo, la porosidad, el área superficial específica, el volumen de
poros, la conectividad, distribuciones de tamaño de poro, etc. [12].

La adsorción puede describirse a través de la termodinámica clásica y esta-
dística. Existen dos métodos que describen la adsorción: i) Modelos/Teorías de
adsorción y ii) simulación molecular. Los modelos y teorías de adsorción se di-
viden en aproximaciones macroscópicas o microscópicas. Los modelos macroscó-
picos estudian la adsorción a través de la termodinámica clásica con la ecuación
de capilaridad de Kelvin y sus modificaciones (por ejemplo, la aproximación de
Broekhoff y de Boer, BDB) [13-15]. Bajo esta aproximación se formulan las si-
guientes suposiciones. El fenómeno de la adsorción inicia con la formación de una
capa adsorbida que aumenta de grosor hasta que aparece una transición de fase
de primer orden (de gas adsorbido a fase condensada adsorbida), sustentada en
una discontinuidad en la primera derivada de la energía libre. Esto significa que
se produce una discontinuidad en la evolución del espesor de la película adsor-
bida a una presión característica, denominada presión de condensación capilar.
Sin embargo, este tratamiento termodinámico clásico, lógicamente, no predice con
exactitud los resultados experimentales en poros en la escala nanométrica, debido
principalmente a que se asume que el fluido es un líquido después de completar la
monocapa y está dividido por una interfaz líquido - vapor, con un valor de tensión
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INTRODUCCIÓN

(a)

(b)

Figura 1: a) Ejemplo del encapsulamiento de porfirinas en matrices de sílice y b) propuesta
de cavidades elipsoidales [5].

superficial igual al correspondiente a la fase volumétrica. Es evidente que en un
poro nanométrico (< 7 nm) esto no ocurre así, ya que debido a las dimensiones
del poro las paredes interaccionan con el fluido más allá de la monocapa, además
que la tensión interfacial depende del tamaño del poro y no se puede describir
en términos de la termodinámica macroscópica [16]. A pesar de lo anterior, este
tipo de aproximación tiene la ventaja de ser computacionalmente menos exigente.
Además, permite establecer o atribuir el fenómeno de la adsorción a contribuciones
específicas como el potencial de interacción o la curvatura de la interfase a nivel
nanoscópico; y obtener los espesores de capa adsorbida críticos y las presiones de
condensación/evaporación capilar de manera sencilla. Asimismo, con esta aproxi-
mación se obtienen de forma directa las energías libres de las dos fases involucradas
(líquido – vapor) para obtener la transición de fase de primer orden, condensación
capilar. A pesar de ser una aproximación clásica con una adecuada modificación ha
demostrado describir cualitativamente correcta la adsorción y desorción en poros
de geometría cilíndrica con d > 7nm [17].

Por otro lado, a través de la termodinámica estadística se describe la adsor-
ción utilizando simulaciones moleculares y la teoría de funcionales de la densidad
(DFT) [18-21]. La simulación molecular permite describir el comportamiento de
fluidos confinados en poros más realistas o complejos con interconectividad y de-
fectos superficiales. Además, logra predecir adecuadamente la histéresis en poros
cilíndricos: a medida que el tamaño de poro disminuye, el ciclo de histéresis se
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INTRODUCCIÓN

encoge y desaparece, situación similar a lo reportado experimentalmente [12]. No
obstante, estos modelos son computacionalmente costosos. DFT ha estudiado po-
ros de longitud infinita con geometrías simples en la gama micro – mesoporo y
predicen con buena exactitud la condensación capilar y presiones de desorción en
poros cilíndricos con diámetros mayores a 5 nm [22, 23]. El uso de tales poros
infinitos permite calcular la interacción fluido – sólido utilizando una función ma-
temática simple que sólo depende de la posición radial, r, en el poro, como es el
caso de geometrías esféricas, cilíndricas y placas paralelas [12]. Sin embargo, esta
situación representa una limitante cuando se requiere estudiar poros con geome-
trías más sofisticadas, donde se requiera un potencial de interacción bidimensional
[24, 25].

Los potenciales de interacción fluido – sólido se dividen en dos i) aquellos que
consideran paredes atomísticas y ii) aquellos que describen una pared sin estruc-
tura. En el primer caso el potencial es calculado como una suma sobre cada inter-
acción átomo – átomo y son bastante útiles en simulación molecular para poder
representar paredes con rugosidades y poros con geometrías irregulares [12, 26, 27].
En el caso de paredes sin estructura, las interacciones entre moléculas y átomos
de la pared se sustituye por una integral sobre el sustrato sólido, que se calcula
generalmente integrando el potencial de 12−6 Lennard-Jones y dependen de cómo
se defina el sistema de coordenadas del poro y los límites de integración, por lo
que la geometría porosa es bastante importante. Estos últimos potenciales son más
sencillos de incorporar a diferentes teorías en comparación a los atomísticos. Ac-
tualmente se encuentran reportados potenciales para poros cilíndricos, entre placas
paralelas y esféricos [8, 28-30], y son ampliamente utilizados en los modelos mo-
leculares de adsorción [18, 20, 31-33]. Algunos de estos potenciales son conocidos
por los números que representan las potencias a la que se encuentra el potencial
en su forma integrada, por ejemplo, potencial de Steele 9−3, 10−4 o 10−4−3 [8].

A partir de la caracterización de materiales porosos y estudios teóricos se ha
encontrado que la geometría, tamaño, naturaleza y composición química de los
poros determinan el desarrollo de la adsorción [34]. Por lo anterior, en este trabajo
se explica cómo ocurrirá el fenómeno de adsorción de gases en un mesoporo elip-
soidal, a través del enfoque proporcionado por la aproximación de Broekhoff y de
Boer con un potencial de interacción tipo Lennard Jones (12—6) para los pares
fluido – fluido y fluido – sólido y una curvatura elipsoidal de la interfase líquido –
vapor.
La elección de la aproximación de Broekhoff y de Boer se basa en dos razones.
Primeramente, la sencillez de su formulación y flexibilidad para adaptarse a la
descripción de la criticidad de la adsorción como transición de fase; y, en segundo
lugar, debido a su sencilla implementación y bajo costo computacional.
A pesar de que la aproximación de BDB es exclusivamente macroscópica ha demos-
trado que proporciona una descripción cualitativamente correcta de la adsorción y
desorción en poros de geometría simple. Por ejemplo, recientemente ha sido utiliza-
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INTRODUCCIÓN

da para estudiar heterogeneidades geométricas de rugosidades en poros cilíndricos
[35]. También se ha estudiado la deformación inducida en mesoporos cilíndricos y
la desorción en poros tipo cuña [36, 37]. Desde luego que los supuestos bajo esta
aproximación son rebatibles, pero a cambio se obtiene una descripción útil para
abordar un tema complejo como lo es el estudio de la adsorción en un poro de cur-
vatura variable. Bajo el esquema de esta aproximación, el fenómeno de la adsorción
queda definido través de una ecuación general que describe la competencia entre
las fuerzas capilares (parte mecánica del potencial: contribución de la curvatura
de la interfase líquido – vapor) y las fuerzas adsorbentes (potencial de adsorción
entre las moléculas del gas y del sólido) [38]; y se puede aplicar a cualquier muestra
porosa para proporcionar una relación cuantitativa entre el tamaño del poro y el
cambio de la presión de vapor.

La aproximación de BDB permite estudiar la capa adsorbida durante la adsor-
ción de gases a través de la energía libre de Gibbs. En este trabajo los principales
resultados fueron obtenidos a partir de las derivadas de la energía libre. Con la
primera derivada se estudió la transición de fase de primer orden reflejada en una
discontinuidad en la isoterma de adsorción, donde la capa adsorbida creció sus-
tancialmente por el efecto de la atracción entre las paredes porosas y el adsorbato
hasta la aparición de la condensación capilar [24, 39, 40]. Con la segunda deriva-
da se establecieron las coordenadas específicas que dan lugar a la condensación
capilar, dado que la ubicación exacta de la transición viene dada por la igualdad
de la energía libre entre las dos fases involucradas. Obteniéndose de esta forma
la presión y espesor de capa adsorbida que indica la inestabilidad mecánica de la
curvatura de la interfase líquido – vapor. Y finalmente con la tercera derivada de la
energía libre se caracterizó la criticidad de poro, definiéndose un tamaño de semieje
de poro que establece un límite para la aparición de la condensación capilar. Este
parámetro puede entenderse también como un tamaño límite para la definición de
un microporo o de un mesoporo [41]. La exactitud de estos resultados (presión de
condensación capilar, espesor de condensación capilar y tamaño de semieje crítico)
dependen en gran medida del potencial utilizado para calcular la interacción gas
– sólido y los parámetros de interacción elegidos [8, 28-30].

Actualmente no hay estudios referentes a poros con geometría elipsoidal, pero
existen muchos estudios sobre adsorción de nitrógeno en poros cilíndricos a 77.4
K. En la figura 2 se comparan las predicciones del modelo de NLDFT, Teoría de
los Funcionales de la Densidad No Local, (círculos vacíos conectados con líneas
azules) y GCMC, Monte Carlo Gran Canónico, (cuadrados conectados con líneas
negras); los puntos que aparecen en la gráfica fueron tomados de la referencia
[42]; además se añadieron los resultados obtenidos con la aproximación de BDB
utilizando los potenciales de interacción gas – sólido reportados en literatura de
poros con geometría cilíndrica [28, 30] y los parámetros energéticos reportados en
[42]. En esta última figura se observa que las presiones de condensación obtenidas
mediante BDB con los potenciales 10 − 4 − 3 (círculos llenos conectados con lí-
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neas punteadas azules) se aproximan a las calculadas con NLDFT (círculos vacíos
conectados con líneas azules) en la región de mesoporos con diámetros mayores
a 7 nm, mientras que los otros potenciales 9 − 3 (cuadrados vacíos conectados
con líneas verdes) y 10 − 4 (cuadrados llenos conectados con líneas en naranja),
tienen menor precisión incluso en d > 7 nm. El potencial 10 − 4 − 3 caracteriza
la primera capa de sólido incorporando una densidad diferente en esta capa a la
densidad uniforme del material, esto es mediante un término al cubo incorpora-
do al potencial, lo cual mejora su precisión en comparación al 10 − 4 y al 9 − 3.
Por lo tanto, utilizar un potencial de interacción gas - sólido adecuado es muy
importante para mejorar las aproximaciones clásicas durante la adsorción. En este
trabajo se presenta el desarrollo de un potencial de interacción gas – sólido en
poros elipsoidales para incorporarlo en la aproximación de BDB, junto con la cur-
vatura de la interfase líquido – vapor que se establece a partir de los dos principales
radios de curvatura del poro. A partir de lo anterior se estudió la adsorción de N2
a 77.4 K y Ar a 87.3 K en poros elipsoidales estudiando diferentes excentricidades.
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Figura 2: Presiones relativas de condensación capilar durante la adsorción de N2 a 77.4 K
en poros cilíndricos de diferentes tamaños, los datos de GMCM y NLDFT fueron tomados de
la referencia [42], y se adicionan los calculados aquí con la aproximación de BDB probando
diferentes potenciales de interacción gas – sólido [28, 30].

Con la finalidad de comparar los resultados obtenidos con la aproximación
de BDB durante la adsorción se utilizó el modelo de gas reticulado con simula-
ción Monte Carlo. Este modelo ha demostrado que conduce a resultados cualita-
tivamente satisfactorios que permiten una buena comprensión del fenómeno de la
adsorción. Recientemente se estudió la adsorción de moléculas orgánicas con el mo-
delo de gas reticulado que reproducen tendencias termodinámicas, como energía
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y entropía observadas en simulación y experimentos detallados [43]. Otros autores
lo han utilizado para la adsorción de H2 en grafeno, encontrando similitudes en
la forma escalonada de las isotermas con las obtenidas con datos experimentales,
además de describir la formación de monocapa y condensación de H2 [44]. Incluso
se han estudiado mezclas binarias en redes cuadradas [45]. Todos estos estudios
proporcionan un marco para interpretar consistentemente los hallazgos experimen-
tales o de teoría minimizando la cantidad de cálculos y optimizando la velocidad
de computo. Por consiguiente en este trabajo se eligió un modelo de gas reticulado
elipsoidal para contrastar cualitativamente los resultados obtenidos con la aproxi-
mación de BDB e identificar las similitudes o diferencias en los comportamientos
más destacados en este estudio. Tales como, los efectos de excentricidad en las
isotermas de adsorción, las diferencias entre las isotermas de oblatos y prolatos y
la evolución del llenado capilar.

xii



OBJETIVOS

General
Describir la adsorción de N2 a 77.4 K y Ar a 87.3 K en poros con geometría

elipsoidal mediante la caracterización de la interacción fluido - sólido y la curvatura
de la interfase líquido - vapor bajo la aproximación de Broekhoff y de Boer, de tal
forma que se consiga un marco teórico apropiado que pueda describir la adsorción
en sustratos sólidos con este tipo de geometría.

Particulares
• Describir la interacción fluido - sólido a través de la integración de un poten-
cial tipo Lennard- Jones, estableciendo los límites de integración apropiados que
representen la geometría porosa elipsoidal e incorporar la forma integrada de este
potencial a la aproximación Broekhoff y de Boer.
• Caracterizar la curvatura interfacial (líquido – vapor) a partir de los dos princi-
pales radios de curvatura de la geometría del poro e incorporarla a la aproximación
Broekhoff y de Boer.
• Calcular isotermas de adsorción a partir de la aproximación de Broekhoff y de
Boer modificada para la geometría elipsoidal y describir la distibución de espesores
de capa adsorbida utilizando como adsorbente N2 a 77.4 K y Ar a 87.3 K.
• Aplicar los criterios de la estabilidad termodinámica para la interfase líquido –
vapor a partir de la segunda derivada de la energía libre de Gibbs y establecer
la presión asociada a la condensación capilar en cada poro como función de la
excentricidad.
• Establecer la criticidad del poro a partir de la primera, segunda y tercera derivada
de la energía libre de Gibbs para determinar el tamaño crítico de los semiejes que
defina la adsorción con condensación capilar.
• Comparar los resultados obtenidos en este trabajo con los obtenidos a partir de
la misma metodología durante la adsorción en poros con geometría cilíndrica y
esférica.

xiii



OBJETIVOS

•Estudiar y analizar el comportamiento de la adsorción de N2 a 77.4 K en poros
elipsoidales a través de simulación Monte Carlo utilizando el modelo de gas reti-
culado y comparar los resultados obtenidos con la aproximación de Broekhoff y de
Boer.
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Capítulo 1

FUNDAMENTOS TEÓRICOS

1.1. Interacción gas - sólido
Las interacciones físicas de los gases con los sólidos son un fenómeno universal.

Se sabe que un gas formará una película adsorbida en la superficie de cualquier
sólido a condiciones dadas de presión y temperatura.
Para estudiar este sistema es necesario establecer algunas suposiciones, el sólido
es rígido, plano, es decir, suavizado con átomos expuestos en la superficie, y estos
átomos son idénticos, con una distancia entre átomos igual y misma simetría. Es
decir, “un cristal perfecto”. Además, la energía de interacción de una molécula de
gas con la superficie se asume que está dada por la suma de las interacciones de
la molécula con los átomos de sólido que actúan como centros individuales y se
pueden representar como una distribución continua, es decir, como un fondo ener-
gético sin detalles del sólido "suavizando el sólido"[46].
El potencial de interacción del par gas – sólido, puede ser representado por una
función de Lennard Jones (LJ):

egs(ρi) = 4εgs

(σgs

ρi

)12

−
(

σgs

ρi

)6
 (1.1)

donde ρi es la distancia entre un átomo de gas y un enésimo átomo de sólido, εgs la
profundidad del pozo de energía, y σgs es un parámetro de distancia intermolecular
gas - sólido de LJ.
Asumiendo que la energía total U(r) es igual a la suma de energía por pares

Us(r) =
∑

i

egs(ρi) (1.2)

donde r es la posición del átomo de gas en relación con algunos puntos de referen-
cia en el sólido.

Se puede remplazar la suma en la ecuación 1.2 por una integración. Esto se lo-
gra considerando un sólido en el plano xy, y a z como la distancia entre un átomo
de gas y la superficie. De está forma la variable discreta ρi se reemplaza por una

1



CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

variable continua, ρ:

ρ =
√

X2 + Y 2 + (z + Z)2 (1.3)
donde X, Y y Z son coordenadas de volumen (dV ) en el sólido. Entonces:

Us =
∫

SÓLIDO
ρsegs(ρ)dV (1.4)

donde ρs es el número de centros que interactúan en unidad de volumen en el
sólido, en otras palabras, la densidad numérica del sólido. Sustituyendo 1.1 y 1.3
en 1.4, se obtiene

Us(r) = 4εgsρs

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(
σ12

gs

(S + (z + Z)2)6 −
σ6

gs

(S + (z + Z)2)3

)
πdSdZ (1.5)

donde X2 + Y 2 = S. La integración se hace en coordenadas polares, integrando
con respecto a S para obtener

Us(r) = 2πεgsρs

∫ ∞

0

(
2
5

σ12
gs

(z + Z)10 −
σ6

gs

(z + Z)4

)
dZ (1.6)

Integrando la ecuación anterior se obtiene,

Us(z) = 2
3πεgsρsσ

3
gs

[
2
15

(
σgs

z

)9
−
(

σgs

z

)3
]

(1.7)

La ecuación anterior se conoce como potencial 9 − 3. La precisión de esta apro-
ximación, depende de la distancia entre el átomo de gas y la superficie; esta se
vuelve más precisa lejos de la superficie [46].

Otra forma de expresar el potencial de interacción es en su forma 10 − 4, que
proviene de integrar la ecuación 1.2 en las coordenadas de área (dX y dY ), des-
pués de reemplazar la suma por una integración y donde ρi fue sustituida por
ρ =

√
(X2 + Y 2 + z2) . Matemáticamente se expresa como:

Us(r) = 4εgsρA

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(
σ12

gs

(X2 + Y 2 + z2)6 −
σ6

gs

(X2 + Y 2 + z2)3

)
πdXdY (1.8)

donde ρA es la densidad de área del sólido, que puede asumirse como ρA = ∆ρs,
sí ∆ es el espacio entre una y otra placa de sólido [8]. De la integración respecto a
X y Y se obtiene el potencial 10 − 4:

Us(z) = 2πεgsρAσ2
gs

[
2
5

(
σgs

z

)10
−
(

σgs

z

)4
]

(1.9)

El potencial de la ecuación 1.9 a pesar de mejorar la aproximación 9−3, puede
interpretarse como incompleto, debido a que pierde información de la interacción

2
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con el sólido donde la densidad corresponde a ρs.
Con la finalidad de mejorar el potencial 10 − 4 existe otro procedimiento para la
descripción de la interacción gas - sólido, que se basa en asumir lo siguiente[8]:
i) la interacción desde z = 0 hasta las moléculas de sólido en la superficie es
representada por una interacción LJ (12 − 6) y por una densidad de ρA = ∆ρs

(nótese que esta expresión corresponde al potencial 10−4, cuando ρA = ∆ρs); y ii)
la interacción desde z = α∆ + z hasta infinito es representada por una interacción
atractiva LJ (6), con una densidad uniforme, ρs, donde α es un ajuste empírico que
se adiciona para mejorar la aproximación. Lo anterior se expresa matemáticamente
de la siguiente forma:

Uz(z) =4εgs∆ρs

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(
σ12

gs

(S + z2)6 −
σ6

gs

(S + z2)3

)
πdS

+ 4εgsρs

∫ ∞

α∆+z

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(
−

σ6
gs

(S + z2)3

)
πdSdz

(1.10)

donde X2+Y 2 = S. Integrando en coordenadas polares con respecto a S se obtiene,

Us(z) = 2πεgs∆ρs

[
2
5

σ12
gs

z10 −
σ6

gs

z4

]
+ 2πεgsρs

∫ ∞

α∆+z

(
−

σ6
gs

z4

)
dz (1.11)

Resolviendo la integral en 1.11, queda:

Us(z)
εgs

= 2πρsσ
2
gs∆

[
2
5

(
σgs

z

)10
−
(

σgs

z

)4
−

σ4
gs

3∆(α∆ + z)3

]
(1.12)

Para placas de grafito, ρs = 0.114 Å−3, ∆ = 3.35 Å y α = 0.61 [8]. El potencial
representado por la ecuación 1.12 es conocido como potencial de Steele 10 − 4 − 3.

En resumen, hasta aquí se ha obtenido un potencial 9 − 3 para todo el sólido
(ecuación 1.7), integrando toda la superficie, que como ya se mencionó, es una
aproximación basada en varias suposiciones que se acerca a la energía correcta a
distancias mayores entre las moléculas del gas y los átomos del sólido. También
se obtuvo un potencial 10 − 4 (ecuación 1.9) que da una mejor aproximación que
el potencial 9 − 3. Y por último, un potencial 10 − 4 − 3 (ecuación 1.12) que
considera el espacio entre placas del sólido e integra en dos partes la interacción:
considerando una densidad diferente en la primera capa de átomos de sólido a la
densidad uniforme del sólido. Esta ultima aproximación ha demostrado tener una
mejor precisión con respecto a las anteriores [8] y es utilizada en modelos molecu-
lares [20]. Sin embargo, ninguna de las anteriores permite estudiar la interacción
del átomo de gas cerca de la superficie. Es decir, sin suavizar la superficie. Para
esto, es necesario incorporar un vector paralelo a la superficie, de tal forma que se
incorpore la estructura cristalina, que dependerá de la celda unitaria. Para mayor
información revisar [46].

En las siguientes subsecciones se presentan los potenciales para poros cilíndricos
y esféricos encontrados en literatura.
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1.1.1. Potencial en poros cilíndricos: 9−3, 10−4 y 10−4−3
⊙ Potencial 9 − 3

De manera similar al planteamiento anterior, en poros de geometría cilíndrica
[28] el potencial de interacción gas - sólido también puede ser expresado sustitu-
yendo la ecuación 1.1 en 1.2:

Us(r)
εgs

= 4
∑

i

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 (1.13)

Reemplazando la suma por una integral sobre toda la superficie del cilindro, la
energía solo depende de rgs (distancia entre un átomo de gas y un enésimo átomo
de sólido),

Us(r) = 4εgsρs

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0

∫ ∞

R

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
Rdrdϕdz (1.14)

donde rgs es una variable continua que depende del radio del cilindro (R), la dis-
tancia entre un átomo de gas y la superficie (z) y el ángulo azimutal (ϕ).

r2
gs = R2 + z2 + r2 − 2Rr cos ϕ (1.15)

Integrando a z en coordenadas polares, se obtiene

Us(r) = 4εgsρs

∫ 2π

0

∫ ∞

R

[
63πσ12

gs

256(R2 + r2 − 2Rr cos ϕ)11/2

]
Rdrdϕ

− 4εgsρs

∫ 2π

0

∫ ∞

R

[
3πσ6

gs

8(R2 + r2 − 2Rr cos ϕ)5/2

]
Rdrdϕ

(1.16)

Continuando con la integración respecto a ϕ [28]:

Us(r)
εgs

= 4σ2
gsπρs

∫ ∞

R

π
63
128

(
σgs

R

)10
[
1 −

(
r

R

)2
]−10

× F

(
−9

2 , −9
2 , 1;

(
r

R

)2
) dr

− 4σ2
gsπρs

∫ ∞

R

π
3
4

(
σgs

R

)4
[
1 −

(
r

R

)2
]−4

× F

(
−3

2 , −3
2 , 1;

(
r

R

)2
) dr

(1.17)
Y de la integral final se encuentra potencial 9 − 3 para interacción gas - sólido

[30]

Us(r)
εgs

= 8πρsσ
3
gs

[
4
√

π

9
Γ(51

2)
Γ(6)

(
σgs

R

)9 [
1 − β2

]−9
× F

(
−9

2 , −7
2 , 1; β2

)]

− 8πρsσ
3
gs

[
4
√

π

3
Γ(21

2)
Γ(3)

(
σgs

R

)3 [
1 − β2

]−3
× F

(−3
2 ,

−1
2 , 1; β2

)] (1.18)

donde β = r
R

, F representa una función hipergeométrica y Γ es una función
Gamma.
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⊙ Potencial 10 − 4

Para obtener el potencial 10−4, se utiliza la misma expresión para rgs (ecuación
1.13)[28], en la siguiente integral :

Us(r) = 4εgsρs

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
Rdϕdz (1.19)

después de integrar z y ϕ, se obtiene el potencial 10 − 4:

Us(r) = 4εgsρsσ
2
gs

[
63π2σ10

gs

128R10(1 − β2)10 F
(

−9
2 , −9

2 , 1; β2
)]

+ 4εgsρsσ
2
gs

[
3π2σ4

gs

4R4(1 − β2)4 F
(

−3
2 , −3

2 , 1; β2
)] (1.20)

donde β = r
R

y F representa una función hipergeométrica.
Este último potencial para la interacción fluido - sólido ha sido utilizado am-

pliamente como modelo molecular en varios trabajos [31, 47, 48]

⊙ Potencial 10 − 4 − 3

En el caso de poros cilíndricos también se puede obtener una expresión para el
potencial 10 − 4 − 3, tal como el de Steele 10 − 4 − 3 para placas paralelas (ecua-
ción 1.12). Tal como se describió anteriormente, el término al cubo en el potencial
incluye una caracterización de la superficie del sólido, en donde la densidad no
corresponde a la densidad de volumen del sólido y debe considerarse una densidad
de área. En el caso de un poro cilíndrico esto puede entenderse tal como lo muestra
la figura 1.1, en donde ρs comienza a partir de R+α∆ y se extiende infinitamente,
antes de esto la densidad de área corresponde a ρA = ∆ρs.

Sigue la misma metodología de la ecuación 1.12, partiendo de dos integrales,
cada una con su respectivos límites de integración de la siguiente forma:

Us(r) =4∆ρsεgs

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
Rdϕdz

− ρs4εgs

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0

∫ ∞

R+α∆

(σgs

rgs

)6
Rdrdϕdz

(1.21)

El primer término integrado de la ecuación 1.21, corresponde al potencial 10−4,
cuando ρA = ∆ρs y el segundo término se refiere a la parte del sólido donde su
densidad es uniforme,es decir, ρA = ρs (ver figura 1.1).

El potencial 10 − 4 − 3 [30] en su forma integrada es:

5
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Figura 1.1: Esquema que describe la densidad del sólido en un poro cilíndrico en un plano
transversal, bajo las suposiciones del potencial 10 − 4 − 3. La primera capa del sólido posee un
valor dado por ρA = ∆ρs. Las siguientes capas del sólido poseen una densidad de volumen ρs

que se mantiene constante en la dirección R.

Us(r)
εgs

= 4π2
[

63σ12
gs

128R10(1 − β2)10 F
(

−9
2 , −9

2 , 1; β2
)]

+ 4π2
[

3σ6
gs

4R4(1 − β2)4 F
(

−3
2 , −3

2 , 1; β2
)]

− σ

∆2πρsσ
3
gs

4
√

π

3
Γ(21

2)
Γ(3)

×
(

σ

R + α∆

)3
[
1 −

(
r

R + α∆

)2
]−3

F

(
−3
2 ,

−1
2 , 1;

(
r

R + α∆

)2
) (1.22)

donde β = r
R

, F representa una función hipergeométrica y Γ es una función
Gamma.

1.1.2. Potencial en poros esféricos: 9 − 3, 10 − 4 y 10 − 4 − 3
⊙ Potencial 9 − 3

En el caso de poros esféricos, el potencial de interacción gas - sólido se integra
en coordenadas esféricas de la siguiente forma,

Us(r) = 4εgsρs

∫ ∞

R

∫ π

0

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 r2

1 sin θdϕdθdr1 (1.23)

donde rgs se representa por

r2
gs = r2

1 + r2 − 2r1r cos θ (1.24)

integrando respecto a ϕ y θ, se obtiene

Us(r) = 8πεgsρs
∫ ∞

R

[
σ12

gsr1

10r

(
1

(r − r1)10 − 1
(r + r1)10

)
−

2σ6
gsr

2
1(r2 + r2

1)
(r − r1)4(r + r1)4

]
dr1

(1.25)
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Finalmente, integrando respecto a r1 , el potencial 9 − 3 es [49]

Us(r) = 8εgsπρsσ
12
gs

[
1
90

(
1

(r − R)9 − 1
(r + R)9

)
+ 1

80r

(
1

(r − R)8 − 1
(r + R)8

)]

− 8εgsπρs

[
σ6

gsR
3

3(R − r)3(R + r)3

]
(1.26)

⊙ Potencial 10 − 4

Para obtener el potencial 10 − 4, partimos de integrar:

Us(r) = 4εgsρs

∫ π

0

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 r2

1 sin θdϕdθ (1.27)

donde rgs se calcula con la ecuación 1.24 obteniendo:

Us(r) = 8πεgsρs

[
σ12

gsr1

10r

(
1

(r − r1)10 − 1
(r + r1)10

)
−

2σ6
gsr

2
1(r2 + r2

1)
(r − r1)4(r + r1)4

]
(1.28)

La expresión anterior se puede expandir y representar mediante una suma de
la siguiente forma [50], siendo equivalente a la ecuación 1.28 :

Us(r)
2πεgsρsσ2

gs

= 2
5

9∑
i=0

[
σ10

Ri(R − r)10−i
+ σ10

Ri(R + r)10−i

]

−
3∑

i=0

[
σ4

Ri(R − r)4−i
+ σ4

Ri(R + r)4−i

] (1.29)

⊙ Potencial 10 − 4 − 3

El potencial 10 − 4 − 3 para poros esféricos al igual que para poros entre
placas (ecuación 1.12) y poros cilíndricos (ecuación 1.22), parten de las mismas
suposiciones, y por lo tanto, la expresión matemática para integrar es la siguiente,

Us(r) =4εgs∆ρs

∫ π

0

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 r2

1 sin θdϕdθ

− 4εgsρs

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ ∞

R+α∆

(σgs

rgs

)6
 r2

1 sin θdrdϕdθ

(1.30)

donde rgs se describe con la ecuación 1.24 y se integra en coordenadas esféricas
hasta obtener [30],
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Us(r)
2πεgsρsσ2

gs∆
= 2

5

9∑
i=0

[
σ10

Ri(R − r)10−i
+ σ10

Ri(R + r)10−i

]
− σ

3∆

[(
σ

R + α∆ − r

)3
]

−
3∑

i=0

[
σ4

Ri(R − r)4−i
+ σ4

Ri(R + r)4−i

]
− σ

3∆

[(
σ

R + α∆ + r

)3
]

− σ

2∆

2∑
i=1

[
σ3

(R + α∆)i(R + α∆ − r)3−i
+ σ3

(R + α∆)i(R + α∆ + r)3−i

]
(1.31)

En esta sección se ha presentado el desarrollo detallado de los potenciales de
interacción gas - sólido 9 − 3, 10 − 4 y 10 − 4 − 3 encontrados en la literatura pa-
ra poros del tipo: entre placas paralelas, cilíndricos y esféricos (ver tabla 1.1). Es
importante conocer la deducción de estos potenciales para poder extrapolarlos a
otras geometrías de poro. En este trabajo se utiliza esta metodología para obtener
interacciones gas - sólido en poros elipsoidales e incorporarlo a la aproximación de
BDB que se describe a continuación.
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Tabla 1.1: Potenciales de interacción gas - sólido en poros entre placas paralelas
(∗), poros cilíndricos (◦) y poros esféricos (•) .

Potencial Ecuación Ref
9 − 3∗ Us(z) = 2

3πεgsρsσ
3
gs

[
2
15

(
σgs

z

)9
−
(

σgs

z

)3
]

[46]

10 − 4∗ Us(z) = 2πεgsρAσ2
gs

[
2
5

(
σgs

z

)10
−
(

σgs

z

)4
]

[46]

10 − 4 − 3∗ Us(z) = 2πεgsρsσ
2
gs∆

[
2
5

(
σgs

z

)10
−
(

σgs

z

)4
− σ4

gs

3∆(α∆+z)3

]
[8]

9 − 3◦

Us(r) = 8πρsεgsσ
3
gs

[
4
√

π
9

Γ(5 1
2 )

Γ(6)

(
σgs

R

)9
[1 − β2]−9

]
×
[
F
(
−9

2 , −7
2 , 1; β2

)]
−8πρsεgsσ

3
gs

[
4
√

π
3

Γ(2 1
2 )

Γ(3)

(
σgs

R

)3
[1 − β2]−3

]
×
[
F
(

−3
2 , −1

2 , 1; β2
)]

[30]

10 − 4◦
Us(r) = 4εgsρsσ

2
gs

[
63π2σ10

gs

128R10(1 − β2)10 F
(
−9

2 , −9
2 , 1; β2

)]

+4εgsρsσ
2
gs

[
3π2σ4

gs

4R4(1 − β2)4 F
(
−3

2 , −3
2 , 1; β2

)] [28]

10 − 4 − 3◦

Us(r) = 4π2εgs

[
63σ12

gs

128R10(1−β2)10 F
(
−9

2 , −9
2 , 1; β2

)]
+4π2εgs

[
3σ6

gs

4R4(1−β2)4 F
(
−3

2 , −3
2 , 1; β2

)]
−2πρsεgsσ

3
gs

σ
∆

4
√

π
3

Γ(2 1
2 )

Γ(3)

(
σ

R+α∆

)3
[
1 −

(
r

R+α∆

)2
]−3

×F
(

−3
2 , −1

2 , 1;
(

r
R+α∆

)2
)

[30]

9 − 3•

Us(r) = 8εgsπρsσ
12
gs

[
1
90

(
1

(r−R)9 − 1
(r+R)9

)]
+8εgsπρsσ

12
gs

[
1

80r

(
1

(r−R)8 − 1
(r+R)8

)]
−8εgsπρs

[
σ6

gsR3

3(R−r)3(R+r)3

] [49]

10 − 4•
Us(r)

2πεgsρsσ2
gs

= 2
5
∑9

i=0

[
σ10

Ri(R−r)10−i + σ10

Ri(R+r)10−i

]
−∑3

i=0

[
σ4

Ri(R−r)4−i + σ4

Ri(R+r)4−i

] [50]

10 − 4 − 3•

Us(r)
2πεgsρsσ2

gs∆ =
[

2
5
∑9

i=0

[
σ10

Ri(R−r)10−i + σ10

Ri(R+r)10−i

]]
−∑3

i=0

[
σ4

Ri(R−r)4−i + σ4

Ri(R+r)4−i

]
− σ

3∆

[(
σ

R+α∆−r

)3
+
(

σ
R+α∆+r

)3
]

− σ
2∆
∑2

i=1

[
σ3

(R+α∆)i(R+α∆−r)3−i + σ3

(R+α∆)i(R+α∆+r)3−i

]
[30]
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

1.2. Análisis termodinámico de la adsorción:
Aproximación de Broekhoff y de Boer

De la termodinámica clásica de adsorción, se sabe que la adsorción en mesopo-
ros lleva a la formación de una película adsorbida con una interfase que separa la
película del fluido en fase volumétrica, se puede considerar que la película adsor-
bida es una fase termodinámica distinta, llamada fase adsorbida. Y así, se puede
definir el cambio de energía interna para la fase adsorbida debido a la adsorción
de moles de adsorbato (dnad), que es

dUad = TdSad + δWad + µdnad (1.32)

donde U es la energía interna, S la entropía, T es la temperatura, µ el potencial
químico y Wad es el trabajo. Asumiendo que la fase adsorbida tiene un volumen
Vad, el trabajo mecánico es

δWad = −pdVad − φdA (1.33)

donde el primer término es la contribución asociada al cambio de volumen y el
segundo al cambio de área de una interfaz. φ, se denomina presión superficial o
tensión interfacial.
Las funciones termodinámicas en términos de la fase adsorbida: energía libre de
Helmholtz, energía libre de Gibbs y entalpía, están dadas por

Fad = Uad − TSad (1.34a)
Gad = Had − TSad (1.34b)
Had = Uad + pVad (1.34c)

y sus diferenciales

dFad = −SaddT − pdVad − φdA + µdnad (1.35a)
dGad = −SaddT + Vaddp − φdA + µdnad (1.35b)
dHad = TdSad − Vaddp − φdA + µdnad (1.35c)

En equilibrio los potenciales termodinámicos a T, V y T, p constantes, implican,
respectivamente: (

∂Fad

∂nad

)
T,V

= 0,

(
∂Gad

∂nad

)
T,p

= 0 (1.36)

1.2.1. Cálculo de una isoterma de adsorción
Utilizando la ecuación 1.35b y 1.36 , podemos reescribir(

∂Gad

∂nad

)
T,p

= −φ
∂A

∂nad

+ µT,p = 0 (1.37)
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A partir de la ecuación 1.37 se puede obtener la ecuación clásica de Kelvin para
sistemas capilares, utilizando en la derivada del área respecto al número de moles
adsorbidos la definición de los principales radios de curvatura (c1 y c2), conside-
rando que la interfase adquiere la forma de la geometría del poro.

∂A

∂nad

= νl

( 1
c1

+ 1
c2

)
(1.38)

La ecuación 1.38 para un poro esférico es ∂A/∂nad = 2νl/R y para un poro cilín-
drico ∂A/∂nad = νl/R, donde R es el radio y νl es el volumen molar del líquido a
las condiciones de saturación del gas.
Además, se supone que el potencial químico es el de un gas ideal, µgid(T, p) =
RgT ln p + µ0(T ), a las condiciones de saturación del gas. Rg se refiere a la cons-
tante universal de los gases ideales. De esta manera para un poro esférico, se obtiene
(ecuación de Kelvin).

RgT ln(p/p0) = −2φνl/R (1.39)
Cuando la superficie es uniforme, es decir, completamente homogénea y suave, el
potencial químico de las partículas en la fase adsorbida se aproxima con la siguiente
expresión,

µad(T, φ, υ) = −υ + µ∗
ad(T, φ) (1.40)

donde υ es una medida energética de la atracción de las paredes del sólido sobre la
fase adsorbida. µ∗

ad(T, φ) representa el potencial químico obtenido para una ecua-
ción de estado bidimensional.
Ahora, utilizando la expresión 1.40 para el potencial químico en la ecuación 1.37,
considerando que la película adsorbida está en equilibro con el gas, entonces,
µg(T, p) = µad(T, φ, υ) y la ecuación 1.37 se puede escribir de la siguiente for-
ma

− φ
∂A

∂nad

− υ + µ∗
ad(T, φ) = 0 (1.41)

Si se utilizan las definiciones de Kelvin en la derivada del área respecto al
número de moles y el potencial químico del gas ideal µ∗

ad(T, φ) = µgid, para un
poro cilíndrico se tendría,

RgT ln p/p0 = − φυl

R − tad

+ υ (1.42)

donde R es el radio del cilindro y tad es conocida como espesor de la capa adsor-
bida. En una superficie heterogénea υ no puede ser constante, debe cambiar de un
punto a otro, para mantener constante el potencial químico. Para incorporar esta
contribución es necesario utilizar un potencial de interacción entre la fase adsorbi-
da y el sólido, como los descritos en la sección 1.1, y entonces la cantidad υ pasa
a ser una función de la posición de las moléculas adsorbidas en la interfase y del
tamaño del poro, (tads y R, respectivamente). Por lo tanto, la ecuación 1.42, para
el caso particular de un poro cilíndrico se reescribe como,

RgT ln p/p0 = − φυl

R − tad

+ υ(tad, R) (1.43)
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La ecuación 1.43, es conocida como la aproximación de Broekhoff y de Boer
para un poro cilíndrico. Para calcular los espesores de capa adsorbida tad y sus
respectivos valores de p/p0 durante la adsorción con la ecuación anterior, se hacen
dos suposiciones. Primero que el término µ∗

a(T, φ) de la expresión 1.40 está dado
por µ∗

a(T, φ) = µgid +
∫

drΦLJ(r), donde ΦLJ(r) es un potencial de energía de
interacción entre los pares fluido – fluido; y segundo que υ(tad, R) puede describirse
mediante las ecuaciones 1.18, 1.20 y 1.22 [28, 30]. Finalmente la ecuación 1.43 se
expresa como:

RgT ln p/p0 = − φυl

R − tad

+ υ(tad, R) +
∫ R

tad

drΦLJ(r) (1.44)

Con esta expresión se verifica que a una temperatura dada, existe una presión
asociada a un valor de tad. Aunque este valor de tad está limitado por la estabili-
dad de la interfase líquido - vapor, como se describirá en la sección 1.2.3. También
es importante mencionar que hasta aquí, no hemos mencionado cómo interpretar
a φ, para ello es necesario considerar el tratamiento descrito en la siguiente sección.

1.2.2. Efecto del tamaño de poro sobre la tensión superfi-
cial

Para el tratamiento de la tensión superficial partimos de suponer que el sis-
tema está compuesto por dos fases homogéneas separadas por una capa delgada
inhomogénea donde se localiza una transición de una fase a otra. Clásicamente,
se puede asumir que las dos fases se dividen por una superficie imaginaria, que se
encuentra dentro de la capa de inhomogeneidad, denominada superficie divisora
de Gibbs (superficie de tensión) [51].

A partir de esta definición de Gibbs, se ha encontrado que el efecto del radio de
curvatura sobre la tensión superficial podría ser despreciable en ciertos tamaños
de poro, donde el tratamiento mascroscópico es aceptable, sin embargo es nece-
sario corregir la tensión superficial en la ecuación 1.41 cuando el tamaño de poro
disminuye [51].
Para demostrar esto, partimos de la dependencia de la tensión superficial (φ) con
el radio de una burbuja (r), para el caso de un solo componente. En un sistema de
dos fases a temperatura constante

dφ = −Γdµ (1.45)

donde Γ es la densidad superficial de la materia en el límite de las dos fases. El
equilibrio entre las fases a una temperatura dada permite obtener,

dpl = γldµ (1.46)

dpv = γvdµ (1.47)

12
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donde γl y γv son las densidades del fluido en la fase líquida y vapor, respecti-
vamente. Para mantener el equilibrio entre las fases cuando la presión cambia,
utilizamos las ecuaciones 1.46 y 1.47, y se obtiene

dpl − dpv = (γl − γv)dµ (1.48)

sustituyendo la ecuación 1.45 en la anterior,

Γd(pl − pv) = −(γl − γv)dφ (1.49)

Esta última expresión define la dependencia de la tensión superficial con la di-
ferencia de presiones de las dos fases a temperatura constante. Por otro lado, la
ecuación Young-Laplace describe la relación entre la diferencia de presiones de las
fases y la curvatura con,

pl − pv = φ(c1 − c2) (1.50)
donde c1 y c2 son los dos principales radios de curvatura. Diferenciando la ecuación
anterior obtenemos,

d(pl − pv) = φd(c1 − c2) + (c1 − c2)dφ (1.51)

Reemplazando la ecuación 1.49 en 1.51,

Γφd(c1 + c2) = [γv − γl − Γ(c1 + c2)]dφ (1.52)

Generalmente, Γ(c1 + c2) es muy pequeño comparado con γv − γl, entonces

dφ

φ
= Γ

γv − γl d(c1 + c2) (1.53)

A partir de esta expresión se obtiene la dependencia de la tensión superficial con
los principales radios de curvatura en el equilibrio líquido - vapor a temperatura
dada en un sistema de un componente.
Una forma adecuada de interpretar las cantidades de Γ, γl y γv se encuentra descrita
en las referencias [16, 52], donde la densidad superficial, Γ, puede definirse por
unidad de área de la superficie divisoria como la diferencia entre la cantidad real
del fluido en el sistema de dos fases y la cantidad que contendría sí las fases líquido
y vapor tuvieran densidades uniformes separadas por la superficie de tensión de
Gibbs. Si c = c1 +c2 y x es una distancia radial en la dirección del líquido al vapor,
Γ se expresa como:

Γ =
∫ δ

0
(γl − γv)(1 + cx)2dx = (γl − γv)(δ + cδ2 + 1

3c2δ3)) (1.54)

cuando x = δ se interpreta como la distancia a la que se mide la nueva superficie.
En una superficie plana, si c = 1/r, el radio de curvatura r es infinito, por lo tanto
la expresión anterior se reduce a

Γ = (γl − γv)δ (1.55)
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es razonable interpretar que δ es constante en un amplio intervalo de tamaños de
burbuja, r, ya que mide la distancia entre dos superficie y se concluye que dicha
separación está estrechamente relacionada con las distancias intermoleculares del
líquido [16].
Cuando la superficie no es plana, se debe utilizar la ecuación 1.53 en 1.54.
Si c = 2/r , como es el caso de una esfera, tenemos

1
φ

dφ

dr
=

(2δ/r2)(1 + δ/r + 1
3(δ2/r2))

1 + (2δ/r)(1 + δ/r + 1
3(δ2/r2)) (1.56)

Para r = ∞ se resuelve el caso de una superficie plana, en este caso nos interesa
r = R, por lo tanto,

log φ

φ0
=
∫ R

∞

(2δ/r2)(1 + δ/r + 1
3(δ2/r2))

1 + (2δ/r)(1 + δ/r + 1
3(δ2/r2))dr (1.57)

donde φ0 es la tensión interfacial en una superficie plana entre dos fases de un
fluido y φ es la tensión interfacial del fluido a la misma temperatura para una
superficie con radio de curvatura r.
Si comparamos los términos δ/r y δ2/3r2 con la unidad es posible despreciarlos en
la ecuación 1.57 y de esta forma evaluar la integral cuando δ es constante,

φ

φ0
= 1

1 + 2δ/R
(1.58)

La ecuación 1.58 es conocida como la aproximación de Tolman [16] para la
curvatura de la interfase líquido-vapor de un poro esférico. Para el caso de un poro
cilíndrico tenemos,

φ

φ0
= 1

1 + δ/R
(1.59)

Una pequeña evaluación de esta ecuación, nos permite observar cómo el valor
de la tensión interfacial decrece conforme disminuye el radio de curvatura. Por lo
tanto, la relación de φ/φ0 comienza a ser relevante cuando R es pequeño.
En la ecuación 1.41 se debe interpretar a φ con la ecuación 1.58 cuando el tamaño
de poro es cercano a la región microporosa.

1.2.3. Estabilidad de la interfase líquido - vapor
Durante la adsorción multicapa en mesoporos, por efecto de las fuerzas capilares

y las interacciones fluido - sólido se produce la formación de capas adsorbidas
hasta llenar el poro con fluido condensado. Anteriormente, con la ecuación 1.44, se
estableció una expresión que permite obtener una presión, p, para un tad dado. Sin
embargo, la ecuación 1.44 solo es válida hasta un valor de t, denominado tcc, que
proporciona a su vez un valor de presión p/p0

cc, donde cc se refiere a la condensación
capilar. La situación anterior, que corresponde a las coordenadas tcc y p/p0

cc, es el
fenómeno por el cual un fluido confinado se condensa en un líquido a una presión
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menor a su presión de saturación (psat) y está determinada por la estabilidad de
la interfase líquido - vapor. Termodinámicamente, la estabilidad de la interfase
líquido – vapor esta dada por

d2(∆Gad)
dn2

ad

≥ 0 (1.60)

Aplicado la expresión anterior a la ecuación 1.44 a p y T constante se obtiene,

d2(∆Gad)
dn2

ad

= dtad

dnad

[
∂υ(R, tad)

∂tad

+ ∂
∫

dtadΦLJ(tad)
∂tad

+ φνl

(R − tad)2

]
≥ 0 (1.61)

dado que dtad/dnad > 0, el límite de la estabilidad ocurrirá cuando se cumpla,∂υ(R, tad)
∂tad

+ ∂
∫

dtadΦLJ(tad)
∂tad

+ φνl

(R − tad)2


tad=tcc

= 0 (1.62)

La expresión anterior proporciona un valor del espesor de la capa adsorbida que
indica el momento en donde la fase adsorbida en el poro se vuelve inestable, esto
es cuando tad = tcc, y el poro se llena espontáneamente de fluido condensando.
El tad crece sustancialmente por el efecto de la atracción entre las paredes porosas
y el adsorbato (contribución química del potencial, primer y segundo término de
la ec. 1.62) y por el efecto de la curvatura de la interfase líquido - vapor (contri-
bución mecánica del potencial, último término de 1.62) hasta alcanzar el tcc. El
crecimiento del espesor de la capa adsorbida origina una competencia entre las
fuerzas capilares y de adsorción, mientras la contribución química de potencial de
adsorción disminuye la curvatura de la interfase líquido - vapor incrementa hasta
alcanzar el límite de estabilidad que provoca la condensación capilar. Por lo tan-
to, a tamaños de espesores de capa adsorbida pequeños domina la contribución
química del potencial sobre el efecto de la curvatura, mientras que a espesores
mayores domina la contribución mecánica del potencial. La condensación capilar
se ve reflejada en una discontinuidad en la primera derivada de la energía libre,
representada por la isoterma de adsorción, ecuación 1.44 cuando tad satisface a
cierto tcc para un tamaño dado de poro.

1.2.4. Criticidad
De acuerdo con lo anterior, la aparición de la condensación capilar está asociada

a las condiciones de inestablidad de la interfase líquido - vapor (ecuación 1.60) y
se ve reflejada en una discontinuidad en la cantidad de adsorbida (tcc) a cierto
valor de presión (p/p0

cc) en la isoterma de adsorción, es decir, que la isoterma
toma una forma vertical llenando el poro de condensado capilar a este valor de
presión (ecuación 1.44). Se sabe que esta situación ocurre si la T es menor a
su temperatura crítica, TC(R). Es evidente que las condiciones críticas del fluido
confinado son diferentes a las condiciones críticas de la fase volumétrica. Por lo
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tanto TC es función del radio, R, en el caso de un poro cilíndrico. Es decir, que
además de depender de la temperatura, el tamaño de poro también influye en la
aparición de la condensación capilar. Para conocer el tamaño de poro crítico que
determine la adsorción con condensación capilar, es necesario definir la criticidad
a partir de las derivadas de la energía libre.
La criticidad implica que [53] :(

d∆Gad

dnad

)
T,p

=
(

d2∆Gad

dn2
ad

)
T,p

= 0;
(

d3∆Gad

dn3
ad

)
T,p

≥ 0 (1.63)

Aplicando la tercera derivada a la ecuación 1.61,∂2υ(R, tad)
∂t2

ad

+ ∂2 ∫ dtadΦLJ(tad)
∂t2

ad

− φνl

(R − tad)3


R=RC

= 0 (1.64)

de esta manera, se obtiene un tamaño crítico de poro, RC , que marca la aparición
de condensación capilar, es decir, cuando R > RC el mecanismo de llenado ocurre
como un mesoporo con adsorción multicapa con condensación capilar y cuando
R < RC ocurre un llenado de microporos (ver figura 1.2). Por lo tanto, la adsor-
ción multicapa ocurre únicamente en poros con R > RC , donde RC y tcc satisfacen
1.62 y 1.64.

Aplicando las ecuaciones 1.62 y 1.64 para el caso de poros cilíndricos con el
potencial de interacción gas -sólido de la ecuación 1.21, el radio crítico corresponde
a RC = 8.9 Å (figura 1.2). En esta última figura se observa que en la segunda
derivada de la energía libre cuando R > 8.9 Å existen las condiciones necesarias
para la condensación capilar, es decir, que d2(∆Gad)

dn2
ad

≥ 0 (región sombreada en azul,
ver figura 1.2a). A partir de la tercera derivada se verifica que en este tamaño
de poro corresponde al tamaño crítico de poro, donde la segunda derivada y la
tercera derivada se igualan con cero para R = 8.9 Å, es decir, que se cumplen
las condiciones de criticidad (vea la flecha en color azul en la figura 1.2b). Es
importante mencionar que si se utiliza otro potencial de interacción gas - sólido
estos valores de RC se modifican, por ejemplo, para el caso de la ecuación 1.23,
RC = 11.3 Å.

De esta manera en este capítulo se ha mostrado un procedimiento para mejorar
la aproximación clásica de BDB, incorporando un potencial de interacción gas -
sólido, un potencial de LJ para la interacción fluido - fluido y una interpretación
de la tensión superficial que se ajusta al tamaño de poro.
Además se demostró que a partir de la energía libre de Gibbs se obtienen los
siguientes resultados:

Primera derivada: isoterma de adsorción.

Segunda derivada: estabilidad de la interfase líquido - vapor y la condensación
capilar.

Tercera derivada: criticidad, tamaño crítico de poro.
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En el capítulo 2 se describe este procedimiento aplicado al caso específico de un po-
ro elipsoidal, adaptando la curvatura de la interfase líquido - vapor y la interacción
gas-sólido a la ecuación de BDB para un caso bidimensional.
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Figura 1.2: Interpretación de la segunda y tercera derivada de la energía libre de Gibbs en
poros cilíndricos de diferentes tamaños durante la adsorción de N2. En color azul se observan
los valores positivos y en color gris los valores negativos. (a) Segunda derivada de Gibb. La
línea punteada en color rojo indica cuando d2(∆Gad)

dn2
ad

= 0. (b) Tercera derivada de Gibbs. Se
incluye la segunda derivada (RC = 8.9 Å). El punto en donde ambas derivadas son iguales a
cero se indica con la flecha en color azul.

1.3. Simulación Monte Carlo
De manera general el método Monte Carlo (MC) se basa en la generación de

configuraciones distribuidas en la densidad de probabilidad del colectivo. La elec-
ción del colectivo depende de las variables del sistema a estudiar y las propiedades
termodinámicas son estimadas a partir de un valor promedio obtenido de un nú-
mero elevado de configuraciones utilizando un procedimiento de muestreo. Esta
sección se enfoca en describir el colectivo gran canónico (µ, V, T) que permite
el intercambio de partículas en el sistema adecuado para estudiar el fenómeno de
adsorción de gases en poros. En este colectivo se fija como valor constante el po-
tencial químico, µ, en equilibrio entre la fase adsorbida y el fluido, el volumen del
adsorbente (volumen del poro), V , y la temperatura, T . Adicionalmente se detalla
el algoritmo de Metrópolis como procedimiento de muestreo para la simulación
MC.

1.3.1. Colectivo Gran Canónico
El colectivo gran canónico es un conjunto estadístico que se especifica por el

volumen del sistema, V , la temperatura, T y el potencial químico, µ; el poten-
cial químico es la energía necesaria para agregar una partícula al sistema adia-
báticamente. Este colectivo estadístico es apropiado para describir sistemas con
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intercambio de energía y de partículas. Tal como el caso de adsorción de gases en
medios porosos [43-45].

La densidad de probabilidad, ρ(EN(r)), para un estado microscópico, r, es

ρ(EN(r)) = exp
[

−(EN(r) − µN)
kBT

]
/Ξµ,V,T (1.65)

donde N es el número de partículas en el sistema, EN(r) es la energía del
sistema y kB la constante de Boltzmann. La función de partición Ξµ,V,T , está dada
por

Ξµ,V,T =
∑
N

∑
r

exp
[

−(EN(r) − µN)
kBT

]
(1.66)

Teniendo la función de partición y la densidad de probabilidad es sencillo cal-
cular cualquier propiedad termodinámica extensiva con la siguiente expresión

⟨A⟩µ,V,T = 1
Ξµ,V,T

∑
r

AN(r) exp
[

−(EN(r) − µN)
kBT

]
(1.67)

donde ⟨A⟩ es el valor esperado del observable y AN(r) es el valor de la propiedad
en el estado r.

Si consideramos un sistema mecánico-clásico compuesto por N partículas la
densidad de probabilidad y función de partición se escriben como [54, 55],

ρµ,V,T (r, p, N) = 1
N !h̄3NΞµ,V,T

exp
[

−(H(r, p) − µN)
kBT

]
(1.68)

Ξµ,V,T =
∑
N

1
N !h̄3NΞ

exp
[

µN

kBT

] ∫∫
exp

[
−H(r, p)

kBT

]
drdp (1.69)

donde h̄ es la constante de Planck y H(r, p) es el Hamiltoniano del sistema,
que es función de las posiciones de la partícula r y el momento p. Esta densidad
de probabilidad es de gran utilidad en los métodos de simulación MC, tal como se
describe en la siguiente subsección.

1.3.2. Algoritmo de Metrópolis
La ecuación 1.67 para sistemas con gran cantidad de estados r se vuelve im-

posible de calcular utilizando un muestreo simple. Una solución a este problema
es aplicar un procedimiento que dado un estado r se genere un nuevo estado m
de forma aleatoria cumpliendo con una probabilidad de transición, ρ(r → m). El
valor del nuevo estado dependerá solo del estado anterior, siendo un proceso sin
memoria. A este procedimiento se le denomina cadena de Markov.
La cadena de Markov converge en una distribución límite, el objetivo de imple-
mentar este tipo de cadena es encontrar esa distribución a partir de definir la
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probabilidad de transición adecuada para alcanzar el equilibrio. Para revisar el
procedimiento detallado de esta estimación véase la referencia [56].

El algoritmo de Metrópolis propone utilizar como distribución límite de la
cadena de Markov la densidad de probabilidad de los conjuntos estadísticos. Este
algoritmo debe cumplir ciertas condiciones. La primera de ellas es la condición de
ergodicidad, es decir, se debe alcanzar cualquier estado accesible al sistema desde
cualquier otro estado del mismo después de un tiempo suficiente.

Todas las transiciones r → m son posibles recorriendo la sucesión que genera
la cadena.

ρ(r → m) ≥ 0 ∀ r, m (1.70)

La segunda condición es que se cumpla el balance detallado.

La probabilidad de alcanzar el estado r desde un estado m es igual a la
probabilidad de m a r, es decir que se cumple con el principio de reversibilidad
microscópica.

ρrρrm(r → m) = ρmρmr(m → r) (1.71)

donde ρr es la probabilidad de encontrarse en el estado r, ρm en el estado m,
ρrm es la probabilidad de transición de r a m y ρmr es la probabilidad de transición
de m a r.

Como se mencionó, Metrópolis establece utilizar la densidad de probabilidad del
colectivo, ρr = ρµ,V,T (r, p, Nr) y ρm = ρµ,V,T (m, p, Nm). De esta forma, partiendo
de la ecuación 1.68 y sustituyendo en la ecuación 1.71, tenemos

P r→m = ρrm(r → m)
ρmr(m → r) = ρm

ρr

=

1
Nm!h̄3NmΞ

exp
[
−H(m, p) − µNm

kBT

]
1

Nr!h̄3NrΞ
exp

[
−H(r, p) − µNr

kBT

] (1.72)

de esta manera, se evita calcular la función de partición. Por lo tanto, la ecua-
ción anterior se puede escribir como,

P r→m = Nr!h̄3Nr

Nm!h̄3Nm
exp

(
−∆Hrm

kBT

)
exp

(
µ∆Nrm

kBT

)
(1.73)

donde ∆Hrm = Hm − Hr y ∆Nrm = Nm − Nr.
Para el caso particular de adsorción de gases, la ecuación 1.73 describe tres tipos
de probabilidad. La primera es la probabilidad de traslación, donde una partícula
de coordenadas (xr, yr, zr) del estado r se desplaza al estado m de coordenadas
(xm, ym, zm). La segunda es la inserción de una partícula, en donde pasamos de un
estado r con Nr partículas a uno m con Nr + 1 partículas. Y la tercera es la de
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eliminación de una partícula, donde el nuevo estado m tiene Nr − 1 partículas.

Cuando el número de partículas N se mantiene constante, la ecuación 1.73 se
simplifica a la probabilidad de Boltzman para la traslación,

P r→m
tras = exp

(
−∆Hrm

kBT

)
(1.74)

El algoritmo de Metrópolis se aplica usando la ecuación 1.73. Iniciando en
un estado r y se propone aleatoriamente un nuevo estado de prueba m. Para
que la transición sea aceptada se tienen dos casos. El primero corresponde a que
la ecuación 1.73 sea mayor que uno y la transición propuesta sea aceptada, esto
significa que el sistema ha evolucionado a un estado m de menor energía. El segundo
sucede cuando ρm < ρr, el valor de la ecuación 1.73 es menor que uno. En este
caso para que la transición sea aceptada se genera un número aleatorio, A, entre
cero y uno. Si el número es menor que la ecuación 1.73, se acepta el estado m. De
lo contrario, se rechaza el estado y se propone un nuevo estado m.
Los dos casos anteriores se expresan por medio de la siguiente ecuación,

P r→m
ac = mı́n

[
1,

Nr!h̄3Nr

Nm!h̄3Nm
exp

(
−∆Hrm

kBT

)
exp

(
µ∆Nrm

kBT

)]
(1.75)

La ecuación anterior para el caso específico de la traslación se define como,

P r→m
actras

= mı́n
[
1, exp

(
−∆Hrm

kBT

)]
(1.76)

Durante la inserción de una partícula se genera un estado de prueba m en la
que se inserta una partícula adicional en una ubicación elegida al azar. De modo
que el estado m contiene Nm = Nr + 1; sustituyendo esta expresión en la ecuación
1.75, se obtiene la probabilidad de aceptación de inserción como,

P Nr→Nr+1
acins

= mı́n
[
1,

1
h̄3(N + 1)

exp
(

µ

kBT

)
exp

(
−∆Hrm

kBT

)]
(1.77)

donde N es el número de partículas en el sistema antes de la inserción.
Por otro lado, para la eliminación de una partícula, se propone un estado de

prueba m en el que una de las partículas se elimina aleatoriamente. De modo que
ahora el estado m contiene Nm = Nr − 1; reemplazando la expresión de Nm en la
ecuación 1.75 se puede escribir la probabilidad de eliminación como,

P Nr→Nr−1
acelim

= mı́n
[
1, h̄3N exp

(
− µ

kBT

)
exp

(
−∆Hrm

kBT

)]
(1.78)

donde N es el número de partículas en el sistema antes de la eliminación.
Lo anterior se resume en el esquema de la figura 1.3, donde se describe la pro-

babilidad de inserción y eliminación de una partícula. En el caso particular de
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adsorción de gases la probabilidad de traslación puede ser omitida para reducir los
tiempos de computo y se obtienen los mismo resultados [57].

La elección del Hamiltoniano depende del sistema y/o modelo que se estudie.
En esta tesis se utiliza un modelo de gas reticulado para la aplicación en adsorción
de gases en poros elipsoidales utilizando como muestreo el algoritmo de Metrópolis
(detallado en la figura 1.3) y un Hamiltoniano que evalúa solo interacciones con
los primeros vecinos. Este modelo se describe en el capítulo 2.
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Figura 1.3: Algoritmo de Metrópolis aplicado a la adsorción de gases.



Capítulo 2

METODOLOGÍA

2.1. Aproximación Broekhoff y de Boer
Para describir la adsorción de un gas dentro de un poro elipsoidal se consideró

lo siguiente (ver figura 2.1):

i) La cavidad es un elipsoide que tiene dos ejes de igual longitud y uno diferente
(a = b ̸= c) y está orientado de modo que su eje de rotación simétrica sea el eje z,
representado por:

x = a sin θ cos ϕ (2.1a)
y = a sin θ sin ϕ (2.1b)
z = c cos θ (2.1c)

donde ϕ ∈ [0, 2π) y θ ∈ [0, π] . Cuando a > c se obtiene un oblato y cuando c > a
un prolato.

ii) Existe la formación de capa adsorbida con un espesor, tad , en la superficie
sólida a una temperatura dada y es función del tamaño de poro, el ángulo θ y la
presión.

iii) Al inicio de la adsorción, se asume que la curvatura de la interfase líquido-
vapor es elipsoidal (adaptando la forma de la superficie porosa) y se modifica
conforme la capa adsorbida crece debido a la contribución mecánica del potencial
(curvatura de la interfase líquido - vapor) y las interacciones gas - sólido aplicadas.

iv) Para interpretar la tensión superficial en función del tamaño de poro se
utiliza la ecuación de Tolman (ecuación 1.58).

v) El potencial de interacción gas-sólido se calculó a partir de un potencial tipo
L-J, integrando con el sistema de coordenadas de las ecuaciones 2.1 en todo el
poro. Obteniendo las expresiones bidimensionales, 9 − 3, 10 − 4 y 10 − 4 − 3, para
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un poro elipsoidal con una superficie suavizada.
n

vi) La aproximación de BDB se convierte en una ecuación bidimensional, que
dependerá de la tad y del ángulo θ.

Figura 2.1: Representación de poro elipsoidal. La capa adsorbida con espesor (tad) se observa
en color azul y la línea punteada en azul representa la interfase líquido-vapor. ρs es la densidad
numérica, α es un parámetro de ajuste y ∆ es el espesor entre capas del sólido.

Figura 2.2: Representación de la distancia entre un átomo de gas (circulo azul) y el sólido. r
es la distancia del centro del poro a la posición del átomo de gas y ρ es la distancia del centro
del poro a la superficie sólida. rgs se obtiene por ley de cosenos, como rgs = ρ2 + r2 − 2ρr cos θ.

2.1.1. Interacción gas - sólido: Poro elipsoidal
Para plantear el potencial de interacción gas - sólido es necesario establecer la

distancia entre un átomo de gas y el sólido (rgs) y los límites de integración. El
potencial se calcula en coordenadas esféricas, donde rgs es (ver figura 2.2),

r2
gs = ρ2 + r2 − 2ρr cos θ (2.2)

Se sustituye la ecuación 2.2 en la ecuación 1.1 y se modifican los límites de
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integración como se muestra a continuación,

Us(ρ, θ) = 4εgsρs

∫ ∞

ρelip

∫ π

0

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 ρ2 sin θdϕdθdρ (2.3)

donde ρ2
elip = a2 sin2 θ + c2 cos2 θ. Comenzamos por integrar a ϕ y θ, y se obtiene,

Us(ρ, θ)
8πεgsρs

=
∫ ∞

ρelip

[
σ12

gsρ

10r

(
1

(r − ρ)10 − 1
(r + ρ)10

)
−

2σ6
gsρ

2(r2 + ρ2)
(r − ρ)4(r + ρ)4

]
dρ (2.4)

integrando a ρ , el potencial de interacción es

Us(ρ, θ)
8εgsπρs

=
[

σ12
gs

80r

(
1

(r − ρelip)8 − 1
(r + ρelip)8

)]
+

σ6
gs

[
1
90

(
σ6

gs

(r − ρelip)9 −
σ6

gs

(r + ρelip)9 −
60ρ3

elip

(ρelip − r)3(ρelip + r)3

)] (2.5)

El potencial de la ecuación 2.5, se reduce al potencial para placas paralelas
9 − 3 cuando a = c = R y R → ∞.

Cuando a = c = R se recupera el potencial 9 − 3 para poro esférico,

Us(r)
8εgsπρs

=
[

σ12
gs

80r

(
1

(r − R)8 − 1
(r + R)8

)]
+

σ6
gs

[
1
90

(
σ6

gs

(r − R)9 −
σ6

gs

(r + R)9 − 60R3

(R − r)3(R + r)3

)] (2.6)

y evaluando el límite cuando R → ∞ se obtiene,

Us(r)
εgs

= ĺım
R→∞

8πρs

[
σ12

gs

80r

(
1

(r − R)8 − 1
(r + R)8

)]
+

ĺım
R→∞

8πρsσ
6
gs

[
1
90

(
σ6

gs

(r − R)9 −
σ6

gs

(r + R)9 − 60R3

(R − r)3(R + r)3

)]

= 2
3πρsσ

3
gs

[
2
15

(
σgs

r

)9
−
(

σgs

r

)3
]

r=z

(2.7)

De acuerdo con la ecuación 2.7 se recupera el potencial 9 − 3 de la ecuación 1.7
para placas paralelas.

Para obtener un potencial 10 − 4, partimos de

Us(ρ, θ) = 4εgs∆ρs

∫ π

0

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 ρ2 sin θdϕdθ (2.8)
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donde ρ2 = (a)2 sin2 θ + (c)2 cos2 θ, al integrar se obtiene,

Us(r, θ) =
8πεgs∆ρsσ

12
gs

10r

(
(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)1/2

[(r − a)2 sin2 θ + (r − c)2 cos2 θ]5

)

−
8πεgs∆ρsσ

12
gs

10r

(
(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)1/2

[(r + a)2 sin2 θ + (r + c)2 cos2 θ]5

)

−
16πεgs∆ρsσ

6
gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)

[(r − a)2 sin2 θ + (r − c)2 cos2 θ]2

× (r2 + a2)2 sin2 θ + (r2 + c2)2 cos2 θ

[(r + a)2 sin2 θ + (r + c)2 cos2 θ]2

(2.9)

La ecuación 2.9 se puede expandir y representar en forma de suma, como se
muestra a continuación

Us(r, θ)
2πεgs∆ρsσ2

gs

= 2
5

9∑
i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a − r)2 sin2 θ + (c − r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]

+ 2
5

9∑
i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a + r)2 sin2 θ + (c + r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]

−
3∑

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a − r)2 sin2 θ + (c − r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]

−
3∑

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a + r)2 sin2 θ + (c + r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]
(2.10)

La ecuación 2.10 recupera el potencial 10 -4 (ecuación 1.9) para placas cuando
a = c = R , R → ∞.

El potencial 10 − 4 − 3 proviene de

Us(ρ, θ) = 4εgs∆ρs

∫ π

0

∫ 2π

0

(σgs

rgs

)12

−
(

σgs

rgs

)6
 ρ2 sin θdϕdθ

− 4εgsρs

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ ∞

ρα

(σgs

rgs

)6
 ρ2 sin θdϕdθdρ

(2.11)

donde ρ2
α = (a+α∆)2 sin2 θ+(c+α∆)2 cos2 θ. El primer término de la ecuación

2.11 después de integrar θ y ϕ se obtiene la ecuación 2.10. Del segundo término se
obtiene,

− 4εgsρs

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ ∞

ρα

(σgs

rgs

)6
 ρ2 sin θdϕdθdρ =

− 8εgsπρs

[
σ6

gs((a + α∆)2 sin2 θ + (c + α∆)2 cos2 θ)3/2

3[(a + α∆ − r)2 sin2 θ + (c + α∆ − r)2 cos2 θ]3/2

]

×
[

1
[(a + α∆ + r)2 sin2 θ + (c + α∆ + r)2 cos2 θ]3/2

]
(2.12)
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la expresión 2.12 puede representarse en forma de suma y adicionarse a la
ecuación 2.10, teniendo como resultado final un potencial 10 − 4 − 3,

Us(r, θ)
2πεgs∆ρsσ2

gs

= 2
5

9∑
i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a − r)2 sin2 θ + (c − r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]

+ 2
5

9∑
i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a + r)2 sin2 θ + (c + r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]

−
3∑

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a − r)2 sin2 θ + (c − r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]

−
3∑

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ + c2 cos2 θ)−i/2

((a + r)2 sin2 θ + (c + r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]

− σgs

3∆

 σgs√
(a + α∆ − r)2 sin2 θ + (c + α∆ − r)2 cos2 θ

3

− σgs

3∆

 σgs√
(a + α∆ + r)2 sin2 θ + (c + α∆ + r)2 cos2 θ

3

− σgs

2∆

2∑
i=1

[
σ3

gs((a + α∆)2 sin2 θ + (c + α∆)2 cos2 θ)−i/2

((a + α∆ − r)2 sin2 θ + (c + α∆ − r)2 cos2 θ)(3−i)/2

]

− σgs

2∆

2∑
i=1

[
σ3

gs((a + α∆)2 sin2 θ + (c + α∆)2 cos2 θ)−i/2

((a + α∆ + r)2 sin2 θ + (c + α∆ + r)2 cos2 θ)(3−i)/2

]
(2.13)

la ecuación 2.13 se reduce al potencial 10 − 4 − 3 para una esfera cuando
a = c = R, ecuación 1.31 [30] y para placas cuando R → ∞ (ecuación 1.12).

Los potenciales 9 − 3, 10 − 4 y 10 − 4 − 3 para poros elipsoidales se encuentran
resumidos en la tabla 2.1.

2.1.2. Adaptación bidimensional a BDB
La aproximación de BDB fue adaptada para el caso elipsoidal de la siguiente

manera a temperatura constante,

RgT ln p/p0 = φ(tad, θ)C(tad, θ) + U(r, θ)|r=tad
+
∫

r=tad

drΦLJ(r, θ) (2.14)

donde U(r, θ) es reemplazado por la ecuación 2.13. La curvatura elipsoidal de
la interfase líquido - vapor, C(tad, θ), es sustituida por

C(tad, θ) = − 2υl(c − tad) [3(a − tad)2 + (c − tad)2 + ((a − tad)2 − (c − tad)2) cos(2θ)]
√

2(a − tad) [(a − tad)2 + (c − tad)2 + ((a − tad)2 − (c − tad)2) cos(2θ)]3/2

(2.15)
Se sabe que φ en el equilibrio líquido - vapor es diferente del valor de la tensión

interfacial de la fase volumétrica, φ0, y disminuye a medida que decrece la curvatura
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Tabla 2.1: Potenciales de interacción gas - sólido en poros elipsoidales.

Potencial Ecuación Núm.

9 − 3
Us(ρ,θ)
8εgsπρs

=
[

σ12
gs

80r

(
1

(r−ρelip)8 − 1
(r+ρelip)8

)]
+

σ6
gs

[
1
90

(
σ6

gs

(r−ρelip)9 − σ6
gs

(r+ρelip)9 − 60ρ3
elip

(ρelip−r)3(ρelip+r)3

)] 2.6

10 − 4

Us(r,θ)
2πεgs∆ρsσ2

gs
= 2

5
∑9

i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a−r)2 sin2 θ+(c−r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]
+2

5
∑9

i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a+r)2 sin2 θ+(c+r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]
−∑3

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a−r)2 sin2 θ+(c−r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]
−∑3

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a+r)2 sin2 θ+(c+r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]
2.10

10 − 4 − 3

Us(r,θ)
2πεgs∆ρsσ2

gs
= 2

5
∑9

i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a−r)2 sin2 θ+(c−r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]
+2

5
∑9

i=0

[
σ10

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a+r)2 sin2 θ+(c+r)2 cos2 θ)(10−i)/2

]
−∑3

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a−r)2 sin2 θ+(c−r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]
−∑3

i=0

[
σ4

gs(a2 sin2 θ+c2 cos2 θ)−i/2

((a+r)2 sin2 θ+(c+r)2 cos2 θ)(4−i)/2

]
−σgs

3∆

(
σgs√

(a+α∆−r)2 sin2 θ+(c+α∆−r)2 cos2 θ

)3

−σgs

3∆

(
σgs√

(a+α∆+r)2 sin2 θ+(c+α∆+r)2 cos2 θ

)3

−σgs

2∆
∑2

i=1

[
σ3

gs((a+α∆)2 sin2 θ+(c+α∆)2 cos2 θ)−i/2

((a+α∆−r)2 sin2 θ+(c+α∆−r)2 cos2 θ)(3−i)/2

]
−σgs

2∆
∑2

i=1

[
σ3

gs((a+α∆)2 sin2 θ+(c+α∆)2 cos2 θ)−i/2

((a+α∆+r)2 sin2 θ+(c+α∆+r)2 cos2 θ)(3−i)/2

]

2.13

de la interfase líquido - vapor. Esta contribución se estudió con φ(tad, θ) y es
interpretada como [16]:

φ(tad, θ)
φ0

= 1
1 + C(tad,θ)δ

2υl

(2.16)

Para resolver la ecuación 2.14 es necesario establecer el tamaño de poro (semieje
a y c) y fijar un valor para θ de tal forma que se explore todo su intervalo (0 − π)
véase la figura 2.3.

Para cada poro se obtiene un distribución de espesores, tad en función de θ para
calcular el volumen adsorbido en la isoterma de adsorción. Esto es calculado hasta
el valor de tad que causa una discontinuidad de la capa adsorbida en la isoterma
de adsorción (ecuación 2.14), cuando tad = tcc, θ = θcc y p/p0 = p/p0

cc.
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Figura 2.3: (a) Representación de un oblato y prolato superpuestos con el mismo valor de ξ
y valores recíprocos de semiejes a y c. En (b) y (c) se muestran a detalle algunas regiones con
valores de θ a curvatura constante.

2.1.3. Estabilidad de la interfase y criticidad
La estabilidad de la interfase líquido - vapor es evaluada por la segunda derivada

de la energía libre (ecuación 1.60), que se aplica directamente a la expresión 2.14,
de la siguiente forma:(

d2∆Gad

dn2
ad

)
T,p

= dtad

dN

[
∂Us(tad, θ)

∂tad

+ ∂
∫

dtadΦLJ(tad, θ)
∂tad

+ ∂φ(tad, θ)C(tad, θ)
∂tad

]
≥ 0

(2.17)
dado que dtad/dnad > 0,

∂Us(tad, θ)
∂tad

+ ∂
∫

dtadΦLJ(tad, θ)
∂tad

+ ∂φ(tad, θ)C(tad, θ)
∂tad

= 0 (2.18)

Aplicando la criticidad (ecuación 1.63) a la ecuación 2.14, se obtiene,

∂2Us(tad, θ)
∂t2

ad

+ ∂2 ∫ dtadΦLJ(tad, θ)
∂t2

ad

+ ∂2φ(tad, θ)C(tad, θ)
∂t2

ad

= 0 (2.19)

Con la ecuación 2.19 se encontró el tamaño del semieje de los poros que establece
un límite para la aparición de condensación capilar.

29



CAPÍTULO 2. METODOLOGÍA

2.2. Simulación del gas reticulado
El modelo del gas reticulado tridimensional elegido para este estudio asume

que la energía cinética de las partículas de gas es constante y asocia cada posición
a un sitio o celda en una red con N sitios. La estructura sólida se define ocupando
sitios con sólido para representar la geometría porosa y dejando vacíos los sitios
que podrán ser ocupados por el fluido (ver figura 2.4). Cada sitio vacío puede alojar
unicamente una partícula de adsorbato. Para saber si la partícula es adsorbida o
no, se utiliza el algoritmo de Metrópolis como método para aceptar o rechazar la
ocupación (ver esquema de la figura 1.3).

Figura 2.4: Representación de un plano xz del modelo del gas reticulado 3D elipsoidal. La
red se divide en celdas imaginarias, de modo que cada celda puede contener como máximo una
partícula de sólido (cuadrado negro) o fluido (circulo azul). Las partículas de sólido están fijas
(estructura del sólido), mientras que las de fluido pueden ocupar o no un sitio vacío de sólido
(ni = 0, 1); estas celdas corresponden al espacio hueco del poro. Cada lado de una celda mide
σff . El tamaño del poro se define con a/σff y c/σff .

Este modelo limita las interacciones a los primero vecinos. Considerando el
sistema tridimensional, cada partícula de fluido tendrá interacción únicamente con
8 partículas vecinas, cuando la red posee una geometría BCC (ver figura 2.4,
considerar que solo se representa el plano xz del modelo). Para describir estas
interacciones se utiliza el siguiente Hamiltoniano [58],

H − µN = −w
∑
⟨ij⟩

nitinjtj − µ
∑

i

niti − J
∑
⟨ij⟩

[niti(1 − tj) + njtj(1 − ti)] (2.20)

donde ti representa el número de ocupación de la fase sólida, cuando ti = 0
el sitio está ocupado con sólido y cuando ti = 1 el sitio está disponible para ser
ocupado por el fluido. El término ni describe el número de ocupación de la fase
fluida y se define con la ecuación 2.21. < ij > significa pares de sitios vecinos
más cercanos. El parámetro J describe la interacción fluido-sólido, por lo tanto, el
tercer término de la ecuación 2.20 representa la atracción del fluido y la superficie
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de la matriz sólida; µ es el potencial químico; y el parámetro w = Jy representa la
interacción fluido-fluido, donde y es la escala energética del modelo y relaciona los
valores de w y J . Por lo tanto, el primer término de la ecuación 2.20 representa las
interacciones fluido-fluido dentro del poro, el segundo término la energía química
asociada a la adsorción y desorción de una partícula de fluido, y el tercer término
representa las interacciones fluido-sólido.
Cada sitio disponible para el fluido asocia una variable de ocupación, que puede
tomar unicamente dos valores, ni = 0, 1. De tal forma que,

ni =
{

0, sitio vacio
1, sitio ocupado con fluido (2.21)

Dado que cada sitio tiene asociada una posición única identificable, las par-
tículas se asumen como distinguibles. Por lo anterior, la posición exacta de cada
una de las partículas es conocida y la corrección de N ! de la ecuación 1.73 resulta
innecesaria. Además, la corrección mecánico-cuántica de la constante de Planck se
puede omitir [55], por lo tanto, la probabilidad de aceptación de una transición se
simplifica en la siguiente expresión,

P r→m = exp
(

−∆Hrm − µ∆Nrm

kBT

)
(2.22)

donde ∆Hrm − µ∆Nrm es reemplazado por la ecuación 2.20 y posteriormente
se utiliza el algoritmo de Metropolis (esquema de la figura 1.3) para determinar si
un sitio vacío de sólido está ocupado o no por fluido.

Para iniciar la simulación se deben establecer los parámetros de entrada, J , y,
as, cs. Donde as = a/σff y cs = c/σff ; recordando que a y c son los semiejes del
poro.
Posteriormente se implementa el siguiente algoritmo de simulación.

i Se definen los valores µi, µf , ∆µ. Donde µi es le valor inicial de µ, µf es le
valor final de µ y ∆µ es el incremento de µ.

ii Se hace µ = µi

iii Siguiendo el esquema de la figura 1.3 se ejecutan 104 intentos de cambios
de estado r → m, cada uno de estos de acuerdo al esquema 1.3. Este paso
garantiza que se alcancen configuraciones en el equilibrio, de acuerdo a los
valores de µ, V, T .

iv Se ejecutan 103 intentos de cambios de estado r → m, de acuerdo al esquema
1.3. Dentro del conjunto de los 103 estados generados anteriormente, se re-
gistra el valor de las propiedades de 100 de estos estados, para determinar el
valor promedio del número de partículas adsorbidas, de acuerdo a los valores
µ, V, T . Cada uno de estos 100 estados está separado uno del otro por 100
intentos de cambios de estado r → m.

v Se hace µ = µ + ∆µ

vi Se repite desde el paso iii hasta que se alcance la condición µ ≥ µf .
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Capítulo 3

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

3.1. Aproximación Broekhoff y de Boer
Los resultados mostrados en esta sección se obtuvieron utilizando los paráme-

tros de interacción fluido -fluido y fluido- sólido de la tabla 3.1 y las propiedades del
fluido de la tabla 3.2. El parámetro α se ajustó en α=0.61 [8], ρs = 0.153Å−2 [20] y
∆ = 3.6 Å para sílice [59]. Se estudiaron diferentes tamaños de poros elipsoidales
a través de su excentricidad, ξ:

ξ =


√

1 −
(

c
a

)2
, Oblato√

1 −
(

a
c

)2
, Prolato

(3.1)

Tabla 3.1: Parámetros de interacción entre fluido - sílice [20, 60].

Fluido ξff/κB (K) σff (Å) ξfs/κB (K) σfs (Å)
N2 94.45 3.575 147.30 3.170
Ar 118.05 3.305 171.20 3.000

Tabla 3.2: Propiedades del N2 a 77.4 K y del Ar a 87.3 K utilizados en los cálcu-
los.

Fluido υl (cm3 mol−1) σ0 (nNm−1)
N2 34.66 8.88
Ar 28.68 12.5

3.1.1. Curvatura de la interfase líquido - vapor: Contribu-
ción mecánica del potencial

La curvatura de la interfase es función del ángulo θ y del espesor de capa
adsorbida tad (ecuación 2.15). Para estudiarla se consideró un tad constante y θ
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como una variable en el intervalo de 0 a π para un tamaño específico de cavidad.
Se encontró que el máximo de curvatura en el oblato ocurre en θo = π/2 y en el
prolato en θp = 0, π; siendo de valor numérico diferente en cada punto con un valor
característico de θ dentro de la cavidad y distinto para cada tipo de elipsoide (ver
figura 3.1a). En esta última figura, se observa también que conforme ξ incrementa
los efectos de la contribución mecánica del potencial se intensifican. Estas zonas
de mayor curvatura se ilustran en la figura 3.1b.
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Figura 3.1: (a) Curvatura de la interfase líquido - vapor de oblatos (azul) y prolatos (rojo)
cuando tad = 0.1 nm en la ecuación 2.15 usando N2 a 77.4 K. (b)Representación de las zonas de
mayor curvatura en oblatos (θo = π/2) y prolatos (θp = 0, π).

3.1.2. Potencial de interacción gas - sólido
Se estudió el comportamiento del potencial de adsorción 10−4−3 (interacción

gas - sólido) de la ecuación 2.13 a través de perfiles con r constante (figura 3.2)
y perfiles con ángulo θ constante (figura 3.3). En la primera figura se observa que
el potencial no es constante en θ. La interacción es mayor, es decir, se localiza un
mínimo en el potencial, en oblatos cuando θ = 0, π (ver figura 3.2a), y en prolatos
cuando θ = π/2 (ver figura 3.2b). Estos mínimos en ambos casos se vuelven más
pronunciados cuando r aumenta, es decir, cuando la posición r se aproxima a la
pared porosa.

En la figura 3.3 se muestra el potencial de interacción para tres tamaños de poro
diferentes, donde θ = π/2 en prolatos y θ = 0, π en oblatos. Se modifica la excen-
tricidad manteniendo un valor fijo de c o a y variando el otro semieje, se utilizaron
a, c = 1.75 nm con c, a = 1.5, 1 y 7.5 nm, para ξ = 0.5150, 0.8206, 0.9035, respecti-
vamente. Conforme ξ aumenta se aprecia un incremento de las fuerzas atractivas,
es decir, los mínimos del potencial son más profundos. Esto puede deberse al efecto
de la disminución de tamaño de uno de los semiejes, cuando se vuelve más pequeño
la molécula de gas experimentará mayor interacción atractiva con la pared porosa
que se encuentra a una distancia más corta, provocando un pozo de potencial más
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Figura 3.2: Potencial de interacción gas - sólido de N2 con SiO2, Us(r, θ), (ecuación 2.13)
perfiles en función de θ con ξ= 0.9035. (a) oblato. (b) prolato
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Figura 3.3: Potencial de interacción gas -sólido para 3 diferentes valores de ξ. Perfiles en
función de r con θ constante. (a) oblatos θ = 0, π. (b) prolatos θ = π/2.

profundo. Estas observaciones nos permite describir el comportamiento del poten-
cial cuando el tamaño del semieje es muy grande, debido a que las moléculas de
fluido que se encuentran muy lejos de la pared porosa experimentan una atracción
mínima y entre más lejos se localice la pared de sólido de las moléculas del fluido,
la magnitud de esta atracción es despreciable.

3.1.3. Condensación capilar
La inestabilidad de la interfase líquido - vapor que ocasiona la condensación

capilar fue estudiada con la segunda derivada de la energía libre a través de la apro-
ximación de BDB (ecuación 2.18). Esta ecuación indica que cuando la derivada
del potencial de adsorción es igual al valor del negativo de la derivada del poten-
cial mecánico (curvatura de la interfase líquido - vapor), es decir, que la segunda
derivada de la energía es igual a cero, se obtiene la coordenada de condensación
capilar, tad = tcc. Este valor obtenido de tcc se utiliza en la ecuación 2.14, la primera
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derivada de la energía libre, para calcular el valor de p/p0 = p/p0
cc correspondiente.

En este sentido se presenta la figura 3.4, donde se graficó la primera y la se-
gunda derivada de Gibbs (ecuaciones 2.14 y 2.17) de un oblato y un prolato con
el mismo valor de ξ y valores recíprocos de semiejes. Dado que el potencial de
interacción gas -sólido y la curvatura de la interfase líquido -vapor son funciones
bidimensionales (ecuaciones 2.13 y 2.15, respectivamente), se obtiene una superfi-
cie con los resultados de la evolución de tad para cada valor de ángulo θ dado en el
intervalo de [0−π]. La segunda derivada de Gibbs se presenta en las figuras 3.4a y
3.4b. Estos resultados mostraron que la derivada iguala a cero en diferentes pares
de coordenadas (tad, θ); en estas últimas figuras se indica mediante un plano en
color gris cuando la segunda derivada es igual a cero. De este modo la línea que
marca la intersección de este plano con la superficie de la segunda derivada indica
las coordenadas (tad, θ) que satisfacen la condición de la segunda derivada igual a
cero. Estas coordenadas de (tad, θ) corresponden a un valor de p/p0 en las gráficas
de la primera derivada de Gibbs, ver los puntos marcados en gris en las figuras
3.4c y3.4d. Cada uno de los puntos anteriores poseen diferentes valores de p/p0.
En este trabajo se asume que el valor de tad asociado a la condensación capilar es
aquel que corresponde a un mínimo de p/p0. De esta forma, tcc está localizado en
θo

cc = π/2 en oblatos y θp
cc = 0, π en prolatos.

De acuerdo con lo anterior en la adaptación bidimensional de la aproximación
de BDB se asume que la inestabilidad de la interfaz líquido -vapor, descrita con
la ecuación 2.17, se da en el punto donde se localizan las coordenadas: tcc, θcc, p/p0

cc.

La información anterior se resume en la figura 3.5, donde se presentan las coor-
denadas de condensación capilar (tcc, θcc) cuando la primera derivada del potencial
de adsorción interseca con el negativo de la primera derivada del potencial mecáni-
co. En oblatos estos valores de condensación capilar corresponde a θo

cc = π/2 y en
prolatos toma lugar cuando θp

cc = 0, π; notar que estos valores de θ coinciden con
los máximos de curvatura para cada tipo de poro (ver figura 3.1). Cabe mencionar
que existen otros puntos de intersección de las derivadas a diferentes valores de θ
que corresponden a la parte gris de las figuras 3.5a y 3.5b de la segunda derivada
de Gibbs.
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3.1.4. Presiones de condensación capilar
Las presiones de condensación capilar se obtuvieron con las ecuaciones 2.14 y

2.18 evaluadas en θcc. Estos resultados se comparan con los obtenidos para poros
esféricos (potencial 10−4−3 de la ecuación 1.31) y para poros cilíndricos (potencial
10 − 4 − 3 de la ecuación 1.22). Los resultados anteriores se muestran en la figura
3.6. Se observó que conforme el valor de ξ se aproxima a 1, el valor de p/p0

cc

disminuye en oblatos y prolatos. A cada valor de ξ, p/p0 tiene un valor más bajo
para los prolatos que el correspondiente para los oblatos con valores recíprocos
de semiejes, es decir, con el mismo valor de ξ. Esta situación se puede atribuir a
que la contribución mecánica del potencial de los prolatos tiene un valor mayor
en su θcc que los oblatos y, por tanto, a menores p/p0 se obtienen las condiciones
para la condensación capilar. Por otro lado, cuando el valor de ξ se aproxima a 0,
tanto los oblatos como los prolatos tienden a alcanzar el valor de p/p0

cc verificado
en una esfera. Además se determinó que tcc es directamente proporcional a p/p0

cc

e inversamente proporcional al valor de ξ. Cuando la ξ crece los valores de tcc y
p/p0

cc disminuyen (ver figura 3.7).

Figura 3.6: Presiones de condensación capilar en poros elipsoidales, esféricos y cilíndricos a
diferentes tamaños. El radio de la esfera y del cilindro corresponden en un semieje (a = R, c =
7 nm en prolatos y c = R, a = 7 nm en oblatos).

En comparación con las presiones capilares de cilindros, cuando el valor de ξ se
aproxima 0, el cilindro tiene el mayor valor de p/p0

cc. Y cuando ξ se aproxima a 1,
se observa que el valor de p/p0

cc del cilindro es similar al valor de p/p0
cc del oblato

correspondiente (ver figura 3.6 cuando ξ > 0.76 ).
Respecto a las presiones capilares de las esferas, se observan tres comportamien-

tos a partir de modificar la excentricidad en oblatos y prolatos en comparación con
su esfera respectiva (c = R en oblatos y a = R en prolatos):
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i) 0.6 < ξ < 1 p/p0
ccObl > p/p0

ccEsf > p/p0
ccPro .

ii) 0 < ξ ≤ 0.6 p/p0
ccEsf ≈ p/p0

ccObl > p/p0
ccPro .

iii) ξ = 0 p/p0
ccEsf = p/p0

ccObl = p/p0
ccPro .

Cuando la ξ = 0 oblato y prolato recuperan el valor de p/p0
cc verificado en

la esfera. Mientras que en el intervalo 0 < ξ < 1 las esferas tienen un p/p0
cc

entre prolatos y oblatos. Cuando ξ tiende a 0, el valor de p/p0
cc de las esferas se

aproximan a los valores de p/p0
cc de los oblatos . Conforme ξ aumenta y R decrece,

los valores de p/p0
cc disminuyen. Este comportamiento se puede atribuir al efecto

de la curvatura de la interfase, cuando R decrece o ξ crece la curvatura aumenta,
ocasionando puntos de condensación con valores menores.
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Figura 3.7: Comportamiento de tcc y p/p0
cc en oblatos y prolatos en función de la ξ.

3.1.5. Caracterización de la capa adsorbida
La distribución de espesores en los poros fue calculada con las ecuaciones 2.14

y 2.18, dando valores a θ en el intervalo [0, π] (ver figura 3.8). Estos valores de tad

fueron calculados a p/p0 = p/p0
cc para cada caso, obteniendo diferentes valores de

tad en función de θ.
En la figura 3.8 se aprecia un máximo absoluto de tad en oblatos y dos en prolatos.
Estos máximos coinciden con las regiones del poro donde se localiza el máximo
de curvatura, θo

cc = π/2, oblatos (figura 3.8a); y θp
cc = 0, π, prolatos (figura 3.8b).

Este valor máximo de tad corresponde al valor de tcc obtenido con la ecuación
2.18. Estos puntos máximos se encuentran localizados en crestas lo cual sugiere
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la inestabilidad de la interfase líquido - vapor que da paso a la condensación capilar.

Observar que la localización de estos máximos se mantiene constante cuando
la ξ varia. Sin embargo, cuando ξ −→ 1 además de los máximos mencionados,
se aprecia la aparición de dos máximos locales de tad en el intervalo de θ = 0, π
en oblatos y θ = π/2 en prolatos. La aparición de estos máximos locales pue-
de atribuirse a las características del potencial de interacción gas- sólido Us(r, θ)
cuando el poro se alarga (ver figura 3.2 y 3.3). Debido a que se incrementan las
fuerzas atractivas gas - sólido en estos ángulos del poro, se puede sugerir que estas
dominan sobre la contribución mecánica del potencial en la ecuación 2.14. Estas
contribuciones indican un cambio en la distribución de tad cuando la ξ incrementa.

Conforme ξ disminuye de tamaño (ver curvas con ξ < 0.6998 en la figura 3.8),
se observa como la curva de la distribución de los valores de tad se comienza a
aplanar. Cuando ξ = 0 se alcanza el caso particular de una esfera, donde tad es
constante para cualquier valor de θ.
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Figura 3.8: Espesor de la capa adsorbida al inicio de la condensación capilar en función de θ,
a diferentes valores de ξ para N2 a 77.4 K

Para complementar los resultados anteriores se muestra en la figura 3.9 la evo-
lución de los valores de tad antes de la aparición de la condensación capilar descrita
con las ecuaciones 2.14 y 2.18. En estos resultados se verifica la evolución de tad a
p/p0 ≤ p/p0

cc de oblatos y prolatos.

En la figura 3.9, cuando ξ = 0.5150, el conjunto de curvas del oblato con
p/p0 < p/p0

cc presenta un valor máximo de tad en θo
cc suavizado hasta evolucionar

a una cresta que corresponde al valor de tcc; mientras que el conjunto de curvas
del prolato presenta un comportamiento similar, pero con dos valores máximos de
tad ubicados en θp

cc. Por otro lado, cuando ξ = 0.9035, el conjunto de curvas del
oblato y prolato presentan 3 máximos suavizados de tad cuando p/p0 < p/p0

cc. Cabe
mencionar que en este último valor de ξ solo los máximos localizados en θo

cc y θp
cc

evolucionan en una cresta cuando p/p0 = p/p0
cc, mientras que los máximos locales
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solo incrementan de valor. Esta evolución se muestra en la figura 3.10 donde se
observa la forma que toma la interfase líquido - vapor en diferentes etapas de la
isoterma de adsorción de N2 hasta el punto de condensación capilar, cuando la
interfase se vuelve inestable. Observar la formación de la cresta que da paso a la
condensación capilar (ver recuadros de la figura 3.10).
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Figura 3.9: Evolución del espesor de la capa adsorbida verificada en oblatos y prolatos en
función de θ, a diferentes valores de presión. a) a = 7 nm y c = 6 nm. b) a = 7 nm y c = 3
nm. c) a = 6 nm y c = 7 nm. d) a = 3 nm y c = 7 nm.

3.1.6. Isotermas de adsorción de N2 y Ar
Se calcularon isotermas de adsorción de N2 a 77.4 K y Ar a 87.3 K en poros

elipsoidales de SiO2 con la ecuación 2.14. Se presentan resultados de poros a dife-
rentes excentricidades, ajustando los valores de los semiejes para obtener un mismo
volumen de poro para todos los casos presentados en esta subsección (Vporo =700
nm3). Se obtuvieron las presiones de condensación capilar en oblatos y prolatos
(ver tabla 3.3); así como sus respectivas isotermas de adsorción (ver figura 3.11).
Se observa un comportamiento de las isotermas de adsorción tipo IV de acuerdo
con la clasificación de la IUPAC [61], se sabe que este tipo de isoterma corresponde
a materiales con mesoporos (d>2 nm), lo cual coincide con los tamaños de poro
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Figura 3.10: Representación de la interfase líquido-vapor en diferentes etapas de la isoterma
de N2 verificadas en oblatos y prolatos con ξ = 0.9035. Las regiones donde θcc = π/2, oblatos;
y θcc = 0, π, prolatos están coloreadas en rojo. Los recuadros en azul ilustran en detalle las
crestas de la interfaz líquido-vapor.
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estudiados (ver tabla 3.3). La aproximación de BDB indica que el poro se llena
espontáneamente de condensado capilar a la p/p0

cc, es decir, a este valor de p/p0

la isoterma presenta un salto que señala el llenando total del poro con condensado
capilar. En la figura 3.11 se muestran los resultados de las isotermas hasta alcanzar
el valor de p/p0

cc, después de este valor se asume que el poro ha llenado su volumen
total con condensado capilar.

Tabla 3.3: Presiones de condensación de N2 a 77.4 K y Ar a 87.3 K en poros
elipsoidales con diferentes valores de excentricidad.

Tipo ξ a (nm) c (nm) p/p0
cc N2 p/p0

cc Ar
Oblato 0.9 7.26 3.16 0.5177 0.5062
Oblato 0.8 6.53 3.92 0.6324 0.6255
Oblato 0.7 6.16 4.40 0.6823 0.6779
Oblato 0.6 5.93 4.75 0.7079 0.7051
Oblato 0.5 5.77 5.00 0.7219 0.7203
Oblato 0.4 5.67 5.00 0.7304 0.7296
Oblato 0.3 5.59 5.33 0.7352 0.7350
Oblato 0.2 5.54 5.43 0.7381 0.7382
Oblato 0.1 5.51 5.48 0.7395 0.7399
Prolato 0.9 4.18 9.58 0.5126 0.4985
Prolato 0.8 4.64 7.74 0.6081 0.5984
Prolato 0.7 4.92 6.89 0.6590 0.6820
Prolato 0.6 5.11 6.39 0.6899 0.6850
Prolato 0.5 5.25 6.06 0.7097 0.7065
Prolato 0.4 5.35 5.83 0.7310 0.7207
Prolato 0.3 5.42 5.68 0.7362 0.7302
Prolato 0.2 5.47 5.58 0.7362 0.7366
Prolato 0.1 5.49 5.52 0.7362 0.7394

Las isotermas de N2 y Ar son cualitativamente similares, variando un poco el
valor de p/p0

cc, siendo ligeramente menor en Ar que en N2. En la figura 3.12 se
presentan las isotermas en escala logarítmica. A pesar de tener p/p0

cc parecidas,
el Ar a presiones bajas tiene mayor volumen adsorbido que el N2. Observar que
las p/p0

cc casi igualan sus valores entre oblatos y prolatos conforme ξ decrementa,
comportamiento discutido en la sección 3.1.4; y por lo tanto, las curvas de las iso-
termas casi se empalman (ver isotermas con ξ ≤ 0.5 en la figura 3.11).

Durante la adsorción de cualquiera de los dos gases reportados, se observa
que los prolatos adsorben mayor cantidad de adsorbato en comparación con los
oblatos. Y cuando se alcanza la condición de p/p0

cc los prolatos han llenado un
gran porcentaje de su volumen total.
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Figura 3.11: Isotermas de adsorción de N2 a 77.4 K y Ar a 87.3 K de los poros reportados
en la tabla 3.3.
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Figura 3.12: Comparación de las isotermas de adsorción de N2 a 77.4 K y Ar a 87.3 K de
los oblatos y prolatos reportados en la tabla 3.3.

3.1.7. Criticidad
Los resultados de la segunda y tercera derivada de la energía libre (ecuaciones

2.18 y 2.19, respectivamente) se muestran en la figura 3.13. Primero, se evaluó la
ecuación 2.18 cuando θo

cc = π/2 en oblatos y θp
cc = 0, π en prolatos, que indica la

aparición de condensación capilar cuando la segunda derivada de la energía libre es
mayor o igual a cero. En las figuras 3.13a y 3.13b se muestra un conjunto de curvas
de segundas derivadas de oblatos y prolatos a diferentes valores de excentricidad
con θ = θcc, respectivamente. Para estos cálculos se mantuvo constante uno de
los semiejes (c = 0.7 nm en oblatos y a = 0.7 nm en prolatos) mientras que el
otro semieje varía. Observar que cuando el semieje variable pasa por 1.25 nm, la
segunda derivada correspondiente iguala a cero en el valor de tcc.

43



CAPÍTULO 3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0.82

c nm

Si
n 

co
nd

en
sa

ci
ón

 
ca

pi
la

r
C

on
de

ns
ac

ió
n 

ca
pi

la
r

 

 

 a nm
 a nm
 a nm
 a nm
 a nm

d2
G

ad
/d

n2 ad

tad /nm

> 0
d2 Gad

  dn2
ad

d2 Gad

  dn2
ad

< 0

d2 Gad

  dn2
ad

= 0

(a) Oblato

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

C
on

de
ns

ac
ió

n 
ca

pi
la

r

 

 

d2
G

ad
/d

n2 ad

tad /nm

 c nm
 c nm
 c nm
 c nm
 c nm

Si
n 

co
nd

en
sa

ci
ón

 
ca

pi
la

r

a nm

0.82

d2 Gad

  dn2
ad

> 0

d2 Gad

  dn2
ad

< 0

d2 Gad

  dn2
ad

= 0

(b) Prolato

0.36 0.38 0.40 0.42 0.44
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.82

c nm
 

 

 a nm
 a nm
 a nm
 a nm
 a nm

d2
G

ad
/d

n2 ad
, d

3
G

ad
/d

n3 ad

tad /nm

d3 Gad

  dn3
ad

= 0= 0,
d2 Gad

  dn2
ad

(c) Oblato

0.36 0.38 0.40 0.42 0.44
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

= 0
d3 Gad

  dn3
ad

d2 Gad

  dn2
ad

d2
G

ad
/d

n2 ad
, d

3
G

ad
/d

n3 ad

 

 

tad /nm

 c nm
 c nm
 c nm
 c nm
 c nm

a nm

0.82

= 0,

(d) Prolato

Figura 3.13: Segunda y tercera derivada de la energía libre a diferentes ξ (con c = 0.7 nm en
oblatos y a = 0.7 nm en prolatos). La línea punteada en rojo indica cuando

(
d2∆Gad

dn2
ad

)
T,p

= 0

y
(

d3∆Gad

dn3
ad

)
T,p

= 0. Segunda derivada de la energía libre: (a) oblatos, (b) prolatos. Tercera
derivada de la energía libre: (c) oblatos, (d) prolatos. Se incluye la segunda derivada cuando
ao

c = 1.25 nm en (c) y cp
c = 1.25 nm en (d). El punto donde ambas derivadas son iguales a cero

se indica con la flecha en azul.

Cuando a < 1.25nm en oblatos y c < 1.25 nm en prolatos, las curvas se vuelven
negativas, esto significa que en estos tamaños de poro, no hay condensación capi-
lar. Por el contrario, cuando a ≥ 1.25 nm en oblatos y c ≥ 1.25 nm en prolatos, las
curvas son positivas y puede ocurrir la condensación capilar. Se estudiaron varias
combinaciones de valores para los semiejes a y c, y los resultados coincidieron con
lo descrito en este párrafo.

Para verificar la criticidad de este valor de semieje, se graficaron los resultados
de la segunda y tercera derivada, en las figuras 3.13c y 3.13d. Se observa la igualdad
de las dos derivadas para el caso del oblato con a = 1.25 nm y c = 0.7 nm; y en
el prolato con a = 0.7 nm y c = 1.25 nm. Con estos resultados se verifica que
la condensación capilar ocurre cuando el semieje es mayor o igual que el semieje
crítico, que se establece en ao

C = 1.25 nm en oblatos y cp
C = 1.25 nm en prolatos.
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3.1.8. Energía de interacción gas - sólido
La variación de la relación εfs/κBT en el potencial de interacción (ecuación

2.13) modifica los valores mínimos de energía. El incremento de la energía ,εfs,
provoca un pozo de potencial con mayor profundidad, es decir, mayor fuerza atrac-
tiva entre el gas y el sólido (ver figuras 3.14a y 3.14b ). Mientras que el aumento de
la T disminuye la interacción gas - sólido (ver figuras 3.14c y 3.14d). Es evidente
que este efecto modificará la condensación capilar.
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Figura 3.14: Variación de εf s/κBT en el potencial de interacción gas-sólido en (a) oblato y
(b) prolato. Variación de T en el potencial de interacción gas-sólido en (c) oblato y (d) prolato.
ξ = 0.5150.

En la sección 3.1.1 se establecieron las zonas de mayor curvatura de la interfase
líquido-vapor y las de mayor interacción fluido-sólido, encontrando que la curva-
tura de la interfase líquido-vapor domina el proceso de adsorción y los ángulos
de condensación capilar están determinados por este efecto; cuando εfs/κBT =
1.90 se verificó que el ángulo de condensación capilar en oblatos es θo

cc = π/2 y en
prolatos son θp

cc = 0, π. Sin embargo, cuando el valor de εfs/κBT se incrementa
a un valor εfs/κBT > 10 , es decir que la energía de atracción fluido-sólido es
muy alta, los ángulos de condensación capilar se modifican y se determinan por
efecto del potencial de adsorción (ver figuras 3.15a y 3.15b). En esta figura se
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observa la segunda derivada de Gibbs para dos casos, cuando εfs/κBT = 0.013 y
εfs/κBT = 12.919. Para el primer caso, el valor del ángulo de condensación corres-
ponde en oblatos a θcc = π/2 y en prolatos a θcc = 0, π. En el segundo caso resulta
el valor del ángulo de condensación se invierte, es decir, en los oblatos se localiza
en θ = 0, π y en prolatos en θ = π/2. Esto se puede atribuir a que la interacción
fluido - sólido supera los efectos de la curvatura de la interfase líquido-vapor, y el
ángulo de condensación capilar es determinado por la zona de θ con mayor inter-
acción fluido - sólido.
Otro efecto del incremento de εfs/κBT se observa en la presión de condensa-
ción capilar, encontrando que a mayor interacción fluido - sólido menor valor de
p/p0

cc (ver figura 3.16). Por lo tanto, la relación εfs/κBT en la interacción gas -
sólido puede determinar la localización de θo

cc y θp
cc. Si esta relación incrementa

hasta εfs/κBT > 10 el potencial de adsorción domina sobre la parte mecánica
del potencial en la aproximación de BDB modificando la zona donde se localiza la
condensación capilar.
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Figura 3.15: Efecto de la variación de εf s/κBT en la segunda derivada de la energía libre de
Gibbs en prolato con ξ = 0.5150. (e) εf s/κBT=0.013. (f)εf s/κBT=12.928.
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3.2. Simulación Monte Carlo
Los resultados presentados en esta sección se obtuvieron explorando diferentes

combinaciones de parámetros (J, w) con los valores de ξ utilizados con la aproxi-
mación de BDB (ver tabla 3.4).

Tabla 3.4: Parámetros de interacción usados en simulación molecular.

J 1.0 2.0 3.0 5.0 0.1
w 0.1 0.2 0.3 0.5 0.3

Símbolo α β γ δ η

3.2.1. Efecto de la relación J w sobre las isotermas de ad-
sorción

Se analizó el efecto de los parámetros de interacción fluido - sólido, J , y flui-
do - fluido, w, sobre las isotermas de adsorción utilizando las combinaciones de
parámetros mostradas en la tabla 3.4. Los resultados muestran comportamientos
diferentes de acuerdo a las combinaciones de los parámetros J y w (ver figuras
3.17 y 3.18).
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Figura 3.17: Isotermas de adsorción con diferentes combinaciones de parámetros J y w con
ξ = 0.91. (a) Oblatos. (b) Prolatos.

Las siguientes observaciones se cumplen tanto para oblatos como para prola-
tos. Cuando la interacción fluido - sólido es baja (J ≤ 1), ver isoterma α en las
figuras 3.17a y 3.17b, esta curva presenta baja adsorción, es decir, poca cantidad
adsorbida a valores de µ bajos y el mecanismo de adsorción puede asociarse a un
llenado volumétrico con isoterma tipo V ([61]); mientras que, cuando la interacción
fluido - sólido es alta, J ≥ 2, ver isotermas β, γ, δ en las figuras 3.17a y 3.17b, la
isoterma sugiere una adsorción multicapa con condensación capilar (isoterma tipo
IV [61]). Estas últimas curvas con conjunto de parámetros β, γ, δ, presentan un
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salto que ocasiona que la fracción de ocupación llegue a 1, esta situación puede ser
atribuida a un llenado capilar. El valor de µ asociado a este salto varia para cada
conjunto de parámetros. El incremento del parámetro J disminuye el valor de µ
que describe el salto en la isoterma.

Por otro lado, cuando el parámetro w > J la isoterma de adsorción indica un
llenado volumétrico con baja adsorción a valores pequeños de µ (ver figura 3.18).
Estos resultados sugieren que el mecanismo de adsorción es determinado por la
relación entre los parámetros J y w. A partir de lo anterior se puede establecer
que, cuando J ≫ w la isoterma presenta condensación capilar. Esta observación es
de interés para comparar con los resultados presentados en la sección 3.1 referentes
a la aproximación BDB. Por lo tanto, a continuación se estudian solamente los casos
cuando J ≫ w para comparar con los resultados obtenidos con la aproximación
de BDB.
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Figura 3.18: Isotermas de adsorción con ξ = 0.91 y w > J . (a) Oblato. (b) Prola-
to.

3.2.2. Efecto de la excentricidad sobre las isotermas de ad-
sorción

Primero, se evaluó el efecto de la excentricidad en las isotermas de adsorción
(figura 3.19). El valor de µ asociado a la condensación capilar disminuye confor-
me ξ aumenta, esto sugiere una disminución de la p/p0

cc cuando la excentricidad
aumenta de valor. En ambos casos, oblatos y prolato, la región de la curva de
adsorción que describe el llenado de poro se recorre a la izquierda conforme ξ au-
menta de valor; esto es válido tanto para oblatos como prolatos (figuras 3.19a y
3.19b, respectivamente). Se observa también en las dos figuras anteriores mayor
fracción ocupada para cada valor de µ antes del llenado capilar cuando la excentri-
cidad es alta (ξ → 1). Estos resultados concuerdan con la aproximación de BDB,
(ver figuras 3.7 y 3.6), donde se muestra que conforme ξ aumenta, p/p0

cc disminuye
tanto en oblatos como prolatos.
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Figura 3.19: Isotermas de adsorción a diferentes valores de ξ usando los parámetros para δ:
J = 5 y w = 0.5. (a) Oblatos. (b) Prolatos.

Por otro lado, también se observa que el salto en la isoterma del prolato ocurre
a un valor de µ menor que en el oblato cuando ambos tienen el mismo valor de
ξ y semiejes recíprocos (ver figura 3.20). Las curvas de adsorción de los oblatos
difieren de las curvas de los prolatos, se aprecia que para cada valor de µ antes del
llenado capilar, las isotermas de prolatos presentan mayor fracción ocupada que
las de oblatos.

Las observaciones anteriores concuerdan con los resultados de BDB donde el
prolato presenta una p/p0

cc menor que el oblato para el mismo valor de ξ (ver figu-
ras 3.7 y 3.6). Además, las isotermas de BDB señalan menor cantidad adsorbida
para cada valor de p/p0 en los oblatos que en los prolatos (ver figura 3.12a).
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Figura 3.20: Comparación de la isoterma de adsorción de oblato y prolato con misma excen-
tricidad y semiejes recíprocos. ξ = 0.91 con parámetros δ: J = 5 y w = 0.5.

3.2.3. Evolución del llenado capilar
También se examinó la evolución del llenado de sitios en oblatos y prolatos con

simulación MC. Se estudiaron tres diferentes valores de ξ tanto en oblatos como
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en prolatos. Para esto se utilizó el valor promedio de ocupación en cada sitio y se
graficaron planos xz que cortan el poro por el centro. Estos resultados se muestran
en la figura 3.21. Para seguir el llenado se eligieron 3 valores de densidad del fluido
dentro del poro, ρ, sobre las isotermas de adsorción presentadas en esta figura.
Para cada valor de ρ elegido, se dibujaron los sitios ocupados por fluido durante
al menos alguno de los 100 estados registrados en el paso iv del algoritmo de
simulación (ver sección 2.2). Cada uno de estos sitios fue clasificado con un color
diferente de acuerdo a su ocupación promedio, n̄i: azul cielo, n̄i ≤ 0.33; azul rey,
0.33< n̄i <0.66; y azul marino, 0.66< n̄i ≤1 (ver figura 3.21).

De esta manera, asignando un color característico para cada valor de n̄i en cada
sitio de poro se pudo seguir la evolución de la adsorción.

Los resultados muestran que existen zonas del poro donde hay mayor cantidad
de fluido adsorbido que en otras. Estas zonas se localizan en las proximidades del
ángulo de condensación capilar definido con BDB en esta tesis. Recordando de la
sección anterior, este ángulo para oblatos es θo

cc = π/2 y prolatos es θp
cc = 0, π.

En todos los casos presentados en la figura 3.21 se observa que conforme el valor
de µ aumenta, la cantidad de fluido adsorbido se incrementa prefiriendo las zonas
cercanas a θo

cc y θp
cc en oblatos y prolatos, respectivamente, hasta llenar el poro por

completo. Observe el plano xz correspondiente a ρ3 para cada caso en la figura
3.21, donde el poro se encuentra lleno de condensado capilar. También se observa
una densidad de mayor valor en estas zonas conforme ξ se aproxima a 1 (comparar
las figuras 3.21a con 3.21e y 3.21b con 3.21f).
Los resultados anteriores concuerdan cualitativamente con los presentados en la
figura 3.10 donde se observa que en θo

cc y θp
cc se localiza tad = tcc, que corresponde

a un valor máximo de espesor de capa adsorbida antes de la condensación capilar.
Sin embargo, la simulación MC no permite determinar el valor de tcc antes de
la condensación capilar por lo que no es posible comparar directamente con la
aproximación de BDB estos valores.

3.2.4. Comparación de BDB con simulación MC
Por último, en la figura 3.22 se contrastan las isotermas obtenidas con la apro-

ximación de BDB con las de simulación MC usando la combinación de parámetros
δ (ver tabla 3.4). Se estudiaron 3 casos de oblatos y prolatos con diferente valor
de ξ. Los resultados de BDB se presentan en las figuras 3.22b y 3.22d, en tanto
que las curvas de MC en las figuras 3.22a y 3.22c. Comparando los oblatos de
MC con BDB, se observa que el valor de µ asociado a la condensación capilar de
BDB disminuye conforme la ξ aumenta y en MC las isotermas se recorren ligera-
mente hacia valores menores de µ conforme ξ aumenta. Respecto a los prolatos la
observación anterior también se cumple. En ambos casos, oblatos y prolatos, las
isotermas de BDB se encuentran desplazadas a la derecha de los valores de µ que
sugieren la condensación capilar en las isotermas de MC. Resulta más evidente la
diferencia del valor de µ asociado al valor de p/p0

cc para cada valor de ξ en las iso-
termas de BDB que en las de MC. Sin embargo no ha sido posible calcularse en este
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estudio las p/p0
cc con MC, por lo que no fue factible hacer una comparación directa.
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Figura 3.21: Dibujos de los planos xz que cortan el poro por el centro para cada valor de ρ
marcado en la isoterma correspondiente. J = 5 y w = 0.5. Véase el código de color de cada
sitio en el primer párrafo de esta sección.

Otro resultado general consiste en el comportamiento de la capa adsorbida. En
general, tanto en prolatos como oblatos a mayor valor de ξ es mayor el valor de la
capa adsorbida. Lo anterior se observa en la mayoría de las figura tanto en BDB
como en MC, consistiendo en que para un mismo valor de µ, antes de la conden-
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(d) Prolatos BDB

Figura 3.22: Comparación de las isotermas de adsorción obtenidas con simulación; (a) obla-
tos y (c) prolatos; y con la aproximación de BDB;(b) oblatos y (d) prolatos.

sación capilar, el volumen adsorbido es mayor conforme el valor de ξ se incrementa.

De acuerdo a los resultados presentados en esta sección, se puede decir que
los resultados de MC predicen comportamientos cualitativamente similares a los
obtenidos con BDB de la sección 3.1. Principalmente se reproducen los efectos
de excentricidad en las isotermas de adsorción. Se aprecian diferencia entre las
isotermas de oblatos y prolatos que sugieren menor presión de condensación en
prolatos que en oblatos. Además, la evolución del llenado, por medio de dibujos,
permitió identificar zonas con mayor fluido condensado que coincide con los ángulos
de condensación capilar que se definen con BDB. Se sugiere calcular con MC los
valores correspondientes de p/p0

cc y compararlos con los obtenidos con BDB.
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En este trabajo se caracterizó la adsorción de gases en oblatos y prolatos a
partir de la adaptación bidimensional de la ecuación de BDB. Además, fue po-
sible comparar los resultados obtenidos con BDB con los calculados a partir de
simulación molecular MC.

Aproximación BDB
A partir de la aproximación de BDB se describió la condensación capilar y se

localizaron las coordenadas (tcc, θcc, p/p0
cc) en oblatos y prolatos de diferentes ex-

centricidades.

Se encontró que los oblatos y prolatos, incluso si tenían valores recíprocos de
semiejes y mismo valor de excentricidad, tienen comportamientos diferentes du-
rante la adsorción. El tcc y la p/p0

cc son menores en prolatos, determinadas por la
curvatura de la interfase líquido-vapor. El θcc se localiza en θo

cc = π/2, en oblatos
y θp

cc = 0, π, en prolatos.
De acuerdo con los resultados, se determinó que θcc es independiente del valor

que tome la excentricidad. La localización de estos valores de θcc coinciden con los
valores máximos de curvatura de la interfase líquido - vapor. Por otro lado, los
resultados indican que el espesor de condensación capilar es directamente propor-
cional a la presión de condensación capilar y ambos disminuyen de valor conforme
la excentricidad incrementa. Además se verificó que se recupera el valor de la pre-
sión de condensación capilar de una esfera en oblatos y prolatos cuando a = c = R.

Los resultados de este trabajo permitieron describir la evolución de la interfase
líquido - vapor hasta el momento del inicio de la condensación capilar. Antes de
la aparición de la condensación capilar, la interfase líquido-vapor consta de una
superficie suavizada con máximos y mínimos determinados por el valor de la ex-
centricidad del poro y las contribuciones mecánicas y de adsorción del potencial.
Al inicio de la condensación capilar la interfase líquido-vapor se transforma en una
superficie inestable no suave, caracterizada por una serie de crestas determinadas
por la parte mecánica del potencial.

Las isotermas de adsorción de N2 y Ar resultaron cualitativamente similares e
indicaron que la isoterma y la p/p0

cc de oblatos y prolatos son casi iguales conforme
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la excentricidad se aproxima a 0. Mientras que conforme la excentricidad se apro-
xima a 1, las curvas de prolatos presentan un mayor volumen de gas adsorbido que
los oblatos al mismo valor de p/p0.

Además, la modificación de BDB bidimensional permitió estudiar la criticidad,
estos resultados mostraron que únicamente uno de los dos semiejes determina la
criticidad en poros elipsoidales. En oblatos el semieje crítico se verifica en ao

C ,
mientras que en prolatos en cp

C . El tamaño crítico de estos semiejes corresponde a
1.25 nm durante la adsorción de N2 a 77.4 K en SiO2.

Simulación Molecular MC
A través del modelo del gas reticulado con simulación molecular MC se analizó

el comportamiento de la adsorción de N2 en poros elipsoidales.

Se encontró que los parámetros de interacción fluido - sólido y fluido - fluido
determinan el proceso de adsorción desde llenado volumétrico hasta adsorción mul-
ticapa. Se localizó un salto en las isotermas que describe a la condensación capilar
cuando J ≫ w. Las isotermas de adsorción sugieren que cuando la excentricidad
aumenta existe una disminución de la p/p0

cc y que los prolatos tienen menor p/p0
cc

que los oblatos. Esto se indica por el hecho de que la isoterma de adsorción se
desplaza hacia valores menores de µ conforme la excentricidad aumenta de valor
y también por el hecho de que un oblato y un prolato con el mismo valor de ξ po-
seen una isoterma diferente, localizándose la isoterma de prolato siempre a valores
menores de µ respecto a la del oblato.

Por lo tanto, fue posible contrastar los principales resultados descritos con la
aproximación de BDB en poros elipsoidales a partir de simulación molecular MC,
específicamente, los efectos de excentricidad y la condensación capilar en oblatos
y prolatos. Estos efectos presentaron tendencias similares entre sí. A pesar de ser
una comparación cualitativa, permitió identificar similitudes con la aproximación
de BDB.

Los resultados presentados en esta tesis ofrecen un marco teórico de referencia
sobre la adsorción de gases en geometría elipsoidal que puede ser utilizado para el
desarrollo de este modelo con métodos de adsorción más sofisticados que permitan
una descripción cuantitativa y precisa de la adsorción en tamaños de poro en la
región microporosa, por ejemplo véanse las referencias [57, 62]. Por otro lado, se
sugiere calcular los valores de p/p0

cc con MC para comparar estos resultados con
los obtenidos con la aproximación de BDB.
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