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• Caṕıtulo 6

El modelo de universo de Taub vaćıo como universo acelera-
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.

Resumen

En la primera parte de este trabajo se obtiene la solución

anaĺıtica a un problema cosmológico largamente discu-

tido. Partiendo de las ecuaciones de Einstein de la Re-

latividad General clásica se encuentran soluciones para

el modelo de universo Mixmaster, que pertenecen a la

Relatividad General compleja. La estrategia se basa en

buscar primero una separación de las primeras derivadas,

para posteriormente obtener las ecuaciones diferenciales

con variables separadas. Las condiciones de realidad se

imponen de manera directa sobre el tiempo cosmológico.

Finalmente, cabe señalar lo significativo que resulta, que

las ecuaciones de Einstein clásicas para el modelo de

universo Mixmaster, cuya integrabilidad ha sido exten-

samente discutida, presenten soluciones complejas.

En la segunda parte de este trabajo, a través de una

estrategia particular de separación de variables en el

tiempo cosmológico, se encuentra una nueva familia de
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soluciones de las ecuaciones de Einstein para el modelo

de universo de Taub, mucho más general que la solución

conocida. Entre las caracteŕısticas de las nuevas solu-

ciones se destaca el fenómeno de la antigravedad. Este

fenómeno antigravitatorio convierte al universo de Taub

en un universo acelerado.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Por siempre el firmamento ha fascinado a los habitantes del planeta
tierra. Esta fascinación, en buena medida, ha dado lugar al desarrollo
de la cosmoloǵıa( estudio del universo y sus leyes). Durante la mayor
parte de la historia de la f́ısica y la astronomı́a no hubo fundamentos
adecuados, de observación y teóricos, sobre los cuales construir una
historia formal y veraz del universo. La cosmoloǵıa moderna surge
al escenario cuando Albert Einstein publica la Teoŕıa de la Relativi-
dad General, enmarcada en desarrollos matemáticos tensoriales muy
complicados. Resolver las ecuaciones correspondientes, para el caso ge-
neral, es practicamente imposible. Entre otras, una de las alternativas
ha sido simplificar el problema mediante la introducción de modelos
que representan al universo de una manera particular; de manera ge-
neral, en esta teoŕıa, se esperaŕıa que la geometŕıa del espacio-tiempo
del universo esté descrita por estas ecuaciones de la relatividad general.

Se han desarrollado un gran número de modelos de universo para las
ecuaciones de la relatividad general, algunos muy estudiados con solu-
ciones exactas y otros, también estudiados, pero con soluciones apro-
ximadas.

El modelo cosmológico Bianchi tipo IX es una concepción del uni-
verso como un espacio homogéneo anisotrópico y un importante cues-

7



tionamiento relativo al problema de las singularidades de las compo-
nentes del tensor métrico [1]-[8]. La dinámica Mixmaster está definida
como la evolución del modelo cosmológico diagonal vaćıo espacialmente
homogéneo Bianchi tipo IX [9].

Ha habido controversia acerca de las soluciones no-triviales de las
ecuaciones de Einstein para modelos vaćıos. En estos casos se argu-
menta que de la misma manera que las ecuaciones de Laplace tienen
soluciones no-triviales en ausencia del término fuente, aśı también en las
ecuaciones de la relatividad general, cambiando las condiciones de fron-
tera por condiciones iniciales, es posible obtener soluciones no-triviales.

De hecho, se han encontrado una gran cantidad de soluciones de las
ecuaciones de Einstein para el espacio vaćıo, para las cuales, el ten-
sor correspondiente de Riemann-Christoffel es en todos lados de tipo
N en el esquema de clasificación de Petrov. El interés en estas solu-
ciones reside, principalmente, en ciertas analoǵıas formales que tienen
con las soluciones onda-plana de las ecuaciones de Maxwell del espacio
vaćıo. Pero aśı como las soluciones onda-plana electromagnticas, éstas
llamadas ahora de campo gravitacional nulo, se tienen que considerar
como una idealización, en el sentido de que ambos tipos de soluciones
no están relacionadas a ninguna fuente estructural, como se requereŕıa
de soluciones de onda producidas por algún medio material.

La idea que gúıa la mayoŕıa de las discusiones sobre las soluciones
tipo-onda de las ecuaciones de campo de Einstein, es que el tensor de
Riemann-Christoffel Rµνρσ juega el papel de una intensidad de campo
en la teoŕıa gravitacional de Einstein, análogo al papel que representa
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el tensor electromagnético Fµν y que gµν es el ”potencial” de este campo
análogo al vector potencial Aµ. No obstante, la analoǵıa no es completa,
puesto que Rµνρσ depende de la segunda derivada de gµν mientras que
Fµν depende solamente de la primera derivada de Aµ. Es necesario
también enfatizar algo acerca de la naturaleza formal de esta analoǵıa.
Muchas de las propiedades f́ısicas de las ondas electromagnéticas( por
ejemplo, su habildad para transportar enerǵıa y momento ) tienen to-
dav́ıa que ser demostradas a aplicar en el caso de ondas gravitacionales.

Una solución aproximada del modelo Bianchi Tipo IX, en las ecua-
ciones de Einstein de la relatividad general, es la obtenida por BKL-
(Belinskii, Khalatnikov and Lifshiftz) entre 1963 y 1985 [10]-[14]. Por
ese tiempo, Misner [9], [15] realizó un estudio de este modelo de universo
al cual él denominó ’Mixmaster’ donde se obtiene un potential triangu-
lar en el cual una part́ıcula representando al universo se mueve. Tanto
BKL como Misner, hacen una descripción de la evolución del modelo a
través de choques y las llamadas épocas de Kasner. Por una parte BKL
encuentra una solución aproximada, que se construye a partir de solu-
ciones parciales de un sistema de ecuaciones diferenciales reducido, co-
rrespondientes a periodos sucesivos(eras), de manera similar a choques
y reflexiones en una pared potencial, al final, todo esto se integra como
eras de Kasner. Misner por otra parte, usa la técnica ADM(Arnowitt,
Deser, Misner) [16]-[18] para encontrar el comportamiento aproximado
de este modelo de universo, que al final, también se traduce en choques
y reflexiones, similar, en este sentido, a la conducta descrita por BKL.
Trabajos posteriores en esta dirección[19]-[23] han tratado de clarificar
y extender los resultados obtenidos por BKL y Misner.
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Los resultados numéricos también han sido abundantes [23]-[27]. Una
parte importante de ellos muestra el comportamiento descrito por BKL
y Misner en cuanto a los choques y a las eras de Kasner. No obstante,
hasta ahora no ha sido posible obtener una solución anaĺıtica que des-
criba e incluya en detalle la imagen del modelo de universo Bianchi
tipo IX que BKL y Misner concibieron; particularmente en cuanto a
su comportamiento caótico[24]-[32], incluyendo, en su caso, los posibles
choques y los intermedios considerados como eras de Kasner. La ine-
xistencia de una solución anaĺıtica para el universo Bianchi tipo IX ha
conducido a especulaciones, particularmente sobre si este modelo seŕıa
caótico, o no-integrable [31], [32]. Otra parte del problema especulativo,
alrededor del universo Bianchi IX ha estado centrada en la cuantización
canónica de las ecuaciones de la Relatividad General[8], [16], [33]-[35].
En esta parte, se han obtenido algunas soluciones de la ecuación de
Wheeler-DeWitt (WDW) para la cosmoloǵıa Bianchi IX [36], [37], [38].
Estas soluciones cuánticas se podŕıan comparar con soluciones clásicas,
tratando de establecer alguna corresponcia, con la salvedad, de que
las ecuaciones diferenciales no-lineales pueden tener muchas soluciones,
hecho que en algunos casos dificultaŕıa encontrar dicha corresponden-
cia. Esto, entre otras cosas ha dado lugar a importantes desarrollos
en otras direcciones, como ’simetŕıas ocultas’[36], [39], [40], ’nuevas va-
riables’ [35] y ’supersimetŕıas’ [39], [40]. Estos resultados representan
un esfuerzo importante en el estudio de la evolución del universo, un
estudio que ha estado limitado en gran medida por nuestra falta de
capacidad o insuficiencia para extraer mayor información de uno de
los modelos de universo más estudiados en la cosmoloǵıa, el modelo de
universo Bianchi tipo IX[41].

Por otra parte, la búsqueda de nuevas soluciones o una extensión de
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las ya conocidas, empezó a dar impulso a la Relatividad compleja a
principios de los 1970’s. Entre otros logros, se amplió la Relatividad
General Clásica al espacio complejo de Minkowski[42], [43]. Posterior-
mente, dentro del ámbito de las soluciones de las ecuaciones Einstein-
Maxwell, ocurrió una transición de la geometŕıa de Riemann clásica
al espacio complejo de Riemann de cuatro dimensiones donde existen
condiciones para que se satisfaga Gαβ = Rαβ − 1/2gαβR = 0 [44]. Una
de las intenciones de fondo ha sido generar nuevas soluciones reales a
partir de las extensiones complejas, como en el caso de la ecuación de
Laplace o la ecuación del oscilador armónico, extrayendo la parte real
de las soluciones complejas[45]-[47]. La misma escuela de pensamiento
ha intentado desarrollar una teoŕıa compleja de la Relatividad donde
las soluciones reales se presentan como un subconjunto de las soluciones
complejas[48], [49]. Recientemente, la tendencia apunta hacia el hecho
de que la Relatividad General Clásica esté incrustada o contenida en
una teoŕıa compleja más grande, para posteriormente restringirla de
manera conveniente imponiendo condiciones de realidad[50], [51]. En
Teoŕıa Cuántica, por ejemplo, de principio se ignoran las condiciones de
realidad, se resuelven los problemas en cuanto a las constricciones de la
teoŕıa para posteriormente imponer las condiciones de realidad en los
productos internos permisibles, los cuales requieren que los observables
clásicos reales se transformen en operadores auto-adjuntos. Esto no se
ha podido dar, hasta ahora, en gravitación.

En la primera parte de este trabajo, se presenta una solución parti-
cular exacta para el modelo de universo Mixmaster.

Otro modelo de universo, también muy estudiado, es el modelo de
universo de Taub. Este universo es una simplificación geométrica de

11



un modelo más general [53]: el modelo Bianchi tipo IX [1]-[5] [34] cuya
métrica, en el universo de Taub, se reduce al caso axisimétrico [53]
[54] [55]. El universo de Taub es un modelo cosmológico homogéneo,
anisotrópico de mayor simetŕıa incrustado en uno de menor simetŕıa,
el modelo de universo Bianchi tipo IX( el universo Mixmaster) [14] [9]
[15].

Desde hace algún tiempo, se han conocido algunas soluciones anaĺıticas
particulares en el tiempo logaŕıtmico para el modelo de universo de
Taub [54] [55]. En el tiempo cosmológico o tiempo propio exclusiva-
mente, la separación de variables, para obtener su solución, parece ser
extremadamente dif́ıcil. Por tanto, la descripción de la evolución tem-
poral de los factores de escala, la tri-curvatura y otras variables del
modelo de universo de Taub usualmente se expresan en términos del
tiempo logaŕımico [54] [55] [14].

Aunque gran cantidad de la especulación alrededor de la cuantización
de las ecuaciones de la Relatividad General se ha centrado en el modelo
de universo Bianchi tipo IX [17] [33], el modelo de universo de Taub se
ha involucrado en dasarrollos tales como ’Cuantización de microsuper-
espacios supersimétricos’ [56], ’Métrica Hiperkahler’ [57] y ’El problema
cuántico del tiempo’ [58]. Sin duda, el modelo de universo de Taub real-
mente tiene relevancia, como lo denotan estos desarrollos. Más aun, se
han encontrado también algunas soluciones exactas para la ecuación de
WDW en la métrica del modelo de universo de Taub [59], [60]. Dado
el caso, podŕıa haber algo de dificultad en comparar soluciones clásicas
con estas soluciones cuánticas [36], las ecuaciones no-lineales pueden
tener múltiples soluciones. En parte, esta situación da lugar a buscar
en otras direcciones, por ejemplo, desarrollar un estudio más completo
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y extraer más información del universo de Taub.

En la segunda parte del presente trabajo se proponen nuevas solu-
ciones clásicas para el modelo de Taub con diferentes caracteŕısticas
que pueden dar lugar a nuevos avances en cosmoloǵıa.

En el mismo contexto, ahora considerando la idea de antigravedad
introducida a la cosmoloǵıa por Einstein a través de la constante cos-
mológica y, en particular, las más recientes contribuciones de A. Guth(esto
último, intentando resolver, entre otros, los llamados problemas cos-
mológicos: planidad y el horizonte del universo [61]) se puede mostrar
que el universo de Taub conlleva las condiciones para que el universo
manifieste el fenómeno de la antigravedad. Resulta realmente intere-
sante que, sin introducir el término de la constante cosmológica, sin re-
querir condiciones extremas de presión, como en la etapa inflacionaria
del universo(p = −ρ) [54] [62] [63], ni tampoco introducir o consi-
derar masas negativas en el universo [64], el modelo de Taub mues-
tra el fenómeno antigravitatorio de manera natural, sin recurrir a ma-
yores consideraciones y sin incluir condiciones adicionales en el modelo
mismo.

Puntualizando, en la primera parte de este trabajo se encuentra una
solución, sin la extensión compleja tradicional, de las ecuaciones de
vaćıo de Einstein para el modelo de universo Mixmaster. Para este
fin, en algún punto del desarrollo matemático se debe considerar que
la métrica utilizada pertenece a la Relatividad General Compleja. En
la segunda parte de este trabajo, se encuentran nuevas soluciones para
el modelo de universo de Taub, soluciones que incluyen en su evolución
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temporal el fenómeno de la antigravedad.

Un hecho que se debe marcar es que, no obstante que el modelo de
universo de Taub es una simplificación del modelo de universo Mix-
master, al introducir esta simplificación en la solución encontrada para
el modelo Mixmaster sólo se obtiene otro caso particular distinto a la
solución encontrada para el modelo de Taub. Esto se explica con mayor
detalle en el caṕıtulo 5 y en las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Relatividad General Compleja

Una vez que Albert Einstein publicó la teoŕıa de la relatividad ge-
neral, cuyo marco matemático tensorial se basa en la ecuación (1)( ver
apéndice A ), se dio inicio a la cosmoloǵıa moderna.

Gµν = Rµν − 1/2gµνR = kTµν (1)

En las últimas décadas una parte de la comunidad cient́ıfica, con
base en la cosmoloǵıa, intenta fundamentar una historia y un destino
posible del universo. En un principio se consideró, quizá por simplicidad
matemática, a las componentes del tensor métrico gµν como funciones
reales de variable real. En este trabajo se muestra que las componentes
del tensor métrico pueden ser funciones complejas de variable compleja.
En este caṕıtulo se presenta un panorama sucinto de algunas cuestiones
relacionadas con la relatividad general compleja, que involucra a esta
generalización.

Una variedad es el conjunto de puntos sobre el cual se coloca la
geometŕıa del espacio-tiempo. En relatividad general la variedad es el
espacio-tiempo. Se dice que cuando se tiene un espacio-tiempo com-
plejo, es decir, la métrica gµν resulta estar compuesta de funciones
complejas, ya sea de variable real o de variable compleja, entonces la
relatividad general es compleja.

Las dificultades tradicionales para encontrar soluciones a las ecua-
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ciones de la relatividad general, en gran medida, han dado lugar a la
extensión de la relatividad general real a la compleja. El enfoque pro-
puesto para obtener esta extensión al campo complejo se puede pun-
tualizar de la forma sguiente [46],[47]

a) establecer las ecuaciones complejas correspondientes a las
ecuaciones reales de la relatividad general clásica

b) establecer métricas complejas correspondientes a las métricas
de la relatividad general clásica

c) en los casos anteriores establecer condiciones de realidad
que restrinjan el espacio-tiempo complejo a un subes-
pacio, es decir, quedarse con una rebanada que limita el
dominio de las funciones de la métrica.

En otras palabras, siendo limitado el número de soluciones reales
de las ecuaciones de la relatividad general, se intenta obtener otras
soluciones reales utilizando variedades complejas.

El tratamiento complejo se ha desarrollado, según algunos autores,
a través de descubrimientos accidentales de transformaciones de coor-
denadas complejas, que permiten proceder de una solución real a otra
solución real. Por otra parte, se reconoce que este procedimiento no
está acabado.

El trabajo desarrollado ha sido intenso y también se puede pun-
tualizar de la siguiente forma
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i) extensión anaĺıtica o extensión compleja

ii) clasificación de las métricas obtenidas y

iii) condiciones de realidad.

Con esto se trata de establecer los primeros ladrillos del andamiaje
matemático de una teoŕıa de la relatividad general compleja, los cuales,
a través de un procedimiento de śıntesis (ahora desconocido) pudiera
generar soluciones f́ısicas reales [46].

Entre otras, la propuesta en algunos casos es que la extensión com-
pleja se obtenga a partir de lo que se conoce como métricas SKS o
DKS(doble Kerr-Schild) [47]

gµν = ηµν + 2hKµKν : SKS (2)

con

ηµνKµKν = 0 (3)

y

gµν = ηµν + HKµKν + Llµlν : DKS (4)

Con
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ηµνKµKν = ηµνlµlν = 0 (5)

donde ηµν es la métrica de Minkowski del espacio plano y Kµ, Kν, lµ
y lν son complejos nulos y mutuamente ortogonales con respecto a ηµν

y gµν.

A partir de estas propuestas de extensión compleja, se clasifican las
métricas y se trata de obtener el cuerpo matemático en la modalidad
compleja. Es decir, se trata de obtener en última instancia una métrica
real a partir de una compleja.

Otro enfoque ha sido la formulación de la relatividad general en
términos de las variables de Ashtekar( formulación hamiltoniana de la
relatividad general con base en ciertas variables espinoriales ). En otros
términos, se reexpresa la relatividad como una teoŕıa de una conexión
y esto hace posible incorporar métodos que han resultado útiles y han
tenido éxito en la descripción de teoŕıas de Yang-Mills. Con las nuevas
variables, las constricciones que caracterizan a la relatividad general
parecen ser o resultan ser polinomiales en este espacio fase de las va-
riables.

El programa original de Ashtekar se formuló como una ruta alterna-
tiva para la relatividad clásica y su cuantización canónica en contra-
partida al enfoque estandar del ADM( Arnowit, Deser y Misner ).

Actualmente, después del programa de Ashtekar, con este enfoque
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en buena parte se tiene la intención de reanalizar la relatividad general
compleja de Ashtekar junto con las condiciones de realidad a la luz
de la orientación canónica de Dirac( conteo de grados de libertad que
surgen de la teoŕıa compleja ) para constreñir al sistema. Se empieza
con las condiciones de realidad, impuestas a mano, pero se consideran
como constricciones primarias en la acción auto-dual de Ashtekar [50],
también, en una formulación tipo Yang-Mills de interacciones gravita-
cionales en las cuales no sólo el tensor enerǵıa-momento, sino también
su spin se acopla a la geometŕıa dinámica Riemann-Cartan con torsión
T α y curvatura Rαβ [65]

S =
∫

dtd3x[−iẽaiȦ−NS −Naνa −N iGi] (6)

donde

S = εijkẽ
aiẽbjF k

ab, νa = ẽb
jF

j
ab, Gi = Daẽ

a
i (7)

son las constricciones de la teoŕıa y N , Na, N i son multiplicadores
de Lagrange. Las variables complejas canónicas son: (a) ẽai = eeai,
donde eai es la triada(eaieb

i = qab, qab es la tri-métrica espacial) y
a, b, ... = 1, 2, 3 son ı́ndices espaciales, en tanto que i, j, .... = 1, 2, 3,
son ı́ndices internos del grupo SO(3). También e = detebj con ebj la
inversa de eai, (b) Aai es la proyección tri-dimensional de la conexión
auto-dual y F i

ab = ∂aA
i
b − ∂bA

i
a + εi

jkA
j
aA

k
b es la curvatura correspon-

diente. Este par de variables canónicamente conjugadas satisfacen

{ẽai(x), Abj(y)} = iδa
b δ

i
jδ

3(x, y) (8)
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Con estos paréntesis de Poisson, las constricciones antes mencionadas
son de primera clase, es decir, para cualquiera par Q y R, se tiene

{Q,R}A,ẽ = 0 (9)

Después, sistemáticamente aplicando el procedimiento de Dirac [51],
mostrando que estas condiciones de realidad terminan siendo constric-
ciones de segunda clase(no se cumple la expresión anterior), a conti-
nuación se recobra la formulación Hamiltoniana estandar de la relativi-
dad general en su forma canónica de Palatini.

Con todo esto se trata de mostrar que es posible extraer una des-
cripción canónica satisfactoria de la relatividad general partiendo de la
teoŕıa compleja.

Concluyendo esta parte se puntualiza lo siguiente:

a) una visión compleja de la relatividad general nos ayuda a clasificar
soluciones reales y a relacionarlas unas con otras

b) Este punto de vista de la teoŕıa compleja nos ayuda a obtener
nuevas soluciones

c) También nos ayuda a encontrar bloques de construcción de nuevas
soluciones y estos se pueden usar para construir soluciones reales

d) Al final se podŕıan sumar soluciones conocidas de manera no-lineal
para obtener nuevas soluciones.
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Por otra parte, aunque se ha dedicado gran cantidad de trabajo a
este propósito puntualizado, muchos autores reconocen que falta mucho
por hacer, en este enfoque complejo de la relatividad general, para ver
nuevas soluciones de las ecuaciones de Einstein.

Un poco diferente ha sido el punto de vista del trabajo que se describe
en el caṕıtulo siguiente y que conforma la primera parte medular de
este trabajo de tesis. Se resuelven las ecuaciones clásicas de Einstein
de la Relatividad General y se ecuentran soluciones que son funciones
complejas de variable compleja, a la cuales se les impone la condición
de realidad de que el tiempo cosmológico sea real mayor que cero. En
otras palabras, para encontrar una solución particular exacta para el
modelo de universo Mixmaster fue necesario considerar que la métrica
esta integrada de funciones complejas de variable compleja.
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Caṕıtulo 3

El modelo de universo Mixmaster

y las primeras derivadas

Sin duda, resulta sumamente estimulante el estudio teórico del uni-
verso, lo es más todav́ıa, incursionar en la pretensión de responder a
preguntas tales como: ¿ Surgió el universo, realmente, de la nada?,
¿Pudo crearse el universo a śı mismo? Estas y otras preguntas han
mantenido un gran interés en la ciencia de la cosmoloǵıa. Es dif́ıcil de-
cir que tan cerca se está, en la actualidad, de poder definir el origen y
destino del universo. No obstante, se ha realizado una gran cantidad de
trabajo en esta dirección. Gran parte de la cosmoloǵıa moderna se basa
principalmente en las soluciones de las ecuaciones de Einstein para los
modelos homogéneos e isotrópicos tipo Friedmann. Entre otras cosas,
con objeto de prescindir de la suposición de condiciones iniciales espe-
ciales para estos modelos, se han incluido en el escenario los modelos
anisotrópicos. Uno de los modelos anisotrópicos más estudiados de la
cosmoloǵıa resulta ser el modelo de universo Bianchi tipo IX.

Como antes se mencionó, el modelo de universo Mixmaster es la
evolución temporal de la cosmoloǵıa Bianchi tipo IX diagonal vaćıo. Las
correspondientes ecuaciones de Einstein son[?](ver apéndice A, ecua-
ciones A78, A79, A80, A81 y A82):
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d

dt

(
da

dt
bc

)
+

1

2
(abc)−1

[
a4 − (b2 − c2)2

]
= 0

d

dt

(
a
db

dt
c

)
+

1

2
(abc)−1

[
b4 − (c2 − a2)2

]
= 0 (10)

d

dt

(
ab

dc

dt

)
+

1

2
(abc)−1

[
c4 − (a2 − b2)2

]
= 0

a−1 d2

dt2
a + b−1 d2

dt2
b + c−1 d2

dt2
c = 0 (11)

Con la transformación

X = a2 = exp[2α], Y = b2 = exp[2β],

Z = c2 = exp[2γ] (12)

y

dt = V dτ (13)

donde V = abc, substituidas en ecuaciones (10) y (11), se obtiene
que [?]:

2
d2

dτ 2α = (exp[2β]− exp[2γ])2 − exp[4α]

2
d2

dτ 2β = (exp[2γ]− exp[2α])2 − exp[4β] (14)
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2
d2

dτ 2γ = (exp[2α]− exp[2β])2 − exp[4γ]

dα

dτ

dβ

dτ
+

dγ

dτ

(
dα

dτ
+

dβ

dτ

)
=

1

4
(2

d2

dτ 2α + 2
d2

dτ 2β + 2
d2

dτ 2γ) (15)

Después de la transformación, las ecuaciones dinámicas y de cons-
tricción de Einstein se han simplificado al menos en apariencia. No
obstante, se requiere ahora darles otra forma que resulta conveniente
para la primera integración.

Dadas ecuaciones (12), ecuaciones (14) se escriben como:

2
d2

dτ 2α = [(Y − Z)−X][(Y − Z) + X]

2
d2

dτ 2β = [(X − Z)− Y ][(X − Z) + Y ] (16)

2
d2

dτ 2γ = [(X − Y )− Z][(X − Y ) + Z]

Ahora, con g1, g2 y g3 definidas de la siguiente manera:

g1 = X + Y − Z (17)

g2 = X − Y − Z (18)

g3 = −X + Y − Z, (19)

se tiene que
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2
d2

dτ 2α = g1g3

2
d2

dτ 2β = g1g2 (20)

2
d2

dτ 2γ = −g2g3

Hasta aqui, se ha logrado una aparente simplificación de las ecua-
ciones que, al menos śı las convierte en un sistema más manejable.

Una primera integral de este sistema es ecuación (15) la cual se puede
reescribir como

dα

dτ

dβ

dτ
+

dγ

dτ

(
dα

dτ
+

dβ

dτ

)
=

1

4
(g1g2 + g1g3 − g2g3) (21)

Esta ecuación es en efecto una constricción para cualquier solución
para el sistema de ecuaciones con las segundas derivadas. En este caso,
a pesar de haberse obtenido una primera integral, obtener la segunda
parece una tarea muy complicada, debido a la mezcla que se tiene de
las primeras derivadas.

Una manera de enfocar el problema de encontrar solución a este
sistema de ecuaciones es buscar F1, F2 y F3 tal que

d

dτ
F1 = g1g3
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d

dτ
F2 = g1g2 (22)

d

dτ
F3 = −g2g3

Después de una serie de consideraciones sobre la simetŕıa que pudiera
haber en las posibles derivadas parciales de las primeras integrales tales
como ∂/∂hi(dhj/dτ) = ±∂/∂hi(dhk/dτ), donde hi, hj y hk pueden ser
cualquiera de 2α, 2β, 2γ, aparte de las soluciones triviales, una posible
triada para F1, F2 y F3 parece ser

F1 =
√
−1 g2

F2 =
√
−1 g3 (23)

F3 = −
√
−1 g1

Esto como consecuencia nos permite escribir para las primeras derivadas
separadas lo siguiente

2
d

dτ
α =

√
−1 g2

2
d

dτ
β =

√
−1 g3 (24)

2
d

dτ
γ = −

√
−1 g1
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Con el fin de mostrar que tal separación satisface las ecuaciones
dinámicas de Einstein y su constricción, se deriva con respecto a τ

2
d2

dτ 2α =
√
−1 [X(2

d

dτ
α)− Y (2

d

dτ
β)− Z(2

d

dτ
γ)]

2
d2

dτ 2β =
√
−1 [−X(2

d

dτ
α) + Y (2

d

dτ
β)− Z(2

d

dτ
γ)]

2
d2

dτ 2γ = −
√
−1 [X(2

d

dτ
α) + Y (2

d

dτ
β)− Z(2

d

dτ
γ)] (25)

Para la ecuación de constricción se tiene que la substitución directa
de las primeras derivadas reproduce el miembro derecho en ecuación
(21 ).

Substituyendo (17), (18) y (19) en las primeras derivadas de (24) se
encuentra que (25) se pueden escribir como

2
d2

dτ 2α = g1g3

2
d2

dτ 2β = g1g2 (26)

2
d2

dτ 2γ = −g2g3

Con estas operaciones realizadas se demuestra que se ha obtenido
una primera integral con primeras derivadas separadas.
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Aqúı es el punto donde ha sido necesario considerar funciones com-
plejas en el proceso de integración. Al introducir el factor

√
−1 en

ecuaciones (23), se verá que esto da lugar a que X, Y, Z, τ sean fun-
ciones complejas de variable compleja. Por tanto, la variedad pasa de
4 dimensiones a una variedad de 8 dimensiones.

28



Caṕıtulo 4

A.-Las soluciones de las ecuaciones de Einstein para el
modelo de universo Mixmaster

Con el fin de obtener la segunda integral de las ecuaciones dinámicas
de Einstein, es decir, resolver el sistema (20), se requiere una relación
adicional entre los cuadrados de los factores de escala X,Y, Z.

Multiplicando por g2 la primera ecuación de (22), por g3 la segunda
y por g1 la tercera se obtiene

g2
d

dτ
F1 = g1g2g3

g3
d

dτ
F2 = g1g2g3 (27)

g1
d

dτ
F3 = −g1g2g3

Ahora se substituyen ecuaciones (23) en (26) para encontrar que

g2
d

dτ

√
−1 g2 = g1g2g3

g3
d

dτ

√
−1 g3 = g1g2g3 (28)

g1
d

dτ
−
√
−1 g1 = −g1g2g3
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consequentemente existe la relación siguente entre las derivadas de
los cuadrados de las g′s:

d

dτ
(g2)

2 =
d

dτ
(g3)

2 =
d

dτ
(g1)

2 (29)

Integrando estas expresiones se obtiene lo siguiente

(g3)
2 = (g1)

2 − 4A (30)

donde la constante de integración se elige como (−4A). Substi-
tuyendo las g’s en términos de X, Y, Z, por tanto

(−X + Y − Z)2 = (X + Y − Z)2 − 4A (31)

y

(g2)
2 = (g1)

2 + 4B (32)

donde la constante de integración se elige como (4B), por tanto

(X − Y − Z)2 = (X + Y − Z)2 + 4B (33)

Con algebra elemental, las relaciones entre los cuadrados de los fac-
tores de escala quedan como

X(Y − Z) = A
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Y (Z −X) = B (34)

Z(X − Y ) = −(A + B)

donde A y B son constantes diferentes de cero. Considerando que
sólo las primeras dos ecuaciones son independientes, se puede ver que
la tercera se obtiene de las otras dos.

Con la transformación (12) y la relación entre los cuadrados de los
factores de escala, ecuaciones (14) o (16) se pueden escribir como

[X
d2

dτ 2X − (
d

dτ
X)2]X−2 = A2X−2 −X2

[Y
d2

dτ 2Y − (
d

dτ
Y )2]Y −2 = B2Y −2 − Y 2 (35)

[Z
d2

dτ 2Z − (
d

dτ
Z)2]Z−2 = (A + B)2Z−2 − Z2

Por lo tanto, se ha logrado obtener una separación de variables en
las ecuaciones de Einstein para el modelo de universo Mixmaster. In-
tegrando este sistema de ecuaciones una vez se encuentra que

d

dτ
X = ±

√
qαX2 − A2 −X4

d

dτ
Y = ±

√
qβY 2 −B2 − Y 4 (36)

d

dτ
Z = ±

√
qγZ2 − (A + B)2 − Z4
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Con objeto de mantener la consistencia entre este sistema y ecua-
ciones (29) y (34) se debe de tener que

qα = −2A− 4B

qβ = 4A + 2B (37)

qγ = 2A + 2B

En búsqueda de simplicidad se hace que qα = 0 de modo que la
consistencia entre (37) y (34) demanda que A = −2B, qβ = −6B,
qγ = −2B por lo que la integral de la primera ecuación de (36) queda
como

∫ dX√
X4 + 4B2)

= ±
√
−1

∫
dτ (38)

Después de la integración el cuadrado del factor de escala es

X = −
√

2B
√
−1JacobiSN [±

√
2B
√
−1(τ − τ0),−1] (39)

donde τ0 es una constante de intgración.

Los cuadrados de los factores de escala Y, Z resultan simplificados
cuando se expresan en términos de X como:

Y =
−2B + X2 ±

√
X4 + 4B2

2X
(40)
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Z =
X(−2B + X2 ±

√
X4 + 4B2)

2(−2B ±
√

X4 + 4B2)

B.-Condiciones de Realidad y algunas consecuencias

Cuando se obtienen soluciones complejas, al resolver sistemas lineales
de ecuaciones diiferenciales, es de esperarse que tanto la parte real
asi como la parte imaginaria de estas soluciones satisfagan a las ecua-
ciones diferenciales. En este mismo razonamiento, el significado f́ısico
y matemático de ambas partes, real e imaginaria, se puede determinar
normalmente de manera directa.

En sistemas no-lineales de ecuaciones diferenciales con soluciones
complejas, la situación cambia radicalmente. Las partes real e ima-
ginaria, independientes, no satisfacen a las ecuaciones diferenciales de
donde se originaron. Establecer el significado estructural de las solu-
ciones complejas se vuelve dif́ıcil y manejar el concepto de parte real y
parte imaginaria al mismo tiempo se torna complicado.

Por esta circunstancia, en el caṕıtulo 3 se explica parte del desarrollo
del aparato teórico y matemático que se ha intentado establecer con el
fin de encontrar soluciones en la Relatividad General Compleja que
se puedan relacionar adecuadamente con el tipo de soluciones tradi-
cionales. Esto no se ha podido lograr de manera definitiva todav́ıa.
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No obstante en parte de este trabajo, se propone que las soluciones
encontradas aqúı, funciones complejas de variable compleja tengan, al
menos, una condición de realidad, apegada a un aspecto f́ısico de la
teoŕıa que resulta ser el tiempo cosmológico.

En general, de acuerdo a los resultados previos, X, Y, Z, y V son
funciones complejas de la variable compleja τ . Con

τ = τ1 +
√
−1 τ2 (41)

Una condición de realidad en este caso podŕıa ser una integral real de
la ecuación (13), es decir, con t ≥ 0 real, integrado sobre un contorno
C en el plano definido por τ1 y τ2

t = ±
∫
C

√
XY Zdτ (42)

Definiendo

f(τ) =
√

XY Z = u(τ1, τ2) +
√
−1 ν(τ1, τ2) (43)

la condición de realidad resulta ser

∫
C

(νdτ1 + udτ2) = 0 (44)

Es posible imponer otras condiciones de realidad sobre los factores de
escala y sobre el volumen. En el caso presente, estas variables resultan
entidades con dos grados de libertad.
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Ahora se verá un ejemplo en el cual se fuerza a que X y τ sean
variables reales. Con B =

√
−1 se encuentra que

X =
√

2JacobiSN [±
√

2(τ − τ0),−1] (45)

donde, para τ real, X resulta real. Los cuadrados de los factores de
escala Y , Z y por tanto V resultan ser funciones complejas de variable
real. La parte imaginaria de

√
Y Z sólo se anula si X = 0. Esto conduce

a soluciones triviales. Entonces, X 6= 0 conlleva que t sea la integral de
una función compleja de variable real y t resulta ser una función de la
misma naturaleza.

En este punto, se hace notar que en la teoŕıa clásica de la relatividad
general de Einstein se tiene una variedad de cuatro dimensiones. Ahora,
se muestra que en las ecuaciones de Einstein para el modelo de universo
Mixmaster la variedad puede tener dos dimensiones para el tiempo
logaŕıtmico y seis dimensiones espaciales, un total de ocho dimensiones
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Caṕıtulo 5

El modelo de universo de Taub

y las nuevas soluciones

En esta segunda parte, del trabajo de tesis, se encuentran nuevas
soluciones para el modelo de universo de Taub. Estas soluciones son
diferentes a las que se obtendŕıan con la simple simplificación geométrica
de las ya obtenidas para el universo Mixmaster. Esto, probablemente
se deba a que ahora śı se realiza una integración del sistema de ecua-
ciones de Einstein. La solución conocida, probablemente sea producto
de una suposición de la solución, que satisface al sistema, que resulta
ser sólo una solución particular. También, se puede ver que la solución
compleja, para el universo de Taub, que se obtiene a través de una
simplificación de la del modelo de universo Mixmaster, resulta ser otra
solución particular distinta de la solución conocida.

Aunque también en esta parte, en algún momento se presupone una
función matemática que satisface al sistema de ecuaciones de Einstein
en segundas derivadas, tal como se hizo en la primera parte para el mo-
delo de universo Mixmaster, ahora la función matemática parece tener
un caracter más deductivo. Esto trae como consecuencia un proceso de
integración que conlleva a una solución más general.

Todo este análisis, al final indica que existe otra solución distinta de
la que se encontró en la primera parte de este trabajo para el modelo
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de universo Mixmaster. En un futuro, se puede encontrar una solución
más general, para este modelo, que incluya soluciones reales a las cuales
se les pueda encontrar un sentido f́ısico a la manera tradicional.

El sistema de ecuaciones (10) y (11), con b = c constituye el modelo
de universo de Taub [?]- [?]. Las ecuaciones correspondientes son:

d

dt

(
da

dt
b2
)

+
1

2
(ab2)−1

[
a4
]
= 0 (46)

d

dt

(
a
db

dt
b

)
+

1

2
(ab2)−1

[
2a2b2 − a4

]
= 0 (47)

a−1 d2

dt2
a + 2b−1 d2

dt2
b = 0 (48)

De ecuación (46) integrando una primera vez se obtiene,

(
da

dt
b2
)

= ±1

2

√
A2 − a4 (49)

donde A es una constante.

Con las transformaciones (12) y (13) en estas ecuaciones de Taub se
obtiene [?]:

2
d2

dτ 2α = − exp[4α] = Rα

2
d2

dτ 2β = 2
d2

dτ 2γ = exp[4α]−
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2 exp[2α] exp[2β] = Rβ = Rγ (50)

2
dα

dτ

dβ

dτ
+ (

dβ

dτ
)2 =

1

4
(Rα + 2Rβ) (51)

En estas ecuaciones se definen las ”curvaturas parciales” Rα, Rβ, Rγ

las cuales en última instancia son funciones de la variable τ .

Una solución conocida del modelo de universo de Taub se puede
escribir como:

a2 = Asech(Aτ)

b2 =
1

4
a−2A2sech2(Aτ/2) (52)

Esta solución produce un volumen V y una tri-curvatura R = Rα +
2Rβ dados como:

V = A3/21

4
sech−

1
2 (Aτ)sech2(Aτ/2) (53)

R = A2sech2(Aτ)− A2sech2(Aτ/2) (54)

Las curvas para los factores de escala, a y b, el volumen y la tri-
curvatura se muestran en la figuras 1, 2, 3 y 4 respectivamente. En este
caso particular la tri-curvatura no cambia de signo, siempre permanece
con valores negativos.
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Figura 1.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío en el tiempo
logarítmico. La curva corresponde al cuadrado del factor de escala a2. El
punto de máxima expansión se da para  = 0. Este caso se calculó para A = 1.

39



-10 -5 5 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Figura 2.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío en el tiempo
logarítmico. La curva es el cuadrado del factor de escala b2. El punto de
máxima expansión que se da para el cuadrado del factor de escala a2, aquí
corresponde con el mínimo de b2. Este caso se  calcula para A = 1.
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Figura 3.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío en el tiempo
logarítmico. La curva representa al volumen V . El punto de máxima
expansión se da para  = 0 donde el volumen V alcanza un máximo. Este caso
corresponde a A = 1.
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Figura 4.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío en el tiempo
logarítmico. La curva representa la tri-curvatura R que caracteriza este
universo con R siempre negativa. El punto de máxima expansión que se da
para  = 0 cuando el volumen V alcanza un máximo, la tricurvatura se hace
cero. Este caso se calcula para A = 1.
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Parece ser muy dificil encontrar la solución general de la segunda
ecuación de (50). No obstante, una estrategia particular consiste en
considerar a las ecuaciones dinámicas como un todo:

Eliminando el tiempo logaŕımico de la solución conocida (52), se
encuentra una relación entre los factores de escala

b2 = (2(A + a2))−1A2 (55)

Esta relación deberá ser satisfecha también por los factores de escala
como funciones del tiempo cosmológico.

Por otra parte, se puede mostrar que las expresiones

F1 = 2
da

dt
b2 = ±(A2 − a4)

1
2 (56)

F2 = 2ab
db

dt
= −F1± (A2 − 4a2b2)

1
2 (57)

satisfacen el sistema de ecuaciones (46), (47) y (48), es decir

dF1

dt
= −a3/b2 (58)

dF2

dt
= a3/b2 − 2a (59)

Por tanto, el cociente de las ecuaciones (56) y (57) conduce a
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da/(a(A2 − a4)
1
2 ) = dQ/(Q(A2 − 4Q2)

1
2 ) (60)

donde Q = ab.

Integrando ecuación (60) se obtiene

((2A + 2(A2 − a4)
1
2 )/a2)

1
2 =

(B/8)
1
2 ((2A + 2(A2 − 4a2b2)

1
2 )/ab) (61)

donde la constante de integración aqúı se toma, convenientemente
, como (B/8)

1
2 . De este resultado se obtiene b2 y por tanto, se ha

encontrado una familia de soluciones más general para el universo de
Taub

a2 = Asech(Aτ)

b2 = AB[1 + tanh(Aτ)]/(1+

tanh(Aτ) + Bsech(Aτ))2 (62)

Con B = 1, se puede ver que la nueva familia de soluciones reproduce
la solución conocida (52) y (55). Gráficas de ecuación (62) se muestran
en las figura 5 y 6.
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Figura 5.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío, en el tiempo
logarítmico, con las nuevas soluciones. La curva es el factor de escala al
cuadrado b2, con A = 1 y B = 5. Al introducir la constante B  1 se produce
una asimetría con respecto al eje vertical, ausente en la solución conocida de
la figura 1.
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Figura 6.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío, en el tiempo
logarítmico, con las nuevas soluciones. La curva representa al factor de escala
al cuadrado b2, con A = 1 y B = 0.5. Al introducir la constante B  1 se
produce una asimetría con respecto al eje vertical, ausente en la solución
conocida de la figura 1.
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Caṕıtulo 6

El modelo de universo de Taub

vaćıo como universo acelerado

A través de la observación de explosiones de supernovas lejanas, se
ha encontrado evidencia de la expansión acelerada del universo actual.
Albert Einstein en 1917, introdujo en sus ecuaciones de la relatividad
general, un término adicional caracterizado por la llamada constante
cosmológica. Esta constante, representa una fuerza, llamada de vaćıo
con la que, según Einstein, evitaŕıa el colapso del universo predicho por
sus ecuaciones, un requisito indispensable para la idea que prevalećıa
en aquel entonces, un universo quieto e inmutable.

No obstante todo ésto, Alexander Friedmann, entre otros poste-
riormente, demostró que solamente un universo en constante cambio
es consistente con las ecuaciones de la relatividad general y al parecer
es justo lo que indican las observaciones. Esto hizo que la constante cos-
mológica desapareciera del panorama cient́ıfico hasta fines de la década
de 1990 en que reaparece, con el escenario del universo acelerado de la
enerǵıa obscura, también llamada quintaesencia, totalmente diferente
a la también extraña, materia obscura.

Las ecuaciones de campo modificadas por Einstein son( ver apéndice
A)
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Gµν + Λgµν = kTµν (63)

donde Λ representa a la constante cosmológica.

Esta fuerza adicional( enerǵıa obscura ), que da origen al universo
acelerado, actúa según se dice, sobre el espacio mismo más que sobre
la materia. A venido a constituir otro de los enigmas del universo, ya
que, como opinan algunos investigadores, hasta la fecha sólo hemos sido
capaces de nombrarla, puede ser la enerǵıa de la nada o la influencia de
dimensiones espaciales ocultas. Algunos cosmólogos dicen que, se sabe
qué cosa hace la enerǵıa obscura, es repulsiva como la antigravedad.
Pero no es una fuerza en el sentido de que no depende de las propiedades
de las part́ıculas mismas. Es una fuerza que actúa directamente sobre
el espacio. Al final, se comenta, estas respuestas han generado más
preguntas de las que se teńıan.

En este caṕıtulo se intenta mostrar que el universo vaćıo de Taub se
puede considerar como un universo acelerado positivamente. Quizá, un
universo vaćıo no califique de manera adecuada como universo acelerado
positivamente. No obstante, se puede probar que el efecto antigravi-
tatorio que se va a describir para el universo vaćıo de Taub, también
aparece en el universo de materia ŕıgida de Taub con p = ρ. Esto
contradice las mediciones en supernovas, anisotroṕıa en la radiación
cosmológica de fondo, estructuras de gran escala y también a las de-
terminaciones de densidad de materia que predice que p = −ρ [?]. En
el caso aqúı considerado, se va a mostrar que en el universo vaćıo, la
tri-curvatura es suficiente para producir el efecto citado.
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Con el fin de exhibir el fenómeno antigravitatorio en el universo de
Taub, se puede utilizar la ecuación de volumen en los modelos Bianchi.
En el caso presente, esto se puede generalizar introduciendo una re-
presentación del ’factor de escala’ promedio geométrico (ln V ) en la
ecuación de volumen en los modelos de universo Bianchi,

2
d2

dτ 2 (ln V ) = R (64)

Se puede observar en la figura 4, que el universo de Taub vaćıo, con
la solución conocida, tiene siempre una tri-curvatura R negativa, esto
da lugar a una ’fuerza restauradora’, como la gravedad, en el sistema
representado por ecuación (64). Ahora, con las nuevas soluciones, se
puede mostrar que, en el modelo de universo de Taub vaćıo, se tiene
una aceleración positiva(antigravedad), es decir, R es mayor que cero,
al menos en una parte importante del intervalo de τ .

Con la nueva familia de soluciones ecuaciones (53) y (54) se pueden
escribir ahora como

V = AB(Asech(Aτ))
1
2 [1 + tanh(Aτ)]/

(1 + tanh(Aτ) + Bsech(Aτ))2 (65)

R = A2sech2(Aτ)− 4A2Bsech(Aτ)[1 + tanh(Aτ)]/

(1 + tanh(Aτ) + Bsech(Aτ))2 (66)
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Los casos en los que la expresión (66) aparece con signo positivo, en
una parte del dominio de τ , son aquellos en los cuales el fenómeno de
la antigravedad esta presente, es decir, aquellos con B 6= 0, 1.

Las figuras 7 y 8 muestran el volumen y la tri-curvatura respectiva-
mente, determinados por ecuaciones (65) y (66). El volumen de estos
universos acelerados es tal que el área bajo la curva versus el tiempo
cosmológico, resulta mayor que la correspondiente de la solución cono-
cida. Esto es como consecuencia de la parte positiva, relativamente
grande, de R.

Por otra parte, cabe aclarar que lo positivo de R proviene exclusi-
vamente del miembro derecho de la ecuación diferencial para el factor
de escala b. Al modificarse b2 con las nuevas soluciones se tiene ahora
esta posibilidad. La solución de la ecuación diferencial para el factor de
escala a no se modifica, sigue siendo una parte de la nueva solución la
solución conocida. Por tanto, es posible afirmar que al menos, en una
fracción importante del tiempo logaŕıtmico, la anisotroṕıa del universo
se ve fuertemente perturbada, debido, entre otras cosas, a que la cur-
vatura del universo sólo acelera positivamente a dos de los tres factores
de escala(b, c).

Aunque existe cierta simetŕıa, en cuanto a los casos con valores de
B > 1 y valores de B < 1, es relativamente simple apreciar el efecto en
el primer caso, pero no es tan simple para el segundo. Cuando B > 1,
las condiciones iniciales son tales que el universo se aproxima al origen,
en figura 5, con un factor de escala b reducido, en comparación a aquel
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de la figura 2. El efecto acelerante sobre b, que se manifiesta de manera
preponderante cerca del origen, hace que b se incremente de manera
importante en esta región. Cuando B < 1, las condiciones iniciales
ahora diferentes, son tales que el universo, en puntos cercanos al origen,
se encuentra con un factor de escala b incrementado, en comparación
a aquel de la figura 2. El efecto acelerante sobre b hace que la tasa de
reducción del valor del factor de escala al acercarse al origen cambie.
Es decir, la tasa de reducción prácticamente se hace cero después del
punto τ = 0. El factor de escala ya no decrece y esto se debe al efecto
acelerante de la parte positiva de R.
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Figura 7.- Evolución en el tiempo logarítmico del volumen V de acuerdo a las
nuevas soluciones en el universo de Taub vacío, con A = 1 y B = 4, que se
puede comparar con el volumen V de la solución conocida de la figura 3. El
área bajo la curva es mayor ahora y se ha perdido la simetría, con respecto al
eje vertical de la solución conocida.
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Figura 8.- Evolución en el tiempo logarítmico de la tri-curvatura R, con A = 1
y B = 4, de acuerdo a las nuevas soluciones en el universo de Taub vacío,
muestra una parte positiva y una gran asimetría que no aparecen en la figura 4.

53



Caṕıtulo 7

El modelo de universo de Taub

vaćıo y el fenómeno de la Inflación
Según la teoŕıa de la inflación [?], nace el universo y después de una

pequeñ́ısima fracción de segundo, el universo se encuentra en un es-
tado inestable, con un exceso de enerǵıa que dio lugar a un crecimiento
exponencial(del orden de 1050 veces) de los factores de escala del uni-
verso. Se afirma que este proceso tuvo lugar de 10−37 a 10−34 del primer
segundo.

Existen actualmente muchas versiones diferentes del escenario del
universo inflacionario. La principal caracteristica de todas estas ver-
siones, algunas veces llamada el paradigma inflacionario, es la exis-
tencia de una etapa en la evolución en la cual el universo se expande
exponencialmente( o casi-exponencialmente ) mientras se encuentra en
un estado de vaćıo que contiene algunos campos clásicos homogéneos,
pero sin o casi sin part́ıculas. Después de esta etapa de inflación, este
estado inicial de vaćıo decae a un estado conteniendo part́ıculas. Las
part́ıculas interaccionan entre śı y después se establece el equilibrio
termodinámico volviendo al universo extremadamente caliente [?].

Como es sabido lo que condujo, principalmente, a establecer la teoŕıa
de la inflación, fué el intento de resolver problemas de los modelos de
universo tales como: el problema de la planidad, horizonte, homogenei-
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dad, Singularidad, formación de galaxias y el problema de la unicidad.

Una maneras de formular estos problemas es:

a) Singularidad. Es el estado de densidad infinita en el cual el uni-
verso nace al tiempo t = 0.

b) Planidad. De acuerdo a la teoŕıa de la Relatividad General, la
geometŕıa del universo es, en general, diferente de la geometŕıa Eucli-
diana del espacio plano. El universo puede ser cerrado, en la manera
en que la superficie de una esfera es cerrada. El parámetro de longi-
tud natural en relatividad general(lp =radio de Schwarzschild para la
masa de Planck) es la longitud de Planck. Por tanto, se debeŕıa tener
un espacio muy curvo, t́ıpicamente radios de curvatura del órden de
10−33cm. Sin embargo, se ve que el universo real es plano a escalas de
1028cm, el radio de la parte observable del universo.

c) Horizonte. ¿Porqué diferentes regiones del universo causalmente
desconectadas iniciaron su expansión simultaneamente (en t = 0)?.

d) Homogeneidad. Observaciones astronómicas muestran que a es-
cala muy grande el universo es extremadamente homogéneo. Sin em-
bargo a muchisimo menor escala es también extremadamente inho-
mogéneo. ¿Porqué el universo es de esta manera?.

e) Formación de galaxias. ¿Qué dio lugar a al formación de las gala-
xias?.
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f) El problema de la unicidad. Este problema fue enunciado origi-
nalmente por Einstein, aproximadamente de ésta manera: En lo que
yo realmente estoy interesado es en saber si Dios pudo haber creado al
universo de otra manera.

Todos estos problemas( y otros no mencionados ) son muy dif́ıciles
de resolver, fuera de la teoŕıa de la inflación. Dentro de ésta teoŕıa,
uno tras otro se han ido resolviendo, ya sea completamente o al menos
relajados en el contexto de la inflación.

Es poco probable que con un universo como el Taub vaćıo se puedan
explicar algunos de los problemas enunciados. Esto debido a las part́ıcu-
las y a la materia involucradas en el fenómeno inflacionario. No obs-
tante, existen otros problemas con la teoŕıa de la inflación, en parti-
cular, uno de tipo causal. El mismo Alan Guth se refiere a la inflación
como una idea básica muy atractiva, pero no se sabe a ciencia cierta
el mecanismo que la impulsa. Por otra parte, también se desconoce el
mecanismo mediante el cual se detiene la inflación. Estos problemas se
resuelven con el universo de Taub, ya que la aceleración, en este modelo
aparece y se detiene de manera natural, es decir, sin incluir mecanismo
adicionales. Esto se explica, con algún detalle a continuación:

Se puede mostrar que las soluciones, ecuaciones (62), se pueden ree-
scribir

a2 = Asech(Aτ + τ0)
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b2 = AB[1 + tanh(Aτ + τ0)]/(1+

tanh(Aτ + τ0) + Bsech(Aτ + τ0))
2 (67)

donde τ0 es una constante de integración.

Esto significa que de acuerdo con el valor de esta constante, se sitúan
los acontecimientos importantes, cerca o lejos del origen de la variable
τ . En otras palabras, con un valor adecuado de τ0 se puede poner la
etapa de universo acelerado del modelo de Taub, al principio de todo.

El caso mostrado en la figura 9, denota un crecimiento casi-exponen-
cial del cuadrado del factor de escala b, en un tiempo relativamente
corto. También se aprecia un crecimiento posterior, el cual se puede
considerar moderadamente acelerado.

Buscando sólo una comparación con el modelo inflacionario, se puede
decir que el modelo de universo de Taub vaćıo tiene una etapa infla-
cionaria y una etapa posterior de aceleración más moderada.

Una argumentación todav́ıa más importante, con respecto a la in-
flación, es que en el modelo de Taub, la etapa inflacionaria y la de
crecimiento de aceleración moderada aparecen y desaparecen de ma-
nera natural en el modelo. No se requiere la constante cosmológica
ni otro artificio adicional en el modelo que produzca esta aceleración
antigravitatoria.

57



Por otra parte, la gran anisotroṕıa que aparece en esta etapa de
universo acelerado, no desaparece sino que se refuerza al final de los
tiempos. Se puede mostrar que en el modelo de Taub con materia
ŕıgida(p = ρ) [?], existe la posibilidad de tener también antigravedad,
producida por la materia junto con anisotroṕıa.

Dentro de la teoŕıa de la inflación, existe el llamado ’́ındice espectral’
que indica la dependencia de la escala de las perturbaciones del espectro
de densidad. Diferentes modelos de inflación predicen diferentes valores
para este ı́ndice espectral. Debido a que este ı́ndice se puede observar
con gran exactitud, se puede utilizar para discriminar entre diferentes
modelos de inflación. En el aspecto inflacionario aqui descrito en el
modelo de universo de Taub, además de ser un universo vaćıo, no se
tiene un potencial que impulse la inflación, tampoco un campo escalar
dentro del modelo mismo. Tanto el campo escalar como el potencial
entran en la definición del espectro de las perturbaciones de la curvatura
PR(k) [?], [?].
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Figura 9.- Evolución del modelo de universo de Taub vacío, en el tiempo
logarítmico, con las nuevas soluciones.La curva muestra el efecto de la tri-
curvatura sobre b2. Cuando A = 4 y B = 104 resulta en un incremento
substancial, casi-exponencial (I), en un tiempo relativamente corto.
Posteriormente se tiene una etapa de crecimiento acelerado moderado (II).
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Caṕıtulo 8

Comentarios y Conclusiones

A.-Relatividad General Compleja

La primera parte del análisis descrito en este trabajo, denota la exis-
tencia de una clase de soluciones exactas no triviales de las ecuaciones
de Einstein para el modelo de universo Mixmaster, y por tanto, la exis-
tencia de la tan largamente debatida integrabilidad de este modelo. En
otras palabras, sin recurrir a la extensión compleja t́ıpica en problemas
tales como la ecuación de Laplace, se ha encontrado una familia de
soluciones que pertenece a la Relatividad General Compleja.

No es inusual que los sistemas de ecuaciones lineales presenten solu-
ciones complejas de variable real. El presente procedimiento muestra
que en Relatividad General Compleja, donde las ecuaciones son no li-
neales, se encuentran soluciones que son funciones complejas de variable
compleja.

En cuanto a las condiciones de realidad que se han de imponer a las
soluciones de la Relatividad compleja ha sido un asunto de frecuente
discusión. Hasta el momento, es un punto insuficientemente entendido.
En el caso presente se puede argumentar que los cuadrados de los fac-
tores de escala del modelo Mixmaster resultan ser funciones con una

60



dimensión adicional, es decir, con dos grados de libertad. Podemos
afirmar que los factores de escala resultan entidades bidimensionales.
Por tanto, los factores de escala usualmente uni-dimensionales apare-
cen ahora contenidos en un espacio-tiempo con tiempo logaŕıtmico bi-
dimensional.

De la misma manera que el tiempo logaŕıtmico, resulta que los fac-
tores de escala encontrados también tienen dos grados de libertad. Esto
significa que la variedad de cuatro dimensiones a pasado a ser de ocho
dimensiones.

Las condiciones de realidad en el presente caso se pueden imponer de-
mandando un tiempo cosmológico real y positivo. Esto, sin duda limita
el espacio de la métrica. Sin embargo, encontrar tanto el significado
f́ısico de los factores de escala como la descripción de la evolución tem-
poral del universo en las variables del tiempo cosmológico resulta prac-
ticamente imposible debido a la dificultad que presentan las integrales
correspondientes. Esto nos obliga a resignarnos con la descripción en
las variables del tiempo logaŕıtmico.

B.-El universo de Taub y el fenómeno de la antigravedad

Desarrollando una estrategia particular de separación de variables, se
ha obtenido una nueva familia de soluciones para el modelo de universo
de Taub vaćıo. Esta familia de soluciones incluye, como caso particular,
las soluciones ya conocidas.
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Una caracteristica notable de esta nueva familia de soluciones en-
contrada en este trabajo, es la existencia de un efecto acelerante. En-
tre otras causas, indudablemente que esta caracteristica de las nuevas
soluciones esta relacionada con las condiciones iniciales del universo.
Además, se debe de hacer notar, la contribución adicional de la geo-
metŕıa através de la curvatura, contenida en las expresiones anaĺıticas
de las nuevas soluciones. En otras palabras, el volumen del universo en
este modelo, dado en ecuación (65), tiene un factor que multiplica por
la raiz cuadrada de la función hiperbólica, que hace que el resto de la
función sólo contribuya significativamente en la proximidad del origen.
Por lo tanto, las condiciones iniciales resultan cŕıticas, tanto para los
factores de escala como para el volumen. La constante B, en todo caso
determina los factores geométricos de la solución y como consecuencia
la preponderancia temporal en cada caso.

Otro aspecto importante que se menciona del universo de Taub, en
este trabajo, es su relación que tiene con la inflación. En cierto modo,
el universo de Taub puede acercarse a un crecimiento inflacionario en
un tiempo relativamente corto. También, posterior a esta etapa, se
tiene un crecimiento acelerado moderado, que se podŕıa relacionar con
el periodo del universo real donde figura la enerǵıa obscura.

Finalmente, no deja de sorprender que las ecuaciones de la Rela-
tividad General, sin constante cosmológica ni potenciales adicionales,
incluyan de alguna manera antigravedad, es decir, el universo acelerado.
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Apéndice A

Universo Bianchi tipo IX

En este apéndice se calculan las ecuaciones de Einstein de la relativi-
dad general, dinámicas y de constricción, para el modelo de universo
Bianchi tipo IX.

El espacio tri-dimensional de este modelo es un espacio anisotrópico
homogéneo. El universo tiene diferentes dimensiones en tres direcciones
ortogonales, caracterizadas respectivamente por las funciones a(t), b(t)
y c(t).

A partir de las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General

Gµν = Rµν − 1
2gµνR = kTµν (A1)

donde Gµν es el tensor de Einstein, Rµν es el tensor de Ricci, R es
el escalar de Ricci, Tµν es el tensor de esfuerzo-enerǵıa y k es una
constante; se obtienen las ecuaciones dinámicas y la llamada ecuación
de constricción, para el vaćıo, en este modelo de universo, de la siguiente
manera:

Se requiere calcular los coeficientes de las formas de conexión, el
tensor de curvatura de Riemann para una métrica en cualquier base.
Los pasos a seguir se pueden puntualizar como [?]
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i) se establecen formas de conexión

ii) se utiliza la primera ecuación de Cartan

iii) se utiliza la segunda ecuación de Cartan

iv) se obtienen las ecuaciones de Einstein para el modelo Bianchi
tipo IX

Con ξα vectores Killing, {Xα} es una base invariante de modo que
[ξα, Xα] = 0, {ωα} es la base dual de {Xα}, [ξα, ξβ] = Cγ

αβξγ , [Xα, Xβ] =
Cγ

αβXγ y dωα = 1
2C

α
βγω

β ∧ ωγ definen las constantes de estructura Cα
βγ,

{xα} es el sistema de coordenadas para expresar los vectores con la base
coordenada {∂α} donde ∂α ≡ ∂/∂xα, y la base dual es {dωα}.

Para este modelo de universo las constantes de estructura son [?]

C1
23 = −C1

32 = 1, C2
31 = −C2

13 = 1,

C3
12 = −C3

21 = 1 (A2)

las restantes constantes de estructura son

Cα
βγ = 0 (A3)
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Los vectores Killing son

ξ1 = ∂2 (A4)

ξ2 = cosx2∂1 − cotx1senx2∂2+

senx2∂3/senx1 (A5)

ξ3 = −senx2∂1 − cotx1cosx2∂2+

cosx2∂3/senx1 (A6)

La base invariante es

X1 = −senx3∂1 + cosx3∂2/senx1−

cotx1cosx3∂3 (A7)

X2 = cosx3∂1 + senx3∂2/senx1−

senx3cotx1∂3 (A8)

65



X3 = ∂3 (A9)

La base dual de {Xα} es

ω1 = −senx3dx1 + senx1cosx3dx2 (A10)

ω2 = cosx3dx1 + senx1senx3dx2 (A11)

ω3 = cosx1dx2 + dx3 (A12)

las 2-formas son

dω1 = ω2 ∧ ω3, dω2 = ω3 ∧ ω1,

dω3 = ω1 ∧ ω2 (A13)

Con la métrica

ds2 = −dt2 + gijω
iωj (A14)
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diagonalizada, se puede escribir

ds2 = −dt2 + a(t)2(dx1)2+

b(t)2(dx2)2 + c(t)2(dx3)2 (A15)

Ahora se cambia la base para pasar a la métrica del espacio de
Minkowski

Y0 = ∂0 = ∂/∂ t, Y1 = 1/a(t)X1,

Y2 = 1/b(t)X2, Y3 = 1/c(t)X3 (A16)

Se calculan las nuevas constantes de estructura con

[Yα, Yβ] = Cγ
αβYγ (A17)

y resulta

C1
01 = −ȧ/a, C0

01 = C2
01 = C3

01 = 0 (A18)

C2
02 = −ḃ/b, C0

02 = C1
02 = C3

02 = 0 (A19)
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C3
03 = −ċ/c, C0

03 = C1
03 = C2

03 = 0 (A20)

C3
12 = c/(ab), C0

12 = C1
12 = C2

12 = 0 (A21)

C2
13 = −b/(ac), C0

13 = C1
13 = C3

13 = 0 (A22)

C1
23 = a/(bc), C0

23 = C2
23 = C3

23 = 0 (A23)

Ahora se obtienen relaciones entre las fómulas de conexión

σµν + σνµ = 0 (A24)

con {σα} la base dual de {Yα} y con gαβ = const

para µ = ν se tiene

σµµ + σµµ = 2σµµ = 0 (A25)

σµ
µ = 0 (A26)
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σµ
µ = Γµ

µ0σ
0 + Γµ

µ1σ
1 + Γµ

µ2σ
2 + Γµ

µ3σ
3 = 0 (A27)

por tanto

Γµ
µα = 0 (A28)

Considerando los restantes valores de los ı́ndices y con

σαβ + σαβ = gαβσ
α
β + gαβσ

β
α (A29)

los śımbolos de Christoffel resultantes son

Γ0
iα = Γi

0α (A30)

Γi
jα = −Γj

iα (A31)

Γ0
11 = Γ1

01 = ȧ/a (A32)

Γ0
10 = Γ0

12 = Γ1
02 = Γ0

13 = Γ1
03 =
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Γ0
21 = Γ2

01 = Γ0
02 = 0 (A33)

Γ0
22 = Γ2

02 = ḃ/b (A34)

Γ0
23 = Γ2

03 = Γ0
31 = Γ3

01 = Γ0
32 =

Γ3
02 = Γ0

33 = Γ3
03 = 0 (A35)

Γ1
33 = Γ3

13 = Γ2
30 = Γ3

20 = Γ2
32 =

Γ3
22 = Γ2

33 = Γ3
23 = 0 (A36)

Γ1
20 = Γ2

10 = Γ1
21 = Γ2

11 = Γ1
22 =

Γ2
12 = Γ1

00 = Γ3
03 = 0 (A37)

Γ2
00 = Γ0

20 = Γ2
01 = Γ0

21 = Γ2
20 =
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Γ2
30 = Γ3

20 = 0 (A38)

Γ1
23 = −Γ2

13 = (−a2 − b2 + c2)/(2abc) (A39)

Γ2
31 = −Γ3

21 = (a2 − b2 − c2)/(2abc) (A40)

Γ3
12 = −Γ1

32 = (−a2 + b2 − c2)/(2abc) (A41)

Γ3
00 = Γ0

30 = Γ3
10 = Γ1

0 = Γ3
11 = Γ1

31 = 0 (A42)

De las formas de conexión se tiene que

σ0
0 = 0 (A43)

y con expresiones del tipo

σ0
1 = Γ0

10σ
0 + Γ0

11σ
1 + Γ0

12σ
2+

Γ0
13σ

3 = σ1
0 = (ȧ/a)σ1 (A44)

se tiene
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σ0
2 = σ2

0 = (ḃ/b)σ2 (A45)

σ0
3 = σ3

0 = (ċ/c)σ3 (A46)

σ1
2 = −σ2

1 = (−a2 − b2 + c2)/(2abc)σ3 (A47)

σ1
3 = −σ3

1 = (a2 − b2 + c2)/(2abc)σ2 (A48)

σ2
3 = −σ3

2 = (a2 − b2 − c2)/(2abc)σ3 (A49)

Primera ecuación de Cartan

dσµ = −σµ
ν ∧ σν (A50)

substituyendo en esta ecuacón se obtiene

dσ0 = 0 (A51)

dσ1 = (ȧ/a)σ0 ∧ σ1 − a2/(abc)σ2 ∧ σ3 (A52)
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dσ2 = (ḃ/b)σ0 ∧ σ2 + b2/(abc)σ1 ∧ σ3 (A53)

dσ3 = (ċ/c)σ0 ∧ σ3 − c2/(abc)σ1 ∧ σ2 (A54)

Las formas de curvatura son

Θµ
ν = dσµ

ν + σµ
α ∧ σα

ν (A55)

Substituyendo en esta ecuación se tiene que

Θ0
0 = 0 (A56)

Θ0
1 = (ä/a)σ0 ∧ σ1 + [−a2(2ȧ/a) + (a2 + b2 − c2)ḃ/b+

(a2 − b2 + c2)ċ/c]σ2 ∧ σ3/(2abc) (A57)

Θ0
2 = (b̈/b)σ0 ∧ σ2 + [b2(2ḃ/b) + (−a2 − b2 + c2)ȧ/a+
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(a2 − b2 − c2)ċ/c]σ1 ∧ σ3/(2abc) (A58)

Θ0
3 = (c̈/c)σ0 ∧ σ3 + [−c2(2ċ/c) + (−a2 + b2 + c2)ḃ/b+

(a2 − b2 + c2)ȧ/a]σ1 ∧ σ2/(2abc) (A59)

Ahora, como σα
α = 0 se encuentra que

Θα
α = 0 (A60)

y con σ0
α = σα

0 y σi
j = −σj

i se tiene que

Θ0
α = Θα

0 (A61)

y

Θi
j = Θj

i (A62)

además
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Θ1
2 = [(−a2 − b2 + c2)· + (−a2 − b2 + c2)ċ/c]

σ0 ∧ σ3/(2abc) + [2(ȧ/a)(ḃ/b)c−

c2(−a2 − b2 + c2)/(abc) + (a2 − b2 + c2)(a2 − b2

−c2)/(2abc)]σ1 ∧ σ2/(2abc) (A63)

Θ1
3 = [(a2 − b2 + c2)· + (a2 − b2 + c2)ḃ/b]

σ0 ∧ σ2/(2abc) + [2(ȧ/a)(ċ/c)c−

b2(a2 − b2 + c2)/(abc) + (−a2 − b2 + c2)(−a2 + b2

+c2)/(2abc)]σ1 ∧ σ3/(2abc) (A64)

Θ2
3 = [(a2 − b2 − c2)· + (a2 − b2 − c2)ȧ/a]

σ0 ∧ σ1/(2abc) + [2(ḃ/b)(ċ/c)c− a2(a2 − b2

−c2)/(abc) + (−a2 − b2 + c2)(a2 − b2
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+c2)/(2abc)]σ2 ∧ σ3/(2abc) (A65)

La segunda ecuación de Cartan es

Θµ
ν = 1

2R
µ
νστσ

σ ∧ στ (A66)

Substituyendo las expresiones anteriores y con µ = ν = 0 se tiene
que

R0
0ij = −R0

0ji = 0 (A67)

Con los restantes indices µ y ν se tiene

R0
101 = −R0

110 = ä/a (A68)

R0
202 = −R0

220 = b̈/b (A69)

R0
303 = −R0

330 = c̈/c (A70)
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Ri
ikl = 0 (A71)

R1
203 = −R1

230 = [(−a2 − b2 + c2)·+

(−a2 − b2 + c2)ċ/c]/(2abc) (A72)

R1
212 = −R1

221 = [2(ȧ/a)(ḃ/b)c−

c2(−a2 − b2 + c2)/(abc)+

(a2 − b2 + c2)(a2 − b2 − c2)/(2abc)] (A73)

R1
302 = −R1

320 = [(a2 − b2 + c2)·+

(a2 − b2 + c2)ḃ/b]/(2abc) (A74)

R1
313 = −R1

310 = [2(ȧ/a)(ċ/c)c−
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b2(a2 − b2 + c2)/(abc)+

(−a2 − b2 + c2)(−a2 + b2 + c2)/(2abc)] (A75)

R2
301 = −R2

310 = [(a2 − b2 − c2)·+

(a2 − b2 − c2)ȧ/a]/(2abc) (A76)

R2
323 = −R2

332 = [2(ḃ/b)(ċ/c)c−

a2(a2 − b2 − c2)/(abc)+

(−a2 − b2 + c2)(a2 − b2 + c2)/(2abc)] (A77)

Ahora se calcula el tensor de Ricci

R00 = −(ä/a + b̈/b + c̈/c) (A78)
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R11 = (aä− (ȧ)2)/a2 + (ȧ/a + ḃ/b + ċ/c)ȧ/a+

(2c2b2 − c4 + a4 − b4)/(2a2b2c2) (A79)

R22 = (bb̈− (ḃ)2)/b2 + (ȧ/a + ḃ/b + ċ/c)ḃ/b+

(2c2a2 − c4 − a4 + b4)/(2a2b2c2) (A80)

R33 = (cc̈− (ċ)2)/c2 + (ȧ/a + ḃ/b + ċ/c)ċ/c+

(2a2b2 + c4 − a4 − b4)/(2a2b2c2) (A81)

Para el vaćıo se tiene que

Rαβ = 0 (A82)

Por tanto R11 = R22 = R33 = 0 son las ecuaciones de campo de
Einstein y R00 = 0 es la ecuación de constricción.
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Apéndice B

Cálculo con el programa
“Mathemática”: Las soluciones

satisfacen las ecuaciones

En este apéndice se realizan los cálculos, con “mathemática”, con el
fin de mostrar que las nuevas soluciones del modelo de universo vaćıo
de Taub, satisfacen las ecuaciones de Einstein de la relatividad general.

En una primera parte, se substituyen las nuevas soluciones ecua-
ciones (62), en las ecuaciones de campo de Einstein, también llamadas
ecuaciones dinámicas.

Antes de iniciar los cálculos, es conveniente recordar que el factor de
escala a no cambia en las nuevas soluciones. Por tanto, para comprobar
las soluciones basta con considerar la ecuación para el factor de escala
b. En el programa de mathemática a2 es a2, b2 es b2, Fcer = 0 es la
segunda ecuación de (50). En la siguiente página se calcula el término
con la segunda derivada.

80



Rαβ = 0 (A82)
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Ahora, se substituye en la segunda ecuación de (50), la sgunda
derivada( Out[5] ), a2 y b2.

Rαβ = 0 (A82)
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En la segunda parte de este apéndice, se substituyen las nuevas solu-
ciones en la ecuación de constricción (51). Ahora, Fcconst = 0 repre-
senta la ecuación (51), a2p y b2p son las primeras derivadas de Log[X]
y Log[Y ] respectivamente.
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.

Como se ha visto, la simplificación al final de cada uno de los dos
cálculos, sobre las ecuaciones de campo y la ecuación de constricción,
producen cero. Por tanto, se ha mostrado que las nuevas soluciones
satisfacen las ecuaciones de Einstein de la relatividad general.
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