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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio de los coeficientes de difusion efectiva calculados
mediante la simulacién browniana para diferentes configuraciones de medios porosos, asi
como en canales con dispersién considerando diferentes tipos de fluidos (i.e. newtonianos
y no newtonianos) y un breve anélisis de las interacciones del movimiento del fluido con
el de las particulas. La simulaciones son realizadas utilizando la ecuacién de Langevin
resuelta para un numero suficientemente grande de particulas, de estas simulaciones se
miden tiempos de salida en canales de longitudes determinadas con los que se calculan
caracteristicas del transporte en los canales, como la velocidad media de las particulas.
Los coeficientes de difusién son obtenidos mediante el ajuste por minimos cuadrados de
las distribuciones obtenidas mediante la ecuacién de Langevin a los modelos de difusion
y dispersion Fick. En medios porosos se observo que la distribucién sélido-liquido es un
factor importante en la velocidad con la que se transportan las particulas en los canales, asi
mismo, se analizd la asimetria en el transporte entre dos zonas, una liquida y una porosa,
encontrandose que el transporte se ve favorecido cuando las particulas se desplazan de
una zona porosa a una liquida sobre el transporte de estas en direccién inversa. En el
caso de la dispersion fue localizado un Pe de transicién que representa una velocidad del
fluido a partir de la cual este pasa de limitar el movimiento molecular de las particulas a

favorecerlo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Si colocamos algunas particulas de colorante en un recipiente de agua pura, al cabo de
algunos segundos el agua cerca de donde se deposité el colorante ird cambiando su color;
despties del algin tiempo, toda el agua del recipiente estara de un tono uniforme debido
al colorante. El proceso responsable del fenémeno anterior es la difusion. En este caso, la
difusién es causada por el movimiento aleatorio de las particulas del colorante disueltas

en el agua [1].

El proceso de difusién puede ser tan rapido o lento dependiendo del sistema en que se
desarrolle, por ejemplo la difusién de hidrogeno en agua (ambos en estado gaseoso) es apro-
ximadamente de 0.85 ¢m?/s mientras que del aluminio en cobre es de 1.30 x 1072 ¢m?/s

(ambos sistemas a 293K) [2].

En la mayoria de los casos la difusién ocurre o forma parte de procesos complejos en los
cuales aparecen otros fenémenos como la transferencia de calor y momento, tal es el caso del
transporte de masa en reactores (cstr, flujo pistén, etc.), separadores de membrana, torres
de absorcién y en extraccion liquido-liquido [3, 4, 5, 6] entre otros. Al formar parte de una

secuencia de procesos en la produccion de algiin producto, es necesaria la comprension del
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fenémeno de difusion ya que este podria ser un paso limitante dentro del proceso general

de produccion o de interés.

Un parametro clave en el estudio de la difusion es el coeficiente de difusividad molecular
(Dag), el cual nos dice la velocidad con que se desplazan las particulas de un soluto A
en un soluto B (como en los ejemplos anteriormente mencionados del hidrégeno en agua
y el aluminio en cobre) [7]. Este coeficiente nos provee de ideas ttiles, entre otras cosas,
para el disefio de equipos [8], asi como de catalizadores [9] y para la operacién ptima de
los equipos dado que con el podemos tener idea del tiempo que tomara alguna parte del

proceso en la que exista difusién.

En este punto, parece evidente la importancia del proceso de difusién y de la utilidad del
coeficiente de difusividad en su estudio, sin embargo, al estar acompanado de fenémenos
de transporte de calor y dindmica de fluidos, no siempre es facil el contar con experimentos

mediante los cuales se pueda realizar su estudio de manera independiente [10].

1.2. Planteamiento del problema

Debido a lo complejo que puede resultar el estudio del fenémeno de la difusién (por los
fendmenos junto a los que se presenta), éste, cominmente se estudia con modelos simplifica-
dos (como la mayoria de fenémenos fisicos). Para la obtencién de los modelos simplificados
se parte de consideraciones o supuestos sobre las propiedades fisicas del sistema en que se
estudia el fenémeno, tales como, el supuesto de independencia del coeficiente de difusién
con respecto de la temperatura, asi como la suposicién de su simetria, por ejemplo, en el
modelado de reactores de flujo pistén [11, 12]. Ademéds de las simplificaciones de las pro-
piedades fisicas anteriormente mencionadas sobre el soluto en el sistema donde ocurre el
proceso de difusién, otro tipo de consideraciones incluyen la simplificacion de la geometria
(o la estructura geométrica) del medio donde se difunden las particulas, lo que permite
en muchos casos el estudio de los sistemas de forma unidimensional, como el proceso de

difusién-reaccién en pastillas cataliticas [13], reactores [14] y otros sistemas.
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Parece evidente entonces que el uso de las simplificaciones resulta ser 1til en términos de
la solucién de los modelos que se plantean en la descripcion de los fenémenos, sin embargo,

el precio que se paga es que se obtiene informacién limitada de estos.

A pesar de que en algunos casos puede resultar adecuado el uso de simplificaciones, en la
practica y en la naturaleza la mayoria de los sistemas en los cuales ocurre difusién son
sistemas complejos donde conocer la interaccion del soluto con el medio nos puede dar
informacion valiosa en términos de cémo se desarrolla el proceso difusivo. Ejemplos de
sistemas complejos pueden ser la difusién en zeolitas con estructuras irregulares [15, 16],
difusién en medios porosos [17, 18, 19], difusién en sistemas con fronteras irregulares [20],
difusién y conveccién de oxigeno en arterias [21]. En sistemas como los anteriores contar
con modelos que sean capaces de capturar mayor informacién del proceso difusivo puede

ser util.

Ademas de los casos anteriores, otro proceso complejo podria ser la dispersién. La dis-
persién es un fenémeno subyacente del proceso de difusiéon en un medio donde existe el
movimiento de un fluido [1]. Algunos sistemas donde se presenta el fenémeno de dispersién
son: el transporte de particulas en reactores tubulares [22, 23|, reactores de dispersién con
membrana [24], reactores de tambor rotatorio [25], el transporte de contaminantes en rios

y cielo abierto [26, 27, 28, 29].

El estudio de estos fenémenos en cierto modo mas complejos resulta complicado muchas
veces ya que la difusiéon se combina con otros fenémenos moleculares y que incluyen tanto
el movimiento de particulas del fluido (en el caso de la dispersién) como la reflexién de las
particulas de soluto por el golpe con el sélido en el caso del transporte en medios porosos.
Un parametro 1til en el estudio de este tipo de fenémenos es el coeficiente de difusividad

efectiva D, s.

El coeficiente difusividad efectiva es un parametros analogo al coeficiente de difusién mo-
lecular, de hecho, se expresa en las mismas unidades (i.e. m?/s), sin embargo, este esté
destinado a ser utilizado con ecuaciones macroscépicas [10, 30]. Su diferencia con respecto

a la difusividad molecular (y razén por lo que es utilizado en ecuaciones macroscopicas)



UAM-I CAPITULO 1. INTRODUCCION

es que; el coeficiente de difusividad efectiva considera el area efectiva de transporte de las
particulas asi como la distancia total que recorren (mayor por los choques con el sélido
los cuales desvian las particulas) dentro del medio poroso. En sistemas con dispersién
considera el movimiento tanto difusivo como los efectos en el movimiento de las particulas

inducidos por factores propios del movimiento o caracteristicas del fluido [32].

Ahora el pardmetro en el que nos interesamos es el pardmetro macroscopico D.ss. Este
coeficiente podria ser calculado experimentalmente, sin embargo, dado que la experimen-
tacion para sistemas complejos puede resultar complicada en términos de costos y tiempo,
se opta por otro tipo de metodologias analiticas o numéricas. Algunas de las metodologias
utilizadas por ejemplo en el calculo del coeficiente de difusividad efectiva son el método del
promedio volumétrico [33] para el caso de medios porosos, el uso de ecuaciones explicitas
que consideran las variaciones en la geometria de las fronteras [34, 35] en el caso de canales
confinados, asi como el uso de software para dindmica de fluidos computacional [36, 37]
en sistemas con dispersion. Ademas de las metodologias anteriormente mencionadas una

ampliamente utilizada es la simulaciéon browniana.

La simulacién browniana consiste en simular el movimiento de las particulas que se trans-
portan en un medio liquido mediante el uso de ecuaciones estocasticas [38]. Con el uso
de estas ecuaciones se trata de reproducir el movimiento aparentemente aleatorio de las
particulas suspendidas en un fluido. El uso de esta metodologia que consiste en simular
el movimiento de una particula de manera individual (lo cual se hace para una cantidad
suficientemente grande de particulas) permite considerar sistemas como los medios porosos
y los canales confinados donde basta con colocar de manera adecuada las fronteras de los
solidos a la hora de simular el transporte de las particulas, asi mismo, se puede llevar a cabo
la adicién de movimiento convectivo introducido por un fluido, por lo tanto se puede tener
mayor informacion de las interacciones soluto-sélido y soluto-fluido. La teoria detras del
movimiento browniano tiene bases bastante sélidas en fisica desde los trabajos de Albert
Einstein [39] y Paul Langevin [40], por lo que su uso se ha extendido en diferentes dreas

como herramienta en la simulacién del transporte de particulas principalmente en sistemas
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complejos sustituyendo o sirviendo como primer ejercicio antes de la experimentacion.

En el presente trabajo se presenta un estudio de los coeficientes de difusion efectiva calcula-
dos mediante la simulacién browniana para diferentes configuraciones de medios porosos,
asi como en canales con dispersién considerando diferentes tipos de fluidos (i.e. newto-
nianos y no newtonianos), ademds se presenta un breve andlisis de las interacciones del
movimiento del fluido con el de las particulas. El movimiento browniano serd calculado

utilizando la ecuacion de Langevin tanto para el caso de la dispersién como la difusion.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Estudio de los coeficientes de difusividad efectiva y caracteristicas de transporte en:

= Medios porosos con diferentes configuraciones en la distribucién sélido-fluido y

= Canales con dispersién bajo diferentes perfiles de flujo

mediante simulacién browniana.

1.3.2. Objetivos particulares

s BEstudio del movimiento browniano.

= Estudio de los métodos de Euler-Maruyama y Milstein para la solucién de ecuaciones

estocasticas.

= Implementacién de los esquemas numéricos para la solucién de la ecuacion de Lan-

gevin.
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Implementacion de la ecuacién de Langevin en medios porosos con diferentes con-
figuraciones (distintos valores de la porosidad y configuracién en la geometria del

sélido inmerso en el fluido).

Implementacion de la ecuacién de Langevin para dispersion en canales considerando

diferentes tipos de fluidos (newtonianos y no newtonianos).

Implementacion del esquema numérico de minimos cuadrados utilizado en la buisque-

da de los parametros de transporte.

Analisis de resultados.



Capitulo 2

Estado del arte

En este capitulo se presentan los modelos tradicionales que se utilizan en la descripcion
de la difusién y dispersién. Se consideran los modelos Fickianos para la descripcién del
transporte de masa desde el punto de vista deterministico y la ecuacion de Langevin para
el punto de vista estocastico. En la ultima seccién se presenta una breve descripcion de los
métodos utilizados en la solucion de problemas de minimos cuadrados, dicha metodologia

es la empleada en la determinacién de los parametros de transporte de este trabajo.

2.1. Modelos de transporte Fickianos

2.1.1. Difusiéon

El proceso difusivo consiste en el movimiento de particulas de una especie de una posicién
a otra, este cambio de posicién se debe a la diferencia de potencial quimico, las particulas
se mueven de zonas con mayor a menor potencial, esta diferencia en el potencial se puede
deber a una diferencia en las concentraciones, la temperatura u otro fenémeno [41]. En este
trabajo consideraremos unicamente el proceso difusivo debido a la diferencia de concen-

traciones. Una forma adecuada de evaluar este movimiento en las particulas es mediante



UAM-I CAPITULO 2. ESTADO DEL ARTE

el flux.

El flux (mésico o molar) de una especie dada es una cantidad vectorial que denota la
cantidad de la especie que se transporta por unidad de tiempo y por unidad del area

normal al vector. Las dimensiones del flux, son:

(flux molar de A) =

cm?s

(moles de A transferidos) mol
(drea transversal a la direccién de transporte) (tiempo)

La relacion basica para la difusién molecular, que define el flux relativo a la velocidad
molecular promedio es J4. Una relacion empirica para este flujo molar fue primeramente
postulada por Adolf Fick [42] en el ano de 1855 en sus estudios sobre difusién. Actual-
mente a esta relacion se le conoce como la primera ley de Fick y define la difusion de
un componente A en un sistema isotérmico e isobarico como proporcional al gradiente de

concentracion de éste:

Ja=—DapVCy (2.1)

Para difusion solamente en la direccion x, la ecuacion correspondiente es:

dCy
Ja, =—Dip—— 2.2
A, AB— (2.2)

donde Jy4 , es el flux de la especie A en la direccién z, % es el gradiente de concentra-
cién de A en la direccion x y Dap es el coeficiente de difusién descrito en la seccién de
introduccién, los subindices A y B indican la especie que se transporta y entre la cual lo

hace respectivamente.

Imaginemos la difusiéon de A a través de un canal como el mostrado en la Fig. (2.1).
Consideremos un instante to en que la especie A se libera (Fig.2.1.a), al momento de ser
liberada, la sustancia A comenzard a transportarse en la direccién x a través del fluido B,

después de algin determinado tiempo ¢; la sustancia se encontrara distribuida a lo largo del
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..:.A..E: B .. A. .. ... L] G o.§ sy B
= — — N :c\x+Ax
g X S

Figura 2.1: a) Canal con un fluido B y una especie A antes de ser liberada a un t = 0, b)

Canal a) al tiempo t = t;

canal. Si queremos conocer como varia la cantidad de A en un secciéon de volumen ArAx
(donde A7 es el drea transversal a = en el canal) basta con hacer un balance diferencial

de masa, asi se tiene:

Cantidad de A Velocidad de entrada Velocidad de salida

en el volimen ArAzx de Aenz de A en x + Ax

matematicamente esto es,

d
%(ATASUCA) = AT (JA|£E - JA|x+A:v) (23)

de la Ec. (2.3) inmediatamente se obtiene

dCA JA|I+A:E - JA|:E
=4 _ 24
dt ( Az 24)
y haciendo tender Az a cero, por la definicién de derivada,
dC'4 dJ
A _ A 2.5
dt dz (25)

ahora, sustituyendo la primera ley de Fick (Ec. (2.2)) en la Ec. (2.5) se obtiene
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dCa _ 2C,
dat B2

(2.6)

La ecuacién diferencial parcial 2.6 se conoce como la segunda ley de Fick y describe la
variacién de concentracién con respecto al tiempo y la posicién (para un sistema unidi-
mensional en este caso). La solucién a la segunda ley de Fick considerando que al t = 0
se libera una carga puntual de particulas en el centro del canal, Cy = d(z — ;) en x = 0

y considerando como condiciones de frontera C4y = 0 para x — ooy £ — —00 es,

2

Lex (— ° ) (2.7)
VirDant P\ 74D pt ‘

En la Fig. (2.2) se muestra el cémputo de la Ec. (2.7) para tres valores de t, (t; < ty <

CA(ZB, t) =

t3). La carga puntual que se libera en el centro del canal se va distribuyendo conforme
incrementa el tiempo (Figs. (2.2. a-c)). En el limite cuando ¢ — oo la distribucién serd

homogénea en x.

15 15 T 15 T
—Cun —Cap —Cuys

Ca
Ca
Ca

05 1 05 1 05

o
ot
S

Figura 2.2: a)-c) Distribucién de una carga de A colocada en = 0 al ¢ = 0 para tres

tiempos 1 <ty < ts.

La segunda ley de Fick se utiliza para un sistema homogéneo. En el caso de la difusién en

medios porosos y en sistemas confinados la ecuacién se utiliza con el cambio del coeficiente

10
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de difusividad molecular por el coeficiente de difusividad efectiva D.s¢, de esta forma

tenemos

dC4 d?Cy

_ @A 2,
dt fI g2 (2.8)

dicho coeficiente es menor al coeficiente de difusividad molecular ya que considera las

interacciones sélido-fluido. La Ec. (2.8), andloga a la Ec. (2.6), tiene como solucién

C(] IQ )
Ca(z,t) = ——2eap | — 2.9
A ) = e (~5 (29)

2.1.2. Dispersién

e ® o N
e RO A s N i
. e * o * N
G — B — | {hALr, B
el - PR e
— — x llx + Ax
X X
a) b)

Figura 2.3: a) Canal con un fluido B moviendose en la direccién = y una especia A antes

de ser liberada a un ¢t = 0, b) Canal a) al tiempo ¢t = ¢;

Consideremos ahora que el fluido B contenido en el canal se mueve en régimen laminar
como lo indican las flechas en la Fig. (2.3), en este caso el movimiento de A se vera
afectado tanto por la diferencia de concentraciones (del propio A) como por la velocidad
de las particulas de B que promoveran el movimiento de A en alguna direccién preferencial.

En este caso, para conocer la variacién de concentracion el balance requerido es,

Cantidad de A en Velocidad de entrada Velocidad de salida de A

el volimen ArAx de A en x por difusién en r + Ax por difusién

11
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Velocidad de entrada Velocidad de salida de A
_I._ —
de A en z por conveccién en r + Ax por conveccion
supongamos que el fluido se mueve en la direccion x de izquierda a derecha a una velocidad

V., andlogo al caso de difusion, realizando el balance matematico, utilizando algebra y

calculo obtenemos

dC'y dJy dCy
= — — 2.1
dt dx Ve dx (2.10)

en la Ec. (2.8) ahora sustituimos una versiéon de la primera ley de Fick (Ec. 2.2) con la
diferencia que en lugar del coeficiente de difusién molecular D 45 utilizaremos el coeficiente
de dispersion que denotaremos Dy para representar la interaccién del movimiento del fluido

con la difusién de A, asi se obtiene

dCA dQCA dCA
A _p — 2.11
dt oz (2.11)

utilizando la transformada de Fourier en sistemas con dominio infinito [43] podemos obte-
ner la solucién de la Ec. (2.9) bajo la condicién inicial Cyp = 6(x — z;) en 2 = 0 parat =0

y las condiciones de frontera C'y = 0 para x — 0o y x — —o0, dicha solucién es

. C(] (.T — V;;t)z
Ca(z,t) = \/mexp (— 1Dt (2.12)

La Fig. (2.4) muestra el cémputo de la Ec. (2.12) para dos tiempos diferentes t; < t5. La
solucién se compara con la solucién en el caso de transporte puramente difusivo (Ec. (2.7))
como referencia. El efecto de la velocidad del fluido sobre A se aprecia en el movimiento a
la derecha de los perfiles de distribucién (Fig. (2.4 a-b)), estos, aunque presentan la misma
forma que para el caso de la difusion, se encuentran desplazados en la direccion que favorece
el movimiento del fluido. En este caso, en el limite cuando ¢t — oo la distribucion se habra

vuelto homogénea en © — oo por el desplazamiento del fluido.
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1.5 15

f —— Difusién ' —— Difusion
”‘— — — Dispersion — — — Dispersién
1t 1t
< <
O O
0.5} V. 1 0.5
9.
a) b
0 / : \\ 0 )
-5 0 5 -5 0 5
T i

Figura 2.4: Distribucién de A a dos tiempos a) t; < b) ty considerando transporte por

difusién y dispersién
2.2. Ecuacion de Langevin

En esta seccién se presenta una breve explicacién del movimiento browniano y de la ecua-
cién de Langevin que se utiliza en su descripcion. Algunas soluciones son presentadas a
modo de ejemplo. Los detalles de la solucién de la ecuacion estocastica se explican en la

seccion 3.1.2.

2.2.1. Difusiéon

El movimiento browniano que describe el transporte de las particulas desde un punto
de vista estocastico, recibe ese nombre por las observaciones realizadas por el botanico
Robert Brown en 1827 sobre el movimiento de particulas de polen en agua [44]. Aunque
Robert continué realizando experimentos sobre el movimiento de particulas, la teoria del
movimiento browniano fue desarrollada a principios del siglo XIX. En 1905 Einstein de-
mostro que el desplazamiento de las particulas es proporcional al tiempo que transcurre
(i.e. Xp = \/_ V2D spt) en su articulo “On the movement of small particles suspen-
ded in a stationary liquid demanded by the molecuar-kinetic theory of heat” [39], dicha

13
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propiedad fue demostrada posteriormente en el ano de 1908 por Paul Langevin [40]. En
este trabajo utilizaremos la ecuacion de Langevin para describir el movimiento Browniano

de las particulas, la ecuacién es,

d? d
ma L + e

donde, r € R" es el vector de cordenadas espaciales, m la masa de la particula, A representa
un coeficiente de amortiguamiento y U un potencial de interaccion. El término n € R" es
el término que representa la interaccion de las particulas que se transportan con las del
fluido. En el movimiento browniano se considera que no existe aceleracion, por lo tanto la

Ec. (2.12) toma la forma siguiente,

d
Ad—; + VU = 1(t) (2.14)

El término 7(¢) tiene una probabilidad de distribucién gausiana con funcién de correlacién

(0s(0),m5(#)) = 2Nk Tmdyo(t — 1) (2.15)

en donde kg es la constante de Boltzman, 7T la temperatura y los subindices ¢,7 denotan
las coordenadas espaciales. Definiendo ¢ = A/m y utilizando la relacién de Einstein sobre

difusividad

obtenemos la siguiente ecuacion de Langevin sobreamortiguada

% = —VKU + /2D 4pE(t) (2.17)

el término £(t) € R™ es el ruido blanco con distribucién gaussiana y funcién de autocorre-

lacion (&;(t),&;(t')) = 6;;0(t —t'). El término VyU puede ser introducido para representar

14
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barreras energéticas o interacciones particula-particula, en el caso que se consideramos
movimiento puramente difusivo y sistemas no saturados, este término U = 0, por lo tanto

la ecuacién a resolver sera,

o VDt () (2.18)

si consideramos un sistema solido-liquido donde el sélido es impermeable, la ecuacion se
resuelve considerando reflexion en las fronteras, esto es, en cuanto una particula pasa

alguna frontera en direccion al sélido sus coordenadas son reflejadas al medio fluido.

En la Fig. (2.5) se presenta la solucién en dos dimensiones de la Ec. (2.18) para 1000
particulas. La solucion presentada corresponde a la liberacién de las particulas en x = 0
dentro de un canal de dos unidades de ancho y una posicién aleatoria en y € [—1, 1]. Para
la simulacién se usé un valor de Dap = 1. La Fig. (2.5 a) representa la distribucién de las
particulas después de algiin tiempo de haber sido liberadas y la Fig. (2.5 b) representa la

densidad particulas en el canal en términos de su concentracién.

—0Oy
0.8

0.6 1

Ca

0.4

0.2

S8o |

Figura 2.5: a) Posicién de las particulas de A en un canal a un tiempo t de haber sido
liberadas en x = 0y y € [—1, 1], b) densidad de la distribucién de las particulas de a) en

términos de la concentracién
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1 T
Trayectoria browniana
0.8 de una particula
(
0.6 > _
2\ ~
g “‘j“/v’
0.4 --y ‘
)"
Y/
0.2 eg‘f
0 U 1
-1 15 2

Figura 2.6: Trayectoria browniana de una particula

Aunque en la Fig. (2.5 a) se observa que las particulas se han desplazado una longitud
menor a dos en x, en realidad estas no han viajado de donde fueron liberadas a su posicién
final en forma lineal, sino aleatoria, por lo que el recorrido que han hecho es mucho mayor
a la distancia que se encuentran de su posicion inicial. La Fig. (2.6) muestra la trayectoria

que ha recorrido una particula antes de haberse desplazado casi dos unidades en x.

2.2.2. Dispersién

Consideremos ahora que el fluido en el cual estan las particulas se mueve con una velocidad
V., entonces a la ecuacién para difusién (Ec. (2.18)) se le suma esta velocidad del fluido,

asi se llega a

d
o = V2Dapt(t) ~ Vi (2.19)
dt

para la descripcion de la dispersion.

En la Fig. (2.7) se muestra la solucién en 2D de la Ec. (2.19). La simulacién corresponde a

1000 particulas liberadas en x = 0 y una posicién aleatoria de y € [—1, 1. En la simulacién
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1 1 T T
— — — Dispersion
— Difusion
/N
051
S0
-0.5
a)
-1
-2

Figura 2.7: a) Posicién a un tiempo t, de las particulas de A liberadas en x =0y
y € [—1,1] dentro de un canal con fluido en movimiento, b) densidad en la distribucién

de las particulas de a) en términos de su concentracién

se considera una velocidad del fluido en la direccion z; Vi = 5. El efecto de Vi se hace
notar en el desplazamiento a la derecha de las particulas en la Fig. (2.7 a), éstas aunque
presentan la misma distribucién que en la Fig. (2.5 a), se han desplazado por la velocidad
del fluido. La diferencia entre la distribucion generada por difusion y dispersion en términos

de la concentracién se puede observar en la Fig. (2.7 b).

La Fig. (2.8) muestra la caminata de dos particulas, una bajo la influencia de movimiento
puramente difusivo (Fig. (2.8 a)) y otra considerando que el fluido en el cual se encuentra
estd en movimiento (Fig. (2.8 b)). Las principales diferencias se pueden apreciar en x =
1,2,4.5, en dichas posiciones se puede observar mas densa la trayectoria que sigue la
particula que se transporta solamente por difusién (Fig. (2.8 a)) con respecto al caso de

dispersion (Fig. (2.8 b)).

Las soluciones de la ecuacién de Langevin presentadas en este capitulo son ejemplos ilus-
trativos de como funciona la ecuacion, en la seccién de resultados la ecuacién se resolvera

considerando las condiciones de frontera y los perfiles de flujo correspondientes.
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Figura 2.8: Caminata browniana de una particula a) por difusién b) por dispersién

2.3. Determinacion de parametros de transporte

Cuando se tiene una serie de datos de algiin fenémeno ya sea que se hayan obtenidos ex-
perimentalmente o mediante simulaciéon numérica, y se cuenta con un modelo matematico
que puede describir el comportamiento de dicho fenémeno, a lo que se recurre es a la
busqueda del valor 6ptimo de los parametros de dicho modelo matematico que descri-
ban la serie de datos con los que se cuenta, con la finalidad de caracterizar y estudiar el
fenémeno ya sea por el interés en el mismo o por que sea necesario contar con el modelo
en estudios posteriores. La busqueda de los valores 6ptimos de esos modelos matemati-
cos normalmente se plantea como un problema de optimizacion, especificamente como un

problema de minimizacion.

Supongamos que tenemos una serie de datos x;, y; y un modelo para ajustar Fy = ax+b, el
objetivo sera encontrar los valores 6ptimos de los coeficientes a y b con los que F4 se ajuste
“mejor” a los datos x;, y;. Al referirnos al modelo que se ajuste “mejor” nos referimos al

modelo cuyos valores de a y b minimicen la suma del cuadrado del error entre F4 v x;, v;,
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matematicamente encontrar estos valores para a y b es resolver el siguiente problema de

minimizacién

n n

min  Fy(x;,y;) = min Z(yl — Fa(7;))* = min Z(yl — (ax; +b))? (2.20)

i=1 i=1

donde E, es la suma del cuadrado del error y n el nimero de datos. La Ec. (2.20) es
un ejemplo de optimizacion lineal, el cual puede ser resuelto mediante el uso de matrices

ortogonales. La forma matricial del problema de la Ec. (2.20) es

n

min ) (B - (AX))? (2.21)

i=1

con B =Y — b. El problema de la Ec. (2.20) puede solucionarse al resolver el sistema
AT Az = ATB, donde AT A produce una matriz ortogonal. Dichas matrices ortogonales
en el ajuste de polinomios de alto orden se obtienen utilizando las matrices de Van der
Monde [45], en el caso de obtenerse matrices mal condicionadas algunas alternativas de so-
lucion pueden utilizarse; como la factorizacion QR generando las matrices ortogonales con
metodologias como la ortogonalizacion de Gram-Schmidt o los reflectores de Householder

146].

La metodologia descrita atras sobre el uso de matrices ortogonales es 1til en el caso de
ajuste a funciones lineales, sin embargo, una gran cantidad de problemas o series de da-
tos son mas complejos que esto y requieren de modelos no lineales para su descripcion.

Supongamos por ejemplo que se cuenta con la serie de datos;

(zi,9:) = {(1,3),(2,5),(2,7),(3,5), (4, 1)}

7b(:rfc)2, el problema sigue siendo

y a dichos datos queremos ajustar el modelo Fy = ae
encontrar los valores 6ptimos de los parametros del modelo, en este caso a, b y ¢ que

minimicen Fj, es decir, resolver
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n

min  Fy(x;,y;) = min Z(yl — (a exp UEi—O%)2 (2.22)

i=1

en este caso, para obtener la solucién del problema de la Ec. (2.22), se utilizan métodos
de optimizacién iterativos como los métodos de descenso, el método de Gauss-Newton o

Levenberg-Marquardt.

7 T T T : T T T
- ___F
6 // AN 4
/ \
5+ /e \? B
/
/ \
4r / \ .
> / \
\
3r / \ 7
/ \
2_ / \\ 7
/
V; \
1+ ’ N .
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0 L — = 1 1 ] ] ] Bl
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
xr

Figura 2.9: Datos (;, ;) v la funcién F; = 6.2813¢0-5043(r=2.2464)° 4iystada mediante

Levenberg-Marquardt

La Fig. (2.9) muestra los datos z;, y; junto con la funcién F)4 con los valores de a = 6.2813,
b = 0.5043 y ¢ = 2.2464, dichos valores fueron localizados utilizando el algoritmo de
Levenberg-Marquardt considerando un error en términos de la norma euclidiana || ;11 —

e; ||[< 107, donde e =[a b ¢|T y los subindices i indican la iteracién.

En este trabajo los datos obtenidos mediante simulaciéon browniana seran ajustados a los
modelos clésicos de transporte (i.e. Ecs. (2.9, 2.12)) utilizando una metodologia iterativa
con factores de peso aleatorios de distribuciéon uniforme, de esta manera se determinaran

los parametros de transporte. Dicha metodologia se describe en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Solucién de la ecuacién de Langevin

Dos de las partes mas importantes en la simulacién del movimiento browniano son los
métodos y algoritmos necesarios para la solucion de la ecuacion estocéstica considerada,
asi como para la generacion del término aleatorio o ruido blanco. En esta seccién se describe

brevemente los algoritmos usados en ambos casos.

3.1.1. El término aleatorio

Los numeros aleatorios son parte esencial en los métodos y ecuaciones estocasticas, por
ejemplo en los métodos de Monte Carlo, asi como la simulacién browniana. Aunque los
nimeros aleatorios tengan ese adjetivo, en realidad no existen algoritmos por computadora
con los que se puedan generar, a causa de esto, en algunos casos estos nimeros pueden ge-
nerarse con la ayuda de algun dispositivo que mida variables aleatorias de algiin fenémeno
como el ruido blanco producido por circuitos electrénicos, o la distribucién de las gotas de
lluvia que caen en una area determinada, sin embargo estos métodos pueden ser costosos

o poco eficientes en términos de la velocidad y cantidad de nimeros aleatorios requeridos
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en las simulaciones [47].

La alternativa son los nimeros pseudoaleatorios para cuya generacion se han desarrolla-
do diversos algoritmos. Dichos algoritmos deben cumplir dos aspectos importantes: I).-
Deben generar nimeros que sigan ciertas propiedades de distribucién y II).- Deben ser
“independientes”, es decir, cada nimero generado n; no debe ser mas o menos probable
como consecuencia de los nimeros generados anteriormente n;_1,n;_2,n;_3...n1. Los algo-
ritmos mds comunes generan numeros aleatorios n € U [0,1] con distribucién uniforme
como el generador minimo estandar (GME) propuesto por Park y Miller en 1988 [48], y
el generador RANDU creado por IBM, sin embargo, otras distribuciones pueden ser ge-
neradas utilizando algoritmos de seleccion como el método de Box-Miiller que selecciona
nimeros aleatorios de una distribuciéon uniforme para generar un conjunto de nimeros

N (0,1) de distribucién gaussiana con media 0 y varianza 1, o el método de Ziggurat [49].

Los generadores como RANDU y GME son generadores de congruencia lineal, dichos

algoritmos tienen la siguiente relacion de recurrencia,

xr;=azr;—1 +b (mod m) (3.1)
3.1

Z;
n, = —
m

para el multiplicador a, el desplazamiento b y el médulo m. Para la generacion del primer
numero aleatorio ny, o # 0 puede ser cualquier entero, este niimero se conoce como la
semilla. El periodo es igual a m — 1 y es la cantidad de nimeros aleatorios que podemos
generar con la secuencia antes de que se repitan, en la practica el valor del moédulo se
escoge como un numero primo o un nimero de la forma 27, p € N— {0} lo suficientemente

grande segin los requerimientos del problema a resolver.

En la generacién de ntimeros con distribuciones especiales, los métodos de rechazo como
el Ziggurat someten una pareja de nimeros del conjunto U [0,1] a alguna desigualdad
matematica segun la distribucion requerida, los nimeros que satisfagan la desigualdad son

seleccionados para formar mediante algunas operaciones el nuevo conjunto. El porcentaje
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de ntiimeros rechazados del conjunto U [0, 1] varfa segiin la desigualdad, en el caso de Box-

Miiller el rechazo es aproximadamente del 21 % en la generacién del conjunto N (0, 1).

Figura 3.1: a) 1000 parejas ,,y, € U [0, 1] generados con el GME, b) 804 pares

Tn,yn € N (0,1) seleccionados de a) mediante Box-Miiller

En la Fig. (3.1) se muestra una distribucién de 1000 parejas de ntiimeros aleatorios x,y, €
U [0, 1], de dichas parejas de nimeros con el método de Box-Miiller se generé el conjunto

TnyYn € N (0,1), el porcentaje de rechazo fue del 19.6 %.

En este trabajo se hace uso del generador minimo estandar y una version modificada de
t b iodo 2%t — 2 tos algorit determi icién aleatori
este, ambos con periodo , con estos algoritmos se determina una posicién aleatoria
en el eje y del canal para liberar las particulas, ademas, con una versién modificada del
método de Box-Miiller se seleccionan los nuimeros aleatorios de distribucién gaussiana

requeridos en la solucion de la ecuacion de Langevin.

3.1.2. Algoritmos de solucién

Las ecuaciones diferenciales parciales presentadas en la seccion 2.1 son modelos determi-

nistas, es decir dada su condicion inicial correspondiente y sus condiciones de frontera,
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existe una solucién unica, lo que significa que la solucion esta determinada por completo.
Sin embargo, no siempre se puede contar con estos modelos, ya que en muchos sistemas,
mientras algunas partes pueden modelarse con facilidad, otras partes parecen moverse al
azar (aparentemente de manera independiente del estado actual del sistema). En tales
situaciones, es comun anadir un término de incertidumbre a la ecuacién diferencial pa-
ra representar los efectos aleatorios. El resultado de esto son las ecuaciones diferenciales

estocasticas [45].

El modelo de ecuacién estocédstica ha resultado muy util para representar sistemas que
estan fuertemente afectados por ruido o perturbaciones aleatorias. Aplicaciones de tales
modelos se estudian en ingenieria, finanzas y fisica entre muchas otras areas. Debido a la
imposibilidad de encontrar soluciones explicitas a ciertas ecuaciones de interés, los métodos
numeéricos del caso determinista se han extendido para la solucién de ecuaciones estocasti-

cas, tal es el caso del método de Euler al Euler-Maruyama o los métodos de Runge-Kutta

[50).

Las soluciones a las ecuaciones diferenciales ordinarias son funciones. Por otra parte, las
soluciones a las ecuaciones diferenciales estocasticas se conocen como procesos estocasticos.
Definamos por ejemplo la trayectoria de un proceso estocastico como X;, supongamos que

dicho proceso sigue una ley de movimiento de la forma

dXt = f(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, (32>

XO = o,

en la Ec. (3.2), dB; es el término aleatorio, dicha trayectoria puede obtenerse mediante el
método de discretizacién de Euler-Maruyama. En este procedimiento se divide el intervalo
[0,¢] de manera uniforme en n subintervalos de idéntica longitud At = t/n, y se define
t; = jAt para j =0,1,2,..., N. Suponiendo que Y; es un valor al azar de la distribucién
normal estandar N (0, 1) obtenida en la seccién anterior, se definen los valores sucesivos

de la trayectoria solucién de la ecuacion estocastica como sigue
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XD = Zo, (3 3)
th+1 = Xt] + f(t], Xt])At + O'(t], Xt]) V At}/‘;

una solucién de la Ec. (3.3) se presenta en la Fig. (3.2) para f(t, X;) =0y o(t, X;) = V2.

Figura 3.2: Trayectoria X; de un proceso estocastico que sigue la ley de movimiento de la

Ec. (3.2)

Para la solucién de la ecuacion de Langevin en 2D, se utiliz6 el método Euler-Maruyama
considerando las condiciones de reflexion correspondientes en cada configuracion. El ta-
mano considerado para At fue de 1x1075 por que no se observan desviaciones en los
resultados cuando se consideran valores de At mas pequeiios como se indica en [10]. La
ecuacion se resolvié para conjuntos de 15, 000 particulas de las cuales con uso de estadistica

se obtuvieron parametros promedio de la muestra.
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3.2. (Generacion de medios porosos

En el anélisis de los coeficientes de difusividad efectiva en medios porosos se consideraron
diferentes configuraciones del sistema solido-fluido. Para la inclusién de los sélidos dentro
del canal se utilizo la representacién geométrica de las bolas generadas por la norma
algebraica vectorial p. Las condiciones de reflexion en la frontera se impusieron segin se

cumpliera una desigualdad establecida en términos de la norma para el vector x,

1
Il = (Z w)p (3.4)

En la Fig. (3.3) se observan las bolas unitarias cerradas {x € C™ : ||x||, <r =1}, para

p=1,2,4y cuando p — oo. El tamano de las bolas se modifica con el valor de r.

0.5 0.5
> 0 > 0
0.5 -0.5
-0.5 0 0.5 0.5 0 0.5
X
0.5 0.5
> 0f |—p— @ > 0
0.5 -0.5
-0.5 0 0.5 0.5 0 0.5
X

Figura 3.3: Bolas unitarias {x € C™ : ||x||, <r =1} parap=1,2,4y p — o0
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Una vez generados los sélidos en el canal, algunos resultados son presentados en términos

de la porosidad ¢, definida en dos dimensiones como

 Ap— A,

€ 1

(3.5)

con Ar y A, siendo el area total (sélido-fluido) y el area del sélido respectivamente.

3.3. Dispersion bajo distintos perfiles de flujo

Figura 3.4: Perfiles de velocidad descritos por tres tipos de fluidos: n =0.3,n=3yn=1

Los resultados para la dispersién en los canales se obtuvieron considerando en la Ec. (2.19)

los perfiles de flujo correspondientes a distintos tipos de fluidos segtn la ecuacién,

V = Vinae [1 - (%)wﬂ)/n} (3.6)

tomada de [51], donde R es el Radio del canal y r la coordenada perpendicular a la

direccién de transporte. En la Ec. (3.6), n es el parametro que determina el tipo de fluido
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ya sea pseudopléstico (n < 1), dilatante (n > 1) o newtoniano (n = 1), de este ultimo se

recupera la muy bien conocida ecuacion,

r

Ve = Vi {1 - (Eﬂ (37)

En la Fig. (3.4) se muestran los perfiles de velocidad que describen un fluido pseudoplastico

de n = 0.3, newtoniano (n = 1) y dilatante con n = 3.

3.4. Ajuste de parametros

Una vez realizadas las simulaciones para las particulas en el caso de los medios porosos,

se procede al calculo de los parametros de transporte mediante la solucion al problema

min  Fy = min Z(CB,- — Cr)? (3.8)
i=1
donde Cp; es la concentracion de A calculada mediante simulacién browniana y Cp la

obtenida mediante la ecuacién de Fick (Ec. 2.9). El problema planteado por la Ec. (3.8)

se resuelve con un algoritmo iterativo en el que los pardmetros P son aproximados como

con n; € U[—1,1] e i el nimero de iteracion.
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Capitulo 4

Resultados

A continuacion se presentan los resultados obtenidos en este trabajo. En la primera sec-
cién se presenta un estudio de los coeficientes de difusividad efectiva determinados en
canales porosos con diferentes configuraciones sélido-liquido y ¢, ademas, considerando un
canal compuesto de dos regiones (una constituida por fluido y otra porosa) se presenta un
analisis de la asimetria en el transporte entre las regiones fluido-medio poroso y viceversa.
En la segunda seccién se presenta un analisis en el transporte por dispersién dentro de
canales de distintas configuraciones y un estudio del transporte de las particulas en disper-
sién considerando diferentes perfiles de velocidad correspondientes a fluidos newtonianos,

pseudoplasticos y dilatantes.

4.1. Difusion

4.1.1. Canales porosos

Con la metodologia descrita en la secciéon 3 para la solucion de la ecuacion de Langevin
considerando canales porosos, se obtuvo la distribucién de particulas de la Fig.(4.1) a

un t = 1 para tres configuraciones del medio sélido-liquido dentro del canal. En las tres
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configuraciones se considera la misma relacién de sélido-fluido correspondiente a € = 0.6.
A modo de ilustracién del medio en que se transportan las particulas, en la Fig. (4.1) se

muestran 1000 particulas liberadas en z = 0y y € U[—0.5,0.5].

05— e P
O - -
a) .
_0-5 ° . . Y , M X " 1 . I.
-4 -3 -2 1 2 3 4
0-5 T T
> of -
b) :' ] .
_0-5 1% 4 f b s P
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.5 o, T
or .
c) .-~
-0.5 SRR L o
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 4.1: Distribucion de 1000 particulas a un ¢t = 1 dentro de tres configuraciones de

canales porosos: a) p=1b) p=2c) p — co. Los tres sistemas corresponden a € = 0.6.

La relacion en la cantidad del area solido-fluido considerada esté expresada en términos de
la porosidad ¢ la cual se relaciona con el r de las bolas generadas que representan el sélido
impermeable. La relacién entre este r para la imposiciéon de las condiciones de reflexion

en la interfase sélido-fluido con el valor de la porosidad ¢ es

(
V2(1 —¢)
~Y—— para p=1
2
— ¢ Jl=e 4.1
r= , para p =2 (4.1)
s
1—c¢
, para p <> 00
\ 2

Considerando las mismas configuraciones sélido-fluido de la Fig. (4.1), se muestra en la
Fig. (4.2) las distribuciones en términos de la concentracién de 10,000 particulas. Las dis-

tribuciones corresponden a la Ec. (2.9) cuyos valores para D,y fueron ajustados mediante
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los minimos cuadrados presentados en la metodologia. El ajuste de D.¢; se realizé mini-
mizando la suma cuadrada del error en las concentraciones del canal obtenidas mediante
la simulacién browniana y la Ec. (2.9). Para obtener la concentracién de las particulas en
el eje = del canal, este se dividié en Az = 0.15 y se hizo un recuento de las particulas que
quedaron en algiin x determinado, posteriormente el niimero de particulas se dividié sobre
el total de particulas en el sistema y entre la seccion transversal correspondiente al fluido.

Los valores de D.s¢ obtenidos para cada configuracion son,

P | Deysy
1 0.442
2 0.601
— o0 | 0.651

0.14 T T T T T T T

0.12

0.1

0.08
<

0.06

0.04

0.02 -

X

Figura 4.2: Distribucion en términos de la concentracion de 10,000 particulas

transportandose en las configuraciones de la Fig. (4.1) a un t=1

Aunque los tres sistemas tienen la misma porosidad, la diferencia en los valores de D,y
pueden estar relacionados con la forma del poro y el umbral de percolacién. En la Fig. (4.1

a) correspondiente a p = 1, debido a la forma del sélido, se tiene un camino més estrecho
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disponible para el transporte de las particulas entre los poros del sistema en comparacién
con la configuracién de la Fig. (4.1 ¢) para p — oo. Lo anterior se debe a que a un mismo
valor de porosidad corresponden valores distintos del radio para cada configuracion, como

se puede corroborar en la Fig. (4.3).

La relacién entre el radio y la porosidad se presentan en la Fig. (4.3). Para un valor
de porosidad, por ejemplo € = 0.6, el radio de las bolas de p — oo es menor al radio
de las bolas de p = 1 lo que facilita el paso de las particulas entre los obstaculos de la
primera configuracion. Esta diferencia entre los radios incrementa conforme la porosidad
disminuye, de lo cual podemos decir que el impacto de la forma del sélido en el transporte

de las particulas dentro del canal es inversamente proporcional a la porosidad.

r

Figura 4.3: Relacion entre € y r para sélidos de configuraciéon p=1, p=2y p =— o0.

El efecto de la forma sobre D,y se puede observar en términos de r en la Fig. (4.4). Para
la obtencién de D.s¢ se simularon 10,000 particulas 20 veces, para cada vez se obtuvo
D.s¢ por minimos cuadrados y al final se promedié, dicho promedio es el mostrado en
la Fig. (4.4). En general se observan valores menores en D.s; para la configuracién de
p — oo comparados con los valores resultantes para configuraciones de p =1y p =2, la

disminucién en el valor de D.sf se debe al tamano del canal disponible para el transporte
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de las particulas de una zona liquida a la otra. Este efecto se acentiia conforme incrementa

el valor de r.

0.5 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

r

Figura 4.4: D.ss/Dap vs r para sélidos de configuracién p=1,p =2y p =— o0

De lo mencionado en el parrafo anterior podemos decir que en promedio las particulas
toman més tiempo para desplazarse de una regiéon a otra en configuraciones p — oo que
en configuraciones p = 1 y p = 2 para los mismos valores de r, es decir, la forma del sélido
tiene un impacto importante en el transporte de las particulas en el medio poroso. Esta
propiedad puede ser aprovechada en procesos difusivos donde se necesite que las particulas

tengan un mayor tiempo de residencia en sistemas sélido-liquido.

4.1.2. Asimetria en el transporte en medios porosos

A continuacién se presenta un estudio de la asimetria en el transporte de particulas en
un canal compuesto por una seccién porosa y una seccion homogénea de solo fluido. El
andlisis se efectiia para canales como el presentado en la Fig. (4.5) considerando las tres
configuracién de sélidos (p = 1, p = 2 y p — o0) y diferentes valores de r. Aunque en

la Fig. (4.5) se aprecia que los sélidos son rectangulares este efecto es ocasionado por la
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escala de la figura, en realidad los sélidos son bolas p — oo como en la Fig. (4.1 ¢).

0.5

-0.5

10 15

Figura 4.5: Representacion del sistema donde se realiza el anélisis de la asimetria. La
figura corresponde a 5,000 particulas liberadas en x = 0y y € U[—0.5,0.5] después de un
t=1.

El efecto de los sélidos en el transporte de las particulas se puede observar en la Fig. (4.5)
donde se aprecia que las particulas se han desplazado distancias mayores en la direccion
r — o0 que en xr — —oo. Para el estudio de la asimetria en la difusion, las particulas
fueron liberadas en un canal de longitud L = 2, en dicho canal —L/2 < x < 0 corresponde
al medio poroso y 0 < x < L/2 al medio liquido. Las particulas son liberadas primero
en r = —L/2 y se mide el tiempo que les toma salir en x = L/2 (T'spy, sistema P-L),
posteriormente se liberan en x = L/2 y se mide el tiempo de salida en x = —L/2 (T'spp,
sistema L-P). La asimetria se considerara como la relacién entre los tiempos promedios de

salida del sistema L-P y P-L como sigue,

(4.2)

En la Fig. (4.6 a) se presentan los tiempos que toman las particulas en salir cuando son
liberadas en ambas direcciones, L-P y P-L, la figura corresponde a 20,000 particulas, un

canal de L = 2 y bolas p = 2 con r = 0.2. Las curvas se cruzan en t; ~ 3, donde un mayor

34



UAM-I CAPITULO 4. RESULTADOS

numero de particulas liberadas en la direccién L-P salen en tiempos ¢, > 3 comparado con

las liberadas en la direcciéon P-L.

0.1 T T T T T T T T T
— Direccion P-L
N —— - Direccion L-P

Fraccion
o
o
()]

0-6 T T T T T T T

Fraccion
o o
N E=Y

Figura 4.6: Distribucion de los tiempos de salida de las particulas liberadas en las
direcciones medio liquido-medio poroso y medio poroso-medio liquido. Las curvas

corresponden a 20, 000 particulas en un canal de L = 2, con sélidos p = 2 de r = 0.2.

Para una mejor visualizacién los tiempos son ajustados a una funcion de distribucién
gaussiana y normalizados con respecto al tiempo que en promedio tomaria a las particulas
atravesar el canal sin obstaculos Ty = L?/2Dap = 2. En la Fig. (4.6 b) se observan las
curvas gaussianas que representan los datos de la Fig. (4.6 a). La curva correspondiente a
las particulas liberadas en la direccion L-P se ve desplazada a la derecha con respecto de
la curva que representa a las particulas liberadas en la direccion P-L, esta asimetria, en

términos del promedio de los tiempos es a = 1.203. Es decir, en promedio, les toma mas
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tiempo a las particulas recorrer la misma distancia si son liberadas en la zona liquida que

si son liberadas en la zona porosa.

3-5 T T T T T T T

25

1.5

Figura 4.7: Asimetria a = (T's;_p)/(Tsp_1) a diferentes r en un canal de L = 2

Efecto de r sobre «

El efecto de r en la asimetria se presenta en la Fig. (4.7), la figura corresponde a un canal
canal de ancho w = 1, L = 2 y 20,000 particulas. Un valor de @ = 1 corresponderia
a un sistema en que las particulas tomen el mismo tiempo en recorrer L sin importar
si se liberan en z = —L/2 o © = L/2, esto ocurre para un sistema no poroso donde
solo se tiene liquido en el canal. La asimetria se presenta en canales compuestos de zonas
con diferentes valores de porosidad, esto ha sido estudiado y discutido experimentalmente
en [52] y numéricamente utilizando simulaciones brownianas en [53]. En la Fig. (4.7)
podemos observar que « incrementa conforme incrementa r. El incremento en la asimetria
con respecto a r se hace mas evidente para configuraciones de sélido p =— co que p =2y
p = 1, esto se puede relacionar directamente con la obstruccion generada por los solidos,
mayor en bolas p =— oo que en las p = 2 y p = 1 para un mismo r como se discutié en

la Fig. (4.4).
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Efecto de L sobre «

El valor de ar incrementa con respecto al tamano del canal L, sin embargo lo hace de manera
muy lenta en términos del porcentaje, por ejemplo para un canal de w = 1 con sélidos de
configuracion p =2 y r = 2 el valor de a va de 1.203 a 1.219 y 1.229 para L =2, L =4
y L = 6 respectivamente, es decir solo aumenta 1.37 % y 0.76 %, posteriormente decrece
a 1.2239, un 0.39 %. De los resultados anteriores, podria considerarse que en realidad el
valor de o converge a 1.22 (el promedio de o para L = 2,4,6 y 8). Lo mismo ocurre para

solidos de configuracion p =1y p — oo donde se alcanzan valores de o = 1.14 y v = 1.3

respectivamente.
1.5 T T T T T T T T
p— 00
14 © p=2 -
o p=1
13 m] - . 7
[m]
S
o © o
1.2 % .
o o ¢ o
111 :
1(: 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

L

Figura 4.8: a a diferentes L del canal para las tres configuraciones sélido-fluido p = oo,

p=2yp=1conr=2
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4.2. Dispersion

Para el analisis de la dispersién, las trayectorias se obtuvieron con la Ec. (2.19) donde V,
se introdujo con la Ec. (3.6) considerando diferentes tipos de fluidos. En esta seccion se
considera un canal de longitud L, las particulas son liberadas en x =0y y € U[—0.5,0.5]
considerando reflexion en z = 0, se mide el tiempo que les toma salir del canal asi como el
tiempo que les toma alcanzar ciertas longitudes z, los tiempos se promedian y se calculan
parametros de transporte. En esta seccién el andlisis de resultados se hace en funcién del
tiempo promedio de salida de las particulas (T5), su velocidad promedio V}, y el coeficiente

de difusividad efectiva D.yy.

Figura 4.9: A un t=1; a) Particulas transportandose por difusién, b) Particulas

transportandose por dispersién en un fluido newtoniano

Considerando un fluido newtoniano en la Ec. (3.6) con una V,,,, = 7 en la Fig. (4.9 b)
se muestran 1,000 particulas moviéndose por dispersiéon en un canal de ancho w = 1.
Comparadas con la Fig. (4.9 a), las particulas se han desplazado a la derecha una longitud
mayor por la acciéon de V. En este caso podemos calcular un coeficiente de transporte

efectivo D.s¢ que considere el movimiento por difusiéon y conveccién dentro del canal,
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dicho coeficiente nos da un idea general del tiempo que toman las particulas en desplazarse
L cuando se encuentran suspendidas en un fluido en movimiento. Dicho coeficiente lo

podemos calcular como,

(4.3)

donde T}, es el tiempo de salida de las particulas en L y Ty = L?/(2Dap) el tiempo que

tomaria a las particulas salir en L transportandose solo por difusion.

El efecto del movimiento del fluido sobre el movimiento de las particulas puede cuantificarse
en términos de D.fy, para el caso del sistema representado en la Fig. (4.9 b), Des¢/Dap =
23.5842, considerando un canal de L = 10, ancho w = 1 y 20,000 particulas. En el canal
considerado, con Dy = 1 podemos decir que en promedio, las particulas se mueven
23.5842 veces mas rapido por el efecto del movimiento del fluido, que la velocidad que

tendrian si el fluido no se moviera.

Caracteristicas del Canal en el transporte de las particulas

En la Fig. (4.10 a) se muestra el tiempo promedio que toman en salir las particulas de un

canal de L = 2 para diferentes valores de la velocidad media

n+1
Vm = Vmazx 4.4
v <3n+1) (44)

con n dependiendo del tipo de fluido considerado en la Ec. (3.6). En la Fig. (4.10 a)
se aprecia que la disminucion en el ancho del canal parece impedir en cierta forma el
movimiento de las particulas ocasionando que se requieran tiempos mayores para que
las particulas logren alcanzar L. En la Fig. (4.10 b) se presenta D.ss calculado a partir
de los datos de Fig. (4.10 a), se puede corroborar que el coeficiente de difusién efectiva
incrementa conforme Vm, sin embargo, los valores alcanzados son menores para canales
de configuracion w = 0.02 que w = 1 lo cual esté relacionado con un transporte mas lento

en canales con w pequeﬁos.
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Figura 4.10: a) Tiempo promedio de salida de las particulas (Ts) a diferentes velocidades
promedio del fluido en que se transportan V,,,, b) D,y correspondientes a las

configuraciones de a)
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Figura 4.11: a) (Ts) a diferentes V,,,, b) D, correspondientes a las configuraciones de a)
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En la Fig. (4.11 a) se aprecian los tiempos promedio de salida en canales de w = 0.2 y
diferentes L. Para V,,, = 0 las particulas son transportadas solo por mecanismos difusivos,
y los tiempos de salida en L corresponden con Ty = L?/2D 4, siendo estos 8,2 y 0.5 para
L = 4,2 y 1 respectivamente. Como es esperado, los tiempos de salida de las particulas
decrecen conforme incrementa V,, siendo mayores para canales L. = 4 que para canales
L =2y L =1.D.y paralos tres canales incrementa siendo menores los valores alcanzados
para L mas altos dado que a las particulas les toma mayor tiempo atravesar canales L = 4

que L =1 (Fig. (4.11 b)).
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Figura 4.12: a) V,, a distintos Pe en un canal de L =1, b) dV,/dPe

El hecho de que D.sy > Dyp para V,,, > 0 se debe a la suma del efecto que tiene el
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movimiento del fluido sobre la velocidad de las particulas; este efecto no es lineal. En
la Fig. (4.12 a) se observa la velocidad de las particulas calculada como V, = L/(T;) a
diferentes Pe = V,,0.L/Dap. En la Fig. (4.12 b) se presenta dV,/dPe, de dicha derivada
al ser una funcién lineal podemos deducir que V), incrementa como una funcién cuadrada

con respecto de Pe.
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Figura 4.13: Velocidad de las particulas menos la velocidad media del fluido a distintos

Peenun canalde L =1

En la Fig. (4.13) se observa la velocidad promedio de las particula menos la velocidad
media del fluido a distintos Pe. A Pe = 0, sin movimiento del fluido, las particulas salen
a una velocidad L/Ty = 2D4p/L = 2, correspondiente a la velocidad de las particulas
transportandose por difusién. Para Pe cercanos a cero se observan resultados interesantes,
por ejemplo, para un canal de w = 0.1, a Pe < 9 se tienen valores de V,, — V,,, < 2, lo
cual puede sugerir que la velocidad de la particulas sin contar el movimiento que aporta
el fluido es menor a la velocidad por difusion. Por otro lado, para Pe > 9 se obtienen
valores de V), — V,,, > 2, es decir, el movimiento del fluido a esos valores de Pe impulsa el
movimiento de las particulas mas alla de la suma de la velocidad del fluido y la velocidad de

las particulas por difusién. El mismo comportamiento es observado en canales con w = 0.2
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y w = 0.4 a Pe=06.5y Pe=4.5 respectivamente. Es decir, existe un Pe de transiciéon en
el cual el movimiento del fluido pasa de limitar el movimiento de las particulas por efectos
puramente moleculares y relacionados con la difusion a favorecerlo logrando velocidades

en las particulas mas alla de la suma de la velocidad del fluido y el transporte por difusién.

Caracteristicas del fluido en el transporte de las particulas

El movimiento del fluido favorece el transporte de las particulas por dispersion. Conside-
rando lo anterior, debido a los diferentes perfiles de velocidad que describen los distintos
tipos de fluidos al estar en movimiento (Fig. 4.15 a), el efecto que tienen sobre el trans-
porte de las particulas es diferente. En la Fig. (4.14) se observa la velocidad promedio de
las particulas transportandose en un canal de L = 2 y w = 0.2 para fluidos n =5, n =1
y n = 0.2. Los resultados obtenidos muestran que se alcanzan mayores V,, para fluidos
pseudoplasticos (n < 1) que newtonianos (n = 1) y dilatantes (n > 1) para un mismo

valor de Pe.
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Figura 4.14: V,, vs Pe en un canal de L = 2

Los resultados mostrados en la Fig. (4.14) pueden ser explicados en términos de la Vm,
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para un mismo Pe la velocidad media de un fluido pseudoplédstico es mayor que para
un fluido newtoniano o dilatante (ver Fig. (4.15 b)) lo cual favorece la velocidad de las
particulas lograndose velocidades promedio mayores en este tipo de fluidos. En los perfiles
mostrados en la Fig. (4.15 a) se puede apreciar que en fluidos pseudoplésticos una mayor
parte de la seccion transversal a la direccion del transporte mantiene valores de la velocidad
cercanos a V., en comparacién con los fluidos dilatantes cuyos perfiles de velocidad

comienzan a decrecer inmediatamente a cero para y # 0.
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Figura 4.15: a) Perfiles de flujo descritos por un fluido pseudopléstico de n = 0.2, un fluido
newtoniano (n = 1) y un fluido dilatante de n =5, b) V;,, de los fluidos presentados

en a) a distintos Pe

En la Fig. (4.16) se muestra V,, — V,, del sistema correspondiente a la Fig.(4.14). La V,, a
Vim = 0 corresponde al transporte puramente por difusién siendo V, = L/Ty = 2Dap/L =
1, posteriormente incrementa de manera no lineal. Como en la Fig. (4.13) se pueden
observar puntos de transiciéon donde el efecto de la velocidad del fluido pasa de limitar el
proceso de transporte por difusiéon a promoverlo. Para el caso del fluido correspondiente

a n = 0.2 este punto de transicién es alcanzado en Pe ~ 20. Para Pe < 20, V, — V,,
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sugiere velocidades por efectos moleculares menores a la velocidad por difusion, por otra
parte, para Pe > 20 el movimiento del fluido parece promover el movimiento de las
particulas por los efectos moleculares mas alla de la velocidad que tendrian por difusion.
Resultados similares son obtenidos para fluidos newtonianos y dilatantes siendo los puntos
de transicién Pe =~ 5y Pe =~ 3.5 correspondientemente. Aqui, los fluidos pseudoplasticos

incrementan el valor de este Pe de transiciéon y los fluidos dilatantes lo reducen.
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Figura 4.16: Velocidad de las particulas menos la velocidad media del fluido a distintos

Peenun canalde L =1
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Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas

5.1. Conclusiones

En el presente trabajo se presenté un estudio sobre el coeficiente efectivo de difusién D¢
y sobre caracteristicas del transporte en canales porosos y canales con dispersién. Con

base en los resultados obtenidos se puede concluir lo siguiente:

= El uso de metodologias que permitan obtener mayor informacion de las interacciones
particula-sélido particula-fluido como la simulaciéon browniana es 1itil en la interpre-
tacion y andlisis del movimiento de las particulas lo cual favorece el entendimiento

y la caracterizacién del proceso de difusion y dispersion.

= En el proceso difusivo en medios porosos la distribuciéon del solido dentro del fluido

juega un papel importante en la velocidad de transporte de las particulas.

= El transporte en medios semiporosos presenta asimetria. Dicha asimetria es afectada
por la forma de los sélidos inmersos en el fluido asi como por la . La asimetria es
ocasionada por el medio poroso y se ve favorecida la direccién de transporte medio

liquido-medio poroso sobre el transporte en la direccién inversa.
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= En canales con dispersion el efecto del movimiento del fluido sobre la velocidad de
transporte de las particulas presenta una zona de transiciéon a partir de la cual pasa

de limitar el movimiento molecular relacionado con la difusién a impulsarlo.

5.2. Perspectivas

La simulacion browniana ha demostrado ser un buen experimento numérico en el calculo
de pardametros y la caracterizacion del transporte de particulas en diversos sistemas como
los medios porosos y sistemas dispersivos, en este sentido entonces puede seguir siendo
explotada como primer experimento computacional antes de la experimentacién en labo-
ratorios. Algunas direcciones hacia las cuales se podria seguir en el estudio de sistemas de

transporte de masa haciendo uso de la simulaciéon browniana son:

» Estudio de métodos que permitan la simulacién de sistemas con interaccion entre

particulas

» Estudio de sistemas de reaccidén-transporte en distintas configuraciones que puedan

servir en el andlisis y evaluacion de catalizadores
» Estudio de transporte en medios porosos con movimiento de fluido

= Corroboracion experimental en distintos sistemas con los resultados obtenidos me-

diante la simulacion browniana.
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