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Al Dr. José de Jesús Álvarez Ramı́rez por su ayuda para la elaboración de

este proyecto.

Al Dr. Leonardo Dagdug Lima y la Dra. Gabriela Ávila de la Rosa por
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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio de los coeficientes de difusión efectiva calculados

mediante la simulación browniana para diferentes configuraciones de medios porosos, aśı

como en canales con dispersión considerando diferentes tipos de fluidos (i.e. newtonianos

y no newtonianos) y un breve análisis de las interacciones del movimiento del fluido con

el de las part́ıculas. La simulaciones son realizadas utilizando la ecuación de Langevin

resuelta para un número suficientemente grande de part́ıculas, de estas simulaciones se

miden tiempos de salida en canales de longitudes determinadas con los que se calculan

caracteŕısticas del transporte en los canales, como la velocidad media de las part́ıculas.

Los coeficientes de difusión son obtenidos mediante el ajuste por mı́nimos cuadrados de

las distribuciones obtenidas mediante la ecuación de Langevin a los modelos de difusión

y dispersión Fick. En medios porosos se observó que la distribución sólido-ĺıquido es un

factor importante en la velocidad con la que se transportan las part́ıculas en los canales, aśı

mismo, se analizó la asimetŕıa en el transporte entre dos zonas, una ĺıquida y una porosa,

encontrándose que el transporte se ve favorecido cuando las part́ıculas se desplazan de

una zona porosa a una ĺıquida sobre el transporte de estas en dirección inversa. En el

caso de la dispersión fue localizado un Pe de transición que representa una velocidad del

fluido a partir de la cual este pasa de limitar el movimiento molecular de las part́ıculas a

favorecerlo.
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UAM-I ÍNDICE DE FIGURAS

4.9. A un t=1; a) Part́ıculas transportandose por difusión, b) Part́ıculas trans-

portandose por dispersión en un fluido newtoniano . . . . . . . . . . . . . . 38

4.10. a) Tiempo promedio de salida de las part́ıculas 〈Ts〉 a diferentes velocidades

promedio del fluido en que se transportan Vm, b) Deff correspondientes a

las configuraciones de a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.11. a) 〈Ts〉 a diferentes Vm, b) Deff correspondientes a las configuraciones de a) 40

4.12. a) Vp a distintos Pe en un canal de L = 1, b) dVp/dPe . . . . . . . . . . . 41

4.13. Velocidad de las part́ıculas menos la velocidad media del fluido a distintos

Pe en un canal de L = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.14. Vp vs Pe en un canal de L = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.15. a) Perfiles de flujo descritos por un fluido pseudoplástico de n = 0.2, un
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Si colocamos algunas part́ıculas de colorante en un recipiente de agua pura, al cabo de

algunos segundos el agua cerca de donde se depositó el colorante irá cambiando su color;

despúes del algún tiempo, toda el agua del recipiente estará de un tono uniforme debido

al colorante. El proceso responsable del fenómeno anterior es la difusión. En este caso, la

difusión es causada por el movimiento aleatorio de las part́ıculas del colorante disueltas

en el agua [1].

El proceso de difusión puede ser tan rápido o lento dependiendo del sistema en que se

desarrolle, por ejemplo la difusión de hidrogeno en agua (ambos en estado gaseoso) es apro-

ximadamente de 0.85 cm2/s mientras que del aluminio en cobre es de 1.30 x 10−30 cm2/s

(ambos sistemas a 293K) [2].

En la mayoŕıa de los casos la difusión ocurre o forma parte de procesos complejos en los

cuales aparecen otros fenómenos como la transferencia de calor y momento, tal es el caso del

transporte de masa en reactores (cstr, flujo pistón, etc.), separadores de membrana, torres

de absorción y en extracción ĺıquido-ĺıquido [3, 4, 5, 6] entre otros. Al formar parte de una

secuencia de procesos en la producción de algún producto, es necesaria la comprensión del

1



UAM-I CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

fenómeno de difusión ya que este podŕıa ser un paso limitante dentro del proceso general

de producción o de interés.

Un parámetro clave en el estudio de la difusión es el coeficiente de difusividad molecular

(DAB), el cual nos dice la velocidad con que se desplazan las part́ıculas de un soluto A

en un soluto B (como en los ejemplos anteriormente mencionados del hidrógeno en agua

y el aluminio en cobre) [7]. Este coeficiente nos provee de ideas útiles, entre otras cosas,

para el diseño de equipos [8], aśı como de catalizadores [9] y para la operación óptima de

los equipos dado que con el podemos tener idea del tiempo que tomará alguna parte del

proceso en la que exista difusión.

En este punto, parece evidente la importancia del proceso de difusión y de la utilidad del

coeficiente de difusividad en su estudio, sin embargo, al estar acompañado de fenómenos

de transporte de calor y dinámica de fluidos, no siempre es fácil el contar con experimentos

mediante los cuales se pueda realizar su estudio de manera independiente [10].

1.2. Planteamiento del problema

Debido a lo complejo que puede resultar el estudio del fenómeno de la difusión (por los

fenómenos junto a los que se presenta), éste, comúnmente se estudia con modelos simplifica-

dos (como la mayoŕıa de fenómenos f́ısicos). Para la obtención de los modelos simplificados

se parte de consideraciones o supuestos sobre las propiedades f́ısicas del sistema en que se

estudia el fenómeno, tales como, el supuesto de independencia del coeficiente de difusión

con respecto de la temperatura, aśı como la suposición de su simetŕıa, por ejemplo, en el

modelado de reactores de flujo pistón [11, 12]. Además de las simplificaciones de las pro-

piedades f́ısicas anteriormente mencionadas sobre el soluto en el sistema donde ocurre el

proceso de difusión, otro tipo de consideraciones incluyen la simplificación de la geometŕıa

(o la estructura geométrica) del medio donde se difunden las part́ıculas, lo que permite

en muchos casos el estudio de los sistemas de forma unidimensional, como el proceso de

difusión-reacción en pastillas cataĺıticas [13], reactores [14] y otros sistemas.

2
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Parece evidente entonces que el uso de las simplificaciones resulta ser útil en términos de

la solución de los modelos que se plantean en la descripción de los fenómenos, sin embargo,

el precio que se paga es que se obtiene información limitada de estos.

A pesar de que en algunos casos puede resultar adecuado el uso de simplificaciones, en la

práctica y en la naturaleza la mayoŕıa de los sistemas en los cuales ocurre difusión son

sistemas complejos donde conocer la interacción del soluto con el medio nos puede dar

información valiosa en términos de cómo se desarrolla el proceso difusivo. Ejemplos de

sistemas complejos pueden ser la difusión en zeolitas con estructuras irregulares [15, 16],

difusión en medios porosos [17, 18, 19], difusión en sistemas con fronteras irregulares [20],

difusión y convección de ox́ıgeno en arterias [21]. En sistemas como los anteriores contar

con modelos que sean capaces de capturar mayor información del proceso difusivo puede

ser útil.

Además de los casos anteriores, otro proceso complejo podŕıa ser la dispersión. La dis-

persión es un fenómeno subyacente del proceso de difusión en un medio donde existe el

movimiento de un fluido [1]. Algunos sistemas donde se presenta el fenómeno de dispersión

son: el transporte de part́ıculas en reactores tubulares [22, 23], reactores de dispersión con

membrana [24], reactores de tambor rotatorio [25], el transporte de contaminantes en ŕıos

y cielo abierto [26, 27, 28, 29].

El estudio de estos fenómenos en cierto modo más complejos resulta complicado muchas

veces ya que la difusión se combina con otros fenómenos moleculares y que incluyen tanto

el movimiento de part́ıculas del fluido (en el caso de la dispersión) como la reflexión de las

part́ıculas de soluto por el golpe con el sólido en el caso del transporte en medios porosos.

Un parámetro útil en el estudio de este tipo de fenómenos es el coeficiente de difusividad

efectiva Deff .

El coeficiente difusividad efectiva es un parámetros análogo al coeficiente de difusión mo-

lecular, de hecho, se expresa en las mismas unidades (i.e. m2/s), sin embargo, este está

destinado a ser utilizado con ecuaciones macroscópicas [10, 30]. Su diferencia con respecto

a la difusividad molecular (y razón por lo que es utilizado en ecuaciones macroscópicas)

3
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es que; el coeficiente de difusividad efectiva considera el área efectiva de transporte de las

part́ıculas aśı como la distancia total que recorren (mayor por los choques con el sólido

los cuales desv́ıan las part́ıculas) dentro del medio poroso. En sistemas con dispersión

considera el movimiento tanto difusivo como los efectos en el movimiento de las part́ıculas

inducidos por factores propios del movimiento o caracteŕısticas del fluido [32].

Ahora el parámetro en el que nos interesamos es el parámetro macroscópico Deff . Este

coeficiente podŕıa ser calculado experimentalmente, sin embargo, dado que la experimen-

tación para sistemas complejos puede resultar complicada en términos de costos y tiempo,

se opta por otro tipo de metodoloǵıas anaĺıticas o numéricas. Algunas de las metodoloǵıas

utilizadas por ejemplo en el cálculo del coeficiente de difusividad efectiva son el método del

promedio volumétrico [33] para el caso de medios porosos, el uso de ecuaciones explicitas

que consideran las variaciones en la geometŕıa de las fronteras [34, 35] en el caso de canales

confinados, aśı como el uso de software para dinámica de fluidos computacional [36, 37]

en sistemas con dispersión. Además de las metodoloǵıas anteriormente mencionadas una

ampliamente utilizada es la simulación browniana.

La simulación browniana consiste en simular el movimiento de las part́ıculas que se trans-

portan en un medio ĺıquido mediante el uso de ecuaciones estocásticas [38]. Con el uso

de estas ecuaciones se trata de reproducir el movimiento aparentemente aleatorio de las

part́ıculas suspendidas en un fluido. El uso de esta metodoloǵıa que consiste en simular

el movimiento de una part́ıcula de manera individual (lo cual se hace para una cantidad

suficientemente grande de part́ıculas) permite considerar sistemas como los medios porosos

y los canales confinados donde basta con colocar de manera adecuada las fronteras de los

sólidos a la hora de simular el transporte de las part́ıculas, aśı mismo, se puede llevar a cabo

la adición de movimiento convectivo introducido por un fluido, por lo tanto se puede tener

mayor información de las interacciones soluto-sólido y soluto-fluido. La teoŕıa detrás del

movimiento browniano tiene bases bastante sólidas en f́ısica desde los trabajos de Albert

Einstein [39] y Paul Langevin [40], por lo que su uso se ha extendido en diferentes áreas

como herramienta en la simulación del transporte de part́ıculas principalmente en sistemas

4
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complejos sustituyendo o sirviendo como primer ejercicio antes de la experimentación.

En el presente trabajo se presenta un estudio de los coeficientes de difusión efectiva calcula-

dos mediante la simulación browniana para diferentes configuraciones de medios porosos,

aśı como en canales con dispersión considerando diferentes tipos de fluidos (i.e. newto-

nianos y no newtonianos), además se presenta un breve análisis de las interacciones del

movimiento del fluido con el de las part́ıculas. El movimiento browniano será calculado

utilizando la ecuación de Langevin tanto para el caso de la dispersión como la difusión.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Estudio de los coeficientes de difusividad efectiva y caracteŕısticas de transporte en:

Medios porosos con diferentes configuraciones en la distribución sólido-fluido y

Canales con dispersión bajo diferentes perfiles de flujo

mediante simulación browniana.

1.3.2. Objetivos particulares

Estudio del movimiento browniano.

Estudio de los métodos de Euler-Maruyama y Milstein para la solución de ecuaciones

estocásticas.

Implementación de los esquemas numéricos para la solución de la ecuación de Lan-

gevin.

5
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Implementación de la ecuación de Langevin en medios porosos con diferentes con-

figuraciones (distintos valores de la porosidad y configuración en la geometŕıa del

sólido inmerso en el fluido).

Implementación de la ecuación de Langevin para dispersión en canales considerando

diferentes tipos de fluidos (newtonianos y no newtonianos).

Implementación del esquema numérico de mı́nimos cuadrados utilizado en la búsque-

da de los parámetros de transporte.

Análisis de resultados.

6



Caṕıtulo 2

Estado del arte

En este caṕıtulo se presentan los modelos tradicionales que se utilizan en la descripción

de la difusión y dispersión. Se consideran los modelos Fickianos para la descripción del

transporte de masa desde el punto de vista determińıstico y la ecuación de Langevin para

el punto de vista estocástico. En la última sección se presenta una breve descripción de los

métodos utilizados en la solución de problemas de mı́nimos cuadrados, dicha metodoloǵıa

es la empleada en la determinación de los parámetros de transporte de este trabajo.

2.1. Modelos de transporte Fickianos

2.1.1. Difusión

El proceso difusivo consiste en el movimiento de part́ıculas de una especie de una posición

a otra, este cambio de posición se debe a la diferencia de potencial qúımico, las part́ıculas

se mueven de zonas con mayor a menor potencial, esta diferencia en el potencial se puede

deber a una diferencia en las concentraciones, la temperatura u otro fenómeno [41]. En este

trabajo consideraremos únicamente el proceso difusivo debido a la diferencia de concen-

traciones. Una forma adecuada de evaluar este movimiento en las part́ıculas es mediante

7
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el flux.

El flux (másico o molar) de una especie dada es una cantidad vectorial que denota la

cantidad de la especie que se transporta por unidad de tiempo y por unidad del área

normal al vector. Las dimensiones del flux, son:

(flux molar de A) =
(moles de A transferidos)

(área transversal a la dirección de transporte) (tiempo)

(
mol

cm2s

)

La relación básica para la difusión molecular, que define el flux relativo a la velocidad

molecular promedio es JA. Una relación emṕırica para este flujo molar fue primeramente

postulada por Adolf Fick [42] en el año de 1855 en sus estudios sobre difusión. Actual-

mente a esta relación se le conoce como la primera ley de Fick y define la difusión de

un componente A en un sistema isotérmico e isobárico como proporcional al gradiente de

concentración de éste:

JA = −DAB∇CA (2.1)

Para difusión solamente en la dirección x, la ecuación correspondiente es:

JA,x = −DAB
dCA

dx
(2.2)

donde JA,x es el flux de la especie A en la dirección x, dCA

dx
es el gradiente de concentra-

ción de A en la dirección x y DAB es el coeficiente de difusión descrito en la sección de

introducción, los sub́ındices A y B indican la especie que se transporta y entre la cual lo

hace respectivamente.

Imaginemos la difusión de A a través de un canal como el mostrado en la Fig. (2.1).

Consideremos un instante t0 en que la especie A se libera (Fig.2.1.a), al momento de ser

liberada, la sustancia A comenzará a transportarse en la dirección x a través del fluido B,

después de algún determinado tiempo t1 la sustancia se encontrará distribuida a lo largo del

8
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Figura 2.1: a) Canal con un fluido B y una especie A antes de ser liberada a un t = 0, b)

Canal a) al tiempo t = t1

canal. Si queremos conocer como vaŕıa la cantidad de A en un sección de volumen AT∆x

(donde AT es el área transversal a x en el canal) basta con hacer un balance diferencial

de masa, aśı se tiene:

 Cantidad de A

en el volúmen AT∆x

 =

 Velocidad de entrada

de A en x

−
 Velocidad de salida

de A en x+ ∆x


matemáticamente esto es,

d

dt
(AT∆xCA) = AT (JA|x − JA|x+∆x) (2.3)

de la Ec. (2.3) inmediatamente se obtiene

dCA

dt
= −

(
JA|x+∆x − JA|x

∆x

)
(2.4)

y haciendo tender ∆x a cero, por la definición de derivada,

dCA

dt
= −dJA

dx
(2.5)

ahora, sustituyendo la primera ley de Fick (Ec. (2.2)) en la Ec. (2.5) se obtiene
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dCA

dt
= DAB

d2CA

dx2
(2.6)

La ecuación diferencial parcial 2.6 se conoce como la segunda ley de Fick y describe la

variación de concentración con respecto al tiempo y la posición (para un sistema unidi-

mensional en este caso). La solución a la segunda ley de Fick considerando que al t = 0

se libera una carga puntual de part́ıculas en el centro del canal, C0 = δ(x− xi) en x = 0

y considerando como condiciones de frontera CA = 0 para x→∞ y x→ −∞ es,

CA(x, t) =
C0√

4πDABt
exp

(
− x2

4DABt

)
(2.7)

En la Fig. (2.2) se muestra el cómputo de la Ec. (2.7) para tres valores de t, (t1 < t2 <

t3). La carga puntual que se libera en el centro del canal se va distribuyendo conforme

incrementa el tiempo (Figs. (2.2. a-c)). En el ĺımite cuando t → ∞ la distribución será

homogénea en x.

x
-5 0 5

C
A

0

0.5

1

1.5

CA,t1

x
-5 0 5

C
A

0

0.5

1

1.5

CA,t2

x
-5 0 5

C
A

0

0.5

1

1.5

CA,t3

a) b) c)

Figura 2.2: a)-c) Distribución de una carga de A colocada en x = 0 al t = 0 para tres

tiempos t1 < t2 < t3.

La segunda ley de Fick se utiliza para un sistema homogéneo. En el caso de la difusión en

medios porosos y en sistemas confinados la ecuación se utiliza con el cambio del coeficiente
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de difusividad molecular por el coeficiente de difusividad efectiva Deff , de esta forma

tenemos

dCA

dt
= Deff

d2CA

dx2
(2.8)

dicho coeficiente es menor al coeficiente de difusividad molecular ya que considera las

interacciones sólido-fluido. La Ec. (2.8), análoga a la Ec. (2.6), tiene como solución

CA(x, t) =
C0√

4πDeff t
exp

(
− x2

4Deff t

)
(2.9)

2.1.2. Dispersión

Figura 2.3: a) Canal con un fluido B moviendose en la dirección x y una especia A antes

de ser liberada a un t = 0, b) Canal a) al tiempo t = t1

Consideremos ahora que el fluido B contenido en el canal se mueve en régimen laminar

como lo indican las flechas en la Fig. (2.3), en este caso el movimiento de A se verá

afectado tanto por la diferencia de concentraciones (del propio A) como por la velocidad

de las part́ıculas de B que promoverán el movimiento de A en alguna dirección preferencial.

En este caso, para conocer la variación de concentración el balance requerido es,

 Cantidad de A en

el volúmen AT∆x

 =

 Velocidad de entrada

de A en x por difusión

−
 Velocidad de salida de A

en x+ ∆x por difusión
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+

 Velocidad de entrada

de A en x por convección

−
 Velocidad de salida de A

en x+ ∆x por convección


supongamos que el fluido se mueve en la dirección x de izquierda a derecha a una velocidad

Vx, análogo al caso de difusión, realizando el balance matemático, utilizando álgebra y

cálculo obtenemos

dCA

dt
= −dJA

dx
− Vx

dCA

dx
(2.10)

en la Ec. (2.8) ahora sustituimos una versión de la primera ley de Fick (Ec. 2.2) con la

diferencia que en lugar del coeficiente de difusión molecular DAB utilizaremos el coeficiente

de dispersión que denotaremos Dd para representar la interacción del movimiento del fluido

con la difusión de A, aśı se obtiene

dCA

dt
= Dd

d2CA

dx2
− Vx

dCA

dx
(2.11)

utilizando la transformada de Fourier en sistemas con dominio infinito [43] podemos obte-

ner la solución de la Ec. (2.9) bajo la condición inicial C0 = δ(x− xi) en x = 0 para t = 0

y las condiciones de frontera CA = 0 para x→∞ y x→ −∞, dicha solución es

CA(x, t) =
C0√

4πDdt
exp

(
−(x− Vxt)2

4Ddt

)
(2.12)

La Fig. (2.4) muestra el cómputo de la Ec. (2.12) para dos tiempos diferentes t1 < t2. La

solución se compara con la solución en el caso de transporte puramente difusivo (Ec. (2.7))

como referencia. El efecto de la velocidad del fluido sobre A se aprecia en el movimiento a

la derecha de los perfiles de distribución (Fig. (2.4 a-b)), estos, aunque presentan la misma

forma que para el caso de la difusión, se encuentran desplazados en la dirección que favorece

el movimiento del fluido. En este caso, en el ĺımite cuando t→∞ la distribución se habrá

vuelto homogénea en x→∞ por el desplazamiento del fluido.
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Figura 2.4: Distribución de A a dos tiempos a) t1 < b) t2 considerando transporte por

difusión y dispersión

2.2. Ecuación de Langevin

En esta sección se presenta una breve explicación del movimiento browniano y de la ecua-

ción de Langevin que se utiliza en su descripción. Algunas soluciones son presentadas a

modo de ejemplo. Los detalles de la solución de la ecuación estocástica se explican en la

sección 3.1.2.

2.2.1. Difusión

El movimiento browniano que describe el transporte de las part́ıculas desde un punto

de vista estocástico, recibe ese nombre por las observaciones realizadas por el botánico

Robert Brown en 1827 sobre el movimiento de part́ıculas de polen en agua [44]. Aunque

Robert continuó realizando experimentos sobre el movimiento de part́ıculas, la teoŕıa del

movimiento browniano fue desarrollada a principios del siglo XIX. En 1905 Einstein de-

mostró que el desplazamiento de las part́ıculas es proporcional al tiempo que transcurre

(i.e. XD =
√
x2 =

√
2DABt) en su art́ıculo “On the movement of small particles suspen-

ded in a stationary liquid demanded by the molecuar-kinetic theory of heat” [39], dicha
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propiedad fue demostrada posteriormente en el año de 1908 por Paul Langevin [40]. En

este trabajo utilizaremos la ecuación de Langevin para describir el movimiento Browniano

de las part́ıculas, la ecuación es,

m
d2r

dt2
+ λ

dr

dt
+∇rU = η(t) (2.13)

donde, r ∈ Rn es el vector de cordenadas espaciales, m la masa de la part́ıcula, λ representa

un coeficiente de amortiguamiento y U un potencial de interacción. El término η ∈ Rn es

el término que representa la interacción de las part́ıculas que se transportan con las del

fluido. En el movimiento browniano se considera que no existe aceleración, por lo tanto la

Ec. (2.12) toma la forma siguiente,

λ
dr

dt
+∇rU = η(t) (2.14)

El término η(t) tiene una probabilidad de distribución gausiana con función de correlación

〈ηi(t), ηj(t′)〉 = 2λkBTmδijδ(t− t′) (2.15)

en donde kB es la constante de Boltzman, T la temperatura y los sub́ındices i,j denotan

las coordenadas espaciales. Definiendo ζ = λ/m y utilizando la relación de Einstein sobre

difusividad

DAB =
kBT

ζ
(2.16)

obtenemos la siguiente ecuación de Langevin sobreamortiguada

dr

dt
= −∇rU

λ
+
√

2DABξ(t) (2.17)

el término ξ(t) ∈ Rn es el ruido blanco con distribución gaussiana y función de autocorre-

lación 〈ξi(t), ξj(t′)〉 = δijδ(t− t′). El término ∇rU puede ser introducido para representar
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barreras energéticas o interacciones part́ıcula-part́ıcula, en el caso que se consideramos

movimiento puramente difusivo y sistemas no saturados, este término U ≈ 0, por lo tanto

la ecuación a resolver será,

dr

dt
=
√

2DABξ(t) (2.18)

si consideramos un sistema sólido-ĺıquido donde el sólido es impermeable, la ecuación se

resuelve considerando reflexión en las fronteras, esto es, en cuanto una part́ıcula pasa

alguna frontera en dirección al sólido sus coordenadas son reflejadas al medio fluido.

En la Fig. (2.5) se presenta la solución en dos dimensiones de la Ec. (2.18) para 1000

part́ıculas. La solución presentada corresponde a la liberación de las part́ıculas en x = 0

dentro de un canal de dos unidades de ancho y una posición aleatoria en y ∈ [−1, 1]. Para

la simulación se usó un valor de DAB = 1. La Fig. (2.5 a) representa la distribución de las

part́ıculas después de algún tiempo de haber sido liberadas y la Fig. (2.5 b) representa la

densidad part́ıculas en el canal en términos de su concentración.

x
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b)a)

Figura 2.5: a) Posición de las part́ıculas de A en un canal a un tiempo t de haber sido

liberadas en x = 0 y y ∈ [−1, 1], b) densidad de la distribución de las part́ıculas de a) en

términos de la concentración
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Figura 2.6: Trayectoria browniana de una part́ıcula

Aunque en la Fig. (2.5 a) se observa que las part́ıculas se han desplazado una longitud

menor a dos en x, en realidad estas no han viajado de donde fueron liberadas a su posición

final en forma lineal, sino aleatoria, por lo que el recorrido que han hecho es mucho mayor

a la distancia que se encuentran de su posición inicial. La Fig. (2.6) muestra la trayectoria

que ha recorrido una part́ıcula antes de haberse desplazado casi dos unidades en x.

2.2.2. Dispersión

Consideremos ahora que el fluido en el cual están las part́ıculas se mueve con una velocidad

Vr, entonces a la ecuación para difusión (Ec. (2.18)) se le suma esta velocidad del fluido,

aśı se llega a

dr

dt
=
√

2DABξ(t)− Vr (2.19)

para la descripción de la dispersión.

En la Fig. (2.7) se muestra la solución en 2D de la Ec. (2.19). La simulación corresponde a

1000 part́ıculas liberadas en x = 0 y una posición aleatoria de y ∈ [−1, 1]. En la simulación
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Figura 2.7: a) Posición a un tiempo t, de las part́ıculas de A liberadas en x = 0 y

y ∈ [−1, 1] dentro de un canal con fluido en movimiento, b) densidad en la distribución

de las part́ıculas de a) en términos de su concentración

se considera una velocidad del fluido en la dirección x; Vx = 5. El efecto de Vx se hace

notar en el desplazamiento a la derecha de las part́ıculas en la Fig. (2.7 a), éstas aunque

presentan la misma distribución que en la Fig. (2.5 a), se han desplazado por la velocidad

del fluido. La diferencia entre la distribución generada por difusión y dispersión en términos

de la concentración se puede observar en la Fig. (2.7 b).

La Fig. (2.8) muestra la caminata de dos part́ıculas, una bajo la influencia de movimiento

puramente difusivo (Fig. (2.8 a)) y otra considerando que el fluido en el cual se encuentra

está en movimiento (Fig. (2.8 b)). Las principales diferencias se pueden apreciar en x =

1, 2, 4.5, en dichas posiciones se puede observar más densa la trayectoria que sigue la

part́ıcula que se transporta solamente por difusión (Fig. (2.8 a)) con respecto al caso de

dispersión (Fig. (2.8 b)).

Las soluciones de la ecuación de Langevin presentadas en este caṕıtulo son ejemplos ilus-

trativos de cómo funciona la ecuación, en la sección de resultados la ecuación se resolverá

considerando las condiciones de frontera y los perfiles de flujo correspondientes.
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Figura 2.8: Caminata browniana de una particula a) por difusión b) por dispersión

2.3. Determinación de parámetros de transporte

Cuando se tiene una serie de datos de algún fenómeno ya sea que se hayan obtenidos ex-

perimentalmente o mediante simulación numérica, y se cuenta con un modelo matemático

que puede describir el comportamiento de dicho fenómeno, a lo que se recurre es a la

búsqueda del valor óptimo de los parámetros de dicho modelo matemático que descri-

ban la serie de datos con los que se cuenta, con la finalidad de caracterizar y estudiar el

fenómeno ya sea por el interés en el mismo o por que sea necesario contar con el modelo

en estudios posteriores. La búsqueda de los valores óptimos de esos modelos matemáti-

cos normalmente se plantea como un problema de optimización, espećıficamente como un

problema de minimización.

Supongamos que tenemos una serie de datos xi, yi y un modelo para ajustar FA = ax+b, el

objetivo será encontrar los valores óptimos de los coeficientes a y b con los que FA se ajuste

“mejor” a los datos xi, yi. Al referirnos al modelo que se ajuste “mejor” nos referimos al

modelo cuyos valores de a y b minimicen la suma del cuadrado del error entre FA y xi, yi,
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matemáticamente encontrar estos valores para a y b es resolver el siguiente problema de

minimización

mı́n E2(xi, yi) = mı́n
n∑

i=1

(yi − FA(xi))
2 = mı́n

n∑
i=1

(yi − (axi + b))2 (2.20)

donde E2 es la suma del cuadrado del error y n el número de datos. La Ec. (2.20) es

un ejemplo de optimización lineal, el cual puede ser resuelto mediante el uso de matrices

ortogonales. La forma matricial del problema de la Ec. (2.20) es

mı́n
n∑

i=1

(B − (AX))2 (2.21)

con B = Y − b. El problema de la Ec. (2.20) puede solucionarse al resolver el sistema

ATAx = ATB, donde ATA produce una matriz ortogonal. Dichas matrices ortogonales

en el ajuste de polinomios de alto orden se obtienen utilizando las matrices de Van der

Monde [45], en el caso de obtenerse matrices mal condicionadas algunas alternativas de so-

lución pueden utilizarse; como la factorización QR generando las matrices ortogonales con

metodoloǵıas como la ortogonalización de Gram-Schmidt o los reflectores de Householder

[46].

La metodoloǵıa descrita atrás sobre el uso de matrices ortogonales es útil en el caso de

ajuste a funciones lineales, sin embargo, una gran cantidad de problemas o series de da-

tos son más complejos que esto y requieren de modelos no lineales para su descripción.

Supongamos por ejemplo que se cuenta con la serie de datos;

(xi, yi) = {(1, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 5), (4, 1)}

y a dichos datos queremos ajustar el modelo FA = ae−b(x−c)
2
, el problema sigue siendo

encontrar los valores óptimos de los parámetros del modelo, en este caso a, b y c que

minimicen E2, es decir, resolver
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mı́n E2(xi, yi) = mı́n
n∑

i=1

(yi − (a exp−b(xi−c)2)2 (2.22)

en este caso, para obtener la solución del problema de la Ec. (2.22), se utilizan métodos

de optimización iterativos como los métodos de descenso, el método de Gauss-Newton o

Levenberg-Marquardt.
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Figura 2.9: Datos (xi, yi) y la función FA = 6.2813e−0.5043(x−2.2464)2 ajustada mediante

Levenberg-Marquardt

La Fig. (2.9) muestra los datos xi, yi junto con la función FA con los valores de a = 6.2813,

b = 0.5043 y c = 2.2464, dichos valores fueron localizados utilizando el algoritmo de

Levenberg-Marquardt considerando un error en términos de la norma euclidiana ‖ ei+1 −

ei ‖< 10−4, donde e = [a b c]T y los sub́ındices i indican la iteración.

En este trabajo los datos obtenidos mediante simulación browniana serán ajustados a los

modelos clásicos de transporte (i.e. Ecs. (2.9, 2.12)) utilizando una metodoloǵıa iterativa

con factores de peso aleatorios de distribución uniforme, de esta manera se determinarán

los parámetros de transporte. Dicha metodoloǵıa se describe en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. Solución de la ecuación de Langevin

Dos de las partes más importantes en la simulación del movimiento browniano son los

métodos y algoritmos necesarios para la solución de la ecuación estocástica considerada,

aśı como para la generación del término aleatorio o ruido blanco. En esta sección se describe

brevemente los algoritmos usados en ambos casos.

3.1.1. El término aleatorio

Los números aleatorios son parte esencial en los métodos y ecuaciones estocásticas, por

ejemplo en los métodos de Monte Carlo, aśı como la simulación browniana. Aunque los

números aleatorios tengan ese adjetivo, en realidad no existen algoritmos por computadora

con los que se puedan generar, a causa de esto, en algunos casos estos números pueden ge-

nerarse con la ayuda de algún dispositivo que mida variables aleatorias de algún fenómeno

como el ruido blanco producido por circuitos electrónicos, o la distribución de las gotas de

lluvia que caen en una área determinada, sin embargo estos métodos pueden ser costosos

o poco eficientes en términos de la velocidad y cantidad de números aleatorios requeridos
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en las simulaciones [47].

La alternativa son los números pseudoaleatorios para cuya generación se han desarrolla-

do diversos algoritmos. Dichos algoritmos deben cumplir dos aspectos importantes: I).-

Deben generar números que sigan ciertas propiedades de distribución y II).- Deben ser

“independientes”, es decir, cada número generado ni no debe ser más o menos probable

como consecuencia de los números generados anteriormente ni−1,ni−2,ni−3...n1. Los algo-

ritmos más comunes generan números aleatorios n ∈ U [0, 1] con distribución uniforme

como el generador mı́nimo estándar (GME) propuesto por Park y Miller en 1988 [48], y

el generador RANDU creado por IBM, sin embargo, otras distribuciones pueden ser ge-

neradas utilizando algoritmos de selección como el método de Box-Müller que selecciona

números aleatorios de una distribución uniforme para generar un conjunto de números

N (0, 1) de distribución gaussiana con media 0 y varianza 1, o el método de Ziggurat [49].

Los generadores como RANDU y GME son generadores de congruencia lineal, dichos

algoritmos tienen la siguiente relación de recurrencia,

xi = axi−1 + b (mod m)

ni =
xi
m

(3.1)

para el multiplicador a, el desplazamiento b y el módulo m. Para la generación del primer

número aleatorio n1, x0 6= 0 puede ser cualquier entero, este número se conoce como la

semilla. El periodo es igual a m − 1 y es la cantidad de números aleatorios que podemos

generar con la secuencia antes de que se repitan, en la práctica el valor del módulo se

escoge como un número primo o un número de la forma 2p, p ∈ N−{0} lo suficientemente

grande según los requerimientos del problema a resolver.

En la generación de números con distribuciones especiales, los métodos de rechazo como

el Ziggurat someten una pareja de números del conjunto U [0, 1] a alguna desigualdad

matemática según la distribución requerida, los números que satisfagan la desigualdad son

seleccionados para formar mediante algunas operaciones el nuevo conjunto. El porcentaje
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de números rechazados del conjunto U [0, 1] vaŕıa según la desigualdad, en el caso de Box-

Müller el rechazo es aproximadamente del 21 % en la generación del conjunto N (0, 1).
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Figura 3.1: a) 1000 parejas xu,yu ∈ U [0, 1] generados con el GME, b) 804 pares

xn,yn ∈ N (0, 1) seleccionados de a) mediante Box-Müller

En la Fig. (3.1) se muestra una distribución de 1000 parejas de números aleatorios xu,yu ∈

U [0, 1], de dichas parejas de números con el método de Box-Müller se generó el conjunto

xn,yn ∈ N (0, 1), el porcentaje de rechazo fue del 19.6 %.

En este trabajo se hace uso del generador mı́nimo estándar y una versión modificada de

este, ambos con periodo 231 − 2, con estos algoritmos se determina una posición aleatoria

en el eje y del canal para liberar las part́ıculas, además, con una versión modificada del

método de Box-Müller se seleccionan los números aleatorios de distribución gaussiana

requeridos en la solución de la ecuación de Langevin.

3.1.2. Algoritmos de solución

Las ecuaciones diferenciales parciales presentadas en la sección 2.1 son modelos determi-

nistas, es decir dada su condición inicial correspondiente y sus condiciones de frontera,
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existe una solución única, lo que significa que la solución está determinada por completo.

Sin embargo, no siempre se puede contar con estos modelos, ya que en muchos sistemas,

mientras algunas partes pueden modelarse con facilidad, otras partes parecen moverse al

azar (aparentemente de manera independiente del estado actual del sistema). En tales

situaciones, es común añadir un término de incertidumbre a la ecuación diferencial pa-

ra representar los efectos aleatorios. El resultado de esto son las ecuaciones diferenciales

estocásticas [45].

El modelo de ecuación estocástica ha resultado muy útil para representar sistemas que

están fuertemente afectados por ruido o perturbaciones aleatorias. Aplicaciones de tales

modelos se estudian en ingenieŕıa, finanzas y f́ısica entre muchas otras áreas. Debido a la

imposibilidad de encontrar soluciones expĺıcitas a ciertas ecuaciones de interés, los métodos

numéricos del caso determinista se han extendido para la solución de ecuaciones estocásti-

cas, tal es el caso del método de Euler al Euler-Maruyama o los métodos de Runge-Kutta

[50].

Las soluciones a las ecuaciones diferenciales ordinarias son funciones. Por otra parte, las

soluciones a las ecuaciones diferenciales estocásticas se conocen como procesos estocásticos.

Definamos por ejemplo la trayectoria de un proceso estocástico como Xt, supongamos que

dicho proceso sigue una ley de movimiento de la forma

dXt = f(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt,

X0 = x0,
(3.2)

en la Ec. (3.2), dBt es el término aleatorio, dicha trayectoria puede obtenerse mediante el

método de discretización de Euler-Maruyama. En este procedimiento se divide el intervalo

[0, t] de manera uniforme en n subintervalos de idéntica longitud ∆t = t/n, y se define

tj = j∆t para j = 0, 1, 2, . . . , N . Suponiendo que Yj es un valor al azar de la distribución

normal estándar N (0, 1) obtenida en la sección anterior, se definen los valores sucesivos

de la trayectoria solución de la ecuación estocástica como sigue
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X0 = x0,

Xtj+1 = Xtj + f(tj,Xtj)∆t+ σ(tj,Xtj)
√

∆tYj

(3.3)

una solución de la Ec. (3.3) se presenta en la Fig. (3.2) para f(t,Xt) = 0 y σ(t,Xt) =
√

2.

t
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x
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1
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2

Xt

Figura 3.2: Trayectoria Xt de un proceso estocástico que sigue la ley de movimiento de la

Ec. (3.2)

Para la solución de la ecuación de Langevin en 2D, se utilizó el método Euler-Maruyama

considerando las condiciones de reflexión correspondientes en cada configuración. El ta-

maño considerado para ∆t fue de 1x10−5 por que no se observan desviaciones en los

resultados cuando se consideran valores de ∆t más pequeños como se indica en [10]. La

ecuación se resolvió para conjuntos de 15, 000 part́ıculas de las cuales con uso de estad́ıstica

se obtuvieron parámetros promedio de la muestra.
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3.2. Generación de medios porosos

En el análisis de los coeficientes de difusividad efectiva en medios porosos se consideraron

diferentes configuraciones del sistema sólido-fluido. Para la inclusión de los sólidos dentro

del canal se utilizó la representación geométrica de las bolas generadas por la norma

algebraica vectorial p. Las condiciones de reflexión en la frontera se impusieron según se

cumpliera una desigualdad establecida en términos de la norma para el vector x,

‖x‖p =

(
m∑
i=1

|xi|p
)1

p
(3.4)

En la Fig. (3.3) se observan las bolas unitarias cerradas {x ∈ Cm : ‖x‖p ≤ r = 1}, para

p = 1, 2, 4 y cuando p→∞. El tamaño de las bolas se modifica con el valor de r.
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Figura 3.3: Bolas unitarias {x ∈ Cm : ‖x‖p ≤ r = 1} para p = 1, 2, 4 y p→∞
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Una vez generados los sólidos en el canal, algunos resultados son presentados en términos

de la porosidad ε, definida en dos dimensiones como

ε =
AT − As

AT

(3.5)

con AT y As siendo el área total (sólido-fluido) y el área del sólido respectivamente.

3.3. Dispersión bajo distintos perfiles de flujo

Vx

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

y
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0.5

1

n = 0.3

n = 3

n = 1

Figura 3.4: Perfiles de velocidad descritos por tres tipos de fluidos: n = 0.3, n = 3 y n = 1

Los resultados para la dispersión en los canales se obtuvieron considerando en la Ec. (2.19)

los perfiles de flujo correspondientes a distintos tipos de fluidos según la ecuación,

Vx = Vmax

[
1−

( r
R

)(n+1)/n
]

(3.6)

tomada de [51], donde R es el Radio del canal y r la coordenada perpendicular a la

dirección de transporte. En la Ec. (3.6), n es el parámetro que determina el tipo de fluido
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ya sea pseudoplástico (n < 1), dilatante (n > 1) o newtoniano (n = 1), de este último se

recupera la muy bien conocida ecuación,

Vx = Vmax

[
1−

( r
R

)2
]

(3.7)

En la Fig. (3.4) se muestran los perfiles de velocidad que describen un fluido pseudoplástico

de n = 0.3, newtoniano (n = 1) y dilatante con n = 3.

3.4. Ajuste de parámetros

Una vez realizadas las simulaciones para las part́ıculas en el caso de los medios porosos,

se procede al cálculo de los parámetros de transporte mediante la solución al problema

mı́n E2 = mı́n
n∑

i=1

(CBi − CF )2 (3.8)

donde CBi es la concentración de A calculada mediante simulación browniana y CF la

obtenida mediante la ecuación de Fick (Ec. 2.9). El problema planteado por la Ec. (3.8)

se resuelve con un algoritmo iterativo en el que los parámetros P son aproximados como

Pi = Pi−1ni (3.9)

con ni ∈ U [−1, 1] e i el número de iteración.
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Caṕıtulo 4

Resultados

A continuación se presentan los resultados obtenidos en este trabajo. En la primera sec-

ción se presenta un estudio de los coeficientes de difusividad efectiva determinados en

canales porosos con diferentes configuraciones sólido-ĺıquido y ε, además, considerando un

canal compuesto de dos regiones (una constituida por fluido y otra porosa) se presenta un

análisis de la asimetŕıa en el transporte entre las regiones fluido-medio poroso y viceversa.

En la segunda sección se presenta un análisis en el transporte por dispersión dentro de

canales de distintas configuraciones y un estudio del transporte de las part́ıculas en disper-

sión considerando diferentes perfiles de velocidad correspondientes a fluidos newtonianos,

pseudoplásticos y dilatantes.

4.1. Difusión

4.1.1. Canales porosos

Con la metodoloǵıa descrita en la sección 3 para la solución de la ecuación de Langevin

considerando canales porosos, se obtuvo la distribución de part́ıculas de la Fig.(4.1) a

un t = 1 para tres configuraciones del medio sólido-liquido dentro del canal. En las tres
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configuraciones se considera la misma relación de sólido-fluido correspondiente a ε = 0.6.

A modo de ilustración del medio en que se transportan las part́ıculas, en la Fig. (4.1) se

muestran 1000 part́ıculas liberadas en x = 0 y y ∈ U [−0.5, 0.5].
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-0.5

0

0.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y

-0.5

0

0.5

x

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-0.5

0

0.5

a)

b)

c)

Figura 4.1: Distribución de 1000 part́ıculas a un t = 1 dentro de tres configuraciones de

canales porosos: a) p = 1 b) p = 2 c) p→∞. Los tres sistemas corresponden a ε = 0.6.

La relación en la cantidad del área sólido-fluido considerada está expresada en términos de

la porosidad ε la cual se relaciona con el r de las bolas generadas que representan el sólido

impermeable. La relación entre este r para la imposición de las condiciones de reflexión

en la interfase sólido-fluido con el valor de la porosidad ε es

r =



√
2(1− ε)

2
, para p = 1√

1− ε
π

, para p = 2

√
1− ε
2

, para p↔∞

(4.1)

Considerando las mismas configuraciones sólido-fluido de la Fig. (4.1), se muestra en la

Fig. (4.2) las distribuciones en términos de la concentración de 10,000 part́ıculas. Las dis-

tribuciones corresponden a la Ec. (2.9) cuyos valores para Deff fueron ajustados mediante
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los mı́nimos cuadrados presentados en la metodoloǵıa. El ajuste de Deff se realizó mini-

mizando la suma cuadrada del error en las concentraciones del canal obtenidas mediante

la simulación browniana y la Ec. (2.9). Para obtener la concentración de las part́ıculas en

el eje x del canal, este se dividió en ∆x = 0.15 y se hizo un recuento de las part́ıculas que

quedaron en algún x determinado, posteriormente el número de part́ıculas se dividió sobre

el total de part́ıculas en el sistema y entre la sección transversal correspondiente al fluido.

Los valores de Deff obtenidos para cada configuración son,

p Deff

1 0.442

2 0.601

→∞ 0.651

x
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Deff = 0.442

Deff = 0.601

Deff = 0.651

Figura 4.2: Distribución en términos de la concentración de 10,000 part́ıculas

transportandose en las configuraciones de la Fig. (4.1) a un t=1

Aunque los tres sistemas tienen la misma porosidad, la diferencia en los valores de Deff

pueden estar relacionados con la forma del poro y el umbral de percolación. En la Fig. (4.1

a) correspondiente a p = 1, debido a la forma del sólido, se tiene un camino más estrecho
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disponible para el transporte de las part́ıculas entre los poros del sistema en comparación

con la configuración de la Fig. (4.1 c) para p→∞. Lo anterior se debe a que a un mismo

valor de porosidad corresponden valores distintos del radio para cada configuración, como

se puede corroborar en la Fig. (4.3).

La relación entre el radio y la porosidad se presentan en la Fig. (4.3). Para un valor

de porosidad, por ejemplo ε = 0.6, el radio de las bolas de p → ∞ es menor al radio

de las bolas de p = 1 lo que facilita el paso de las part́ıculas entre los obstáculos de la

primera configuración. Esta diferencia entre los radios incrementa conforme la porosidad

disminuye, de lo cual podemos decir que el impacto de la forma del sólido en el transporte

de las part́ıculas dentro del canal es inversamente proporcional a la porosidad.

r
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0.8

1

p = 1

p = 2

p → ∞

Figura 4.3: Relación entre ε y r para sólidos de configuración p = 1, p = 2 y p =→∞.

El efecto de la forma sobre Deff se puede observar en términos de r en la Fig. (4.4). Para

la obtención de Deff se simularon 10, 000 part́ıculas 20 veces, para cada vez se obtuvo

Deff por mı́nimos cuadrados y al final se promedió, dicho promedio es el mostrado en

la Fig. (4.4). En general se observan valores menores en Deff para la configuración de

p → ∞ comparados con los valores resultantes para configuraciones de p = 1 y p = 2, la

disminución en el valor de Deff se debe al tamaño del canal disponible para el transporte
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de las part́ıculas de una zona liquida a la otra. Este efecto se acentúa conforme incrementa

el valor de r.
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Figura 4.4: Deff/DAB vs r para sólidos de configuración p = 1, p = 2 y p =→∞

De lo mencionado en el párrafo anterior podemos decir que en promedio las part́ıculas

toman más tiempo para desplazarse de una región a otra en configuraciones p → ∞ que

en configuraciones p = 1 y p = 2 para los mismos valores de r, es decir, la forma del sólido

tiene un impacto importante en el transporte de las part́ıculas en el medio poroso. Esta

propiedad puede ser aprovechada en procesos difusivos donde se necesite que las part́ıculas

tengan un mayor tiempo de residencia en sistemas sólido-ĺıquido.

4.1.2. Asimetŕıa en el transporte en medios porosos

A continuación se presenta un estudio de la asimetŕıa en el transporte de part́ıculas en

un canal compuesto por una sección porosa y una sección homogénea de solo fluido. El

análisis se efectúa para canales como el presentado en la Fig. (4.5) considerando las tres

configuración de sólidos (p = 1, p = 2 y p → ∞) y diferentes valores de r. Aunque en

la Fig. (4.5) se aprecia que los sólidos son rectangulares este efecto es ocasionado por la
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escala de la figura, en realidad los sólidos son bolas p→∞ como en la Fig. (4.1 c).

x
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y
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0
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Figura 4.5: Representación del sistema donde se realiza el análisis de la asimetŕıa. La

figura corresponde a 5,000 part́ıculas liberadas en x = 0 y y ∈ U [−0.5, 0.5] después de un

t = 1.

El efecto de los sólidos en el transporte de las part́ıculas se puede observar en la Fig. (4.5)

donde se aprecia que las part́ıculas se han desplazado distancias mayores en la dirección

x → ∞ que en x → −∞. Para el estudio de la asimetŕıa en la difusión, las part́ıculas

fueron liberadas en un canal de longitud L = 2, en dicho canal −L/2 ≤ x < 0 corresponde

al medio poroso y 0 ≤ x ≤ L/2 al medio ĺıquido. Las part́ıculas son liberadas primero

en x = −L/2 y se mide el tiempo que les toma salir en x = L/2 (TsPL, sistema P-L),

posteriormente se liberan en x = L/2 y se mide el tiempo de salida en x = −L/2 (TsLP ,

sistema L-P). La asimetŕıa se considerará como la relación entre los tiempos promedios de

salida del sistema L-P y P-L como sigue,

α =
〈TsLP 〉
〈TsPL〉

(4.2)

En la Fig. (4.6 a) se presentan los tiempos que toman las part́ıculas en salir cuando son

liberadas en ambas direcciones, L-P y P-L, la figura corresponde a 20,000 part́ıculas, un

canal de L = 2 y bolas p = 2 con r = 0.2. Las curvas se cruzan en ts ≈ 3, donde un mayor
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número de part́ıculas liberadas en la dirección L-P salen en tiempos ts > 3 comparado con

las liberadas en la dirección P-L.
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Figura 4.6: Distribución de los tiempos de salida de las part́ıculas liberadas en las

direcciones medio ĺıquido-medio poroso y medio poroso-medio ĺıquido. Las curvas

corresponden a 20, 000 part́ıculas en un canal de L = 2, con sólidos p = 2 de r = 0.2.

Para una mejor visualización los tiempos son ajustados a una función de distribución

gaussiana y normalizados con respecto al tiempo que en promedio tomaŕıa a las part́ıculas

atravesar el canal sin obstáculos T0 = L2/2DAB = 2. En la Fig. (4.6 b) se observan las

curvas gaussianas que representan los datos de la Fig. (4.6 a). La curva correspondiente a

las part́ıculas liberadas en la dirección L-P se ve desplazada a la derecha con respecto de

la curva que representa a las part́ıculas liberadas en la dirección P-L, esta asimetŕıa, en

términos del promedio de los tiempos es α = 1.203. Es decir, en promedio, les toma más
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tiempo a las part́ıculas recorrer la misma distancia si son liberadas en la zona ĺıquida que

si son liberadas en la zona porosa.
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Figura 4.7: Asimetŕıa α = 〈TsL−P 〉/〈TsP−L〉 a diferentes r en un canal de L = 2

Efecto de r sobre α

El efecto de r en la asimetŕıa se presenta en la Fig. (4.7), la figura corresponde a un canal

canal de ancho w = 1, L = 2 y 20, 000 part́ıculas. Un valor de α = 1 correspondeŕıa

a un sistema en que las part́ıculas tomen el mismo tiempo en recorrer L sin importar

si se liberan en x = −L/2 o x = L/2, esto ocurre para un sistema no poroso donde

solo se tiene ĺıquido en el canal. La asimetŕıa se presenta en canales compuestos de zonas

con diferentes valores de porosidad, esto ha sido estudiado y discutido experimentalmente

en [52] y numéricamente utilizando simulaciones brownianas en [53]. En la Fig. (4.7)

podemos observar que α incrementa conforme incrementa r. El incremento en la asimetŕıa

con respecto a r se hace más evidente para configuraciones de sólido p =→∞ que p = 2 y

p = 1, esto se puede relacionar directamente con la obstrucción generada por los solidos,

mayor en bolas p =→ ∞ que en las p = 2 y p = 1 para un mismo r como se discutió en

la Fig. (4.4).
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Efecto de L sobre α

El valor de α incrementa con respecto al tamaño del canal L, sin embargo lo hace de manera

muy lenta en términos del porcentaje, por ejemplo para un canal de w = 1 con sólidos de

configuración p = 2 y r = 2 el valor de α va de 1.203 a 1.219 y 1.229 para L = 2, L = 4

y L = 6 respectivamente, es decir solo aumenta 1.37 % y 0.76 %, posteriormente decrece

a 1.2239, un 0.39 %. De los resultados anteriores, podŕıa considerarse que en realidad el

valor de α converge a 1.22 (el promedio de α para L = 2, 4, 6 y 8). Lo mismo ocurre para

sólidos de configuración p = 1 y p→∞ donde se alcanzan valores de α = 1.14 y α = 1.3

respectivamente.
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Figura 4.8: α a diferentes L del canal para las tres configuraciones sólido-fluido p =∞,

p = 2 y p = 1 con r = 2
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UAM-I CAPÍTULO 4. RESULTADOS

4.2. Dispersión

Para el análisis de la dispersión, las trayectorias se obtuvieron con la Ec. (2.19) donde Vx

se introdujo con la Ec. (3.6) considerando diferentes tipos de fluidos. En esta sección se

considera un canal de longitud L, las part́ıculas son liberadas en x = 0 y y ∈ U [−0.5, 0.5]

considerando reflexión en x = 0, se mide el tiempo que les toma salir del canal aśı como el

tiempo que les toma alcanzar ciertas longitudes x, los tiempos se promedian y se calculan

parámetros de transporte. En esta sección el análisis de resultados se hace en función del

tiempo promedio de salida de las part́ıculas 〈Ts〉, su velocidad promedio Vp y el coeficiente

de difusividad efectiva Deff .
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Figura 4.9: A un t=1; a) Part́ıculas transportandose por difusión, b) Part́ıculas

transportandose por dispersión en un fluido newtoniano

Considerando un fluido newtoniano en la Ec. (3.6) con una Vmax = 7 en la Fig. (4.9 b)

se muestran 1, 000 part́ıculas moviéndose por dispersión en un canal de ancho w = 1.

Comparadas con la Fig. (4.9 a), las part́ıculas se han desplazado a la derecha una longitud

mayor por la acción de Vx. En este caso podemos calcular un coeficiente de transporte

efectivo Deff que considere el movimiento por difusión y convección dentro del canal,
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dicho coeficiente nos da un idea general del tiempo que toman las part́ıculas en desplazarse

L cuando se encuentran suspendidas en un fluido en movimiento. Dicho coeficiente lo

podemos calcular como,
Deff

DAB

=
T0

〈Ts〉
(4.3)

donde Ts es el tiempo de salida de las part́ıculas en L y T0 = L2/(2DAB) el tiempo que

tomaŕıa a las part́ıculas salir en L transportándose solo por difusión.

El efecto del movimiento del fluido sobre el movimiento de las part́ıculas puede cuantificarse

en términos de Deff , para el caso del sistema representado en la Fig. (4.9 b), Deff/DAB =

23.5842, considerando un canal de L = 10, ancho w = 1 y 20, 000 part́ıculas. En el canal

considerado, con DAB = 1 podemos decir que en promedio, las part́ıculas se mueven

23.5842 veces más rápido por el efecto del movimiento del fluido, que la velocidad que

tendŕıan si el fluido no se moviera.

Caracteŕısticas del Canal en el transporte de las part́ıculas

En la Fig. (4.10 a) se muestra el tiempo promedio que toman en salir las part́ıculas de un

canal de L = 2 para diferentes valores de la velocidad media

Vm = Vmax

(
n+ 1

3n+ 1

)
(4.4)

con n dependiendo del tipo de fluido considerado en la Ec. (3.6). En la Fig. (4.10 a)

se aprecia que la disminución en el ancho del canal parece impedir en cierta forma el

movimiento de las part́ıculas ocasionando que se requieran tiempos mayores para que

las part́ıculas logren alcanzar L. En la Fig. (4.10 b) se presenta Deff calculado a partir

de los datos de Fig. (4.10 a), se puede corroborar que el coeficiente de difusión efectiva

incrementa conforme V m, sin embargo, los valores alcanzados son menores para canales

de configuración w = 0.02 que w = 1 lo cual está relacionado con un transporte más lento

en canales con w pequeños.
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Figura 4.10: a) Tiempo promedio de salida de las part́ıculas 〈Ts〉 a diferentes velocidades

promedio del fluido en que se transportan Vm, b) Deff correspondientes a las

configuraciones de a)
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Figura 4.11: a) 〈Ts〉 a diferentes Vm, b) Deff correspondientes a las configuraciones de a)
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En la Fig. (4.11 a) se aprecian los tiempos promedio de salida en canales de w = 0.2 y

diferentes L. Para Vm = 0 las part́ıculas son transportadas solo por mecanismos difusivos,

y los tiempos de salida en L corresponden con T0 = L2/2DAB, siendo estos 8, 2 y 0.5 para

L = 4, 2 y 1 respectivamente. Como es esperado, los tiempos de salida de las part́ıculas

decrecen conforme incrementa Vm siendo mayores para canales L = 4 que para canales

L = 2 y L = 1. Deff para los tres canales incrementa siendo menores los valores alcanzados

para L más altos dado que a las part́ıculas les toma mayor tiempo atravesar canales L = 4

que L = 1 (Fig. (4.11 b)).

Pe
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

V
p

0

2

4

6
w = 0.4

w = 0.2

w = 0.1

Vm

Pe
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d
V
p
/d

P
e

0.45

0.5

0.55

0.6

a)

b)

Figura 4.12: a) Vp a distintos Pe en un canal de L = 1, b) dVp/dPe

El hecho de que Deff > DAB para Vm > 0 se debe a la suma del efecto que tiene el
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movimiento del fluido sobre la velocidad de las part́ıculas; este efecto no es lineal. En

la Fig. (4.12 a) se observa la velocidad de las part́ıculas calculada como Vp = L/〈Ts〉 a

diferentes Pe = VmaxL/DAB. En la Fig. (4.12 b) se presenta dVp/dPe, de dicha derivada

al ser una función lineal podemos deducir que Vp incrementa como una función cuadrada

con respecto de Pe.
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Figura 4.13: Velocidad de las part́ıculas menos la velocidad media del fluido a distintos

Pe en un canal de L = 1

En la Fig. (4.13) se observa la velocidad promedio de las part́ıcula menos la velocidad

media del fluido a distintos Pe. A Pe = 0, sin movimiento del fluido, las part́ıculas salen

a una velocidad L/T0 = 2DAB/L = 2, correspondiente a la velocidad de las part́ıculas

transportándose por difusión. Para Pe cercanos a cero se observan resultados interesantes,

por ejemplo, para un canal de w = 0.1, a Pe < 9 se tienen valores de Vp − Vm < 2, lo

cual puede sugerir que la velocidad de la part́ıculas sin contar el movimiento que aporta

el fluido es menor a la velocidad por difusión. Por otro lado, para Pe > 9 se obtienen

valores de Vp − Vm > 2, es decir, el movimiento del fluido a esos valores de Pe impulsa el

movimiento de las part́ıculas más allá de la suma de la velocidad del fluido y la velocidad de

las part́ıculas por difusión. El mismo comportamiento es observado en canales con w = 0.2
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y w = 0.4 a Pe = 6.5 y Pe = 4.5 respectivamente. Es decir, existe un Pe de transición en

el cual el movimiento del fluido pasa de limitar el movimiento de las part́ıculas por efectos

puramente moleculares y relacionados con la difusión a favorecerlo logrando velocidades

en las part́ıculas más allá de la suma de la velocidad del fluido y el transporte por difusión.

Caracteŕısticas del fluido en el transporte de las part́ıculas

El movimiento del fluido favorece el transporte de las part́ıculas por dispersión. Conside-

rando lo anterior, debido a los diferentes perfiles de velocidad que describen los distintos

tipos de fluidos al estar en movimiento (Fig. 4.15 a), el efecto que tienen sobre el trans-

porte de las part́ıculas es diferente. En la Fig. (4.14) se observa la velocidad promedio de

las part́ıculas transportándose en un canal de L = 2 y w = 0.2 para fluidos n = 5, n = 1

y n = 0.2. Los resultados obtenidos muestran que se alcanzan mayores Vp para fluidos

pseudoplásticos (n < 1) que newtonianos (n = 1) y dilatantes (n > 1) para un mismo

valor de Pe.
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Figura 4.14: Vp vs Pe en un canal de L = 2

Los resultados mostrados en la Fig. (4.14) pueden ser explicados en términos de la V m,
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para un mismo Pe la velocidad media de un fluido pseudoplástico es mayor que para

un fluido newtoniano o dilatante (ver Fig. (4.15 b)) lo cual favorece la velocidad de las

part́ıculas lográndose velocidades promedio mayores en este tipo de fluidos. En los perfiles

mostrados en la Fig. (4.15 a) se puede apreciar que en fluidos pseudoplásticos una mayor

parte de la sección transversal a la dirección del transporte mantiene valores de la velocidad

cercanos a Vmax en comparación con los fluidos dilatantes cuyos perfiles de velocidad

comienzan a decrecer inmediatamente a cero para y 6= 0.
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Figura 4.15: a) Perfiles de flujo descritos por un fluido pseudoplástico de n = 0.2, un fluido

newtoniano (n = 1) y un fluido dilatante de n = 5, b) Vm de los fluidos presentados

en a) a distintos Pe

En la Fig. (4.16) se muestra Vp − Vm del sistema correspondiente a la Fig.(4.14). La Vp a

Vm = 0 corresponde al transporte puramente por difusión siendo Vp = L/T0 = 2DAB/L =

1, posteriormente incrementa de manera no lineal. Como en la Fig. (4.13) se pueden

observar puntos de transición donde el efecto de la velocidad del fluido pasa de limitar el

proceso de transporte por difusión a promoverlo. Para el caso del fluido correspondiente

a n = 0.2 este punto de transición es alcanzado en Pe ≈ 20. Para Pe < 20, Vp − Vm
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sugiere velocidades por efectos moleculares menores a la velocidad por difusión, por otra

parte, para Pe > 20 el movimiento del fluido parece promover el movimiento de las

part́ıculas por los efectos moleculares más allá de la velocidad que tendŕıan por difusión.

Resultados similares son obtenidos para fluidos newtonianos y dilatantes siendo los puntos

de transición Pe ≈ 5 y Pe ≈ 3.5 correspondientemente. Aqúı, los fluidos pseudoplásticos

incrementan el valor de este Pe de transición y los fluidos dilatantes lo reducen.
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Figura 4.16: Velocidad de las part́ıculas menos la velocidad media del fluido a distintos

Pe en un canal de L = 1
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Perspectivas

5.1. Conclusiones

En el presente trabajo se presentó un estudio sobre el coeficiente efectivo de difusión Deff

y sobre caracteŕısticas del transporte en canales porosos y canales con dispersión. Con

base en los resultados obtenidos se puede concluir lo siguiente:

El uso de metodoloǵıas que permitan obtener mayor información de las interacciones

part́ıcula-sólido part́ıcula-fluido como la simulación browniana es útil en la interpre-

tación y análisis del movimiento de las part́ıculas lo cual favorece el entendimiento

y la caracterización del proceso de difusión y dispersión.

En el proceso difusivo en medios porosos la distribución del sólido dentro del fluido

juega un papel importante en la velocidad de transporte de las part́ıculas.

El transporte en medios semiporosos presenta asimetŕıa. Dicha asimetŕıa es afectada

por la forma de los sólidos inmersos en el fluido aśı como por la ε. La asimetŕıa es

ocasionada por el medio poroso y se ve favorecida la dirección de transporte medio

ĺıquido-medio poroso sobre el transporte en la dirección inversa.
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En canales con dispersión el efecto del movimiento del fluido sobre la velocidad de

transporte de las part́ıculas presenta una zona de transición a partir de la cual pasa

de limitar el movimiento molecular relacionado con la difusión a impulsarlo.

5.2. Perspectivas

La simulación browniana ha demostrado ser un buen experimento numérico en el cálculo

de parámetros y la caracterización del transporte de part́ıculas en diversos sistemas como

los medios porosos y sistemas dispersivos, en este sentido entonces puede seguir siendo

explotada como primer experimento computacional antes de la experimentación en labo-

ratorios. Algunas direcciones hacia las cuales se podŕıa seguir en el estudio de sistemas de

transporte de masa haciendo uso de la simulación browniana son:

Estudio de métodos que permitan la simulación de sistemas con interacción entre

part́ıculas

Estudio de sistemas de reacción-transporte en distintas configuraciones que puedan

servir en el análisis y evaluación de catalizadores

Estudio de transporte en medios porosos con movimiento de fluido

Corroboración experimental en distintos sistemas con los resultados obtenidos me-

diante la simulación browniana.
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[53] Alvarez-Ramirez, J., Valdes-Parada, F. J., Rodriguez, E., Dagdug, L., & Inzunza, L.

(2014). Asymmetric transport of passive tracers across heterogeneous porous media.

Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 413, 544-553.

53




