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INTRODUCCION

En afos recientes muchos autores han estudiado los problemas
de flujos de fluidos con superficies 1libres. Este tipo de
problemas aparecen frecuentemente en diversos procesos de
ingenieria, principalmente en la industria quimica. Los modelos
que simulan estos fendmenos estdan descritos por ecuaciones
diferenciales parciales en dominios gque no son conocidos. Tales
problemas son fuertemente no 1lineales y no pueden resolverse
analiticamente. Existen muy pocos resultados tedricos para este
tipo de problemas, aunque se han hecho estudios experimentales y
también se han resuelto computacionalmente. Sin embargo, hay muy
pocos resultados de las propiedades de convergencia de las
técnicas computacionales usadas. Los unicos trabajos en esta
direccidén que se conocen son el de J.A. Nietsche [10] y el de
P. Saavedra-L.R. Scott [16]. Los ultimos autores presentan un
andlisis dei error de la aproximacién numérica de un modelo
abstracto simpli%icado gue contiene algunas de las caracteristicas
de 1los problemas de superficie libre de fluidos viscosos. El
andlisis es realizado cuando el modelo se resuelve por medio del
Método del Elemento Finito y se usan polinomios 1lineales por

pedazos para aproximar las variables del problema.

En el trabajo que se presenta a continuacion se resuelve

computacionalmente el modelo propuesto en [16]. Ademds, se hacen



algunas modificaciones del modelo en las ecuaciones due
corresponden a las condiciones de frontera sobre la superficie
libre, y se resuelven computacionalmente los problemas obtenidos.
Asimismo, se mencionan las modificaciones y complicaciones que
aparecen al realizar un estudio tedrico similar al realizado en

[16] para los modelos obtenidos.

En el capitulo I se hace_una descripcidén general del problema
que se estudia en el presente trabajo. Ademas se mencionan los
objetivos del trabajo de tesis. Los capitulos II y III contienen
un resumen del material tedrico para el andlisis del error de 1la
aproximacién numérica que se presenta en [16]). En el capitulo IV
se presenta la solucidén computacional del problema en algunos
ejem;:los. " pPor ultimo, en el capitulo V se presentan las
modificaciones y extensiones propuestas al modelo, ademds de la

solucién computacional en estos casos.
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CAPITULO |

PRESENTACION DEL PROBLEMA.

1.1. ANTECEDENTES.

Considérese un fluido viscoso incompresible en el plano,
contenido en un tangue de forma cubica. La frontera se encuentra
libre mientras que el fondo y sus lados consisten de paredes
rectilineas en cuyas esquinas inferiores hay una entrada y una
salida de 1liquido, respectivamente. Cuando el movimiento es
estacionario, el interés es conocer la forma dque toma 1la
superficie 1libre y el comportamiento del fluido cuando 1la
velocidad con que entra y sale del tanque se reduce o aumenta
uniformemente, de tal manera que la profundidad promedio permanece

constante.

Presentamos a continuacién un modelo de este problema.
Designamos por 7(x) la frontera libre, d el campo de velocidades

del fluido y p 14 presién. Denotamos por Q7 el dominio de interés:

Q,‘)r = {(x,y) € R’: 0 < x <1, -l <y < yv(x))}),

Y por F7 la parte de la frontera de 97 que corresponde a la

superficie libre, es decir

r,={(x,y) eR: 0sxs1, y=75(x))} .



Sea Fo la parte de la frontera que corresponde al fondo del
tanque, I“1 Y Fz las que corresponden a la pared izquierda y a la
pared derecha del tanque respectivamente, como se indica en 1la

siguiente figura :

y SN
Yy = 7(x)
° \\\\\_//, > X
FT
Q
Fl ks Pz
-1
r
(o]

Las ecuaciones de movimiento para este problema se escriben

en la forma:

‘Vu = V-T en Q_ , (1.1)

=4

=4

= 0 en Q . (1.2)

‘ En la primera ecuacién, que es la ecuacién de momento, no se
consideran las fuerzas de masa, especificamente la fuerza debida a
la atraccién gravitacional, y sdélo se consideran fuerzas de
superficie. Las fuerzas de superficie son las fuerzas de friccidn
y las debidas al gradiente de presiones. El gradiente de tensor de

esfuerzos T expresa este tipo de fuerzas, en donde

~

T = -pI + v[Vu + S(vu)] ,

siendo p la presién, I la matriz identidad y v 1la viscocidad



cinematica. Junto con la ecuacidén (1.1) se incluye la ecuaciodn de
continuidad (1.2) cuya forma obedece a. que estamos considerando un

fluido incompresible.

Las condiciones de frontera en la superficie libre toman 1la

forma:

id =0~ en F7 ' (1.3)
Ar-'2 =0 enl, (1.4)
318 = sK(y¥) en F7 ' (1.5)

1

en donde B es el vector normal unitario exterior a la superficie
libre, T es el vector unitario tangente a la superficie libre, s
es la tension superficial y K(7) es la curvatura de 7. Ia
condicién (1.3) establece que no hay flujo de fluido a través de
la frontera 1libre; (1.4), que no hay esfuerzos cortantes a lo
largo de la superficie libre. La ecuacién (1.5) expresa que la
componente norma}] del vector de esfuerzos es igual a la diferencia
de presiones la cual, de acuerdo a la ecuacién de Laplace due
aparece en la teoria de la tensidon superficial, es proporciopal

a la curvatura de la superficie libre.

Para expresar la velocidad con que el ligquido entra y sale del
tanque se impone la condicién
d=Ud e I vl vl . (1.6)
0 o 1 2

Finalmente se consideran las condiciones



1
[ vexyax =0, (1.7)
0

7(0) = ¥(1), 7/(0) = %'(1). (1.8)

La ecuaciodén (1.7) establece que la profundidad promedio del fluido
permanece contante e igual a uno. Las ecuaciones (1.8) son

condiciones de tipo peridédico en los extremos.

El problema que comprende las ecuaciones (1.1) a (1.8) exige
la determinacién de funciones 3(x,y) Yy 7(x) dos veces
continuamente diferenciables, asi como de una funcion
continuamente diferenciable p(x,y), 9que las satisfagan. Para

\
determinar la frontera libre y es necesario conocer la velocidad d
y la presién p del fluido a lo largo de ella. Estas variables se
determinan a su vez resolviendo las ecuaciones de Navier-Stokes en
el dominio 97 en el cual una parte de su frontera es la incégnita
v. Este problema es fuertemente no lineal, su solucién no puede
encontrarse analiticamente y s6lo puede aproximarse numéricamente.
.

Problemas de este tipo se encuentran en diversos procesos de
ingenieria, principalmente en la industria quimica. Hay los
llamados problemas de "superficie libre" que se presentan en la
industria filmica, que se describen por un sistema de ecuaciones
similares al anterior. Algunas diferencias son la geometria del
dominio y que la fuerza gravitacional es tomada en cuenta, es

decir, en lugar de la ecuacidén (1.1) se toma la ecuaciodn

d-vd = 3 + V:T en Q? ..

~



En general estos problemas pueden tener detalles mas
complicados con lineas de contacto entre distintos medios, por

ejemplo sdélido-liquido, liquido-gas, y soélido-liquido-gas.

En la literatura hay pocos resultados teéricos para este tipo
de problemas. Varios matematicos soviéticos han estudiado un
problema muy parecido al del tanque. Puknachev ([13] y Solonnikov

.)

* *
[20] probaron que si u e C%a(ﬂ ), con Q7 c 2, tiene norma

pequefia, existen d e Cz’a(ﬂv), p € Cl'a(Q) Y ¥ € C3’a(0,1) que

¥
satisfacen las ecuaciones (1.1) a (1.8), siempre que “7ﬂcma(0,1)
sea pequeha. Esta solucioén es unica en la vecindad de la solucién

trivial: 3(x,y) =0 y v(x) = 0.

Otros problemas con ecuaciones semejantes son el efecto de
una varilla que rota en un tanque lleno de un fluido viscoso y el
estudio de la superficie libre que forma un fluido que circula
alrededor de una esfera que rota. Sattinger (18] en el primer
problema y okamoto [11] en el segundo, probaron bajo las mismas
condiciones de regqgularidad gque existen soluciones unicas en 1la
vecindad de la solucién trivial.

Existen programas muy sofisticados que resuelven este tipo de
problemas. Ver, por ejemplo C. Cuvelier [6], Yih-Lin [9]: Kruyt,
Segal y Zanden [8]; Ryskyn y Leal {15], ademds de los de Scriven y
sus alumnos. Sin embargo, hay muy pocos resultados sobre el
andlisis de propiedades de convergencia de las técnicas

computacionales que han sido usadas. El1 unico trabajo que se



conoce en esta direccién es el de J.A. Nitsche [10].

1.2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA,

En el presente trabajo se estudia la aproximacién numérica de
un modelo mas sencillo que tiene las principales caracteristicas
de los problemas anteriormente descritos, pero se simplifica el
balance de fuerzas y se toma como variable principal un campo

escalar u. Es decir, sea U:QV — R tal que
Au =0 en Q_, (1.9)

en donde 97 es el dominio determinado por las paredes del tanque y

la frontera libre 7 (x).
De ahora en adelante se considera que el dominio Qw es
QW=((x,y)eIR2|0<x<1,0<y<1+7(x)),

) .
y denotaremos su frontera como 697. La frontera libre 1la

expresaremos por Fw, es decir
FW = {(x,yY) € R2|O <x<1, y=1+79%(x)} .
Las condiciones de frontera ahora incluyen una condicidn de

Dirichlet y una condicién de frontera libre en donde la tensidn

superficial juega un papel importante. Estas condiciones son



u=g en 3 Q ’ (1.10)

-s7"(x) au
—_—_— en r . (1.11)
2,1/2 an 7

(L+77 (x0)7)
Aqui g es una funcién escalar definida en un dominio Q* que
contiene a Qw' s la tensién superficial y B el vector unitario
normal a la frontera 1libre Fv. Obsérvese que en el balance de
fuerzas en la interfase se usa un término no lineal que no es la
curvatura de 7. Esto se hace para simplificar la formulacion
variacional del problema. En el capitulo V se discute como
generalizar este modelo cuando se introduce la expresidén para la
curvatura de y. Finalmente, se considera una condicidén de

Dirichlet para 7
7(0) = 7(1) =0 . (1.12)

El problema descrito por las ecuaciones (1.9) a (1.12) es un
problema eliptico no lineal y que requiere como solucién, en el
sentido clasico, de una funcién u dos veces continuamente
diferenciable en Q7 y de una funcién y con dos derivadas continuas
en (0,1). En el siguiente capitulo se encuentra una formulaciodn
débil de este problema que se adapta mejor al estudio numérico. En
lugar de los espacios de HOlder, usados en el estudio tedrico de
este tipo de problemas por los autores anteriormente mencionados,
se hace uso de algunos espacios de Sobolev apropiados. Tales
espacios son mas adecuados para un estudio de la aproximacion

numérica via el Método de Elemento Finito.

4



Como muestran los estudios tedricos el problema esta bién
planteado en el sentido de Haéamard si la frontera libre ¥ es una
perturbacién de la horizontal y = 0. Por tal motivo, para el
estudio del problema se restringen los valores de ¥ y los de su
derivada. Esto se logra si, por ejemplo, 7 € W;(O,l) y

k4| . < 1, lo cual equivale a pedir que la frontera libre sea
W (0,1)
[« ]

Lipschitz continua casi dondequiera, y es la minima regularidad
posible para poder definir la tangente y la normal a la superficie
libre en cada punto. Esta condicién necesariamente repercute en la
forma como deben escogerse los datos del problema y en la forma de
las soluciones, como se verda en el siguiente capitulo. Tomando en
consideracioén estos aspectos Saavedra y Scott [16] proponen una
formulacién mds adecuada para resolver numéricamente el problema.

La formulacién es la siguiente:

Considérese una funcidén 7 e W;(O,l) tal que [¥] | <1/2.
W (o,1)
o0
Sea p > 2y g e W:(Q*) con Q* = [0,1}x[0,3/2]. Supdngase dgue

g(x,y) = 0 para & z 1/2. Encontrar ¥ y U € Wi(QW) tales dque

Au = 0 en Qy r)
u=g en @8 97 '
L (1.13)
=S¥ (X) - 3Y (1 4 y(x)) vxe (0,1) , i
/1 + ¥t (x)° Z
7(0) = 7(1) =0 . /

Los espacios de funciones que se proponen permiten establecer

sin mucha dificultad una formulacién variacional del problema y



aun estudiar -no tan facilmente- existencia y unicidad de 1la

solucidon para el problema débil.

El estudio de problemas que incluyen condiciones de tipo
Neumann para 7 presentan mas dificultades. Aunque puede hacerse un
estudio similar al que se menciona en el siguiente capitulo para

el problema que incluye las condiciones

' 1
¥7(0) = ¥'(1) =0 , Iw(x)dx = 0, (1.14)
0

en lugar de las condiciones de Dirichlet en el problema (1.13).
Una variante es que debe buscarse la solucidén para ¥ en un

subespacio de w;(o,l) cuyos elementos satisfagan (1.14), en lugar

0
de encontrar y en W;(O,l). En el capitulo V se discute el problema

con condiciones (1.14) y se presentan las modificaciones que son
necesarias para resolver el problema discreto asociado en algunos

ejemplos.

1.3 OBJETIVOS,

Uno de los objetivos de la presente tesis es estudiar y
comprender las técnicas que se usan en el estudio tedrico de 1la
aproximacién numérica de problemas de frontera 1libre, en
particular del estudio que se hace en [16]. Los capitulos II y III

se incluyen con esta intencién.

Otro aspecto importante es la solucién numérica del modelo

propuesto. El1 objz2to es verificar que los resultados y cotas de



error obtenidos corresponden a los tedricos. Algunos puntos que
merecen atencién son : resolver numéricamente el problema para
diferentes datos y estudiar el efecto de los datos en la solucidn;
qué papel juega la tensidén superficial en la determinacidén de la
superficie libre; y cémo depende la solucidén numérica de los

espacios de aproximacién. En el capitulo IV se discute esto.

Por otra parte se pretende estudiar numéricamente y extender
los resultados tedricos que se preseﬁtan en [16] para el modelo
(1.13) cuando se introducen 1las condiciones Neumann (1.14), Yy
cuando se introduce la expresién de la curvatura en 1lugar del
término no lineal que aparece en la ecuacién para 7. Esto ultimo se
hace con el objeto de validar el modelo propuesto cuando se
consideran perturbaciones pequefias. En el capitulo V se realiza el

estudio de tales modelos.

10



CAPITULO I

EL PROBLEMA DEBIL. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES,

2.1. INTRODUCCION.

En el capitulo anterior se presentd el problema que se quiere
estudiar. Tal problema esta descrito por las ecuaciones (1.13), y
nos interesa resolverlo por medios del Método del Elemento Finito.
Por tal motivo se quiere desarrollar una formulacién del problema
gue sea mas adecuada para estos propdésitos. En el presente
capitulo se propone una formulacion que se denomina formulacidn
débil. Esta formulacidén se obtiene usando la fdérmula de Green 6
integracién por partes para integrar las ecuaciones diferenciales
qgue aparecen en el problema. Las ecuaciones integrales obtenidas
constituyen un problema equivalente, en cierto sentido, al
problema original, y pueden estudiarse desde el punto. de vista del
andlisis funcional. El1 aspecto mAs importante de este tipo de
formulacidén (en caso de poder realizarla) reside en que permite
debilitar las condiciones de regularidad de los datos y soluciones
del problema. Es decir, los espacios ‘de funciones en donde
buscamos las soluciones son mds generales. Algunos de los espacios
de funciones que se utilizan mas ampliamente en el estudio de este
tipo de problemas son los denominados Espacios de Sobolev. Estos
son los espacios de funciones que se utilizaran en el presente

trabajo.

11
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En este capitulo también se describe la idea general ¢gue se
utiliza en [16] para probar la existencia y unicidad de 1la

solucién del problema débil.

2.2, FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA.
Comencemos recordando el problema que nos interesa resolver.

El problema consiste en encontra:r las funciones ¥ y u tales que

’

Au = 0 en Qg' e
| _ } (2.1)
—sy" (x) = 9u (x,1+7 (x)) Vxe (0,1),
/1 + 7' (x)? on
7(0) = 2(2) =0 ,
J

en donde, como se describié en el capitulo 1, 97 es el dominio

definido por

Qw'= {(X,y) € Rzl 0<x <1, y<y<1+y(x)}
g es una funcién que describe las condiciones de frontera para u y
que esta definida en un dominio Q" que contiene Q% ;7 >0 es la

tensién superficial y es constante; n es el vector unitario normal

a la frontera libre

- f1:= {(i,y) € Ralo < x <1, y = 1+v(x)) .

El problema (2.1) consiste d~ dos "partes", el problema para

12



u y el problema para 7. Desarrollaremos una formulacidén
variacional preliminar para cada uno de ellos. Consideremos

primero el problema eliptico

Au = 0 en Q P
4 (2.2)
u=g en d Q7 '
del problema (2.1). Si g e (f(ﬁw), haciendo u = w + g con

AN C2(§7) el problema (2.2) se transforma en

Aw = =-Ag en 0 '
: 4 (2.3)
w =20 en 38 97 .

Una solucién clasica de este problema es una funcién w € (?(ﬁw)
que satisface ambas ecuaciones. Si se multiplica la primera
ecuacidén por una funcioén v e C1(QW) que tehga soporte compacto en
QW y se integra sobre Q?' se obtiene, utilizando la fdérmula de

Green, que

I Vw-Vv dx = -I Vg-Vv dx .
Q Q
¥ (4

Como u = w + g, entonces

J Vu-vv dx = 0 Vvec() . (2.4)
Q e 7
v

Estd claro que si u € c?(ﬁw) es solucidén del problema (2.2), U

13



satisface la ecuacién (2.4). Sin embargo, la ecuacién (2.4)
también tiene sentido si Vu e LD(QW)XLD(QV) para p =z 1. A una
funcién u e LP(QV) tal que Vu e If(ny)XLP(Qy) Y que satisface
(2.4) se le conoce como solucién débil del problema (2.2). En el
estudio de soluciones deébiles se harda uso de los espacios de

0
Sobolev w;(Q) Y w;(Q) con 1 =p =<owy Qun dominio en R 6 R2.

Regresemos al problema (2.4). Dado due (i(Qw) es denso en
[}
vﬁ(nw) para toda g = 1, la ecuacién (2.4) aun tiene sentido si
1 1 1
g € wp(gw)’ u e g e WP(Q,J) con 1 = p S 0o Yy V € Wq(QV) con g tal
que 1/p + 1/q = 1. Por lo tanto, podemos escribir la formulacién

débil del problema (2.2) de la siguiente manera:

0
Dada g € W;(Q*), encontrar u € g o W;(Qw) tal que

0
J Vu-vv dx = 0 VvoeWw(@m). (2.5)
Q q ¥
¥

Procedemos de manera analoga para encontrar la formulacién débil

de

"S'a’"(X) - _a_t-_l_
_)

S+ @y o

(x, 1 + v(x)) x € (0,1),

(2.6)

La primera ecuacién se puede escribir asi:

14



—sy"(x) = ?-_% G, L+ V1+a7(x) 2 xe (0,1),
on

y tiene como solucidén una funcidén 7 € cz(o,l). Para debilitar la
solucidén multiplicamos la ecuacién diferencial por una funcién de

prueba x € Ci(o,l) y realizamos integracién por partes del lado

izquierdo. Se obtiene

1 1
SJ Y (x)x!’ (x)dx = J‘ g% (x,l+7(x))x(x)¢l+7'(x)2 dx Vx € Ct(o,l).
0 0o an

(2.7)

Si 7 e W;(O,l), para que (2.7) tenga sentido se requiere que
%1
X € W1(0,1).

Con las expresiones (2.5) y (2.7) podemos establecer una
formulacion débil preliminar del problema (2.1). Primero
introducimos las formas bilineales

ay(u,v):= JQVVU'VV dx ,

1
b(y,x):= s f 7 (x)x’ (x)dx .
(o]

v . %*
La formulacion débil preliminar es : Dado g e vﬁ(n ), encontrar

0 0
1 1
7 € Wm Yy Uege WP(QW) tales que

15



0
- 1
aw(u,v) = 0 , Y vV e Wq(ﬂw)

1 a3 0
-% (x, 147 (x))x(x) v 1+(z’ (x))2 dx , ¥ x e wi(o,1)
0 8n

I

b(r,x)

(2}8)

En la anterior formulacidén aparece un pequeiio inconveniehte.
En el lado derecho de 1la segunda ecuacidén se encuentra 1la
expresiodn au/aﬁ, la cual requiere de un poco mas de esfuerzo para
calcularla y ademds puede no estar definida para u arbitrarias en
el espacio donde se buscan las soluciones. Para modificar 1la

expresién se procede como sigue. De (2.2) se tiene que

0 = J Au v dx = —j Vu-vv dx + J au vdy Vv e W1(Q ).
Q Q o, o 7

y an

gracias a la fdérmula de Green. De aqui que si u es solucidén del

problema (2.2) se verifica

a _ (u,v) = J au vdy VVve W;(Qw).

En particular, si existe v € W:(QW) tal que v = 0 en 691— Fv, se

tiene que

au
a (u,v) = — v dy
7 (07 Jr‘ on
7
1 (2.9)
= J 9% (x,1+7(x)) v(x,1+7(x)) V 1+7’ (x)? dx
o dan
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para tal funcién v. Como se puede notar nuestra intencidn es
.identificar la funcién x en la ecuacién (2.7) con la funcién v en

la expresidén (2.9). Para lograr esto debemos verificar dos cosas @

0
Primero, que dada cualquier funcién xewi(o,l) es posible encontrar

una extensidén v de esta funcién, que denotaremos por ny, tal que

E7x| = Xy va = 0 sobre aQW_Fw ; segundo, que esta extension
v
se encuentra en W;(Qw)' La siguiete proposicién (ver [16]) indica

que esto es posible si restringimos los valores de g.

0
Prposicidén 2.1. Para toda x € wi(o,l) es posible construir una

extensién E_ x, en W(Q) con g < 2, tal que E x| = x Y
4 ar 7 l",,
E_x| = 0.
a -—
(4 97 Fw
Observacion. La restricciéon ¢ < 2 impone la condicion p > 2 en
(2.8). En realidad esta restriccidén es consecuencia del hecho de
pedir la minima regularidad para 7, es decir, 7 e W:U(O,l). Si
se hubiese escogido 7 € W;(O,l), por ejemplo, entonces waewé(ﬂy),

y bastaba tomar p = q = 2. Esto simplificaria el trabajo tedrico

Ahora podemos usar la expresioén (2.9), con v = wa que
satisface las condiciones de la proposicion 2.1, en la formulaciodn
(2.8). Entonces la forma final para la formulacion variacional del

‘problema (2.1) es:

17



Dada g € W;(Q*) con p > 2 y q tal que 1/p+l/q = 1, encontrar

() o
uege wg(nw) Yy 7 € w;(o,l) tales que

0
_ 1
aw(u,v) =0 Vve Wq(QW) '

o (2.10)

. .
b(v,x) = a, (u,E x) VxeW(0,1).

Obsérvese que en esta formulacidén final ya no aparece la expresidn

au/an.

Observacién. El1 problema (2.16) no depende de la extensidn wa

0

zx son dos extensiones de x € Wi(o,l) a

debido a que si E;x Yy E7

0
Wi(Qw), entonces E;x - Eix es un elemento del espacio WZ(QI) Y,

en consecuencia, si u es soluciodon del problema (2.16) se tiene que

1 2
a (u, E - E = 0.
7( » Ex 7,x)

2.3, EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DEBIL.

La demostracién de la existencia y unicidad de la solucién
del problema débil (2.10) se puede consultar en [16]. En la prueba
se utiliza un argumento de contraccién. Las ideas centrales son
las siguientes :

Como ya fué mencionado en el capitulo 1, Pukanchev [13],
Solonnikov [20], Sattinger (18] y Okamoto [11], entre otros,
probaron existencia y unicidad de soluciones en sentido cléasico
para problemas semejantes'al problema (2.1). En particular, tales
resultados son validos si 7, u y g son de norma pequena. Siguiendo

la misma direccioén se buscan soluciones 7 y u del problema (2.10)

18
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tales que < 1/2 < € para alguna constante

o 1 y Jul
W,(0,1) Wo(a,)
€ > 0 a determinar. Para el desarrollo del argumento de

contraccién se considera el conjunto

0
t— 1 1 L ] l
Ve = {(7y,u) e Ww(o,l) X Wp(QW). "7"w;(o,1)< 5 “u"wi(nw) < g} ,

(2.11)
y el mapeo T:V,_  — V_ definido de la siguiente manera
T(y,u) = (¥,u) (2.12)
en donde 7y € wm(o,l) resuelve
b(y,x) = a7(u'E'XX) VX e Wl(oll)l (2.12a)
yuege W;(Q;) resuelve
a;(u,v) =0 Vv e Wq(Q;). (2.12b)

Para probar que T es efectivamente un mapeo de Vc en V8 debe
mostrarse que los problemas (2.12a) y (2.12b) tienen solucidn
Unica si se escogen los numeros € y p Y la funciodn g e wi(n*) de
manera adecuada. Aqui Q* se toma como en (1.13). Por otro lado,
para probar que T es una contraccién debe definirse una norma

adecuada en V.. Por ejemplo, la norma

19




A
I(w,u)l8:= e v Wlw,n + wha, ! (2.13)
(o] p O

A s .
en donde U € w;(no) es la funcidn asociada a la funcidn u e W;(Qw)

inducida por el cambio de variables

(§,m) e Q — (x,y) € Qw ’
definido por

x =& ,7= (1+7(g))n . (2.14)
Es decir

u(€,m) = u(g, (1+r(£))n) . (2.15)

En resumen, usando las anteriores ideas, en [16] se muestra

el siguiente resultado

Proposicion 2.2, Existen dos numeros positivos £ y 8 y un numero
real P > 2 tales que si “g“WI(Q*)< 8, entonces el problema (2.10)
p

admite una solucidén unica (y,u) e V8 cuando p € (2,P), la cual
puede calcularse por iteracién de punto fijo:

(7 u ) = T(Wl' ul)l

j+17 i+1

comenzando con cualquier (70, uo) € Vc'

Una posible eleccidén para (¥, u) puede ser la siguiente.

Tomar 7 = 0 y u  la solucién de

Au = 0 en '
(2.16)
u=g en 690 .

20



Observacion: En [16] se utiliza el siguiente argumento para
demostrar que T es una contraccién :" Sean &1 Y 32 las funcibnes
2sociadas a g bajo el mapeo (2.15) con respecto a v, Y 7, ‘en
W (0,1). si g(x,y)=0 para y=1/2 y g(0,y)=g(1,y)=0 V ye(0,1),
entonces &1— &ze W; Q) ". Sin embargo la segunda restricciodn
no es necesaria para garantizar lo anterior, pues

g, (€,) - g, (£,m) = g(&, (L+r_(£))M) = g(&, (1+7_(£))m) = 0 ,

cuando £=0 6 1, y cuando 71=0 6 n=1 suponiendo g(x,y)=0 para y=z1/2.
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CAPITULO i

DISCRETIZACION DEL PROBLEMA, EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION.

CONVERGENCIA.

3.1. INTRODUCCION.

Nuestro objetivo es resolver el problema (2.10) utilizando el
Método del Elemento Finito en combinacién con la contraccién T
definida por las ecuaciones (2.12), (2.12a) y (2.12b). Como punto
inicial (70, uo) € V., para realizar las iteraciones tomamos ¥, = 0

y u, solucién del problema (2.16). Entonces en cada iteraciodn

( 7 ,ru ) =T ( LY ul) con i =0,1,..., debemos resolver

i+ 1+1

numéricamente el problema

0
1
awl(ui,Ewlx) vVxew(o,1) ,

ad
!

)
1
= v
V) 0] Vv € W§(97

1+1 1+1

El Método del Elemento Finito contiene dos caracteristicas

basicas: primero, el dominio QW es representado como una coleccién
1

de subdominios geométricamente simples, llamados elementos finitos;
segundo, sobre cada elemento finito las funciones que intervienen
en el problema son aproximadas por funciones sencillas, usando la
idea de que cualquier funciodn continua puede aproximarse por una
combinacién 1lineal de polinomios algebraicos . Es importante

recalcar dque en los trabajos para resolver los problemas dque se
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mencionan en la seccidén 1.1, los autores han utilizado elementos
isoparamétricos para discretizar el dominio en combinacién con
polinomios cuadraticos 6 cubicos para aproximar sobre cada elemento
las funciones que aparecen en tales problemas. Con ello obtienen
convergencia computacional del método utilizado. Por el contrario,

Saavedra y Scott [16] proponen discretizar 97 con elementos

triangulares lineales y usan polinomios 1lineales para aproximar
los datos del problema y las soluciones del mismo sobre cada
triangulo; asimismo prueban existencia y unicidad del problema
discreto asociado al problema (2.10) y demuestran que se obtiene

convergencia dptima en este caso.

En este capitulo se mencionan las principales ideas dque se
presentan en [16] para obtener una discretizacién del problema

(2.10).

3.2. DISCRETIZACION DEL DOMINIO,

El objetivo es discretizar el dominio 91 para cada 7 € W;(O,l)
con “7“w1(0’1) < 1/2. Para ello se hace uso de 1la discretizacion
[+]

del dominio f%=[0,1]x[0,1] y del mapeo (2.14) como se describe a

continuacién.
(0] . . . . s s
Sea L O < h s h0 < 1, una triangulacioén uniforme finita vy

regolar de Qo. Una triangulacién de este tipo se muestra en 1la

siguiente figura.
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Il 4

>g

Fig. 3.1. Triangulacidén uniforme finita y reqular nz de Qo'

Ahora bién, dada 7 € W;(O,l) usamos el mapea (2.14) para
transformar cada uno de losvvértices (€,m) de los triangulos en nz
en los nuevos vértices (x,y) = (&,(1+7(£))n). De esta manera
obtenemos uga triangulacion de Q7 que denotamos por n:. Esta
triangulacién de Q7 es regular (ver [16]). La sigquiente figura

ilustra la triangulacién obtenida.

Yy

N

I

LA A

v

Fig. 3.2, Triangulacidn nZ'obtenida de nﬁ via el mapeo (2,14).
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A
LI 0
Como puede observarse a cada tridngulo K € n le corresponde

Y

un unico triangulo K e . Ademas el poligono gque aproxima al

e . h . . 2
dominio Qw es QW:= v 7K. Precisemos un poco mas lo que se esta

| §31
h

. o . . 0 < . A
haciendo. Sea K un triangulo en m ~ con vértices n = (6“1u),

i =1,2,3, en donde Ez = £3 ymn =1, Considere la transformaciodn

1
A
afin FZ que transforma el tridngulo K en el correspondiente

triangulo K de n:. Tal transformacion es de la forma
F : K —K
1 A A A
F‘K(x)-DKx+bK VxeK,

en donde D, es una matriz de orden 2 y b e R°. Los coeficientes

de Dx Y bx se determinan de manera uUnica para cada par asociado de

A
los tridngulos K y K por el sistema de ecuaciones

PN A .
FK(nl) == D»Knl + bK =n , i=1,2,3,
en donde n = (El,(1+7(£i))nn son los vértices del triangulo K en
n:. Véase la siguiente figura
A n
n, 3
Fe
n1
A A, "y

A
Fig. 3.3. Transformacidn de Ken: en Ken’! mediante F:.

h
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Algunos cdlculos sencillos muestran que

1 0 0
D = 7€) - 7(€) r b = 7(€)) - 7v(£))
K 2 1 K 2 1

£, & ﬁl SARY €2 - & "2

o s . 1
Se ve facilmente que si 7 € W _(0,1) Yy nwuw;(o’l) < 1,

A
entonces FZ es invertible para toda K € nﬁ. En consecuencia

A
Q; = vy FZ(K), y la transformaciédn FW:Q0 — Q; tal que
A

0

Kenh
Tin = p? &

Fi|p = F VKen ,

es invertible. Esta transformacién es el interpolante continuo,

afin por pedazos, del mapeo (2.14) con respecto a la malla ng.

La ventaja con esta forma de discretizar el dominio de Q7
para cada curva 7, es que solo basta con discretizar el cuadrado
unitario.Qo. Entonces los nodos de la malla para 97 se  encuentran
directamente via el mapeo (2.14) con respecto a 7. La
discretizacion de Q  se puede implementar computacionalmente sin
dificultades. Por medio de la transformacién F?: Q — Q; se
conoce el nuevo dominio Q; en donde se va a aproximar la solucién
del problema (2.10). Es conveniente subrayar que la transformacidn

F': Qo — Q; es diferente del cambio de variables (2.14).

3.3. ESPACIOS DE INTERPOLACION.

Para discretizar el problema (2.10) se deben aproximar las
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funciones que aparecen en tal formulacién. Antes de hacer esto

obsérvese que si "7"w1(0 n <L entonces la transformacién F!
'
00

induce un isomorfismo de Wi(Q,?)-—)W}](QO) por medio de v—» v:= V-FV,

A
[ L3 r O
gracias a dque F7|2 es una transformacién afin para cada K e T .

Debido a que el problema discreto debe resolverse sobre Q; ,

entonces debemos escoger subespacios de dimensién finita de los

h

. 1 1
espacios wm(o,l) Y WP(Q7

), 1 = p = o, para aproximar las

soluciones ¥ y u, respectivamente, asi como 1los datos del
problema. Los subespacios dque se utilizan son espacios de
polinomios 1lineales por tramos, como fue mencionado en 1la
intoduccidén de este capitulo. Todos ellos estdn asociados con la
triangulacién n; del poligono Q:. . Los subespacios son los
siguientes :

[¢)
a) Los subespacios de W;(O,l) Yy w;(o,l) son, respectivamente,

%)}
]

1 .
{ v e c®0,1): 7|Il e P(I), i=1,...,N } .

S, ={vesS: v(0) =7(1) =0},

en donde Pl(Ii) indica el conjunto de polinomios lineales en el

" subintervalo Ii=[§i,§iﬂ] del intervalo [0,1], con Ei i=1,...,N-1
(4

tal que (Ei,O) es vértice de un triangulo K € LS

0
b) Los subespacios de W;(Q;) Y W;(Q;) con 1 = p = o son

27
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7 _ 0, h, . 1 7
vV ={vecC (Qw). V|K € P(K) , VKemnm },

Il

]
4 7, — h
Vh {v e Vh. v(n) 0, Vne anv }

respectivamente. P1(K) es el espacio de polinomios 1lineales

v

definidos en el triangulo K € m .

0
Los subespacios correspondientes a W;U%) Y W;G%), asociados a 1la

triangulacion nﬁ son
A 0 A 1,4 4 o
V. ={vecCc(Q): V|K € P(K) , VKem },

o A A A A
Vh = { Vv e Vh. v(n) = 0 , Vne ano }

respectivamente.

Tales son los espacios de dimensién finita que son usados en

la aproximacidén variacional del problema (2.10).

Observacion, La transformacién F? es introducida, en realidad,
A
porque aparte de transformar 1los tridngulos K € nz en los
[

triangulos K € =n también transforma el espacio de polinomios

hl
A A

lineales en K, P'(K), en el espacio de polinomios lineales en K,

Pl(K)% Esto no es cierto en general si aplicamos la transformaciodn

(2.11) a la triangulacidn nz, puesto que tal transformacién no es

afin.
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INTERPOLACION LINEAL POR PEDAZOS .
El objetivo es aproximar las funciones 7, u, g y va que
aparecen en el problema (2.10) con funciones en los espacios

discretos introducidos .

[0}
a) Para aproximar 7 € w;(o,l) usamos el interpolante lineal por

pedazos usual

01 (o]
IL: W (0,1) — S,

N-1 h
Ly =T 7(£)¥, .

)
con { WT )t; la base lineal de Lagrange de S, . Tal base tiene la

propiedad de que wr(gj) = 6lJ i,J = 2,...,N-1. Si
o]

Y € W;(O,l) n Wi(o,l) se tiene el orden de convergencia usual (Ver

Ciarlet [4]).

— '
I Ih7"W;(0,1) = Ch"7“wz(o'1)'

b) Para aproximar las funciones v .e vﬁ(n;) con p > 2 usamos el

interpolante lineal por pedazos

Y. wliah 7
Ih. w;(nw) — Vh

v, _ o8 h
Ihv ==k§1V(nk)Vk ’
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donde NN es el numero total de nodos n_en la malla definida por

L4

n
'

b4 {V:}::l es la base usual de Lagrange del espacio V: con
respecto a tal triangulacion. Esta base es tal que
V:(n

) =8, k,k’ =1,2,...,NN .

k'’ kk

Como en el caso anterior, esta aproximacién tiene el orden de

convergencia usual: Si v e w;(n;) n WE(Q;), entonces

EAR

Andlogamente se aproxima g € Vﬁ(ﬂ;) por g I:g. Ademas si

*
g € Wsﬂz) para p > 2, .

(4
lg - gh“w1 ) = Ch“g“wz(g*) '
P 7 P

0 0
c) Sea X, € Sh. Como X, € W:(O,l) para 1 = p = o, se puede

0
considerar su extensidn Exh a Qo de tal manera que Exh € w;(no),
1<g<2, (ver proposicioén 2.1).Como Ex, ya no es continua en general,
no es conveniente utilizar los anteriores interpolantes. En [16]

se propone utilizar un interpolante para funciones rugosas :

1
Jh. wq(Qo) — Vh ’

definido por
NN N
J v =k§1Lk(V)Vk p
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donde (vﬁﬂzl es la base usual de Lagrange de Vh con respecto a 1la
triangulacién nﬁ Yy NN el numero total de nodos en la malla. I& es

un funcional lineal dado por una integral ponderada a lo largo de

una arista en la triangulacién gque tiene como nodo a n o, Y

reproduce localmente cualquier funcidén lineal por pedazos.

Ademas si v € W;(Qo) n Wz(Qo) se satisface

“V - J},V"w:(g ) = ChllVllwz(Q ) °

' 4]
La "extension discreta" E;xh de X, € Sh al dominio Q; se obtiene

por medio de

hy, .o ¥\ -1
wah. JhExho(F ) .

3.4. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA,

¥
‘ . . . . < . h
La formulacion discreta asociada con la triangulacidn n =~ es:

0 v oy
Encontrar ¥ € S, Y u e ghh ® th tales que

oy
_ h
awh(uh,vh) = 0 v v,.€ Vh ' (3.1a)
b 0
E_x.) VYes . (3.1b)

(u ,
h h n- “h
h L

b(v .x,) = a,

Puesto que el dominio en el problema discreto tiene como frontera

libre la curva V. entonces las funciones u, v, tienen como
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(4
.. h . h
dominio a QW’ Y, por tanto, se encuentran en el espacio Vh .
h

¥ Y
Entonces ghh es la funcién en th que interpola a g € Wi(Q; ), Y
h
h 0 7,
EW x, es la extensioén discreta de X, € S, al espacio V.o .
h
Observacion, Al igual que en el problema continuo, el problema

(3.11b) no dep nde de la extensidén para X, -

3.5. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DISCRETO.
Para probar existencia y unicidad de la solucién del problema
discreto (3.1) se hace uso de las ideas analogas a las que se

utilizan en el caso del problema débil (2.10).

Se define el conjunto

0 Y
h h
Vc 1= { (Vh'”h) € thVh : "'Ih"W:o(O,l) <1/2, Iluh“W:,(Z\..;) <€},
h

. . . . h h h s
Y a continuacién consideramos el mapeo T : Vc — Ve definido por

*

h *
™(9,,u,) = (¥,,u,) (3.2)

* 0 ,
en donde ¥, € Sh satisface

0

h
xh) Vxh € Sh ’ (3.2a)

*
b("h th) = awh(uh,E7h
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*
* 4 oy
yu e€g e Vh es solucidén de

. % ow:
avz(uh,vh).= 0] Vv eV . (3.2b)

En [16] se demuestra que T™ es una contraccién-de V; en Vg 'Y

se obtiene el siguiente resultado :

Proposicion 3.1. Existen constantes P> 2 y € > 0, 8 > 0 pequefios

tales que si < 8, entonces el problema discreto (3.1)

9yt (q*
P
admite una solucidn unica (7hﬂﬂ) € V: para toda p € (2,P), la cual
puede calcularse por iteracién de punto fijo :

i+1 i+1

: h i i
(7h 'uh ) = T (7hluh)l

comenzando con cualquier (7:,u:) € Vz.
C s s 0o .o h o
Como dato inicial (Whﬂ%) € Vc, puede escogerse ¥, = 0 en
[0,1] ¥y uﬁ la proyeccién de Ritz Rhuo de la solucién u’ del

problema

Au = 0 en Q p

Para uguw1(n*) suficientemente pequefia se satisface (wz,u:) € Vz.
p ,

o (¢}
La proyeccion de Ritz Rh:Wz(Qo) — V, se define como

<V(Rhu—u),VVh>'= 0 Vv eV.
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3.6, CONVERGENCIA,

Antes de resolver computacinalmente el problema (3.1)
mencionaremos brevemente gue el método de solucidén propuesto es
convergente. El1 método que se usard se menciond al principiq del
presente capitulo. El siguiente resultado muestra la convergencia.
Proposicidén 3.2, Supongase due (vh,uh) € Vz es solucidén del
problema discreto (3.1).Si la solucidén de norma pequefia (7,U) € Vc
del problema (2.10) satisface (y,u) e Wi(o,l)xwi(nw) para p > 2 Y
€ suficientemente pequefio, entonces existé una constante C > 0 vy

h0 € (0,1) tal que para todo h e (o,ho]

A
+ lul, .2 ) .

A
tu-u Il .1 + iyl .2
Wm(O,l) WP(QO)

Hy-7 0 1 = Ch (
nW(Q,) hW_(0,1)
La demostracién puede verse en ([16]. Tal teorema muestra que se
obtiene convergencia optima cuando se usan los espacios lineales
introducidos en la seccién 3.3 para aproximar las funciones del

problema débil (2.10).
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CAPITULO IV

SOLUCION COMPUTACIONAL DEL PROBLEMA.

4.1. INTRODUCCION,

En este capitulo se presenta la implementacién computacional
del Método del Elemento Finito para resolver el problema discreto
asociado al problema débil (2.10), asi como algunos resultados
numéricos. En el anterior capitulo se encontré que el problema

discreto es:

) 7 oy

h h
Encontrar ¥, €8 YyYu g eV

h tales que

O'Ih
awh(uh,vh) = 0 v v, € Vh ,
o (4.1)
) _ h
b(z ,x) = a (u, E x) Vx €5 .

Las funciones que intervienen en este problema se encuentran en
espacios de dimensidén finita cuyas bases vectoriales son las de
.Lagrange, las cuales fueron introducidas en la seccidén 3.3. Por 1lo
tanto, el problema discreto puede traducirse a un problema en el
que rdeben resolverse sistemas de ecuaciones lineales. Esta
transformacién se realizara en la siguiente seccidén. En la seccidn
4.3 se comenta la estructura y caracteristicas del programa usado
para resolver el problema (4.1). Las soluciones obtenidas para

diferentes datos se incluyen en la seccidén 4.4.
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4.2, EL ALGORITMO COMPUTACIONAL.

El algoritmo para resolver el problema (4.1) consiste del
Método del Elemento Finito en combinacién con un procedimiento
iterativo. En cada una de las iteraciones se deben resolver dos
problemas. Estos problemas son los que describen las ecuaciones
(3.2a) y (3.2b) del capitulo III. A continuacidén se describen con

detalle los pasos a seguir.

*
Supdéngase gue ¥ Y u son dados. Queremos calcular v, € S

que resuelve

*
b(r,,%) = a, (. Erx) VX €S, (4.2)
* ¥k oy¥
yu g, e'Vh que satisface
o(u” = 0 v ;7: 4 3
awh(uh,vh) = v. eV, - (4.3)
Consideremos la ecuacion (4.2). Sea U = {whf' la base usual

J 1=

de Lagrange de S, con N como se escogié en la seccidén 3.3. La

0
base correspondiente para :i\ es U° = { xj )tf con x,6 = ¥
0
* .
Entonces para v, € Sh existen constantes dj, J=1,2,...,N=2,

tales que
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Ademas para que se satisfaga (4.2) es suficiente que

* _ h 0
b(vh,xl) = a,’h(uh,Evhx‘) v xl e U .

. . . . * . . o o
Si se sustituye la expresién para ¥, en esta dltima ecuacidn, se

obtiene el sistema de ecuaciones
L ba =f, i=1,2,...,N-2, (4.4)
en donde

h
th VE,’ xldxdy .

1
b, =s[xjxjmax vy £ =]
H o ! ) ' 2 h

h
7h

v * .
Por 1lo tanto, para encontrar v, basta con - calcular los

coeficientes bU y f, y resolver el sistema de ecuaciones (4.4)

para las dJ.

Se procede de manera andloga para encontrar el sistema de

0
. . . *
ecuaciones equivalente al problema (4.3). Supdngase conocida f(heSh

¥ 7*
Y sea B = (V:):L la base usual de Lagrange de th, en donde NN es

7*
el numero total de nodos n_ en la triangulacioén nhh. La base

oy*

correspondiente para th es B°=(V;')""

;=17 COD nn el numero de nodos

interiores n, en tal triangulacién. Entonces
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NN h nn h
u =Y g(n)v, + Y 37
k=1 J=1

para algunas constantes cj, j =1,2,...,n a determinar. Asi que

el problema (4.3) es equivalente a

n
Y a, ¢ =b, i=1,2,...,nn, (4.5)

con

_ h h - - h_ h
a, = In" w9 dxdy Y b L g(nk)fQh Vv -Vr dxdy.

* »
'xh 1h

.

Resolviendo ehte sistema de ecuaciones para las c, seé puede

*
calcular uh.

Para resolver las integrales que aparecen en el célcuib,de
lés coeficientes de los sistemas de ecuaciones (4.4) y (4.5), se
utiliza la técnica del Elemento Finito. Es decir, cada uné de
estas integrales se descompone en una suma, donde cada sumando es

la integral correspondiente sobre un elemento de la triangulacién.

La estrategia general para resolver el problema (4.1)

consiste a grandes rasgos de los pasos siguientes :
1) Discretizacién uniforme del dominio base QO = [0,1]x[0,1] en

una coleccidén de elementos finitos triangulares preseleccionados.

. o} . . .
Posteriormente se escoge ¥ = 0, Y se realiza el ciclo iterativo :
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Para cadai = 0,1,2,...

i

* *
2) Resolver el problema (4.3) para'u1:= u cony =7,

h
*
3) Resolver el problema (4.2) para 7;+1:= ¥, congy = 7; Y
u =u'.
h h

4) TUtilizar la transformacién (2.14) para encontrar la

* . L] » L ] [ h L) :
discretizacién del nuevo dominio 971+1 que se utiliza en
h

————» la siguiente iteracidn.

5) Escritura de resultados.

Los pasos 2), 3) y 4) constituyen el cuerpo principal del
algoritmo. El mayor volumen de calculos en el algoritmo se realiza
en los pasos 2) y 3). Estos pasos, en realidad, deben =
descomponerse en un conjunto de tareas especificas. Por ejemplo,
el cdlculo de los coeficientes de 1los sistemas de ecuaciones
lineales asociados con los problemas (4.2) y (4.3), 1la solucion
misma de estos sistemas de ecuaciones. En la siguiente seccidén se

presentarian mas detalles acerca del algoritmo.

El criterio mas sencillo para parar el ciclo de iteraciones
se obtiene comparando las soluciones de dos iteraciones secesivas.

Es decir, se puede parar cuando

i 1+1

+1 i i i i
max{ |u, '"h"L""(QO)/""h"L“(QO)'“7:, V20, 1)/ 17l 0,1) ¥ < €

para algun € > 0 pequeno .
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4,3, DESCRIPCION DEL PROGRAMA QUE RESUELVE EL PROBLEMA,

En la seccidén anterior se presentaron los pasos generales que
debe contener el algoritmo que resuelve el problema discreto que
nos interesa. El1 programa que resuelve el problema se denomina
FINIT. Para la realizacidn del cédigo se utilizé el lenguaje
FORTRAN 77 con objeto de utilizar las ventajas de programacioén
estructurada que ofrece. El1 programa consiste de un conjunto de
subrutinas con tareas especificas cada una y un ﬁrograma
principal. El programa principal contiene unicamente instrucciones
de_-llamada a las subrutinas, y las instrucciones para realizar el
ciclo iterativo. Las subrutinas que incluye el programa se
denominan MALLA, PREPAR, RIGIDT, ENSAM, RESOL, CURVA y NNOD,
ademas de algunas para impresién de resultados. No se utilizaﬁ
rutinas de paquetes; la totalidad del cédigo es trabajo propio. A
continuacion se describen las tareas que realiza cada una de estas

subrutinas.

1. MALLA. Esta subrutina genera la triangulacién del dominio Q.
Encuentra el numero de nodos n de la malla asi como sus
coordenadas, el numero de elementos finitos de 1la
triangulacién, y gqué nodos contiene cada elemento. Ademdas
 clasifica los nodos internos y los nodos que se encuentran en
la frontera del dominio. Puesto que 1la triangulaciodn
construida es uniforme, el tuUnico parametro necesario para
generar los anteriQres datos es el numero N de nodos

distribuidos uniformemente en el segmento [0,1].
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PREPARAR. La matriz A = (aU) del sistema de ecuaciones
(4.5), que se denomina matriz de rigidez, es claramente una
matriz simétrica. Esta matriz es positiva definida ya que 1la
forma bilineal (4.3) es %;(Q%f) eliptica. Ademds la matriz es
rala gracias al tipo de funciones base que se utilizan.

Entonces sdlo es necesario almacenar la parte superior de tal

matriz, cuya forma se muestra en la siguiente figua

LS
S
XX XX

L
]
XXX

X
- X

L -

Figura 4.1. Forma de la parte superior de la matriz
simétrica A=(a|3)'

La forma mas comin de almacenar en la ﬁemoria de _una
computadora una matriz de este tipo es en forma bandeada
superior. Cuando el numero de nodos en la triangulaciodn, y
por tanto el numero de ecuaciones en el sistema, no es muy
grande, este método para almacenar la matriz es eficiente.
Sin embargo, a medida que se refina la malla el numero de
'nodos aumenta rapiamente. Esto provoca dque cada vez se

almacenen mas ceros. Para optimizar la memoria y el tiempo de
cdlculo es mas conveniente almacenar la matriz en bloques 6
en un vector. La subrutina PREPAR realiza el trabajo

necesario para denerar los parametros dque se usan para

’
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almacenar los coeficientes de tales bloques en un vector. La
forma de la matriz de rigidez depende exclusivamente de coémo
se triangula el dominio Qo, cuando se ha fijado un conjunto
de funciones base. Por tanto los datos que necesita 1la

subrutina son los generados por la subrutina MALLA.

RIGIDT. Consideramos un elemento tipico K de la triangulacidn

7*
h ra 1]
m ~ con vértices en los nodos n, n, n, como se muestra en

la siguiente figura

e :

Y &
Figura 4.2. Elemento K de la triangulacidn T .

La formulacién del problema (4.3) sobre este elemento es

(e)

* (e) _ 1
IKVuh|K Vv ~dxdy = 0 vVv' eP(K). (4.6)

La base usual de Lagrange (lr:"))::=1 de PL(K) son polinomios

lineales con la propiedad de que para cada i = 1,2,3
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(e) - )
v, (nk) ' é

*
Entonces uh|K se puede representar como

Asi que (4.6) es equivalente al sistema

a(e)c(e) = b(e)' i = 1,2,3,
, U i

WM W

J
con '

3
a:j) = IVV:'”-VV;’)dxdy y b:'“') = - Zg(nk)I VV:°)-V V:°)dxdy.
K k=1 X "

A la matriz (aﬁ)) se le denomina la matriz de rigidez del

elemento K, y al vector (br))

el vector de carga. La
subrutina RIGIDT calcula estos arreglos para éada elemento K
T* '

h e a0 . .
em . No se utiliza un elemento de referencia para realizar

estos cdlculos debido a que las funciones base de PI(K) son
muy sencillas. De hecho si n tiene coordenadas (X},yd,

i=1,2,3, entonces

v (x,y) = —(a, + BX + 7,¥)
2A
con
(e) 1 t XI Yl
A = 3 1 xz yl ’
1 x3 y3
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el &rea de elemento, y

i=12,2,3 y j = (i+1) mod3, k = (i+2) mod3.

Entonces, realizando algunos cdlculos sencillos, se encuentra
que

(e) 1 (e) 1 3
aU = ﬁter(BlBJ+7i7J? Y bl = —ﬁ“‘gig(xk'yk) (BlBk-P’l"k) .
Por lo tanto los unicos datos necesarios para calcular 1la
matriz del elemento y del vector de carga son las coordenadas

de los nodos del elemento K.

ENSAM. Esta subrutina realiza el ensamblado de 1las matrices
elemento y del vector de carga generados por la subrutina
RIGIDT. Es decir genera la matriz global de rigidez
correspondiente al sistema de ecuaciones (4.5) vy los
‘coeficientes b1 de dicho sistema. La subrutina ENSAM utiliza
los parametros gdenerados por las subrutinas MALLA y PREPAR
para almacenar los coeficientes de la matriz A = (aU) del
sistema (4.5) en un vector se realiza como se indica en 1la

siguiente figura, para el caso de la matriz de la figura 4.1.
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5.

10
11 12 13 14
15 16 17
18 19
20
21

Figura. 4.2. Numeracidén de los coeficientes de 1la matriz

de la figura 4.1.

RESOL. El método utilizado para resolver el sisfema de
ecuaciones (4.5) es el método de Cholesky adaptado para

matrices ralas. Se escoge este método porque, como ya se

menciondé anteriormente 1la matriz del sistema (4.5) es
simétrica y positiva definida. El1 método es estable con
respecto a errores de redondeo Yy puede programarse muy
facilmente. La subrutina RESOL resuelve el ‘sistema de
ecuaciones utilizando este método. Para ello se utilizan los

siguientes datos de la matriz A = (a, ) generados por la

1}
subrutina PREPAR :

Aa(i), i=1,2,...,nn
Ique indica el semiancho de banda del renglén i de la matriz,
b4

B(j), J=1,2,...,nn

que indica el numero de la primera fila de la matriz en donde

se encuentra el primer coeficiente distinto de cero sobre 1la
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columna j. Por ejemplo, para la matriz de la figura 4.1,

A1) = 4,

A(6) = 3, B(3) = 1, B(7) = 5, B(9) = 9. El

algoritmo de Cholesky para resolver el sistema de ecuaciones

consiste de los siguientes pasos:

a) Se factoriza la matriz A en el producto IJ?, con L = (l‘ﬂ

una matriz triangular inferior que se calcula de la siguiente

forma

1

11

172
(a,,)

Para j = 2,..., n, hacer

. . -
Posteriormente el sistema AcC

b) Se resuelve el sistema L?

— 1 = (a - ¥y 1

Para i =B(i),..., Jj-1, hacer

i-1 )

l1 = (a, 6 - L 1.1.)/1
1 k=max {(B(1),B(N) ki kJ 1

J=1
2 (172
)

k=B(}) k) *

2 .
b se resuelve en dos pasos :
.)
b

usando sustitucidén directa

i

Yi =bl/1l 1

Parai = 2,..., n, hacer

i-1
|—y =(b, - ¥ 1.y)/1,.

1 i k1‘k
k=B1(1)

c) Se resuelve el sistema L'é = ? usando sustitucion

regresiva
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¢ =yn/lnn

n

Parai = n-1, n-2,...,1, hacer

A(1)+1-1
ci = (Yx - L llkck)/llf
k=1+1
6. CURVA. Esta subrutina resuelve el sistema de ecuaciones

(4.4) asociado al problema (4.2). Primero realiza el cdalculo

de los coeficientes fl cuyo valor es

h
Igh Vuh-VE7 xldxdyy

h
wh

en donde X, = '} i = 1,2,...,N-2 son las funciones

i+’

"sombrero". La grafica de estas funciones se muestra en la

siguiente figura

oy
UALl
]
=
A4

£ =0 El E1+1

f+2

Figura 4.3. Funcidn base X, de Sh.

* - h + -
La extensidn Erzﬁ se escoge como se propuso en la secciodn
h

3.4, es decir
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Tl

h N2 h
E x, =Lx(E)V, .
(A TN R 0 O
[ h i3 A d wh
Las funciones v, son las funciones de la base del espacio v,
correspondientes a los nodos n = (§,1+7 (§)), k = 1,2,...,
N-2-

Puesto que xl(gk) = W;u(ﬁk) = 8 entonces

141,k’

h h
Earhxl = Via

i=1,2,...,N=2.

Los coeficientes bu son mas faciles de calcular :

1 2s/h si j =1,
b = sJ.x'x’dx = {-s/h si j=1i-1 06 j = i+1 ,
1] 17}
o 0 en otro caso.

En consecuencia, la matriz (bU) es tridiagonal y simétrica.

Esta matriz es

( )
2 -1 o )
-1 2 -1
-1 2 -1
)
h ) :
0 -1 2 -1
| -1 2

Haciendo eliminacién directa sobre el sistema de ecuaciones

‘{(4.4), se obtiene el sistema equivaiente

) [d 3\ ( fl 3\
-1 1
3 -2 0 gz fl + 2f2
4 .3 f1+ 2f2 + 3f3
. . '
0 N=2 - (N-3) dn-a t‘l-+2f2 +e.t (N—B)fN_3
N-1 J{d,_J\f, +2f +...+ (N-2)f ]
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el cual puede resolverse por sustitucioén regresiva.

7. NNOD. Cuando se ha resuelto el problema (4.2) para 7:, el

siguiente paso es realizar la triangulacién del nuevo dominio

h

Ty

5, due se utiliza en la siguiente iteracidén. ILa subrutina
x )

NNOD realiza este trabajo utilizando 1la transformacion

(2.14) :

A
Sean n = (gl, ni), i=1,2,...,NN, el conjunto de nodos en

Q obtenidos por la subrutina MALLA. El conjunto de nodos en

7*

h . . . h
correspondientes a la triangulaciodn m = son

Q
*
T

n = (g.a+tE)m), 1= 12,00

Los parametros de la nueva triangulacién son los mismos que
. . . 0 . 2 5. .0
los de la triangulaciodn T, puesto que a cada trlangulo-Kenh
*
L

le corresponde un unico tridngulo K e m bajo 1la

. . %*
transformaciodn F7 .

4.4. PRESENTACION DE EJEMPLOS,

'En esta seccién se presentan los resultados numéricos
obtenidos por medio del programa FINIT para diferentes datos. El
objetivo de estos ejemplos es ilustrar computacionalmente el
efecto de la norma de g y de la tensién superficial s en los

valores aproximados. Asimismo se pretende mostrar que el orden del
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error que se obtiene computacionalmente estd acorde con el de la

teoria.

Para simplificar los calculos, las estimaciones del error se
realizaran en la norma |-|« . J.A. Nitsche obtuvo el siguiente
resultado: Supdngase que la soluciéQ u del problema eliptico en
(1.13) es tal que u € Hl(Q) n wi(n). Entonces existe una constante

C independiente de h tal que

lu = ul , =cb’lnn] Juj , (4.7)
L(Q) w_(Q)

00

y si u € H3(Q) n Hl(Q), entonces

lu - u | s Ch|uf : (4.8)
S Pl (9) H?(0)

cuando n = 2. Ver [4]. Tomando en cuenta estos resultados se debe
verificar, en nuestro caso, que el orden del error para el calculo

de ¥ y u debe encontrarse entre 0(h2) Yy O(h).

El problema (1.13) es un modelo abstracto en el cual no es
. posible comparar los resultados numéricos obtenidos con resultados
experimentales o con la solucién de algun problema conocido, como
se hace usualmente. En nuestro caso, para estimar el orden del

error se hace uso del siguientre argumento hueristico :
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Supdéngase que y(x) es la solucidn exacta del problema para la
frontera libre. Sea gl € I = (0,1) un punto donde se ha obtenido
la solucién aproximada ¥, de 7, y h la longitud de discretizacidn
del intervalo I = [0,1]. Si el error en la norma L” es de orden

h", se tiene que
r
7, (£,) - 7(€,) = ch
para alguna constante C independiente de h. Asimismo
r
7, (£) - 7 () = Cc(2h)".
Restando la primera ecuacién de la segunda se encuentra que
r o
7,,(E) - 7,(§) »~cn" (2" - 1).,
Andlogamente se obtiene que
r r
v, (E) = v, (E) »~ c(2h)" (2" - 1).,

Por lo tanto

7, (E) - 7, (£)
7, (€ - 7,(E,)

r-—
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~. - 74h(El) B VZh(El) |
r = r(')’hlgl)-— 109 .a,Zh(El) - wh(sl) / 1og2 . (4.9)

Para estimar el orden del error en la norma L” cometido en el
cdlculo de la solucidén aproximada u de u, se utiliza el mismo

argumento. Suponiendo que n e Q es un punto donde se ha

"n

obtenido la solucidén aproximada se encuentra que

u (n) - 7, (n)
r(uh,nl) 1= 109[7::(ni) — 7:2n1; ]/1092 ’ (4.10)

en donde h es el paéo de discretizacién del dominio 07 .
h

En los ejemplos que se muestran a continuacidén se realizan
estas estimaciones escogiendo El = 1/2 y n = (1/2, (1+7v(1/2))1/2).
Las estimaciones (4.9) y (4.10) solo se realizan cada vez que se

toman diferentes expresiones para la funcidén g(x,y).

Los primeros 9 ejemplos se presentan con el objeto de
observar el efecto de la norma de g en la solucidén aproximada, y
para estimar el orden del error cometido. Los ejemplos 10, 11 y
12 ilustran el efecto de la tensién superficial.

En cada ejemplo del 1 al 9 se incluye la grafica de la curva
de la frontera libre ¥, (x) junto con las iteraciones realizadas
para obtenerla. Para los ejemplos 10, 11 y 12 se incluyen las

graficas que muestran como varia la solucidén discreta wh(x) con
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respecto al valor de la tensidén superificial. En estas graficas
los numeros en cada curva indican el valor escogido para la

tensidén superificial s.

En todas las graficas de frontera libre el simbolo ux indica
el valor de cada subdivisién en la escala para la abscisa, y uy
indica el valor de cada subdivisién en la escala para los valores
de v, - En la parte inferior de cada grafica se muestran el
intervalo en donde varian los valores de x y el intervalo donde

varian los valores de la ordenada y.

Se incluyen las graficas de la solucidn ug(x,y) s6lo en los
ejemplos 2, 5 y 8. No se incluyen las graficas de uh(x,y) para los
demds . ejemplos debido a que es mas dificil observar las

variaciones de una superficie a otra.

Se recuerda que Q° = [0,1] x [0,3/2] es el dominio de
definicién de la funcioén g(x,y), s denota la tensidén superficial y
h es la longitud de discretizacién del cuadrado unitario no, como
se muestra en la figura 3.1. En la discretizacioén de Qo, NN indica
el numero de nodos en la triangulacién y NE el numero de elementos
triangulares. Por ultimo, el criterio utilizado para parar las
iteraciones en todos los casos es, considerando el error relativo
en dos iteraciones sucesivas. Tal criterio se mencioné en el
final de la secciodn 4.2 y es :

Parar el ciclo iterativo cuando
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i1+1

1+t
max{|u_

i 1 1 i
‘":.“L“’(Qo)/"“h"L”(Qo)'u"h '%"L“’(o,1)/"%"1,”(0,1)) <€

para algun € > 0 pequeiio. En los ejemplos que se presentan a

[} s s L -5
continuacién se escogidé € = 10 °.
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Ejemplo 1.

2(y - 1/2)sen nx, y s 1/2

g(x,y) = {
o ' y > 1/2.

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

*
La norma de g en el espacio w;(n ) es 1.38 .

La convergencia se obtiene en 6 iteraciones y no depende de h.

h iter. 7h(§l) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 .027635 -.191403
1/20 1 .027855 -.191774
oo_Jlgao o _.028740 -.193240_________
1/40 .025704 -.191957
1/20 3 .025897 -.192338
_____ /20 _____________.026668_ __________-.193839 ________
1/40 ‘ .025695 -.191960
1/20 6 .025887 2.00 -.192340 1.98
1/10 .026657 -.193842

Tabla 1. Muestra de valores para el ejemplo 1.
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Vh(x) correspondientes al'Ejemplo 1.

Graficas de la curva y

T 0043300000 1> Xe> 00452000026 |
20-X00559! " g0 ke 00+ 9000000 0
osﬁn; C
od\ﬁug_ Aﬁ pn - “tw OT /3y "r_.. (e
00+2000000" [=>X<>00+300000" 0 P DO+3000000" $=> X=>00+3000000°0
20~30058BL " 2= ha>010+8000005° 0 N _ 20-90000 L8 20> ke>00:9000000 0
i

\ ‘_

\

\!

[ e

-
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Ejemplo 2.

8(y - 1/2)sen nx, y s 1/2

g(x,y) = {
0 R y > 1/2.

s =1,

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

*
La norma de g en el espacio w;(n ) es 5.52 .

La convergencia se obtiene en 10 iteraciones y no depende de h.

h iter. 7h(§l) r(wh) uh(ni) r(uh)

1/40 .110538 -.676030

1/20 1 .111420 -.676715
pemmeooMflO o .114958 679368 ________

1/40 .087842 -.699746

1/20 3 .088488 -.700752
cemm—eolXfdO 2090882 -.704689_________

1/40 .086644 -.701019

1/20 6 .087228 -.702055
cmmem—olflO 089556 -.706111_________

1/40 .086658 -.701007

1/20 10 .087241 2.00 -.702040 1.97

1/10 .089575 ~.706094

Tabla 2. Muestra de valores para el ejemplo 2.
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wh(x) correspondientes al Ejemplo 2.

Graficas de la curva y

00300000 * T=> %«>00+300000G * 0
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Ejemplo 3,

l6(y - 1/2)sen mnx, y < 1/2

g(x,y) = {
0 R y > 1/2.

5]
i
=

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c¢) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

La norma de g en el espacio W;(Q*) es 11.04 .

La convergencia se obtiene en 15 iteraciones y no depende de h.

h iter. 7h(§l) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 .221076 -1.142029
1/20 1 .222839 -1.141619
oo Xgro o .229917  -1.139826_ ________
1/40 .143598 ~1.286836
1/20 4 .144511 -1.288157
mmmeoooZXfro o .148129 -1.293385_________
1/40 .146812 -1.280489
1/20 8 ".147764 -1.281727
cmmme—ooXfBo 151572 -1.286530
) 1/40 .146867 -1.280382
1/20 12 .147819 ~1.281617
memenZXXO 151632 -1.286409_________|
1/40 .146868 -1.280383
1/20 15 .147820 2.00 -1.281617 1.96
1/10 .151632 -1.286409

Tabla 3. Muestra de valores para el ejemplo 3.

59




0z/1=4 (q

00+8000332 ° 1 =>2=>00+3030000 ' L
[0-83820 72" g=>ka>00+8000000 * 0

_20-303/012" 2=l

16-2000000" [= X0

[ S Y S PRt

[N SN IO YR NS

[ S

7 (x) correspondientes'al Ejemplo 3.

00+8300000° 1= X=>00+3080000° 0
10-308E822° 2> A=>00+2000800° 0

=

m

n
By i
o
> "
L :
J ;
0 .m
o :
- M
0 :
° :
n i
g |
ot M
= i
o |
o
© i
i

{

t

“re N

T/T=Y (P

e ey

03+9000000" [=> X=>00+2000000° 0
F0-20, 1852 2w> R=>0043000005 0

i
i ;
1
i
i
;
'
. i
H B
i 3
‘ A
! \
t \
i
i
'
- i
: !
- :
' ) :
i :
-

B s e cm e e s e e i e

< 

e
S
-0

60




Ejemplo 4.

(1-x) x° (y-1/2)%e""?/cosy, y s 1/2

g(x,y) =
0 ' y > 1/2.

s = 1.
Se consideran los casos
a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.
La norma de g en el espacio w;(n*) es 0.37 .

La convergencia se obtiene en 3 iteraciones y no depende de h.

h iter. wh(El) r(vh) uh(ni) r(uh)
1/40 -.006585 .047904
i/20 1 -.006638 .048009
S V2 £ S -.006848____________.048422 ________
1/40 -.006710 .047913
1/20 2 -.006765 .048018
oo X0 -.006984  ___.048431 ________
1/40 -.006712 .047913
1/20 3 -.006767 1.99 .048018 1.98
1/10 .006986 .048431

Tabla 4. Muestra de valores para el ejemplo 4.
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7h(x) correspondientes al Ejemplo 4.
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Ejemplo 5.

7(1-x)x>(y-1/2)°e"*?/cosy,

g(x,y) = {
0 '

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE
b) h = 1/20, NN = 441, NE
c) h = 1/40, NN = 1681, NE

Yy = 1/2
y > 1/2.

200.

800.

3200.

*
La norma de g en el espacio wi(n ) es 2.59 .

La convergencia se obtiene en 8 iteraciones y no depende de h.

h iter. 7h(€1) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 ~.046097 .355295
1/20 1 -.046465 .356215
R v { S -.047938____________.359829 ________
1/40 -.053593 .359222
1/20 3 -.054109 .360222
cmmmeoo2Xf20__-.056194 364174 ___
1/40 -.053766 .359313
1/20 6 -.054290 .360318
oo Y20 -.056409 _.364287 ________
' 1/40 -.053767 .359313
1/20 8 -.054290 2.02 .360318 1.98
1/10 .089575 -.706094
Tabla 5. Muestra de valores para el ejemplo 5,
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7h(x) correspondientes al Ejemplo 5.
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Ej

emplo 6,

g(x,y) = {
s = 1.
Se

a)

b)

La

La

0

consideran los casos

h = 1/10,

h = 1/20,

h = 1/40,
norma

NN
NN

NN

121,
441,

1681,

14 (1-x) x°(y-1/2)°%e"*?/cosy,

NE

NE

NE

y s 1/2
y > 1/2.

200.
800.

3200.

: *
de g en el espacio Wi(ﬂ ) es 5.18 .

convergencia se obtiene en 15 iteraciones y

no depende de h.

h iter. 7h(£‘) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 -.092195 .759614
1/20 1 -.092930 .761879
R V2 L S =.095876____________.770821 ________
1/40 -.134468 .807248
1/20 4 -.136314 .810809
e XMOO_-.143974 ___.825217 ________
1/40 -.136926 .810093
1/20 8 -.138979 .813897
. V2 S =.147656____________.829495 ________
’ 1/40 -.136986 .810163
1/20 12 -.139050 .813979
emmmolMXO o -.147789 ___.829651 ________|
1/40 -.136988 .810164
1/20 15 -.139051 2.08 .813981 2.04
1/10 -.147794 .829657

Tabla 6. Muestra de valores para el ejemplo 6.
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7h(x) correspondientes al Ejemplo 6.
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Ejemplo 7.

2(1/2-y)e'™cosnx, y =

g(x,y) =
0 ’ y >

s = 1.
Se consideran los casos
a) h = 1/10, NN = 121, NE
b) h = 1/20, NN = 441, NE
c) h = 1/40, NN = 1681, NE
La norma

1/2

1/2.

= 200.
= 800.

= 3200.

de g en el espacio W;(Q*) es 7.16 .

La convergencia se obtiene en 7 iteraciones y no depende de h.

h iter. wh(Ei) r(vh) uh(nl) r(uh)

1/40 .057815 -.321151

1/20 1 .057576 -.318854
emmmeoolMf20 056582 _-.309544 ________

1/40 .050039 -.323577

1/20 4 .049848 -.321234
mmoXfMO o ___.049088 z.311727________

1/40 .050061 -.323571

1/20 7 .049870 2.05 -.321227 2.02

1/10 .049079 -.311721

Tabla 7. Muestra de valores para el ejemplo 7,
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Ejemplo 8.

x

6(1/2-y)e'"™ cosnx, y s 1/2

g(x,y) =

0 ' y > 1/2.
s = 1.
Se consideran los casos
a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

La norma de g en el espacio W;(Q*) es 21.48 .

ILa convergencia se obtiene en 12 iteraciones y no depende de h.

h iter. 7h(61) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 .173443 -.851465
1/20 1 .172728 -.846506
290 __:169747 _ _ _______-.826761 _
1/40 .121036 -.903026
1/20 4 .120745 -.897038
————l10 . ._.119477 _ __ ______-.873107_ ________
1/40 .122628 -.901465
1/20 8 .122294 -.895541
——————ilXO . _.:120875 --871826__ _______
' 1/40 .122645 -.901448
1/20 12 .122310 2.08 -.895523 2.00
1/10 .120889 -.871813

Tabla 8. Muestra de valores para el ejemplo 8,
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Ejemplo 9.

1+x

10(1/2-y)e "/cosnx, y s 1/2

g(x,y) = {
0 , y > 1/2.

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

*
La norma de g en el espacio W;(Q ) es 35,8

La convergencia se obtiene en 16 iteraciones y no depende de h.

h iter. vh(gl) r(vh) uh(nl) r(uh)
1/40 .289073 -1.232332
1/20 1 .287880 -1.227256
e X0 __.282912 ___ -1.208082
1/40 .168345 -1.428627
1/20 4 .168425 -1.419084
e Xf20 ____.168379 _______ -1.382130
1/40 .176252 -1.415581
i/20 8 .175997 -1.406757
e Xf20 2174809 -1.372251
' 1/40 .176542 -1.415109
1/20 12 .176262 -1.406323
________ 1/10_ _____________.17s001 _______ _-1.371956________
1/40 .176552 -1.415089
1/20 16 .176271 2.17 -1.406306 1.97
1/10 .175006 -1.371948

Tabla 9. Muestra de valores para el ejemplo 9.
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Wh(x) correspondientes al Ejemplo 9.
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Ejemplo 10,

8(y - 1/2)sen unx, y = 1/2
g(x,y) =
0 R y > 1/2.

h =1/20, NN = 441, NE = 800.

Se consideran los casos:

a) S = 0.25 b) S = 0.5 c) S =1.0

I

d) S =2.0 e) S =4.0 f) S = 15.0

El numero de iteraciones para obtener convergencia, en cada caso,

se muestra en la tabla siguiente

s No.iter. vh(El) uh(nl)
———— Q.25 .2} 2234803 _ ____ _-.561612 _
——— 9.5 A5 __:.147820_ ______ _=-.640808_ ___
——iee A0 ..:08724 =:.702040____
———— 2.0 8 ___:048376________-.743827 ___
——— 4.9 b ___...:925887 -.763362____
15.0 5 .007276 -.790877

Tabla 10. Muestra de valores del ejemplo 10.
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Ejemplo 11.

7(1-x)x°(y - 1/2)%""%/cosy, y s 1/2
g(x,y) =
0 , Y > 1/2
h = 1/20, NN = 441, NE = 800.

Se consideran los casos:
a) S = 0.5 b) S = 1.0 c) S =1.5

d) s

3.0 e) S = 6.0 £ S = 12.0

El numero de iteraciones para obtener convergencia, en cada caso,

se muestra en la tabla siguiente

s No.iter. rh(El) uh(nl)
———— 9.5 A z.1392015 __ _.4069390
——tee 8 o -.054290_ ________.360318 ___
———— 1.5 o ?=:034154  _ .349875 .
——3ee z:-016222 ____.340827 ___
—8e D -.007921 __ ______.336638_ ___
12.0 4 ~-.003915 ' .334720

Tabla 11. Muestra de valores del ejemplo 11,

75




tension

la

libre con respecto a

superficial

frontera

la

de

Variacion

- Ejemplo 11,

00+2000000 " T=>X=>00+3000000"0
00+3000000° 0=>A=>10-80TS0BE " T~

0T =S

9'9 =S

o°TI=S

N\

20-801SQRE " I=AN 10-3000000" I= XN

N

.__.._._' [ — ' -

=L
70




Ejemplo 12,

6(1/2 - y)e'™-cosnx, y s 1/2
g(x,y) =
0 ’ y > 1/2

h =1/20, NN = 441, NE = 800.

Se consideran los casos:
a) S = 0.4 b) S = 0.7 c) S =1.0

d) S =1.5 e) S =3.0 f) S = 10.0

El nimero de iteraciones para obtener convergencia, en cada caso,

se muestra en la tabla siguiente

s No.iter. wh(gl) uh(nl)
————— 0.4__ __________ 20 o ____:229763_ _______=.792758____
———0er 15 __________.1584533_ _______ --860882_ _ __
——rt.0 12 ____:122310_ _______=.895523 ___
———Xeb 2089296 ________ =926909__ __
———23.0___ 6 _____:.049870________=.963681_ _ __
10.0 4 ©.016454 -.993825

Tabla 12. Muestra de valores del ejemplo 12,
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OBSERVACIONES,

1. Los ejemplos 1 a 9 muestran que las cotas de error para u .y
¥, se encuentran dentro del rango estimado (véanse las expresiones
(4.7) y (4.8)). Las estimaciones del error en el calculo de las
soluciones para estros ejemplos fueron las siguientes: de orden h"
con 1.99 < r < 2.17 en el célculo de 7, ; de orden h" con
1.96 < r < 2,04 en el calculo de u . Ademds, para el caso de los
ejemplos presentados, siempre se estimé un orden de convergencia

ligeramente mayor para el calculo de v, - (ver tablas 1 a 9).

2. Los ejemplos 1-2-3, 4-5-6 y 7-8-9 muestran, como se eéperaba,
que con el aumento en la norma de la funcidn g se obtienen
soluciones de norma mayor tanto para ¥ como para u. Ademas, cuando
se hace crecer la norma de g se requieren mas iteraciones para
acercarse al punto fijo (7h, u) e V: de la contraccién T"
definida por las ecuaciones (3.16a) y (3.16b). Si la norma de g se

sigue aumentando se encuentran ejemplos en donde Iz I o > 1.
”(0,1)

El programa no puede continuar iterando en el caso que 1h(£k) < =1
para algun Ek € (0,1). La razén es que la transformacion (2.14) no

es invertible en este caso. El siguiente ejemplo muestra esto.

25(1-x)x°(y - 1/2)%¢"*?/cosy, y = 1/2

g(x,y) = {
0 s, Y > 1/2,

%
S =1.0, h=1/10, NN =121, NE = 200. La norma de g en w;(n )

es 9.25. En este caso, el programa sélo realiza 6 iteraciones y
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ya no puede continuar. A continuacién se muestran los valores de
7, en 1/2 y de u_en el punto (1/2,(1+7,(1/2))1/2) en cada una de
estas iteraciones. También se muestra una tabla de valores de v,

en la iteracioén 6.

iter 7h(El) uh(nl) b 4 7h(x)
0.0 .000000
__1___=-171207___1.198448____ 0.1 228973 °
—-2___z.284292 _ 1.529373 ___ 0.2 ~.457178
0.3 -.673765
—_3___z.401445_ __1.780553 ___ 0.4 -.828196
~-4___-.580900_ _ _2.059994 ___ 0.5 -.976831
0.6 -1.013534
--3__.7:290333__ _2.549238 ___ 0.7 - .894223
6 ~.976831 5.686514 0.8 - .709958 "
0.9 - .317060
Muestra de valores del 1.0 - 000000
ejemplo. Iteracion 6,
Obsérvese que wh(O.G) = -1.013534.
Sin embargo, si |7 | >1 y v () >0 V £e€ (0,1), se
nlp (0,1 h' >k Kk
0 14

encuentran ejemplos en donde aun se obtiene convergencia a un
v s v . h .

punto fijo de 1la contraccioén T. El1 problema aqui es dque se

necesita un mayor numero de iteraciones. El siguiente ejemplo

muestra este comportamiento
¥

500(y - 1/2)sen nx, y s 1/2

g(x,y) = {
0 R y > 1/2.

S = 1.0, h = 1/10, NN = 121, NE = 200. La norma de g es
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gl

iteraciones.
1/2ydeuhenn=

Después de la tabla se muestran las graficas de la frontera libre.

1 *
W (Q

)

= 345.

El punto fijo

1

(¥, .+

h

uh) se encuentra en 30

La siguiente tabla muestra los valores de v, en gl

(1/2, (147 _(1/2))1/2) para cada iteracion.

El primer dibujo corresponde a las primeras 10 iteraciones;

segundo,

iteraciones.

coordenada y.

a las siguientes 10;

Yy el tercero,

a las uultimas 10

Cada dibujo se hizo a escala diferente en

iter 7h(Ei) uh(nl) iter Vh(El) uh(nl)

1 7.184900 -50.402969 16 1.121081 9.403155
2 .466909 .223906 17 1.124250 9.486338
3 4.071034 -24.370773 18 1. 22503 9.440659
4 .665040 - .135541 19 1.123463 9.465813
5 2.744560 -18.568502 20 1.122935 9.451997
6 .787741 - 1.035632 21 1.123226 9.459602
7 1.735580 -15.616851 22 1.123066 9.455410
8 .954315 - 3.902950 23 1.123152 9.457700
9 1.273417 -12.201709 24 1.123106 9.456474
10 1.057873 - 7.545543 25 1.123131 9.457129
11 1.165404 -10.441463 26 1.123118 9.456799
12 1.101527 -~ 8.869246 27 1.123123 9.456947
13 1.135625 - 9.,772733 28 1.123122 9.456891
14 1.116411 - 9.278758 29 1.123122 9.456901
15 1.126867 - 9.554002 30 1.123122 9.456901

Muestra de valores del ejemplo.
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Iteraciones realizadas para encontrar la frontera libre

del ejemplo.

00+3000000 " T=> X=>00+300000C ° 0
DO+ISEYET * Ta> Au>00+-8000000 ' O

- -~ 10~ =k ]
T T W SPuaENT . — CTT T Sauoiveray]
00+3000000° L=>%=>00+3000005 0 ! 00+3000000" 1= X300+ 2000030 "
004281281 = k=>00+3000000" 0 ! OH008BY” Lo 00410000000
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R 1 A

3. El efecto de la tensidén superficial en la solucidén numeérica
del problema se muestra en los ejemplos 10, 11 y 12. En estos
ejemplos se observa que cuando la tensidén superficial aumenta, la
frontera libre presenta mayor oposicién al cambio con respecto a
la horizontal, y viceversa. Podria pensarse dque sucede algo
semejante en el cdlculo de u . Sin embargo, los ejemplos 10 y 12
muestran que, en esos casos, el valor absoluf_o de u, aumenta

cuando la tensidén superficial aumenta.

4, Ootro hecho importante que merece resaltarse, es que el numero
de iteraciones necesarias para encontrar la solucién aproximada
(wh, uh) no depende de h, el paso de discretizacidn. Como

muestran los ejemplos, el numero de iteraciones sodlo depende del

valor de la norma de g y del valor de la tension superficial.
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CAPITULO V

MODIFICACIONES Y EXTENSIONES DEL MODELO ESTUDIADO,

5.1. INTRODUCCION,

El problema dado por las ecuaciones (1.13) describe un modelo
abstracto simplificado, el cual contiene algunas caracteristicas de
modelos mas generales que describen los fendémenos de fluidos con
superficies libres (ver la seccién 1.1). Los capitulos II y III
describen el estudio tedrico de la aproximacién numérica que se
presenta en [16] para dicho modelo. Aun no se ha desarrollado
completamente una teoria similar para modelos mas generales. El
estudio de estos modelos es considerablemente mas complicado :y
queda fuera del alcance de la presente tesis. Sin embargo, se puede
hacer uh estudio similar al realizado en [16] cuando se hacen
algunas modificaciones al problema (1.13) en las ecuaciones para 7.
En este capitulo se proponen dos modificaciones. La primera
modificacidn se realiza sobre las condiciones de frontera para 7.
Se discute el problema cuando se introducen condiciones de frontera
Neumann, en lugar de las condiciones de Dirichlet propuestas. La

segunda modificacién que se propone es la introduccién de 1la

curvatura de ¥ en lugar del término no 1lineal —sw"(x)//l-ﬂr'(x)2

que aparece en el problema (1.13). El1 problema con condiciones
Neumann para ¥ se discute en la seccidn 5.2. En la seccidén 5.3 se
hace el estudio del problema cuando se introduce la curvatura de 7.

En cada caso se mencionan brevemente las modificaciones vy
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complicaciones que aparecen en el estudio de 1los resultados
L
tedricos para la aproximacidén numérica de estos modelos. Ademas, se

incluye la solucién computacional de algunos ejemplos.

5.2. EL PROBLEMA CON CONDICIONES NEUMANN PARA LA FRONTERA LIBRE.
Consideremos el problema (1.13). En lugar de las condiciones

de frontera Didichlet para la curva 7 escogemos las condiciones‘

(1.14) que se mencionaron en el capitulo I. Con este cambio el

problema ahora es el siguiente:

Encontrar ¥ y u que satisfacen

Au = 0 en Q_ ,

— (x, 1+¥(x)) VvV x e (0,1), } (5.1)

La ultima ecuacién es una condicién adicional para 7 similar a
la del modelo del tanque que se presentén en la seccidén 1.1. Esta
ecuaéién expresa que la profunduidad promedio del liquido contenido
en el tanque permanece constante, y fué introducida por Puknachev

[13]. El1 prueba existencia y unicidad de soluciones de un modelo

que describe el éomportamiento de un liquido que fluye en un canal
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bidimensional.

Se puede hacer un estudio tedrico del problema (5.1) similar
al del problema (1.13). A continuacién se describen algunas

modificaciones esenciales para ello.

Para encontrar la formulacidén débil de este problema se
procede de manera similar a la que se discutié en la seccién 2.2,
La formulacion débil para u es la misma y estd dada por (2.5). Para
encontrar la formulacidén débil del problema para y se necesita de
una pedquefia modificacioén. Ahora nos intéresa buscar una solucién

7 € W;(O,l) tal que

1
f'r(x)dx = 0.
0

Por tal motivo se introduce el espacio
=1 1 1
W(0,1) = { v € W.(0,1): Iw(x)dx =0},
. [}
Yy el espacio de funciones de prueba
=1 1 1
W (0,1) = { x € W (0,1): jx(x)dx =0 ).
(¢}

Gracias a que 7’(0) = 7’(l), se obtiene que la formulacién del
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problema para 7 en (5.1) puede escribirse como

1 1 .
sjow'(x)x’(x)dx = J; 3% (x,1+y(x))x(x) /1&1'(x)2 dx V ye W:(O,l).

La proposicidén 2.1 de la secciodn 2.2 es valida para toda xewz(o,l).

Por lo tanto la formulacién débil del problema 5.1 es :

[0}
Encontrar 7 € W;(o,l) yuege w;(Qw) tales que

01
W)

i
o
<
<
m

éw(u,v)

- (5.2)
b(r,x) = aT(u,wa) VxeW(0,1) ,

%* *
en donde p > 2, 1 < q< 2 tal que 1/p + 1/q =1, g € W;(Q ) con Q
tal que Q< Q*, y a (-,©), b(-,) son las formas bilineales

definidas en la seccidén 2.2, del capitulo II.

Para demostrar existencia y unicidad de 1la solucién del
problema débil (5.2), se puede utilizar también un argumento de

contraccién. En este caso el conjunto Vc que debe utilizarse es

v, = {(v,u) e W;(O,l)xw:)(ﬂw): ""ﬂw;(o,l) < 1/2, ||u||w;(97) < £},

Y el mapeo T: VC — Vc se define como en (2.12a) y (2.12b) con
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7 € W;(O,l) y X € W:(O,l). Sin embargo, en este caso debe tenerse
un poco de cuidado. Para demostrar que T es un mapeo se puede usar
utilizar el mismo argumento. Por otro lado, para demostrar que T es

una contraccién es necesario hacer uso de la siguiente hipédtesis :

A

A
si g, Y g, son las funciones asociadas a g bajo el mapeo

o
-— A A
(2.15) con respecto a Vo ¥, € w;(o,l), entonces g,-9, € w;(no).

Para que esto se cumpla es necesario pedir 1la siguiente

condicidén adicional para g.

g(o,y) =g(l1,y) =0 Vye(0,1),

aparte de la condicidén g(x,y) = 0 para y =z 1/2 que se impuso en el

problema (1.13). Ver pagina 21.

EL. PROBLEMA DISCRETO.

En la discretizacién del problema (5.2) se pueden utilizar
espacios de interpolacién similares a los usados en el capitulo IV
para aproximar las funciones u,gq, E7x . Para aproximar 7 € Wl(o,l)

se puede usar el espacio

1
5,=(r<c®0,1): 7|1, e P(1), 1= 1,...,N,[v(xdx = 0}, (5.3)
0

el cual es un subespacio cerrado del espacio S, definido en 1la

seccidén 3.3. Se define el interpolante
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= =1 -
I:W (0,1) — S

definido por

_ 1 (5.4)

Ihw }Ihw - IoIh 7(x)dx ,

donde Ih es el interpolante lineal de Lagrange usual.
El problema discreto asociado al problema (5.2) queda de la
siguiente manera :

v oy
= h h
Encontar v € Sh yu g © Vh tales que

o7,
awh(uh,vh) =0 v v, € Vh R
Y (5.5)
. h -
b(y ,x) = awh(uh,Ewhxh) Vxes, .

Para demostrar existencia y unicidad de la solucidén de este

problema puede procederse de manera andaloga a como se hace en [16].

Para demostrar convergencia de la aproximacién usada en este

caso, aparece una dificultad mayor. Para X, € S aun puede

h

* . ¢ -, 1
asegurarse la existencia de una extension Exh en W;(Qo). Sin

' o}
embargo, ya no puede asegurarse que Exh - JhExh € w:(no) como en la

demostracién del Teorema 3.2 en [16]. La dificultad es la siguiente.
Si por ejemplo, x,(1) = 0, Ex, (1) = 0 debido a que Exhlanw Ty = 0

por 1la proposicion 2.1. Sin embargo, no se puede afirmar
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J‘Exh(l) = 0, por la forma como se escogidé el interpolante J, . Por

)
lo tanto Exh - JExh no se encuentra en w;(ﬂo), en general.Entpnces,

en este caso no se puede aplicar la técnica utilizada en [16] para

demostrar la convergencia.

El algoritmo computacional para resolver el problema (5.5) es
muy similar al utilizado para resolver, el problema discreto con
condiciones de Dirichlet. La unica modificacién gque necesita
realizarse es para calcuar A Primero se debe encontrar una base
del espacio §h definido por (5.3). Sea U = {Wj}j=1 la base usual de

Lagrange de Sh .La base que se propone para el espacio 5; es la

siguiente

en donde las funciones xj ahora se definen como
1 .
= - , i =1,2,...,N-1.
xj !/lj JOWJ 3 1<y ’

Es claro dque estas funciones pertenecen al espacio §£. Para
demostrar que U es efectivamente una base de 5& se utlllza la

siguiente proposicién.

1
Proposiciodn 5.1. La funcidén x : = y - I Y(x)dx puede expresarse
[0}

como una combinacidén lineal de las funciones xj, j=1,2,...,N-1.
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Demostracion. Es suficiente mostrar que existen constantes

CI,CZ,..,C no todas cero tales que

N—1
X .= Clx1 + szz +.0ot C X ’

N N~1""N-—1

es decir, tales que
N=1
%, (€,) =,§=:1C’x1(€‘) , i=1,2,...,N-1 .

Este sistema de ecuaciones en forma matricial queda de la siguiente

fornma

h - - = - -h

(1 - 3)C, -~ hC, =~ hC - ...-hC _ = x (£,) 3
h = =_h
-5 C1 + (1_h)C2 - th- e hC“__l"' xN(EZ) = 2
h v - -— = - l-l-

- 5 ¢, -hc, + (1-h)C - ...-hC,_ = x (£,) 2
he -he - nc+ + (1-h)c,_ = x (€, )= - 2
5 C, , Gt e P "_] 2

El determinante de este sistema es (1-h/2) - (N-2)h = h/2 # 0. Por

lo tanto el sistema tiene solucidén unica para 1las CJ,

j=1,2,...N-1, para toda h > 0. =

Un argumento similar con coeficientes cero en el lado derecho

. . . N—1
del sistema de ecuaciones muestra que las funciones { x. son

j H=1

linealmente independientes. Para verificar que este conjunto de
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funciones genera el espacio §n, escogemos un x arbitrario en S, -
como X, € Sh, existen constantes Oy Opeee, 0 tales que

v .

= : + ...+
x al w1+a2w2 aN N

h
Ademas, como X, € §£ , Se satisface
h
2

1
0= J-x(x)dx = o + ha2 +...+ haN +
0

Por otro lado

(=

1
Xy = ¥ - [ v xdx =y,
Sustituyendo o,y wN en la expresion para X, . se obtiene

h
X, = a1w1 + a2w2 +.0t aN_le_l (oc1 + 2a2+...+2au_1)(x“ + 5)

=a (¥, - %) +a (b, -h) f...ta_(y_ -h) +cx,

N-1 ( N-1

con C = —(a1 + 2a2 +...+ 2« Por lo tanto

N—l) *

X = a1X1 + azxz +oeoot aN_1 xN_1 + Cx“ .

-1

Como x  es combinacién lineal de 1las (xj);=l, se concluye due X,

también es combinacién lineal de estas funciones.

Suponiendo que se han encontrado Y u, el problema dque
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N
consiste en calcular la solucidn ¥, = Yydux

*
b(v,,x,) = a, (u,E; ¥,

es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones

N-1

L bd =f, i=1,2,...,N1

1=1 ) '

‘en donde

i

[4

blj = ij;(x)x;(x) dx Y f = an V‘ﬂfv ny} dxdy.

Y

Si se considera como extensidn de x, a

entonces

N NN
. h. h
£, = Lx(§) Ly (n) j U viev V) dx dy,
k=1 1=1 Q
(A

Los coeficientes bU = s Ix:(x)x;(x)dx son

[ s/n si J=1i=1
"| 2s/n si j =1 para
b” =4{ -s/h si j o= i-1 para
~-s/h si j = i+1 para
L 0 en otro caso.

PR SN

e

i

=1,2,...,N-1.

2,...,N-2
2"..'N—2
1,.--,N-2

(5.6)

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones (5.6) expresado en forma
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matricial es:

4 4 (
1 -1 0 1 d1 W f1 W
-1 2 -1 d f
2 2
-1 2 -1 d3 f3
s . M — .
- . . .
-1 2 -1 dN-z fu-a
0 -1 2 d £
\ JU N-1 \ N-1) .

Haciendo eliminacién directa sobre este sistema de ecuaciones, se

obtiene el sistema equivalente:

3 3 A
( 1 -1 0 ( dl { f1
1 -1 d rf +
2 1 2
1 -1 d f +f_ <+ f
3 1 2 3
s . . _ :
h r . . — L
1 -1 dN_2 f1+f2+...+f"_2
o v
1 d £ +f +...+f
\ J\ N-1] L 1 2 N-1 ] ’

que puede resolverse facilmente por sustitucidn regresiva.

A partir de la siguiente pagina se incluyen los resultados
numéricos de la solucidén computacional del problema (5.5). Para
verificar la convergencia computacional del método se utilizan las
estimaciones dadas por las expresiones (4.9) y (4.10), en los
puntos gi =12 y n = (1/2,(1+7h(1/2))1/2). Los ejemplos 1,2 Yy

3, que se presentan a continuacién, ilustran el efecto de la norma

de g en la solucién aproximada y también muestran el orden del
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error estimado. El ejemplo 4 muestra el efecto de la tensidn

superficial.
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Ejemplo 1.

x+2

{ 4(y - 1/2)e CosSTX senmx, y s 1/2

0 ’ y > 1/2.

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

. *
La norma de g en el espacio W;(Q ) es 27.6 .

La convergencia se obtiene en 7 iteraciones en cada caso.

h iter. 7h(51) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 -.006167 .423624
1/20 1 -.006253 .422900
| ____L/i0_____________=.006596____________.419478_________
1/40 -.005792 .423161
1/20 4 -.005792 .422341
Lo =:005726____________.418541 ________
1/40 -.005785 .423158
1/20 7 -.005783 5.11 .422333 2.20
1/10 -.005714 .418530

Tabla 1. Muestra de valores del ejemplo 1.
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Ejemplo 2.

6(y - 1/2)e**°cosn sennx, y s 1/2

g(x,y) = {
0 R y > 1/2,

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h=1/40, NN = 1681, NE = 3200.

1, *
La norma de g en el espacio W;UI) es 41.4 .

La convergencia se obtiene en 10 iteraciones en cada caso.

h 1ter. wh(gl) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 -.009250 .637279
1/20 1 -.009380 .635950
——————if20___ ________=z.009894 ___________.629767 ________
1/40 -.008172 .635223
1/20 4 -.008080 .633493
——————oXf20_  ______z:007570__ __ ________:.625695_ ________
1/40 -.008098 .635124
1/20 7 -.007997 .633382°
Y30 _ --007443 __ __ ______.$25508_ ________
' 1/40 -.008096 .635125
1/20 10 -.007995 2.46 .633377 2.17
1/10 -.007438 .625501

Tabla 2., Muestra de valores del ejemplo 2.
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Graficas de la curva y

QT /7Y (9 oT/F =y (®
00+3300000° [ =) X=>00+3000000° 0 00+5000000° 1> X=>00+3000000° 0
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Ejemplo 3.

9(y - 1/2)e**’cosnx sennx, y s 1/2

g(x,y) =
0 R y > 1/2.

S = 1'
Se consideran los casos
a) h=1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

) Tk
La norma de g en el espacio Wi(Q ) es 62.1 .

La convergencia se obtiene en 21 iteraciones en cada caso.

h 1ter. 7h(€1) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 -.013875 .959768
1/20 1 -.014070 .957192
e ZX20 -.014841 _______.945293_________
1/40 -.009844 .947698
1/20 5 -.009358 .942946
mmmme—nZMMOZ.006997 ____.921420
1/40 -.009270 .947698
1/20 9 -.008686 .940000
________ 1/10 . __z.005766____________.917793_________
' 1/40 -.009212 .946159
1/20 13 -.008613 .941054
mm—ooZXf20_-.005567 ___.917193 |
1/40 -.009207 .946147
1/20 17 -.008605 .941034
—mmmenZXf20=s005533 ____.917092 ________|
1/40 ~.009206 .946146
1/20 21 -.008604 2.35 .941029 2.23
1/10 -.005527 .917074

Tabla 3. Muestra de valores del ejemplo 3.
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Graficas de la curva y = wh(x) correspondientes al Ejemplo 3.

c
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H
Ty e
A=

~3,785300e~02<wy<=1 , 107200e~03
0.000000e+00 <=y <=3 . 30CCCCe+00

~0.341100e-R2<»yo=| 065110801
3.300000e+00<>x <=1 , 500000e+20

=1. 083500801 <~y<m=] , 202500801
0.000000e+00<=x <=1 800000 +00

\/40

&) h

101




Ejemplo 4.

g(x,y) =

6(y-1/2) €*?cosnx sennx, y s 1/2
0

y > 1/2.

-

h = 1/20, NN = 441, NE = 800.

Se consideran los casos

a) s = 0.7 b) s = 0.85 c) s =1.0

d) s =2.0 e) s = 4.0 £) s =8.0

El numero de iteraciones para obtener convergencia, en cada

se muestra en la siguiente tabla
s No. 1iter. wh(E!) uh(nl)
——Qe7 A3 008929 ______.629120_ ___
-—--9.85____ 12 ____ -.008770 ______.632471 ___
1.0 1o _____-/008sdh _____ 413385 |
—_——2e0 s 004456 ______-633090____
4.0 4 Z:002296_ ______.632101
8.0 3 -.001161 .631489

Tabla 4. Muestra de valores del ejemplo 4.

102

caso,




Variacion de la frontera libre con respecto a la tensidn
" superficial,

- 00+3000000 ° T=>X=>00+2000000"0
10-808ET10 " T=>A=>20-300EVB8" L~

Ejemplo 4.

3
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OBSERVACIONES.

Las observaciones son en general las mismas dque se

mencionaron al final de los ejemplos del capitulo anterior.
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5.3. INTRODUCCION DE LA CURVATURA.
La introduccidén de la curvatura de 7y en el modelo (1.13) es
directa. Basta reemplazar la ecuacidén de la superficie libre por

la expresidn

-s v’ (X) = ?% (x, 147 (%)) vx € (0,1). (5.7)

/1+7'(X)2 an

Con esta modificacidn, el problema (1.13) se convierte en :

Encontrar ¥ Yy u que satisfacen

\
Au = 0 en Qw ’
’
- 7’ (X) = 2% (%, 1+7 (%)) vx € (0,1), } (5.8)
/1+1'(x)2 an .
7(0) = 7(1) = 0.

La formacion débil del problema para u es la misma que la del
problema (1.13). Para encontrar una formulacién débil del problema

para 7 se puede proceder como lo hacen Saavedra y Scott [16].

0
Multiplicando por una funcién de prueba yx € w:(o,l) Yy haciendo

integracién por partes del lado izguierdo de la tercera ecuacién

de (5.8), ellos obtienen que
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1 1

Y/ (x)x"(x) dx =‘]§% (x, 147 (x)) _x(x) /1 + 7'(x)2 dx .
3
0

|
OV/l + 77 (x)?2 1+ 77(x)?

La inconveniente de esta formulacidén es que la forma

1
b(v,x) = sJ V(X)X (X) gx

o/r+ 7’(x)2

no es lineal en ¥, y el operador de extensidn E7 introducido en la

seccién 2.2 ahora debe aplicarse a la funcidn

x(x)/ /1 + ¥’ (x)2

Sin embargo, si se considera el hecho de que

7’ (x) = " (x)

/1 + 77 (x)° (47 () 5H™

Se obtiene que la ecuacién (5.7) es equivalente a

-8y’ (x) = (x,1+7(x))(1+7'(x)2)//1 + 1'(x)2 Vxe (0,1).

o o
:N«l:

La formulacidén débil para esta expresioén es
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1 1

o
SJY'(X)x'(X)dx =j S8, 14y (X)) x(x) (1437 () %) /1497 (x) %dx ¥ xe)(0,1).

0 oan
La ventaja de esta formulacion es gque podemos expresar esta

ecuacién como

0
— 1
b(y,x) = a (u,E x.) Vx € W (0,1), (5.9)

con b(~,*) la misma forma bilineal que se usé para estudiar el

problema (1.13) Yy

X, (x): = x(x) (1+7* (x)%) . | (5.10)

Las propiedades de la forma bilineal b(-,-) sobre los espacios
w;(o,l) Y W:(O,l) continuan siendo validas. Sin embargo, el precio

a pagar es que para garantizar que el lado derecho de la ecuacidn

(5.9) tenga sentido, es necesario que para toda x € &1(0,1) la
funcién X, también se encuentre en este espacio. Para ello debe
asumirse, al menos, que ¥" € Iﬁ(o,l), y entonces se puede aplicar
la proposicién 2.1 del capitulo II a 1la funciodn X+ Esta
desventaja también se presenta en la formulacidén gque proponen

Saavedra y Scott [16], pues en ese caso se debe encontrar la

extension E1 sobre la funcién xv(x) = x(x)/./1 + 7’(x)2. Lo

anterior muestra que es necesario estudiar con cuidado si es
posible encontrar extensiones de X, suponiendo 7 € Wi(o,l), que
permitan estudiar el problema (5.8) por medio de una formulacioén

similar a la del capitulo II. En la presente seccidén supondremos
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7 € wz(o,l). Esto garantiza que X, € w:(o,l) V ¥ € wi(o,l). Por
lo tanto, la siguiente formulacién débil del problema (5.8) tiene

sentido.

o o
Calcular 7 € Wi(o,l) Y Uuege W;(Qw) tales que

0
1
v 9]
vV € Wq( 7) ’

]
o

aw(u,v)
(5.11)

o
1
b(v,x) = a (4,E x,) vxewWw(0,1) ,

con x. definida por (5.9). Para demostrar existencia y unicidad
de la solucién de este problema se pueden utilizar las técnicas
usadas en [16]. SAlo que en este caso para utilizar el argumento

de contraccion se define el mapeo T:V, — V. como

T(v,u) = (7,u),

e

(o]
en donde 7 € Wz(o,l) resuelve

0
~ 1
b(v,x) = 37(U,E1X7) V X € wl(oll)l

0
Y uege w;(Q;) resuelve

o
~ 1
o~ = V ~ L]
aw(u,v) 0 Vv e W;(Qw)
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EL PROBLEMA DISCRETO.

Para discretizar el problema (5.11) se pueden utilizar los
espacios de interpolacién definidos en la seccién 3.3 y los
interpolantes‘ lineales introducidos en 1la seccidén 3.4 ldel
capitulo III. La discretizacién del problema (5.11) es:

0 ¥ oy
h h
Encontrar v, € Sh yu €g, e Vh tales que

o7,
awh(uh,vh) = 0 v v, € Vh '
(5.12)
h 0
b(v ,x) = a,h(uh.Ew x,h) Vx €S .
en donde xr(x) = xh(x)(1+1;2(x)) Vxe [0,1].

h

El andlisis para probar existencia y unicidad de la solucién

de este problema es el mismo que el realizado en [16].

En este caso tampoco puede aplicarse la técnica usada en [16]

para demostrar convergencia. La dificultad se debe a que ¥ es

s

discontinua en cada nodo X, de la discretizacién escogida en el
intervalo [0,1]. Esto se debe a que ¥] es discontinua en esos

puntos. Entonces Ex_ € w‘(no) sera discontinua en 1los puntos
7h q
0
(E‘,l), Y no puede asegurarse que Exv-JhEx7 € wi(no).
h
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El algoritmo computacional para resolver el problema (5.12)
presenta una pequefia modificacién en el calculo de 7, con respecto
al algoritmo para resolver el problema (4.1). En este caso se

considera

0

¥2 jas funciones base de S,

1 , 2
en donde xw = x1(1+7h ) con { X, )l=l

h
introducidas en la seccién 4.2 . N, Ek Y V: también se escogen

como en dicha seccidén. Por lo tanto

2, h

h _t - ’ . _ _
E, x,:ﬂ [1+7](£,,,) TV, (x) i=1,2,...,N-2 .
L
* 0

Entonces, suponiendo conocida v, para calcular v, € Sh que
resuelve

b(¥, = By ! v s 5.13

(v, . %) = 2y Un v *r, X, €5, ' (5.13)

A}

se resuelve el sistema de ecuaciones

* I3
b(r , x) = [+7’(€. .)?]a vt ) is1,2,...,N-2
h i h 1+1

(uh ' Tia

L
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N-2
*
Por lo tanto, si ¥, = X dﬁﬁ' entonces el problema (5.13) es
j=t

equivalente a resolver el sistema de ecuaciones
Yy b d =f i=1,2,...,N-2, (5.142

en donde los coeficientes b” son los mismos que los del sistema
de ecuaciones (4.4) de la seccidn 4.2, y los coeficientes fl ahora

contienen el factor adicional (1+7;(Eru)2)' Es decir

- 2 . h s -
£,= (708,07 IQV vu -wv" dx dy i=1,2,...,N-2.

h

A partir de la siguiente pdagina se ﬁuestran algunos ejemplos.
Los ejemplos 5, 6 Yy 7 ilustran el efecto de la norma de g en 1la
solucién.en la solucidén aproximada, y el orden de error cometido.El
ejemplo 8 muestra el efectoc de 1la tensidén superficial en 1la
determinacion de la superficie libre. Los datos que se escogieron
para los ejemplos 5, 6, 7 y 8 .son los mismos gque los de los
ejemplos 1, 2, 3 y 10 del capitulo IV respectivamente. Los datos se
escogen de esta manera con objeto de comparar los resultados con

los obtenidos en el capitulo IV para tales ejemplos.

\]
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Ejemplo 5.

2(y - 1/2) sennx, y = 1/2 ,

g(x,y) = {
0 ,  y > 1/2.

s = 1.

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h-= = 1681, NE = 3200.

1/40, NN

. *
La norma de g en el espacio w;(n ) es 1.38 .

La convergencia se obtiene en 6 iteraciones en cada caso.

<

h iter. 1h(€l) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 .027635 -.191403
1/20 1 .027855 -.191774
o_lfro __.o28740 _ ______ _-.193240 ________
1/40 .025739 -.191947
1/20 3 .025932 -.192328
oo lflo o .026707 =.193828_________
1/40 .025731 -.191950
1/20 6 .026698% 2.00 -.192330 1.98
1/10 .026698 -.193831

Tabla 5. Muestra de valores para el ejemplo 5.

# DEGBE ser 25924
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7h(x) correspondientes al Ejemplo 5.

Graficas de la curva y

ov/tT =y (o 77

00+330000C° §=>%=>00+3030005 * 0

20-0DSES/ 20 =004900000C 0

pe-900Gres Zak  I0-S0030N0°Ts XN

0T/T 2y (9

00+3000000" 1=>X=>00+3000000° 0

oT/T=yY (®
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Ejemplo 6.

8(y — 1/2) sennx,

g(x,y) = {
0 '

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121,
b) h = 1/20, NN = 441,
c) h = 1/40, NN = 1681,

Yy s 1/2

y > 1/2.

NE =
NE =

NE =

200.

800.

3200.

E
La norma de g en el espacio W;(Q ) es 5.52 .

La convergencia se obtiene en 9 iteraciones en cada caso.

h iter. 1h(gi) r(wh) uh(n‘) r(uh)
1/40 .110538 -.676030
1/20 1 .111420 -.676715
_____ 1/10 ____________.114958 _________ -.679368 ________
1/40 .088557 -.699022
1/20 3 .089183 ~.700008
_____ 1/00 ____________.091692 _________ -.703870 ________
1/40 .087902 -.699723
1/20 6 .088521 -.700720
—__lero o __.091000 -.704622 ________
! 1/40 .087904 -.699721
1/20 9 .088524 2.00 -.700716 1.97
1/10 .091003 -.704619

Tabla 6., Muestra de valores del ejemplo 6.
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7 (x) correspondientes al ejemplo 6.

h

Graficas de la curva y

Q

wi T /k

0045300005 * 1«0 X=>00+3000000 * O
T0-808E501° [=>-4=>004900000C * 0

/T =Y (g

00+3000000° T>X=>00+9003000 0
109002 [T [w>4=200+3000000°0

—pn

L e S
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Ejemplo 7.

l6(y - 1/2) sennx, Yy s 1/2

g(x,y) = {
0 s y > 1/2.

Se consideran los casos

a) h = 1/10, NN = 121, NE = 200.
b) h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
c) h = 1/40, NN = 1681, NE = 3200.

R *
La norma de g en el espacio W;(Q ) es 11.04 .

La convergencia se obtiene en 10 iteraciones en cada caso.

h iter. 7h(Ex) r(wh) uh(nl) r(uh)
1/40 .221076 -1.142029
1/20 1 . +222839 -1.141619
el XfMO 220907 -1.139826_________
1/40 .152660 -1.269463
1/20 4 .153815 -1.270321
________ 1/i0__ _ _ . ____-158395 _________-1.273685_ ________
1/40 .152652 -1.269456
1/20 7 .153791 -1.270337
beemm__lM/2O o ..158316 ________ -1.273805_________
' 1710 .152655 17269445
1/20 10 .153793 1.99 -1.270331 2.17
1/10 : .158319 -1.273800

Tabla 7. Muestra de valores para el ejemplo 7.
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wh(x) correspondientes al Ejemplo 7.

Graficas de la curva y

OPiTEY (D

06+300000C " 1 =< 2a>00+300000C * 0
10-308/012° g=>4=>00+200000C *0

r

S FRUUIUY WPUSUEEN JRVNIDUIN JORURY P

Boncvimranc @ s ommamas @t s o e e i o

_ 20-0/072°zekN  10-3000OXtexn | ofIT=Y [

00+00000" 1= 1x>00+9000000"0
T0-8071862" 225 42300+9000000 0

E
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Ejemplo 8.

8(y-1/2) sennx, y = 1/2

g(x,y) = {
0 . Yy > 1/2.

h = 1/20, NN = 441, NE = 800.
Se consideran los casos

a) s = 0.25 b) s = 0.5 c) s =1.0

d) s = 2.0 e) s = 4.0 f) s = 15.0

El nimero de iteraciones para obtener convergencia, en cada caso,

se muestra en la siguiente tabla

s No. 1iter. 7h(€l) uh(nl)
—--9:25_____16_______.258644______ -.241871
Qe 20 153793 -.635167__ __
——ie0 Q2088324 __ 700716 ____
—2:0 82048802 _____ -=743374____
. 7% . 6 ____._:025924 ____ -.769322

15.0 4 .007277 -.790876

Tabla 8. Muestra de valores del ejemplo 8.
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Variacidon de la frontera libre con respecto a la tension

superficial,.

Ejemplo 8.

00+23000000° T=>X=>00+2000000°0

10-30%¥98S * 2=>A=>00+2000000 0

Y
T

2°Gt=S
Qf =S . \\\\

0'T =S \\\\\\

ST'9 =S -

20-30F+388S " 2=AN 10-3000000° ' I=_XN

b 1

e e




OBSERVACIONES.

.
1.El1 comportamiento de las soluciones con respecto a la norma de g
es el mismo que en caso del modelo estudiado en el capitulo IV.
Ademas las cotas de error estimadas son las mismas, como puede
observarse de las tablas 1,

2 y 3 del capitulo IV y las tablas 5,

6 y 7 de este capitulo.

2.Cuando se hace crecer la norma de g se obtiene una convergencia
mas rapida al punto fijo (Whﬂ%) que en el caso del modelo del
capitulo IV. Por otro lado, a medida que aumenta la norma de g,
la diferencia en valor absoluto entre soluciones correspondientes
del problema(4.1) y del problema (5.12) aumenta,

como muestra la

siguiente tabla.

h {Jiglot Sol. del prob.4.1} Sol. delprob.5.12 dif. de sol.
w, (@) T 4 LAY 4y Ty uy
1/10 .025695 =-,191960 |.025731 -~.191950 |.000036 .000010
1/20 1.38 . 025887 —.19234Q .025924 -.192330 |.000037 .000010
1/40 .026657 -.193842 |.026698 -.193831 |.000041 .000011
1/10 .086658 -.,701007 |.087904 -.699721 |.001246 .001288
1/20 5.52 .087341 -~.702040 |.088524 -.700716 |.001283 .001324
1/40 .089575 -.706094 |.091003 ~-.704619 |.001428 .001475
1/10 .146868 -1.280383 |.152655 -1.269445 |.005787 .010900
1/20| 11.04 .147820 -1.281617 |.153793 -1.270331 |.005973 .011300
1/40 .151632 -1.286409 |.158319 ~1.273800 }.006687 .012600
3.E1 comportamiento la frontera 1libre con respecto a 1la
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tensién superficial es ei mismo que el del modelo del capitulo
V. La tabla 10 del capitulo IV y la tabla 8 de este capitulo,
muestran que a mayores perturbaciones de 7y la diferencia de

soluciones de los problemas correspondientes es mayor.

4.Las observaciones 2 y 3 nos hacen suponer que cuando la

perturbacién sobre y es pequefia el modelo del capitulo IV simula
bién el modelo que incluye la curvatura de 7y. Esto estd de
acuerdo con el hecho de que para encontrar v, en el problema
(5.12) es necesario resolver el sistema (5.14), en donde 1los
coeficientes fx difieren de los del sistema (4.4) por el factor

(1+9.(x0°%).
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CONCLUSIONES

1.-Se ha verificado que el problema (1.13) puede resolverse por
medio del Método del Elemento Finito en combinacién con un
esquema iterativo de tipo Picard, como se propone en [16]. Se
utilizaron polinomios 1lineales por pedazos para aproximar la
frontera libre ¥ y el campo escalar u. Los resultados numericos
obtenidos permiten afirmar que el orden de convergencia en la

norma L” es de orden hz, tanto para y como para u.

2.-La solucién (7,u) del problema estudiado se obtiene en una
vecindad de (1o,u°), con y= 0 y u= 0. El tamafio de esta
vecindad depende esencialmente de la funcién g y de su norma :
ella crece cuando la norma de g crece y viceversa. Por otro lado,
el aumento en el valor de 1la tensién superficial produce
perturbaciones mas pequefias de la frontera libre, no siendo asi

en el caso del campo escalar u.

3.-La convergencia del método iterativo aplicado no depende del
tamanio del paso de discretizacién escogido. Ademds, el método

converge aun para valores de mayores a 1/2,

1
17l (o0, 1)
inclusive a 1, siempre y cuando la tranformacidén (2.14) sea

biyectiva. Por 1lo que 1la restriccion Hwﬂwi(o 1)< 1/2 no es
© ’

esencial en los cdalculos numéricos.

4.-Los resultados tedricos que presentan en [16] pueden extenderse
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cuando se introduce la expresién de la curvatura en lugar del

término no lineal 7'’ (x) / (1+7f’(x)2)1/2

en el problema (1.13),si
se asume que ¥ € W:(o,l) 6 alguna otra condicién sobre 7 dque
garantice que la funcidén x(x)(1+7'(x)2) se encuentre en vﬁ(o,l)
~cuando x € Wﬂ(o,l). Los resultados numéricos muestran que para
perturbaciones pequefias de ¥ y u el modelo (1.13) simula bién el
modelo que incluye la curvatura de 7y. Los resultados tedricos
también pueden aplicarse cuando se consideran condiciones Neumann
para 7¥. Asimismo, es muy probable que se pueda hacer un estudio

tedrico similar cuando se combinan todas 1las condiciones

mencionadas en el ultimo capitulo.

5.~Algunos aspectos para trabajo futuro son los siguientes :

a) Estudiar la posibilidad de utilizar un esquema iterativo de
Newton-Raphson en la solucién del problema, para acelerar la
convergencia a la solucién de punto fijo.

b) Estudiar si las soluciones de norma grande tanto para 7 como
para u son unicas, y también si son estables.

c) Extender el andlisis utilizado en el estudio del problema
(1.13) a algunos problemas concretos. En particular a problemas
de flujos ideales cuyo comportamiento se describe por medio de
las ecuaciones de Bernoulli, y posteriormente a las ecuaciones

de Stokes.

123




BIBLIOGRAFIA

1.R.A.Adams, "Sobolev Espaces", Academic Press, New York, 1975.

2.D.N. Arnold, L.R.Scott and M.Vogelius, Regular inversion of the
divergence operator whit Dirichlet boundary conditions on a
polygon, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci., (accepted).

3.H.Brézis,"Analyse Fonctionnele", Masson Editeur, 1983.

4.P.G.Ciarlet, "The Finit Element Method for Elliptic Problems”,
North Holland Publishing Company, Amsterdan, 1978.

5.P.Clement, Approximation by finit element functions using local
regularization, R.A.I.R.O. Anal. Numer., 9 R2(1975), 77-84.

6. C.Cuvelier, On the numerical solution of a capillary free boundary
problem governed by the Navier-Stokes equations, Springer Lecture
Notes in Physics, 141 (1980), 132-137.

7.S.F.Kistler and L.E.Scriven Coating flow theory by Finit Element
and asymtotic analysis of the Navier-Stokes system, International
Journal for Numerical Methods ia Fluids, vol 4, 207- 29 (1984).

8.N.P.Kruyt, C.Cuvalier, A.Segal and J.Van der 2Zanden, A4 total
linearization methods for solving viscous free boundary flow
problems by the Finit Element Method, International Journal for
Numerical Methods in Fluids, vol.8, 357-363 (1988).

9.Y.Y.Lin, Numerical solutions for flow 1in a partially filled,
rotating cylinder, SIAM J. SCI. STAT. COMP., vol 7, No. 2, 1976.

10.J.A.Nietsche, Free boundary problems for Stoks’ flows and Finit
Element Methods, "Ecuadiff 6", Lecture Notes in Math, vol. 1192,
Springer, Berlin, 1986, 327-332.

11.H.Okamoto, Stationary free boundary problems for circular flows
whit or whitout surface tension, Lecture Notes in Num. Appl.
Anal, 5, 223-257 (1982). Nonlineal P.D.E. in Applied Science,
U.S.-Japan Seminar, Tokyo, 1982.

12.F.M.Orr and L.E.Scriven, "Riming flow : Numerical Simulation of
steady, viscous, free, surface flow whit surface tension, J.
Fluid Mech., (1976), vol 84, part 1, pp, 145-165.

13.V.V.Pukhnachev, Hydrodinamic free boundary problems, "Nonlinear

Partial Differential Equations and their Applications, College
de France Seminar Volume III", Pitman, Boston, 1982, 301-308.

124




14.J. N. Reedy, "An Introduction to the Finit Element Method",
Mc. Graw-Hill, 1984.

15.G. Ryskin and L.G.Leal, Numerical solution of free boundary
problems in fluid mechanics, Part 1-3, J. Fluid Mech., 148(1984),
1-43.

16.P.Saavedra and L.R.Scoot, Variational formulation of a model free
boundary problem, (Submitted).

17.H.Saito and L.E.Scriven , Study of coating flow by the Finit
Element Method, J. Comp. Phys., 42 (1981), 53-76.

18.D.H.Sattinger, On the free surface of viscous fluid motion, Proc.
R. Soc. London, 349c 183-204, (1976).

19.R.Scott and S.Zhang, Finit element interpolation of non-smooth
functions satisfying boundary conditions, Math. Comp. (Submitted).

20.V.A.Solonnikov,0n the Stokes equations in domains whit non-smooth
boundaries and on viscous incompressible flow whit a free surface,
"Nonlinear Partial Differential Equations and their Applications",
College de France Seminar Volume III", Pitman, Boston, 1982, p. p.
340-423,

125




	1.1 Antecedentes
	SOLUCION
	2.1 Introduccihn
	2.2 Formulacidn d&bil del problema
	2.3 Existencia y unicidad de la soluciSn del problema debil

	111 DISCRETIZACION DEL PROBLEMA
	3.1 Introduccidn
	3 2 Discreti zacidm del donlini o
	3.3 Espacios de i nLerpol aci6n
	3.4 Discretizaci 6n del problema
	discreto
	3.6 Convergencia


	IV SOLUCION COMPUTACIONAL DEL PROBLEMA
	4.1 IntroducciBn
	4.2 El alyori tmo computacional
	4.3 Descripcicin del programa que resuelve el problema
	4.4 Presentación de ejemplos

	V MODIFICACIONES Y EXTENCIONES DEL MODELO ESTUDIADO
	5.1 Introduccibn
	libre
	5.3 Introduccibn de la curvatura

	CONCLUSIONES
	S =
	Tabla 1 Muestra de valores para el ejemplo

	S =
	iter 7 (ei 1 r(r u (ni 1 r (Uh
	Tabla 2 Muestra de valores para el ejemplo

	S =
	Tabla 5 Muestra de valores para el ejemplo
	a 1 Ejemplo


	S =
	Tabla 5 Muestra de valores para el ejemplo

	S =
	Tabla 6 Muestra de valores del ejemplo


