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Vocal 1 Dr. Ignacio Llamas Huitrón

Vocal 2 Dra. Karla Alejandra Pacheco Sánchez

Vocal 3 Dr. Alejandro Puga Candelas

Secretario Dr. Washington Jesús Quintero Montaño
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Expectativas Complejas Adaptativas (ECA) y

Dinámica en los Mercados Especulativos del Sistema

Financiero

Resumen

Las expectativas en los modelos económicos tradicionales se encuentran dadas como un

dato dentro de las condiciones iniciales. No se tiene en cuenta como es el proceso de su

formación ni su implicación en la interacción de los agentes. Se plantea el algoritmo de las

Expectativas Complejas Adaptativas (ECA) para estudiar la formación de las expectativas

en un mercado particular del sistema financiero. Construimos un mercado artificial basado

en el Juego de la Minoŕıa con el objetivo de realizar simulaciones Montecarlo para replicar el

comportamiento y dinámica de un mercado real. Se comprueba que la formación de expecta-

tivas se puede explicar como un proceso complejo adaptativo, del cual se pueden determinar

los precios.

Palabras clave: Expectativas, Mercados Artificiales, Complejidad, Algoritmo, MBA.



Complex Adaptive Expectations (CAE) and Dynamics

in the Speculative Markets of the Financial System

Abstract

Expectations in traditional economic models are given as a datum within the initial

conditions. It does not take into account the process of their formation or their involvement

in the interaction of agents. The algorithm of Complex Adaptive Expectations (CAE) is

proposed to study the formation of expectations in a particular market of the financial

system. We built an artificial market based on the Minority Game with the aim of performing

Montecarlo simulations to replicate the behavior and dynamics of a real market. It is proven

that the formation of expectations can be explained as a complex adaptive process, from

which prices can be determined.

Keywords: Expectations, Artificial Market, Complexity, Algorithm, ABM.
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recursos financieros facilitados para mi estancia en México e investigación. CVU: 892577.
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B. Juego de la Minoŕıa y Función Generadora. 139

B.1. Algunas definiciones importantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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B.1.3. La función generadora o caracteŕıstica. . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

B.1.4. Análisis de la función generadora y el desorden. . . . . . . . . . . . . 146

B.2. Función Generadora promediada por el desorden. . . . . . . . . . . . . . . . 148

B.2.1. Evolución del desorden. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

B.2.2. Ecuaciones de Punto Silla. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

C. Programación. 158

9



C.1. Recursos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

C.2. Resultados Adicionales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

C.2.1. Resultados con memoria real. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

C.2.2. Resultados con memoria “falsa” (o historia “falsa”). . . . . . . . . . . 163

Bibliograf́ıa 167

10



Preámbulo

Problema de investigación.

Las expectativas como mecanismo de toma de decisiones no es exclusivo del campo

de la economı́a. Toda decisión que implique un resultado a posteriori tiene como base una

expectativa. El concepto de expectativa en economı́a se basa en la anticipación de eventos

(pronósticos). En este trabajo las expectativas se abordan como modelos mentales y/o con-

jeturas, los cuales realizamos dada cierta información (o contexto) para elaborar escenarios

y estrategias de acción.

Las expectativas en la teoŕıa económica han tenido un tratamiento de estasis dinámica,

no solo para facilitar la modelación emṕırica, sino también la modelación teórica. En el mejor

de los casos, las expectativas, entran de forma exógena en modelos que son planteados de

forma ergódica con una dinámica lineal (causa-efecto). Esto parte del principio donde se

asume que solo se pueden obtener resultados aproximados de la realidad si se supone la

realidad que se quiere estudiar, es decir, sin supuestos no hay teoŕıa1.

Las aproximaciones hechas a partir de este tipo de enfoques ergódicos de la realidad

carecen de sustento que expliquen la dinámica real. Muchas veces no logran aproximar el

comportamiento de los agentes que son parte del fenómeno económico. Se plantea un agente

omnisciente a través de la teorización ortodoxa de la racionalidad maximizadora, dejando

1El objetivo no es eliminar los supuestos, se busca evitar el reduccionismo codicioso, partiendo del plan-
teamiento de supuestos menos restrictivos y que sean lo más próximo al fenómeno económico que se quiere
estudiar.
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de lado que biológicamente somos seres con limitaciones cognitivas2. Además, el uso del

individualismo metodológico merma la importancia de la injerencia de las relaciones que

tienen los agentes del sistema en otros agentes y en el propio sistema. Es decir, se plantea

un proceso netamente individual.

En este sentido, las expectativas no tienen un rol fundamental, puesto que los agentes

conocen toda la información y son capaces de procesarla. Incluso relajando el supuesto de la

racionalidad completa, las expectativas siguen sujetas al ancla metodológica del individualis-

mo. Otros supuestos como el agente representativo descartan el papel de las expectativas en

la toma de decisiones, que, además, se contrapone a la idea del individualismo metodológico,

como expone Hodgson (2007).

La teoŕıa económica y financiera tradicional argumenta que la formación de las pertur-

baciones son producto, en principio, de factores exógenos y descarta la formación de ciclos

de forma endógena. Las interpretan como un cambio de equilibrio dada la racionalidad de

los agentes. Expuesta esta argumentación, no se da cabida a que la propia estructura del

sistema puede causar los cambios y oscilaciones que se tienen en el sistema financiero.

Desde nuestro punto de vista, las expectativas yacen en el núcleo de la teoŕıa económica

al reconocer la existencia de un mecanismo de formación de precios, pero en contextos ajenos

al de existencia de incertidumbre. Estudiar la estabilidad de los mercados y la formación de

precios se encuentra dentro de las ĺıneas de investigación principales en teoŕıa económica.

En un marco teórico donde la existencia de la incertidumbre es fundamental e inherente

en el sistema, no podŕıa tomarse una decisión, de cualquiera que fuera su tipo, sin generar

expectativas.

Nos interesa conocer como se forman las expectativas en los mercados, es por esto que

utilizamos el Juego de la Minoŕıa como modelo base. Este permite que los agentes generen

sus expectativas de forma endógena y tomen decisiones de acuerdo a las estrategias que estos

tienen.

2Tampoco se toman en cuenta las limitaciones f́ısicas del ser humano, menos, las del espacio-tiempo que
los agentes ocupan en algunas de las modelaciones.
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Preguntas de Investigación.

El interés de estudiar las expectativas y su formación endógena, con perturbaciones

tanto exógenas como endógenas originadas por la dinámica del propio sistema, en los mer-

cados especulativos del sistema financiero, nos lleva a plantearnos las siguientes preguntas

preliminares de investigación:

¿Cómo se forman las expectativas en los mercados especulativos del sistema financiero?

¿Qué papel juegan la formación de expectativas en la formación de ciclos bursátiles?

¿Por qué las relaciones agente-agente, agente-sistema-agente son importantes en la

formación de expectativas?

¿Cuáles son las implicaciones de tratar a las expectativas como un proceso complejo y

sus consecuencias en un sistema dinámico no lineal (como el de un mercado artificial)?

Justificación.

Las expectativas en la modelación teórica y emṕırica, en economı́a, se han desarrollado

en dos etapas, una de estasis total (expectativas como un dato estático) hasta pasar a una

con dinámica lineal (expectativas racionales). Pero esta dinámica solo funciona si y solo si

se hacen supuestos muy restrictivos sobre los agentes de una realidad que es lejana a la

que se debeŕıa estudiar. La teoŕıa económica tradicional supone que los actores calculan

su elección maximizando su utilidad esperada. En la mayoŕıa de modelos se parte de un

conjunto fijo de preferencias, dadas las dotaciones y restricciones de los factores. Los agentes

tienen información completa de lo que ha sucedido en el sistema y que existe competencia

perfecta. Además, es común suponer que cuando más cerca están los eventos con el tiempo

tienden a seguir las mismas leyes del punto de partida.

En este sentido, las expectativas en el marco de la teoŕıa económica (y financiera)

tradicional se centran en el cumplimiento de pronósticos. No hay un consenso en cómo se
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forman las expectativas, menos en su rol en la toma de decisiones y cómo influyen en las

oscilaciones del sistema. La agenda de investigación de las expectativas tuvo relevancia en la

época de posguerra de la Segunda Guerra Mundial, después de este periodo de tiempo se dejó

de lado. La mayoŕıa de estas agendas de investigación giran alrededor de la instrumentación

de las expectativas para la modelación emṕırica, sin llegar a profundizar en aspectos teóricos

y metodológicos3.

Consideramos que es pertinente que se estudie la formación de las expectativas, ya que

no existe un consenso ni un marco integrador, para aśı entender su funcionamiento y la

importancia que tienen en el sistema en que se generan. No hay que descartar los avances

de los diferentes autores que han trabajado las expectativas, pero es necesario plantearlas

desde otra perspectiva.

El sistema financiero es un gran generador de datos, es de los más proĺıficos que tiene

la economı́a como ciencia. Esto hace que el estudio de los mercados financieros sean muy

interesantes para utilizar nuevas técnicas matemáticas y tecnoloǵıas computacionales. Al ser

mercados bien organizados y dinámicos, crean información de buena calidad en comparación

de otros mercados en economı́a. Pero la modelación teórica y emṕırica gira en torno a las ideas

de expectativas estáticas, “adaptativas” y racionales. Siendo la última la que más acogida

ha tenido por el reduccionismo que permiten sus condiciones iniciales. Se necesita modelar

a un sistema teniendo en cuenta tres factores: Sus agentes, sus relaciones y el sistema; todos

conectados de alguna forma entre śı.

El Juego de la Minoŕıa nos permite tener en cuenta estos factores. Forma parte de los

modelos modernos en economı́a y a través de la Modelación Basada en Agentes (MBA) pode-

mos analizar la dinámica del sistema. Necesitamos tener en cuenta que los sistemas económi-

cos están compuestos por “humanos”. Estos aportan cuatro caracteŕısticas fundamentales

que hacen que el tratamiento de los sistemas se plantee de forma diferente: capacidad de

razonamiento, previsión e intencionalidad, comunicación y tecnoloǵıas (sociales y f́ısicas).

3Se hicieron avances en el estudio del comportamiento de los agentes a nivel estratégico con la teoŕıa de
juegos, pero eran modelos que no estaban al alcance de toda la comunidad de investigadores en economı́a
debido al nivel de matemáticas que se necesitaba dominar.
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En particular, nos interesa el sistema financiero, aunque el proceso de formación de

expectativas y sus consecuencias se puede extrapolar a cualquier otro tipo de mercado.

Entendemos al sistema financiero como un sistema en el cual la formación de expectativas

es endógena. Las expectativas son parte importante del proceso de toma de decisiones y en

este proceso se generan emergencias. Entonces, hay que modelar un sistema donde:

1. Los agentes tengan capacidades f́ısicas y cognitivas limitadas. También se deben tener

en cuenta las heterogeneidades de los mismos.

2. La dinámica de los agentes se fundamenta en la interacción y esta puede ser compu-

tacionalmente irreductible, es decir, hay que seguir paso a paso el proceso y no reducirlo,

en primera instancia, a una expresión matemática generalizadora.

3. El contexto en que se desarrollen los agentes es importante, porque al interactuar en

los mercados del sistema financiero se genera información.

4. Hacer relevante la heuŕıstica como transferencia del conocimiento impulsa las acciones

del agente, por lo tanto, hay una retroalimentación entre su percepción del medio

ambiente y el modelo interno del agente.

5. Las interacciones de los agentes pueden cambiar el entorno en el que se desenvuelven

y su propio comportamiento con su toma de decisiones. Esto conduce a fenómenos

emergentes dentro del sistema.

6. Los agentes se desenvuelven en un ecosistema complejo y esta complejidad se genera

por dos elementos que actúan en conjunto: las interacciones entre los agentes y la

retroalimentación hacia el sistema.
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Objetivos.

Objetivo General.

1. Proponer un modelo teórico preliminar basado en el Juego de la Minoŕıa con forma-

ción de Expectativas Complejas Adaptativas (ECA) que capture la dinámica de los

mercados especulativos del sistema financiero.

Objetivos Espećıficos.

1. Analizar las principales concepciones y tratamientos utilizados de las expectativas en

la teoŕıa económica financiera.

2. Describir la unidad de análisis: el agente especulativo, y su entorno como un Sistema

Complejo Adaptativo (SCA).

3. Presentar el marco conceptual del Juego de la Minoŕıa.

4. Plantear un mercado artificial a partir de la concepción de la regla minoritaria de com-

portamiento que incorpore la formación de las expectativas como un proceso complejo

adaptativo y sus emergencias.

Hipótesis preliminares.

Las expectativas se forman a través de las relaciones e interacciones individuales, y

de estas con las estructuras sociales en un proceso de constante retroalimentación y

recursividad, es decir, su funcionamiento es el de un Sistema Complejo Adaptativo,

produciendo la dinámica de los mercados especulativos del sistema financiero.

Las expectativas complejas adaptativas (ECA) explican el funcionamiento y determi-

nación del sendero homeostático de reproducción del sistema financiero.
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Caṕıtulo 1

Expectativas en la economı́a.

En este primer caṕıtulo abordaremos las principales ideas sobre expectativas en la teoŕıa

económica. Estos enfoques son utilizados generalmente en modelos teóricos y emṕıricos,

hacen hincapié en el interés de diferentes programas de investigación de estudiar decisiones

económicas después de la Segunda Guerra Mundial. Prevalecen los supuestos de racionalidad

completa, competencia perfecta y simetŕıa de la información.

1.1. Antecedentes teóricos y emṕıricos.

En la teoŕıa económica han surgido diferentes estudios y ĺıneas de investigación sobre

las expectativas. Los más prominentes y utilizadas tanto en la modelación emṕırica como

en la teórica, fueron producto de diversos programas de investigación después de la Segunda

Guerra Mundial.

El centro de estudio de las expectativas es la formación de precios. Básicamente que tan

precisos son los agentes en los escenarios de pronósticos.
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1.1.1. Expectativas Estáticas.

Considerar las expectativas como estáticas es muy común para simplificar los problemas

de modelación emṕırica y teórica en los fenómenos económicos. En este sentido, no se le da

importancia a la dinámica de cómo se forman o cómo funcionan, puesto que no tienen ningún

papel en los modelos.

Nerlove y Bessler (2001) argumentan que cualesquiera que sean estas expectativas y

como se formen, la solución de equilibrio de largo plazo se da si el problema de optimización

está bien definido y además se supone que las variables exógenas esperadas en el futuro no

cambian. Esto implica que lo que suceda hoy no cambia los valores futuros, puesto que todos

los agentes tienen las mismas expectativas y estas no cambian.

En el caso de estudios de los mecanismos de precios, es común suponer que el precio del

activo o bien es pt−1 = pt, es decir, el precio actual se mantendrá en el próximo periodo de

tiempo.

Este tipo de expectativas no fue satisfactorio porque implican que los agentes utilizan

el valor actual para elaborar escenarios futuros, sin tener en cuenta la información pasada.

1.1.2. Expectativas Adaptativas.

Nerlove (1956) atribuye la idea de expectativas adaptativas a Phillip Cagan, en su tesis

para obtener el grado de Ph.D. de 1956, en su disertación sobre hiperinflaciones; pero más

tarde Nerlove (1956b, 1958c) dice que la idea es esencialmente de Hicks. Milton Friedman

afirma que tuvo la idea de Bill Phillips. Sus primeras aplicaciones fueron en el estudio de la

determinación de precios futuros.

Los precios “normales”1 se revisan en cada periodo en proporción a la diferencia entre

el precio observado en el último periodo y la expectativa de los precios previa.

1El precio “normal”, es un precio promedio que se espera que prevalezca en todos los peŕıodos futuros.
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A diferencia de las expectativas estáticas, en las adaptativas, ya existe una dinámica

lineal que implica la revisión constante del cumplimiento de las expectativas. Además, estas

expectativas están formadas por una multitud de influencias, en este sentido, las influencias

y sus efectos se reducen en suponer que el precio normal se representa en función de los

precios pasados.

p∗t = p∗t + β(pt−1 − p∗t ), 0 < β ≤ 1 (1.1)

En la ecuación (1.1) Nerlove y Bessler (2001, p. 167) relacionan la idea de expectativas

adaptativas con la de elasticidad de las expectativas de Hicks (1946).

Esto quiere decir que, los agentes elaboran creencias de precios futuros con base en la

información que han obtenido de precios pasados. Es una suma ponderada de las observacio-

nes pasadas del historial de precios, estas ponderaciones se reducen a medida que aumenta

el horizonte temporal.

1.1.3. Expectativas Extrapolativas.

Este tipo de expectativas supone que las variables sobre las cuales se generen las ex-

pectativas podŕıan identificarse directamente con algún valor real pasado. Nerlove (1956a,

1956b) manifiesta que antes ese era el método clásico en el análisis de la oferta agŕıcola según

las expectativas de producción.

Una extensión de este enfoque es el de Goodwin (1947), que consiste en suponer que el

precio esperado en el periodo t es el precio real en t− 1 sumado o restado a la fracción del

cambio en el precio del periodo t− 2 a t− 1, expresado matemáticamente:

p∗t = pt−1 + α(pt−1 − pt−2) (1.2)

A este tipo de tratamiento de las expectativas (1.2) Muth (1961) lo denominó expec-
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tativas extrapolativas, porque prácticamente es extrapolar un precio futuro a partir de los

precios realizados.

1.1.4. Expectativas Impĺıcitas.

Las expectativas impĺıcitas fueron propuestas por Mills (1959). Su planteamiento de las

expectativas parte del reconocimiento de que es una función de variables observables, como

también una estimación de los tomadores de decisiones. A partir de que las expectativas

son una estimación, deduce que estas tienen propiedades estad́ısticas. De esto infiere que

los economistas pueden estimar la relación de comportamiento de la expectativa misma de

forma impĺıcita2.

Como las expectativas pueden deducirse de una estimación tenemos entonces que el

error de las expectativas estaŕıa dada por la ecuación (1.3):

x = xe + u (1.3)

despejando xe tenemos:

xe = x− u (1.4)

donde u es el error del tomador de decisiones de predecir x. Si tomamos una relación lineal

tendremos que:

y = Y (xe) = Y (x− u) (1.5)

Esta seŕıa una relación del error en el tipo de variable, ya que la variable observada x

difiere de la variable verdadera xe por un error de observación u. Prácticamente, todo lo que

2Al referirse la expectativa impĺıcita que es una estimación de un valor tal que, si esta fuera la verdadera
expectativa, se aproximaŕıa al comportamiento observado (Nerlove y Bessler, 2001).
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se sabe sobre las propiedades estad́ısticas de las estimaciones de tales relaciones se refiere al

caso en el que la función Y es lineal (Nerlove y Bessler, 2001, p. 171).

1.1.5. Expectativas Racionales.

Las expectativas racionales han dominado la modelación tanto teórica como emṕırica

de las expectativas desde principio de los 70s, teniendo fuerte influencia en los tomadores

de decisiones. Muth (1961) introdujo la hipótesis de las expectativas racionales, que surgió

como cŕıtica a las expectativas adaptativas, ya que si existe una tendencia de crecimiento en

los precios, los agentes tendeŕıan a infraestimar los precios futuros.

Los modelos de expectativas racionales se basan en la premisa de que toda la información

con la que se forma la expectativa se utiliza en el proceso, por lo que los agentes no tienen

pronósticos insesgados sistemáticamente y además su estrategia es la mejor respuesta posible

al comportamiento de otros agentes.

En el modelo de Muth (1961, p. 325) las expectativas se analizan por medio de la

variación de inventario y de su especulación, en este sentido tenemos:

Pt = γpet + ut (1.6)

It = α(pet+1 − pt) (1.7)

Donde Pt es la producción, pt son los precios, pet es el precio esperado, es decir, la

expectativa de precios, It son los inventarios, ut es el término de perturbación γ y α son

constantes.

En las ecuaciones (1.6) y (1.7) se observa la dinámica lineal del modelo, y que solo

funciona si y solo si se tiene toda la información y además con el comportamiento de un agente

representativo. En esta formulación de las expectativas, en forma general, se reemplaza por
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la implicación de que los valores futuros anticipados de las variables relevantes son iguales a

sus expectativas condicionadas a todos los datos pasados y al modelo en śı, que describe el

comportamiento del modelo basado en esas expectativas.

En otras palabras, dado el modelo de equilibrio general, los agentes son capaces de an-

ticipar dicho valor de equilibrio al momento de desarrollar sus expectativas. A partir de esta

idea de expectativas Lucas (1980) formuló su cŕıtica a los modelos macroeconómicos key-

nesianos por su falta de fundamentos microeconómicos. Manifestaba que se pod́ıan obtener

resultados diferentes de una poĺıtica económica a partir de expectativas y preferencias no

iguales, haciendo que no se puedan predecir los efectos de la mencionada poĺıtica.

De la hipótesis de expectativas racionales surgieron dos más, la proposición sobre la

ineficiencia de la poĺıtica y la hipótesis de mercados eficientes. La primera hace referencia

a que los agentes son capaces de anular cualquier efecto de poĺıtica económica, dado que

los agentes son capaces de anticiparla. La segunda es que si los agentes tienen expectativas

racionales, los precios en los mercados financieros reflejarán toda la información disponible.

1.1.6. Expectativas Cuasi Racionales.

Estas surgen como alternativa para la modelación emṕırica a través de modelos eco-

nométricos. Son una forma de expectativas racionales relajando algunos supuestos al in-

troducir como ruido blanco una perturbación aleatoria. Nerlove (1967) y Carvalho (1972)

desarrollan con detalle este tipo de modelos.

1.1.7. Expectativas Autocumplidas.

Farmer (1999) hace referencia a las profećıas autocumplidas, es decir, expectativas que

se generan a partir de información o creencias falsas, generando expectativas falsas, pero que

terminan creyendo los agentes que son verdaderas y con base en estas expectativas generadas

toman decisiones.
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Su principal interés era modelar expectativas racionales que permitan flexibilidad en la

descripción de la dinámica del sistema.

El interés por estudiar la hipótesis de expectativas autocumplidas surge porque ofrećıa

una posible solución a los problemas de indeterminación y equilibrios múltiples planteados

al aplicar expectativas racionales a modelos de finales de los setenta3.

Es una idea muy utilizada dentro de la teoŕıa macroeconómica para explicar que las ex-

pectativas pueden ser autocumplidas dentro de la actividad económica. Esto lo podemos ver

cuando existen expectativas positivas sobre el estado actual de la economı́a que se extrapolan

a un estado positivo futuro. Su pongamos que las empresas tienen expectativas positivas del

estado de la economı́a, lo que hace que aumenten su inversión y los consumidores su gasto,

produciendo un auge económico que valida las expectativas iniciales.

Las profećıas autocumplidas son muy comunes dentro del sistema financiero. Cuando

mareas de optimistas (o pesimistas) llegan a los mercados financieros, podemos observar

como estas profećıas autocumplidas se transforman en expectativas, dando como resultado

fluctuaciones en los mercados financieros, validando el optimismo (o pesimismo) del agregado

de los agentes participantes.

Este tipo de expectativas pueden explicar, en parte, los ciclos económicos cuando una

cantidad de información reafirma la expectativa. Esta validación solo es posible si los agentes

llegan a tener un comportamiento tipo manada, dejándose llevar por un atractor: un agente

o institución que es influyente dentro del mercado financiero. En este caso, las acciones de

los agentes dependen de las acciones de otros agentes y, por tanto, del mercado.

Si se espera que el precio de una acción sea mayor, a pesar de no contar con la informa-

ción suficiente que sostenga este supuesto, la ola optimista hará que otros agentes conf́ıen

en esta “corazonada”, y validarán la expectativa inicial, haciendo que se cumpla, es decir

que los agentes son inducidos a creer en ella. El resultado económico de ese mercado está

condicionado por la profećıa.

3Es por esto que a las expectativas autocumplidas también se las llame indeterminadas
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Esto también lo podemos observar en la parte real de la economı́a, cuando el gobierno

comunica noticias positivas sobre el futuro cercano de la economı́a del páıs, como el anuncio

de indicadores adelantados (crecimiento, desempleo, inflación), tenemos que afectan de forma

positiva a la actividad económica. Incluso si los datos que utilizan para sus proyecciones

fueran falsos, contribuyendo a la validación de las expectativas generadas en un principio.

Esta se convertiŕıa en una especie de cortina de humo que los empresarios e inversionistas

utilizaŕıan para afianzar su confianza comercial.

De acuerdo con Grisse (2009) hay dos formas de probar si las fluctuaciones económicas

son causadas por expectativas autocumplidas. La primera, partiendo de un modelo teórico

que identifique el mecanismo subyacente a través del cual las expectativas afectan la actividad

económica, para aśı derivar en las condiciones en las que los parámetros deben cumplirse.

Luego se puede calibrar el modelo y probar si las restricciones de los parámetros se cumplen

en los datos. La segunda forma es tratar de identificar choques a las expectativas y luego

probar si estos choques influyen en la actividad económica, probando que no hay parámetros

reales para pronosticar la actividad de los mercados.

Keynes (1936, p. 203) anticipaba una primera idea de expectativas autocumplidas al

decir que la tasa de interés es un fenómeno altamente convencional más que psicológico. Ya

que el valor real en gran medida se rige por la opinión predominante sobre cuál se espera que

sea su valor. Y aśı, cualquier nivel de interés que se acepte con suficiente convicción como

probablemente duradero será duradero.

Como expone Rogers (1996, p. 172), Keynes estaba adelantado a su tiempo en este

tema. En la idea de esṕıritus animales subyaćıa la idea de expectativas autocumplidas, y se

mostraba en la teoŕıa de preferencia por la liquidez.

Los equilibrios de expectativas autocumplidas surgen de manera bastante natural en el

contexto de modelos de expectativas racionales con múltiples equilibrios estacionarios. Esto

se cumple para un agente siempre que todos los demás pronostiquen la opinión media del

precio de mercado de la misma forma.
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Et−1(p
∗
t ) = pt − (1− Ω)(pt−1 − p∗t−1) (1.8)

En 1.8 los agentes generan sus expectativas sobre p∗. La expectativa selecciona un valor

p∗ consistente con la tasa natural de producción. Una vez que se sabe cuál de las reglas de

pronóstico es operativa, se determina la solución del modelo, teniendo aśı una aproximación

a los equilibrios estacionarios de expectativas autocumplidas.

El problema de utilizar este tipo de expectativas es que parten de que los agentes son

racionales para aśı poder justificar la existencia de los equilibrios múltiples estacionarios,

ya que solo en ese caso podŕıan anticipar el comportamiento de los agentes y aśı validar la

expectativa inicial a pesar de que los datos utilizados sean falsos, confirmando la existencia

del equilibrio.

Trabajos como los de Hamilton y Whiteman (1985), Krugman (1991), Farmer y Wood-

ford (1997), Leduc, Sill, y Stark (2007) y Gârleanu y Panageas (2021) han abordado las

expectativas autocumplidas desde enfoques teóricos y emṕıricos, con el objetivo de compro-

bar su validez al momento de modelar fenómenos económicos.

Los diferentes tratamientos de expectativas tratados tienen puntos en común, se rigen

por condiciones iniciales restrictivas en su mayoŕıa, como la racionalidad (desde el punto de

vista más ortodoxo), lo que deriva a un comportamiento optimizador a través de la maximi-

zación, un agente representativo, una dinámica lineal, el sistema es cerrado sin espacio y una

concepción especial sobre el tiempo, todo esto dentro de un marco de competencia perfecta

o imperfecta entre los más destacados. Además, el estudio de las expectativas se centra en el

sector productivo, relegando la parte financiera a una dependencia de sus implicaciones. En

la economı́a moderna el sector financiero cada vez es más relevante en la toma de decisiones,

lo que hace oportuno el estudio de las expectativas en el mercado financiero.
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1.1.8. Expectativas Convergentes y Competitivas.

Kirzner (2000) inspirado en el trabajo de Hayek (1931) plantea que las expectativas

hacen que las decisiones de los agentes converjan4 al equilibrio. Aqúı ningún agente tiene

motivos para alterar sus planes de consumo y producción. Lo explica a través de un modelo

de dos sectores y dos empresas.

El proyecto de investigación hayekiano considera que diferentes restricciones crean dife-

rentes incentivos, lo que a su vez diferentes patrones de comportamiento en la dinámica de

los mercados. En este contexto, la evolución del sistema depende de las reglas. Esto impli-

ca que las expectativas son endógenas al entorno del individuo y, más espećıficamente, que

las expectativas económicas son endógenas5, al proceso del mercado (Butos y Koppl, 1993,

p. 331).

En este contexto el equilibrio existe cuando las expectativas están coordinadas. Para

Hayek es una caracteŕıstica definitoria de un estado de equilibrio, puesto que las expectativas

de las personas son cada vez más correctas dado que son susceptibles de verificación. Existen

implicaciones directas entre las expectativas y la actividad económica.

A través de la teoŕıa de expectativas de Hayek, Butos y Koppl (1993, p. 305), explican

que esta permite identificarlas como coherentes y competitivas, además que no requiere ni

sugiere que estas expectativas sean “racionales” en el sentido que lo plantea Muth (1961) o

Lucas (1980) o como los esṕıritus animales “irracionales” tipo Keynes (1936). Mientras que la

perspectiva hayekiana permite comprender el proceso de mercado como un orden espontáneo

que se encuentra regido por reglas abstractas, las mismas que se encuentran arraigadas en

los hábitos, prácticas, costumbres e instituciones de la sociedad que permiten una generación

de conocimiento descentralizado.

Aqúı las expectativas también tienen un sentido evolucionista. Porque en la medida que

4Es interesante resaltar que Keynes (1936) se interesó por la divergencia de las expectativas como respuesta
al trabajo de Hayek (1931).

5Desde el punto de vista de Hayek, la mente es endógena al entorno del individuo, lo que implica que
sean a su vez endógenas al mercado.
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estas no se cumplen, dada la brecha que hay entre el conocimiento del individuo y sus acciones

al entorno, permite que los agentes elaboren nuevas conjeturas e hipótesis sobre la realidad

que están viviendo. Lo interesante de esta postura es que reconoce que las expectativas

surgen gracias a las entradas sensoriales cuya fuente es externa al agente.

Como explica Hayek (2018, p. 45), las expectativas son endógenas al entorno del agente,

es decir, son endógenas a la dinámica de los mercados. Sin la información del medio ambiente

en que se desenvuelven los agentes no seŕıa posible elaborar expectativas. Esta relación

permite a los agentes adaptarse al entorno: la modificación de adaptativa del conocimiento

del agente produce modificaciones adaptativas de sus acciones.

De aqúı el nombre de expectativas competitivas. Los agentes tienen mecanismos internos

que exteriorizan al hacer frente una toma de decisión, la cual es objeto de validación según

la información obtenida del medio ambiente, en este caso, el mercado.

La idea expectativas que introdujo Hayek es muy interesante. El problema es la valida-

ción emṕırica, ya que se necesita elaborar el algoritmo que nos permita conocer la validación

de las mismas. No obstante, teóricamente son consistentes, las cuales podemos ver aproxima-

ciones y derivaciones de esta idea de expectativas en los trabajos de Butos y Koppl (1993),

Kirzner (2000), Cowen (2002), Hill (2004) y Koppl (2002).

Existen más trabajos que han abordado las expectativas, pero los más interesantes,

desde nuestro punto de vista, son donde las expectativas se forman de forma endógena en

el modelo. Un claro ejemplo de esto es el Juego de la Minoŕıa, el cual discutiremos algunas

versiones en la siguiente sección y con más profundidad en la siguiente sección y en el Caṕıtulo

3.

1.2. Expectativas Endógenas y Mercados Artificiales.

La idea de expectativas endógenas nace como iniciativa de tratar de entender como

se generan las expectativas en los sistemas económicos. No se convierten en un dato ni se
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encuentran dadas en las condiciones iniciales de los modelos. En los modelos tradicionales de

economı́a y finanzas es dif́ıcil incluir esta perspectiva de expectativas, ya que las herramientas

matemáticas en algunas ocasiones no lo permiten dado que su objetivo es entender otras

cuestiones como el equilibrio o la eficiencia del mercado. Recordemos que nos interesa la

formación de ellas.

La teoŕıa de juegos ha tenido un gran avance en la elaboración de modelos que incluyan

la evolución en la dinámica de los agentes y su comportamiento estratégico. El Juego de la

Minoŕıa (JM) es un juego evolutivo que se diferencia de otros modelos de teoŕıa de juegos.

Las dos principales diferencias es la dinámica evolutiva y la heterogeneidad de los agentes.

Este tipo de juegos estableció un marco teórico en la Modelación Basada en Agentes (ABM

por sus siglas en inglés). De acuerdo con Yeung y Zhang (2008, p. 4) el JM son una clase

de modelos simples que son capaces de producir algunas de las caracteŕısticas macroscópicas

que se observan en los mercados financieros6. Lo importante de este nuevo tipo de enfoque

de modelar sistemas económicos es que permitió elaborar modelos que reproduzcan datos

de los mercados reales. Esto permitió un cambio en las investigaciones económicas, ya que

podemos centrarnos en la formación de precios y no solo analizar los datos del patrón de

precios.

Recordemos que los precios contienen información. Un aumento de precio puede llegar

a inducir a los agentes a comprar (o vender) dependiendo de si creen que hay información

relevante en ese cambio de precio. Formar expectativas a partir de un cambio de precios es

común en los mercados. No necesitamos que las expectativas se encuentren dadas en nuestro

modelo, sino capturar las expectativas de los agentes al establecer reglas de comportamiento

para los posibles cambios de precios.

Esto nos lleva a plantear Mercados Artificiales. Los mercados artificiales son ABM que

nos permiten explorar comportamientos de los mercados financieros7. El JM es un modelo

simple pero muy versátil al momento de plantear un mercado artificial. El primer mercado

6A estas caracteŕısticas se las llama hechos estilizados como la distribución de cola gruesa o la agrupación
de la volatilidad.

7En realidad podemos replicar el comportamiento de cualquier mercado en economı́a, pero recordemos
que en este trabajo nos interesan los mercados financieros.
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artificial8 fue construido en el Instituto de Santa Fe (SFI por sus siglas en inglés) por Arthur,

Holland, LeBaron, Palmer, y Tayler (1996). En este trabajo tratan de proponer una teoŕıa de

fijación de precios basándose en agentes heterogéneos. Estos agentes son capaces de adaptar

sus expectativas a la dinámica del mercado. Además, son el primer mercado artificial que

estudia la naturaleza recursiva de las expectativas. Las simulaciones computacionales de este

mercado artificial con expectativas endógenas explica que es muy común que los inversores

crean en conceptos como comercio técnico, psicoloǵıa de mercado y efectos de tendencia,

mientras que los académicos teóricos creen en la eficiencia de mercado y la falta de opor-

tunidades especulativas; mostrando que ambas visiones son correctas pero en dos etapas

diferentes:

En una etapa de en el que los agentes exploran modelos de expectativas alternativos a

un ritmo bajo, el mercado presenta un equilibrio de expectativas racionales y mercado

eficiente.

En la etapa donde la tasa de explotación, expectativas alternativas es a un ritmo más

alto, el mercado se autoorganiza en un patrón complejo donde surge el comercio técnico

y se producen burbujas y crisis temporales.

En los mercados financieros, los pronósticos de los agentes crean el mundo que los agen-

tes intentan pronosticar. Por lo tanto, los mercados tienen una naturaleza reflexiva en el

sentido que los precios son generados por las expectativas de los agentes, pero estas expecta-

tivas se forman sobre la base de anticipaciones a las expectativas de los otros agentes. Esta

reflexividad o carácter autorreferencial de las expectativas se forman por medios deductivos,

de modo que la racionalidad perfecta deja de estar bien definida (Arthur y cols., 1996, p.

37).

En la tabla 1.1 podemos ver las funciones de pago para mercados artificiales basados

derivaciones del JM que se fundamentan en las expectativas de los agentes sobre el cambio

8Sabemos que desde antes, principios de los 80s, el diseño de mercados o mecanismos exist́ıa, pero este
fue el primero en incluir simulaciones computacionales para replicar el comportamiento real de un mercado
financiero.
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Modelo Función de pago

Juego de la Minoŕıa −aµ(t)i,s (t)A(t)

Juego de la Mayoŕıa a
µ(t)
i,s (t)A(t)

$-game a
µ(t)
i,s (t)A(t+ 1)

Tabla 1.1: Esquemas de pagos.

de precios en el siguiente paso. Siguiendo a Yeung y Zhang (2008, p. 26) planteamos por

simplicidad la expectativa Ei[A(t+1)|t] = −φiA(t) siendo A(t) la oferta agregada o excedente

de demanda y φi un parámetro que indica si los agentes están en minoŕıa o mayoŕıa; ai(t)

es la acción del agente i en el tiempo t según su estrategia s y la cadena de información

histórica µ(t).

Con φi > 0, los agentes esperan que la oferta A(t+1) esté correlacionada negativamente

con el paso actual, es decir, que el precio fluctúe, lo que revelaŕıa el comportamiento

minoritario de algunos agentes. A este tipo de agentes que buscan estar en minoŕıa se

les llama fundamentalistas y su función de pago está determinada por la acción del

agente i de acuerdo con la cadena de información (o historia) µ(t), −aµ(t)i,s (t)A(t). Este

tipo de juego también es denominado juego de suma negativa.

Con φi < 0, los agentes esperan que la oferta A(t+1) esté correlacionada positivamente

con el paso actual, es decir, que el precio desarrolle una tendencia, lo que revelaŕıa el

comportamiento mayoritario de algunos agentes. A este tipo de agentes que buscan

estar en mayoŕıa se les llama seguidores de tendencia y su función de pago está deter-

minada por la acción del agente i de acuerdo con la cadena de información (o historia)

µ(t), a
µ(t)
i,s (t)A(t). Este tipo de juego también es denominado juego de suma positiva.

Vitting Andersen y Sornette (2003) propusieron un modelo similar denominado $-game,

donde su objetivo es mostrar que el mecanismo minoritario es un aporte relativamente me-

nor a la autorrealización de los mercados financieros. Este modelo como mercado artificial

tiene una función de pago a
µ(t)
i,s (t)A(t + 1), donde los agentes no se centran como tal en sus

expectativas, sino en la maximización de un pago para abordar el problema de la adapta-

ción. Este modelo también tiene un creador de mercado que proporciona activos en caso de
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demanda y compra en caso de oferta, el cual se beneficia de un sesgo sistemático resultante

de la falta de cooperación de los agentes. Además, a medida que aumenta la complejidad de

la información, las estrategias de los agentes no pueden decodificar la información entrante,

lo que produce un comportamiento desincronizado que favorece al creador de mercado.

Otro mercado artificial interesante es el propuesto por Marsili (2001). En este modelo,

al igual que en otras versiones del JM, los agentes compran y venden activos en el mercado

con el objetivo de beneficiarse de las fluctuaciones de precios. Propone un mercado mixto,

es decir, tenemos agentes que se comportan como el grupo minoritario (fundamentalistas) y

otros como el grupo mayoritario (seguidores de tendencia)9.

Este modelo sigue la propuesta original del juego de la minoŕıa, donde las expectativas

de los agentes se revisan en cada periodo de tiempo y se modifican en caso de ser necesario.

Para este modelo se define la expectativa como Ei
t [∆p(t + 1)] = −φi∆p(t) si son agentes

fundamentalistas y Ei
t [∆p(t+1)] = φi∆p(t) si son seguidores de tendencia (Marsili, 2001, p.

96). Las expectativas juegan un rol importante en la definición del modelo. En los mercados

reales sabemos que los agentes deben revisar y calibrar sus expectativas de acuerdo a la

información que tienen disponible, en el caso de los mercados financieros los precios son

importantes al momento de tomar una decisión financiera. Como todos los agentes tienen

acceso al mismo historial de precios, las expectativas deben converger, es decir, se espera que

todos los agentes se comporten como un juego minoritario o todos como si fuera un juego

mayoritario.

Un mercado artificial importante es el propuesto por Giardina y Bouchaud (2003).

Este, a diferencia de los mencionados anteriormente, busca replicar las crisis y burbujas que

se observan en los mercados financieros, como también hechos estilizados de los mismos.

Argumentan que existen mecanismos genéricos de autoorganización que funcionan como

fuerzas evolutivas dentro de los mercados.

Esta es una versión más sofisticada del JM, ya que tiene dos activos: una acción con

9En este trabajo la composición de agentes en el mercado es de 50-50. Si hay más agentes de un grupo
que de otro, su comportamiento se impondrá en el sistema, convirtiendo el comportamiento del mercado a
uno de juego minoritario o mayoritario, según cuál sea el grupo de agentes más grande.
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precio fluctuante ϕi(t) y un bono Bi(t) que rinde a una tasa libre de riesgo ρ. La decisión

es comprar acciones (convertir bonos en efectivo), vender acciones o no realizar una acción

comercial (es decir, permanecer inactivos, mantener los bonos). Además, es relevante el

equilibrio patrimonial de cada agente y se aplica una compensación al mercado; en otras

palabras, se hace coincidir la oferta con la demanda. Según la estrategia utilizada por el

agente i y la información I(t), cada agente puede tomar una decisión ϵi(t). Dependiendo de

la decisión, cada agente compra (o vende) una cantidad qi(t):

qi(t) = gBi(t)
X(t)

para comprar ϵi(t) = 1

qi(t) = −gϕi(t) para vender ϵi(t) = −1

qi(t) = 0 para inactivo ϵi(t) = 0.

donde g es la fracción de dinero utilizada en la operación. Esto implica que el mercado

está compuesto por agentes prudentes que cambian de posiciones progresivamente. Es decir,

que tenemos el comportamiento y/o dinámica de un mercado artificial más cercano a un

mercado real. Cuando el precio es demasiado bajo (alto), es posible que compren (vendan)

(Giardina y Bouchaud, 2003, p. 423).

El desarrollo de mercados artificiales es una herramienta prometedora. Los trabajos

seminales mencionados en el área de economı́a compleja y evolutiva muestra como podemos

replicar datos obtenidos de los mercados financieros reales. Con la construcción y posterior

calibración de un ABM podemos recrear situaciones espećıficas en un mercado artificial,

considerando comportamientos t́ıpicos observados en los inversores de los mercados reales.

No tenemos que suponer las expectativas, sino que establecemos reglas de comportamiento

y observamos como los agentes forman las expectativas a partir de estas reglas. Las reglas

son reglas simples, donde tratamos que capturar como los agentes reales se enfrentaŕıan a

un proceso de toma de decisión.

En el siguiente caṕıtulo desarrollaremos una aproximación de un algoritmo de comporta-

miento para agentes que participen en un mercado artificial. Para este algoritmo utilizaremos
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el modelo del JM para ver la dinámica del mercado y la formación de expectativas de nues-

tros agentes. En el caṕıtulo 3 y 4 tratamos de replicar los datos obtenidos en el sistema

financiero.
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Caṕıtulo 2

Microcosmos: Expectativas Complejas

Adaptativas.

En este caṕıtulo introduciremos algunos conceptos importantes para nuestra concepción

de expectativas y posterior construcción del algoritmo de comportamiento de los agentes de

nuestro mercado artificial. Enfatizamos el uso del enfoque de la economı́a compleja y evolutiva

con ciertas formalizaciones que nos permitirán entender mejor la formación de expectativas

y como los agentes toman decisiones.

2.1. Los agentes.

Partiremos de la premisa de que en la economı́a, como en otras ciencias sociales, trata-

mos de modelar el comportamiento de seres humanos. Esto implica que nos alejamos de la

idea tradicional del agente económico concebido en la teoŕıa económica ortodoxa: el homo

economicus.

Como seres humanos tenemos dos motivaciones principales: reproducirnos como seres

vivos y reproducirnos como seres sociales. Además, estas dos están impĺıcitas en la sobrevi-
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vencia como especie.

Reproducirnos como seres vivos, implica que necesitamos sobrevivir como especie. Como

cualquier otro ser vivo, estamos sujetos a los procesos entrópicos de la naturaleza. A su vez,

los seres vivos necesitan una cantidad básica y mı́nima de nutrientes para cumplir con sus

funciones fisiológicas dentro del entorno en el que se desarrollan.

Reproducirse como seres sociales, implica que los seres humanos, al igual que otros se-

res vivos, se reproducen en un entorno o ecosistema. Este entorno, al cual denominamos

sociedad, mercados, instituciones o culturas, otorga a las personas caracteŕısticas y/o re-

glas conductuales que construyen patrones de comportamiento, los cuales están sujetos a la

trayectoria histórica de su evolución como seres sociales.

Las estructuras sociales son complejas y tienen varios niveles organizacionales. A dife-

rencia de otras estructuras compuestas por seres vivos, las estructuras sociales tienen varios

niveles de organización que son dif́ıciles de percibir, y a veces modelar, porque la mayoŕıa

del tiempo se encuentran en constante fricción. Pero podemos jerarquizarlas de acuerdo al

rol que tengan en la estructura social.

Como expone Senge (2006), la naturaleza de la estructura en los sistemas humanos es

sutil porque somos parte de la estructura. Esto implica que los agentes pueden alterar la

estructura en la cual operan. Además, siguiendo a Maturana y Varela (2004) y Luhmann

(1998), las estructuras sociales son un sistema autorreferencial y autopoiético, esto debido a

que el sistema y subsistemas están constituidos, básicamente, por elementos producidos por

los propios sistemas, de los cuales estos mismos elementos seŕıan partes-componentes. Esto

otorga a la dinámica del sistema un carácter coevolutivo endógeno que es propenso a sufrir

choques exógenos.

Los agentes dentro del marco de la complejidad económica, partiendo del paradigma

de la evolución, buscan sobrevivir en el entorno en el que se desenvuelven1. A diferencia

de la concepción de los sistemas (agentes y mercados) en la economı́a tradicional, que es

1En este punto nos alejamos del agente shackeliano donde los individuos solo eligen entre diferentes cursos
de acción, proponemos uno que toma en cuenta secuelas futuras, es decir el ((que pasa si)).
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racional, mecanicista y eficiente, la complejidad económica utiliza herramientas matemáticas

y computacionales que le permiten partir de supuestos menos restrictivos.

2.1.1. Racionalidad.

El comportamiento biológico y social de los seres humanos está alejado de lo recomen-

dado por la economı́a tradicional. En el sentido estricto, este enfoque es muy restrictivo.

La maximización de una utilidad o un comportamiento optimizador está impulsado por la

racionalidad que se supone, es completa en los agentes. Es posible que el marco anaĺıtico de

la economı́a tradicional nos haya permitido hacer aproximaciones a través de los modelos

y conceptos ideados para explicar alguna realidad de interés, pero como todo modelo tiene

sus limitaciones. Generalmente, el modelo del equilibrio general es la base de una canti-

dad considerable de modelos emṕıricos en la economı́a. Pero como todo modelo tiene sus

limitaciones.

La racionalidad perfecta, lógica y deductiva es útil para generar soluciones a problemas

teóricos(Arthur, 2014, p. 31) como los del equilibrio general, parcial y estocástico. Pero este

planteamiento exige un comportamiento inhumano.

Como expone Sweezy (1938, p. 234-235), la previsión perfecta es un supuesto necesario

si asumimos que las expectativas forman parte de las condiciones dadas. Implica que si

las expectativas son datos, obviamente no pueden cambiar en el curso del proceso que se

examina. Lo que está perfectamente previsto debe ser la solución de equilibrio (o al menos

una de ellas) elaborada en el planteamiento estático; porque si no es aśı, habrá ocasión de

revisar las expectativas, lo que excluye ex hypothesi. Pero si todos prevén la posición de

equilibrio y además saben que debe realizarse, por supuesto que se lo deberá incluir desde el

principio.

Brian Arthur (2014), plantea que existen dos razones por la cual deja de funcionar la

racionalidad perfecta:
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1. La razón obvia es que más allá de un cierto nivel de complejidad, la capacidad lógica

humana deja de funcionar (es limitada).

2. En situaciones de interacción y complicaciones, los agentes no pueden confiar en que los

otros agentes con los que están tratando se comporten con una racionalidad perfecta,

por lo que se ven obligados a adivinar su comportamiento.

La segunda razón implica que los lleva a un mundo de creencias subjetivas y creencias

subjetivas sobre creencias subjetivas. Lo que es una panarqúıa de creencias, ya que esta

autorreferencialidad depende de la interacción e iteración de los agentes dentro del sistema.

2.2. Expectativas Complejas Adaptativas.

Dentro del planteamiento de las Expectativas Complejas Adaptativas (ECA) los agentes

tienen racionalidad limitada e inductiva. Ellos son capaces de reconocer patrones en la infor-

mación o comportamientos y aśı generar hipótesis sobre los futuros estados (o alternativos)

del mundo del que están viviendo, a los cuales denominamos ((posibles estados)). Además,

como menciona Gilboa (2004), se destaca la incapacidad que tienen los agentes para describir

entornos inciertos a través de una distribución de probabilidad aditiva única.

El pensamiento inductivo, de acuerdo con Arthur (2014, p. 33), consta de una mul-

titud de elementos en forma de modelos mentales, hipótesis o creencias que se adaptan al

entorno agregado que crean conjuntamente. Los que llegan a funcionar bien entre śı, bajo

algún criterio, logran un grado de adaptación mutua. Como veremos en el caṕıtulo 3, en

el problema del bar “El Farol”, los modelos con racionalidad inductiva aproximan mejor el

comportamiento de los agentes en los mercados.

En los mercados financieros, los agentes buscan obtener beneficios como en cualquier

otro mercado del sistema económico, pero no siempre es el máximo beneficio. Es decir, los

agentes o un grupo de ellos solo buscan obtener algún beneficio o rentabilidad. Otras veces

los agentes tan solo desean no obtener pérdidas. El sentido de sobrevivir a la competencia
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intŕınseca que conlleva participar en algún mercado, genera en los agentes el deseo de seguir

participando en ellos.

Participar o no en un mercado implica una decisión previa. Los agentes no lo hacen de

forma automática o natural2, sino que lleva, en cierto grado, un proceso. Este es un tipo

de decisión que se hace con conocimiento de lo que implica participar o no a un mercado

en espećıfico. Existen decisiones espontáneas, las cuales se pueden dar por heuŕısticas3 o

por experiencia adquirida con el pasar del tiempo al interactuar con otros agentes en el

mercado. Estar operando en un mercado conlleva un grado de posibilidad en el cual los

agentes consideran que obtendrán algún tipo de rentabilidad o beneficio (o que al menos no

perderán).

Los agentes deben diferenciar y elegir de acuerdo a lo que les parezca más créıble, y si

es posible que sea rentable, es decir, deben discernir la posibilidad de los eventos de acuerdo

a sus expectativas transformadas en estrategias para tomar una decisión económica.

Esto nos lleva a la siguiente conjetura: podemos modelar la economı́a como un sistema de

retroalimentación de expectativas. Como los agentes basan sus expectativas en la información

disponible, la realización histórica de sus variables de interés se construyen a partir de los

posibles estados del mundo concebidos de acuerdo con sus expectativas formadas según los

modelos mentales.

Plantear agentes heterogéneos nos permite realizar un análisis más cercano a la realidad

de los mercados. Estos agentes pueden formar diferentes hipótesis o creencias subjetivas

sobre los posibles estados del mundo. Con esto en mente, los agentes pueden plantear un

conjunto de diferentes estrategias para afrontar los posibles escenarios de decisión que se les

presenten.

Con esto en mente, podemos proponer un modelo sencillo que capture el proceso de

formación de expectativas. Supongamos que existe un conjunto S que contiene todos los

2A menos que sean participantes asiduos en los mercados, lo que conlleva que tengan experiencia suficiente
para saber si les conviene o no participar en algún mercado en particular.

3Una heuŕıstica es una regla simple o general que utilizamos para hacer una acción y/o decisión.
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estados del mundo para diferente tiempo t. Si habláramos de un agente con racionalidad

perfecta, este tipo de agente conoceŕıa todos los elementos de este conjunto.

S =
⋃
t

St (2.1)

Como seres humanos no somos capaces de conocer todas las contingencias o estados del

mundo que pueden existir, solo podemos conocer una cantidad limitada. Además, tenemos

una percepción limitada e imprecisa de los estados del mundo4. El agente individual j, o el

agregado, está en la capacidad de elegir o tomar decisiones solo en la medida que crea su

propio conjunto de opciones.

Γt = {ht,1, ht,2, ..., ht,j, ...} (2.2)

El conjunto Γ contiene todos los estados en el tiempo t que, de acuerdo con sus limi-

taciones, los agentes pueden concebir. Es decir, que depende, no solo de su capacidad de

razonamiento adquirida con la experiencia, sino también, de la capacidad de percepción que

tienen los agentes del mundo y sus posibles estados a partir de la información obtenida de

su entorno5.

Esto limita al conjunto ht,j, que son los estados del mundo que los agentes consideran

posibles, de todos los estados que son capaces de percibir e imaginar. Los estados del mundo

vaŕıan con el tiempo. No necesariamente siempre tendremos que ht,j ̸= ht+1,j, pero es más

común que encontrar un estado que no haya sufrido algún tipo de variación (ht,j = ht+1,j). Si

este último es el caso, implicaŕıa que existe una especie de refuerzo en mantener ese estado del

mundo. En la economı́a tradicional es normal encontrar este tipo de planteamiento gracias

4En la medida en que el futuro es la consecuencia impredecible de las elecciones creativas realizadas
por los agentes individuales, su representación del entorno incierto es necesariamente incompleta (Basili y
Zappia, 2009, p. 248).

5Cualquier modelo efectivo de la toma de decisiones real requiere el reconocimiento expĺıcito de las
actividades mentales del individuo, en la medida en que el futuro lo imagina cada hombre para śı mismo y
este proceso de la imaginación es una parte vital del proceso de decisión (Shackle, 1976, p. 3).
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a los supuestos de partida del modelo.

Siguiendo a Arthur (2014, p. 32), los agentes hacen seguimiento de su desempeño de

una colección privada de tales hipótesis o creencias. Cuando llega el momento de tomar

decisiones, actúan sobre la que actualmente es la más preferible (o posiblemente la más

rentable). Esto no impide que una acción o decisión particular pueda ser resultado de una

combinación de varios estados del mundo.

En este sentido, las expectativas son estados del mundo que los agentes consideran

posibles. Pueden llegar a realizarse y son cambiantes con el pasar del tiempo.

ht,j ⊆ St, Γt ⊆ 2|S| (2.3)

Los agentes no son capaces de conocer con exactitud como está estructurado su entorno,

menos el mundo, es por esto que Γt es una partición, un subconjunto, de todos los estados

del mundo y sus combinaciones posibles, es decir, del conjunto potencia de St, P (St). Por

lo tanto Γt ̸= St. Si los agentes conocieran todos los posibles estados del mundo, también

estaŕıan en la capacidad de conocer todas las combinaciones de estos, 2St .

Supongamos que solo existieran 4 estados del mundo para un tiempo particular: St =

{a, b, c, d} en este contexto el conjunto potencia de los estados del mundo seŕıa 24 = 16, es de-

cir, todos los elementos de S y la combinación de ellos, como el propio conjunto S y el conjun-

to vaćıo: P (St) = {{a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b, d},

{a, c, d}, {b, c, d}, ∅, S}. En este ejemplo partimos del supuesto de la existencia de solo 4 po-

sibles estados del mundo, ¿pero qué sucede si son más de 4 estados?, digamos que existen 10

agentes en el sistema y que cada uno concibe 2 posibles estados del mundo, ahora tendremos

que St = 20 y que P (S) = 220 = 1′048, 576 estados posibles del mundo. Esto implica que

el conjunto de posibles estados del mundo Γt contiene las combinaciones y los estados que

todos los agentes consideran posibles, esto no quiere decir que un agente es capaz de conocer

Γt. Cada agente es capaz de conocer una cantidad limitada, como ya se mencionó con an-

terioridad ht,j. Adicionalmente, en el agregado no importa el orden o la jerarqúıa que cada
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agente le dé a su conjunto, puesto que pertenecen al mismo conjunto universo de estados.

La heterogeneidad de los agentes se encuentra explicada por dos factores fundamentales:

capacidad cognitiva y experiencia. Si bien la información juega un papel importante en la

generación de posibles estados del mundo, la interpretación de esta depende de la experiencia

que se tenga interactuando en el sistema, aśı como de la capacidad cognitiva que tengan

los agentes para interpretarla. Como menciona Shackle (1974, p. 3), en el mundo de la

experiencia no estamos completamente informados, pero tampoco estamos completamente

perdidos, haciendo alusión que los seres humanos están en un punto entre la ignorancia y el

conocimiento pleno, pero nunca en los extremos.

Si seguimos el ejemplo de Basili y Zappia (2009), y suponemos que al agente se le

pide que elabore una lista exhaustiva de los distintos eventos espećıficos que pueden afectar

el valor de las inversiones alternativas, como lo requiere la aplicación de la probabilidad

subjetiva6, Shackle (1976, p. 22) nos diŕıa que esto no tiene sentido, puesto que al final el

agente se quedaŕıa sin tiempo para hacer su respectiva compilación, se daŕıa cuenta de que

tal tarea no tiene fin y se veŕıa obligado a terminar su lista con una hipótesis residual, un

reconocimiento de que cualquiera de las cosas que él ha enumerado puede suceder, y también

cualquier cantidad de otras cosas impensadas e incapaces de ser contempladas antes de que

llegue el plazo de decisión: una caja de Pandora de posibilidades más allá del alcance de la

formulación.

En este contexto podemos plantear dos agentes (i, j) donde el agente i posee una mayor

cantidad de información (o experiencia) que el agente j, es decir i ̸= j. Esto implica que el

agente i está en la facultad de percibir o imaginar estados del mundo posibles con una mayor

claridad que el agente j. Lo que se traduce que es capaz de elaborar mejores estrategias. En la

primera iteración, suponiendo que la mayor experiencia y/o conocimiento genera estados más

posibles de futuro, tendremos entonces que si de alguna forma se pudiera medir o cuantificar

6El trabajo de Savage (1972), con su utilidad subjetiva esperada, hizo posible aplicar las reglas de la teoŕıa
de la probabilidad a las creencias individuales. Este enfoque se centra en dos supuestos fundamentales: 1) Una
lista completa de posibles estados futuros del mundo está disponible para el individuo; y 2) el procesamiento
de la información consiste en un proceso bayesiano de actualización de creencias individuales (una distribución
de probabilidades previa) cuando el/ella recibe una señal de realización de un estado.
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los cursos de acción, los resultados de i seŕıan mejores que los del agente j, como observamos

a continuación:

A
ht,1
i ≻ A

ht,1
j , hi ≻ hj (2.4)

Pero, a pesar de que posea mayor información, esta lista seguiŕıa siendo limitada. Los

agentes entonces solo podrán elaborar su conjunto de forma difusa. Las borrosidades del

entorno producto de la escasa o mala información, sumado a las expectativas de otros agentes,

hacen que las retroalimentaciones del sistema no logren llegar a todos los agentes. El agregado

evolucionará de forma más lenta y en algunos casos caótica.

En este escenario preliminar, que se ha aproximado a una formalización del comporta-

miento de los agentes, este puede verse como un algoritmo que atribuye un sentido causal a

las expectativas o a un subconjunto de ellas:

Ψt = {Ft(h), h ∈ Γt} (2.5)

Los agentes pueden tomar decisiones, las cuales pertenecen a un conjunto de posibles

decisiones, que se dan a partir de los posibles estados del mundo ht,j

D = {d1, d2, ..., dj, ...} (2.6)

Si replicamos la fundamentación de Dosi, Marengo, y Fagiolo (2005), tendremos que

existe un repertorio conductual finito que está construido a partir de las decisiones atómicas

básicas de cada uno de los agentes, y se encuentran en D. Es decir, que dependen y cambian

por las expectativas y el tiempo.

Ωt = {ωt,1, ωt,2, ..., ωt,j, ...} (2.7)
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Si seguimos el planteamiento de modelación de los estados del mundo realizado con

anterioridad (2.3) tendremos que:

ωt,j ⊆ D, Ωt ⊆ 2D (2.8)

De acuerdo con Dosi y cols. (2005), el aprendizaje implica una aplicación de categoŕıas

y ((modelos mentales)) que constituyen una estructura causal. En este sentido, los modelos

mentales nos permiten procesar la información con la cual generamos conjeturas, las cuales

son nuestra estructura causal: las expectativas.

Las decisiones atómicas Ωt son un subconjunto del conjunto potencia de posibles de-

cisiones P (D) = 2D. Esto implica que los agentes pueden utilizar una estrategia (que se

ha transformado en una decisión) que ya utilizaron con anterioridad o una que haya sido

utilizada por otros agentes, es decir, existe una disonancia en las estrategias. Dos estra-

tegias iguales o diferentes pueden ser ejecutadas en un mismo periodo de tiempo, no son

mutuamente excluyentes7.

Cada estrategia transformada en decisión conlleva un curso de acción diferente. A esto

Shackle (1974) lo denominó ((secuela)). Cada secuela de una decisión tomada por un agente

del sistema está determinada por el entorno, y el entorno incluye las decisiones tomadas

ahora y en el futuro por otros agentes, esto gracias a la influencia que tienen las decisiones

de los agentes en la formación de expectativas. Una expectativa en t puede ser un curso

de acción o una decisión t + 1. Además, solo se puede elegir una u otra decisión si existen

rivalidades de algún tipo entre ellas, es decir, si existe alguna tipificación que las diferencie

entre śı, ωt,1 ̸= ωt,2.

Esto nos lleva a definir que: un estado del mundo existente no puede ser plural, en el

sentido que un agente no puede experimentar dos estados del mundo al mismo tiempo. Lo que

7Aunque, como explica Shackle (1974, p. 3), la presencia de respuestas rivales puede frustrar el intento
de elegir entre dos cursos de acción mutuamente excluyentes, ya que esta elección dependerá de lo que se
conciba como secuela en un caso y en el otro. Cuando, para cada curso, existen secuelas rivales sugeridas,
una comparación de las respectivas secuelas puede mostrar el curso A puede dar el resultado preferido, y
otra comparación similar puede favorecer el curso de acción B.
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implica que el estado del mundo existente es único, ya que se pueden suponer otros estados,

pero no experimentarlos. Por lo tanto, una decisión es producto de ficciones, hipótesis o

conjeturas de los estados del mundo posibles ht,j: lo que nosotros llamamos ECAs.

Recordemos que el sistema financiero es un sistema de precios. La formación de los

precios depende de la toma de decisiones, que a su vez depende de las expectativas. La

propia dinámica del sistema financiero está impulsada por la interacción de los agentes. Esta

interacción es dispersa y heterogénea. En algunos casos, puede ser, homogénea. Al actuar

de forma paralela, dos agentes que son heterogéneos pueden llegar a una misma conclusión.

A medida que interactúan, aprenden de otros agentes y se adaptan a los entornos sociales,

culturales, poĺıticos, económicos y naturales en los que se reproducen como seres vivos y

sociales. Esto crea causalidad recursiva en el sistema: los agentes obtienen retroalimentación

y a su vez retroalimentan al sistema que pertenecen. Este comportamiento coevolutivo puede

producir que el sistema sea ordenado o caótico, pero siempre es autorreferencial. Siempre

estará oscilando, formando aśı un sendero homeostático.

La homeostasis es un conjunto de fenómenos (o emergencias) que hace que el sistema

se autorregule. Este caso, sabemos que los sistemas económicos (como los mercados) tienen

cierto grado de autorregulación. Hablamos de un sendero porque entendemos que si se pasa

una cota inferior o superior, el sistema necesitará intervención.

Los precios en el sistema financiero son el resultado de un proceso complejo adaptativo

que dependen de las expectativas (propias y de otros agentes), la imaginación y la infor-

mación. En la mayoŕıa de casos, los agentes se encuentran motivados por no tener pérdidas

sobre obtener ganancias8. Los agentes sociales construyen el futuro a partir de referencias

individuales y sociales. Esto produce la existencia de variación y volatilidad de los precios

dentro del sistema financiero.

La hipótesis de mercado eficiente, en la teoŕıa tradicional, argumenta que los precios

reflejan toda la información disponible. Pero suponer esto es homérico, porque habŕıa que

8La teoŕıa de prospectiva de Kahneman y Tversky (1979) explica por qué, algunas de las personas otorgan
más peso a las pérdidas que a las ganancias.
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pensar que existe algún tipo de fórmula que transforma desde el espacio de información a los

precios sin tener en cuenta el proceso de decisión. Lo que śı podemos decir es que los mercados

dentro del sistema crean y agregan (o destruyen) información a través de los precios, pero

no que son la única fuente. Friedrich Hayek (1945) en su art́ıculo ((El uso del conocimiento

en la sociedad)), plantea que los precios reflejan información, pero que esta información es

parcial.

Al llevar información, la cual está compuesta en una n-dimensión (multidimensional)

a un vector unidimensional (los precios) se omite una gran cantidad de información, esta

puede ser relevante o no, cosa que dependerá de la percepción y experiencia de los agentes.

Puesto que las personas no son capaces de procesar y comprender toda la información del

sistema, el agregado de agentes tampoco podrá ser capaz de lograrlo.

En este punto hay que hacer otra diferencia que se produce en la teorización de las

expectativas en la economı́a tradicional con respecto a la propuesta en este trabajo: las

expectativas se generan en un marco de incertidumbre fundamental. Los agentes al tomar

una decisión se enfrentan a la incertidumbre. Los agentes toman decisiones con racionalidad

limitada (información y capacidad limitada para transformarla en entendimiento limitado)

sobre los estados del mundo y, por ello, no pueden elaborar distribuciones de probabilidad

confiables de dichos estados del mundo, la incertidumbre es inevitable. En este contexto, los

agentes, pueden llegar a mostrar ((aversión)) a la incertidumbre cuando sobrestiman proba-

bilidades de aquellos estados en los cuales ven patrones favorables. Tienen una sensación

disonante en el sistema, esto quiere decir que diferentes expectativas pueden ser operativas y

ser posibles al mismo tiempo. Esto es posible por la composición de un sistema con agentes

heterogéneos con acceso a la información disponible.

Podemos concluir que las expectativas son producto de un proceso individual y social a

la vez. Su formación es parte de un proceso complejo adaptativo. Las expectativas de los

agentes se basan en las expectativas de otros agentes que consideran posibles estados del

mundo diferentes. En este sentido, las expectativas se construyen a partir de referencias

sociales elaboradas por la interacción de los agentes en el sistema, habiendo una constante
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retroalimentación. Son ciclos anidados de adaptación9, que dependen de la estructura y

respetan la jerarqúıa de los diferentes niveles de organización del sistema.

El futuro tiene un componente de aleatoriedad, esto implica que los agentes no lo puedan

adivinar. A pesar de que parezca contra intuitivo, los agentes lo construyen. Su construcción

es a partir de las referencias sociales de los agentes que pertenecen al sistema. Las expecta-

tivas son parte de estas referencias, es decir, qué gran parte del futuro se construye a partir

de expectativas que los agentes consideran como posibles estados del mundo, ligadas a la

información obtenida y la interacción de los agentes en el sistema; además, estas son auto-

rreferenciales, producto que se elaboran con elementos que el propio sistema les otorga. De

aqúı el interés e importancia de estudiar la formación y funcionamiento de las expectativas

en el sistema financiero.

2.2.1. Algoritmo de las ECA.

La unidad de análisis son los agentes especulativos que negocian en los mercados del

sistema financiero comprando o vendiendo activos. El algoritmo de las ECA se plantea en los

mercados donde se realizan compras y ventas de activos financieros, y puede tener aplicabi-

lidad en cualquier otro proceso de toma de decisiones. El comportamiento del agente puede

plantearse como algoŕıtmico, es decir, tiene reglas que nos permiten derivar sus estrategias

para la toma decisiones y de la formación de sus expectativas. Una primera aproximación

sobre el algoritmo de las ECA y el comportamiento de los agentes especulativos puede ser

la siguiente:

1. Generación de expectativas sobre portafolio. Los agentes generan información en

el sistema10, y a su vez el sistema les otorga información. Esta información es pública

y puede categorizarse como:

9Los ciclos de adaptación tienen tres propiedades: potencial inherente de un sistema a posibles cambios,
capacidad de control interno y capacidad de adaptación o resiliencia (Holling, 2001).

10En este trabajo también se hace relevante la calidad de la información, ya que como expone Ellsberg
(2015, p. 16-17), cuando la ambigüedad es extrema, según cualquiera de sus ı́ndices: la información relevante
es escasa y, obviamente, no es confiable y es contradictoria; habrá diferencias en las expectativas expresadas
por diferentes individuos; baja confianza en las estimaciones disponibles. Las reflexiones sombŕıas de Shackle
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Exógena, como noticias o eventos no asociados directamente al funcionamiento

del sistema financiero (o mercado de interés), y

Endógena, a través de los precios y volúmenes de transacciones (permite generar

la percepción del riesgo).

Según la información obtenida, los agentes generan modelos mentales e hipótesis del

comportamiento no solo del portafolio de activos especulativos, sino también del sis-

tema en que ese portafolio trabaja. Es decir, del entorno del sistema financiero. Con

estas conjeturas, los agentes elaboran estrategias para tomar decisiones.

2. Diversificación y selección de portafolio. Los agentes de acuerdo a sus expectati-

vas, que son temporalmente basadas en la rentabilidad verośımil de los activos puestos

en negociación, diversifican y seleccionan activos para que pertenezcan a su portafo-

lio. Esto lo tendrán en un corto periodo de tiempo, para especular y aprovechar las

fluctuaciones de los precios. Los agentes esperan los resultados de las operaciones fi-

nancieras que ejecutan de acuerdo con la información y expectativas generadas que,

según sus creencias y modelos mentales, consideran que tienen un grado de posibilidad

alto. Contrastan los resultados obtenidos con los resultados esperados, es decir, con las

expectativas generadas antes de ejecutar la operación.

3. Adaptación de las expectativas. Los agentes descartan las expectativas convertidas

en hipótesis que no se cumplieron y generan nuevas expectativas. En otras palabras,

se modifican o generan nuevas estrategias. Esto produce un efecto de histéresis en el

sistema, ya que no se regresará al punto inicial dada la retroalimentación que existe

entre agente-agente y agente-sistema-agente. Después de calibrarse, con base al fortale-

cimiento o debilitamiento de las expectativas, los agentes se adaptan al nuevo entorno

de toma de decisiones con posibles nuevas estrategias, produciendo una adaptación en

la formación de expectativas futuras. Las expectativas que se cumplen se mantienen

con adecuaciones según el nuevo contexto de toma de decisión y las que no se cumplie-

ron se descartan en pro de nuevas expectativas que parezcan tener un grado más alto

parecen demasiado inquietantemente relevantes para las mismas circunstancias en las que se centra este
estudio para ser descartadas.
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de posibilidad. Esto produce que las estrategias se modifiquen (o no) en cada paso de

tiempo.

Los agentes hacen un seguimiento del desempeño de sus expectativas revisando si sus

estrategias les dieron resultado en la medida que obtienen retroalimentación del sistema.

Se aferran a algunas de las expectativas no porque sean correctas, sino porque alguna de

ellas permitieron a los agentes elaborar estrategias que les funcionaron en el pasado. Arthur

(2014, p. 33) menciona que este tipo de modelos tienen una especie de expectativas que se

cumplen temporalmente; donde modelos mentales, hipótesis o creencias que se logran realizar

de forma temporal (aunque no perfectamente), y dan paso a creencias o hipótesis diferentes

cuando dejan de cumplirse, como se explica en el paso 3 del algoritmo.

El algoritmo de comportamiento planteado le da a las expectativas el carácter coevoluti-

vo. Las expectativas para sobrevivir dentro del universo de estados posibles del mundo deben

mostrar su vaĺıa, compitiendo y/o adaptándose. Lo que produce que el entorno creado por

otras expectativas (de otros agentes) se vea modificado en cada iteración 11. Esta coevolución

de las expectativas de los agentes en un mundo en que ellos mismos las crean una y otra vez,

les da el carácter de ser autorreferenciales como hab́ıamos mencionado anteriormente.

Los insumos para la generación de expectativas de los agentes es la información (tanto

exógena como endógena que se genera en el sistema) traducida en estrategias. En el sistema

financiero la información endógena puede llegar a ser los precios, ı́ndices bursátiles, rendi-

mientos, tasas de interés; la información exógena puede ser nuevas leyes, resultados de otros

mercados, crecimiento de la economı́a, etc. Además, de las heuŕısticas preconcebidas que

tienen los agentes del sistema, los factores señalados forman parte de la toma de decisiones.

Retomemos el planteamiento del modelo que proponemos. Como vimos en la ecuación

(2.5) el algoritmo atribuye un sentido causal de las expectativas a partir de los posibles

estados del mundo. Se sigue un modelo similar a los planteados por Shackle (1976) y Ellsberg

11En la heterogeneidad, las expectativas tienen un carácter recursivo: los agentes deben formar sus expec-
tativas a partir de sus anticipaciones de las expectativas de otros agentes, y esta autorreferencia impide que
las expectativas se formen por medios deductivos.(Arthur, 2014, p. 42).
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(2015) donde los agentes tienen solo una representación aproximada del conjunto de estados

del mundo, actúan sobre la base de una partición que no es fina como para hacer viable la

utilidad subjetiva de Savage (1972). Pero a su vez las ECAs se diferencian porque se tiene

retroalimentaciones de otros agentes como del sistema, produciendo que en cada iteración se

tengan tantos escenarios distintos que hacen que modifiquen sus estrategias de acuerdo con

la dinámica del sistema.

∀ ht ∈ Γt, πp(ht) = µp(ht) (2.9)

En (2.9) Γt representa un conjunto mutuamente excluyente de los estados del mundo

que los agentes con sus limitaciones pueden concebir. La función π representa el estado de

conocimiento de un agente sobre los estados del mundo, distinguiendo lo posible de lo menos

posible. En este contexto π(ht) = 0 significa que el estado ht se rechaza como imposible,

mientras que π(ht) = 1 significa que el estado ht es totalmente posible. Aqúı la interpretación

del valor 0 es el de probabilidad.

Si Γt es exhaustivo, al menos uno de los elementos de Γt debeŕıa ser el estado de resul-

tados observados, de modo que ∃ ht, π(ht) = 1. Diferentes eventos pueden tener simultánea-

mente un grado de posibilidad igual a 1.

En particular, suponemos que se pueden capturar formas extremas de estados epistémi-

cos:

Conocimiento completo12, donde para algunos h0, π(h0) = 1 y π(h) = 0,∀ h ̸= h0 (solo

h0 es posible), y

Completa ignorancia donde π(ht) = 0 ∀ ht ∈ Γt donde todas las configuraciones de los

estados pueden ser posibles, algo aśı como la entroṕıa.

Por ejemplo, dada una consulta simple de la forma ¿ocurre el evento P? Donde P es un

12Pero se supone que las decisiones se toman en condiciones de incertidumbre fundamental. Si los resultados
coinciden con los esperados, seria por “mera” casualidad y el agente solo lo puede conocer a posteriori.
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subconjunto de estados, la respuesta a la consulta se puede obtener calculando los grados de

posibilidad y necesidad, respectivamente (asumiendo la escala de posibilidad L = [0, 1]):

Π(P ) = sup π(ht); N(P ) = inf(1− π(ht)) (2.10)

Con el algoritmo planteado en mente, podemos pensar que los ciclos bursátiles son

una emergencia producto de la dinámica de la formación de expectativas en el sistema. La

estructura del sistema influye en el comportamiento de los agentes y en su toma de decisiones.

Las expectativas que se cumplan darán lugar a la formación de los ciclos bursátiles. Es

decir, que los ciclos son producto de las expectativas generalizadas que se aceptan en el

sistema. El comportamiento de los agentes que participan en el sistema es de seres humanos

y tienen regularidades de comportamiento. La estructura social e institucional combinada

con el comportamiento de los agentes produce oscilaciones en el comportamiento de las

variables, creando un sendero homeostático.

Los ciclos se producen de forma endógena, el propio sistema crea sus crisis gracias a la

interacción de los agentes en él. Pueden existir factores exógenos, como cierto tipo de in-

formación (noticias, decisiones poĺıticas, desastres naturales, innovaciones en otros sistemas)

que pueden crear o alterar un ciclo bursátil. Pero es la propia estructura del sistema la que

permite que el ciclo se presente por mucho tiempo13.

La modificación adaptativa del conocimiento de los agentes producen que sus decisiones

se modifiquen de forma adaptativa. El criterio de aptitud es la confirmación de la expectativa

indicada por el éxito de las acciones de los agentes.

Siguiendo a Butos y Koppl (1993, p. 314-315), podemos asumir que la formación del

sistema de expectativas tienen cuatro componentes centrales:

1. Las expectativas se forman en un contexto de ignorancia sobre la realidad. La incerti-

13Los choques exógenos indudablemente inician y ayudan a impulsar la dinámica del sistema. Si bien los
factores exógenos influyen, la camisa de fuerza de equilibrio de la economı́a tradicional ha llevado a un énfasis
excesivo sobre este factor (Beinhocker, 2006, p. 185).
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dumbre14 es un resultado de restricciones abstractas e inherentes sobre lo que se puede

conocer. Los agentes no son capaces de conocer el mundo como es, la mente construye

una representación de su entorno que no llega a ser completa.

2. Las expectativas se forman como resultado de un aparato clasificador mental. La mente

construye teoŕıas de la realidad utilizando reglas de determinación para organizar los

datos sensoriales. El mapeo del mundo del agente limita la gama de “modelos” que el

agente puede emplear.

3. La actividad cognitiva funciona como un mecanismo de adaptación. Un criterio de

bondad de ajuste permite al agente valorar la utilidad de las hipótesis de la realidad

y las expectativas que estas generan. Las expectativas que fallen inducen a su revisión

pasando a un proceso de eliminación a nivel individual.

4. Las expectativas se construyen de forma endógena como una consecuencia necesaria

del papel que juegan los est́ımulos sensoriales en la teoŕıa cognitiva de Hayek.

Por lo tanto, las expectativas y los comportamientos de los agentes se endogenizan en

virtud de que adaptan el comportamiento a las ((condiciones de filtrado)) o reglas sociales

del juego según nuestro algoritmo. En consecuencia, se generarán resultados de mercado que

no solo son involuntarios, sino que, dependiendo de estas condiciones de filtrado, también

pueden ser desordenados y posiblemente indeseables.

Las expectativas son una forma de conocimiento. Este es incompleto per se. Si seguimos

a Shackle, son pensamientos basados en la imaginación. mientras que para Hayek son reglas

de conducta, como habilidades o propensiones a hacer una acción. Para nosotros tiene de

ambos componentes.

Butos y Koppl (1993, p. 317), hacen una distinción entre Shackle y Hayek: si los pen-

samientos, como argumenta Shackle son inconstantes y más o menos variables, entonces las

14En la visión evolutiva de Hayek, la incertidumbre no necesariamente causa descoordinación de acciones
de los agentes, por el contrario, tienden a la coordinación, ya que los precios contienen información del
sistema.
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expectativas económicas (como pensamientos, no como propensiones) también pueden ser

inconstantes y poco fiables. Mientras que si las expectativas se entienden como propensiones

incorporadas en reglas de acción, seleccionadas por su valor de supervivencia (como lo vimos

en el juego de la minoŕıa), como lo expone Hayek, y adaptadas por las fuerzas competitivas

del mercado para adaptarse al entorno en el cual van a operar, se esperaŕıa que fueran más

estables y confiables.

Esto tiene sentido dado que las estructuras sociales y los patrones, resultados de las

acciones individuales de los agentes, son atribuibles a la adaptación de las reglas sencillas.

Los agentes no se coordinan, pueden existir señales de colusión o coordinación, producto de

la interacción de los agentes que buscan obtener el máximo provecho de la regla, pero son

casos espećıficos y aislados del agregado.

Todos los agentes en la dinámica de los mercados siguen normas expĺıcitas e impĺıcitas,

es decir, que el orden (o caos) es resultado del seguimiento de reglas. Este orden, entonces,

sigue patrones de comportamiento, los cuales son complicados de discernir a nivel individual,

pero que en el agregado son más claros. Por lo que podemos decir que las expectativas,

transformadas en estrategias, gobiernan las actividades de los mercados.

De acuerdo con esto, las desviaciones de las expectativas convertidas en estrategias,

muchas veces se castigan con perdidas o en un caso extremo salidas del mercado. Esto lo po-

demos observar como no seguir la expectativa autocumplida. No siempre el agregado seguirá

un patrón obvio, pero siempre existirá un patrón el cual en el agregado sigue impulsado por

la expectativa, haciendo que se ejecute una estrategia en particular.

No estamos diciendo que los agentes sean irracionales, por el contrario, los agentes

actúan de forma racional de acuerdo a las heuŕısticas y experiencia que estos hayan obtenido

de otros procesos de decisión. Para que sea un proceso evolutivo, deben existir mecanismos

que vinculen los cambios en el entorno con las heuŕısticas de supervivencia (seguir operando

en el mercado) que componen, de cierta forma, el orden de la estructura social.

De acuerdo con Campbell (1974), la adaptación con el entorno implica procesos y meca-
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nismos de selección que introducen o generan variación, y procesos que preservan y propagan

la variación. Es decir, algunos procesos y mecanismos funcionan como una retroalimenta-

ción negativa, mientras que otros como una positiva. Este proceso completo es similar a la

evolución biológica: la supervivencia.

Si este proceso de adaptación de las expectativas es muy cambiante, entonces nos en-

contraremos con mercados fluctuantes. En el entorno económico en el cual se validan las

expectativas compiten las conjeturas hechas por los agentes. Como ya hab́ıamos mencionado,

las estrategias que funcionen seguirán vigentes, mientras que las que no, serán reemplazadas

en virtud de nuevas que satisfagan las condiciones iniciales impuestas por el entorno.

Lo interesante es que bajo presión de atractores, o como los denomina Koppl (2002)

((Grandes Jugadores)), las expectativas de estos pueden influir en el sistema, haciendo que

los agentes descarten sus expectativas individuales, en pro de creer que las conjeturas de estos

agentes sean más convincentes. Pero existe un problema con esta idea del gran jugador, solo

es operativa si las restricciones del sistema son laxas.

Este tipo de agentes grandes, como banqueros centrales, ministros de finanzas o CEO’s

participan de forma activa en la toma de decisiones que influyen en los resultados de la

dinámica de los mercados15. Cuando tenemos demasiados agentes de este tipo, el mecanismo

evolutivo podŕıa llegar a funcionar mejor que la hipótesis de mercado eficiente. Esto sucede

porque el mercado es demasiado denso, las expectativas de estos agentes tienen un alto grado

de influencia en las decisiones económicas de los mercados.

En este tipo de mercados densos y con mucho ruido, los precios de los activos financieros

pueden ser propensos a seguir modas pasajeras, incluso pueden llegar a producir burbujas

financieras. El pastoreo y comportamiento de manada es común en la concepción de las

burbujas financieras, lo que debeŕıa crear, de acuerdo con Mandelbrot (1972), ciclos ape-

riódicos. Eso produce que existan desviaciones de la tendencia, las cuales también se pueden

interpretar como burbujas especulativas.

15Como argumentan Butos y Koppl (1993, p. 323), los grandes jugadores deben ser, en alguna proporción,
inmunes a la disciplina de ganancias y perdidas, además, deben tener poder y usarlo.
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Estos grandes jugadores (o jugadores atractores) introducen al mercado comportamien-

tos del tipo: lo que los agentes hacen y lo que debeŕıan hacer. Se enfrentan a dilemas,

poniendo en discusión sus propias expectativas. Sin la postura evolutiva seŕıa complicado

modelar esta disyunción que existe entre los agentes heterogéneos que hacen parecer que

existe homogeneidad al adoptar expectativas de agentes atractores.

Consideramos interesante el planteamiento propuesto hasta el momento. Es importante

entender por qué las expectativas tienen un rol fundamental en los sistemas económicos.

Ahora procederemos a introducir el Juego de la Minoŕıa. Este modelo, considerado en el en-

torno de los econof́ısicos como toy model, nos permitirá entender anaĺıticamente el algoritmo

que hemos argumentado a lo largo de este caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Juego de la Minoŕıa.

La investigación económica se ha centrado durante mucho tiempo en los agregados,

dejando de lado el cómo se forman las estructuras a partir de las interacciones de los agentes.

Patrones de comportamiento, reglas o el surgimiento de instituciones son fenómenos que se

generan a partir de estas interacciones “microscópicas”, es decir, de decisiones individuales

con diversas motivaciones.

Este es un punto de inflexión que expone una de las falencias de los estudios tradicionales

en materia de teoŕıa económica: homogeneidad. La creación de mercados artificiales con la

modelación moderna de agentes considera la evolución, adaptación y/o aprendizaje parte

de la dinámica de los sistemas. Es de nuestro interés capturar el algoritmo de las ECA y el

Juego de la Minoŕıa nos ayuda a ejemplificarlo de forma fiel.

El Juego de la Minoŕıa (JM) nace de la formulación matemática del problema del bar

“El Farol” planteado por Arthur (1994) quien analiza la toma de decisiones desde el punto

de vista del razonamiento inductivo. Preliminarmente, fue concebido para ayudarnos a com-

prender mejor los fenómenos cooperativistas y las fluctuaciones en los sistemas económicos

que están compuestos por un gran número de agentes. La propuesta de matematización, en

primera instancia, resulta de la modelización de Challet y Zhang (1997) de un juego evoluti-

vo. Este modelo es muy versátil y aplicable a cualquier sistema económico o social que esté
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formado por agentes que toman decisiones de manera egóısta1, en el cual tratan de anticipar,

de alguna forma, las decisiones de los otros agentes.

El JM entra en el marco conceptual de la Econof́ısica. Es un modelo sencillo adaptativo

de múltiples agentes (Yeung y Zhang, 2008, p. 3). Esta se caracteriza por aplicar técnicas

matemáticas y conceptos de la f́ısica teórica y experimental a fenómenos sociales y económi-

cos. En particular, el JM es intrigante e interesante por su poder para encontrar propiedades

a partir de ecuaciones planteadas de forma microscópica2. En el caso particular del JM sus

ecuaciones estocásticas no evolucionan a un estado de equilibrio, sino que describe de forma

aproximada el comportamiento de sistemas con agentes interactuantes.

A diferencia de los modelos planteados en economı́a para estudiar la toma de decisiones

y la interacción de los agentes, en el marco de teoŕıa de juegos, en el JM no se supone que los

agentes tienen racionalidad completa. La racionalidad completa implica que los agentes son

capaces de conocer y anticipar las decisiones de los otros agentes. En cierta parte, esta supo-

sición facilita el planteamiento matemático de muchos fenómenos económicos, pero modela-

mos sistemas idealizados que muchas veces no nos ayudan a entender a nivel macroscópico la

dinámica del sistema. En el JM, por el contrario, los agentes tienen racionalidad inductiva,

donde toman sus decisiones a partir de la información, la cual no es completa y es pública.

Como parte de este caṕıtulo abordaremos una introducción al JM donde trataremos de

responder: qué es el JM y por qué es importante estudiarlo para mejorar la comprensión de

los sistemas sociales y económicos. Para responder estas preguntas empezaremos abordando

el problema del bar “El Farol”, el cual supone que los agentes razonan de forma inductiva,

para luego proseguir con los constituyentes básicos del JM.

1Cuando nos referimos a agentes egóıstas, hablamos de agentes que persiguen su beneficio propio.
2Esta vendŕıa a ser una caracteŕıstica de la Mecánica Estad́ıstica.
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3.1. El bar ((El Farol)).

En teoŕıa de juegos se describe cómo los agentes interactúan y compiten en un sistema

determinado. Cada agente obtendrá una ganancia, la cual depende de las decisiones de otros

agentes que también participan en el sistema. La teoŕıa de juegos nace como una iniciativa

para construir herramientas para anticipar las estrategias en la Segunda Guerra Mundial,

pero su poder de modelar sistemas competitivos ha hecho que se apliquen en diferentes

áreas del conocimiento como la poĺıtica o la bioloǵıa. En este sentido, los agentes buscan

tener estrategias óptimas con el fin de obtener la máxima ganancia promedio posible entre

todos los agentes que participan en el sistema. Para esto los agentes deben tener toda la

información y además deben ser capaces de procesarla de forma lógica y precisa.

Considerando que la mayoŕıa está de acuerdo con la idea de que el ser humano no toma

decisiones racionalmente de forma deductiva y perfecta3. Es decir, que ambas suposiciones no

pueden cumplirse. No estamos argumentando que los agentes deben de dejar de ser racionales

completamente y que sus decisiones solo se basan en la aleatoriedad de la suerte. El proceso

de toma de decisiones tiene tres ingredientes claves: el conocimiento adquirido mediante el

estudio, la experiencia y la intuición. La suma de estos elementos genera algún grado de

racionalidad instrumental en los agentes, los cuales la utilizan para elaborar y seleccionar

estrategias para el logro de sus objetivos. En el caso de los mercados financieros, el objetivo

es obtener ganancias y a veces es también evitar las perdidas.

Entonces, la realidad de los procesos de toma de decisiones aplicados a los mercados (o

a la vida cotidiana) se pueden modelar mejor si tomamos en cuenta que los agentes razonan

de forma inductiva.

El problema del bar “El Farol” fue concebido para explicarnos por qué los agentes

razonan de forma inductiva y no de forma lógica y deductiva. Este problema fue planteado

de la siguiente forma. El bar “El Farol” se encuentra en la ciudad de Santa Fe. Entre sus

3Arthur y cols. (1996, p. 19) demostraron que una vez introducidos agentes heterogéneos a los mercados
artificiales, el razonamiento deductivo falla. Utilizar la idea de razonamiento inductivo es natural y realista
como en los mercados financieros reales.
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actividades cotidianas organiza las noches de los jueves de música irlandesa, el cual es un

evento muy popular entre los habitantes de la ciudad. Ahora, imaginemos que un grupo de

residentes de la ciudad deciden de forma independiente cada jueves ir o no ir al bar “El Farol”.

Como todo espacio, este tiene una capacidad máxima de aforo permitido. Supongamos que

el bar tiene un espacio para albergar 60 personas. Ahora digamos que si el bar supera las 50

personas el lugar estará muy lleno y la noche no será agradable porque no se apreciará la

estancia. Cada persona entonces tendrá que tratar de intuir si el bar estará muy concurrido

o no y decidirá hacer lo contrario que el resto de personas supuestamente decidan, es decir:

ir al bar cuando probablemente la mayoŕıa decidiera quedarse en su casa (o ir a otro lado) y

viceversa. Los agentes prefieren estar en la minoŕıa, ya que pertenecer a la mayoŕıa les seŕıa

menos placentero. En este contexto se descarta por completo que los agentes razonen de

forma deductiva, ya que no es posible saber a ciencia cierta qué piensan las otras personas.

Entonces, los agentes realizarán un seguimiento de forma inconsciente del rendimiento de

sus estrategias, es decir, que utilizaran las estrategias que mejor resultados les han dado.

Lo paradójico es que esperaŕıamos que este sistema evolucione de forma determinista,

pero esto no sucede. Dado un estado inicial, la dinámica del sistema depende de la capacidad

predictora de las estrategias utilizadas por los agentes para decidir si ir al bar no. Esto no

implica que surgirá un patrón de asistencia trivial. En caso de existir un patrón y un agente

o un grupo de agentes tratará de explotarlo, la misma interacción de los agentes lo anulaŕıa.

Por lo tanto, la asistencia promedio de los residentes al bar debeŕıa oscilar el valor cŕıtico de

50 personas. La calidad de los predictores en esencia se define en términos de las decisiones

de los otros agentes. Si un agente llegara a cambiar alguno de sus predictores, afectaŕıa al

rendimiento de los predictores del resto de agentes, haciendo que exista una falla sistémica.

El problema del bar “El Farol” es un ejemplo sencillo de la dinámica compleja que pueden

tener los sistemas sociales y económicos, donde las decisiones que toman unos influyen en

el resto de agentes del sistema. Todos los agentes buscan tomar la decisión que les permita

estar en la minoŕıa, ya sea yendo al bar o quedándose en casa. En el caso de los mercados

financieros o comerciales, donde tienen que decidir si comprar (o vender) un activo o un bien,

el precio resultante será alto si los vendedores son minoritarios, pero bajos si son la mayoŕıa.
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Entonces, realmente el JM es aplicable a casi cualquier situación cotidiana que implique que

los agentes deban basar su toma de decisiones dadas las decisiones de los otros agentes.

Podemos decir entonces que el JM es la matematización del problema del bar “El Fa-

rol”. Las matemáticas que se utilizan son las que podemos observar aplicadas en el área

de Mecánica Estad́ıstica en F́ısica. Estas técnicas nos permiten estudiar el comportamien-

to colectivo de grandes sistemas con constituyentes heterogéneos y nos permite detectar y

analizar las transiciones de fase.

3.2. El Juego de la Minoŕıa básico.

El JM tradicional, como mencionamos anteriormente, es la matematización del proble-

ma del bar “El Farol”. Por lo cual, al igual que Coolen (2005), cambiaremos al dialecto

económico. En este sentido, ya no hablamos de asistentes del bar, sino de agentes comercian-

tes. Su decisión binaria ya no será ir o no ir al bar, sino comprar o vender. Los predictores

ahora pasan a ser estrategias. Cambiamos la posible experiencia agradable o desagradable

(en caso de ir al bar y estuviera con muchas personas) por ganancias o perdidas. Por último,

la asistencia total al bar se convierte en la oferta total de mercado. De la misma forma que en

el problema del bar “El Farol”, los agentes tomaran decisiones con el objetivo de pertenecer

al grupo de agentes minoritarios. Por la ley de oferta y demanda sabemos que el mercado

como mecanismo favorece a los vendedores cuando la mayoŕıa de los agentes participantes

quieren comprar, y favorece a los compradores cuando la mayoŕıa de los vendedores eligen

vender. Es por esto que se llama JM.

El modelo del JM estará compuesto por N agentes, etiquetados con i = 1, 2, . . . , N

que participan en mercados puramente especulativos. En este mercado existe solo un activo

negociable. Además, el juego evoluciona de forma discreta, las etapas las denotamos por

t = 1, 2, 3, . . . , T . Ahora procedemos a plantear los ingredientes básicos del JM:
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3.2.1. Los Agentes.

Los agentes son chartistas4. Tienen razonamiento inductivo y basan sus decisiones en

la mejor elección que conocen. Además, adaptan su comportamiento de acuerdo a su expe-

riencia.

Acciones de los agentes.

En cada etapa t, cada agente i toma una decisión binaria bi(l) ∈ {−1, 1}. Esto lo

llamamos oferta agregada5, la cual representa las acciones de los agentes: comprar (−1) vs.

vender (+1). La oferta agregada reescalada6 en la etapa t está definida como

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

bi(t)

3.2.2. Información pública.

Los agentes toman sus decisiones basándose en la información histórica de la oferta

agregada, la cual es pública. En el paso t dan los signos de las ofertas, es decir, si los

compradores o vendedores fueron el grupo minoritario, en los M pasos más recientes, la

cadena (
sign[A(t−M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]

)
∈ {−1, 1}M

3.2.3. Estrategias de los agentes.

Una estrategia da una predicción en el siguiente paso de tiempo. Como hab́ıamos men-

cionado en el caṕıtulo anterior, las estrategias son una transformación de las expectativas de

4Estos agentes tienen como comportamiento analizar la realización de precios mediante gráficos sin an-
clarse en el análisis fundamental del precio.

5Algunos autores lo trabajan como excedente de demanda.
6Siempre se utiliza un factor de reescalado con respecto al sistema. En otras versiones del JM utilizan

1/N o 1/P .
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los agentes en acciones de decisión.

Cada agente i tiene un número fijo de estrategias. Es decir, S estrategias Ria, donde

a = 1, 2, . . . , S. Una estrategia Ria define un mapeo de las cadenas de información a una

acción comercial recomendada, lo que implica que convierte la información en una decisión:

Ria : {−1, 1}M → {−1, 1}

Una estrategia funciona como una tabla de búsqueda con entradas de 2M , cada una puede

tomar valores ±1. Estas entradas permanecen fijas durante todo el juego.

Posible historia a1 a2 a3 a4
-1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 +1 -1 -1 -1 +1
+1 -1 -1 -1 +1 +1
+1 +1 -1 +1 +1 +1

Tabla 3.1: Posibles acciones a1, a2, a3 y a4 del agente i según su tabla estrategias Ria

La tabla 3.1 es un ejemplo para los últimos M = 2 elementos de 4 historias posibles. Si

el agente i usa la estrategia a en el paso t, actuará (de forma determinista) según

bi(t) = Ria

(
sign[A(t−M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]

)

Para obtener ecuaciones cerradas, finalmente debemos definir cómo nuestros agentes deter-

minan cuáles de sus estrategias personales usar. Una buena estrategia es una que habŕıa

prescrito muchas decisiones minoritarias. Dadas las definiciones anteriores, una estrategia

Ria es buena en el escenario t si

Ria

(
sign[A(t−M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]

)
= −sign[A(t)]
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3.2.4. Valoración de las estrategias.

Cada agente i realiza un seguimiento de una valoración pia para cada una de sus estra-

tegias, midiendo su registro de seguimiento (independientemente si las usaron o no):

pia(t+ 1) = pia(t)− A(t)Ria

(
sign[A(t−M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]

)

3.2.5. Dinámica y selección de estrategias.

En cada paso t del juego, cada agente i seleccionará su mejor estrategia ai(t) de las

estrategias Ria que tiene en esa etapa del proceso, definida como

ai(t) = arg maxa∈{1,2,...,S}{pia(t)}

las entradas de búsqueda de las estrategias Ria se plantean al azar de {−1, 1} con probabi-

lidades iguales antes del inicio del juego.

Los grados microscópicos de libertad son las valoraciones de las estrategias {pia(t)}. A

partir de los ingredientes básicos del modelo 3.2.1 - 3.2.5, se observa que estas valoraciones

evolucionan de acuerdo con las siguientes ecuaciones no lineales pero deterministas:

pia(t+ 1) = pia(t)− A(t) Ria

(
sign[A(t−M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]

)
(3.1)

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

Riai(t)

(
sign[A(t−M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]

)
(3.2)
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ai(t) = arg maxa∈{1,2,...,S}{pia(t)} (3.3)

Tenemos que tener en cuenta dos posibles problemas. El primero ya lo salvamos al definir

N como impar, lo que implica que sign[A(t)] estaŕıa definido y siempre podemos determinar

el grupo minoritario. Pero para N par debeŕıamos de tener un criterio de desempate. El

segundo, de forma similar, si en el paso t del juego y para algún agente i existen dos o más

estrategias diferentes a, a′ ∈ {1, 2, . . . , S} con pia(t) = pia′(t), entonces seleccionaremos ai(t),

la estrategia que el agente i usa en el paso t, de forma aleatoria con probabilidades iguales

entre a y a′.

Además, sabemos que El JM es un juego de suma negativa. Esto debido a que el grupo

ganador siempre es más pequeño que el grupo perdedor. Esto describe de forma aproximada

la dinámica real de un mercado financiero especulativo, ya que los especuladores inflaran el

precio de un activo hasta que este colapsa.

3.3. Fenomenoloǵıa del Juego de la Minoŕıa.

En esta sección elaboraremos simulaciones numéricas de las ecuaciones planteadas (3.1)

- (3.3) para ver la evolución del modelo al seleccionar cantidades experimentales. Esto nos

ayudará posteriormente para poder plantear el modelo de forma anaĺıtica (ver el apéndice

B).

3.3.1. Propiedades estad́ısticas de la oferta agregada.

Primero revisaremos las propiedades de la oferta agregada de mercadoA(t) = 1√
N

∑N
i=1 bi(t) ∈

R, como se observa al iterar las ecuaciones (3.1) - (3.3) un resultado t́ıpico, al realizar simu-

laciones lo podemos observar en la figura 3.1.
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De acuerdo con Coolen (2005, p. 8-9):

Los valores de las ofertas agregadas A(t) se distribuyen alrededor de cero (ver figura

3.2), con una varianza N0. Un promedio distinto de cero para las ofertas implicaŕıa un

potencial de predicción de los agentes (algo que habŕıan hecho y luego desestimado).

Para tamaños pequeños de memoria M , las fluctuaciones de la oferta agregada A(t)

alrededor de su valor promedio son fuertemente no gausianas, lo que puede sugerir que

las ofertas individuales bi(t) deben estar correlacionadas de alguna manera complicada.

Como se observa en la figura 3.3, la magnitud de las fluctuaciones en A(t) en el mercado

artificial depende de forma no monótona del tamaño de memoria M de los agentes.

Figura 3.1: Valores de At para N = 5001 con memoria real M = 3, 5, 9 y S = 2 estrategias.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Esto tiene sentido, ya que dependiendo de que tan “inteligentes” sean nuestros agentes,

las fluctuaciones del mercado se verán afectadas. Pero podemos observar en la figura 3.3 que

para valores muy grandes de memoria, M = 15 por ejemplo, las fluctuaciones incrementan.

Aún no está claro como afecta valores de memorias muy grandes en el mercado artificial,

pero podemos asumir que la racionalidad completa no nos mejora el comportamiento de los

agentes, sino que se vuelve más inestable el mercado.

Figura 3.2: Valores de At para N = 5001 agentes con memoria real M = 3, 5, 9, 15 y S = 2
estrategias. Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Figura 3.3: Valores de At versus At−1 paraN = 5001 agentes con memoria realM = 3, 5, 9, 15
y S = 2 estrategias. Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

3.3.2. Volatilidad y parámetros de control.

En finanzas cómo en economı́a es común hacer análisis de series de tiempo. Definimos

el promedio de ⟨A⟩ y la volatilidad σ para una serie A(t):

⟨A⟩ = ĺım
T→∞

1

T

T∑
t=1

A(t), σ2 = ĺım
T→∞

1

T

T∑
t=1

[
A(t)− ⟨A⟩

]2
(3.4)

Pero este promedio ⟨A⟩ y volatilidad de la oferta agregada de mercado mide las fluc-

tuaciones cuando el juego se encuentra en el estado estacionario. Es decir, que las variables

bi que define el comportamiento de la oferta agregada del JM son invariantes respecto al

tiempo. Entonces, las ecuaciones descritas en (3.4) solo nos serviŕıan si el juego, después de

cierto tiempo t, es estacionario.

Según Coolen (2005, p. 10), para el JM consideraremos primero el caso de la toma de

decisiones cuando es aleatoria. bi(t) tomará valores aleatorios de {1,−1} en cada paso del
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juego, de modo que ⟨bi⟩ = 0 y ⟨bibj⟩ = δij, tendremos que

⟨A⟩ = 1√
N

N∑
i=1

⟨bi⟩ = 0 (3.5)

σ2 = ĺım
L→∞

1

T

T∑
t=1

A2(t)

=
1

N

N∑
i=1

⟨bibk⟩

=
1

N

N∑
i=1

1 = 1

(3.6)

Entonces, con σ > 1 describe un mercado ineficiente, mientras que uno con σ < 1 un

mercado eficiente. Cuando hablamos de eficiencia, no lo decimos en el contexto tradicional,

sino en la capacidad que tienen los agentes que participan en el mercado de procesar la

información que tienen disponible.

Recordemos que la volatilidad es la variación promedio temporal de la oferta. Yeung y

Zhang (2008, p. 2) mencionan que la volatilidad es una medida inversa de la eficiencia de

la distribución de recursos en el juego: la información. Por lo tanto:

una volatilidad alta corresponde a grandes fluctuaciones de la oferta, lo que implica un

juego ineficiente;

mientras que una volatilidad baja corresponde a fluctuaciones menores en la oferta, lo

que implicaŕıa un juego eficiente.

Savit, Manuca, y Riolo (1999) descubrieron el parámetro de control α, que se define

como la relación entre la información posible del sistema y el tamaño del sistema α = 2M/N .

Este parámetro nos permite ver cambios en la escala de los observables macroscópicos del
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Figura 3.4: Curva teórica de la volatilidad para diferentes valores de memoria real m =
1, . . . , 15 y S = 2 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 100000 pasos de tiempo para
diferentes tamaños del sistema.

juego para diferentes cantidades de información y tamaño del sistema. Además, nos permite

observar una transición de fase en el valor cŕıtico de α (es decir, αc) que separa una parte

fase simétrica de una asimétrica. En la fase simétrica o impredecible α < αc, los agentes no

pueden predecir las acciones ganadoras de acuerdo con su memoria M de historia pasada,

mientras que en la fase asimétrica o predecible α > αc los agentes tienen un sesgo en las

acciones ganadoras.

Cuando α es pequeño, la volatilidad del juego es mayor que el ĺımite de lanzamiento de

una moneda, lo que implica comportamientos colectivos de los agentes peores que las

elecciones aleatorias. A esta fase del juego se la denomina régimen peor que aleatorio.

Cuando α aumenta, la volatilidad disminuye y entra en una región donde los agentes
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se desempeñan mejor que las elecciones aleatorias. A esta fase del juego se la denomina

régimen mejor que aleatorio.

Cuando α aumenta aún más, la volatilidad aumenta nuevamente y se acerca al ĺımite

del lanzamiento de una moneda.

3.3.3. Previsibilidad.

Moro (2004, p. 8) nos expone el hecho de que los agentes parezcan explotar la informa-

ción de las series temporales de la oferta agregada A(t) llamo la atención de la comunidad de

econof́ısicos. Se encontró queW (t+1) = signA(t), que es el grupo ganador, es independiente

de la secuencia de los M últimos valores de la historia en la región de alta volatilidad, es

decir, cuando α > αc. Para cuantificar este comportamiento, se propuso medir la probabili-

dad condicional de que W (t + 1) conozca µ(t) a través de la información entrópica mutua

de W (t) y W (t+ 1). En otras palabras

H =
1

2M

2M∑
ν=1

⟨W (t+ 1)|µ(t) = ν⟩2 (3.7)

donde µ es la memoria de los M resultados pasados. Como se observa en la figura 3.5 H

mide la información de la serie temporal de A(t) disponible para los agentes que participan

en el mercado. Si H ̸= 0 indica la presencia de información útil 7 en la serie de tiempo de

A(t).

Con este punto de referencia, podemos apreciar en la figura 3.4 la tasa de éxito en el

JM está cerca de 1/2 alrededor del mı́nimo de σ2/N . Pero es menor en la región donde la

volatilidad es alta. Para valores pequeños de α se observa un mercado altamente ineficiente,

ya que es peor que si los agentes hayan tomado decisiones puramente aleatorias. En cambio,

para valores grandes de α, el mercado es eficiente en el procesamiento de la información

disponible.

7En algunos modelos también indica la presencia de arbitraje
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Figura 3.5: Valores del parámetro H para N = 101, 301, 501, 1001 agentes con memoria real
M = 1, . . . , 15 y S = 2 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo.

De acuerdo con Coolen (2005, p. 25), las curvas de volatilidad obtenidas para diferentes

tamaños del sistema N (como se muestra en la figura 3.4, pero con un número idéntico

de estrategias por agente, colapsan casi perfectamente cuando se trazan en función de la

relación α = 2M/N . Esto nos dice que para los cálculos mecánicos estad́ısticos, donde uno

analiza el ĺımite N → ∞, la cantidad α será el parámetro de control relevante. Además,

para aquellos interesados en comprender los mercados (financieros) reales, parećıan indicar

que, al menos para valores intermedios de la relación α, los agentes en el JM desarrollan

experiencia: pueden y aprenden (impĺıcitamente) a predecir las decisiones que tomarán los

agentes. sus competidores y, por lo tanto, predecir el mercado, únicamente sobre la base

de la experiencia. Para los mecanicistas estad́ısticos, por otro lado, la figura 3.4 sugirió la

existencia de una transición de fase de no equilibrio en algún valor cŕıtico αc.
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3.3.4. Agentes “Congelados”.

En el JM podemos observar que los cambios a nivel microscópico más importantes se

dan cuando los agentes cambian de estrategias. De acuerdo con Coolen (2005, p. 12) un

agente congelado, es aquel que no cambia de estrategia de una etapa a otra durante todo el

juego. Definimos ζi ∈ [0, 1] como la fracción de iteraciones en el estado estacionario donde el

agente i cambia su estrategia activa

ζi = ĺım
T→∞

1

T

T∑
t=1

[
1− δai(t),ai(t−1)

]
(3.8)

donde δai(t),ai(t−1) es una delta de Kronecker:

δai(t),ai(t−1) =

{
1 si ai(t) = ai(t− 1) → No cambio de estrategia

0 si ai(t) ̸= ai(t− 1) → Cambio de estrategia

es decir, que si ζi = 0 el agente i está congelado, no cambio su estrategia activa. Si 0 < ζi ≤ 1

el agente i no está congelado, cambio su estrategia activa. D(ζ) es la distribución de los N

valores {ζi} de la comunidad de agentes:

D(ζ) =
1

N

N∑
i=1

δ [ζ − ζi] . (3.9)

La fracción de agentes congelados en el estado estacionario la denotamos por ϕ:

Φ =
1

N

N∑
i=1

ĺım
T→∞

δT,[δai(t),ai(t−1)]. (3.10)

Esta fracción de agentes es importante porque nos dice cuantos agentes no cambian de

estrategia durante la evolución de la dinámica del sistema. Los resultados obtenidos para la

fracción de agentes congelados Φ (ver 3.6) nos muestra que a medida que aumenta el número

de agentes, esta fracción disminuye para valores de memoria muy pequeños, y que aumenta
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para valores de memoria más grandes.

Figura 3.6: Fracción de agentes congelados Φ para N = 101, 301, 501, 1001 agentes con
memoria real M = 1, . . . , 15 y S = 2 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000
pasos de tiempo cada uno.

3.3.5. Memoria falsa (o historia falsa).

Para introducir memoria falsa (o historia de mercado falsa) en el sistema modificaremos

las ecuaciones del JM básico (3.1) - (3.3). En lugar de la historia real del mercado {sign[A(t−

M)], . . . , sign[A(t− 2)], sign[A(t− 1)]}, a los agentes se les dará en cada tiempo t del juego

un resultado aleatorio de A(t). Es decir, los agentes podrán obtener el sign[A(t)] ∈ {+1,−1}

cómo valores en los cuales basar su toma de decisión, esto implica un historial de mercado

falso como cadena de números aleatorios8.

8También lo podemos interpretar como información exógena al mercado.
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Figura 3.7: Valores de At para N = 5001 con memoria falsa M = 3, 5, 9 y S = 2 estrategias.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

Para esto supondremos un proceso estocástico markoviano9, donde la probabilidad de

encontrar un estado en el paso t+1 solo depende del estado inmediato anterior, en este caso

el paso t. Definimos p = 2M con p = αN10 y µ(t) son números aleatorios extráıdos de forma

independiente con iguales probabilidades de {1, 2, . . . , p}. Esto define cuál de las p = 2M

posibles cadenas binarias de “historia falsa” de longitudM se trazan en los diferentes tiempos

t. Las tablas de búsqueda de las estrategias se redefinen como Ria = (Ria
1 , R

ia
2 , . . . , R

ia
p ) ∈

{−1, 1}p. La valoración de las estrategias se reescribiŕıan como

pia(t+ 1) = pia(t)− A(t) Ria
µ(t) (3.11)

9Un proceso estocástico markoviano es más sencillo de analizar matemáticamente que utilizar el proceso
de memoria real.

10Recordemos qué α = 2M/N .
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la oferta reescalada se redefiniŕıa como

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

R
iai(t)
µ(t) (3.12)

y la valoración de las mejores estrategias

ai(t) = arg maxa∈{1,2,...,S}{pia(t)}. (3.13)

Figura 3.8: Curva teórica de la volatilidad para diferentes valores de memoria falsa M =
1, . . . , 15 y S = 2 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 100000 pasos de tiempo para
diferentes tamaños del sistema.

Al realizar experimentos y obtener los datos con memoria “falsa” (o “historia falsa”) del

JM como mercado artificial se obtienen resultados de la oferta agregada, A(t) (ver figuras

3.7, 3.9 y 3.10) con el mismo comportamiento que los resultados con memoria real. Esto

es un indicio de que los agentes pueden utilizar la información del sistema para tomar una
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decisión, incluso si esta no es real.

De igual forma, los resultados de la volatilidad (ver figura 3.8), la fracción de agentes

congelados (ver figura 3.12) y la previsibilidad (ver la figura 3.11) son similares que los

obtenidos con los experimentos de memoria real (o historia real). Hacemos énfasis en la

previsibilidad y la fracción de agentes congelados H y Φ respectivamente, dado que los

agentes encuentran información útil en la serie de tiempo y para valores pequeños de memoria

como grandes, el comportamiento es como si estuvieran operando con el historial real de A(t).

Esto a pesar de que los agentes que participan en el mercado están tomando decisiones

con información histórica puramente aleatoria. Por lo tanto, el comportamiento agregado

del sistema no es producto de experiencia acumulada en un contexto espećıfico. Podemos

concluir que esto es resultado de la formación de expectativas.

Los agentes, a pesar de que la historia es falsa, generan expectativas de acuerdo al con-

texto en el que están interactuando. Los agentes no pueden aprender a pronosticar los valores

futuros de la oferta agregada reescalada (o el signo de ella), dado que esta es completamente

aleatoria, ya que dependen de la memoria falsa que introdujimos. Es decir, los agentes ge-

neran expectativas de las posibles respuestas de sus competidores a la información externa,

independientemente de la calidad de la información extráıda del historial de mercado.
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Figura 3.9: Valores de At para N = 5001 agentes con memoria falsa M = 3, 5, 9, 15 y S = 2
estrategias. Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

Figura 3.10: Valores de At versus At−1 para N = 5001 agentes con memoria falsa M =
3, 5, 9, 15 y S = 2 estrategias. Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Figura 3.11: Valores del parámetro H para N = 101, 301, 501, 1001 agentes con memoria
falsa M = 1, . . . , 15 y S = 2 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de
tiempo cada uno.

Este es un resultado importante. Los agentes artificiales del JM son capaces de estable-

cer interacciones de mercado, aunque la información otorgada en el sistema es ajena a los

resultados reales del juego. El JM como modelo sencillo, es capaz de extraer la dinámica y la

complejidad de mercados reales. Pero como cualquier modelo, tiene sus limitaciones. Como

por ejemplo, no todos los mercados tienen como regla básica del comportamiento la regla

minoritaria; los agentes en algunas situaciones deciden no participar en el mercado, cosa que

no se tiene en cuenta en la versión básica del JM.

No obstante, los mercados artificiales como el JM nos pueden ayudar a estudiar la

dinámica y comportamiento de los mercados reales. No tenemos que suponer inversores con

inteligencia absoluta y racionalidad perfecta, sino que podemos capturar en reglas sencillas

el cómo actuaŕıan ante un evento o situación en particular. El algoritmo de las ECA se puede

extrapolar a otros mercados, solo tenemos que definir las funciones objetivo que tiene que
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cumplir nuestro agente en el mercado artificial.

Figura 3.12: Fracción de agentes congelados Φ para N = 101, 301, 501, 1001 agentes con
memoria falsa M = 1, . . . , 15 y S = 2 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000
pasos de tiempo cada uno.

En el siguiente caṕıtulo diseñaremos un mercado artificial construido a partir del JM.

Trataremos de replicar la dinámica de un mercado real haciendo énfasis en la formación

de las expectativas. Utilizaremos el algoritmo de las ECA que planteamos en el caṕıtulo

2 y realizaremos simulaciones computacionales para obtener resultados que nos permitan

analizar el comportamiento del mercado artificial.
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Caṕıtulo 4

Mercado artificial con ECAs.

En este caṕıtulo proponemos un diseño de mercado artificial basado en una estructura

similar al del Juego de la Minoŕıa (JM). Introduciremos el algoritmo de las Expectativas

Complejas Adaptativas (ECA) propuesto en el caṕıtulo 2 en el mercado artificial relati-

vamente “sofisticado”. Planteamos dos heterogeneidades para aproximar nuestro mercado

artificial a la dinámica de comportamiento de uno real.

La primera heterogeneidad subyace en el tamaño de la profundidad de memoria de

los agentes. En este mercado que los agentes tengan diferentes tamaños de memoria, es

decir, que la cantidad de los últimos resultados más recientes que recuerdan vaŕıa según la

capacidad cognitiva del agente. La segunda heterogeneidad es el algoritmo de las ECA en la

actualización de las estrategias. Recordemos que en el JM las estrategias son fijas y lo único

que cambia es la puntuación virtual entre una y otra estrategia en cada etapa temporal del

mercado. Para esto, los agentes son capaces de cambiar sus estrategias si no les dan buenos

resultados y mantienen las estrategias que hacen cumplir sus expectativas.

Además, agregamos cuatro parámetros. El primero se encargará de introducir ruido en

las decisiones de los agentes. El segundo será una perturbación para la valoración de sus

estrategias. El tercero es una medida de riqueza. Cada agente empezará el juego con una

cantidad de riqueza cero, la cual incrementara o disminuirá según sus expectativas sean
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acertadas. El cuarto es un parámetro de aprendizaje. También utilizamos un mecanismo de

formación de precios para observar como se construye la serie temporal del precio a través

de las expectativas de los agentes. Por último, realizamos simulaciones con memoria real y

“falsa” (o historia de mercado falsa) para observar la dinámica del mercado artificial.

4.1. Diseño del mercado artificial.

Tratamos de replicar la dinámica de un mercado financiero especulativo para poner a

prueba el algoritmo de las ECA en un mercado artificial. El objetivo es capturar la formación

de expectativas y el comportamiento de los agentes. El mercado artificial estará compuesto

por i = 1, . . . , N agentes. Por conveniencia, la escala temporal es discreta con t = 1, . . . , T ,

pero en algunos casos utilizaremos como fracción de tiempo entre una etapa y otra el valor

de t = 1/2 con el objetivo que quede claro que los resultados se obtienen después de una

decisión, sabiendo que existen procesos intermedios {t < t + 1/2 < t + 1}, no de forma

simultánea.

4.1.1. Los agentes.

Los agentes son chartistas. No se anclan en los valores fundamentales del resultado.

Los agentes tienen razonamiento inductivo y sus decisiones se basan en la mejor elección

que conocen. A diferencia del juego de la minoŕıa, cada agente i no tiene el mismo tamaño

de memoria. Proponemos como parámetro de “inteligencia” que cada agente cuente con su

propia profundidad (o longitud) de memoria de los últimos mi resultados recientes del juego.

Es decir, mi ∈ {1, 2, . . . , L} donde L es el tamaño máximo de profundidad de memoria para

los agentes1.

1Al inicio del mercado a todos los agentes se les asigna su tamaño de memoria de forma aleatoria con
iguales probabilidades. Ver las densidades de probabilidad de memoria utilizadas en las simulaciones compu-
tacionales C.1 y C.5.
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Acciones de los agentes.

Al igual que en el JM, en cada etapa t, cada agente i toma una decisión binaria bi(t) ∈

{−1, 1}, la cual representa las acciones de los agentes comprar (+1) vs. vender (-1). La

oferta agregada reescalada2 en la etapa t se obtiene al agregar las decisiones de los agentes

del mercado

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

bi(t− 1/2).

4.1.2. Información.

Cada agente i toma su decisión basándose en la información que tienen disponible.

La información es pública y corresponde al historial de resultados (la oferta) del mercado.

Todos los agentes tienen acceso a la misma información, pero recordemos que la longitud

de memoria mi es diferente, dado que cada agente posee capacidades cognitivas diferentes,

como explicamos en el caṕıtulo 2.

Es decir, que la profundidad histórica que recuerden los agentes es diferente para cada

uno de ellos en longitud de etapas anteriores, pero la información de la que está compuesta es

la misma. En cada etapa t los agentes obtienen los signos de la oferta reescalada para saber si

el grupo ganador (minoritario) fueron los compradores o vendedoresW (t+1/2) = −sign[A(t)]

Hi =

(
sign[A(t−mi)], . . . , sign[A(t− 1)]

)
∈ {−1, 1}mi .

2Para las simulaciones utilizaremos el factor de reescalamiento solo para la actualización de los puntos
de las estrategias. Por lo general utilizamos la oferta agregada sin reescalamiento en las simulaciones para
obtener la serie de tiempo de A(t) para observar con más facilidad la volatilidad de la serie.
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4.1.3. Estrategias.

En el JM una estrategia funciona como una tabla de búsqueda de posibles resultados.

Cada agente i tiene S estrategias fijas que convierten la información en una decisión. En

este sentido, las estrategias son una transformación de las expectativas de los agentes en una

acción. Las estrategias se definen al principio del juego de forma aleatoria.

Recordemos que el algoritmo de las ECA es de carácter evolutivo. Solo las expectativas

que obtienen buenos resultados sobreviven, mientras que las expectativas que no se cumplan

se cambian o modifican por otras que śı. En este sentido, las expectativas de los agentes

sufren un proceso de transformación para ser parte del proceso de toma de decisiones. En

este modelo las estrategias juegan un papel fundamental al ser el mecanismo de validación

de las expectativas de los agentes.

En otras palabras, cada agente i tiene S estrategias, las que denotamos como Sai donde

a = 1, . . . , S

Sai : {−1, 1}mi → {−1, 1}.

Al igual que en el JM, una estrategia Sai funciona como una tabla de búsqueda con

2mi entradas. Pero se diferencian con respecto al mercado artificial propuesto. Las tablas de

estrategias son diferentes dado que dependen de la memoria de los agentes, al tener diferentes

profundidades de memoria la tabla de estrategias Sai será de menor o mayor tamaño. Por

ejemplo, si el agente i tiene una memoria, mi = 2 la tabla Sai tendrá 4 entradas; mientras

que el agente j tiene una memoria, mj = 3 la tabla Saj tendrá 8 entradas.

Esta es una heterogeneidad importante que incluimos en el mercado artificial. Además,

Sai es dinámica, ya que en cada etapa de tiempo t los agentes que no obtengan operaciones

rentables modificaran sus estrategias, como lo describimos en el algoritmo de las ECAs. Cada

estrategia Sai define un mapeo de la información histórica según su memoria mi a una acción

de compra o venta recomendada.
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bi(t− 1/2) = Sai (Hi)

Recordemos que una buena estrategia es aquella que ha prescrito muchas decisiones

minoritarias, es decir, que haga cumplir las expectativas de los agentes de obtener ganancias

siendo compradores o vendedores al estar en el grupo minoritario

Sai (Hi) = W (t)

donde W (t) = −sign[A(t)].

4.1.4. Valoración de las estrategias.

Cada agente i otorga puntos virtuales ρia a cada una de sus estrategias Sai con el

objetivo de realizar un seguimiento de las mismas3. Como en el JM los agentes al actualizar

los puntos virtuales lo hacen para todas las estrategias sin importar si no hicieron uso de

ella en la etapa t. La estrategia que obtenga mejores resultados en una operación recibirá

una mejor puntuación que aquella que no esté funcionando.

ρia(t+ 1) = ρia(t)− ηA(t)Sai (Hi)

η es un factor de aprendizaje. Śı η = 0, entonces ρia(t + 1) = ρia(t). Esto implica que los

agentes no actualizan los puntajes de sus estrategias, ya que no existe aprendizaje alguno en

la etapa anterior. Por simplicidad y para tener un mayor control en la dinámica del mercado,

asumiremos que todos los agentes tienen la misma capacidad de aprendizaje, η = 1.

3La actualización de los puntos virtuales de las estrategias se hace en ĺınea. Es decir, que la evaluación de
los resultados de las estrategias se realizan después de cada paso de tiempo. También existe la actualización
por lotes que hace referencia a una evaluación después de un número determinado de pasos temporales.
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4.1.5. Selección y calibración de las estrategias.

En cada etapa t del mercado artificial, cada agente i seleccionará su mejor estrategia

(la que tenga puntos virtuales más altos) ai(t)

ai(t) = arg maxa∈1,...,S {ρia(t)}

Si la acción de la mejor estrategia a(t) de cada agente i no obtuviera buenos resultados,

tendrá que ser modificada o sustituida por una más verośımil. Una estrategia que los agentes

consideran que en la siguiente etapa del juego puede dar buenos resultados, como por ejemplo

ai(t+ 1/2) = −sign[A(t)]

Es decir, que en una fracción de tiempo entre la etapa t y t + 1 los agentes no solo

actualizan los puntos de sus estrategias, sino que también modifican la estrategia que usaron

y no les dio buenos resultados en pro de una que śı les funcione en un futuro inmediato.

En otras palabras, las acciones de la estrategia activa k-ésima que de buenos resultados,

es decir, que pronostique que el agente se encontrará en el grupo minoritario, como comprador

(o vendedor) se mantiene. De no ser este el caso, esas acciones en espećıfico se modificará

con una que śı podŕıa haber cumplido la expectativa, como se observa en la tabla 4.1.

Posible historia a(1)(t) a(2)(t) a(3)(t) a(4)(t) a(3)(t+ 1/2)
-1 -1 -1 -1 -1 -1 +1
-1 +1 -1 -1 -1 +1 +1
+1 -1 -1 -1 +1 +1 -1
+1 +1 -1 +1 +1 +1 -1

Tabla 4.1: Acciones de las estrategias a(1), a(2), a(3) y a(4) del agente i en la etapa t. Caso
sencillo con mi = 2, por lo que S = 4 suponiendo que el grupo minoritario fue −sign[A(t)] =
+1 para la posible cadena histórica {−1,−1}.
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4.1.6. Riqueza de los agentes.

Necesitamos un parámetro que nos permita realizar un seguimiento del rendimiento de

las expectativas de los agentes dentro del mercado artificial. Los puntos virtuales nos ayudan

en la dinámica de la selección y valoración de las estrategias, pero es un śımil a un sistema

de compensaciones como la dopamina o el cortisol en nuestro cerebro. Para esto proponemos

una medida de riqueza. Si las expectativas de cada agente i se cumplen al lograr estar en el

grupo minoritario, recibirá un pago (o una perdida) en cada paso de tiempo t.

ωi(t+ 1) = ωi(t)− 2bi(t)
A(t)

V (t) + bi(t)A(t)

donde V (t) =
∑N

i=1 |bi(t)| es el volumen de transacciones en cada paso de tiempo t. Dado que

tratamos de replicar con reglas sencillas la dinámica de un mercado real, tenemos que tener

en cuenta la disparidad de recursos que pueden llegar a tener los agentes. Consideramos que

todos los agentes al iniciar las simulaciones tendrán como riqueza inicial ωi(0) = 0 unidades

monetarias. Esto con el objetivo de observar como evoluciona el mercado y la riqueza de los

agentes.

Tenemos los ingredientes básicos para nuestro mercado artificial. A partir de las reglas

planteadas en las secciones (4.1.1)-(4.1.6) para el diseño del mercado artificial que propone-

mos, podemos obtener una aproximación de la dinámica de un mercado real con las siguientes

ecuaciones no lineales:

ρia(t+ 1) = ρia(t)− ηA(t)Sai (Hi) (4.1)

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

Sai(t)i (Hi) (4.2)

ai(t) = arg maxa∈1,...,S {ρia(t)} (4.3)
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ai(t+ 1/2) =

 ai(t) si ai(t) = −sign[A(t)]

−sign[A(t)]Sai(t)i si ai(t) ̸= −sign[A(t)]
(4.4)

ωi(t+ 1) = ωi(t)− 2ai(t)
A(t)

V (t) + ai(t)A(t)
. (4.5)

Recordemos que este tipo de modelos pueden ser sistemas grandes de dos formas: con

un número muy grande de agentes o un número muy grande de estrategias. Preferimos que el

número de agentes sea el determinante del tamaño del sistema, dado que no consideramos que

los agentes sean capaces de tener un número exagerado de estrategias. Esto iŕıa en contra

de la racionalidad de nuestros agentes y lo alejaŕıa de los mercados reales que queremos

replicar. De la misma forma que en el JM, planteamos la estructura del mercado artificial

con valores de N impar para el tamaño del sistema. Esto por dos motivos. Primero, para que

el sign[A(t)] siempre esté bien definido y aśı poder determinar el grupo minoritario; segundo,

no tenemos que establecer criterios de desempate.

Además, el parámetro de control α se tiene modificar, ya que los agentes tienen diferentes

tamaños de memoria en una misma etapa de tiempo t

αma =
1

M

M∑
k=1

2mk

N
(4.6)

el sub́ındice k = 1, 2, . . . , L va desde el tamaño de memoria más pequeño al más grande que

exista en el mercado artificial.

Al igual que en el JM (ver (3.10)), la fracción de agentes congelados en el estado esta-

cionario la denotamos por Φ:

Φ =
1

N

N∑
i=1

ĺım
T→∞

δT,[δai(t),ai(t−1)]. (4.7)

Por su parte, la previsibilidad obtenida mediante la probabilidad condicional W (t +
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1)|µ(t) del JM (ver la ecuación (3.7)) también se ve modificada porque los agentes tienen

diferentes tamaños de memoria

Hma =
1

K

K∑
k=1

1

2mk

2mk∑
ν=1

⟨W (t+ 1)|µ(t) = ν⟩2. (4.8)

4.1.7. Dinámica de la formación de precios del mercado artificial.

Como cualquier mercado en economı́a, los precios son importantes. Existen mercados

artificiales muy sofisticados, pero en nuestro caso nos interesa replicar la formación de los

precios de forma sencilla. Para la dinámica de formación de precios utilizamos el propuesto

por Marsili (2001, p. 95). En su trabajo propone que la demanda estará dada por

D(t) =
N + A(t)

2

mientras que la oferta

O(t) =
N − A(t)

2p(t− 1)
.

Esto nos lleva que el precio se determinará por

p(t) =
D(t)

O(t)
=
N + A(t)

N − A(t)
p(t− 1). (4.9)

Es fácil ver que si D(t) = O(t) entonces

p(t− 1) =
N − A(t)

N + A(t)

.

Además, utilizaremos el rendimiento logaŕıtmico del precio como en Giardina y Bou-

chaud (2003, p. 423)
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r(t) = log

[
p(t)

p(t− 1)

]
= log[p(t)]− log[p(t− 1)]. (4.10)

A continuación procedemos a realizar las simulaciones computacionales de acuerdo con

las reglas planteadas para el mercado artificial con memoria real.

4.1.8. Resultados obtenidos de las simulaciones computacionales

del mercado artificial.

Figura 4.1: Valores de A(t) (sin reescalar) para un mercado artificial compuesto de N =
5001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con
L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Lo primero que nos interesa mostrar son las series temporales de A(t). En la figura

4.1 podemos observar que la oferta (o excedente de demanda) A(t) del mercado artificial se

vuelve más volátil al aumentar el número de estrategias de los agentes. A medida que los

agentes adquieren más estrategias, tienen más opciones al momento de tomar una decisión.

Figura 4.2: Valores de A(t) (sin reescalar) para un mercado artificial compuesto de N =
5001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con
L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

Los agentes, al tener la capacidad de crear más estrategias, produce que el mercado tenga

una dinámica más rica en la formación de las expectativas. Recordemos que las estrategias

dependen de forma directa de la memoria. Esto lo podemos observar en la figura 4.2. Para

los valores de A(t) vs. A(t−1) observamos valores no tan dispersos para el mercado artificial

con S = 2 estrategias, mientras que con S = 7 existe una concentración menor alrededor del

cero, incluso alcanzando valores más altos.
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Figura 4.3: Volatilidad σ2/N para un mercado artificial compuesto deN = 101, 301, 501, 1001
agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L =
1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada
uno.

A diferencia de las simulaciones de la volatilidad del JM (ver figura 3.4), para nuestro

mercado artificial, toda la curva de volatilidad se encuentra en el régimen mejor que aleatorio

(debajo de la ĺınea azul) para diferentes tamaños del sistema. Para valores de memoria

muy pequeños la volatilidad es alta, mientras que para valores de memoria más grandes la

volatilidad disminuye como se observa en la figura 4.3. Además, debido a que los agentes

tienen diferentes tamaños de memoria en una misma etapa de tiempo t y actualizan sus

estrategias con el algoritmo de las ECA, las curvas no colapsan como en el JM, pero se

desplazan a la izquierda a medida que el tamaño del sistema aumenta.

Recordemos que los agentes congelados son aquellos que no cambian su estrategia activa

durante la dinámica del mercado. Demostramos que la fracción de agentes congelados Φ es
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susceptible al cambio de heterogeneidad de los tamaños de memoria para diferentes tamaños

del sistema. A diferencia del JM donde para valores pequeños de memoria no existen agentes

congelados y con valores de memoria más grandes los agentes se comienzan a congelar (ver

3.6). La figura 4.4 nos exhibe que en nuestro mercado artificial, los agentes con valores

pequeños de memoria se encuentran en su totalidad congelados, y se van descongelando a

medida que aumenta la profundidad de memoria.

Figura 4.4: Fracción de agentes congelados Φ para un mercado artificial compuesto de N =
101, 301, 501, 1001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria
diferente con L = 1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos
de tiempo cada uno.

Por su parte, el parámetro Hma que nos mide la previsibilidad en el sistema para valores

pequeños de memoria es Hma ̸= 0. Es lo contrario al comportamiento del JM (ver 3.5.

Lo que implica que este parámetro también es sensible a la heterogeneidad del tamaño de

memoria, como también a la actualización de las estrategias de los agentes. Este resultado
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es interesante, porque es contra intuitivo, como podemos ver en la figura 4.5. Pensaŕıamos

que a medida que el tamaño de memoria aumenta el mercado artificial se volviera más

predecible para los agentes, pero sucede todo lo contrario. El mercado se vuelve más complejo

e impredecible para los agentes. Esto tiene sentido como aproximación a un mercado real.

Figura 4.5: Previsibilidad Hma para un mercado artificial compuesto de N =
101, 301, 501, 1001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria
diferente con L = 1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos
de tiempo cada uno.

Otro punto importante es observar la riqueza de los agentes. La riqueza ωi(t) como

aproximación del cumplimiento de las expectativas tiene un comportamiento interesante.

La figura 4.6 nos muestra como la densidad de probabilidad vaŕıa para diferentes tamaños

de memoria. Es relevante hacer hincapié que a medida que aumenta la memoria, en los

diferentes agentes, son capaces de obtener mayores ganancias. Además, si los agentes tienen

más estrategias, son capaces de elevar aún más sus ganancias. A su vez, las perdidas también
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aumentan.

Esto nos sugiere que el mercado artificial es capaz de capturar la complejidad de un

mercado real. Los agentes con mayor memoria y más estrategias son capaces de explotar

mejor la información del mercado, produciendo expectativas de mejor calidad, lo que se

traduce en estrategias cada vez mejores.

Figura 4.6: Densidad de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial compuesto de N = 5001
agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L =
1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y derecho respectivamente. Las
simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

Por último, podemos ver que el mercado artificial nos permite replicar la dinámica

de la formación de precios de un mercado real a partir de la formación de expectativas

utilizando el algoritmo de las ECA. Cuando los agentes tienen más estrategias como margen

de maniobra hacen que el precio sea más volátil, alcanzando valores muy altos (ver figura
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4.28). Este comportamiento del precio es común en mercados especulativos muy volátiles

como en el mercado de criptomonedas. Esto puede ser indicio de la formación de burbujas

y una posterior crisis en el mercado. Los agentes con mayor profundidad de memoria y

más estrategias son capaces de explotar la información al máximo para obtener mayores

ganancias. Este es un comportamiento que podemos observar en los mercados reales cuando

hablamos de asimetŕıa de la información. En este caso los agentes no tienen información

asimétrica, ya que todos tienen acceso a la misma información, pero tienen más memoria y

por ende más estrategias. La heterogeneidad per se hace que el mercado artificial se comporte

como lo esperaŕıamos al introducir la idea de información asimétrica como condición inicial.

Figura 4.7: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
compuesto de N = 5001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de
memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y
derecho respectivamente. Se realizaron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada una.
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4.2. Mercado Artificial de las ECA con ruido de deci-

sión y perturbación en la valoración de estrategias.

Queremos que nuestro mercado artificial nos aproxime a la dinámica de un mercado

real. Tenemos dos heterogeneidades (tamaño de memoria diferente y algoritmo de las ECA)

que nos han permitido obtener una dinámica muy rica a diferencia del JM. Introducimos,

como ruido de decisión, Ar(t) ∈ R el cual cumple la función de contener perturbaciones de

externas del mercado. Esta puede interpretarse como noticias que puedan influir en la toma

decisiones de los agentes, comportamiento de otros mercados con activos similares, una nueva

poĺıtica económica o alguna información ajena al mercado en el que se está operando.

Recordemos que en el algoritmo de las ECA introducimos la idea de información endóge-

na y exógena. La endógena se encuentra en la cadena histórica

Hi = (sign[A(t−mi)], . . . , sign[A(t− 1)])

que es la que se produce por la propia dinámica del sistema. Además, mencionamos que la

información puede tener un grado de calidad.

Por otra parte, necesitamos incluir algo que refleje este ruido y perturbe como los agentes

asignan los puntos virtuales de sus estrategias. Para este cometido introducimos el parámetro

θi(t) ∈ R. Este es un parámetro que juega el papel de sobrevaloración o infravaloración de una

estrategia, haciendo que las expectativas que forman con la información disponible tengan

un grado de creencia y especulación.

Al introducir estos dos parámetros se modifican las ecuaciones (4.1) y (4.2), por lo que

ahora tenemos

ρia(t+ 1) = ρia(t) + θi(t)− ηA(t)Sai (Hi) (4.11)
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A(t) =
1√
N

N∑
i=1

Sai(t)i (Hi) + Ar(t) (4.12)

donde Ar(t) =
β(t)√
N

∑N
i=1 ai(t). Los parámetros β ∈ (−1, 1) y θi ∈ (−1, 1) son números

aleatorios. Las otras ecuaciones planteadas en la sección anterior se mantienen iguales, ya

que estas forman parte de ellas y se verán afectadas de forma indirecta.

A continuación procedemos a realizar las simulaciones computacionales de acuerdo con

las reglas planteadas para el mercado artificial con memoria real con ruido y perturbación.
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4.2.1. Resultados obtenidos de las simulaciones computacionales

del mercado artificial con ruido de decisión y perturbación

en la valoración de estrategias.

Figura 4.8: Valores de A(t) para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes con memoria
real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7
estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Las simulaciones se corrieron
10000 pasos de tiempo.

Al introducir el ruido de decisión Ar(t) y la perturbación de la valoración de las es-

trategias, θi(t) obtenemos que la serie de tiempo para la oferta (o excedente de demanda)

A(t) después de un número de pasos es cero (ver 4.9). Con un número de S = 2 estrate-

gias se alcanza lo que consideramos un empate en el JM en menos pasos de tiempo que

con S = 7 estrategias. Esto sucede por el ruido de decisión Ar(t). En algún punto de la
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dinámica del mercado artificial Ar(t) hace que no haya un grupo minoritario, haciendo que

el comportamiento de los agentes nos lleve a este resultado.

Figura 4.9: Valores de A(t) para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes con memoria
real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7
estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Las simulaciones se corrieron
10000 pasos de tiempo.

Al igual que los resultados del mercado artificial sin ruido ni perturbación, se produce

una dinámica más rica en la formación de las expectativas. Recordemos que las estrategias

dependen de forma directa de la memoria. Esto lo podemos observar en la figura 4.9. Para

los valores de A(t) vs A(t− 1) observamos valores no tan dispersos para el mercado artificial

con S = 2 estrategias, mientras que con S = 7 existe una concentración menor alrededor del

cero, incluso alcanzando valores más altos. De igual forma, después de un número de pasos

de tiempo, los valores de A(t) = 0.
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Figura 4.10: Volatilidad σ2/N para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 101, 301, 501, 1001 agentes
con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7; y
S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.

De la misma forma que en las simulaciones de la volatilidad del el mercado artificial sin

ruido ni perturbación (ver figura 4.3), para nuestro mercado artificial con ruido y perturba-

ción, toda la curva de volatilidad se encuentra en el régimen mejor que aleatorio (debajo de

la ĺınea azul) para diferentes tamaños del sistema. Para valores de memoria muy pequeños

la volatilidad es alta, mientras que para valores de memoria más grandes la volatilidad dis-

minuye como se observa en la figura 4.10. Además, debido a que los agentes tienen diferentes

tamaños de memoria en una misma etapa de tiempo t y actualizan sus estrategias con el al-

goritmo de las ECA, las curvas no colapsan como en el JM (ver figura 3.4), pero se desplazan

a la izquierda a medida que el tamaño del sistema aumenta.
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Figura 4.11: Fracción de agentes congelados Φ para un mercado artificial con ruido de de-
cisión Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N =
101, 301, 501, 1001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria
diferente con L = 1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos
de tiempo cada uno.

El comportamiento de la curva de agentes congelados es similar a la del mercado artificial

sin ruido ni perturbación (ver figura 4.4). De igual forma, se demuestra que la fracción de

agentes congelados Φ es susceptible al cambio de heterogeneidad de los tamaños de memoria

para diferentes tamaños del sistema, incluso existiendo el ruido y la perturbación. A diferencia

del JM donde para valores pequeños de memoria no existen agentes congelados y con valores

de memoria más grandes los agentes se comienzan a congelar (ver 3.6). La figura 4.11 nos

exhibe que en nuestro mercado artificial, a pesar del ruido de decisión y la perturbación de

la valoración de estrategias, los agentes con valores pequeños de memoria se encuentran en

su totalidad congelados, y se van descongelando a medida que aumenta la profundidad de

memoria.
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Figura 4.12: Previsibilidad Hma para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y
perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 101, 301, 501, 1001
agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L =
1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada
uno.

El parámetro Hma que nos mide la previsibilidad en el sistema para valores pequeños

de memoria es Hma ̸= 0. Es lo contrario al comportamiento del JM (ver 3.5. Es similar al

comportamiento del mercado artificial sin ruido ni perturbación (ver figura 4.5). Es decir, que

este parámetro es sensible a la heterogeneidad del tamaño de memoria, como también a la

actualización de las estrategias de los agentes. De igual forma, este resultado es interesante,

porque es contra intuitivo, como podemos ver en la figura 4.12. Pensaŕıamos que a medida

que el tamaño de memoria aumenta el mercado artificial se volviera más predecible para los

agentes, pero sucede todo lo contrario. El mercado se vuelve más complejo e impredecible

para los agentes. Esto tiene sentido como aproximación a un mercado real.
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Figura 4.13: Densidad de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial con ruido de decisión
Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes
con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7;
S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Las simulaciones
se corrieron 10000 pasos de tiempo.

La riqueza ωi(t) como aproximación del cumplimiento de las expectativas tiene un com-

portamiento similar al del mercado sin ruido (ver figura 4.6). La figura 4.13 nos muestra

como la densidad de probabilidad vaŕıa para diferentes tamaños de memoria. Es relevante

hacer hincapié que a medida que aumenta la memoria, en los diferentes agentes, son capaces

de obtener mayores ganancias. Además, si los agentes tienen más estrategias, son capaces de

elevar aún más sus ganancias. A su vez, las perdidas también aumentan.

Esto nos sugiere que el mercado artificial con ruido de decisión y perturbación de la

valoración capturara la complejidad de un mercado real y nos aproxima a una dinámica de
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comportamiento similar. De igual forma que en el mercado sin ruido ni perturbación, los

agentes con mayor memoria y más estrategias son capaces de explotar mejor la información

del mercado, produciendo expectativas de mejor calidad, lo que se traduce en estrategias

cada vez mejores.

Figura 4.14: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
con ruido de decisión Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto
de N = 5001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente
con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y derecho respectivamente.
Se realizaron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.

También podemos replicar la dinámica de la formación de precios de un mercado real

a partir de la formación de expectativas utilizando el algoritmo de las ECA. De igual forma

que el mercado artificial sin ruido ni perturbación, cuando los agentes tienen más estrategias

como margen de maniobra hacen que el precio sea más volátil, alcanzando valores muy

altos (ver figura 4.28). Como mencionamos anteriormente, este comportamiento es común
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en mercados especulativos muy volátiles. Lo interesante es que el precio no alcanza valores

tan altos como en el mercado sin ruido ni perturbación. Este resultado es interesante porque

puede explicar desde la formación de expectativas como el precio se puede ver afectado por

información exógena. Puede ser que el ruido de decisión y la perturbación de valoración de

estrategias jueguen el papel de un mecanismo que desacelere el crecimiento del precio y el

rendimiento del mismo.

4.3. Mercado Artificial con memoria “falsa”.

Para introducir la memoria falsa (o historia falsa)4 modificaremos las ecuaciones del

diseño de nuestro mercado artificial (4.1) - (4.5). En lugar de utilizar los resultados históricos

del mercadoHi = (sign[A(t−mi)], . . . , sign[A(t−1)]), le proporcionaremos a nuestros agentes

en cada etapa t el sign[A(t)] ∈ {−1, 1} de un resultado aleatorio A(t) para que se conforme

el historial de resultados como en el mercado artificial con memoria real. Recordemos que

cada agente tiene una longitud de memoria diferente, por lo que la memoria mi se definen

al inicio del mercado de forma aleatoria. Además, tenemos que tener en cuenta que el valor

de memoria más larga se utilizara para generar el historial de mercado falso.

Utilizaremos un proceso estocástico markoviano como en el JM para este apartado.

Definimos p = 2M con P = αamN y µ(t) son números aleatorios generados de forma in-

dependiente con probabilidades iguales. Las tablas de búsqueda se redefinen como Sai =

(ςai1), . . . , ς
a
iP ) ∈ {−1,+1}P . De la misma forma que con memoria real el parámetro η nos

dice si los agentes están aprendiendo y actualizando los puntos virtuales de sus estrategias.

Asumimos un valor de η = 1 para el parámetro de aprendizaje de todos los agentes como en

el mercado artificial de memoria real de la sección anterior.

Por lo tanto, podemos redefinir las ecuaciones del mercado artificial con memoria real

planteado anteriormente. Al modificar las ecuaciones que tienen que utilizar la historia (4.1)

4Yeung y Zhang (2008, p. 3) también los llama juegos exógenos. Argumenta que son aquellos que utilizan
señales de información aleatoria en la toma de decisiones de los agentes en la etapa siguiente.
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y (4.2) tendŕıamos

ρia(t+ 1) = ρia(t)− ηA(t)Saµ(t)i (Hi) (4.13)

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

Sai(t)µ(t)i (Hi) (4.14)

ai(t) = arg maxa∈1,...,S {ρia(t)} (4.15)

ai(t+ 1/2) =

 ai(t) si ai(t) = −sign[A(t)]

−sign[A(t)]Sai(t)i si ai(t) ̸= −sign[A(t)]
(4.16)

ωi(t+ 1) = ωi(t)− 2ai(t)
A(t)

V (t) + ai(t)A(t)
. (4.17)

A continuación procedemos a realizar las simulaciones computacionales de acuerdo con

las reglas planteadas para el mercado artificial con memoria falsa.
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4.3.1. Resultados obtenidos de las simulaciones computacionales

del mercado artificial con memoria “falsa”.

Figura 4.15: Valores de A(t) (sin reescalar) para un mercado artificial compuesto de N =
5001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con
L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

Al realizar las simulaciones del mercado artificial con memoria “falsa” lo primero que

obtenemos son las series temporales de A(t). En la figura 4.15 podemos observar que la oferta

(o excedente de demanda) A(t) del mercado artificial se vuelve más volátil al aumentar el

número de estrategias de los agentes. A medida que los agentes adquieren más estrategias,

tienen más opciones de incurrir en perdidas mayores a diferencia que el mercado artificial

con memoria real (ver figura 4.1).
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Figura 4.16: Valores de A(t) (sin reescalar) para un mercado artificial compuesto de N =
5001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con
L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.

En este mercado artificial, los agentes, al tener la capacidad de crear más estrategias,

incluso teniendo un historial falso de resultados, produce que el mercado tenga una dinámica

rica en la formación de las expectativas. La memoria “falsa” (o historia falsa) no es un

limitante para que los agentes actualicen sus estrategias a medida que el mercado evoluciona

con el tiempo. No nos olvidemos que las estrategias dependen de forma directa del tamaño

de memoria de nuestros agentes. Esto lo podemos observar en la figura 4.16. Para los valores

de A(t) vs A(t− 1) observamos valores no tan dispersos para el mercado artificial con S = 2

estrategias, mientras que con S = 7 existe una concentración menor alrededor del cero,

incluso alcanzando valores más altos para valores negativos de la oferta A(t).
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Figura 4.17: Volatilidad σ2/N para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 101, 301, 501, 1001 agentes
con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7;
y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.

A diferencia de las simulaciones de la volatilidad del JM con memoria falsa (ver figura

3.8) y al igual que para nuestro mercado artificial con memoria real 4.3, toda la curva de

volatilidad se encuentra en el régimen mejor que aleatorio (debajo de la ĺınea azul) para

diferentes tamaños del sistema. Para valores de memoria muy pequeños, la volatilidad es

alta, pero el primer valor es más bajo que en el mercado artificial de memoria real, mientras

que para valores de memoria más grandes la volatilidad disminuye, como se observa en la

figura 4.17. Además, debido a que los agentes tienen diferentes tamaños de memoria en una

misma etapa de tiempo t y actualizan sus estrategias con el algoritmo de las ECAs, las curvas

no colapsan como en el JM, pero se desplazan a la izquierda a medida que el tamaño del

sistema aumenta.
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Figura 4.18: Fracción de agentes congelados Φ para un mercado artificial compuesto de N =
101, 301, 501, 1001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria
diferente con L = 1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos
de tiempo cada uno.

Por su parte, la fracción de agentes congelados Φ es susceptible al cambio de hetero-

geneidad de los tamaños de memoria para diferentes tamaños del sistema. A diferencia del

mercado artificial con memoria real donde para valores pequeños de memoria los agentes se

encuentran congelados y con valores de memoria más grandes los agentes se comienzan a

descongelar (ver 4.4). La figura 4.18 nos exhibe que en nuestro mercado artificial con memo-

ria falsa, los agentes con valores pequeños de memoria, una fracción de ellos, se encuentran

congelados, luego disminuye de forma precipitada esta fracción y se van congelando a medida

que aumenta la profundidad de memoria. Esto puede ser producto de la información aleato-

ria µ(t). Los agentes se aferran a estrategias que les dieron resultados dada la aleatoriedad

que existe en el sistema.
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Figura 4.19: Previsibilidad Hma para un mercado artificial compuesto de N =
101, 301, 501, 1001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memo-
ria diferente con L = 1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000
pasos de tiempo cada uno.

El comportamiento del parámetro Hma que nos mide la previsibilidad en el sistema

para valores pequeños de memoria es Hma ̸= 0. Es lo contrario al comportamiento del JM

con memoria falsa (ver 3.11). Lo que implica que este parámetro también es sensible a la

heterogeneidad del tamaño de memoria y al historial falso proporcionado a los agentes. Al

igual que el mercado artificial con memoria real (ver figura 4.5), también a la actualización

de las estrategias de los agentes. Este resultado es interesante, porque es contra intuitivo,

como podemos ver en la figura 4.19. Pensaŕıamos que a medida que el tamaño de memoria

aumenta el mercado artificial se volviera más predecible para los agentes, pero sucede todo lo

contrario. El mercado se vuelve más complejo e impredecible para los agentes. Con memoria

falsa, la previsibilidad alcanza valores inferiores (aunque tiene un pico) que en el mercado
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artificial con memoria real.

Figura 4.20:

La riqueza ωi(t) con memoria falsa alcanza valores más altos con memoria falsa que con

memoria real (ver figura 4.6). La figura 4.20 nos muestra como la densidad de probabilidad

vaŕıa para diferentes tamaños de memoria en nuestro mercado artificial con memoria falsa.

A medida que aumenta la memoria, como en los casos anteriores, los diferentes agentes son

capaces de obtener mayores ganancias. Además, si los agentes tienen más estrategias, son

capaces de elevar aún más sus ganancias. A su vez, los agentes que no lograron cumplir sus

expectativas al estar en el grupo minoritario tienen mayores perdidas.
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Figura 4.21: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
compuesto de N = 5001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de
memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y
derecho respectivamente. Se realizaron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada una.

Al replicar la dinámica de la formación de precios de un mercado real a partir de la

formación de expectativas utilizando el algoritmo de las ECA, sucede algo que no sucedió

en el mercado artificial con memoria real (ver figura 4.7). Cuando los agentes tienen más

estrategias hacen que el precio sea más volátil. Eso hace que se alcancen valores muy altos

(ver figura 4.21), obteniendo resultados de las simulaciones como valores infinitos y ya no

los grafica. Como mencionamos anteriormente, este comportamiento es común en mercados

especulativos muy volátiles. Habŕıa que revisar que está sucediendo dado que el mercado

artificial se vuelve muy volátil con memoria falsa a diferencia del mercado con memoria real.
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4.4. Mercado Artificial con memoria “falsa”, ruido de

decisión y perturbaciones en la valoración de las

estrategias.

De la misma forma que con la memoria real (o historia verdadera), introducimos el ruido

de decisión Ar(t) ∈ R y la perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) ∈ R. Solo

que ahora con memoria falsa (o historia falsa) con el objetivo de comparar si los agentes

del mercado artificial son capaces de aprender del comportamiento de los otros agentes del

sistema y generar expectativas a pesar de que exista el ruido y la perturbación con un

historial falso de resultados.

Como lo vimos en el mercado con memoria real, agregar el ruido y la perturbación

modifica las ecuaciones (4.13) y (4.14) que planteamos en el diseño de mercado artificial con

memoria falsa, por lo que ahora tenemos

ρia(t+ 1) = ρia(t) + θi(t)− ηA(t)Saµ(t)i (Hi) (4.18)

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

Sai(t)µ(t)i (Hi) + Ar(t) (4.19)

donde Ar(t) = β(t)√
N

∑N
i=1 ai(t). Los parámetros β ∈ (−1, 1) y θi ∈ (−1, 1) son números

aleatorios. Las otras ecuaciones planteadas para el mercado artificial con memoria falsa

(sección anterior) se mantienen iguales, ya que se verán afectadas de forma indirecta.

A continuación procedemos a realizar las simulaciones computacionales de acuerdo con

las reglas planteadas para el mercado artificial con memoria falsa con ruido y perturbación.
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4.4.1. Resultados obtenidos de las simulaciones computacionales

del mercado artificial con memoria “falsa”, ruido de deci-

sión y perturbación en la valoración de estrategias.

Figura 4.22: Valores de A(t) para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes con memoria
falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7
estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Se realizaron 100 experimentos
de 10000 pasos de tiempo cada uno.

El mercado artificial con memoria falsa con ruido de decisión Ar(t) y perturbación de

la valoración de las estrategias, θi(t) obtenemos que la serie de tiempo para la oferta (o

excedente de demanda) A(t) después de un número de pasos es cero, como se muestra en la

figura 4.23. Resultado similar al que obtuvimos con el mercado de memoria real con ruido

y perturbación (ver figura 4.9). Con un número de S = 2 estrategias se alcanza lo que
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consideramos un empate en el JM en menos pasos de tiempo que con S = 7 estrategias. Esto

sucede por el ruido de decisión Ar(t). En algún punto de la dinámica del mercado artificial con

memoria falsa, el ruido de decisión Ar(t) hace que no haya un grupo minoritario, produciendo

que el comportamiento de los agentes nos lleve a este resultado.

Figura 4.23: Valores de A(t) para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes con memoria
falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7
estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Se realizaron 100 experimentos
de 10000 pasos de tiempo cada uno.

Los resultados del mercado artificial con memoria falsa con ruido perturbación también

produce una dinámica rica en la formación de las expectativas. Las estrategias, al depender de

forma directa de la memoria, el proceso de formación de expectativas se vuelve más complejo.

Podemos observar en la figura 4.23, para valores de A(t) vs A(t− 1) observamos que no hay

tanta dispersión para el mercado artificial con memoria falsa con ruido y perturbación para
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S = 2 estrategias, mientras que con S = 7 existe una concentración menor alrededor del

cero, incluso alcanzando valores más altos. De igual forma, después de un número de pasos

de tiempo, los valores de A(t) = 0 como lo vimos en el caso de memoria real con ruido y

perturbación (ver figura 4.9).

Figura 4.24: Volatilidad σ2/N para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y pertur-
bación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 101, 301, 501, 1001 agentes
con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7;
y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.

Los resultados de las simulaciones de la volatilidad del mercado artificial con memoria

falsa con ruido y perturbación son similares a su śımil con memoria real (ver figura 4.10). Toda

la curva de volatilidad se encuentra en el régimen mejor que aleatorio (debajo de la ĺınea azul)

para diferentes tamaños del sistema. Para valores de memoria muy pequeños la volatilidad

es alta, mientras que para valores de memoria más grandes la volatilidad disminuye como

se observa en la figura 4.24. Además, debido a que los agentes tienen diferentes tamaños de
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memoria en una misma etapa de tiempo t y actualizan sus estrategias con el algoritmo de

las ECAs, las curvas no colapsan como en el JM con memoria falsa (ver figura 3.8), pero se

desplazan a la izquierda a medida que el tamaño del sistema aumenta.

Figura 4.25: Fracción de agentes congelados Φ para un mercado artificial con ruido de de-
cisión Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N =
101, 301, 501, 1001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria
diferente con L = 1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos
de tiempo cada uno.

El comportamiento de la curva de agentes congelados es similar a la del mercado artificial

sin ruido ni perturbación (ver figura 4.18) solo que con valores más altos. De igual forma, se

demuestra que la fracción de agentes congelados Φ es susceptible al cambio de heterogeneidad

de los tamaños de memoria para diferentes tamaños del sistema, incluso existiendo el ruido

y la perturbación. A diferencia del JM con memoria falsa, donde para valores pequeños de

memoria no existen agentes congelados y con valores de memoria más grandes los agentes se

comienzan a congelar (ver 3.12). La figura 4.25 nos exhibe que en nuestro mercado artificial
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con memoria falsa con ruido de decisión y perturbación de la valoración de estrategias, los

agentes con valores pequeños de memoria se encuentran parcialmente congelados, y se van

congelando a medida que aumenta la profundidad de memoria.

Figura 4.26: Previsibilidad Hma para un mercado artificial con ruido de decisión Ar(t) y
perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 101, 301, 501, 1001
agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L =
1, . . . , 7; y S = 5 estrategias. Se hicieron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada
uno.

El parámetro Hma que nos mide la previsibilidad en el sistema para valores pequeños

de memoria es Hma ̸= 0. Es lo contrario al comportamiento del JM (ver 3.11. Es similar al

comportamiento del mercado artificial con memoria falsa sin ruido ni perturbación (ver figura

4.19) pero alcanzando valores más pequeños aún. Este parámetro muestra sensibilidad a la

heterogeneidad del tamaño de memoria, como también a la actualización de las estrategias

de los agentes del algoritmo de las ECAs. Este sigue siendo un resultado interesante, porque,
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como mencionamos en el caso de memoria real con ruido y perturbación, es contra intuitivo.

Podemos observar en la figura 4.26 que a medida que el tamaño de memoria aumenta, el

mercado artificial con memoria falsa con ruido y perturbación se vuelve menos predecible

para los agentes. Como hab́ıamos mencionado con anterioridad, el mercado se vuelve más

complejo e impredecible para los agentes.

Figura 4.27: Densidad de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial con ruido de decisión
Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes
con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente con L = 1, . . . , 7;
S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Se realizaron
100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.

La riqueza ωi(t) como aproximación del cumplimiento de las expectativas tiene un com-

portamiento similar al del mercado artificial con memoria falsa sin ruido ni perturbación

(ver figura 4.20). En la figura 4.27 podemos ver como la densidad de probabilidad vaŕıa

para diferentes tamaños de memoria. A medida que aumenta la memoria, en los diferentes
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agentes, pueden obtener mayores ganancias. Además, si los agentes tienen más estrategias,

son capaces de elevar aún más sus ganancias. A su vez, las perdidas también aumentan. Es

interesante observar que la densidad de probabilidad de la riqueza es mayor que en el mer-

cado artificial con memoria falsa sin ruido ni perturbación. Los agentes con mayor memoria

y más estrategias son capaces de explotar mejor la información del mercado, produciendo

expectativas de mejor calidad, lo que se traduce en estrategias cada vez mejores como ya lo

hab́ıamos anticipado en los casos anteriores.

Figura 4.28: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
con ruido de decisión Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto
deN = 5001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente
con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y derecho respectivamente.
Se realizaron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada una.

Por último, podemos replicar la dinámica de la formación de precios de un mercado real

a partir de la formación de expectativas utilizando el algoritmo de las ECA. A diferencia
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del mercado artificial con memoria falsa sin ruido ni perturbación, los precios śı se pueden

obtener y ya no nos arroja resultados de valores infinitos. Cuando los agentes tienen más

estrategias y memoria hacen que el precio sea más volátil, alcanzando valores muy altos

(ver figura 4.28). Este comportamiento es común en mercados especulativos muy volátiles,

como ya lo hab́ıamos anticipado en las simulaciones anteriores de la formación de precios.

Lo interesante es que el precio no alcanza valores tan altos como en el mercado sin ruido ni

perturbación.

Este resultado es interesante porque puede explicar desde la formación de expectativas

y como el precio se puede ver afectado por información exógena. Puede ser que el ruido de

decisión y la perturbación de valoración de estrategias jueguen el papel de un mecanismo

que desacelere el crecimiento del precio y el rendimiento del mismo. Esto a pesar de que los

agentes están utilizando un historial falso de resultados para su formación de expectativas y

posterior toma de decisiones.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

5.1. Resumen y conclusiones.

A lo largo de este trabajo de investigación se revisó literatura especializada que nos

permitió revisar el estado actual de las expectativas como ĺınea de investigación. Observamos

que en la mayoŕıa de vertientes teóricas verificadas en el caṕıtulo 1, las expectativas son parte

de las condiciones iniciales de los modelos teóricos y emṕıricos en economı́a y finanzas. No

se estudiaba la formación de expectativas, sino que a través de la formación de precios y el

cumplimiento de pronósticos se supońıa que exist́ıa un proceso de toma de decisiones que

inclúıa de alguna forma a las expectativas. Los mercados artificiales con la ayuda del diseño

de mecanismos y la modelación basada en agentes son una herramienta poderosa que nos

permite estudiar el proceso de formación de expectativas.

El algoritmo de las Expectativas Complejas Adaptativas (ECA) que se planteó en el

caṕıtulo 2, es un ejemplo sencillo que con reglas simples de comportamiento no tenemos que

realizar suposiciones muy fuertes o elaboradas en nuestros modelos. No estamos en contra

de los supuestos o hipótesis en los modelos económicos, pero si podemos ayudarnos al evitar

el reduccionismo codicioso, es de vital importancia plantear más modelos algoŕıtmicos. Las

matemáticas y la computación como herramientas nos ayudan a este cometido. Al modelar

122



un mercado financiero como un sistema de retroalimentación de expectativas, entendemos

que las decisiones económicas son producto de ficciones y/o conjeturas que los agentes tienen

del sistema en el que participan. Las expectativas son el resultado de un proceso individual

y social a la vez. Son ciclos anidados de adaptación que dependen de una estructura y

respetan la jerarqúıa de los diferentes niveles de organización del sistema. Traducir esto a

un algoritmo nos evita plantear supuestos como la competencia perfecta, asimetŕıa de la

información, racionalidad completa y agentes homogéneos.

Como en cualquier proceso de toma de decisiones, el futuro tiene un componente de

aleatoriedad y aunque parezca contra intuitivo, los agentes elaboran sus expectativas y lo

construyen basándose en referencias sociales, conocimiento, experiencia e información. Acep-

tar la incertidumbre como parte del proceso es importante para nuestra investigación. Es

por esto que introdujimos un modelo básico que nos permita capturarla.

Revisamos uno de los modelos basados en agentes más interesantes dentro de la literatura

de la teoŕıa de juegos evolutiva. El Juego de la Minoŕıa con una regla muy simple: estar

en minoŕıa plantea una discusión complicada para los modelos económicos tradicionales al

plantear una dinámica con agentes heterogéneos. Es un modelo multiagente sencillo donde

la adaptación juega un rol fundamental, nos ayuda a replicar complejas dinámicas sociales

con una regla simple como lo es la regla minoritaria. Revisamos su estructura elemental y su

fenomenoloǵıa como lo hace Coolen (2005). También verificamos su parte anaĺıtica, la cual

se encuentra en el apéndice de este trabajo. Esto con el objetivo de poder plantear lo que

denominamos un mercado artificial y poner a prueba el algoritmo de las ECA.

El mercado artificial planteado en el caṕıtulo 4 demostró que podemos estudiar el proce-

so de formación de expectativas por medio de un modelo algoŕıtmico. Diseñamos un mercado

artificial un poco más sofisticado que el JM básico. Se incluyeron dos heterogeneidades signi-

ficativas en el modelo. La primera hace referencia a las capacidades cognitivas de los agentes

al otorgarles diferentes tamaños de memoria {mi}. La segunda es la inclusión del algoritmo

de las ECA en la actualización de las estrategias como parte del proceso de calibración de

las expectativas de los agentes. Este planteamiento hace que sea diferente del Juego de la
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Minoŕıa, dado que los agentes tienen un mismo tamaño de memoria y las estrategias están

fijas durante toda la dinámica del juego. Además, se introdujeron dos parámetros. El pri-

mero es un ruido de decisión Ar(t) que contiene las perturbaciones ajenas al mercado como

información exógena. El segundo es una perturbación en la valoración de las estrategias, θi(t)

el cual cumple la función de infravalorar o sobrevalorar, de acuerdo a sus expectativas, la

puntuación virtual que los agentes asignan en cada tiempo t a las estrategias para operar

en el mercado artificial. Además, planteamos un parámetro de riqueza ωi(t) para medir la

efectividad de las expectativas de los agentes.

Al igual que en el Juego de la Minoŕıa, se realizaron experimentos computacionales tanto

con memoria real (o historia real de mercado) como con memoria “falsa” (historia falsa de

mercado o aleatoria). Se demostró con las simulaciones computacionales que el mercado

artificial es sensible a la heterogeneidad de profundidades de memoria como al algoritmo

de las ECA. Todos los agentes, a pesar de que teńıan diferentes profundidades de memoria

que iban de 1 hasta 7 últimos resultados del mercado artificial, les otorgamos la misma

tasa de aprendizaje η = 1. No consideramos profundidades de memoria más altas, porque

tratamos que la dinámica del mercado artificial se asemeje lo más posible al comportamiento

de agentes de un mercado real. Lo mismo para el número de estrategias, utilizamos para las

simulaciones de una sola ejecución de 10000 pasos temporales S = 2 y S = 7 estrategias,

y para los experimentos S = 5 estrategias. Recordemos que los agentes tienen racionalidad

limitada e inductiva, lo que no tendŕıa caso valores de memoria o estrategias exagerados.

A continuación exponemos algunos de los resultados obtenidos que consideramos im-

portantes del diseño del mercado artificial propuesto y la aplicación del algoritmo de las

ECA.

Obtuvimos las series temporales de la oferta agregada A(t) las cuales muestran mayor

volatilidad cuando a los agentes se les permite tener un mayor número de estrategias. Incluso

en los mercados artificiales con ruido y perturbación, aunque en estos mercados los resultados

demostraron que los agentes pueden llegar a empates. Asumimos que esto es gracias al ruido

Ar que produce después de un número de pasos de tiempo que la oferta agregada sea A(t) = 0,
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es decir, que el grupo minoritario como el mayoritario son iguales, dando como resultado que

no haya excedente de demanda.

La volatilidad del mercado artificial σ2 al analizarla con respecto al parámetro de con-

trol αma en todas las simulaciones resulto estar en la fase mejor que si los agentes estuvieran

tomando decisiones de forma aleatoria, es decir, por debajo de σ2/N = 1. Además, a menores

profundidades de memoria la volatilidad es más alta, mientras que a mayores valores de pro-

fundidad de memoria la volatilidad del mercado artificial disminuye. Otro punto interesante

es que las curvas de la volatilidad para diferentes tamaños del sistema no colapsan entre śı,

como en el Juego de la Minoŕıa. Esto puede ser gracias a que los agentes tienen diferentes

tamaños de memoria en el mercado artificial y que además son capaces de modificar las

estrategias que no les están dando buenos resultados en pro de posibles mejores estrategias.

En otras palabras, las expectativas de los agentes que no se cumplan serán cambiadas por

nuevas expectativas, y las expectativas que están cumpliéndose se mantienen.

La fracción de agentes congelados Φ que nos dice la fracción de agentes que se aferran

a una estrategia en particular durante la dinámica del mercado artificial, tuvo dos tipos de

comportamiento diferentes. Con memoria real, la fracción de agentes congelados para valores

de profundidades de memoria pequeños fue casi el 100% y a medida que la profundidad de

memoria aumentaba, los agentes se iban descongelando, es decir, iban cambiando su estra-

tegia activa. Mientras que con memoria falsa suced́ıa casi lo contrario, con profundidades

de memoria muy pequeñas, una gran fracción de agentes se encontraba congelados, luego

esta fracción cáıa bruscamente para luego aumentar a medida que la profundidad de me-

moria aumentaba. Esto puede ser resultado que con memoria real los agentes aprend́ıan del

comportamiento de los otros agentes y a medida que teńıan más memoria aumentaban las

entradas de las estrategias, haciendo que tengan más opciones al enfrentarse a un proceso

de decisión. Pero con memoria falsa, los agentes al recibir valores aleatorios como resultados

del juego se aferraran a estrategias que consideraban que eran las mejores para ese tipo de

información.

La previsibilidad Hma nos da medidas de la información de la serie temporal A(t) dispo-
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nible para los agentes que participan en el mercado artificial. Las curvas son muy diferentes

a las obtenidas con el Juego de la Minoŕıa, en este para valores pequeños de memoria la

previsibilidad es cero, y aumenta a medida que la memoria aumenta. Para nuestro mercado

artificial suced́ıa lo contrario, para valores pequeños de profundidad de memoria la previsi-

bilidad es más alta que para valores más grandes de profundidad de memoria. Esto puede

ser resultado gracias a que la previsibilidad es sensible a los diferentes tamaños de memoria

que existen en el mercado artificial. Además, recordemos que los agentes, como mencionamos

con antelación, son capaces de actualizar sus estrategias.

Para identificar si los agentes eran capaces de sacar provecho de sus expectativas trans-

formadas en estrategias para la toma de decisiones, decidimos incluir un parámetro de riqueza

ωi(t). Este se encargaŕıa de decirnos si los agentes con mayores profundidades de memoria

eran capaces de explotar al máximo la información disponible. Para llevar un mejor control,

todos los agentes partieron con riqueza cero. El resultado fue positivo. Los agentes con mayor

profundidad de memoria obteńıan mayores niveles de riqueza. Incluso, si les otorgábamos

más estrategias, obteńıan aún más ganancias que con menos estrategias y la misma profundi-

dad de memoria. Además, sus perdidas aumentaban con profundidades de memoria menores.

Este resultado es importante porque describimos un principio de desigualdad en el mercado

artificial a partir de heterogeneidades cognitivas como la profundidad de memoria.

Decidimos utilizar el mecanismo de precio de Marsili (2001) y la propuesta de rendi-

miento del precio de Giardina y Bouchaud (2003) para determinar la formación del precio de

nuestro mercado artificial. El objetivo era replicar la dinámica del precio de un mercado real.

Estos dos ingredientes nos dieron resultados prometedores al analizar las series temporales

del precio del mercado artificial. Cuando los agentes teńıan solo dos estrategias, el precio a

medida que avanzaba el tiempo el precio tend́ıa a disminuir. Mientras que cuando teńıan

7 estrategias, el precio alcanzaba valores muy altos con el pasar del tiempo. Con memoria

falsa el precio fue mayor que con memoria real, podemos entender que los agentes fueron

aún más especulativos dada la aleatoriedad de la información en la que se basaban sus de-

cisiones. Cuando se introdujo el ruido y la perturbación, el precio no alcanzo valores tan

altos con memoria real, pero con memoria falsa fue todo lo contrario, las simulaciones dieron
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resultados infinitos para el precio. El mercado se volv́ıa más volátil. Este comportamiento es

común en los mercados muy especulativos como los mercados de criptomonedas. También lo

observamos en mercados reales cuando existe una marcada asimetŕıa de la información, pero

este no es nuestro caso dado que todos los agentes tienen acceso a la misma información,

pero algunos agentes tienen más memoria que otros y por ende más estrategias para operar

en el mercado.

La heterogeneidad de nuestros agentes en el mercado artificial hace que se comporte

como se esperaŕıa al introducir el supuesto de asimetŕıa de la información como condición

inicial. Un resultado importante es que podemos tener indicios de la creación de una burbuja

financiera y una posterior crisis en el mercado artificial gracias a la formación de expectativas.

Estudiar este tipo de problemáticas en un mercado artificial abre un abanico de posibilidades

para la regulación, seguimiento y creación de poĺıticas o leyes para los mercados financieros,

ya que podemos replicar su comportamiento al plantear diferentes escenarios.

Podemos concluir que las hipótesis de trabajo planteadas son aceptadas. Las expecta-

tivas se forman por medio de las relaciones e interacciones individuales de los agentes en

un proceso de constante retroalimentación y recursividad, es decir que su funcionamiento śı

lo podemos describir como un proceso complejo adaptativo y esto produce la dinámica en

los mercados especulativos del sistema financiero. Además, el algoritmo de las Expectativas

Complejas Adaptativas (ECA) explican el funcionamiento y formación de las expectativas,

logrando aśı la reproducción del sistema financiero.

5.2. Agenda pendiente.

Como toda investigación, surgen temas interesantes para estudiar a medida que se avan-

za en la literatura especializada y en la construcción de un modelo. La nuestra no es la

excepción. Planteamos como agenda pendiente algunos puntos interesantes para futuras in-

vestigaciones.
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Elaborar un mecanismo de precios más sofisticado que nos permita observar la evolu-

ción del mercado artificial con mayor detalle. Con esto identificaremos, por ejemplo,

cuando se forman burbujas y crisis en el mercado. Además, de insertar una regla de

comportamiento de no participación en el mercado si el agente no se encuentra con-

vencido de las expectativas formadas con la información disponible.

Consideramos importante elaborar un mercado artificial que nos permita estudiar la

formación de la desigualdad dentro de los mercados económicos. Creemos que aplicar

el algoritmo de formación expectativas no es exclusivo para la dinámica de un mercado

financiero. Cualquier mercado que surja o funcione en un contexto de formación de

expectativas hace que el algoritmo planteado sea útil y versátil.

Hacer que los agentes en el mercado artificial sean aún más heterogéneos al establecer

diferentes tasas de aprendizaje para cada uno de ellos (ηi).

Plantear un mercado artificial haciendo relevante la posición geográfica. Es decir, plan-

tear la dinámica de formación de expectativas en un modelo de tipo red. Al poner dife-

rentes pesos en los enlaces para diferenciar un nodo de otro nos ayudaŕıa a identificar

mejor que agentes adquieren mayor importancia a medida que evoluciona la dinámica

del mercado artificial.

Otorgarle a los agentes del mercado artificial información de mercados reales como

el historial de precios de una acción o algún ı́ndice importante como el S&P 500 o

NASDAQ. Nos ayudaŕıa comparar si la formación de precios del mercado artificial es

congruente con la información brindada a los agentes.

Desde el punto de vista anaĺıtico, estudiar si el algoritmo propuesto tiene solución

anaĺıtica como el Juego de la Minoŕıa.

Desde el punto de vista computacional, realizar simulaciones con escala de tiempos más

grandes. También seŕıa interesante introducir reglas de comportamiento con fracciones

de tiempo de relajación.
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Apéndice A

Conceptos básicos.

A.1. La función generadora.

Para el proceso planteado en (B.9) - (B.10) podemos escribir la probabilidad de encontrar

un camino dado σ⃗(0) → σ⃗(1) → · · · → σ⃗(T ) a través del producto de las probabilidades de

transición individuales:

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] = Wt[σ⃗(t+ 1); σ⃗(t)] · · ·W0[σ⃗(1); σ⃗(0)]p0(σ⃗(0))

=

[
T∏
t=1

Wt[σ⃗(t+ 1); σ⃗(t)]

]
p0(σ⃗(0))

para cada t = 0, 1, 2, 3, . . . , T . La función generadora de momentos para el proceso estocástico

descrito es

Z
[
{ψ⃗}

]
≡
〈
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σ[qi(t),zi(t)]

〉
Paths

. (A.1)
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Por simplificación asumiremos que σi(t) = σ[qi(t), zi(t)] ∀ i = 1, 2, . . . , N . Además,

sabemos que el promedio de los caminos dinámicos de nuestro sistema toma la forma

⟨(...)⟩ =
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )](...)

Z
[
{ψ⃗}

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

[
T∏
t=0

Wt[σ⃗(t+ 1); σ⃗(t)]

]
p0(σ⃗(0))e

−i
∑N

i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t) (A.2)

tenemos un conjunto de vectores {ψ⃗} = (ψ⃗(0), ψ⃗(1), ψ⃗(2), . . . , ψ⃗(t)) a partir de un vector

ψ⃗ = (ψ1, ψ2, . . . , ψN). Los campos generadores que se introducen en la función generadora,

son campos que generan cantidades de interés alrededor de su valor en 01.

A.1.1. Primeros momentos.

A partir de la definición de la función generadora, (A.1), obtendremos momentos in-

teresantes del proceso estocástico planteado al obtener las derivadas parciales y evaluarlas

en cero.

∂Z

∂ψj(s)
=

∂

∂ψj(s)

〈
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

〉
Paths

=
∂

∂ψj(s)

∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]e−i
∑N

i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)


=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
∂

∂ψj(s)

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]

al aplicar la regla de la cadena obtendremos

1Nos interesa cualquier momento que nos genere la función generadora. Si tenemos todos los momentos
de la distribución es equivalente a tener la distribución de probabilidad.
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=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

] [
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

∂ψi(t)

∂ψj(s)
σi(t)

]

odemos reexpresar con deltas de Kronecker2 la expresión anterior. Si se cumple ∂ψi(t)
∂ψj(s)

= δijδst′ ,

para cada i y para cada t el campo generador ψ es independiente. Es decir, que si son

independientes sus variaciones serán también independientes, ya que:

δij =

{
1 si i = j

0 si i ̸= j
δst′ =

{
1 si t = s

0 si t ̸= s

por consecuencia

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

] [
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

δijδtsσi(t)

]

pero ya sabemos que
∑N

i=1

∑T
t=0 δijδtsσi(t) = σj(s)

∂Z

∂ψj(s)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσj(s)]

ahora procedemos a evaluar cuando {ψ⃗} → 0

2La delta de Kronecker es una función de dos variables, generalmente solo números enteros no negativos.
La función vale 1 si las dos variables son iguales y 0 en caso contrario. Cumplen con las siguientes propiedades:∑

j

δijaj = ai,∑
i

aiδij = aj ,∑
k

δikδkj = δij .
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ĺım
{ψ⃗}→0

∂Z

∂ψj(s)
= ĺım

{ψ⃗}→0

∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσj(s)]


=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] ĺım
{ψ⃗}→0

[[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσj(s)]

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)] ĺım
{ψ⃗}→0

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]

el ĺım{x}→0 e
ax = ea(0) = e0 = 1, entonces

ĺım
{ψ⃗}→0

∂Z

∂ψj(s)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)] ĺım
{ψ⃗}→0

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)] [1]

= ⟨−iσj(s)⟩

= −i ⟨σj(s)⟩

A.1.2. Segundos momentos.

Obtuvimos los primeros momentos de nuestra función generadora. Ahora procedamos a

obtener los segundos momentos.

∂2Z

∂ψk(t′)∂ψj(s)
=

∂

∂ψk(t′)

[
∂Z

∂ψj(s)

]

ya sabemos que el primer momento es:
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∂Z

∂ψj(s)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσj(s)]

entonces

∂2Z

∂ψk(t′)∂ψj(s)
=

∂

∂ψk(t′)

∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσj(s)]


=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
∂

∂ψk(t′)

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσj(s)]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)]
∂

∂ψk(t′)

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

] [
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

∂ψi(t)

∂ψk(t′)
σi(t)

]

como
∑N

i=1

∑T
t=0 δikδtt′σi(t) = σk(t

′)

∂2Z

∂ψk(t′)∂ψj(s)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσk(t

′)]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσj(s)] [−iσk(t
′)]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
i2σj(s)σk(t

′)
] [
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
.

.

Ahora procedemos a evaluar cuando {ψ⃗} → 0
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ĺım
{ψ⃗}→0

∂2Z

∂ψk(t′)∂ψj(s)
= ĺım

{ψ⃗}→0

∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
i2σj(s)σk(t

′)
] [
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
i2σj(s)σk(t

′)
]

ĺım
{ψ⃗}→0

[[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
i2σj(s)σk(t

′)
] [
e0
]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
i2σj(s)σk(t

′)
]

= i2⟨σj(s)σk(t′)⟩

ĺım
{ψ⃗}→0

∂2Z

∂ψk(t′)∂ψj(s)
= −⟨σj(s)σk(t′)⟩

A.1.3. Generalización Momentos k-ésimos.

Para obtener los momentos k-ésimos de la función generadora, calculamos sus derivadas

parciales k-ésimas y las evaluamos cuando {ψ⃗} → 0.

Para los momentos k

∂kZ

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk(sk)
=

∂k−1

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk−1
(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk(sk)

)
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∂Z

∂ψlk(sk)
=

∂

∂ψlk(sk)

∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(t)

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]e−i
∑N

i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)


=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
∂

∂ψlk(sk)

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

] [
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

∂ψi(t)

∂ψlk(sk)
σi(t)

]

sabemos que ∂ψi(t)
∂ψlk

(sk)
= δilkδtsk y que

∑N
i=1

∑T
t=0 δilkδtskσi(t) = σlk(sk)

∂Z

∂ψlk(sk)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

] [
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

δilkδtskσi(t)

]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
[−iσlk(sk)]

si volvemos a derivar

∂kZ

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk(sk)
=

∂k−2

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk−2
(sk−2)

(
∂

∂ψlk−1
(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk(sk)

))

como ya obtuvimos ∂Z
∂ψlk

(sk)
podemos reemplazarla
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∂

∂ψlk−1
(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk(sk)

)
=

∂

∂ψlk−1
(sk−1)

∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
[−iσlk(sk)]e

−i
∑N

i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]

[
[−iσlk(sk)]

∂

∂ψlk−1
(sk−1)

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
[−iσlk(sk)]e

−i
∑N

i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
×

[
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

∂ψi(t)

∂ψlk−1
(sk−1)

σi(t)

]
.

al reexpresar con deltas de Kronecker ∂ψi(t)
∂ψlk−1

(sk−1)
= δilk−1

δtsk−1
,
∑N

i=1

∑T
t=0 δilk−1

δtsk−1
σi(t) =

σlk−1
(sk−1)

∂

∂ψlk−1
(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk(sk)

)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
[−iσlk(sk)]e

−i
∑N

i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
×

[
−i

N∑
i=1

T∑
t=0

δilk−1
δtsk−1

σi(t)

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )] [−iσlk(sk)]
[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

] [
−iσlk−1

(sk−1)
]

=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
i2σlk−1

(sk−1)σlk(sk)
] [
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
.

Si volvemos a derivar una vez más

∂kZ

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk(sk)
=

∂k−3

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk−3
(sk−3)

(
∂

∂ψlk−2
(sk−2)

(
∂

∂ψlk−1
(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk(sk)

)))

dado que acabamos de obtener ∂
∂ψlk−1

(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk
(sk)

)
, al calcular ∂

∂ψlk−2
(sk−2)

(
∂

∂ψlk−1
(sk−1)

(
∂Z

∂ψlk
(sk)

))
obtendremos:

136



=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
(−i)3σlk−2

(sk−2)σlk−1
(sk−1)σlk(sk)

] [
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
.

Por lo tanto, si calculamos las derivadas parciales k veces, es decir, al generalizar, ob-

tendremos:

∂kZ

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk(sk)
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
(−i)kσl1(s1) · · · σlk−2

(sk−2)σlk−1
(sk−1)σlk(sk)

]
×

[
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
=
∑
σ⃗(0)

· · ·
∑
σ⃗(T )

Prob[σ⃗(0), . . . , σ⃗(T )]
[
(−i)kσl1(s1) · · · σlk(sk)

] [
e−i

∑N
i=1

∑T
t=0 ψi(t)σi(t)

]
.

Ahora podemos evaluar el ĺımite cuando {ψ⃗} → 0

ĺım
{ψ⃗}→0

∂kZ

∂ψl1(s1) · · · ∂ψlk(sk)
= (−i)k ⟨σl1(s1) · · ·σlk(sk)⟩

= (−i)k⟨
k∏
j=1

σlj(sj)⟩

Esto nos dice que por cada campo generador tendremos un nuevo término. Además, por

cada derivada que realicemos obtenemos un momento de nuestra función generadora.

A.2. Método de punto silla.

Supongamos que tenemos la siguiente integral
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I =

∫
dxeαf(x) (A.3)

Para valores de α muy grandes, es decir, α → ∞ nos interesa conocer el comportamiento

asintótico de la integral I. Para esto procedemos a

1. Determinamos los puntos en los que f ′(x) = 0, los cuales se conocen como puntos silla.

Además, se supone que solo hay un punto silla, x0. Si existe más de un punto silla, el

método se expande.

2. Si suponemos que f(x) es anaĺıtica en una vecindad x0, podemos obtener el desarrollo

de Taylor

f(x) = f(x0) +
f ′′(x0)(x− x0)

2

2!
+ · · · = f(x0)− v2
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Apéndice B

Juego de la Minoŕıa y Función

Generadora.

En este apéndice se presenta la principal herramienta para analizar sistemas estocásticos

desordenados compuestos por un gran número de agentes heterogéneos. El análisis de la

función generadora permite calcular el promedio del desorden de observables macroscópicos

dinámicos del sistema. En este caso particular, para el Juego de la Minoŕıa (JM) tendŕıamos

que calcular un promedio sobre todas las estrategias debido a que en estas se encuentra el

desorden y luego evaluar cuando el número de agentes N → ∞.

De acuerdo con Coolen (2005), los estudios dinámicos de sistemas desordenados basados

en el análisis de la función generadora constan de dos partes:

1. La primera parte consiste en realizar la derivación cuando N → ∞ de un conjunto de

ecuaciones con parámetros de orden dinámico, que es una descripción dinámica de un

solo ((agente efectivo)). Gracias al desorden del sistema, este agente efectivo evolucionará

de acuerdo al proceso estocástico no markoviano no trivial.

2. La segunda parte es el análisis de este agente efectivo.

Nos centraremos en la primera parte. Partiremos de la dinámica propuesta en el modelo

139



básico del JM con información de mercado falsa (3.11) - (3.13).

B.1. Algunas definiciones importantes.

En el caṕıtulo 3 se estableció el parámetro de control α = 2M/N para el JM. Además,

podemos obtener estad́ısticas para las ofertas agregadas reescaladas A(t). Sabemos en qué

centrarnos para hacer nuestro análisis: la volatilidad de la oferta y la fracción de agentes

congelados ϕ.

Seguiremos el orden de modelado propuesto por Coolen (2005) como su simboloǵıa.

Trataremos de aproximar el comportamiento de mercados financieros reales al permitir que

los agentes actúen algunas veces de forma irracional, esto lo logramos haciendo que los agentes

no seleccionen siempre su mejor estrategia. Por último, a la oferta general reescalada A(t) le

agregaremos un término de Ae(t) que contenga las perturbaciones externas del mercado.

B.1.1. Juego de la Minoŕıa sin ruido de decisión.

Mantenemos los componentes básicos del modelo. Suponemos que hay N agentes etique-

tados con i = 1, 2, . . . , N que interactúan en un proceso de tiempo discreto con t = 1, 2, . . . , T .

Cada agente tomará una decisión binaria bi(t) ∈ {−1, 1}, donde −1 representa comprar y 1

vender. La oferta general reescalada en el tiempo t es

A(t) =
1√
N

N∑
i=1

bi(t) + Ae(t) (B.1)

Los agentes obtienen ganancias si se encuentran en el grupo minoritario. Es decir, cuando

A(t) > 0 por los agentes i que decidieron bi(t) < 0, y cuando A(t) < 0 por los agentes i que

decidieron bi(t) > 0.

En el JM original con memoria de mercado falsa hay dos fuentes de fluctuaciones:
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la información externa extráıda al azar, las variables µ(t),

las inducidas por el ruido de decisión, los vectores gaussianos z(t).

Cada agente i tiene S estrategias comerciales, las cuales etiquetamos con a = 1, 2, . . . , S.

Como sabemos, cada una de estas estrategias consta de una tabla de búsqueda completa Ria

de 2M decisiones comerciales recomendadas. Al observar la cadena de valores µ en la etapa t,

la estrategia activa del agente para esa etapa es ai(t). Nuestros agentes se guiarán de acuerdo

a sus estrategias activas y tomarán la decisión bi(t) = Ria
µ(t).

Para determinar las estrategias activas, ai(t) todos los agentes hacen seguimiento de las

valoraciones pia(t) como lo vimos en (3.11) que miden la frecuencia y en qué medida cada

estrategia habŕıa llevado al agente i a una decisión minoritaria. Las valoraciones se actualizan

de forma constante:

pia(t+ 1) = pia(t)−
η√
N
A(t)Ria

µ(t) (B.2)

el factor η representa una tasa de aprendizaje. Si η = 0, pia(t + 1) = pia(t), es decir, los

agentes no actualizaron los puntajes de sus estrategias debido a que no hay aprendizaje.

Ria ∈ {−1, 1}, cubre todos los 2M estados posibles del vector de información µ(t).

La tabla de estrategias Ria
µ(t) se definirán en el inicio del juego de forma aleatoria e

independiente con iguales probabilidades para los valores {−1, 1}.

Además, nuestros agentes son tomadores de precios, es decir, que no tienen en cuenta

su impacto en la oferta agregada reescalada A(t)

B.1.2. Ruido de decisión y perturbaciones de valoración para S =

2.

Por simplicidad nos centraremos en el caso más sencillo del JM. Este es el caso para

agentes con solo dos estrategias S = 2, lo que implica que la estrategia activa a ∈ {1, 2}.
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Introduciremos nuevas variables para simplificar nuestras expresiones:

qi(t) =
1

2

[
pi1(t)− pi2(t)

]
(B.3)

ωi =
1

2

[
Ri1 +Ri2

]
, ξi =

1

2

[
Ri1 −Ri2

]
(B.4)

También definimos Ω = 1/
√
N
∑N

i=1 ω
i. Nuestra ecuación para seleccionar las mejores

estrategias activas (3.13) dado que solo tenemos dos estrategias se simplifica a ai(t) = 1 si

qi(t) > 0, y ai(t) = 2 si qi(t) < 0. Por lo tanto, la decisión bi(t) del agente i en el tiempo t la

podemos re expresar como:

Riai(t) =
1

2

[
Ri1 +Ri2

]
+

1

2
sign[qi(t)]

[
Ri1 −Ri2

]
(B.5)

= ωi + sign[qi(t)]ξ
i

Esta propuesta para S = 2, podemos incluir el ruido de decisión reemplazando sign[qi(t)]

por σ [qi(t), zi(t)]. Donde zi(t) son números aleatorios independientes descritos por una dis-

tribución simétrica y varianza unitaria.

Con la nueva valoración de estrategias (B.3) podemos definir la valoración de estrategias

para cada agente i con S = 2. Ahora nuestras nuevas variables dinámicas del modelo del

JM serán qi(t) y agregamos la perturbación de las valoraciones θi(t) ∈ R. Como menciona

Coolen (2005, p. 68), el objetivo es resolver la dinámica y lidiar con el desorden del sistema, es

por esto que reemplazaremos (B.3) por ecuaciones estocásticas donde los agentes actualizan

sus valoraciones sobre la base promedio actual de sus estrategias sobre todas las elecciones

posibles de información.
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qi(t+ 1) = qi(t) + θi(t)−
η√
N
ξ
µ(t)
i Aµ[q⃗(t), z⃗(t)] (B.6)

también definiremos la oferta agregada reescalada Aµ[q⃗, z⃗] con información de mercado falso

Aµ[q⃗(t), z⃗(t)] =
1√
N

N∑
i=1

ω
µ(t)
i +

1√
N

N∑
i=1

σ[qi(t), zi(t)]ξ
µ(t)
i (B.7)

donde q⃗(t) = (q1(t), q2(t), . . . , qN(t)) y z⃗(t) = (z1(t), z2(t), . . . , zN(t)) y µ(t) ∈ {1, . . . , p} con

p = αN .

Asumiremos por conveniencia que η = 2 y al reemplazar (B.7) en (B.6) tendremos la

nueva valoración de las estrategias

qi(t+ 1) = qi(t) + θi(t)−
2√
N
ξ
µ(t)
i

[
1√
N

N∑
j=1

ω
µ(t)
j +

1√
N

N∑
j=1

σ[qj(t), zj(t)]ξ
µ(t)
j

]
(B.8)

con t = 0, 1, 2, . . . , T y θi(t) que es una perturbación externa del sistema que estamos des-

cribiendo.

B.1.3. La función generadora o caracteŕıstica.

El proceso planteado en (B.8) es estocástico, por este motivo utilizaremos para nuestro

análisis las densidades de probabilidad.

Si escribimos las distribuciones δ en la expresión, Wt(q⃗|q⃗′) su representación integral es

pt+1(q⃗) =

∫
dq⃗Wt(q⃗ | q⃗′) (B.9)

Wt(q⃗|q⃗′) =
∫
dz⃗P (z⃗)

N∏
i=1

δ

[
qi(t)− q′i(t)− θi(t) +

2√
N

p∑
µ=1

ξµi A
µ[q⃗, z⃗]

]
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en su forma transformada de Fourier

=

∫
dz⃗P (z⃗)

∫
d⃗̂q

(2π)N
exp

[
i
N∑
i=1

q̂i

[
qi(t+ 1)− qi(t)− θi(t) +

2√
N

p∑
µ=1

ξµi A
µ[q⃗, z⃗]

]]
(B.10)

donde P (z⃗) =
∏N

i=1 P (zi).

El valor esperado promediado por el desorden en el tiempo t de cualquier f(q⃗(t)) obser-

vable se escribiŕıa como ⟨f(q⃗(t))⟩ =
∫
dq⃗(t)Pt(q⃗(t))f(q⃗(t)).

La función generadora de momentos para un proceso estocástico, como el mostrado

anteriormente, es una generalización directa al caso de tiempos múltiples y componentes

múltiples de la función generadora caracteŕıstica Z[ψ] = ⟨eiψx⟩ de una variable aleatoria x.

Para un proceso estocástico con variables dinámicas q⃗(t) definimos la función generadora

como Z[ψ⃗] = ⟨ei
∑T

t=0

∑N
i=1 ψi(t)qi(t)⟩. En el JM, las principales cantidades de interés dependen

de las ofertas presentadas por los agentes, es decir, las variables σ[qi(t), zi(t)], al incorporar

esto a nuestra definición de función generadora

Z[ψ⃗] = ⟨ei
∑T

t=0

∑N
i=1 ψi(t)σ[qi(t),zi(t)]⟩ (B.11)

El vector ψ⃗ denota la colección de variables {ψi(t)} para todo i = 1, 2, . . . , N y t =

0, 1, 2, . . . , T . Los paréntesis ⟨· · · ⟩ indican un promedio sobre el proceso estocástico (B.9).

La ecuación (B.11) es un promedio sobre todos los caminos posibles del vector de estado

microscópico q⃗, donde cada camino {q⃗(0), q⃗(1), . . . , q⃗(T )} tiene densidad de probabilidad

P (q⃗(0), q⃗(1), . . . , q⃗(T )) = P0(q⃗(0))
T∏
t=0

Wt(q⃗(t+ 1)|q⃗(t)).

Al momento de derivar parcialmente la función generadora (B.11) con respecto a las

variables (ver el apéndice A.1.2 - A.1.3), {ψi(t)} podemos obtener todos los momentos de
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las variables aleatorias, {σ[qi(t), zi(t)]} incluyendo sus derivadas parciales con respecto a las

perturbaciones {θi(t)}

⟨σ[qi(t), zi(t)]⟩ = −i ĺım
ψ⃗→0

∂

∂ψi(t)
Z[ψ⃗] (B.12)

⟨σ[qi(t), zi(t)]σ[qj(t′), zj(t′)]⟩ = −i ĺım
ψ⃗→0

∂2

∂ψi(t)∂ψj(t′)
Z[ψ⃗] (B.13)

∂

∂θj(t′)
⟨σ[qi(t), zi(t)]⟩ = −i ĺım

ψ⃗→0

∂2

∂ψi(t)∂θj(t′)
Z[ψ⃗]. (B.14)

La función Z[ψ⃗] (B.11) contiene toda la información que nos interesa para nuestro

análisis. Promediándola sobre el desorden, es decir, sobre el resultado a nivel macroscópico

de las estrategias. Esto nos permite obtener las ecuaciones (B.12) - (B.14). En particular,

encontramos en esta dinámica propuesta la correlación promediada por el desorden (Ctt′) y

funciones de impulso respuesta (Gtt′)

Ctt′ = ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

⟨σ[qi(t), zi(t)]σ[qj(t′), zj(t′)]⟩

= ĺım
N→∞

ĺım
ψ⃗→0

1

N

N∑
i=1

∂2

∂ψi(t)∂ψj(t′)
Z[ψ⃗] (B.15)

Gtt′ = ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

∂

∂θj(t′)
⟨σ[qi(t), zi(t)]⟩

= ĺım
N→∞

ĺım
ψ⃗→0

1

N

N∑
i=1

∂2

∂ψi(t)∂θj(t′)
Z[ψ⃗] (B.16)
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B.1.4. Análisis de la función generadora y el desorden.

Realizar análisis a partir de la función generadora (B.11) nos permite calcular el desorden

promedio Z[ψ⃗]. Para esto necesitamos definir ciertos auxiliares a través de distribuciones

δ-Dirac que nos permitirá aislar las variables que contienen el desorden en exponenciales

para facilitar su manipulación.

Primero insertaremos la ecuación (B.10) en (B.11) debido a que conocemos el promedio

de caminos dinámicos del sistema que hemos propuesto

Z[ψ⃗] =

〈∫ ∞

−∞
P0(q⃗(0))

[
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π
exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+ 1)− qi(t)− θi(t)+

2√
N

p∑
µ=1

ξµi A
µ[q⃗, z⃗]

]]]
× exp

[
i
T∑
t=0

N∑
i=1

ψi(t)σ[qi(t), zi(t)]

]〉

Z[ψ⃗] =

〈∫ ∞

−∞
P0(q⃗(0))

[
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π
exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+iψi(t)si(t)

]]

× exp

[
i

√
2√
N

p∑
µ=1

T∑
t=0

N∑
i=1

q̂i(t)ξ
µ
i

( √
2√
N

N∑
j=1

ω
µ(t)
j +

√
2√
N

N∑
j=1

ξµj sj(t)

)]〉
. (B.17)

El último término exponencial en (B.17) contiene el desorden del sistema: las estrategias

{ξµj , ω
µ
j }. Por este motivo lo trabajaremos aparte.

Al aislar con deltas de Dirac los términos que contienen el desorden y expresarlos en su

forma transformada de Fourier (ver el apéndice)
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=

∫ ∞

−∞

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

dwµt dŵ
µ
t dx

µ
t dx̂

µ
t

(2π)2

][
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iwµt

( √
2√
N

N∑
j=1

ωµj+x
µ
t

)]][ T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iŵµt

(

wµt −
√
2√
N

N∑
i=1

q̂i(t)ξ
µ
i

)
+ ix̂µt

(
xµt −

√
2√
N

N∑
i=1

si(t)ξ
µ
i

)]]
.

Una vez aislados los términos que contienen el desorden del sistema, procedemos a

sustituirlo en (B.17)

Z[ψ⃗] =

∫ ∞

−∞
P0(q⃗(0))

[
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π

][
N∏
i=1

T∏
t=0

exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+iψi(t)si(t)

]]

×
∫ ∞

−∞

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

dwµt dŵ
µ
t dx

µ
t dx̂

µ
t

(2π)2

][
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iwµt

( √
2√
N

N∑
j=1

ωµj + xµt

)]]
[

T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iŵµt

(
wµt −

√
2√
N

N∑
i=1

q̂i(t)ξ
µ
i

)
+ ix̂µt

(
xµt −

√
2√
N

N∑
i=1

si(t)ξ
µ
i

)]]

al reorganizar los términos obtendremos nuestra F.G. promediada por el desorden

Z[ψ⃗] =

∫ ∞

−∞
P0(q⃗(0))

[
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π

][
N∏
i=1

T∏
t=0

exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+iψi(t)si(t)

]]

×
∫ ∞

−∞

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

dwµt dŵ
µ
t dx

µ
t dx̂

µ
t

(2π)2

][
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iwµt x

µ
t + iŵµt w

µ
t + ix̂µt x

µ
t

]]
[

T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
i

√
2√
N
wµt

N∑
j=1

ωµj − i

√
2√
N

N∑
i=1

ξµi

(
ŵµt q̂i(t) + x̂µt si(t)

)]]
(B.18)
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B.2. Función Generadora promediada por el desorden.

B.2.1. Evolución del desorden.

En este apartado encontraremos el desorden promedio del sistema que se encuentra en

nuestra F. G. Z[ψ⃗] en (B.18). Recordemos que el desorden del sistema descrito se encuentra

en las estrategias de los agentes: ξµi = 1
2
[Ri1

µ −Ri2
µ ] y ω

µ
j = 1

2
[Ri1

µ +Ri2
µ ] que obtuvimos a partir

de (B.3). Dado que las variables aleatorias {ξµi , ω
µ
i } son estad́ısticamente independientes, con

probabilidades de tomar valores {+1,−1}, su distribución conjunta factoriza en el producto

de distribución conjunta de variables aleatorias ρ(ξµi , ω
µ
i ) =

∏N
i=1

∏p
µ=1 g(ξ

µ
i , ω

µ
i ).

Con esto podemos reescribir la tercera exponencial de (B.18) que contiene el desorden

del sistema.

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
i

√
2√
N
wµt

N∑
i=1

ωµi − i

√
2√
N

N∑
i=1

ξµi

(
ŵµt q̂i(t) + x̂µt si(t)

)]]
=

∫ ∞

−∞

[
N∏
i=1

p∏
µ=1

dξµi dω
µ
i

]

ρ(ξµi , ω
µ
i )

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
i

√
2√
N
wµt

N∑
i=1

ωµi − i

√
2√
N

N∑
i=1

ξµi

(
ŵµt q̂i(t) + x̂µt si(t)

)]]

=

∫ ∞

−∞

[
N∏
i=1

p∏
µ=1

dξµi dω
µ
i

][
N∏
i=1

p∏
µ=1

g(ξµi , ω
µ
i )

][
N∏
i=1

p∏
µ=1

exp

[
i

√
2√
N

T∑
t=0

wµt ω
µ
i

− i

√
2√
N

T∑
t=0

ξµi

(
ŵµt q̂i(t) + x̂µt si(t)

)]]

supondremos por conveniencia que la distribución g(ξµi , ω
µ
i ) es gaussiana con media cero y

varianza igual a 1. Es decir, g(ξµi , ω
µ
i ) = f(ξµi )h(ω

µ
i ) =

1√
2π
e−(ξµi )

2 1√
2π
e−(ωµ

i )
2
= 1

2π
e

−(ξ
µ2
i

+ω
µ2
i

)

2
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=
N∏
i=1

p∏
µ=1

∫ ∞

−∞
dωµi dξ

µ
i

1

2π
exp

[
−(ωµ2i + ξµ2i )

2

]
exp

[
i

√
2√
N

T∑
t=0

wµt ω
µ
i −i

√
2√
N

T∑
t=0

ξµi

(
ŵµt q̂i(t)+x̂

µ
t si(t)

)]

al resolver la integral (ver el apéndice) obtendremos

=
N∏
i=1

p∏
µ=1

exp

[(
i
√
2√
N

∑T
t=0w

µ
t√

2

)2

−
(
i
√
2√
N

∑T
t=0(ŵ

µ
t q̂i(t) + x̂µt si(t))√
2

)2]

=
N∏
i=1

p∏
µ=1

exp

[(
i
1√
N

T∑
t=0

wµt

)2

−
(
i
1√
N

T∑
t=0

(ŵµt q̂i(t) + x̂µt si(t))

)2]

al descomponer el cuadrado de los argumentos de la exponencial

=
N∏
i=1

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N

T∑
t,t′=0

wµt w
µ
t′ +

1

N

T∑
t,t′=0

ŵµt ŵ
µ
t′ q̂i(t)q̂i(t

′)

+
2

N

T∑
t,t′=0

ŵµt q̂i(t)x̂
µ
t′si(t

′)
1

N

T∑
t,t′=0

x̂µt x̂
µ
t′si(t)si(t

′)

]
. (B.19)

En (B.19) realizamos un cambio de variable apropiado que nos permita agrupar los

términos

Ctt′ =
1

N

N∑
i=1

si(t)si(t
′), Qtt′ =

1

N

N∑
i=1

q̂i(t)q̂i(t
′), Ktt′ =

1

N

N∑
i=1

q̂i(t)si(t
′) (B.20)

al reemplazar (B.20) en (B.19)
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=

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N

T∑
t,t′=0

wµt w
µ
t′ +

T∑
t,t′=0

ŵµt ŵ
µ
t′Qtt′ + 2

T∑
t,t′=0

ŵµt x̂
µ
t′Ktt′ +

T∑
t,t′=0

x̂µt x̂
µ
t′Ctt′

]
(B.21)

en este sentido, (B.21) contiene el desorden del sistema. Lo procedemos a aislar en δ−Dirac

como lo hicimos con anterioridad

T∏
t,t′=0

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N
wµt w

µ
t′+ŵ

µ
t ŵ

µ
t′Qtt′+2ŵµt x̂

µ
t′Ktt′+x̂

µ
t x̂

µ
t′Ctt′

]
=

∫ ∞

−∞

[
T∏

t,t′=0

dQtt′dKtt′dCtt′

]
[

T∏
t,t′=0

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′ + 2ŵµt x̂

µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

]]
[

T∏
t,t′=0

δ

(
Qtt′ −

1

N

N∑
i=1

q̂i(t)q̂i(t
′)

)
δ

(
Ktt′ −

1

N

N∑
i=1

q̂i(t)si(t
′)

)
δ

(
Ctt′ −

1

N

N∑
i=1

si(t)si(t
′)

)]

y lo reescribimos en su forma de transformada de Fourier

=

∫ ∞

−∞

[
T∏

t,t′=0

dQtt′dQ̂tt′dKtt′dK̂tt′dCtt′dĈtt′

(2π)3

][
T∏

t,t′=0

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′

+ 2ŵµt x̂
µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

]][ T∏
t,t′=0

exp

[
iNQ̂tt′Qtt′ + iNK̂tt′Ktt′ + iNĈtt′Ctt′

]]
[

T∏
t,t′=0

exp

[
− iQ̂tt′

N∑
i=1

q̂i(t)q̂i(t
′)− iK̂tt′

N∑
i=1

q̂i(t)si(t
′)− iĈtt′

N∑
i=1

si(t)si(t
′)

]]
. (B.22)

Ahora podemos tener nuestra F.G. (B.18) con el desorden aislado al sustituirla en el

segundo exponencial de la segunda integral por (B.22)
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Z[ψ⃗] =

∫ ∞

−∞
P0(q⃗(0))

[
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π

][
N∏
i=1

T∏
t=0

exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+iψi(t)si(t)

]]

×
∫ ∞

−∞

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

dwµt dŵ
µ
t dx

µ
t dx̂

µ
t

(2π)2

][
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iwµt x

µ
t + iŵµt w

µ
t + ix̂µt x

µ
t

]]

×
∫ ∞

−∞

[
T∏

t,t′=0

dQtt′dQ̂tt′dKtt′dK̂tt′dCtt′dĈtt′

(2π)3

][
T∏

t,t′=0

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′

+ 2ŵµt x̂
µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

]][ T∏
t,t′=0

exp

[
iNQ̂tt′Qtt′ + iNK̂tt′Ktt′ + iNĈtt′Ctt′

]]
[

T∏
t,t′=0

exp

[
− iQ̂tt′

N∑
i=1

q̂i(t)q̂i(t
′)− iK̂tt′

N∑
i=1

q̂i(t)si(t
′)− iĈtt′

N∑
i=1

si(t)si(t
′)

]]
(B.23)

tenemos que reorganizar los términos de (B.23) de tal forma que nos permita factorizar para

los i agentes del sistema. Para esto también supondremos que P0(q⃗(0)) =
∏N

i=1 P0(qi(0))

Z[ψ⃗] =

∫ ∞

−∞

[
N∏
i=1

P0(qi(0))

][
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π

][
N∏
i=1

T∏
t=0

exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]

+ iψi(t)si(t)

]]
×
∫ ∞

−∞

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

dwµt dŵ
µ
t dx

µ
t dx̂

µ
t

(2π)2

][
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iwµt x

µ
t + iŵµt w

µ
t + ix̂µt x

µ
t

]]

×
∫ ∞

−∞

[
T∏

t,t′=0

dQtt′dQ̂tt′dKtt′dK̂tt′dCtt′dĈtt′

(2π)3

][
T∏

t,t′=0

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′

+ 2ŵµt x̂
µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

]][ T∏
t,t′=0

exp

[
iNQ̂tt′Qtt′ + iNK̂tt′Ktt′ + iNĈtt′Ctt′

]]
[

N∏
i=1

T∏
t,t′=0

exp

[
− iQ̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)− iK̂tt′ q̂i(t)si(t
′)− iĈtt′si(t)si(t

′)

]]
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=

∫ ∞

−∞

[
T∏

t,t′=0

dQtt′dQ̂tt′dKtt′dK̂tt′dCtt′dĈtt′

(2π)3

][
T∏

t,t′=0

exp

[
iNQ̂tt′Qtt′+iNK̂tt′Ktt′+iNĈtt′Ctt′

]]

×
∫ ∞

−∞

[
T∏
t=0

p∏
µ=1

dwµt dŵ
µ
t dx

µ
t dx̂

µ
t

(2π)2

][
T∏
t=0

p∏
µ=1

exp

[
iwµt x

µ
t + iŵµt w

µ
t + ix̂µt x

µ
t

]]
[

T∏
t,t′=0

p∏
µ=1

exp

[
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′ + 2ŵµt x̂

µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

]]

×
∫ ∞

−∞

[
N∏
i=1

P0(qi(0))

][
N∏
i=1

T∏
t=0

dqi(t)dq̂i(t)

2π

][
N∏
i=1

T∏
t=0

exp

[
iq̂i(t)

[
qi(t+ 1)− qi(t)− θi(t)

]

+ iψi(t)si(t)

]][ N∏
i=1

T∏
t,t′=0

exp

[
− iQ̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)− iK̂tt′ q̂i(t)si(t
′)− iĈtt′si(t)si(t

′)

]]
(B.24)

en (B.24) introduciremos los productorios en los exponenciales y haremos un cambio de

variable que nos permite simplificar las integrales. En este sentido, DQ =
∏T

t,t′=0
dQtt′√

2π
de

igual forma para las variables Q̂tt′ , Ktt′ , K̂tt′ , Ctt′ , Ĉtt′ ;Dw =
∏T

t=0

∏p
µ=1

dwµ
t√
2π

para las variables

ŵµt , x
µ
t , x̂

µ
t y Dq =

∏N
i=1

∏T
t=0

dqi(t)√
2π

lo mismo para q̂i(t)

=

∫ ∞

−∞

[
DQDQ̂DKDK̂DCDĈ

][
exp

[
iN

T∑
t,t′=0

(
Q̂tt′Qtt′ + K̂tt′Ktt′ + Ĉtt′Ctt′

)]]

×
∫ ∞

−∞

[
DwDŵDxDx̂

][
exp

[
i
T∑
t=0

p∑
µ=1

(
wµt x

µ
t + ŵµt w

µ
t + x̂µt x

µ
t

)]

exp

[ T∑
t,t′=0

p∑
µ=1

(
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′ + 2ŵµt x̂

µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

)]]

×
∫ ∞

−∞

[
N∏
i=1

P0(qi(0))

][
DqDq̂

][
N∏
i=1

exp

[
i
T∑
t=0

q̂i(t)

[
qi(t+ 1)− qi(t)− θi(t)

]

+ i
T∑
t=0

ψi(t)si(t)

]][ N∏
i=1

exp

[
− i

T∑
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′) + K̂tt′ q̂i(t)si(t
′) + Ĉtt′si(t)si(t

′)

)]]
.
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=

∫ ∞

−∞

[
DQDQ̂DKDK̂DCDĈ

][
exp

[
iN

T∑
t,t′=0

(
Q̂tt′Qtt′ + K̂tt′Ktt′ + Ĉtt′Ctt′

)]]

×
p∏

µ=1

∫ ∞

−∞

[
DwDŵDxDx̂

][
exp

[
i
T∑
t=0

(
wµt x

µ
t + ŵµt w

µ
t + x̂µt x

µ
t

)]

exp

[ T∑
t,t′=0

(
− 1

N
wµt w

µ
t′ + ŵµt ŵ

µ
t′Qtt′ + 2ŵµt x̂

µ
t′Ktt′ + x̂µt x̂

µ
t′Ctt′

)]]

×
∫ ∞

−∞

[
N∏
i=1

P0(qi(0))

][
DqDq̂

][
N∏
i=1

exp

[
i
T∑
t=0

q̂i(t)

[
qi(t+ 1)− qi(t)− θi(t)

]

+ i
T∑
t=0

ψi(t)si(t)

]][ N∏
i=1

exp

[
− i

T∑
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′) + K̂tt′ q̂i(t)si(t
′) + Ĉtt′si(t)si(t

′)

)]]
.

Una vez factorizada la F. G. para los i agentes podemos reexpresar la segunda integral

dado que al expandir el productorio
∫
dx̂1dx1e

f(x1,x̂1)
∫
dx̂2dx2e

f(x2,x̂2) · · ·
∫
dx̂pdxpe

f(xp,x̂p) =[ ∫
dx̂dxef(x,x̂)

]p
. Además, recordemos que p = αN . Por su parte, la tercera integral, cumple

la siguiente propiedad
∏N

i=1Bai(t) = exp[N( 1
N

∑N
i=1 log(Bai(t))]

=

∫ ∞

−∞

[
DQDQ̂DKDK̂DCDĈ

][
exp

[
iN

T∑
t,t′=0

(
Q̂tt′Qtt′ + K̂tt′Ktt′ + Ĉtt′Ctt′

)]]

× exp

{
αN log

[∫ ∞

−∞
DwDŵDxDx̂ exp

[
i
T∑
t=0

(
wtxt + ŵtwt + x̂txt

)]

exp

[ T∑
t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′ + ŵtŵt′Qtt′ + 2ŵtx̂t′Ktt′ + x̂tx̂t′Ctt′

)]]}

× exp

{
N

[
1

N

N∑
i=1

log

(∫ ∞

−∞
DqDq̂ P0(qi(0)) exp

[
i
T∑
t=0

q̂i(t)

[
qi(t+ 1)− qi(t)− θi(t)

]

+ i
T∑
t=0

ψi(t)si(t)

]
exp

[
− i

T∑
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′) + K̂tt′ q̂i(t)si(t
′) + Ĉtt′si(t)si(t

′)

)])]}
.
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Z[ψ⃗] =

∫ ∞

−∞

[
DQDQ̂DKDK̂DCDĈ

]
eN
(
Ψ(Q̂tt′ ,Qtt′ ,K̂tt′ ,Ktt′ ,Ĉtt′ ,Ctt′ )+Φ(Qtt′ ,Ktt′ ,Ctt′ )+Γ(θ⃗,ψ⃗,s⃗,Q̂tt′ ,K̂tt′ ,Ĉtt′ )

)
(B.25)

donde

Ψ(Q̂tt′ , Qtt′ , K̂tt′ , Ktt′ , Ĉ, C) = i
T∑

t,t′=0

(
Q̂tt′Qtt′ + K̂tt′Ktt′ + Ĉtt′Ctt′

)
(B.26)

Φ(Qtt′ , Ktt′ , Ctt′) = α log

[∫ ∞

−∞
DwDŵDxDx̂ ei

∑T
t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
(B.27)

× e
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)]

Γ(θ⃗, ψ⃗, s⃗, Q̂tt′ , K̂tt′ , Ĉtt′) =
1

N

N∑
i=1

log

[∫ ∞

−∞
DqDq̂ P0(qi(0)) (B.28)

× ei
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)

× e−i
∑T

t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)]

B.2.2. Ecuaciones de Punto Silla.

La función (B.25) podemos evaluarla mediante la integración descendente pronunciada

(o método de punto silla)1 a partir de los parámetros {Q̂tt′ , Qtt′ , K̂tt′ , Ktt′ , Ĉtt′ , Ctt′}, ya que

queremos conocer el comportamiento asintótico cuando el número de agentes es muy grande,

es decir, N → ∞. Para esto realizaremos las primeras derivadas parciales de los parámetros

mencionados {Q̂ττ ′ , Qττ ′ , K̂ττ ′ , Kττ ′ , Ĉττ ′ , Cττ ′} e igualaremos a 0. Por conveniencia definire-

mos {D} = DQDQ̂DKDK̂DCDĈ.
1Una vez obtenidos los puntos silla se puede realizar el análisis del agente efectivo, el cual no realizaremos.

Solo queremos plantear que el modelo se puede resolver de forma anaĺıtica utilizando la función generadora.
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Con respecto a Qττ ′ :

∂N
(
Ψ(Q̂tt′ , Qtt′ , K̂tt′ , Ktt′ , Ĉtt′ , Ctt′) + Φ(Qtt′ , Ktt′ , Ctt′) + Γ(θ⃗, ψ⃗, s⃗, Q̂tt′ , K̂tt′ , Ĉtt′)

)
∂Qττ ′

= 0

0 =
∂

∂Qττ ′
i

T∑
t,t′=0

Qtt′Q̂tt′+

α

∫∞
−∞DwDŵDxDx̂ ∂

∂Qττ ′
ei

∑T
t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)
∫∞
−∞DwDŵDxDx̂ ei

∑T
t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)

podemos utilizar deltas de Kronecker (ver el apéndice A.1.2). Si tenemos i
∑T

t,t′=0
∂

∂Qττ ′
Qtt′Q̂tt′

y sabemos que
∂Qtt′
∂Qττ ′

= δtτδt′τ ′ ; por lo tanto, i
∑T

t,t′=0 δtτδt′τ ′Q̂tt′ = iQ̂ττ ′ . De igual forma para∑T
t,t′=0

∂Qtt′
∂Qττ ′

ŵtŵt′ =
∑T

t,t′=0 δtτδt′τ ′ŵtŵt′ = ŵτ ŵτ ′

iQ̂ττ ′ =

− α

∫∞
−∞ DwDŵDxDx̂ ei

∑T
t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)
ŵτ ŵτ ′∫∞

−∞ DwDŵDxDx̂ ei
∑T

t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)

De esta forma se aplica el mismo procedimiento con respecto a Kττ ′ y Cττ ′ :

iK̂ττ ′ =

− α

∫∞
−∞DwDŵDxDx̂ ei

∑T
t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)
2ŵτ x̂τ ′∫∞

−∞DwDŵDxDx̂ ei
∑T

t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)
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iĈττ ′ =

− α

∫∞
−∞DwDŵDxDx̂ ei

∑T
t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)
x̂τ x̂τ ′∫∞

−∞ DwDŵDxDx̂ ei
∑T

t=0

(
wtxt+ŵtwt+x̂txt

)
+
∑T

t,t′=0

(
− 1

N
wtwt′+ŵtŵt′Qtt′+2ŵtx̂t′Ktt′+x̂tx̂t′Ctt′

)

Ahora procederemos a calcular la derivada con respecto a Q̂ττ ′

∂N
(
Ψ(Q̂, Q, K̂,K, Ĉ, C) + Φ(Q,K,C) + Γ(θ⃗, ψ⃗, s⃗, Q̂, K̂, Ĉ)

)
∂ ˆQττ ′

= 0

0 =
∂

∂Q̂ττ ′
i

T∑
t,t′=0

Qtt′Q̂tt′+

1

N

N∑
i=1

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))

∂

∂Q̂ττ ′
ei

∑T
t=0 q̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

iQττ ′ =

1

N

N∑
i=1

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

Aplicamos el mismo procedimiento que utilizamos conQττ ′ , Kττ ′ , Cττ ′ . Si tenemos i
∑T

t,t′=0
∂Q̂tt′

∂Q̂ττ ′
Qtt′

y sabemos que
∂Q̂tt′

∂Q̂ττ ′
= δ̂tτ δ̂t′τ ′ ; por lo tanto, i

∑T
t,t′=0 δ̂tτ δ̂t′τ ′Qtt′ = iQττ ′ . De igual forma para∑T

t,t′=0
∂Qtt′
∂Qττ ′

ŵtŵt′ =
∑T

t,t′=0 δtτδt′τ ′ŵtŵt′ = ŵτ ŵτ ′
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Con respecto a K̂

∂N
(
Ψ(Q̂, Q, K̂,K, Ĉ, C) + Φ(ŵ, w, x̂, x,Q,K,C) + Γ(⃗̂q, q⃗, θ⃗, ψ⃗, s⃗, Q̂, K̂, Ĉ)

)
∂K̂

= 0

0 = i
T∑

t,t′=0

Ktt′+

1

N

N∑
i=1

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))

∂

∂K̂
ei

∑T
t=0 q̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

∫∞
−∞DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

i
T∑

t,t′=0

Ktt′ =

1

N

N∑
i=1

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

Con respecto a Ĉ

∂N
(
Ψ(Q̂, Q, K̂,K, Ĉ, C) + Φ(ŵ, w, x̂, x,Q,K,C) + Γ(⃗̂q, q⃗, θ⃗, ψ⃗, s⃗, Q̂, K̂, Ĉ)

)
∂Ĉ

= 0

0 = i
T∑

t,t′=0

Ctt′+

1

N

N∑
i=1

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))

∂

∂Ĉ
ei

∑T
t=0 q̂i(t)

[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

∫∞
−∞DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

i
T∑

t,t′=0

Ctt′ =

1

N

N∑
i=1

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)

∫∞
−∞ DqDq̂ P0(qi(0))e

i
∑T

t=0 q̂i(t)
[
qi(t+1)−qi(t)−θi(t)

]
+i

∑T
t=0 ψi(t)si(t)−i

∑T
t,t′=0

(
Q̂tt′ q̂i(t)q̂i(t

′)+K̂tt′ q̂i(t)si(t
′)+Ĉtt′si(t)si(t

′)
)
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Apéndice C

Programación.

C.1. Recursos.

El lenguaje de programación utilizado para las simulaciones computacionales del Jue-

go de la Minoŕıa y del Mercado Artificial con ECA es Julia 1.10. Cómo IDE se utilizó

Visual Studio Code. El código para replicar los resultados obtenidos se pueden consultar

en el siguiente repositorio de GitHub:

https://github.com/ernesxavier/Tesis-ECA.git

C.2. Resultados Adicionales.

En este apéndice se presentan algunos resultados adicionales obtenidos de las simula-

ciones del mercado artificial propuesto en el caṕıtulo 4.
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C.2.1. Resultados con memoria real.

Figura C.1: Histograma de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial compuesto de N = 5001
agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria L diferente con
L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Figura C.2: Histograma de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial con ruido de decisión
Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes
con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria L diferente con L = 1, . . . , 7;
S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Se realizaron
100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.
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Figura C.3: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
compuesto de N = 5001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de
memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y
derecho respectivamente. Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Figura C.4: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
con ruido de decisión Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto
de N = 5001 agentes con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente
con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y derecho respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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C.2.2. Resultados con memoria “falsa” (o historia “falsa”).

Figura C.5: Histograma de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial compuesto de N = 5001
agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria L diferente con
L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente.
Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Figura C.6: Histograma de la riqueza ωi(t) para un mercado artificial con ruido de decisión
Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto de N = 5001 agentes
con memoria real. Cada agente tiene una longitud de memoria L diferente con L = 1, . . . , 7;
S = 2 y S = 7 estrategias para el panel superior e inferior respectivamente. Se realizaron
100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.
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Figura C.7: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
compuesto de N = 5001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de
memoria diferente con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y
derecho respectivamente. Las simulaciones se corrieron 10000 pasos de tiempo.
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Figura C.8: Determinación del precio p(t) y del rendimiento r(t) para un mercado artificial
con ruido de decisión Ar(t) y perturbación de la valoración de las estrategias θi(t) compuesto
deN = 5001 agentes con memoria falsa. Cada agente tiene una longitud de memoria diferente
con L = 1, . . . , 7; S = 2 y S = 7 estrategias para el panel izquierdo y derecho respectivamente.
Se realizaron 100 experimentos de 10000 pasos de tiempo cada uno.
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