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Resumen

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en estudiar de manera
explicita las relaciones de fluctuacién tipo Hall y barotréopico a través de
la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck asociada a la dindmica de
Langevin en el régimen sobre-amortiguado, para un conjunto de electrones
independientes en presencia de los campos eléctrico y magnético ortogo-
nales entre si. También se muestra cual es el agente externo que realiza
trabajo en ambos casos. El estudio estda basado del articulo realizado por
Roy y Kumar en 2008 [I], donde las soluciones que hemos estudiado son
ligeramente diferentes a las propuestas en dicho articulo.

Para poder establecer estas relaciones de fluctuacién, se consideré desarro-
llar la tesis en cuatro capitulos, los cuales hacen referencia a los conceptos
requeridos, tales como movimiento Browniano ordinario para una particula
libre, efecto Hall cldsico en un conductor y/o semiconductor, igualdad de
Jarzynski y el teorema de Crooks.

Finalmente se mencionan las conclusiones que abordan los objetivos estu-
diados a las relaciones de fluctuacion tipo Hall y barotrépico.



Capitulo 1

Introduccion

La termodindmica clésica proporciona leyes o principios que describen
las propiedades de un sistema cuando son afectadas por un intercambio de
energia en forma de calor y trabajo con sus alrededores, siempre y cuando
no se tome en cuenta la composicion microscépica de la materia. En este
contexto fenomenolégico las leyes de la termodindmica fueron establecidas,
aceptadas y aplicadas a diversos campos, tanto de la ciencia como de la
ingenierfa. En particular, para un sistema macroscépico la primera ley es-
tablece el principio de conservacion de la energia y define una funcién de
estado termodindmico llamada energia interna. Por otro lado, la segunda
ley de la termodindmica introduce el concepto de entropia y suministra
los principios bésicos y las limitaciones para los cuales las maquinas térmi-
cas y refrigeradores pueden operar. La segunda ley también establece un
limite estricto en la cantidad de trabajo que se realiza sobre un sistema
cuando esté inmerso en un bano térmico y sea perturbado de su estado
de equilibrio por un agente externo. Sin embargo, con el surgimiento y
desarrollo de la mecanica estadistica de Maxwell, Boltzmann y Gibbs, fue
posible justificar a nivel microscopico, las propiedades macroscépicas de
un sistema termodindmico, como son la presién, temperatura, capacidad
calorifica, etc. Podemos decir entonces que la termodinamica es una teoria
efectiva para describir las propiedades macroscépicas de un sistema, cuya
justificaciéon microscépica se obtiene mediante un andlisis estadistico de sus
constituyentes microscépicos. El éxito de la mecénica estadistica se basa en
la ley de los grandes ntimeros que afirma lo siguiente: conforme el nimero



de constituyentes (particulas) de un sistema se incrementa, menor son las
desviaciones o fluctuaciones de su comportamiento promedio. Para todo
sistema macroscépico dichas fluctuaciones son practicamente nulas y por
lo tanto, el valor promedio de cualquier cantidad coincide con el valor de
cualquier cantidad observable.

Con los grandes avances de la tecnologia moderna y el impresionante
desarrollo de las computadoras nos encontramos en una era donde el mun-
do microscépico es cada vez mas accesible. Hoy en dia con los avances en
las técnicas experimentales, formulacién de modelos tedricos y simulacién
numérica por computadora han producido una comprension mas detallada
del “mundo” microscépico. Por ejemplo, con los avances en la nanotec-
nologia, ya es posible atrapar, controlar y manipular biomoléculas, tener
una mejor comprension del funcionamiento de las méaquinas biomolecula-
res tales como miosina, quinesina y del cédigo genético en células vivas [2].
También realizar experimentos del transporte molecular en canales iénicos,
controlar el doblamiento y desdoblamiento de proteinas [3], construir micro
robots con fines terapéuticos, etc. Para estos sistemas, de tamano pequeno
0 microscopico, las fluctuaciones térmicas juegan un papel fundamental,
por lo que ya no es suficiente prestar atencién sélo a las cantidades prome-
dio. Debido a esta situacién, surge entonces la siguiente pregunta: ; Hasta
dénde es posible extender las leyes de la termodinamica al estudio de los
sistemas de tamano pequeno? , ;Qué expresiones adoptan en este caso las
leyes de la termodindamica para dichos sistemas?. El interés creciente del
estudio de estos sistemas ha dado lugar a lo que hoy se conoce como “Ter-
modindmica de Sistemas Pequerios”, o termodindmica estocdstica [4, 5 [6],
en los que las fluctuaciones estocdsticas juegan un papel fundamental.

En los 1ltimos 25 afios se han podido revelar importantes resultados
tedricos exactos que gobiernan el comportamiento de los sistemas alejados
del equilibrio. Estos resultados son validos en general, pero adquieren mayor
relevancia en su aplicacién al estudio de los sistemas pequenos en los que
las fluctuaciones estocasticas son muy importantes. Nos referimos a los
llamados teoremas de fluctuacion [T, [8, 9] y la igualdad de Jarzynski [10],
como las relaciones tedricas esenciales que gobiernan el comportamiento de
los sistemas fuera de equilibrio. Un nimero importante de trabajos tedricos
[3. 161,17, [8], @1, 10k 111 [12] 13, [14], 15, [16] y experimentales [5, [17, 18] 19, 20] han
sido reportados en la literatura, dando sustento a los diferentes aspectos



4 Capitulo 1. Introduccion

de los teoremas de fluctuacion; cuyo rango de aplicacion ha tenido lugar
en los sistemas fisicos, quimicos y biolégicos. Los teoremas de Fluctuacién
han sido derivados para diferentes cantidades fisicas de interés tales como
el trabajo, calor, potencia, produccién de entropia, etc., en el marco de la
termodinamica estocastica, donde dichos conceptos son definidos a lo largo
de una trayectoria estocdstica.

Con base a estas ideas, en 1997 C. Jarzynski [10] obtuvo una expre-
sién importante que muestra la relacién entre el trabajo irreversible y la
diferencia de energia libre entre dos estados de equilibrio de un sistema
inmerso en un bano térmico. La relacién o igualdad de Jarzynski estd da-
da por <e*f3W> = ¢ PAF donde 3 es el inverso de la temperatura, W el
trabajo irreversible entre dos estados de equilibrio, y AF la diferencia de
energia libre entre dichos estados de equilibrio. El promedio en el miembro
izquierdo significa que W es una cantidad estocastica y por tanto habra que
tomar el promedio sobre todas las realizaciones o trayectorias estocasticas.
Dos anos posteriores al trabajo de Jarzynski, G. Crooks pudo obtener una
relacién mas general en términos de la distribucién de probabilidad del
trabajo W, esto es, P, (W)/P,(—W) = exp[8(W — AF)], donde P, (W)
es la probabilidad de observar o medir el trabajo W a lo largo de una tra-
yectoria o proceso estocastico directo (proceso hacia adelante), y P, (—W)
la probabilidad de observar el trabajo en el proceso inverso (proceso hacia
atrds). Ambos procesos se llevan a cabo mediante un protocolo o pardme-
tro externo que depende del tiempo. En un trabajo reciente de Bochkov y
Kuzovlev [I1], se muestra que los teoremas de fluctuacién, el teorema de
Crooks, y la igualdad de Jarzynski son formulaciones alternativas o casos
particulares de una teoria de fluctuacién-disipacién generalizada.

Los experimentos mencionados anteriormente se han llevado a cabo pa-
ra demostrar la validez de los teoremas de fluctuacion y la igualdad de
Jarzynski. La mayoria de ellos estan relacionadas con el confinamiento de
particulas Brownianas en trampas épticas (trampa que modela un potencial
arménico). Por ejemplo, la igualdad de Jarzynski fue verificada experimen-
talmente por primera vez por Carlos Bustamante y colaboradores en la
Universidad de Berkeley, California [15], quienes midieron el trabajo ejer-
cido sobre una hebra de ARN en varios procesos de desdoblamiento de la
molécula usando una pinza 6ptica. También el grupo de cientificos expe-
rimentales de la Universidad de Barcelona, Espana, liderados por el fisico



cataldn Felix Ritort [2I], han corroborado experimentalmente la igualdad
de Jarzynski mediante el plegamiento y desdoblamiento de proteinas. El
teorema de Crooks fue verificado experimentalmente al comprimir y des-
comprimir una horquilla de ARN [g].

Los teoremas de fluctuacion también han sido confirmados teéricamen-
te en el caso de una particula Browniana con carga eléctrica en una trampa
armoénica en presencia de campos eléctrico y magnético cruzados. Sin em-
bargo, la confirmacion experimental de dichas propuestas todavia no ha
sido llevada a cabo. Siguiendo esta linea de investigacion, cabe destacar
el trabajo de Roy y Kumar publicado en 2008 con el siguiente titulo en
inglés: “Langevin dynamics in crossed magnetic and electric fields: Hall
and diamagnetic fluctuations” [1]. En dicho trabajo los autores obtuvieron
expresiones alternativas de algunas relaciones de fluctuacién que nombra-
ron como relaciones de fluctuacion tipo Hall, barotropico y diamagnético.
Fueron obtenidas mediante el modelo de Langevin para un enjambre in-
dependiente de electrones realizando movimiento Browniano en presencia
de campos eléctrico y magnético cruzados. El modelo propuesto por Roy y
Kumar se espera sea mas apropiado para los conductores de baja densidad
de portadores de carga a altas temperaturas y de lenta movilidad. Entre
éstos se sugiere a los semiconductores con una significativa interaccion entre
electrones y fonones. Las relaciones de fluctuacién tipo Hall y barotrépico
fueron establecidos mediante la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck
asociada a la dindmica de Langevin. La relaciéon de fluctuacion tipo Hall
fue establecido a través del cociente P(y,t)/P(—y,t), donde P(y,t) es la
probabilidad de observar (medir) un valor de la trayectoria y(t) al tiem-
po t, en el proceso directo (hacia adelante), y P(—y,t) la probabilidad de
observar (medir) un valor de la trayectoria y(t) al tiempo t, en el proceso
inverso (hacia atrds). De forma enteramente andloga, la relacién de fluc-
tuacién barotrdpica se establece a través del cociente de probabilidades
P(z,t)/P(—x,t). Los autores mostraron que ambas estén relacionadas con
el trabajo que realiza el agente externo.

El objetivo de esta tesis consiste en mostrar la manera explicita de cémo
se pueden obtener las relaciones de fluctuaciéon tipo Hall y barotrépico, asi
como mostrar cudl es el agente externo que realiza trabajo en cada caso. La
estrategia de solucion que estudiamos en esta tesis es ligeramente diferente
a la que propusieron Roy y Kumar. Queremos destacar aqui que la relacién
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de fluctuacién tipo barotrépico fue nombrado de esta manera debido a la
similitud matemaética que muestra con el perfil de la presién barotrépica en
la region de la atmosfera més cercana a la superficie terrestre, suponiendo
que en dicha regién la temperatura se mantiene constante. La expresion mas
interesante que dichos autores establecieron es la relacién de fluctuacién
tipo Hall, debido también a la similitud matematica que muestra con el
efecto Hall clasico descubierto por el mismo Edwin Herbert Hall en 1879
[22]. Un detalle interesante que vale la pena destacar en esta tesis es el
siguiente: el trabajo total proveniente de la suma de los trabajos barotrépico
y de Hall, satisface el teorema Crooks. Este detalle no fue considerado en
el articulo de Roy y Kumar.

Son varios los conceptos que hemos requerido para poder establecer y
entender las relaciones de fluctuacion antes mencionadas. Por esta razén
consideramos conveniente desarrollar esta tesis en cuatro capitulos. En el
capitulo 2, damos un repaso sobre la teoria del movimiento Browniano or-
dinario para una particula libre. En el capitulo 3, estudiamos los conceptos
necesarios para poder establecer el efecto Hall en un conductor o en un
semiconductor. Dicho efecto tiene que ver con la diferencia de potencial in-
ducida y que se establece en los costados laterales del conductor, transversal
a la direccion del campo aplicado. El potencial inducido es precisamente
el potencial de Hall. Este y la energia potencial de Hall se pueden escribir
también como el producto entre los campos eléctrico y magnético cruza-
dos. Este producto de los campos es precisamente el efecto que aparece de
manera natural en la relacién de fluctuacion en la direccion transversal y
que obtuvieron Roy y Kumar, y por esta razén lo nombraron como relacién
de fluctuacion tipo Hall. Para poder entender las relaciones de fluctuacién
tipo Hall y barotrépico, estudiamos en el capitulo 4 lo concerniente a la
igualdad de Jarzynski y el teorema de Crooks. Mostramos explicitamente
céomo dichas relaciones estan relacionadas con el teorema de Crooks. Fi-
nalmente, nuestras conclusiones son formuladas en el capitulo 5 y antes
de las referencias bibliograficas incluimos un apéndice de algunos célculos
explicitos.



Capitulo 2

Movimiento Browniano

2.1. Introduccion

El movimiento Browniano es uno de los fenémenos fisicos que ha si-
do identificado como un proceso estocastico fuera de equilibrio. En 1827
el botédnico escocés Robert Brown [23], realizé experimentalmente una in-
vestigacién muy minuciosa sobre el comportamiento de una suspensién de
pequenos granos de polen en una solucién de agua en condiciones normales
(p=1latm, T = 20°C). Observé en un microscopio éptico que los granos
de polen se encuentran en un estado muy animado e irregular de movi-
miento, el cual fue nombrado como movimiento Browniano (MB) en honor
a [Robert Brown|. Podemos decir entonces que el MB es un movimiento
en forma de zigzag que realizan particulas pequenas, del orden de micras
(1 micra = 10~%m), que se encuentran inmersas en un fluido, ya sea liquido,
gas, plasma, etc., como se muestra en la Fig. 2.1.

R.Brown no fue capaz de dar una explicacién de las causas de dicho mo-
vimiento, ni tampoco los cientificos més destacados de esa época [24]. Con
el resurgimiento y desarrollo de la teoria cinética molecular de Maxwell y
Boltzmann a mediados del siglo XIX, comenzaba a surgir la sospecha de que
el MB era consecuencia de las colisiones entre las moléculas del fluido con
dicha particula, en el supuesto caso de que la materia estuviera constituida
por atomos y moléculas, tal como lo supusieron Maxwell y Boltzmann. Sin
embargo, la hipdtesis de la estructura atémica y molecular de la materia
no fue del todo aceptada, debido a las controversias y contradicciones que

7



8 Capitulo 2. Movimiento Browniano

surgian al tratar de explicar el MB.

Figura 2.1: Movimiento Browniano

Inclusive surgié la idea de que dicho fenémeno podria violar la segun-
da ley de la termodinamica. Todas las controversias y confusiones que se
generaron para explicar las causas del MB prevalecieron hasta 1905, ano
en que el fisico alemén Albert Einstein [25] las identific6 de forma defini-
tiva y audaz. Un ano después del trabajo de Einstein, el cientifico polaco
Marian Smoluchowski [26] publica un articulo donde de manera indepen-
diente, propone un método de solucién alternativo (método del caminante
al azar) al problema del MB. En 1908 el fisico francés Paul Langevin [27],
propone otro método muy distinto, pero mas simple que los dos anteriores,
basado en la segunda ley de Newton. El resultado tedérico propuesto por
Einstein para el desplazameinto cuadratico promedio, fueron corroborados
experimentalmente por el fisico francés Jean Perrin y colaboradores [28] en
1909, confirmando de forma contundente la hipdtesis acerca de la estruc-
tura atémica de la materia.

Una vez establecidas las estrategias de solucién al problema del MB, co-
menzé a desarrollarse la metodologia matematica subyacente para mostrar
que el esquema de Einstein y el de Langevin, son dos propuestas equivalen-
tes de solucién al problema del MB. El método fue propuesto por primera
vez por Ornstein y Uhlenbeck en su articulo de 1930, donde mostraron que
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es posible obtener una ecuacién para la distribuciéon de probabilidad, lla-
mada ecuacién de Fokker-Planck, a partir de la ecuacién de Langevin [29].
En la actualidad, existe una enorme cantidad de trabajos que tienen que
ver con las distintas aplicaciones del MB, y donde se muestran los distin-
tos métodos de solucion que van desde ecuaciones maestras, ecuaciones de
Fokker-Planck y/o ecuaciones diferenciales estocdsticas de Langevin o sus
posibles generalizaciones.

Para los propdsitos de esta tesis, en este capitulo vamos a establecer de
manera resumida los resultados més importantes del MB mediante métodos
matemaéticos reportados en la literatura actual [30], [31], [32], [33], [34], [35],
[36], [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45], [46].

2.2. Ecuacion de Langevin

La ecuacion de Langevin asociada a una particula Browniana inmersa
en un fluido de temperatura 1" estd dada por

U =—yv+ %f(t), (2.1)

donde v = a/m, es el coeficiente de friccién por unidad de masa. La ec.
representa una ecuacién diferencial estocéstica con ruido aditivo &(t)
que satisface las propiedades de un ruido blanco Gaussiano, con valor medio
(€(t)) = 0 y funcién de correlacién

(€)= 2X 6(t — 1), (2.2)

siendo A la intensidad del ruido. La solucién formal de la ec. (4.29) esta
dada por

t
o() = voe ™ + / =) £(¢) at (2.3)
m Jo

donde vy = v(0) es la condicién inicial. Usando la ec. (2.2)) podemos mostrar
que la funcién de correlacion a dos tiempos estd dada por

11 ,
(v(tr)v(ta)) = vie T rt2) 4 =2 / / e Yttt =t) §(¢h — th) dt)dth.
(2.4)
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Esta doble integral se puede evaluar tomando en cuenta dos casos en el
orden del tiempo, si t;1 > t2 o ty3 > t;. En primer lugar vemos que la
funcién §(t) — t) limita los valores de t} = t},. Es posible demostrar que la
doble integral conduce al siguiente resultado [47]

(w(t)v(ty)) = vie 1 Ht2) 4 2 [emlli—te] _ pmr(tatta)) (2.5)

m2y

Hagamos ahora un analisis a tiempos largos para los cuales vt1 > 1, vt >
1. En este caso la funcién de correlacién es independiente de la velocidad
inicial y sélo depende de la diferencia de tiempos t; — to, es decir,

A
v(t)v(ts)) = ——e—t2l, 2.6
(v(t1)v(t2)) e (2.6)
Esto nos muestra que la velocidad es un proceso estocastico estacionario,
Markoviano y Gaussiano. Si t; = t3 = t, entonces es claro que en el estado
estacionario

A
2 _
0) = 5 (2.7
luego entonces también (v2(0)) = %27 Esto nos dice que si la velocidad

tiene una distribucién inicial, a saber, una distribuciéon de Maxwell, en-
tonces ésta se debe mantener en el estado estacionario. En dicho estado
las particulas Brownianas también estan en equilibrio térmico con el fluido
a temperatura 7', asi que podemos aplicar el teorema de equiparticién de
tal manera que (1/2)m(v?(t)) = (1/2)k,T. Usando podemos concluir
que

A=ak,T, (2.8)

que corresponde precisamente a la relacion de fluctuacién-disipacion.
El significado fisico de esta relacién es el siguiente: Una vez alcanzado el
estado estacionario y el equilibrio térmico con el bano, las fuerzas fluctuan-
tes se balancean con las fuerzas de fricciéon. Estas ultimas tratan de frenar
el movimiento de las PBs, mientras que las primeras tienden a contrarres-
tar dicho amortiguamiento, manteniendo en movimiento permanente a las
particulas.
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2.2.1. Desplazamiento cuadratico promedio

Hoy en dia con los avances tecnoldgicos en nanotecnologia ya es posible
controlar, manipular y monitorear moléculas mediante pinzas 6pticas (rayos
Léser), lo que permite medir la velocidad de una PB. Sin embargo, es mucho
mas facil medir las funciones de correlacién para la posicion, en vez de la
funcién de correlacién para la velocidad dada por . Si al tiempo t =0
la particula estd en zg con velocidad vy, su DCP al tiempo ¢ sera

t ot
<(x(t)930)2>:/0 /0<v(t1)v(t2)>dt1dt2, (2.9)

donde el integrando estd dado por (2.5)). Sustituyendo cada término en

(2.9), vemos que

t ot
/ / e 11t gty dty = %(1—6%)2, (2.10)
o Jo v
t ot t ty 2 2
/ / e”'tl—t?dtldtg:Q/ dtl/ eVt gy =t — S (1— e,
0o Jo 0 0 T
(2.11)
en consecuencia
1 A 22 22
t)—20)®) == (v§— —5— ) 1 —e )2 t— ——(1—e).
() a0 = 5 (= 5 ) (- e e B e
(2.12)

Como podemos observar, hemos obtenido la expresiéon exacta del DCP
de la PB para todo tiempo ¢t > 0. En la solucion , hemos supuesto
que la velocidad inicial vy es fija; sin embargo, podria estar inicialmente
distribuida por una Maxweliana con valor medio cero y varianza (v3) =
A/m?~, esto implica que el primer término de es cero. En este caso
el DCP sera

A A

((x(t) — 20)%) = 2—5—t — 2m2’y3 (1— e t/m), (2.13)
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donde 7, = 1/v. En la Fig. 2.2, se muestra el comportamiento del DCP
como funcién del tiempo. La grafica muestra dos regiones represen-
tados por ON y NM, las cuales corresponden a los siguientes casos limite
del tiempo de observacion comparados con el tiempo de relajacion 7.

A <x(t)2>

Y

Figura 2.2: Desplazamiento Cuadratico Promedio (2.13]) como funcién del
tiempo, tal que ((x(t) — x0)?) = (2?)

(i). Tiempos cortos, tales que vt < 1 o t < 7,. Mediante el desa-
rrollo en serie de Taylor de la exponencial podemos verificar facilmente que
(@(t) —20)2) = (\/m?y) £

(ii). Tiempos largos, tales vt > 1 o t > 7,. En este caso se puede
verificar que (\/m2y2)t > (A/m?~?), y por tanto

(z(t) — z0)?) = 2 <m§72> t=2 <k2T> = 2Dt, (2.14)

donde hemos usado la relacién de fluctuacién-disipaciéon (2.8) y, D =
k,T/c, es precisamente el coeficiente de difusién de Einstein.

Estos resultados se pueden interpretar de la siguiente manera: para
tiempos cortos el DCP es proporcional a t? y, de acuerdo con la mecénica
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Newtoniana, se sabe que el desplazamiento de una particula libre es tam-
bién proporcional a 2 (curva ON de la Fig. 2.2). Por lo tanto, para tiempos
cortos podemos concluir que la PB se comporta como una particula libre
que todavia no siente la presencia del fluido en la que estd inmersa. A es-
te régimen de tiempos cortos se le conoce en la literatura como régimen
balistico. Para tiempos largos ¢ > 7 el DCP es proporcional a ¢ (linea
recta NM de la Fig. 2.2 ) y, de acuerdo con la hidrodindmica clésica, un
comportamiento rectilineo de ese tipo corresponde a la difusién de una
particula en un fluido. Podemos decir entonces que para tiempos largos la
PB experimenta un proceso de difusién debido a las constantes colisiones
con las moléculas del fluido, es decir, la particula siente la presencia del
fluido en la que estd inmersa. A este régimen de tiempos se le conoce co-
mo régimen difusivo o régimen sobre-amortiguado, y como veremos
en seguida, la terminologia de sobre-amortiguado significa que la fuerza
de friccién es dominante con respecto a la fuerza inercial, y por tanto la
ecuacién de Langevin en este caso se escribe como

i = &(t) /o (2.15)

Asi, el DCP también se obtiene de la siguiente doble integracion

) -ap) = 5 [ [ et nd,
. %t — 2Dt (2.16)

que corresponde precisamente al resultado obtenido anteriormente en el
limite de tiempos largos. Asi que el régimen difusivo es equivalente el régi-
men sobre-amortiguado.

2.3. Ecuacion de Fokker-Planck

En general, dada una ecuacion diferencial estocastica es posible obtener
su ecuacién de Fokker-Planck (EFP) asociada, para la densidad de proba-
bilidad. En el caso de la ecuacion de Langevin dada por la ec. , su co-
rrespondiente EFP para la densidad de probabilidad condicional P(v, t|vg)
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estd dada por

OP(v,tlvg) PyavP(v,ﬂvg) n AB2P(v,t|vg)

ot o ov m?2 ov? ’ (2.17)

sujeta a la condicién inicial P(v,0lvg) = d(v — vp). Su solucién para todo
tiempo ¢ > 0 es entonces

m m(v — voe )2

P(v, t|vg) =
(v, tfvo) \/ ok, T(1 —e-2%) P | 27k, T(1 — e-27)

(2.18)

En el limite cuando t — oo esta distribucién de probabilidad converge a la
distribucién de equilibrio de Maxwell, Ps(v) = v/m/2mk,, T exp(—mv?/2k,T),
tal como era de esperarse. Podemos corroborar que en el estado de equili-
brio estacionario (v?) = k,T/m, que es exactamente la misma que la ec.
, obtenida a través de la solucién de la ecuacién de Langevin (4.29)).

También en el régimen sobre-amortiguado, la ecuacion de Langevin
tiene asociada su correspondiente EFP para la densidad de proba-
bilidad condicional P(z,t|zp). En este caso dicha EFP es la ecuacién de
difusién obtenida por Einstein en 1905, es decir

OP(x,t|lrg) D82P(x, t|zo)
ot B dz?

(2.19)

sujeta a la condicién inicial P(x,0]zg) = 0(z — x0) y cuya solucién estd
dada por

1 (x — mg)?
P(z,t|zg) = \/mexp (—m) . (2.20)
Es claro que en este caso el proceso estocastico no es estacionario.
También a partir de se concluye que el DCP {(z(t) — z0)?) = 2Dt.

Podemos concluir este capitulo haciendo las siguientes anotaciones: la
ecuacién de Langevin presentada més adelante se conoce como proceso
de Ornstein-Uhlenbeck, y es un proceso estocastico Markoviano, Gaus-
siano y estacionario. Fue estudiada de forma exhaustiva precisamente por
Ornstein y Uhlenbeck en 1930 [48]. La ec. (2.15)), se conoce como proceso
de Wiener, el cual es también Markoviano y Gaussiano, pero no estacio-
nario. Esta ecuacién se obtiene cuando la fuerza de fricciéon es mayor que
la fuerza inercial. A partir de la ec. se obtiene de manera inmediata
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el DCP dado por . Esta aproximacién de friccion dominante se cono-
ce también como régimen sobre-amortiguado mencionado anteriormente.
En conclusién, el estudio del MB mediante la ecuacion de Langevin o de
Fokker-Planck son totalmente equivalentes. La eleccién de una o la otra
descripcién depende del grado de dificultad del problema a estudiar, o de
la estrategia matemadtica requerida.



Capitulo 3

Efecto Hall Clasico

3.1. Introduccion

Cuando un sistema conductor es sometido a la influencia de un agente
externo, éste es capaz de producir un cambio en la velocidad media de los
portadores de carga. El efecto provocado en los portadores por dicha exci-
tacion externa es un cierto tipo de fenémeno de transporte, conocido como
fenomeno de arrastre. La excitacién externa puede ser de tipo eléctrico,
térmico u optico. Entre los fenémenos de transporte mas comunes estan
los de arrastre, de difusion y el efecto Hall. Por ejemplo, la conduccién
por arrastre, se produce cuando se somete al material a una diferencia de
potencial o a la accién de un campo eléctrico externo; la conducciéon por
difusién, ocurre cuando las corrientes de los portadores son generadas por
la diferencia en la concentracion de éstos en el material, y el efecto Hall,
cuando la corriente de los portadores se crea por la acciéon conjunta de
campos eléctrico y magnético sobre el material. En este capitulo vamos a
estudiar el efecto Hall cldsico descubierto por él mismo en 1879 [22] y ob-
tendremos una expresién que serd de utilidad en el cuarto y tltimo capitulo
de esta tesis. Por esta razon es necesario repasar ciertos conceptos que se
requieren para tales propoésitos.

16
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3.1.1. Velocidad térmica, velocidad de arrastre, movilidad,
resistividad

Velocidad térmica: En condiciones de equilibrio térmico y en ausen-
cia de una corriente eléctrica, los electrones de un conductor se mueven
rapidamente en todas direcciones colisionando unos con otros. Este movi-
miento aleatorio conduce a un desplazamiento neto cero de un electrén en
un periodo de tiempo suficientemente largo, luego entonces la velocidad
media de los electrones es nula. Por otro lado, la distancia promedio entre
colisiones o distancia que recorre un electrén antes de colisionar con otro, se
define como recorrido libre medio, [, y el tiempo promedio entre colisio-
nes, como tiempo libre medio, 7.. Ambas magnitudes estdan relacionadas
con la velocidad térmica promedio mediante la relacion [ = vy 7.

Velocidad de arrastre. Cuando se aplica un campo eléctrico E a un
alambre conductor (por ejemplo, conectando el alambre a una bateria que
origina una diferencia de potencial a lo largo del alambre), los electrones
libres son acelerados en una direccién contraria a dicho campo eléctrico. En
este proceso los electrones colisionan entre si con los iones positivos fijos de
la red, disipando su energia cinética. Debido a estas colisiones los electrones
acelerados son continuamente frenados por una fuerza F = —¢E contraria
al sentido del campo eléctrico. El resultado neto de esta aceleracion y di-
sipacion es tal que los electrones se mueven con una velocidad promedio
constante denominada velocidad de arrastre v,. En estas condiciones se
establece un estado estacionario entre la fuerza electromotriz que impulsa
la corriente y la fuerza que arrastra a los electrones contraria al campo
eléctrico. Se puede demostrar que la velocidad de arrastre es proporcio-
nal al campo eléctrico aplicado, donde la constante de proporcionalidad
es identificada como la movilidad. Para demostrarlo, tomamos en cuenta
que en condiciones de estado estacionario, el momento lineal aplicado a un
electrén durante el recorrido libre medio entre colisiones, debe ser igual al
momento lineal ganado por el electrén en el mismo periodo. Asi que, el mo-
mento lineal proporcionado por la accién del campo eléctrico serd —qET,,
v el momento lineal obtenido entre colisiones es mevy, siendo m, la masa
efectiva del electrén. Luego entonces

mevg = —qE7, (3.1)
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de modo que

donde p = q7./m. se conoce como la movilidad. Este parametro es muy
importante en el transporte de portadores ya que, como su nombre lo indica,
expresa cuantitativamente la facilidad o no del movimiento de los electrones
frente a la accién de un campo eléctrico aplicado. El tratamiento hecho
para los electrones también puede extrapolarse para los huecos (cargas
positivas), es decir, vy = pE indicando que los huecos se desplazan en el
mismo sentido que el campo eléctrico externo.

Resistividad. El transporte de portadores bajo la influencia de un
campo eléctrico, produce una corriente llamada corriente de arrastre.
Consideremos una muestra de un semiconductor homogéneo de longitud
L, con seccién transversal A y una densidad n de electrones/cm?, como se
muestra en la Fig. 3.1.

I | |
—_ | —
J_ En L]
—| o A - -
_
P VGQTL»E
4 Fm AREA=A
L .

ra

«

Figura 3.1: Conduccién de corriente en una barra semiconductora de lon-
gitud L y seccion transversal A.

Si se aplica un campo eléctrico externo E al material semiconductor, éste
induce una corriente de arrastre I de los electrones que se mueven con
velocidad de arrastre vy en direcciéon contraria al campo eléctrico. La
densidad de corriente o flujo de corriente (es la corriente por unidad de
area), estd dada por j. = I/A, siendo I = dg/dt. Sin embargo, dq es el
nimero n de portadores por unidad de volumen que atraviesan el volumen
AL en un intervalo de tiempo dt. Luego entonces, L = vqdt y por tanto
dg = neAL = neAvg dt. Asi que el flujo de corriente en su forma vectorial
serd jo = nevy, y de acuerdo con la ec. también j. = nepE. Se define
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la conductividad del semiconductor como ¢ = neu y su inversa como la
resistividad p = 1/0 = 1/nepu, tal que E = pj para todo material Ohmico.
La reststividad de un conductor se define como la friccién entre los porta-
dores de carga y el medio en el que encuentran, dicha fuerza es la friccién
de Stokes F; = —avy, donde « es el coeficiente de friccion.

Proceso de difusion de portadores de carga. El movimiento de
los portadores de carga en semiconductores da lugar a una corriente, ésta
corriente algunas veces es causada por el proceso de difusién de los por-
tadores, y en otras por la aplicacion de un campo eléctrico. Como se ha
mencionado al inicio del presente capitulo, el proceso de difusién se entien-
de como la variacién en la concentracion de particulas en una mezcla de
ciertas sustancias. De modo que la corriente por difusién en un semicon-
ductor ocurre cuando existe una variacion espacial de la concentracién de
los portadores de carga. Los portadores, en estos casos, tienden a moverse
en un sentido determinado siempre desde las zonas de alta concentracién
hacia las zonas de baja concentraciéon. Este proceso puede ser estudiado
con facilidad cuando se ilumina una pequena regién cerca del centro de
una larga y delgada barra de material semiconductor. Este exceso de por-
tadores se moverd aleatoriamente hacia la derecha y hacia la izquierda de
la zona de generacion, dando lugar a un flujo de particulas que se aleja
del centro. Los portadores experimentan entonces un proceso de difusién,
similar como una gota de tinta cuando se mezcla rapidamente con el agua.

Para ilustrar el problema consideremos la Fig. 32, la cual muestra una
concentracién de electrones que varia con la posicién, es decir, n(x). El
material semiconductor esté en equilibrio térmico a una temperatura fija 7.
Se pretende calcular el flujo de electrones que atraviesa un drea unitaria en
la unidad de tiempo. Debido a la temperatura, cada electrén experimenta
un movimiento térmico aleatorio con velocidad térmica vy, y un recorrido
libre medio, I, tal | = vy, 7, donde 7 es el tiempo libre medio. Consideremos
ahora un plano de area por unidad en la posicién x = 0. El ntimero de
electrones que atraviesa esta area proviene de aquellos que estén situados a
ambos lados del plano a una distancia igual al recorrido libre medio [. Esto
es debido a que, por la propia definicion de [, todos aquellos electrones que
estén situados a una distancia [ no habran colisionado todavia y lo haran
atravesando el plano x = 0. Por otra parte, y en promedio, sélo la mitad
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de la concentracién de electrones situados en la posicién —I, y de idéntica
forma los situados en la posicién +I, fluirdn hacia el area localizada en
xz=0.

Corriente

Electrones
+—

DENSIDAD DE LOS ELECTRONES n(x)

-¢ o 4
DISTANCIA X

Figura 3.2: Concentracion de electrones en funcién de la distancia

Las otras mitades fluiran en sentido opuesto, debido a que hay una pro-
babilidad del 50 % de ir tanto a la izquierda como como a la derecha, puesto
que no existe ningin campo eléctrico aplicado que privilegie la direccién
del movimiento.

Como se mostrara en seguida, la densidad de corriente o flujo de co-
rriente j de los portadores debe satisfacer la ley de Fick dada por j =
—Ddn(x)/dx, donde D es el coeficiente de difusién. Veremos también de
qué depende dicho coeficiente D. En primer lugar, vamos a calcular el flujo
promedio j; de electrones que atraviesan la unidad de area por unidad de
tiempo, desde la posicién —! hacia = 0. Este flujo viene dado por [49]
n(=0)l 1

o7, =3 n(—1) v, (3.3)

J1=

donde n(—I) es el nimero de electrones por unidad de volumen en la posi-
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cion x = —I. Andlogamente, el flujo de electrones desde la posicién [ hasta
x =0, serd

) 1
g2 = 5n(l) ven. (3.4)
El flujo neto sera entonces

. . 1

J=J1—J2 = §Uth[n(—l) —n(l)] <0, (3.5)
puesto que n(l) > n(—1). Asi que j; < jo, significa que el flujo neto de
electrones fluye de mayor concentracién a menor concentracién, tal como
debe ocurrir en un proceso de difusién. Para obtener una expresiéon mas
explicita del flujo neto, se realiza un desarrollo en serie de Taylor alrededor
de z = 0, es decir

z:O:| }

En general para un plano situado en cualquier posicién x, el flujo neto sera

J= _Uthl% = —D%a
que es precisamente la ley de Fick y el coeficiente de difusién en este caso
es D = vy l. Laec. muestra que el flujo de electrones j en un semicon-
ductor que posee una variacién espacial de su concentracion de electrones
se produce en el sentido opuesto al gradiente dn/dz. Suponiendo una con-
centracién que aumente en el sentido de las x positivas entonces dn/dx > 0,
dard lugar a un flujo de electrones hacia la parte negativa del eje x, por
lo que los electrones se mueven hacia zonas de menor concentracién. La
corriente de difusion generada fluird en sentido opuesto al movimiento de
los electrones y tendra el sentido de este gradiente, es decir, hacia el sentido
de las = positivas (Fig. 3.1).

El flujo de electrones genera una corriente cuya densidad J, es el pro-
ducto de la carga de cada electrén —e por dicho flujo, de manera que
dn

Je=—ej=eDg—, 3.8
ej=eD. (33)

. 1 dn dn
dn

= —uyl—
Uth, d

(3.6)

=0

(3.7)
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y de forma andloga para los portadores positivos

Jp=qj = —qu;LZ- (3.9)
El coeficiente de difusién D = wvy,l, también se puede escribir en térmi-
nos de la movilidad p definida anteriormente. Para tal propdsito usamos el
principio de equiparticion de la energia, para el cual vfh = k,T/m., donde
ky es la constante de Boltzmann. Usamos también la expresién de la mo-
vilidad p = q7./me, tal que 7. = mepu/q. También el recorrido libre medio
[ = vy, 7. De acuerdo con estas expresiones se tiene que

k.T
De = vl = v} 7o = Z Le. (3.10)

Esta ultima relacién recibe el nombre de relacién de Einstein y relacio-
na los dos comportamientos, difusividad y movilidad, que caracterizan el
transporte de carga por difusién y por movilidad en un semiconductor.
Anélogamente se puede obtener una expresién similar para los huecos (car-
gas positivas), esto es, D = (k,T/q) pp-

Otro resultado importante que podemos obtener de este andlisis es el si-
guiente: de acuerdo con el estudio hecho en el capitulo 2, el coeficiente de
difusién de Einstein también se puede escribir en términos del coeficiente
de friccién a, tal que D = k,T'/c; luego entonces igualando este resultado
con la ec. , concluimos que la movilidad también se puede escribir
como i = q/a.

3.1.2. Efecto Hall clasico

El efecto Hall clasico fue descubierto en 1879 por Edwin Hebert Hall
[22] mientras trabajaba en su tesis doctoral bajo la asesoria de Henry A.
Rowland, el cual consiste en lo siguiente: Si se hace circular una corriente I a
través de una placa conductora, como se muestra en la Fig. 3.3 (izquierda),
entonces se establece una diferencia de potencial V, en los extremos del
material y por tanto un campo eléctrico E que apunta en el mismo sentido
de la corriente. Podemos suponer que el sentido de la corriente apunta en la
direccién positiva del eje z. Sin embargo, los portadores de carga, que son
los electrones, van en sentido contrario de la corriente y del campo eléctrico.
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En estas condiciones, si se desea medir con un voltimetro, la diferencia de
potencial entre los otros extremos del material marcados con los puntos
rojos de la Fig. 3.3 (izquierda), se observa que la aguja del voltimetro no
sufre ninguna deflexién, y por tanto no existe diferencia de potencial.

Figura 3.3: Efecto Hall clasico de una barra semiconductora en presencia
de campos eléctrico y magnético.

Ahora el material conductor se encuentra bajo la accién de un campo
magnético B constante que apunta en la direccion perpendicular a la direc-
cién de la corriente, como se muestra en la Fig. 3.3 (derecha). La presencia
del campo magnético ejerce una fuerza magnética F,,, = qv4 x B, sobre los
portadores (electrones méviles) que tiende a empujarlos hacia la superficie
del costado derecho del material conductor (drea pintada de color azul)
y las cargas positivas se dirigen hacia la superficie del costado izquierdo
del material (drea pintada de color naranja). La acumulacién de cargas en
dichas superficies induce un campo eléctrico, que a su vez genera una fuer-
za eléctrica que tiende a equilibrar la fuerza magnética. Esta situacién de
estado estacionario permanece mientras el campo magnético esté presente.
Bajo estas condiciones la lectura del voltimetro registrara una diferencia de
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potencial V,,, que es precisamente el potencial que Hall detecté. Por obvias
razones este potencial recibe el nombre de potencial de Hall y el campo
eléctrico inducido por la polarizacion de cargas, el campo eléctrico de
Hall. Para la situaciéon en que los portadores sean positivos o huecos, el
esquema es muy parecido al caso anterior, solo que los portadores positivos
se mueven en el mismo sentido que la corriente eléctrica. En la Fig. 3.4, se
ilustran los casos en el que los portadores son electrones (izquierda), o bien,
cargas positivas o huecos (derecha). En el caso de los portadores negativos,
el voltimetro mide una diferencia de potencial negativa, mientras que, en el
caso de los portadores positivos, la lectura también sera positiva. El efecto
Hall fue uno de los primeros experimentos que permitieron determinar que
la corriente en los metales es una consecuencia del arrastre de electrones.
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Figura 3.4: Desplazamientos de portadores positivos y negativos de una
barra semiconductora en presencia del efecto Hall clasico.

El potencial de Hall V,,, se calcula de la siguiente manera: en condicio-
nes de estado estacionario y equilibrio entre la fuerzas eléctrica de Hall y
magnética, tenemos entonces que

qE,, +qva x B =0, E, = —-vg4xB. (3.11)

Sin embargo, de acuerdo con la Fig. 3.3 (derecha), el campo magnético
apunta en la direccion positiva del eje z, es decir, B = Bé,, donde e,
es el vector unitario en la direccién z, y supondremos que tanto la fuerza
eléctrica de Hall como la fuerza magnética estdn a lo largo del eje y, de tal
manera que E, = E, e, siendo €, el vector unitario en la direccién positiva
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del eje y. El potencial de Hall satisface que V,, = Eyd, donde d es el ancho
de la placa metélica. Por otro lado, la intensidad de corriente I = dq/dt,
donde dgq es el nimero de portadores de carga que atraviesan el volumen de
la placa en el intervalo de tiempo dt, el cual estda dado por dg = ng Avydt,
y por tanto I = nqgAvg, donde n es el nimero de portadores por unidad de
volumen y A = hd es el area de la seccién transversal del conductor (d es
el ancho y h es la altura), y vy es la magnitud de la velocidad de arrastre
tal que vq = —vq €, la cual apunta en la direccion contraria a la corriente.
Tomando en cuenta la ec. , podemos concluir que el potencial de Hall
esta dado por

V, =vq4Bd = qlfi’ (3.12)
el cual muestra que el potencial de Hall es inversamente proporcional a la
densidad numérica de los portadores de carga.

La expresién del efecto Hall que nos interesa para los propésitos de esta
tesis se obtiene del siguiente andlisis. Nétese que el efecto Hall se ha
establecido mediante el equilibrio entre las fuerzas magnética y eléctrica de
Hall, en la direccién transversal a la corriente y por ende del campo eléctrico
aplicado E que apunta en la direccion positiva del eje z, esto es E = E, &,.
También en esta direcciéon x se tiene un equilibrio entre la fuerza eléctrica
sobre los portadores de carga (electrones) Fy = —qE, e, y la fuerza de
friccién F3 = —avy = avg é;, que apunta en la direccién positiva del eje x.
Luego entonces, en el estado estacionario de equilibrio Fy + F, = 0, y por
lo tanto Fy = —F, de donde se obtiene que vg = (¢/)E; = pE,, siendo
1 = g/a la movilidad, definida anteriormente. En este caso el efecto Hall

(3.11) también se puede escribir como
V, = pE,By = LE,By, (3.13)
a

donde hemos identificado el ancho del material conductor como d = y.
La energia potencial o el trabajo que se realiza sobre los portadores serd

entonces 9

av, = LB, By (3.14)
(6

Esta es precisamente la expresién del efecto Hall que requerimos para com-
parar con el resultado del siguiente capitulo de esta tesis.



Capitulo 4

Relaciones de fluctuacion
tipo Hall y barotrépico

4.1. Introduccion

Para formular las relaciones de fluctuacién tipo Hall y barotrépico,
consideramos necesario realizar un estudio preliminar de la igualdad de
Jarzynski (IJ) [10] y la relacién de fluctuacion de Crooks (RFC) [16], asi
como un breve repaso de la primera y segunda ley de la termodindmica.
En nuestro andlisis no pretendemos deducir la 1J, tampoco la RFC, sino
mas bien justificar su validez con un ejemplo concreto que consiste en el
doblamiento y desdoblamiento de una hebra de ARN, tal como se reporta
en articulo [50]. Las relaciones de fluctuacién han sido formuladas en un
contexto muy general y demostrando ser véalidas, en principio, de forma
universal.

Una vez hecho este estudio, procedemos a estudiar las relaciones de fluc-
tuacién tipo Hall y barotrépico de acuerdo con el modelo de Langevin
propuesto por Roy y Kumar [I], para un conjunto de electrones diluidos
realizando movimiento Browniano en un bafio térmico y en presencia de
campos eléctrico y magnético ortogonales entre si. Para este modelo es de
esperar la aparicién natural del efecto Hall de manera similar como en el
caso de los conductores (ver capitulo 3). En efecto, como veremos en este
capitulo, para el modelo propuesto, Roy y Kumar encontraron dos tipos

26
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de relaciones de fluctuacién: Una en la direccién y, transversal al campo
eléctrico aplicado, al que nombraron como relaciéon de fluctuacion tipo
Hall, y la otra en la direccién z, al cual nombraron como relacion de
fluctuacion tipo barotrépico.

En esta tesis mostraremos otro aspecto importante que no fue considerado
en el trabajo de Roy y Kumar, que consiste en mostrar que al trabajo total
correspondiente a la suma entre el trabajo barotrépico y de Hall, satisface
la RFC.

4.2. Termodinamica Clasica

El propésito de la termodindmica clésica es estudiar las propiedades de
la materia cuando son afectadas por un cambio de temperatura, presion y
volumen de un sistema fisico (un material, un liquido, un conjunto de cuer-
pos, etc.) a un nivel macroscopico; en tanto que en estas observaciones no
se tenga en cuenta la composicién atomica de la materia. Los conceptos de
energia, trabajo, etc., son de uso comtun en termodinamica y en una amplia
variedad de situaciones que tienen que ver con la Fisica, Quimica, Biologia
y otras ramas de la ciencia. El objetivo principal de la termodinamica es
estudiar las leyes que regulan el intercambio de energia entre un sistema
termodinamico con sus alrededores. A continuacién, vamos a realizar un
breve estudio sobre la primera y segunda ley de la termodindmica, concep-
tos que son necesarios para los propositos de esta tesis.

4.2.1. Primera ley de la termodinamica

El trabajo y el calor son formas equivalentes de transferencia de energfa
entre un sistema y sus alrededores. Bajo ciertas condiciones, ambos inter-
cambios pueden producir un mismo cambio de estado del sistema. La ex-
periencia nos muestra lo siguiente: si un sistema que se encuentra en un
recipiente de paredes adiabaticas sufre un cambio de estado por la trans-
ferencia de trabajo de sus alrededores, entonces la cantidad de trabajo W
requerida depende tnicamente de los estados final e inicial del sistema. El
cambio de estado estd cuantificado por una cantidad llamada energia in-
terna del sistema, que denotamos por U. Asi que, el trabajo adiabético
total entre el sistema y sus alrededores serd igual al cambio de su energia
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interna, es decir

Up—-U; = AU = Wy, (4.1)

la cual representa la primera ley de la termodindmica. De igual forma
si el cambio de estado ocurre en un sistema con paredes diatérmicas, en-
tonces AU = Qgiat- Cuando el sistema experimenta un cambio de estado
como resultado de un intercambio de calor y trabajo con sus alrededores,
entonces

AU =Q+W. (4.2)

Para un proceso infinitesimal y reversible se tiene que

dU =d'Q+dW =d'Q+> XY, (4.3)
=1

Estas expresiones representan el principio de conservaciéon de la energia
para los sistemas macroscépicos cerrados. Es claro que, para todo sistema
aislado, la energia interna es una constante. En un proceso ciclico el estado
inicial coincide con el final y por lo tanto AU = 0, en este caso Q = —W.
Esto significa que en un proceso ciclico el trabajo realizado por un sistema
es igual al calor absorbido por él. La energia interna es una funcién de
punto o funcién de estado, por lo que su diferencial es exacta y un cambio
de su valor entre dos estados de equilibrio no depende de la trayectoria.

4.2.2. Segunda ley de la termodinamica

En el parrafo anterior hemos visto que la primera ley de la termodinami-
ca estd relacionada con el principio de conservacién de la energia, para todo
sistema termodinamico que puede intercambiar energia con sus alrededores
en forma de trabajo y calor. Luego entonces, la ec. establece que todo
proceso cuyo Unico fin sea crear o destruir energia es imposible, lo cual
significa la negacién de un perpetum mobile de primera clase. En princi-
pio, la primera ley no establece ninguna restriccion acerca de la direccién
en que un proceso puede ocurrir en un sistema dado; tampoco estable-
ce limitacion alguna para transformar energia de una forma a otra. Por
ejemplo, transformar trabajo en calor puede ocurrir por friccién entre dos
superficies, el paso de una corriente eléctrica a través de una resistencia,
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etc. Sin embargo, la transformacién de calor en trabajo sélo puede ocu-
rrir bajo ciertas restricciones. Esto significa que existen restricciones en la
direccién en que un proceso puede o no ocurrir y, se manifiesta en todos
los procesos inducidos o naturales. En efecto, siempre observamos que el
calor fluye de los cuerpos calientes a los frios, o bien, un gas comprimido
tiende a expandirse, etc., pero nunca se observa que estos procesos ocurren
espontaneamente en direccién contraria. La segunda ley de la termodinami-
ca se encarga de generalizar estas observaciones e introduce una variable
de estado termodinamica llamada entropia, tal que un cambio de su va-
lor entre dos estados de equilibrio de un sistema, se puede establecer un
criterio para decidir bajo qué condiciones un proceso puede o no ocurrir.
Dicho criterio niega la existencia de un perpetum mobile de sequnda clase,
es decir, un proceso cuya unica finalidad sea extraer calor de un cuerpo y
convertirlo integramente en trabajo.

La segunda ley de la termodindamica se puede formular de la siguien-
te manera. Para un sistema termodinamico ¢ que opera en ciclos entre
una distribucién continua de fuentes de temperatura 7', la desigualdad de

Clausius establece que
dQ
< 4.4
7{ T — 0, (44)

donde d'Q es la cantidad de calor que el sistema intercambia con la fuente
a la temperatura 7. La igualdad se cumple si el proceso es reversible y T’
es la temperatura del sistema o de la fuente indistintamente; en este caso

se tiene que
d/Qrev
% —— =0. 4.
T 0 (45)

Si A y B son dos estados de equilibrio de un sistema o, entonces el cambio
de entropia sera
B gy
d
S(B)—S(A) = / Cj{mv. (4.6)

A

Si el proceso es infinitesimal, el cambio de entropia serd dS = d'Q/T,
haciendo que dS sea una diferencial exacta debido al factor integrante
T~'. Derivado de la primera ley de la termodindmica, podemos establecer
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la relacién fundamental para un proceso infinitesimal y reversible dada por

dU =TdS + > X;dY;, (4.7)
=1
o bien
1 1 —
dS = ZdU — = ; X;dY;. (4.8)

También la desigualdad de Clausius se puede escribir de la siguiente
manera para cualquier proceso entre dos estados de equilibrio A y B de un
sistema o, esto es
B d/Q
/ 49 < 5(B) - 5(4), (4.9)
A T
y la igualdad se cumple para procesos reversibles y es consistente con la
ec. . A partir de la ec. se obtiene la ley de incremento de la
entropia para todo sistema aislado. En este caso, d'QQ = 0 por estar aislado
y como consecuencia

S(B) > S(A), (4.10)

donde A y B representan las variables independientes que caracterizan
ambos estados de equilibrio. Esta desigualdad establece el criterio para de-
terminar cuando y en qué condiciones puede ocurrir un proceso dado en un
sistema. Es claro que, para un sistema con paredes adiabaticas, la entropia
es una constante. Por otro lado, la desigualdad anterior se debe aplicar
con especial cuidado, cuando un sistema que no se encuentra térmicamente
aislado de sus alrededores sufre un cambio de estado como consecuencia
de un determinado proceso. Aunque el sistema puede intercambiar calor
con sus alrededores, se puede asumir que el sistema completo o universo
(el sistema o + los alrededores) es un sistema aislado, en consecuencia

(AS)univ = (AS)y + (AS), > 0, (4.11)

donde (AS), es el cambio de entropia del sistema y (AS), el cambio de
entropia de los alrededores. Por lo tanto, para todo proceso que ocurra en
un sistema termodindmico cerrado, la entropia del universo no disminuye.
Este criterio se cumple tanto para procesos espontaneos o irreversibles como
para los reversibles y, en este tltimo caso, el cambio neto en la entropia del
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universo es igual a cero. De acuerdo con la desigualdad , la segunda
ley de la termodindmica también se puede enunciar de la siguiente manera:
para todo proceso que ocurra en un sistema aislado, la entropia
nunca disminuye.
Otras consecuencias que podemos obtener de la desigualdad de Clausius
son las siguientes: la ec. (4.9) se puede escribir para un cambio infinitesimal
como

dQ

Rk
Esta desigualdad muestra que para un proceso irreversible, el cambio de
entropia dS es estrictamente mayor que d'Q /T, donde d'Q es el calor inter-
cambiado con los alrededores. Esto significa que, durante el intercambio de
calor con sus alrededores, habra una cierta cantidad de calor que no se com-
pensa y que da lugar al aumento en el cambio de entropia. Esta cantidad
de calor fue nombrada por Clausius como calor no compensado. Nétese
que en un intercambio reversible dS = d'Q/T. El calor no compensado es
producido por el sistema durante el proceso irreversible, de modo que si
se define la cantidad dS, = d'Q/T y dS; como el cambio de entropia
interna o produccion de entropia interna, entonces

ds > (4.12)

dS = dS, + dsS;, (4.13)

donde dS, representa el cambio de entropia del sistema debido al intercam-
bio de energia y materia con los alrededores. Por tanto, el cambio total de
entropia es debido tanto al intercambio de entropia con los alrededores, asi
como a la produccién interna de entropia. Podemos concluir nuevamente
que, para todo sistema aislado en el que ocurre un proceso irreversible, es
evidente que dS, = 0 y por lo tanto dS; > 0, es decir, la entropia siempre
crece. Claramente dS; = 0 para procesos reversibles. Como consecuencia,
de la primera y la segunda ley de la termodinamica la relacién fundamental
se puede escribir, para procesos infinitesimales y reversibles, como

TdS, = dU — d'W, (4.14)

ya que en este caso dS. = dS, puesto que dS; = 0. Sin embargo, para todo
proceso arbitrario se debe tomar en cuenta el cambio total de entropia, de
tal manera que dS. = dS — dS;, luego entonces, para procesos irreversibles
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se tiene que

TdS = dU — d'W +TdS; = dU — d' W, (4.15)

donde d'Wj,.,, = d'W —TdS; < d'W; lo cual significa que el trabajo maximo
que un sistema puede realizar es de caracter reversible. Esta desigualdad
establece también que la produccion de entropia estd relacionada con el
trabajo disipativo de los procesos de transporte.

4.2.3. Potenciales termodinamicos

Los potenciales termodindmicos se obtienen a partir de la relacién fun-
damental y utilizando la transformada de Legendre. Los potenciales termo-
dindmicos mas comunes son: la energia libre de Helmholtz, la energia
libre de Gibbs, la entalpia, la entropia y la energia interna.

Energia libre de Helmholtz. La energia libre de Helmholtz es una
funcién de estado que se define como F = U — T'S, y de acuerdo con la
relacion fundamental, en un sistema simple, se puede escribir como

dF = —SdT — pdV, (4.16)

y por tanto es una funciéon de estado para las variables independientes
(T,V), es decir, F(T,V). La razén de llamar a F energia libre es por lo
siguiente: si un sistema termodinamico experimenta un proceso isotérmico
reversible entre dos estados de equilibrio A y B y si durante el proceso
el sistema tnicamente intercambia calor con los alrededores, entonces el
trabajo realizado por el sistema es igual a la disminucién en la energia
libre del mismo. Para mostrar esta afirmacién, recurrimos a la ec. y
vemos que

Q <T[5(B) - S(A)], (4.17)

y de acuerdo con la primera ley se tiene que U(B) —U(A) = Q+W,,, por
loque -W,, < —-[U(B)—-TS5(B)|+[U(A) —TS(A)], de donde se obtiene

—W,, < —[F(B)— F(A)] = —AF, (4.18)
y por lo tanto para todo proceso reversible

— W' = —AF, (4.19)
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el cual representa el trabajo maximo que el sistema puede realizar. Equiva-
lentemente, los alrededores realizan trabajo sobre el sistema si W, , > AF,
es decir, el trabajo que se realiza sobre el sistema es més que el trabajo
reversible AF. Como podemos observar, la ec. tiene cierta analogia
con el teorema trabajo-energia de la mecéanica clésica.

Energia libre de Gibbs. Este potencial es también una funcion de
estado que se define como G = U —-TS+pV, y su forma diferencial satisface
la relacién

dG = —SdT — Vdp, (4.20)

y por tanto es una funcién de estado para las variables independientes (7', p)
es decir, G(T, p).

La entalpia. Este potencial se define como H = U +pV, de tal manera
que
dH =TdS + Vdp, (4.21)

y por tanto es una funcién de estado tal que H (S, p).

4.3. Relaciones de fluctuacion

En esta seccion vamos a formular las dos relaciones de fluctuacion co-
nocidas como la igualdad de Jarzynski (IJ) y el teorema de Crooks (TC).
Ambos fueron establecidos para el trabajo termodinamico fuera de equili-
brio. Sin embargo, el TC ha sido formulado también para otras cantidades
termodindamicas como calor, potencia, produccién de entropia, etc. Mostra-
remos también que la IJ es un caso particular del TC.

4.3.1. La igualdad de Jarzynski

En esencia, la 1J establece una relacién entre el trabajo fuera de equi-
librio con la diferencia de energia libre entre dos estados de equilibrio. La
1J puede aplicarse a sistemas macroscépicos deterministas; sin embargo, lo
mas relevante de su contenido estd en su aplicacién al estudio de los sis-
temas de tamano pequeno, donde las fluctuaciones estocéasticas juegan un
papel fundamental.
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Para poder entender mejor la 1J, primeramente, estudiaremos un sis-
tema termodindamico que consiste en una banda elastica y, posteriormente
veremos cémo los conceptos se pueden extender al caso de una hebra de
ARN (Acido Ribonucleico) sujeta a una trampa 6ptica. En este caso, la
segunda ley de la termodindmica debe interpretarse estadisticamente en
términos de promedios sobre muchas realizaciones. Desde el punto de vista
termodindmico, cuando una fuerza externa (agente externo) actia sobre
un sistema para sacarlo de su estado de equilibrio, el trabajo W realiza-
do por dicha fuerza, debe satisfacer, de acuerdo con la segunda ley de la
termodindmica, la desigualdad W > AF. Si dicho proceso se realiza cua-
siestaticamente, entonces el sistema pasa por una sucesién de estados de
equilibrio y, por lo tanto, el trabajo hecho sobre el sistema es reversible e
igual a Wy, = AF. De manera que el trabajo irreversible es mayor que el
trabajo reversible y la diferencia Wy = W — AF es entonces, la cantidad
neta de calor o trabajo disipativo que se transfiere del sistema a sus alre-
dedores (bano térmico) debido a los procesos disipativos que se generan en
el sistema. Ilustremos esta afirmacién con un ejemplo: consideremos una
banda elédstica de longitud z que se tira de uno de sus extremos. La ban-
da estd atada en uno de sus extremos a una pared fija y en el otro, a un
resorte sobre el cual se ejerce una fuerza externa (véase la Fig. [51].
La longitud de la banda junto con la del resorte se denota como A, que
juega el papel del pardmetro externo que ejerce trabajo sobre el sistema.
Los alrededores o bano térmico en este caso, es el aire a temperatura 1.

pared

E resorte
z ». ideal

pared

banda elastica

. A

Figura 4.1: Estiramiento de una banda elastica unida a un resorte.
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Durante el proceso de estiramiento entre dos estados de equilibrio, el
cambio en la energia interna del sistema satisface los requerimientos de la
primera ley de la termodindmica, es decir

AU =Q+W, (4.22)

donde @ es el calor que el sistema intercambia con sus alrededores y W
el trabajo que se realiza sobre el sistema. De la definicién dada anterior-
mente para el trabajo a lo largo de una trayectoria estocastica, dW =
OU(x,a)/0a, identificamos el pardmetro \(t) = a y el potencial U(zx, a)
U(z, A). De modo que el trabajo total hecho sobre el sistema en un intervalo
de tiempo [0, 7] sera

_[ToU(x,N) [T OU(x,N)
W—AéMM—AaAA@ﬁ. (4.23)

Por otro lado, de acuerdo con la desigualdad de Clausius (4.9)), es claro que

B .y
W:AU—Q:AU—T/ %zAU—TAS:A(U—TS):AF,

A
(4.24)

donde T es la temperatura del bano térmicoy F' = U—T5 es la energia libre
de Helmholtz. El resultado (4.24)) es el esperado como ha sido establecido
anteriormente.

A continuacién, consideramos un proceso ciclico para el cual el protoco-
lo o parametro del trabajo A actia de tal manera que el sistema pasa de un
estado inicial de equilibrio A hacia otro estado de equilibrio B, y viceversa
de B — A, como se muestra en la Fig.4.2. En este caso se tiene que AF =0
y por tanto el trabajo ciclico serda W, > 0. Puesto que también AU = 0,
entonces Q. = —W,. < 0. Podemos concluir que, en un proceso ciclico, la
situacion para la cual W, < 0 < @Q, es imposible. Es decir, la segunda ley
de la termodinamica niega la existencia de un perpetum mobile de segunda
clase, esto es, una maquina trabajando en ciclos cuya tnica finalidad sea
convertir calor (fluctuaciones térmicas) en trabajo. Esta es la formulacién
de Thomson de la segunda ley de la termodinamica. En el caso de la banda
elastica, esto significa que no es posible almacenar la energia contenida en
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A]I
At |A B
RN A(t)
AO (A . 1 L L L 1 1 B > t
0 t=Tjo

Figura 4.2: Proceso ciclico para un protocolo A a partir de un estado de
equilibrio A - By de B — A

el movimiento térmico de las moléculas, y liberar dicha energia en trabajo,
simplemente estirando y comprimiendo la banda elédstica.

En el caso de la banda elastica, el proceso ciclico lo podemos separar
en dos procesos: el proceso hacia adelante cuando el protocolo actiia sobre
el sistema cambiando su estado de equilibrio de A a B, es decir Ap(t) y;
el proceso inverso cuando el protocolo actia de forma tal que el sistema
cambia su estado de equilibrio de B a A. Con més precisién, el proceso
inverso se cuantifica con una inversién en el tiempo Ag(t), de tal manera
que Ar(t) = Ap(7 —t). Es claro que

WF > AF = FB - FA7
Wgr > —AF:—(FB—FA),
—Wr < AF < Wp, (4.25)

de donde se concluye que W, = Wr + Wg > 0, lo cual es también consis-
tente con la formulacion de Thomson de la segunda ley.
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4.3.2. Estirando y comprimiendo una hebra de ARN

Apliquemos los mismos conceptos termodindmicos arriba mencionados,
pero ahora a una escala microscépica que consiste en estirar y comprimir
una molécula (hebra) de ARN, tal como se muestra en la Fig. 4.3.

Estudiemos ahora céomo los resultados anteriores se pueden extender
al estudio de sistemas mesoscopicos. Para ello, nuevamente consideremos
un ejemplo andlogo al de la banda elastica, que consiste de una molécula
(hebra) de ARN tal que uno de extremos estd sujeto a una particula de
poliestireno y ésta a su vez esta sujeta a una micro pipeta. El otro extre-
mo estd sujeto a otra particula confinada en una trampa éptica, como se
muestra en la Fig. [£.3]

(’ hebra ARN

micro-
pipeta trampa

laser

Asas ADN /

A

. T Ty

Figura 4.3: Doblamiento y desdoblamiento de una hebra de ARN confinada
en una trampa éptica.

Todo el sistema estd inmerso en agua a temperatura ambiente (bano
térmico). Se puede realizar trabajo sobre el sistema variando la posicién
de la trampa éptica. Imaginemos el siguiente proceso irreversible: comen-
zamos considerando a la molécula en equilibrio con el bano térmico y la
trampa en la posicién A = A. Stbitamente se realiza un estiramiento de la
hebra hasta A\ = B y, se deja relajar al sistema hasta alcanzar el equilibrio
con el bano. Posteriormente se realiza el trabajo inverso, que consiste en
comprimir la hebra de ARN del estado A = B hasta el estado de equilibrio
A = A. Supongamos que el experimento se realiza muchas veces, preparan-
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do al sistema siempre en los mismos estados de equilibrio A y B y siguiendo
el mismo protocolo en cada experimento.

Debido a la inevitable presencia de las fluctuaciones térmicas a la que
estd sujeta la hebra dentro del bano térmico, es evidente que las mediciones
del trabajo en cada experimento seran distintas. Esto es precisamente el
origen de las fluctuaciones estadisticas del trabajo en el proceso de esti-
ramiento y compresion de la molécula de ARN. Nuevamente definimos los
trabajos Wr y Wg asociados a los procesos de estiramiento y compresion de
la hebra respectivamente y, por tanto, el trabajo ciclico sera W, = Wrp+Wg
para cada experimento, tal que —Wgr < AF < Wg. A nivel termodindmi-
co, el conjunto de experimentos se debe interpretar estadisticamente para
que sea consistente con la segunda ley. Por ejemplo, para cada proceso de
estiramiento se tendra una distribucién de valores del trabajo que defini-
mos como pr (W), de modo que a nivel termodindmico se debe cumplir que
(W) > AF'. En la Fig. 4.4, se observa la distribucién pp(W) de valores de
Wy el valor de AF a la izquierda de (W). Sin embargo, conforme se reali-
zan tantas veces como sea posible el experimento, cabria la posibilidad de
obtener valores del trabajo para los cuales W < AF, tal como se muestra
en la regién lejana de la cola izquierda de la distribucién pg (W), como se
ilustra en la misma Fig. 4.4.

PR(-W)

pr(W)

AF

Figura 4.4: Distribuciéon de probabilidad de W y —W. Tomado de la Ref.
[51]
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Conclusiones equivalentes se deben obtener acerca del trabajo ciclico
W.. En efecto, para el conjunto de realizaciones también se debe cumplir
que (—Wg) < AF < (Wp). Lo que significa a nivel termodinamico, que
(We) = (Wp + Wg) > 0, consistente con la desigualdad de Thomson.
De nueva cuenta, para un ndmero muy grande de realizaciones, cabria
la posibilidad de obtener valores del trabajo para los cuales en un ciclo
We.=Wr+Wg <0.

Estas “violaciones a la sequnda ley” representan eventos fortuitos du-
rante los cuales las fluctuaciones térmicas interfieren de manera construc-
tiva que facilitan el proceso de estiramiento de la molécula de ARN. Estos
estudios representan una razonable extrapolacion estadistica de la segun-
da ley de la termodinamica a los procesos que ocurren en los sistemas
pequenos. Por esta razén se hace necesaria una descripcién fundamental
acerca del trabajo termodindmico fuera de equilibrio a lo largo de una tra-
yectoria estocastica. En 1997 el fisico estadounidense Cristopher Jarzynski
[10] establecié una destacable igualdad para todos los procesos irreversi-
bles en términos de cantidades de equilibrio. Esta igualdad establece lo
siguiente:

<e_5W> = ¢ PAF (4.26)

donde 8 = 1/k,T, AF es la diferencia de energfa libre entre dos estados
de equilibrio, digamos A y B, W es el trabajo irreversible a lo largo de una
realizacién o trayectoria estocdstica, y el promedio (- --) se realiza sobre el
ensamble de trayectorias.

La IJ es consistente con la segunda ley de la termodinamica. Por ejem-
plo, de acuerdo con la desigualdad de Jensen, se tiene que para toda funcién
f(z) de una variable aleatoria x se cumple que (f(x)) > f((z)). Asi que
(e=PW) > e(=FW) y por la 1J se concluye que (W) > AF, que es consistente
con la segunda ley de la termodindmica. También para un proceso ciclico
AF =0 y, nuevamente por la 1J, se tiene que 1 > e{=#") ¢ bien (W,) > 0,
lo cual es consistente con la desigualdad de Thomson. La primera prue-
ba experimental de la 1J fue realizada por C. Bustamante y colaboradores
en la Universidad de Berkeley, California [15], quienes midieron el trabajo
ejercido sobre una hebra de ARN en varios procesos de desdoblamiento
de la molécula usando una pinza Optica. También el grupo de cientificos
experimentales de la Universidad de Barcelona, Espana, liderados por el
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fisico cataldn Felix Ritort [2I], han corroborado experimentalmente la 1J
mediante el plegamiento y desdoblamiento de proteinas.

4.3.3. Teorema de Crooks

Dos anos después del trabajo de Jarzynski, Gavin Crooks [16] fue capaz
de generalizar la IJ al establecer una relacién entre la distribucién del
trabajo medido a lo largo de una trayectoria estocastica y la distribucion a
lo largo de la inversa de dicha trayectoria. La relacién de Crooks establece
lo siguiente:

Plz(_@) = PW-AF) (4.27)
donde P(W) es la probabilidad de observar el trabajo a lo largo de una
trayectoria estocéstica, P(—W) es la probabilidad del trabajo a lo largo de
la inversa de dicha trayectoria, W; = W — AF es el trabajo disipativo y
BWy la produccién de entropia. P(W) representa la probabilidad del tra-
bajo medido en el proceso directo o hacia “delante” en un intervalo finito
de tiempo y P(—W) la probabilidad a lo largo del proceso inverso o hacia
“atras” en el mismo intervalo de tiempo. Ambos procesos se llevan a cabo
mediante la accién de un protocolo que dependen del tiempo, digamos A(t).

Las consecuencias inmediatas de la relacién de Crooks son las siguientes:

(i) A partir de ella se obtiene la IJ tomando en cuenta que

—+00 —+00
1 :/ P(—W)dW :/ SAF-W) p(y)aiy = ePAF <e*5W>,

- (4.28)

luego entonces (e AW) = ¢~ AAF,

(ii) Si W = AF, implica que P(W) = P(—W); entonces el trabajo es

reversible y, por tanto, no hay trabajo disipativo. En 2005 la relacién de
Crooks fue verificado experimentalmente al comprimir y descomprimir una

horquilla de ARN.
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4.4. Relaciones de fluctuacién tipo Hall y barotropi-
co

En 2008 D. Roy y N. Kumar [I], publicaron un articulo cuyo titulo en
inglés lleva por nombre Langevin dynamics in crossed magnetic and elec-
tric fields: Hall and diamagnetic fluctuations, y cuya traduccién al espanol
seria, Dindmica de Langevin en campos eléctrico y magnético cruzados:
fluctuaciones Hall y diamagnético. Para lograr su objetivo, los autores con-
sideraron la dindmica de un sistema de electrones independientes inmersos
en un bafio térmico de temperatura T y en presencia de campos eléctrico
y magnético cruzados. Las relaciones de fluctuacion tipo Hall y barotrdpico
fueron establecidos mediante la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck
asociada a la ecuacion de Langevin para un electrén en el régimen sobre-
amortiguado. La relacién de fluctuacién barotrépica es nombrada asi por-
que su expresiéon algebraica es muy similar a la expresién que se obtiene
del perfil de presién barotrépica en un fluido. De manera andloga, la expre-
sién algebraica de la relacién de fluctuacion tipo Hall es bastante similar
a la expresion del efecto Hall estudiado en el capitulo anterior. Para obte-
ner las relaciones de fluctuacion antes mencionadas, usaremos un método
ligeramente distinto al propuesto por Roy y Kumar [I].

Consideremos entonces un sistema independiente de electrones con car-
ga eléctrica —e y masa m inmersos en un bafio térmico y en presencia de
campos eléctrico y magnético cruzados. El campo eléctrico se considera co-
mo un vector constante que apunta en la direccion x y el campo magnético
también como un vector constante apuntando en la direccién z del sistema
cartesiano de coordenadas, es decir, E = (E,0,0) y B = (0,0, B). En este
caso, la ecuacion de Langevin para un electron se puede escribir entonces
de la siguiente manera

m — av—eE- Svx B1e®), (4.29)

dt c
donde « es el coeficiente de friccién y £(¢) es un ruido blanco Gaussiano con
valor medio (§;(t)) = 0y cuya funcién de correlacién satisface (&;(t)&;(t')) =
2X0;;6(t —t'), siendo A = kT, la intensidad del ruido y k, la constante
de Bolztmann. Debido a la orientacion del campo magnético, éste sélo tiene
influencia en el plano (z,y) ya que en la direccién z el proceso estocdstico
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en independiente del campo magnético. De manera que en el plano (z,y) y
en el régimen sobre-amortiguado, la dindmica de Langevin se puede
escribir como

x =—A(x)+Bn(t), (4.30)

donde x = (z,y), n(t) = (&,&y), y €l vector A(x) = (A4,, Ay), asi como la
matriz B estan definidos en el apéndice A. En el mismo apéndice obtene-
mos la ecuacién de Fokker-Planck (EFP) para la densidad de probabilidad
condicional P(x,t|x9) = P(z,y,t|zo,y0) asociada a la ec. (4.30), la cual

estd dada por
oP
V.. AP+ —
o~ VMY Ea oy
sujeta a la condicién inicial P(x,0]|x0,0) = d(x — x¢). Para facilitar los
calculos algebraicos introducimos el siguiente cambio de variable X =
x — (x), donde las cantidades X y (x), satisfacen las siguientes ecuacio-
nes diferenciales

ViP, (4.31)

X = Bn(t), (4.32)

(%) = —A. (4.33)

La solucién de la ec. (4.33) es simplemente (x(t)) — (xg) = —At. Podemos
mostrar ahora que la EFP para la densidad de probabilidad condicional
P(X,t|Xo) = P(X,Y,t| X0, Yy), asociada a la ec. (4.32)) serd simplemente

oP

- = D.V%P, (4.34)

sujeta también a la condicién inicial P(X,0/Xo,0) = 6(X — Xg) y D,
es el coeficiente de difusién efectivo dado por D, = D/(1 + C?), siendo
D = )\/a? =k, T/« el coeficiente de difusién de Einstein. La ec. es
precisamente la ecuacion de difusion y su solucién es bien conocida y dada

por
X — Xp|?
exp (JO’) | (4.35)

P(X, 1/Xo) = —
e

4Dt

Regresando a la variable original, podemos verificar facilmente que X —
Xp =x— (x) — (x0 — (X0)) = x — X9 + At, y por lo tanto, la solucién de la
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ec. (4.31)) sera

1
P(x,t|xg) = D &P <
e

- Atf?
_|XX0+|> (4.36)

4Dt

Para calcular la densidad de probabilidad conjunta P(x,t), ésta se debe
calcular mediante la integral

P(x,t) = /P(X,t|xo)5(Xg), (4.37)

la cual conduce facilmente al resultado

1 |x + At|?
P(x,t) = —_— 4.38
(X? ) 47TD€t exp ( 4D€t Y ( )

y para esta densidad de probabilidad se tiene que (x) = —At, el cual se
puede escribir también como (x) = —(A,t, Ayt), siendo A, = eE/a(1+C?)
y Ay = eE C/a(1+ C?) las componentes del vector A. Antes de establecer
las relaciones de fluctuacién tipo Hall y barotrépico, vamos a formular una
relacion de fluctuacion en términos de la densidad de probabilidad .
En este caso se puede demostrar que dicha relacién de fluctuacién satisface

la siguiente expresién
P(x,t) x - (x)
— = . 4.39

P(—x,t) P ( Dt (4.39)

Con base a este resultado surge entonces las siguientes preguntas: jqué
significado fisico podemos obtener de esta relacion de fluctuacion? ; Tiene
esta relacion de fluctuacion algo que ver con la relacion de fluctuacion de
Crooks? Para poder responder a éstas dos preguntas, veamos primeramente
qué significado fisico tiene el producto escalar de la exponencial, es decir,
x - (x)/D.t. De acuerdo con las definiciones anteriores esta cantidad se
puede escribir como

x - () _ a:Ax+yAy :_eEx_C'eEy’ (4.40)
Dt D, D, k,T kT
y si recordamos que C' = eB/ac entonces
x-(x)  eEx €?EBy (4.41)

Dt k,T ack,T"
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Es evidente que el primer término de que definimos como W, =
—eFx representa el trabajo que realiza la fuerza eléctrica, proveniente
del campo eléctrico aplicado E = (F,0,0) sobre los portadores de carga
(electrones) en la direccién contraria a dicho campo eléctrico. El término
—eFx/k,T = W, es entonces el trabajo adimensional.

Por otro lado, el segundo término de que contiene a e? EBy/ac

debe ser también un trabajo realizado por alguna fuerza en la direccion y,
pero no se ve muy claro cudl es la fuerza, puesto que E es la amplitud del
campo eléctrico aplicado E que apunta en la direcciéon z y B = (0,0, B) en
la direccién z. Sin embargo, como hemos visto en el capitulo 3, en el caso
de los conductores o semiconductores la expresién de la energia potencial
de Hall se puede escribir como eV, = eE,y = e?E,By/a, siendo en este
caso F, la magnitud del campo eléctrico de Hall que se induce debido al
campo magnético. En unidades Gaussianas del campo magnético podemos
escribir la energfa potencial de Hall como eFEyy = e?E,By/ac.
Ante esta situacién, es valido hacernos la siguiente pregunta: ;bajo qué
condiciones, seria posible establecer la igualdad eV, = eEyy = e?E,By/a
en el modelo propuesto por Roy y Kumar? De acuerdo con los autores,
el modelo propuesto sugiere su aplicacién a cierta clase de semiconducto-
res cuyos portadores de carga (electrones) interaccionan fuertemente con
los fononones [I]. Si en esta clase de semiconductores surge el efecto Hall
por la presencia de los campos eléctrico y magnético cruzados, entonces la
aparicion de dicho efecto nos dirfa que la energia potencial de Hall seria
—ebyy = —e?EBy/ac, donde W, = —elyy representa el trabajo que rea-
liza la fuerza eléctrica de Hall en la direccién contraria al campo eléctrico
de Hall £, y BW,, es el trabajo de Hall adimensional. En estas condiciones
podemos concluir que la ec. (4.41)) representa el trabajo total adimensional
dado por la la suma de los trabajos realizados, por la fuerza eléctrica —eF
y la fuerza eléctrica de Hall —eFE), sobre los electrones.

La otra pregunta de si la relacién de fluctuacion tiene algo que
ver con la relacion de fluctuacién de Crooks la cual se encuentra relacionada
precisamente con el trabajo total W que se realiza sobre el sistema en un
intervalo de tiempo, digamos [0, 7]. Este trabajo es una cantidad estocasti-
ca y es una funcién lineal de x, luego entonces es un proceso estocastico
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Gaussiano y por lo tanto su distribucion de probabilidad debe ser

P(W) = ! exp [—(VV_W] , (4.42)

2
\/2mo2, 207,

donde 02 = (W?) — (W)? es la varianza y (W) el valor medio de W.
Para establecer la relacién de fluctuacion de Crooks, debemos calcular el
cociente P(W)/P(—W) dado por

P(W) LWy W
b = [20%] , (4.43)
y demostrar que la varianza debe cumplir que J‘%V = 2(W). Para ello,
tenemos que (W) = (x) - (x) /D¢t = [(z)? + (y)2]/Det, asi que
W) = ol + vl
= (th)Q [(@2)(2)? + 2(ay) (@) (y) + (¥*)(v)*)
W = Gl + 2 + )], (149
y entonces
0% = sl ((e?) — ()
w (Det>2
+ 2(x)(y) ((zy) — (@) (W) + W) (¥ — W))]- (4.45)

Cada término de (4.45) se puede calcular de (4.38)) si éste se escribe en

términos de componentes, es decir

R SN I ) i )i
4r Dt 4Dt

P, ,1) (4.46)
De esta densidad de probabilidad es evidente que la varianza de z y de y son
iguales, esto es (x2) — ()2 = (y?) — (y)? = 2D.t, y ademés (xy) = (z)(y),
y por lo tanto (4.45) se reduce a
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= ol + W) =207). (147
Finalmente tenemos que o
P(W

P - eV, (4.48)

que corresponde precisamente a la relacién de fluctuacién de Crooks dada
por la ec. (4.27)). ;Qué podemos decir acerca de la diferencia de la energia
libre AF'?. Esta diferencia se puede calcular de la siguiente manera: de la

misma ec. (4.48)) tenemos que
(e = /e—WP(W)dW = /P(—W)dW =1, (4.49)

Si admitimos la validez de la igualdad de Jarzynski, entonces (e #W) =
e PAF vy para que se cumpla esta igualdad en , se requiere que
AF = 0. Esto nos dice que la condicién de equilibrio en t = 0 debe ser la
misma que en t = 7, es decir, F|(0) = F(7).

Siguiendo ahora la propuesta de Roy y Kumar [1], vamos a establecer
las relaciones de fluctuacion tipo Hall y barotrépico. Para tal propésito de-
bemos calcular las densidades de probabilidad marginales P(x,t) y P(y,t).
En este caso, es claro que

1 (v + Agt)?] [ (y + Ayt)?
Plz.t) = AT Aat) _WEAYT
@t = 1pi eXp[ AD.t ]/_OOGXP[ 1Dt | W (450)

y por tanto

1 [ (x4 Agt)?]
Px,t) = —— e I 4.51
@8 = Vg O | anu (4:51)
De manera andloga podemos verificar que
1 [ (y+ Ayt)?]
P(y,t) = ——— —s Y 4.52
W= Ui "7 aba (4.52)

En la direccién x la relacién de fluctuacion se obtiene del cociente entre
P(z,t) y P(—z,t), donde

P(—x,t) =

(_x"i"w] . (4.53)

exp |-
InDt P { 4D,
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Tomando en cuenta la expresién explicita de A, obtenemos como conse-

cuencia Pa.t) 5
T eEx
= — . 4.54

reap = (i) (459

Esta es la relacién de fluctuacién que Roy y Kumar nombraron como Rela-
cion de fluctuacion “tipo barotropico”, por su similitud matemética
con la variacién de la presién barotrépica con la altura en una cierta region
de la atmosfera cercana a la superficie terrestre. En efecto, en una prime-
ra aproximacion, se supone que la temperatura y la intensidad del campo
gravitatorio se mantienen constantes con la altura en esta regién, y que el
aire es un gas ideal formado por una sola componente (el mds abundan-
te, el nitrégeno). En este caso la distribucién de moléculas por unidad de
volumen con la altura sigue la ley de distribucién de Boltzmann, dada por

n = ngexp <—%> , (4.55)
B

donde ng es el nimero de moléculas por unidad de volumen a nivel del mar
y mgy la energia potencial. Por ser un gas ideal se tiene que p = nk,T, asi
que el perfil de presiones satisface lo siguiente

mgy
— _ 99 4.
P poeXp< kBT>’ (4.56)

donde pg es la presién atmosférica a nivel del mar. Podemos observar enton-
ces la similitud matematica entre las ecs. y , donde aparecen
de manera natural los términos de energia potencial electrostatica —eFx,
o trabajo hecho por la fuerza electrostatica —eF, y energia potencial gra-
vitacional —mgy, o trabajo hecho por la fuerza gravitacional —myg.

Para la relacién de fluctuacion transversal, esto es, en la direccion y,
requerimos de la razén entre P(y,t) y P(—y,t), donde

1 (—y+ Ay)2
——— exp————,
VAT Dt 4Dt
Usando la expresién explicita de A, se concluye que

P(y,t) e?EBy
D — . 4.
Pty = (= cart (458)

P(—y,t) = (4.57)
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Estas fueron precisamente las relaciones de fluctuacion tipo barotrépico
y tipo Hall , obtenidas por Roy y Kumar en 2008. Por obvias
razones, la relacién de fluctuacién en la direcciéon y fue nombrada como
Relacion de fluctuacion “tipo Hall”. La relacién de fluctuacién tipo
barotrépico esta relacionada con el trabajo que realiza la fuerza eléctrica
en direccién contraria al campo eléctrico E aplicado, y la relacion de fluc-
tuacién tipo Hall, tiene que ver con el trabajo hecho por la fuerza eléctrica
de Hall.

El resultado obtenido en la ec. (4.58]) nos dice que la relaciéon de fluctua-

cién tipo Hall, involucra el producto de los campos eléctrico y magnético y
que el término e? £ B /ca debe ser el trabajo que se realiza sobre los electro-
nes en la direccion transversal al campo eléctrico aplicado. Sin embargo, es
importante hacer notar que el campo magnético no realiza trabajo sobre
dichas particulas puesto que éstas se mueven sobre el plano xy. De acuerdo
con Roy y Kumar, esta relacion de fluctuacion parece estar més relaciona-
da con el rompimiento en la simetria del tiempo debido a la inversién del
campo magnético de B — —B en el proceso inverso —y(t). Esto al parecer,
es distinto a la relacién de fluctuacion de Crooks, que se establece de sa-
cuerdo con el rompimiento en la simetria temporal debido a la disipacion
por friccion.
Sin embargo, hemos visto que el trabajo total W = (W, + W), satisface
la relacion de fluctuacion de Crooks y por tanto, su relacién de fluctuacién
debe estar relacionada con el rompimiento de la simetria temporal debido
a la disipacion por friccién.
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4.5. Apéndice

En este apéndice vamos a establecer la metodologia de como obtener la
ecuacién de Fokker-Planck (EFP) asociada a la ecuacién de Langevin para
una y varias variables estocasticas.

Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck para una variable .

Consideremos una ecuacién diferencial estocdstica (EDE) para la va-
riable estocéstica y(t), dada por

Y= A(y’ t) + B(yv t)é(t)v (459)

donde A(y,t), B(y,t) son funciones arbitrarias y £(¢) el término de ruido
cuyas propiedades estadisiticas son de ruido blanco Gaussiano con valor
medio (£(t)) = 0y funcién de correlacién (£(¢)E(t') = 2A0(t—t'). El término
A(y,t) se conoce como término de arrastre y B(y,t)£(t) como término
difusivo. Se puede demostrar que la EFP para la densidad de probabilidad
condicional P(y,t|yo) asociada la EDE estd dada por [47]

1 9

[ (y,t) P] + 5873/2[(1(2) (y, 1) P, (4.60)

or __op
ot Oy

sujeta a la condicién inicial P(y, 0|yo) = d(y — o). Los coeficientes a(? (y, 1)
se conocen como derivada de los momentos y estan definimos por
0B(y,t
a0) = Alyt) + 2Bl 0) T, (1.1

aP(y,t) = 2AB%(y,1). (4.62)

Como ejemplo concreto vamos a obtener la EFP para la particula Brownia-
na en el régimen sobreamortiguado, cuya ecuacién de Langevin estda dada
por

i = é&(t}, (4.63)

donde £(t) satisface las propiedades de un ruido blanco Gaussiano. Si com-

paramos la ec. (4.63) con la ec. (4.59) vemos que y = x; entonces es in-
mediato ver que A(z,t) =0y B(z,t) = 1/a, de modo que los coeficientes
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aWM(z,t) = 0y aP(x,t) = 1/a>. Asi que la EFP para la densidad de
probabilidad condicional P(x,t|xg) serd
oP _ _0°P
ot o0x’
que corresponde precisamente a la ecuacién de difusién, siendo D = \/a? =
k,T/a la constante de difusién de Einstein.

(4.64)

Consideremos ahora la ecuacién de Langevin para la velocidad, es decir

1
b= =+ —£(t), (4.65)
donde v = a/m. En este caso la variable estocédstica y = v, y los co-
eficientes de arrastre y de difusién serdn respectivamente A(v,t) = —av
y B(v,t) = 1/m. Por lo tanto es facil verificar que a"(z,t) = —aw,

a®(z,t) = 2\/m?, y de esta manera se concluye que la EFP para la den-
sidad de probabilidad condicional P(v,t|vg) estd dada por
oP 9 A O?P
NP+ T
at ~ ov (vP)+ m2 Ov?’

sujeta a la condicién inicial P(v,t|vg).

(4.66)

Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck multivariables .

Para un conjunto de n variables estocédsticas definimos el vector y =

(y1,---,yn). Para este conjunto de variables la ecuacién diferencial es-
tocastica se puede escribir como

donde ahora A;(y,t) son las componentes de un vector que definimos como
A, Bj;(y,t) los elementos de una matriz que definimos como B, y &;(t)
las componentes del vector &(t) con valor medio (&;(t)) = 0 y funcién de
correlacion (&;(t)&;(t") = 2X0;; 6(t —t'). También es posible demostrar que
la EFP para la densidad de probabilidad condicional P(y,t|yg) asociada
la EDE (4.67) sera [47]

oP "9 (1 (2)
=1
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sujeta a la condicién inicial P(y,0lyo) = 6(y — yo). Las derivadas de los
momentos en este caso estan dadas por

0
agl)(y, t) = Ai(y,t)+ )\Bjk(y, t) ainik(yv t), (4.69)
J

oD (y.t) = 22 Bu(y,t)Bj(y.1), (4.70)

cuya forma explicita para el primer momento es

a(l) = A\B 78 Bi1+)\B 78 Bis +\B 78 Bi1+AB 78 B
1 1[ 11 o0 11 12 o 12 21 T 11 22 o 12]
a(l) = A3/ABy1 =— DBy + ABjg — B9y + A\Byy — B9y + A By —B
2 2[ 11 o 21 12 9y1 22 21 93/2 21 22 9y2 22]

para el segundo momento como

a1 = 2A[B11Bi1 + Bi2Bi2] , a21 = 2\[B21B11 + Ba2Bi2],

a2 = 2A[B11Ba1 + Bi2Ba] , a2 = 2A\[B21Ba1 + BaaBas). (4.71)

Con esta descripcion, podemos obtener la EFP asociada a la ecuacion
de Langevin en el régimen sobreamortiguado para una particula cargada
bajo la accién de campos eléctrico y magnético constantes. Para la situacién
en que el campo magnético apunta en la direcciéon z y el campo eléctrico
en la direccién z, la ecuacién de Langevin se puede escribir como

X = —A +Bn(t), (4.72)

o en su forma matricial como

()= () e (B By (E0).
donde el vector n(t) = (&(t), &y () v

el el C 1

Ay = —/————5, = T o Pz = 57>
a(l 4 C?) Y a(l+C?) a(l+ C?)
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-C C 1
By = ——— By=—" B,———— (474
v = aarory PeTaarony Pe T sarony 7Y
siendo C' = eB/ac. Asi, los coeficientes att) = —Az, agsl) =-Ay, al?) =

2A(BawBar + BuoyBay) > 055 = 2A(BawBye + BayByy) » ') = 2\(ByaBya +
ByyBsy) , a%) = 2\(Bys Byy + ByyByy). Sin embargo, se puede probar que
a2 = a?%) =2)/a?(1+C?y a;%) = ag?v) = 0y, por lo tanto, la EFP para
la densidad de probabilidad condicional P(x,#|x¢) serd finalmente

oP 0 0 A ( 0? 0?

T+ L r—2 (L pr L), @
ot 63:( )+8y( v )+a2(1—|—02) 6$2P+8y2p> (4.75)

sujeta a la condicién inicial P(x,0|xg) = d(x — Xp).



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos estudiado las relaciones de fluctuacién
tipo Hall y barotrépico, las cuales han sido obtenidas a través de la solu-
cién de la ecuacién de Fokker-Planck asociada a la dindmica de Langevin,
en el régimen sobre-amortiguado (fricciéon grande), para un conjunto de
electrones independientes en presencia de campos eléctrico y magnético
ortogonales entre si. Aunque en esta tesis hemos utilizado otro método
analitico de solucidn, era de esperarse obtener las misma relaciones de fluc-
tuacién que obtuvieron Roy y Kumar [I]. Hemos mostrado con més detalle
por qué Roy y Kumar nombraron la relacién de fluctuacién en la direccién
transversal al campo eléctrico aplicado, relacién de fluctuacién tipo Hall.
En nuestra opinién, para poder afirmar que dicha relacién de fluctuacién
sea precisamente la relacién de fluctuacién de Hall, los autores sugieren
que el modelo propuesto esté relacionado en cierta medida con los simi-
conductores de baja densidad de portadores de carga y lenta movilidad a
altas temperaturas. Seria entonces el experimento quien tendria que mos-
trar la presencia del efecto Hall en dichos semiconductores. Vale la pena
comentar que el efecto Hall ha sido estudiado en otras situaciones fisicas
reacionadas con un plasma diluido de hidrégeno, como el que se reporta en
la referencia [52]. Por otro lado, la relacién de fluctuacién en la direccién x
es muy similar al perfil de la presién barotrdpica, razén por la cual dicha
relacion de fluctuacién ha sido nombrado como relacién de fluctuacion tipo
barotrépico. A partir de las relaciones de fluctuacién establecidas por Roy
vy Kumar, hemos encontrado un resultado sorprendente; el cual consiste en

53
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que la suma de los trabajos definidos por W = (W, + W), satisface la
relacién de fluctuacion de Crooks .

Finalmente, vale la pena mencionar que el marco tedérico desarrollado
por Roy y Kumar estd basado en la hipdtesis de que el proceso estocastico
es Gaussiano y Markoviano. Sin embargo, en afnos recientes las relaciones
de fluctuacién tipo Hall y barotrépico han sido generalizados en el marco
tedrico del movimiento Browniano considerado como un proceso estocastico
Gaussiano pero no-Markoviano [53]. [33]
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