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Introducción

El problema de selección del portafolio óptimo consiste en asignar cier-
to capital inicial en un conjunto de activos disponibles con el propósito de
maximizar el ”rendimiento” de la inversión mientras se minimiza el ”ries-
go”. El primer modelo matemático para obtener el portafolio óptimo fue
introducido por Markowitz (1952-1959). En este modelo el ”rendimiento”
de la inversión es medido mediante el valor esperado del rendimiento del
portafolio y el ”riesgo” asociado se calcula mediante la varianza del ren-
dimiento del portafolio. Este modelo (media-varianza) ha tenido un gran
impacto en la modelación de mercados financieros, sin embargo muchos
investigadores lo han dejado de lado debido a que es bastante susceptible
a perturbaciones en los parámetros del modelo ya que estos están sujetos a
errores estad́ısticos, por tanto los resultados del problema de optimización
no es muy confiable.

Para ejemplificar esto suponga que usted es un inversionistas y que
le interesa constituir un portafolio de inversión para la semana del 12 de
noviembre usando datos del periodo del 2 de enero al 31 de octubre del
2017. Con esa información determina el portafolio. Después de dos semanas
cuando conoce los datos reales observa que el portafolio que seleccionó
quedo fuera de la frontera eficiente que hubiera obtenido con los datos
reales, ¿qué se puede hacer ante esta situación en la que no conocemos con
certeza el comportamiento que tendran los datos a futuro? Simplemente
no hay manera de predecir sin error dicho comportamiento. En la Figura
1 se ejemplifica esto, como podemos observar el portafolio obtenido con
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2 ÍNDICE GENERAL

los datos del primer periodo (W1) queda totalmente fuera de la frontera
eficiente obtenida con los datos reales al 12 de noviembre (frontera eficiente
2).

Figura 1

En esta tésis se propone una metodoloǵıa alternativa que es robusta
respecto a la incertidumbre en los parámetros, en particular se estudia
a detalle la metodoloǵıa desarrollada en el art́ıculo Robust selection pro-
blems de Goldfarb e Iyengar [6], aunque en este art́ıculo se hace énfasis
en el modelo factorial sus ideas resultaran útiles para desarrollar nuestra
propuesta.

Las perturbaciones en los parámetros son modelados como desconocidos
pero acotados por ciertas regiones de confianza que resultan ser elipsoides
en Rn. Basados en este hecho los problemas de optimización se resuelven
asumiendo el peor caso del comportamiento de estas perturbaciones. Este
tipo de problemas son conocidos como problemas mini-max los cuales bajo
ciertas condiciones pueden ser transformados en problemas de optimización
cónica de segundo orden (SOCP), los cuales tienen un costo computacional
similar al de un problema lineal con restricciones cuadráticas (QP).
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Objetivo:
El objetivo principal de esta tesis es desarrollar la metodoloǵıa necesa-

ria para resolver problemas de optimización robusta aplicados a portafolios
de inversión.

El contenido de esta tesis es el siguiente: En el Caṕıtulo 1 se presentan
ciertos conceptos importantes en la teoŕıa de optimización de portafolios,
tales como, portafolio de inversión, riesgo y rendimiento de un portafo-
lio y modelo clásico de Markowitz. De igual manera se explica el modelo
factorial. En el Caṕıtulo 2 se desarrollan algunos temas de optimización
convexa que son necesarios para el entendimiento del problema que se
pretende resolver. En el caṕıtulo 3 se desarrollan tres problemas de op-
timización robusta de portafolios: Problema robusto de mı́nima varianza,
problema robusto de máximo rendimiento y el problema robusto desde el
enfoque del modelo factorial. Además se plantean algunas técnicas para
calcular los conjuntos de incertidumbre de los parámetros del modelo. En
el Caṕıtulo 4 se presentan los resultados obtenidos al resolver algunos pro-
blemas robustos numéricamente. Finalmente, se presentan las conclusiones
del trabajo y la bibliograf́ıa empleada.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes teóricos

1.1. Optimización de portafolios

1.1.1. Portafolio de inversión

En esta sección se definirá un portafolio de inversión, pero antes es ne-
cesario explicar el concepto de acción. Una acción es una proporción del
capital económico de una institución y puede ser comprada o vendida a
aquellos que desean obtener beneficios de las ganancias obtenidas por la
empresa o institución que emite las acciones.

Un portafolio de inversión se compone de activos financieros que pueden
ser acciones, bonos, etcetera. En particular en este trabajo nos ocuparemos
de portafolios de acciones sin dividendos con los cuales se busca tener un
mayor rendimiento y reducir el riesgo de una pérdida, en particular, de
aquellas que tengan una magnitud grande. A continuación se explica el
concepto de riesgo y las diversas formas en que éste se mide.
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6 CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES TEÓRICOS

1.1.2. Riesgo

En el ámbito financiero existen diversos sucesos que pueden afectar los
precios de las acciones que integran un portafolio de inversión, estos eventos
conducen al concepto de riesgo. Un factor de riesgo es aquel que influye
en la variación del precio de un activo. El problema principal al que se
enfrenta un inversionista es el de conocer el peor escenario posible al que
se expone cuando invierte en un instrumento de inversión con riesgo. Al
invertir en un portafolio de activos el inversionista debe tomar en cuenta
que hay gran cantidad de factores que afectan el precio de los activos y que
además algunos activos son más riesgosos que otros.Un posible objetivo al
invertir en un portafolio es obtener aquel que tenga menor riesgo con la
mayor ganancia posible.

1.1.3. Rendimiento de un portafolio

Para abordar el problema de un portafolio de inversión es necesario
estudiar el concepto de rendimiento. Supongamos que a un tiempo inicial
t0 deseamos invertir un monto inicial M en un portafolio con n activos.
Los precios diarios de los activos en un periodo de tiempo previo a t0 son
conocidos. El conjunto de activos que se pretende comprar debe ser tal que
minimice el riesgo del portafolio y produzca un rendimiento mayor o igual
a una r∗ dada. Para ejemplificar estos conceptos, estudiemos el problema
de invertir en algún instrumento de inversión con una tasa de interés fija .
Supongamos que invertimos un monto M0, al finalizar el periodo de inver-
sión se tendrá un monto final M1, el cuál se puede calcular de la siguiente
forma

M1 = M0 + rM0 = (1 + r)M0.

Al despejar r en la ecuación anterior obtenemos una expresión para el
cálculo del rendimiento de la inversión

r =
M1 −M0

M0
.
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Cuando se trabaja con acciones, el rendimiento está relacionado con el
cambio que hay en el precio de los activos y puede expresarse como

r =
P 1 − P 0

P 0
,

donde P0 y P1 representan el precio del activo al inicio y al final del pe-
riodo, respectivamente. Es claro que el rendimiento que definimos para un
instrumento de inversión con tasa fija coincide con el que se define para
una acción. El rendimiento que se obtiene al invertir en un instrumento
con tasa fija es una cantidad determinista ya que siempre sabremos la can-
tidad que vamos a obtener al finalizar el periodo. Al invertir en acciones el
rendimiento obtenido es una cantidad aleatoria pues está sujeta a variacio-
nes causadas por distintos factores. Por ser el rendimiento de una acción
una variable aleatoria, es posible estimarlo mediante el valor esperado. Pa-
ra el estudio de ciertos modelos es necesario asumir que los rendimientos
de una acción son variables aleatorias con distribución normal. Para tener
una idea de lo que esto significa analicemos el comportamiento histórico de
cinco activos; por ejemplo, a través de su histograma de los rendimientos
diarios obtenidos durante un año.
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Observemos que en el caso de los histogramas de ICA, GMD y HOMEX
los rendimientos no parecen tener una distribución normal a diferencia de
CEMEX y GCARSO. En la mayoŕıa de los casos no basta con un análi-
sis gráfico para saber si los rendimientos de los activos tienen distribución
normal, por lo que resulta conveniente realizar algún test de normalidad,
por ejemplo, el test de Shapiro-Wilk. En el desarrollo de esta tesis la nor-
malidad de los datos es un supuesto fuerte pues esto nos permitirá asociar
la media y varianza muestrales de los rendimientos al riesgo y rendimiento
de un portafolio de inversión.

1.2. Modelos de portafolio

1.2.1. Modelo de Markowitz

Ahora estamos en posición de formular un problema matemático que
conduce al portafolio de mı́nima varianza. Nuevamente vamos a supo-
ner que tenemos n activos. Los valores esperados de los rendimientos son
r̄1, r̄2, . . . , r̄n y las covarianzas son σij, para i, j = 1, . . . , n. Un portafolio
está definido por n pesos w1, w2, . . . , wn que representan el porcentaje del
monto inicial invertido en el activo ai. La suma de los wi es 1 (se permiten
valores negativos los cuales corresponden a las ventas en corto).

Para obtener el portafolio de mı́nima varianza fijamos algun valor ar-
bitrario α y buscamos el portafolio de mı́nima varianza que tenga este
rendimiento. Es importante aclarar que el modelo de Markowitz supone
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que el rendimiento de cada activo tiene una distribución normal con media
µ y varianza σ2. La varianza del portafolio se obtiene de la siguiente forma:

σ2
p(w̄) = E[rπ − E(rπ)]2

= E[
n∑
i=1

wiri − E(
n∑
i=1

wiri)]
2

=
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjCov(ri, rj)

≈
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjCov(ri, rj),

donde Cov(ri, rj) representa la matriz de varianza-covarianza muestral, la
cual a partir de ahora denotaremos como Σ .

Ahora que hemos definido la varianza de un portafolio estamos pre-
parados para plantear el problema de obtener un portafolio con varianza
mı́nima, es decir, el de menor riesgo. La forma matricial del problema del
portafolio se formula a continuación

Min
1

2
~wtΣ~w

s. a ~wt~r ≥ α,

~w ·~1 = 1,

donde ~r es del vector de las medias muestrales de los rendimientos de
los activos. Decimos que un portafolio es factible si es solución de este
problema.
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Solución del modelo de Markowitz

Se puede encontrar la solución de este problema (bajo el supuesto que
se permiten las ventas en corto) con los multiplicadores de Lagrange dado
que las restricciones son de igualdad. El Lagrangiano del problema es el
siguiente:

L(λ, µ) =
1

2
~wtΣ~w + λ(~w ·~1− 1) + µ(~wt · ~r − α).

Para obtener el portafolio óptimo se calculan las parciales del Lagrangiano
respecto a ~w, λ y µ. Al igualar las parciales a 0 se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones.

Σ~w = λ+ µ~r,

~wt ·~1 = 1,

~wt · ~r = α.

Si suponemos que Σ es una matriz positiva definida, el sistema admite una
solución única, aśı se obtiene los siguientes valores

λ(α) =
Aα−B

∆
, µ(α) =

C − αB
∆

,

donde A = 1tΣ−1~1, B = 1tΣ−1~r, C = rtΣ−1~r y ∆ = AC −B2.

Puesto que Σ~w∗ = µ~1 + λ~r, entonces

σ2
∗ = ~w∗tΣ~w∗

= ~w∗(µ~1 + λ~r)

= µ~w∗~1 + λ~w∗~r

= µ+ λα,

sustituyendo λ y µ se tiene que

σ2
∗ =

Aα2 − 2Bα + C

∆
.
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Si derivamos esta expresión impĺıcitamente respecto a α e igualamos a 0 se
obtiene que α = B/A y σ(α) = 1/A. El portafolio ~wmv asociado a (σ(α), α)
se conoce como portafolio de mı́nima varianza. Observemos que para este
portafolio los multiplicadores de Lagrange correspondientes son λ = 0 y
µ = 1

A
. Si tomamos µ = 0 se tiene que αd = C/B con B 6= 0 por tanto

si llamamos ~wd al portafolio correspondiente se obtiene que σd =
√
C
B

. El
teorema de dos fondos nos dice que cualquier portafolio admisible se puede
escribir como una combinación lineal del portafolio de mı́nima varianza y
el portafolio ~wd ya que

~w = λB ~wd + µA~wmv

A cada ~w dado se puede asociar una volatilidad y un rendimiento
(σw, rw), respectivamente. El conjunto formado por cada uno de estos pun-
tos es una hiperbola cuyo vértice es justamente el portafolio de mı́nima
varianza y se le conoce como conjunto riesgo-rendimiento. A la parte de
la hipérbola que va de ~wmv hacia arriba se le conoce como frontera efi-
ciente, y contiene a aquellos portafolios cuyo rendimiento asociado a cierta
volatilidad es máximo.

Figura 1.1: Conjunto Riesgo-Rendimiento
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1.2.2. Modelos factoriales estad́ısticos

Un modelo factorial para rendimientos de activos tiene la siguiente for-
ma general

Rit = αi + β1if1t + β2if2t + . . .+ βkifkt + εit

= αiβ
′
ift + εit.

donde

Rit es el rendimiento simple del activo i (i = 1, 2, . . . , N) en un
periodo de tiempo t (t = 1, 2, . . . , T ).

fkt es el k-ésimo factor (k = 1, 2, . . . , K).

βki es la carga factorial o factor β para el activo i sobre el k-ésimo
factor.

εit es el error espećıfico del activo i.

Supuestos del modelo factorial

1. Los términos de error espećıfico de un activo εit, son no correlacio-
nados con cada uno de los factores fkt, es decir,

cov(fkt, εit) = 0,∀k, i, t.

2. Los términos de error de Ri,t y Rjs son no correlacionados siempre
que i 6= j, t 6= s, es decir,

cov(εit, εjs) = 0.

En los modelos factoriales estad́ısticos los factores fkt no son directamente
observables por lo que deben extraerse de las observaciones de los rendi-
mientos empleando técnicas estad́ısticas. Una de las principales técnicas
para obtener los factores es el análisis factorial.
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Análisis factorial

El análisis factorial tradicional asume una estructura ortogonal inva-
riante en el tiempo

Rt = µ+Bft + εt,

var(εt) = D,

donde D es una matriz diagonal con σ2
ij sobre la diagonal. Entonces la

matriz de covarianza puede descomponerse como Ω = BBt +D.

Estimación

Realizar una estimación usando análisis factorial consiste de tres pasos:

1. Elegir los factores ft

2. Estimar la matriz de carga factorial B y la matriz de residuos D.

Generalmente el problema del portafolio involucra grandes cantidades de
activos por lo que una de las principales ventajas de utilizar esta técnica
estad́ıstica es que nos permite hacer una reducción en la dimensión del pro-
blema. Es importante aclarar que los factores que se utilizan en el modelo
factorial deben tener la capacidad de explicar gran parte del comporta-
miento de los activos financieros del mercado.
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Caṕıtulo 2

Optimización convexa

El objetivo de esta tesis es estudiar problemas de optimización aplicados
a la teoŕıa de portafolios, por lo cual es necesario definir ciertos conceptos
que serán de gran utilidad para plantear problemas de optimización conve-
xa los cuales se usarán para resolver problemas de selección de portafolios
robustos.

2.1. Conjuntos convexos

Un conjunto es llamado convexo si este contiene a cualquier segmento
de recta comprendido entre cualesquiera dos de sus puntos. A continuación
se da una definición formal de conjunto convexo la cual resulta útil para
probar la convexidad de un conjunto.

Definición 2.1.1 (Conjunto convexo). Un conjunto C es convexo si para
todo x1, x2 ∈ C y 0 ≤ θ ≤ 1 se cumple que

θx1 + (1− θ)x2 ∈ C.
Un punto de la forma θ1x1 + . . .+θkxk con θ1 +θ2 + . . .+θk = 1 y θi ≥

0, i = 1, . . . , k es llamado, combinación convexa de puntos x1, x2, . . . , xk ∈
C. Es posible probar que un conjunto es convexo si y sólo si contiene a
cualquier combinación convexa de sus puntos.

15
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Figura 2.1: a) conjunto convexo, b) conjunto no convexo.

Definición 2.1.2 (Cono). Un conjunto C es llamado cono si para todo
x ∈ C y θ ≥ 0 se tiene θx ∈ C. Un conjunto C es cono convexo si es cono
y es convexo, es decir, para cualquier x1, x2 ∈ C y θ1, θ2 ≥ 0 se tiene

θ1x1 + θ2x2 ∈ C.

Un punto de la forma θ1x1 + . . . + θkxk con θ1, θ2, . . . , θk ≥ 0 es una
combinación cónica de x1, x2, . . . , xk. Si xi está en un cono convexo C
entonces toda combinación cónica de xi ∈ C. Inversamente, un conjunto
C es un cono convexo si y sólo si, este contiene a todas las combinaciones
cónicas de sus elementos.

Ejemplos

A continuación se dan algunos ejemplos importantes de conjuntos con-
vexos.

Un segmento de linea es un conjunto convexo.

Un rayo que tiene la forma {x0 + θν|θ ≥ 0} donde ν 6= 0, es convexo
y es cono convexo si su base x0 = 0.

El semiplano de un hiperplano es convexo.

Una bola euclideana es un conjunto convexo.
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Un elipsoide, es decir, un conjunto de la forma

E = {x|(x− x0)tP−1(x− x0) ≤ 1}

con P simétrica y positiva definida, es un conjunto convexo.

El cono ”barquillo” asociado a la norma || · || es el conjunto

C = {(x, t)|||x|| ≤ t} ⊆ Rn+1.

Este conjunto es convexo.

Un poliedro se define como el conjunto solución de un número finito
de igualdades y desigualdades lineales,

P = {x|aTj x ≤ bj, j = 1, 2, . . . ,m, cTj x = dj, j = 1, 2, . . . , p.}

Este conjunto resulta de la intersección de un número finito de semi-
plamos e hiperplanos. Es fácil probar que un poliedro es un conjunto
convexo.

2.1.1. Operaciones que preservan convexidad

Una operacion que juega un papel importante en la teoŕıa de convexi-
dad es la intersección, debido a que preserva la convexidad de conjuntos
convexos.

Si S1, S2 son conjuntos convexos entonces S1 ∩ S2 también lo es. Esta
propiedad se puede extender a un número infinito de conjuntos convexos,
es decir, si Sα es convexo ∀α ∈ A, entonces ∩α∈ASα es convexo, por lo que
los conos convexos también son cerrados bajo intersección.

Ejemplo 2.1.3. Un poliedro es intersección de hiperplanos y semiplanos los
cuales son conjuntos convexos, por tanto es un conjunto convexo.



18 CAPÍTULO 2. OPTIMIZACIÓN CONVEXA

En el ejemplo anterior se estableció la convexidad de un conjunto ex-
presando a este como la intersección de semiplano. Es fácil mostrar que
todo conjunto convexo cerrado es una interseccion (usualmente infinita) de
semiplanos. De hecho, un conjunto convexo cerrado S es la intersección de
todos los semiplanos que lo contienen, es decir,

S = ∩{H|Hes un semiplano, S ⊆ H}.

2.2. Funciones convexas

Definición 2.2.1. Una función f : A ⊂ Rn −→ R es convexa si A es un
conjunto convexo y si para cada x, y ∈ A y 0 ≤ θ ≤ 1, se tiene que

f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y).

Decimos que una función es estrictamente convexa si la desigualdad es
estricta, siempre que x 6= y y 0 ≤ θ ≤ 1. Decimos que f es concava si −f
es convexa, y estrictamente concava si −f es estrictamente convexa.
Geométricamente una función convexa es aquella en la que el segmento de
linea entre los puntos (x, f(x)) y (y, f(y)) está por encima de la gráfica de
f. En la figura 2.3 se da un ejemplo de una función convexa en R.

Figura 2.2: Gráfica de una función convexa en R.
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Ejemplos

Los siguientes son ejemplos de funciones convexas en R.

1. Función exponencial: eax es convexa en R para cualquier a ∈ R.

2. Función potencia: xa es convexa en R++ cuando a ≥ 1 o a ≤ 0.

3. Potencia de valor absoluto: |x|p con p ≥ 1, es convexa en R.

Es fácil probar la convexidad de estas funciones usando la definición 2.2.1
o verificando que la segunda derivada es no negativa.

Lo siguientes son ejemplos de funciones convexas en Rn

1. Toda norma en Rn es convexa.

2. La función f(x) = máx{x1, x2, . . . , xn} es convexa en Rn.

3. La función f(x, y) = log(ex1 +ex2 +. . . , exn) es convexa en Rn y puede
interpretarse como una aproximación diferenciable de la función máx,
ya que

máx{x1, x2, . . . , xn} ≤ f(x) ≤ máx{x1, x2, . . . , xn}+ log n, ∀x ∈ Rn.

La convexidad de estos ejemplos puede ser probada verificando la desigual-
dad de la definición 2.2.1 o probando que el Hessiano es semidefinido posi-
tivo. Utilizando la definición de función convexa probaremos la convexidad
de los ejemplos 1 y 2.

Convexidad de las normas:
Si f : Rn −→ R es una norma y 0 ≤ θ ≤ 1, entonces

f(θx+ (1− θ)y) ≤ f(θx) + f((1− θ)y)
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= θf(x) + (1− θ)f(y),

esto se sigue de la desigualdad del triangulo y de la homogeneidad de una
norma.

Convexidad de la función máx(x):
Para todo 0 ≤ θ ≤ 1, la función f(x) = máx{x1, x2, . . . , xn} satisface

f(θx+ (1− θ)y) = máx
i

(θxi + (1− θyi)

≤ θmáx
i
xi + (1− θ)máx

i
yi

= θf(x) + (1− θ)f(y).

Funciones af́ınes

Una función f : Rn −→ Rm es llamada af́ın si es resultado de una
suma de funciones lineales y una constante, es decir, tiene la forma f(x) =
Ax+ b, donde A ∈ Rm×n y b ∈ Rn. Supongamos que S ⊂ Rn es convexo y
f : Rn −→ Rm es una función af́ın. Entonces la imagen de S bajo f

f(S) = {f(x)|x ∈ S}

es convexa. Similarmente, si f : Rk −→ Rn es una función af́ın, la imagen
inversa de S, bajo f

f−1(S) = {x|f(x) ∈ S}

es convexa.

Eṕıgrafe de una función

La gráfica de una función f : A ⊂ Rn −→ R se define como el conjunto

{(x, f(x))|x ∈ A},
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que es un subconjunto de Rn+1. El eṕıgrafe de una función se define como

epi f = {(x, t)|x ∈ A, f(x) ≤ t},

que es también un conjunto de Rn+1. “Epi”significa “sobre”, por tanto
eṕıgrafe significa, “sobre la gráfica”. Esta definición se ilustra en la figura
2.4. El concepto que liga a los conjuntos convexos con la funciones convexas
es precisamente el eṕıgrafe de una función.

Figura 2.3: Eṕıgrafe de la función f.

Proposición 1. Una función es convexa si y sólo si su eṕıgrafe es un
conjunto convexo.

Muchos resutados sobre funciones convexas son probados geométrica-
mente usando el eṕıgrafe y aplicando resultados para conjuntos convexos.
Como un ejemplo, consideremos la condición de primer orden para conve-
xidad:

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)t(y − x),

donde f es convexa y x, y ∈ dom f . Es posible interpretar esta desigualdad
en términos del eṕıgrafe de f . Si (y, t) ∈ epi f , entonces

t ≥ f(y) ≥ f(x) +∇f(x)t(y − x).
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Condiciones de primer orden

Supongamos que f es diferenciable (∇f existe en cada punto del domi-
nio de f que es un conjunto abierto). Entonces f es convexa si y sólo si el
dominio de f es convexo y además

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)t(y − x)

se satisface para todo x, y en el dominio de f. En la figura 2.5 se ilustra
este hecho.

Figura 2.4

La desigualdad de la definición muestra que a partir de la información
local de una función convexa es posible derivar información global. Esta
es posiblemente la propiedad más importante de las funciones convexas
y permite explicar algunas propiedades notables de funciones convexas y
problemas de optimización convexa.

Condiciones de segundo orden

Supongamos que f : A ⊂ Rn −→ R es dos veces diferenciable, es decir,
su Hessiano o segunda derivada ∇2f existe en cada punto de A, que es
un conjunto abierto. Entonces f es convexa si y sólo si A es convexo y su
Hessiano es semidefinido positivo para cualquier x ∈ A, es decir

∇2f(x) � 0 ∀x ∈ A.
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Ejemplo 2.2.2. Consideremos la función cuadrática f : Rn −→ R, definida
por

f(x) = (1/2)xtPx+ qtx+ r,

con P ∈ Rn×n, q ∈ Rn y r ∈ R. Ya que ∇2f(x) = P, ∀x ∈ Rn, f es
convexa si y sólo si P es una matriz definida positiva.

2.3. Problemas de optimización convexa

Utilizamos la notación

min f0(x), (2.1)

s. a fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , p.

para describir el problema de encontrar un x que minimice la función f0(x)
entre todos aquellos que satisfacen las condiciones

fi(x) ≤ 0 y hi(x) = 0.

La función f0(x) es llamada función objetivo o función de costo. Las de-
sigualdades fi(x) ≤ 0 son llamadas restricciones de desigualdad y las ecua-
ciones hi(x) = 0 son llamadas restricciones de igualdad. El conjunto de
puntos

D =
m⋂
i=0

dom fi ∩
p⋂
i=1

dom hi,

es llamado dominio del problema de optimización.

Un punto x es factible si satisface las restricciones de igualdad y de-
sigualdad. El problema 2.1 es factible si existe al menos un punto x factible.
Al conjunto de todos los puntos factibles se le conoce como conjunto fac-
tible.
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El valor óptimo del problema 2.1 se define como

p∗ = mı́n{f0(x)|fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m, hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , p.}

Decimos que x∗ es un punto óptimo si es factible y f0(x∗) = p∗. El conjunto
de todos los puntos óptimos se denota por,

Xopt = {x|fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, hi(x) = 0, i = 1, . . . , p, f0(x) = p∗.}

Si existe un punto óptimo para el problema 2.1 decimos que el valor óptimo
es alcanzado, por tanto es soluble.

Si x es factible y fi(x) = 0 decimos que la i-ésima restricción de de-
sigualdad fi(x) ≤ 0 es activa en x. Si fi(x) < 0 decimos que es pasiva. Las
restricciones de igualdad son activas en todos los puntos factibles. Deci-
mos que una restricción es redundante si al omitirla el conjunto factible no
cambia.

Una propiedad importante de los problemas de optimización convexa
es el hecho de que cualquier óptimo local es también un óptimo global.

Problemas de optimización convexa en forma estándar

Un problema de optimización convexa tiene la siguiente forma

min f0(x), (2.2)

s. a fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

atix = bi, i = 1, 2, . . . , p.

donde fi es convexa para i = 0, 1, . . . ,m. Comparando con el problema
2.1, el problema convexo tiene tres condiciones adicionales:

1. La función objetivo debe ser convexa.
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2. Las restricciones de desigualdad deben ser funciones convexas.

3. Las restricciones de igualdad deben ser funciones af́ınes.

El conjunto factible de un problema de optimización convexa es un
conjunto convexo ya que resulta de la intersección del dominio del problema

D =
m⋂
i=0

dom fi

que es un conjunto convexo. Por tanto en un problema de optimización
convexa, se minimiza una función objetivo convexa sobre un conjunto con-
vexo. Si la función objetivo es estrictamente convexa, entonces el conjunto
óptimo contiene a lo más un punto.

Con un pequeño abuso de notación podemos referirnos al problema
(2.2) como un problema de optimización concava si f0 es concava y las
restricciones de desigualdad son convexas. El problema de optimización
concava es fácil de resolver minimizando la función objetivo −f0(x).

Problema eṕıgrafe

El problema eṕıgrafe es una variación del problema estandar (2.1) el
cual se puede expresar de la siguiente forma

minimizar t (2.3)

s. a f0(x)− t ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , p.

con x ∈ Rn y t ∈ R.

Es fácil ver que este problema es equivalente al problema original. (x, t)
es un óptimo para (2.3) si y sólo si x es un óptimo del problema (2.1)
y t = f0(x). La función objetivo del problema eṕıgrafe es una función
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linear en las variables x, t. El problema eṕıgrafe puede ser interpretado
geométricamente como un problema en el espacio gráfica (x, t) en el que
se minimiza t sobre el eṕıgrafe de f0 sujeto a las restricciones en x. Esto
puede observarse en la figura 2.6.

Figura 2.5: Interpretación geométrica del problema (2.3)

Problemas de optimización lineal (LP)

Cuando la función objetivo y las restricciones son funciones af́ınes el
problema de optimización se conoce como problema de programación lineal.
este tipo de problemas tienen la siguiente forma

minimizar ctx+ d (2.4)

sujeto a Gx � h

Ax = B.

donde G ∈ Rm×n y A ∈ Rp×n. Este es un ejemplo de problema de optimi-
zación convexa. La interpretación geométrica de un problema de progra-
mación lineal se muestra en la figura 2.7.



2.3. PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN CONVEXA 27

Figura 2.6: P representa el conjunto factible. Las curvas de nivel de la
función objetivo son planos ortogonales a c

Problemas de optimización cuadrática(QP)

El problema de optimización convexa 2.2 es llamado problema de pro-
gramación cuadrática cuando la función objetivo (que es convexa) es una
función cuadrática y las restricciones son funciones af́ınes. Un problema de
programación cuadrática se expresa como sigue

minimizar
1

2
xtPx+ xtx+ r, (2.5)

sujeto a Gx � h,

Ax = b,

donde P ∈ Rn×n
+ , G ∈ Rm×n y A ∈ Rp×n. En un problema de programación

cuadrática se minimiza una función cuadrática sobre un poliedro como se
muestra en la figura 2.7.

Programación cónica de segundo orden (SOCP)

Un problema relacionado al problema QP es el problema de programa-
ción cónica de segundo orden conocido como SOCP por sus siglas en inglés,
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Figura 2.7

el cual se expresa de la siguiente forma

minimizar f tx, (2.6)

sujeto a ||Aix+ bi||2 ≤ ctix+ di, i = 1, 2, . . . ,m,

Fx = g.

donde x ∈ Rn es la variable de optimización, Ai ∈ Rni×n y F ∈ Rp×n.

Una restricción de la forma

||Ax+ b||2 ≤ ctx+ d

donde A ∈ Rk×n, es conocida como restricción cónica de segundo orden ya
que es similar a pedir que la función af́ın (Ax+ b, ctx+ d) se encuentre en
el cono de segundo orden Rk+1.

2.3.1. Transformación de un QCP en un SOCP

Un QCP (problema de optimización con restricciones cuadráticas) se
define como sigue
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minimizar ctx (2.7)

sujeto a xtQix+ 2qtix+ γi ≤ 0, i = 1, . . . , p,

donde la variable de optimización es x ∈ Rn y los parámetros c ∈ Rn, γi ∈
R, qi ∈ Rn y Qi ∈ Rn×n definida positiva ∀i = 1, . . . , p. Sin pérdida
de generalidad vamos a asumir que la función objetivo es lineal. Como
Qi es positiva definida ∀i = 1, . . . , p. entonces podemos escribir Qi =
V t
i Vi para algún Vi ∈ Rm×n.

Observemos que

xtQix+ 2qtix+ γi ≤ 0⇒ 4xtQix ≤ −4(γi + 2qtix)

⇒ 4xtV t
i Vix ≤ (1− (γi + 2qtix))2 − (1 + (γi + 2qtix))2

⇒
[

2Vix
1 + γi + 2qtix

]t [
2Vix

1 + γi + 2qtix

]
≤ (1− γi − 2qtix)2

⇒
wwww[ 2Vix

1 + γi + 2qtix

]wwww ≤ 1− γi − 2qtix.

Por tanto el problema (2.7) es equivalente al siguiente SOCP

minimizar ctx (2.8)

sujeto a

wwww[ 2Vix
1 + γi + 2qtix

]wwww ≤ 1− γi − 2qtix, i = 1, . . . , p.

2.4. Dualidad

Consideremos el problema de optimización estándar
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minimizar f0(x) (2.9)

sujeto a fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

hi(x) = 0, i = 1, , . . . , p.

Supongamos que el dominio D 6= ∅ y denotemos al valor óptimo de (2.7)
por p∗. Definimos el Lagrangiano L : Rn ×Rp −→ R asociado el problema
(2.7) como

L(x, λ, ν) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

con dom L=D×Rm×Rp. Denotemos por λi al multiplicador de Lagrange
asociado a la i-ésima restricción de desigualdad fi(x) ≤ 0, similarmente
vamos a denotar por νi al multiplicador asociado a la i-ésima restricción
de igualdad hi(x) = 0. Los vectores λ, ν son llamados vectores duales o
multiplicadores vectoriales de Lagrange asociados al problema (2.7).

Función dual de Lagrange

Definimos la función dual de Lagrange, g : Rm × Rp −→ R como el
valor mı́nimo del Lagrangiano sobre x. Para λ ∈ Rm y ν ∈ Rp

g(λ, ν) = inf
x∈D

L(x, λ, ν)

= inf
x∈D

(f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)).

Cuando el Lagrangiano es no acotado inferiormente la función dual toma
el valor −∞. La función dual produce cotas inferiores para el valor óptimo
p∗ de (2.7). Para cualquier λ � 0 y ν se cumple que

g(λ, ν) ≤ p∗. (2.10)
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Ejemplo 2.4.1. Consideremos el problema de optimización

minimizar xtx,

sujeto a Ax = b.

donde A ∈ Rp×n, Observemos que este problema no tiene restricciones de
desigualdad y tiene p restricciones de igualdad. El Lagrangiano del proble-
ma es

L(x, ν) = xtx+ νt(Ax− b),

con dominio Rn×p. La función dual está dada por g(ν) = ı́nf
x
L(x, ν), co-

mo L(x, ν) es una función cuadrática convexa de x podemos encontrar el
mı́nimo de la condición de optimalidad haciendo

∇xL(x, ν) = 2x+ Atν = 0,

entonces x = −1
2
Atν. La función dual esta dada por

g(ν) = L(−1

2
Atν, ν)

= −1

4
νtAAtν − btν.

que es una función concava cuadrática con dominio Rp. La propiedad (2.8)
establece que para cualquier ν ∈ Rp se tiene

−1

4
νtAAtν − btν ≤ ı́nf{xxt|Ax = b},

Ejemplo 2.4.2 (Programación lineal estándar). Consideremos un LP en
forma estándar

minimizar ctx (2.11)

sujeto a Ax = b,

x � 0.
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que tiene tiene restricciones de desigualdad fi(x) = −xi, i = 1, 2, . . . , n.

El Lagrangiano de (2.9) es

L(x, λ, ν) = ctx+ νt(Ax− b)−
n∑
i=1

λixi

= −btν + (c+ A+ λ)tx,

por tanto la función dual de este problema es

g(λ, ν) = ı́nf
x
L(x, λ, ν)

= −btν + ı́nf
x

(c+ A+ λ)tx.

Una función lineal es acotada inferiormente cuando esta es identicamente
cero, entonces g(λ, ν) = −∞ excepto cuando

g(λ, ν) =

{
−btν si Atν − λ+ C = 0
−∞ otro caso

notemos que g es finita solo sobre un conjunto af́ın propio de Rm×Rp. La
propiedad de cota inferior es no trivial sólo cuando λ � 0 y Atν−λ+c = 0,
cuando esto ocurre −btν es una cota inferior del valor óptimo del problema
(2.9).

Problema dual de Lagrange

Para cada par (λ, ν) con λ � 0, la función dual de Lagrange nos pro-
porciona una cota inferior para el óptimo p∗ del problema (2.7). De esta
manera se tiene una cota inferior que depende de los parámetros λ y ν. Una
pregunta natural es ¿Cuál es la mejor cota inferior que podemos obtener
de la función dual de Lagrange? Esto nos lleva al siguiente problema de
optimización

maximizar g(λ, ν) (2.12)
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sujeto a λ � 0.

Este problema se conoce como Problema dual de Lagrange asociado al
problema (2.7). En este contexto el problema original (2.7) es llamado pro-
blema primal.
El término dual factible para describir a la pareja (λ, ν) con λ � 0 y g(λ, ν) >
∞ ahora toma sentido. Esto implica como el nombre lo sugiere que (λ, ν) es
factible para el problema dual. A partir de ahora nos referiremos a (λ∗, ν∗)
como el dual óptimo o multiplicadores de Lagrange óptimos (si estos exis-
ten) para el problema (2.10).

El problema dual de Lagrange es un problema de optimización convexa
ya que la función objetivo a maximizar es concava y las restriciones son
funciones convexas. Esto sucede a pesar de que el problema primal no sea
convexo.

Ejemplo 2.4.3 (Lagrangiano dual de un LP). En el ejemplo (2.4.2) se mostró
que la función dual de Lagrange para el problema de programación lineal
estándar

minimizar ctx, (2.13)

sujeto a Ax = b

x � 0.

está dado por

g(λ, ν) =

{
−btν si Atν − λ+ C = 0
−∞ otro caso.

Estrictamente hablando, el problema dual de Lagrange de un LP estándar
es maximizar esta función dual g sujeta a λ � 0, i.e.,

max g(λ, ν), (2.14)

sujeto a λ � 0.
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aqúı g es finita sólo cuando Atν−λ+c = 0. Es posible formular un problema
equivalente haciendo estas restricciones de igualdad explicitas.

maximizar − btν (2.15)

sujeto a Atν − λ+ c = 0

λ � 0.

Este problema a su vez puede ser expresado como

maximizar − btν (2.16)

sujeto a Atν − λ+ c � 0.

que es un LP con restricciones de desigualdad. Con un abuso de termino-
loǵıa nos referimos al problema (2.13) o (2.14) como el Lagrangiano dual
de un LP estándar.

Ejemplo 2.4.4 (Lagrangiano dual de un LP con restricciones de desigual-
dad.). De forma similar podemos hallar el problema dual de Lagrange de
un LP con restricciones de desigualdad.

minimizar ctx (2.17)

sujeto a Ax � b.

El Lagrangiano de este problema es

L(λ, ν) = ctx+ λt(Ax− b)
= −btλ+ (Atx+ c)tx,

por lo que

g(λ) = ı́nf
x
L(x, λ)
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= −btλ+ ı́nf
x

(Atx+ c)tx.

Observemos que el ı́nfimo de una función lineal es −∞, excepto cuando
es identicamente cero, entonces la función dual es

g(λ, ν) =

{
−btν si Atν − λ+ C = 0
−∞ otro caso.

La variable dual λ � 0 es factible si λ � 0 y Atλ+ c = 0.

El dual de Lagrange del problema (2.15) es maximizar g sobre todos
los λ � 0. De nuevo podemos reformular esto expĺıcitamente incluyendo
las condiciones de factibilidad duales como restricciones

maximizar − btλ, (2.18)

sujeto a Atλ+ c = 0

λ � 0,

que es un LP estándar.

Notemos la interesante simetŕıa entre los LP estándar y estándar con
restricciones y sus respectivos duales. El dual de un LP estándar es un LP
con restricciones de desigualdad y viceversa. Es fácil verificar que el dual
de Lagrange de (2.16) es equivalente al primal (2.15).

Dualidad débil

El valor óptimo del problema dual de Lagrange es por definición la
mejor cota inferior que podemos encontrar para la solución p∗ del problema
primal de la función dual de Lagrange, i.e.,

d∗ ≤ p,∗ (2.19)
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que se mantiene incluso cuando la función objetivo del problema primal es
no convexa, esta propiedad es llamada Dualidad débil.

La desigualdad de dualidad débil (2.17) se preserva aun cuando d∗ y p∗

son infinitos. Por ejemplo si el problema primal es no acotado inferiormen-
te, es decir, p∗ = −∞, se tendra que d∗ = −∞, i.e., el problema dual no es
factible. Inversamente si el problema dual es no acotado superiormente, es
decir, d∗ =∞ entonces, p∗ =∞, es decir el problema primal no es factible.

La diferencia p∗− d∗ es conocida como brecha de dualidad óptima (op-
timal duality gap en inglés), ya que esta es la diferencia entre el óptimo
primal y la mejor cota inferior que se puede obtener de la función dual de
Lagrange. La brecha de dualidad óptima siempre es no negativa.

La desigualdad (2.17) en ocasiones es utilizada para encontrar una cota
inferior del valor óptimo cuando el problema primal es dif́ıcil de resolver,
ya que el problema dual es siempre convexo y en algunos casos puede ser
resuelto eficientemente para encontrar d∗.

Dualidad fuerte y calificación de restricción

Si la igualdad p∗ = d∗ se satisface, es decir, la brecha de dualidad es
cero, entonces decimos que la dualidad fuerte se cumple. Esto significa
que la mejor cota que podemos obtener de la función dual de Lagrange es
estrecha. La dualidad fuerte en general no siempre se cumple, pero si el
problema original es convexo, i.e., tiene la forma

minimizar f0(x)

sujeto a fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

Ax = b,

con f0, . . . , fm convexas, usualmente (pero no siempre) se tendrá dualidad
fuerte.
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Hay algunos resultados que establecen condiciones en el problema, más
allá de la convexidad, bajo los cuales la dualidad fuerte se cumple. Estas
condiciones son llamadas calificaciones de restricción.

Una calificación de restricción simple es, por ejemplo, la desigualdad de
Slater : Existe un x ∈ Relint D tal que

fi(x) < 0 y Ax = b.

Tal punto es en ocasiones llamado estrictamente factible ya que las restric-
ciones de desigualdad se satisfacen con desigualdad estricta. El teorema de
Slater establece que la dualidad fuerte se mantiene si la condición de Slater
se cumple y el problema es convexo.

La condición de Slater puede ser refinada cuando algunas de las restric-
ciones de desigualdad fi son afines, es decir, si las primeras k restricciones
de desigualdad f1, f2, . . . , fk son afines, entonces, la dualidad fuerte se cum-
ple siempre que se cumplan las siguientes condiciones que más débiles:

Existe un x ∈ Relint D con

fi(x) ≤ 0, i = 0, 1, . . . , k, fi(x) < 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Ax = b.

En otras palabras las desigualdades afines no necesitan cumplirse con de-
sigualdad estricta.

Ejemplo 2.4.5. Recordemos el problema (2.4.1)

minimizar xtx,

sujeto a Ax = b.

Su dual asociado es el problema de
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maximizar − 1

4
νtAAtν − btν,

que es un problema concavo cuadrático sin restricciones.

La condición de Slater simplemente establece que el problema primal es
factible, i.e., p∗ = d∗ siempre que b ∈ R(A), es decir p∗ <∞. De hecho para
este problema siempre tendremos dualidad fuerte, incluso cuando p∗ =∞.
Este es el caso cuando b /∈ R(A), entonces existe z, con Atz = 0, btz 6= 0.
Se sigue que la función dual es no acotada superiormente a lo largo de la
recta {tz|t ∈ R} entonces d∗ =∞ también.

Condiciones de óptimalidad KKT

Supongamos que f0, f1, . . . , fm, h1, h2, . . . , hp son diferenciables (y por
lo tanto tienen dominios abiertos). Sea x∗ y (λ∗, ν∗) los óptimos prima-
les y duales respectivamente con brecha igual a cero. Como x∗ minimiza
L(x, λ∗, ν∗) respecto a x se sigue que su gradiente debe anularse en x∗, i.e.,

∇f0(x∗) +
m∑
i=1

λi∇fi(x∗) +

p∑
i=1

νi∇hi(x∗) = 0 (2.20)

Entonces las siguientes

fi(x
∗) ≤ 0 i = 1, 2, . . . ,m,

hi(x
∗) = 0 i = 1, 2, . . . , p,

λ∗i ≥ 0 i = 1, 2, . . . ,m,

λ∗i fi(x
∗) = 0,

son llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Para un problema convexo se tiene que las condiciones KKT son sufi-
cientes para los puntos que sean óptimos primal y dual. En otras palabras,
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si las fi son convexas, las hi son afines, y ademas x̄, λ̄, ν̄ son puntos que
satisfacen las condiciones de KKT, entonces x̄ y (λ̄, ν̄) son óptimos primal
y dual respectivamente con brecha de dualidad igual a cero.

En resumen para cualquier problema de optimización convexa con fun-
ción objetivo y restricciones diferenciables, cualquier punto que satisfaga
las condiciones de KKT son primal y dual óptimos y tienen brecha de dua-
lidad igual a cero.

Si un problema de óptimalidad con restricciones y función objetivo
diferenciables satisface la condición de Slater, entonces las condiciones de
KKT proporcionan condiciones necesarias y suficientes para la óptimalidad:
La condición de Slater implica que si el la brecha es cero y el óptimo dual
es alcanzado, entonces, x es óptimo si y sólo si hay (λ, ν) que junto con
x satisfacen las condiciones de KKT. Las condiciones de KKT juegan un
papel importante en optimización. En algunos (muy pocos) casos especiales
es posible resolver las condiciones de KKT anaĺıticamente.
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Caṕıtulo 3

Selección de portafolios
robustos

Para comenzar este caṕıtulo vamos a suponer que se tienen n activos,
el vector de rendimientos de los activos sobre un periodo simple es deno-
tado por ~r ∈ Rn donde el activo i retorna (1 + ri) pesos por cada peso
invertido. Asumiremos que los rendimientos de los activos en periodos de
tiempo distintos son variables aleatorias que se distribuyen normales y que
son independientes. Vamos a suponer también que no están permitias las
ventas en corto, es decir, φi ≥ 0 ∀i = 1, 2, . . . , n.

Para poder iniciar con el planteamiento de los problemas de seleción de
portafolios robustos es necesario definir los siguientes conjuntos.

SΣ = {Σ : Σ = Σ0 + ∆ � 0, ∆ = ∆t, ||N−1/2∆N−1/2|| ≤ η} (3.1)

con Σ0 � 0 y N � 0, es decir, Σ0 es semidefinida positiva y N es definida
positiva, notación que utilizaremos de aqúı en adelante.

Sm = {~µ : ~µ = ~µ0 + ~ς ∈ Rn, |ςi| ≤ γi, i = 1, . . . , n} (3.2)

41
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Llamamos a SΣ y Sm conjuntos de incertidumbre pues adquieren la es-
tructura de regiones de confianza en torno a los estimadores de los paráme-
tros en cuestión.

Como se explicó en el primer caṕıtulo, la posición de un inversionista
en el mercado es descrita por un portafolio ~φ ∈ Rn donde la i-ésima compo-
nente φi representa el porcentaje de su riqueza inicial invertida en el activo
i, aśı el rendimiento ~rφ del portafolio ~φ está dado por

~rφ ∼ N (µt~φ, ~φtΣ~φ)

donde ~µ denota al vector de medias y Σ denota a la matriz de varianza-
covarianza muestral de los rendimientos de los activos.

El objetivo de un inversionista es maximizar el rendimiento de la inver-
sión sujeta a ciertas restricciones sobre el riesgo. Un modelo matemático
para la selección de este portafolio fue propuesto por Harry Markowitz en
1952 y asumı́a que el valor esperado de los rendimientos E[~rφ], aśı como la
covarianza V ar[~rφ] son valores conocidos. En este modelo el rendimiento
de la inversión es el valor esperado del rendimiento del portafolio E[~rφ] y
el riesgo asociado es la varianza V ar[~rφ]. El objetivo del inversionista es

elegir un portafolio ~φ∗ que tenga mı́nima varianza entre todos aquellos que
tienen un valor esperado mayor o igual que cierto valor α, es decir ~φ∗ es la
solución del problema de optimización cuadrático convexo

minimizar V ar[~rφ], (3.3)

sujeto a E[~rφ] ≥ α,

~1t~φ = 1.

un inconveniente del modelo de Markowitz es el hecho de que el por-
tafolio óptimo ~φ∗ es demasiado sensible a los parámetros del mercado
(E[~rφ], V ar[~rφ]) puesto que usualmente son obtenidos de datos ruidosos,

frecuentemente ~φ∗ amplifica el ruido. Al introducir “medidas de incertidum-
bre” en los modelos de mercado, intentaremos corregir dicha sensibilidad a
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perturbaciones. Con el objetivo de obtener portafolios que se desempeñen
mejor, es necesario representar la incertidumbre de la información de los
parámetros del mercado mediante los conjuntos Sm y SΣ. Estos portafolios
son soluciones de problemas de optimización min-max apropiadamente de-
finidos, llamados problemas de selección de portafolios robustos.

El problema robusto análogo al modelo de Markowitz es el siguiente:

min máx
{Σ∈SΣ}

V ar[~rφ], (3.4)

s. a mı́n
{~µ∈Sm}

E[~rφ] ≥ α,

~1t~φ = 1.

El objetivo del problema robusto de selección del portafolio de mı́nima va-
rianza (3.4) es minimizar el peor caso de la varianza del portafolio sujeto
a la restricción de que el peor caso del rendimiento esperado del portafo-
lio es al menos α. Lo que se espera de esta nueva formulación es que la
sensibilidad de la solución óptima del problema sea significativamente más
pequeña que la del problema clásico (3.3).

Un problema estrechamente relacionado es el problema robusto de ren-
dimiento máximo. En este problema el objetivo es maximizar el peor caso
del valor esperado del rendimiento sujeto a una restricción sobre el peor
caso de la varianza, es decir, se requiere resolver el siguiente problema de
optimización
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max mı́n
{~µ∈Sm}

E[~rφ], (3.5)

s. a máx
{Σ∈SΣ}

V ar[~rφ] ≤ λ,

~1t~φ = 1.

3.1. Selección del portafolio robusto de mı́ni-

ma varianza

En esta sección se realizará un análisis detallado del problema robusto
de mı́nima varianza (3.4). Se demostrará que para los conjuntos de incer-
tidumbre definidos en (3.1)-(3.2) el problema se reduce a un problema de
programación cónica de segundo orden (SOCP). En consecuencia, el pro-
blema dual podrá ser resuelto de la misma forma.

El problema robusto de mı́nima varianza se define de la siguiente manera

min máx
{Σ∈SΣ}

{~φtΣ~φ} (3.6)

s.a mı́n
{~µ∈Sm}

~µt~φ ≥ α,

~1t~φ = 1.

Haciendo un cambio de variable podemos plantear (3.6) como

minimizar ν (3.7)

s.a máx
{Σ∈SΣ}

{~φtΣ~φ} ≤ ν,

mı́n
{~µ∈Sm}

~µt~φ ≥ α,

~1t~φ = 1.
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Un caso particular de este problema es aquel en el que los conjuntos
de incertidumbre son finitos, es decir, SΣ = {Σ1,Σ2, . . . ,Σp} y Sm =
{µ1, µ2, . . . , µs} entonces el problema se transforma en el siguiente

min ν (3.8)

s.a ~φtΣkφ ≤ ν, ∀k = 1, 2, . . . , p,

~µk
t~φ ≥ α, ∀k = 1, 2, . . . , s,

~1t~φ = 1.

Si los conjuntos SΣ y Sm no son finitos, definimos ∆̃ = N−1/2∆N−1/2, de
esta manera

máx{~φtΣ~φ : Σ ∈ SΣ}
= máx{~φt(Σ0 + ∆)~φ : ∆ = ∆t, ||N−1/2∆N−1/2|| ≤ η,Σ0 + ∆ � 0}
= máx{~φtΣ0

~φ+ (N1/2~φ)t∆̃(N1/2~φ) : ||∆̃|| ≤ η, Σ0 + N1/2∆̃N1/2 � 0}
≤ ~φtΣ0

~φ+ η(N1/2~φ)t(N1/2~φ). (3.9)

donde (3.9) se sigue de las propiedades de la norma de una matriz.

Como ||∆̃|| = máx
1≤i≤m

{|λi(∆̃)|} y N � 0, la cota (3.9) es alcanzada

cuando

∆̃∗ =
η(N~φ)(N~φ)t

||N1/2~φ||2

a no ser que ~φ = 0. Por lo tanto (3.9) está dado por

~φt(Σ0 + ηN)~φ (3.10)
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y es alcanzado cuando

∆̃∗ =
ηN~φ~φtN

~φtN~φt,

a no ser que ~φ = 0. Ya que Σ0+N1/2∆̃N1/2 � 0, se sigue que la desigualdad
en (3.9) es de hecho una igualdad, por tanto

máx{~φtΣ~φ : Σ ∈ SΣ} = ~φt(Σ0 + ηN)~φ. (3.11)

Cuando los conjuntos de incertidumbre Sm y SΣ son definidos como en
(3.1) y (3.2) el peor caso de los rendimientos de un portafolio fijo está dado
por

min
{~µ∈Sm}

~µt~φ = µt0
~φ− ~γt|~φ|; (3.12)

por tanto de (3.9) y (3.10) el problema (3.7) puede reformularse como

min ν

s.a ~φt(Σ0 + ηN)~φ ≤ ν

µt0
~φ− ~γt|~φ| ≥ α, (3.13)

~1t~φ = 1.

claramente este no es un SOCP, sin embargo, al no permitir las ventas en
corto, el problema se plantea de la siguiente manera

min ν

s.a

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 2S~φ
1− ν

]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 + ν

µt0
~φ− ~γt~φ ≥ α,

~1t~φ = 1,

φi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , n. (3.14)
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donde Σ0 + ηN = StS.

Claramente este problema es un SOCP y puede ser resuelto de mane-
ra eficiente usando la paqueteŕıa computacional necesaria, además el cos-
to computacional es similar al de resolver un problema de programación
cuadrática.

3.2. Selección del portafolio robusto de máxi-

mo rendimiento

El problema robusto de máximo rendimiento está dado por

maximizar mı́n
{~µ∈Sm}

~µt~φ (3.15)

s.a. máx
{Σ∈SΣ}

{~φtΣ~φ} ≤ λ,

~1t~φ = 1,

φi ≥ 0.

De (3.2) y (3.10) el problema anterior es equivalente al siguiente pro-
blema

maximizar (µ− γ)t~φ (3.16)

s.a. ~φt(Σ0 + ηN)~φ ≤ λ,

~1t~φ = 1,

~φ ≥ 0.

Al igual que el problema robusto de mı́nima varianza, el problema (3.16)
puede ser planteado como un SOCP de la siguiente manera
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maximizar (µ− γ)t~φ (3.17)

s.a.

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 2S~φ
1− λ

]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 + λ,

~1t~φ = 1,

~φ ≥ 0.

con Σ0 + ηN = StS.

3.3. Conjuntos de incertidumbre

Como se explicó en secciones anteriores, dar un tratamiento especial
a los errores estad́ısticos que povienen de los datos que se utilizan para
calcular el portafolio óptimo es de gran importancia para obtener mejo-
res resultados por lo que en esta sección se construirán teoricamente los
conjuntos de incertidumbre SΣ y Sµ.Estos resultados serán utilizados en
secciones posteriores para realizar los experimentos numéricos del portafo-
lio robusto.

3.3.1. Conjunto de incertidumbre para Σ

Cómo se explicó en caṕıtulos anteriores el conjunto de incertidumbre
se define como

SΣ = {Σ : Σ = Σ0 + ∆ � 0, ∆ = ∆t, ||N−1/2∆N−1/2|| ≤ η} (3.18)

con Σ0 � 0 y N � 0 y además la norma ||A|| está dada por el máximo de
los eigenvalores de A.

Nuestro nuevo propósito es ”hallar” un método para parametrizar este
conjunto de incertidumbre. Sea Σ la matriz real de varianza-covarianza
(desconocida) de los rendimientos y sea Σml el estimador de máxima ve-
rosimilitud de Σ obtenido de los rendimientos. Se sabe que si p < m, es
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decir, el número de observaciones es mayor a la dimensión de la matriz,
entonces Σml � 0 con probabilidad 1 y entonces

Σml ∼ Wp−1((p− 1)Σ)

donde Wq(A) denota una distribución Wishart con q grados de libertad
centrada en la matriz A; es decir la función de densidad de f(Σml|Σ) está
dada por

f(Σml|Σ) =

{
c|(Σ)−1|(p−1)/2|Σml|(p−m−2)/2e−[((p−1)/2)Tr(Σ−1Σml)], Σml � 0,

0, c.o.c.

Un argumento muy similar establece que Σml pertenece al conjunto

S̃ = {Σ̃ : Σ̃ = Σ + ∆ � 0, ∆ = ∆t, ||Σ−1/2∆Σ−1/2|| ≤ β} (3.19)

con probabilidad ωm si la cota β es la solución de la ecuación

FΓp(1 + β)−FΓp(1− β) = ω (3.20)

donde FΓp denota la función de distribución acumulada de una variable
aleatoria Γ((p − 1)/2, (p + 1)/2). Supongamos que β < 1, o equivalente-
mente, ωm < ωmax(p) = (FΓp(2))m. Entonces se tiene

||Σml
−1/2(Σ−Σml)Σml

−1/2|| (3.21)

= ||Σml
−1/2Σ1/2Σ1/2(Σ−Σml)Σ

−1/2Σ−1/2Σml
−1/2||

≤ ||Σml
−1/2Σ1/2||||Σ−1/2(Σ−Σml)Σ

−1/2||||Σ1/2Σml
−1/2||

≤ β

1− β
,

donde (3.21) se sigue del hecho de que Σml ∈ S̃ , por tanto de (3.21) se
tiene que
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S = {Σ : Σml + ∆ � 0, ∆ = ∆t, ||Σml
−1/2∆Σml

−1/2|| ≤ β

1− β
}

contienen un ωn-región de confianza para la matriz de covarianza real Σ; es
decir, una parametrización natural del conjunto de incertidumbre en (3.18)
es Σ0 = N = Σml y η = β

1−β , aśı el conjunto de incertidumbre en (3.18)
queda completamente parametrizado considerando la región de confianza
alrededor del estimador de máxima verosimilitud.

3.3.2. Conjunto de incertidumbre para ~µ

Recordemos que el conjunto de incertidumbre para el vector de medias
de los rendimientos ~µ se define como

Sm = {~µ : ~µ = ~µ0 + ~ς ∈ Rn, |ςi| ≤ γi, i = 1, . . . , n} (3.22)

El método de estimadores de máxima verosimilitud establece que a partir
del estad́ıstico de Hotelling se puede obtener una región de confianza al
(1 − α)100 % para el vector de medias de una normal multivariada con
matriz de varianza-covarianza desconocida (ver Análisis Multivariante de
César Sánchez [?]) de la siguiente forma:

{~µ ∈ Rp :
n− p
p

( ~µ0 − ~µ)tΣ0
−1( ~µ0 − ~µ) ≤ fp,n−p,α} (3.23)

donde Σ0 es la matriz de varianza-covarianza muestral y ~µ0 es el vector de
medias calculado de los datos. Esta región constituye un elipsoide en Rp

centrado en ~µ0 cuyos ejes van en la dirección de los eigenvalores de Σ0 y
la longitud de los radios es√

λi

√
n− p
p

fp,n−p,α.

Partiendo de lo anterior existen tres métodos diferentes para obtener el
conjunto de incertidumbre Sm.
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T de Student

El método de la T de Student es un método muy eficiente para calcular
intervalos de confianza para las componentes del vector ~µ el cuál asegura
que los intervalos de confianza para la componentes de ~µ están definidos
por (

~µ0 − tn−1,α/2

√
diag(Σ0)√

n
, ~µ0 + tn−1,α/2

√
diag(Σ0)√

n

)
.

con tn−1,α/2 el cuantil 1 − α/2 de la distribución T de Student con n − 1
grados de libertad. De este modo el conjunto de intervalos contienen a ~µ con
una proabilidad de 1− α. El nivel de confianza se refiere a la probabilidad
individual de cada intervalo por lo que la probabilidad de que todos los
intervalos simulteaneamente contengas a la componente correspondiente
de ~µ será en general menor al nivel de confianza fijado.

Método de Scheffé

Para poder satisfacer el nivel de confianza simultaneo es preciso modi-
ficar la construcción de los intervalos haciendolos mas amplios. Una forma
eficiente de ampliarlos es cambiando el valor tn−1,α/2 por una constante ade-
cuada. El método para obtener estos intervalos es conocido como Método de
Scheffé el cual define los nuevos intervalos de confianza simultaneos como

 ~µ0 −
√

p

n− p
fp,n−p,α

√
diag(Σ0)√

n
, ~µ0 +

√
p

n− p
fp,n−p,α

√
diag(Σ0)√

n

 .

Método de Bonferroni

Otro método para obtener intervalos de confianza simultaneos es el
Método de Bonferroni. Es una alterativa válida cuando se requieren una
cantidad finita de intervalos simultaneos ya que no está basado en la na-
turaleza probabilistica del problema en cuestión (a diferencia del mpetodo
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de Scheffé). El fundamento de este mpetodo radica en la subaditividad de
la probabilidad.

En este caso os intervalos de confianza se determinan dela siguiente
manera (

~µ0 − tn−1,α/2p

√
diag(Σ0)√

n
, ~µ0 + tn−1,α/2p

√
diag(Σ0)√

n

)
.

3.4. Modelo factorial

En esta sección se presentará un procedimiento para obtener el porta-
folio robusto de mı́nima varianza desde un enfoque estad́ıstico, planteando
los rendimientos de los activos como un modelo de factores. En este caso
asumiremos nuevamente que el rendimiento ~r en un periodo simple es una
variable aleatoria dada por

~r = ~µ+ Bt ~f + ~ε (3.24)

donde ~µ ∈ Rn es el vector de medias de los rendimientos, ~f ∼ N (0,F) ∈ Rn

es el vector de factores que explican los rendimientos, B ∈ Rm×n es la ma-
triz de carga de los factores y ~ε ∼ N (0,D) es el vector de residuos de
los rendimientos. Otro supuesto importante que haremos es que el vec-
tor de residuos ~ε es independiente del vector de factores ~f . La matriz de
covarianza F es positiva definida y la matriz de covarianza D = diag(~d)
es semidefinida positiva. Con lo anterior definido, vamos a suponer que el
vector de rendimientos es una variable aleatoria normal multivariada con
media ~µ y matriz de covarianza BtFB + D lo cual se denota como sigue

~r ∼ N (~µ,BtFB + D).

Supongamos que los elementos diagonales di de la matriz de covarianzas
D yacen en un intervalo [di, di] es decir, el conjunto de incertidumbre Sd
para la matriz D se define como sigue
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Sd = {D : D = diag(~d), di ∈ [di, di], i = 1, . . . , n}. (3.25)

Supongamos también que las columnas de la matriz B son conocidas y que
B pertenece al conjunto eĺıptico de incertidumbre Sb dado por

Sb = {B : B = B0 + W, ||Wi||g ≤ ρi, i = 1, . . . , n}, (3.26)

donde Wi es la i-ésima columna de la matriz W y ||W||g =
√

WtGW
denota la norma eĺıptica de W con respecto a una matriz simétrica y
positiva definida G.

Asumiremos que el vector de medias de los rendimientos pertenece al
conjunto de incertidumbre Sm dado por

Sm = {~µ : ~µ = ~µ0 + ~ξ, |ξi| ≤ γi, i = 1, . . . , n}, (3.27)

aśı cada componente de ~µ yace dentro de cierto intervalo. La elección de los
conjuntos de incertidumbre es motivada por el hecho de que la matriz de
carga factorial y el vector de medias de los rendimientos ~µ son estimados
por el método de regresión lineal. La justificación de la estructura de los
conjuntos de incertidumbre aśı como la elección adecuada de la matriz G
y las cotas γi, ρi, di, di, i = 1, . . . , n serán discutidos más adelante.

Puesto que

~rφ ∼ N (~φt~µ, ~φt(BtFB + D)~φ),

el problema de mı́nima varianza está dado por

min max
{B∈Sb}

{~φtBtFB}+ max
{D∈Sd}

{~φtD~φ}, (3.28)

sujeto a min
{~µ∈Sm}

~µt~φ ≥ α,

~1t~φ = 1.
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en este caso las cotas di ≤ di ≤ di implican que ~φtD~φ ≤ ~φtD~φ, donde

D = diag(d). Como hemos asumido que la matriz de covarianza de ~f es
estrictamente positiva definida, la función ||x||f : x 7→

√
xtFx define una

norma en Rm. Aśı (3.22) es equivalente al siguiente problema robusto de
mı́nimos cuadrados aumentado

min max
{B∈Sb}

||B~φ||2f + ~φtD~φ, (3.29)

sujeto a min
{~µ∈Sm}

~µt~φ ≥ α,

~1t~φ = 1.

al introducir variables auxiliares ν y δ, podemos reformular (3.23) como
sigue

minimizar ν + δ (3.30)

s.a max
{B∈Sb}

||B~φ||2f ≤ ν,

~φtD~φ ≤ δ,

min
{~µ∈Sm}

~µt~φ ≥ α,

~1t~φ = 1.

Si suponemos que Sm y Sb son conjuntos finitos, entonces el problema se
transforma en el siguiente

min λ+ δ (3.31)

s. a max
{B∈Sb}

||Bk
~φ||2f ≤ λ, ∀k = 1, . . . , s,

~φtD~φ ≤ δ,

~µtk
~φ ≥ α, ∀k = 1, . . . , r,
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~1t~φ = 1.

al igual que los problemas anteriores este problema puede transformarse
fácilmente en un SOCP.

En el art́ıculo de El Ghaoui and Lebret [4] se demostró que para el
conjunto

Sb = {B : B = B0 + W, ||W|| =
√
Tr(WtW) ≤ ρ}

el problema puede ser aun transformado en un SOCP.

Cuando los conjuntos de incertidumbre Sm y Sb son definidos como en
(3.20) y (3.21) el peor caso de los rendimientos de un portafolio fijo está
dado por

min
~µ∈Sm

~µt~φ = µt0
~φ− ~γt|~φ|; (3.32)

y el peor caso de la varianza es el siguiente

maximizar ||(B0 + W)~φ||2f , (3.33)

sujeto ||Wi||g ≤ ρi, i = 1, . . . , n.

Ya que las restricciones ||Wi||g ≤ ρi, i = 1, . . . , N implican que

||W~φ||g = ||
N∑
i=1

φiWi||g ≤
N∑
i=1

|φi|||Wi||g ≤
N∑
i=1

ρi|φi|, (3.34)

el problema de optimización se transforma en el siguiente.

maximizar ||B0
~φ+ w||2f , (3.35)

sujeto a ||w||g ≤ r,
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donde r = ~ρt|~φ| =
∑N

i=1 ρi|φi|, lo cual implica que el valor óptimo de (3.26)
satisface (3.24).

La función objetivo de (3.29) es convexa, por tanto, la solución óptima
w∗ yace en la frontera del conjunto admisible, i.e, ||w∗||g = r.

Para i = 1, 2, . . . , n, definimos

W∗
i =


φi
|φi|

ρi
r
w∗, φi 6= 0

φi
r
w∗, en otro caso.

(3.36)

Es claro que ||W∗
i ||g = ρi, ∀i = 1, . . . , N, entonces, W∗ es una solución

de (3.24), además W∗~φ =
∑N

i=1 φiW
∗
i = w∗. Por tanto el valor óptimo de

(3.27) y (3.29) es el mismo. Aśı, para un portafolio fijo ~φ, el peor caso de
la varianza es menor que ν si y solo si,

max
{y:||y||g≤r}

||y0 + y||2f ≤ ν (3.37)

donde y0 = B0
~φ y r = ~ρt|~φ|.

Los siguientes lemas resultan de gran utilidad para transformar la res-
tricción (3.31) en una colección de restricciones cónicas de segundo orden,
lineales de igualdad y desigualdad.

Lema 3.4.1. Sean r, ν > 0, y0,y ∈ Rm y F, G ∈ Rm×m matrices positivas
definidas. Entonces la restricción

max
{y:||y||g≤r}

||y0 + y||2f ≤ ν (3.38)

es equivalente a la siguiente colección de restricciones:

Existe τ, σ ≥ 0 y t ∈ Rm
+ que satisface
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ν ≥ τ +~1tt, (3.39)

σ ≤ 1

λmax(H)
,

r2 ≤ στ,

w2
i ≤ (1− σλi)ti, i = 1, . . . ,m.

donde QΛQt es la descomposición espectral de H = G−1/2FG−1/2, Λ =
diag(λi) y w = QtH1/2G1/2y0.

Lema 3.4.2 (Procedimiento S ). Sea Fi(x) = ~xtA~x + 2~bti~x + ci, i =
1, . . . , p, funciones cuadráticas de ~x ∈ Rn. Entonces F0(~x) ≥ 0 ∀~x tal que
Fi(~x) ≥ 0, i = 1, . . . , p, si existe τi ≥ 0 tal que[

c0 bt0
b0 A0

]
−

p∑
i=1

τi

[
ci bti
bi Ai

]
� 0.

Además, si p = 1 se satisface la contrario si existe ~x0 tal que F1(~x0) > 0.

La prueba de este lema puede encontrarse en [2] (Convex Optimization
pg. 657 y 658).

Demostración. (Lema 3.3.1.)
Haciendo ~y = rȳ y usando el hecho de que ||~x||2 = ~x · ~x se tiene que

max
{~y:||~y||g≤r}

||~y0 + ~y||2f ≤ ν

es equivalente a

~yt0F~y0 − 2r ~y0
tFȳ − r2ȳtFȳ + ν ≥ 0 (3.40)

para toda ȳ tal que 1− ȳtGȳ ≥ 0.
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Como ȳ = 0 es estrictamente factible para 1 − ȳtGȳ ≥ 0, entonces el
procedimiento S implica que (3.34) se satisface para todo 1 − ȳtGȳ ≥ 0
si y solo si existe τ ≥ 0 tal que

M =

[
ν − τ − ~y0

tF~y0 −r ~y0
tF

−rF~y0 τG− r2F

]
� 0. (3.41)

Sea H = G−1/2FG−1/2 y su descomposición espectral QΛQt, con Λ =
diag(λ) y definimos ~w = QtH1/2G1/2 ~y0 = Λ1/2QtG1/2 ~y0. Observemos que
~y0F~y0 = ~w~wt entonces la matriz M � 0 si y sólo si

M̄ =

[
1 0t

0 QtG−1/2

]
M

[
1 0t

0 G−1/2Q

]
=

[
ν − τ − ~wt ~w −r ~wtΛ1/2

−rΛ~w τI− r2Λ

]
� 0.

El complemento de Schur de los renglones y columnas distintas de cero
de τI− r2Λ está dado por

ν − τ − ~wt ~w − r2

 ∑
i:τ 6=r2λi

w2
i λi

τ − r2λi

 = ν − τ −
∑

i:σλi 6=1

w2
i

1− σλi
(3.42)

donde σ = r2/τ.
Por tanto la matriz M̄ es semidefinida positiva si τ ≥ r2λi,∀i = 1, . . . ,m, wi =
0 para toda i tal que τ = r2λi y

ν − τ −
∑

i:σλi 6=1

w2
i

1− σλi
≥ 0.

Se sigue que
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max
{y:||y||g≤r}

||y0 + y||2f ≤ ν

si y sólo si existen σ, τ ≥ y ~t ∈ Rm
+ tal que

ν ≥ τ +~1t~t,

r2 = στ,

wi = (1− σλi)ti, i = 1, 2, . . . ,m,

σ ≤ 1

λmax(H)
.

Definición 1. Dado B0 ∈ Rm×n y F,G ∈ Rm×m positivas definidas, se
define H (B0,F,G) como el conjunto de todos los vectores (r; ν; ~φ) ∈ R×
R× Rn tal que (r, ν, ~y0 = B0

~φ) satisfacen

ν ≥ τ +~1tt, (3.43)

σ ≤ 1

λmax(H)
,∣∣∣∣∣∣∣∣[ 2r

σ − τ

]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ + τ,∣∣∣∣∣∣∣∣[ 2wi
1− σλi − ti

]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1− σλi + ti, i = 1, . . . ,m.

Donde QΛQt es la descomposición espectral de H = G−1/2FG−1/2, Λ =
diag(λi) y w = QtH1/2G1/2y0.

Puesto que no se permiten ventas en corto, de (3.26), (3.32) y la defi-
nición (1) se sigue que (3.23) puede ser reformulado como sigue

min ν + δ, (3.44)
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s. a

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

2D
1/2~φ

1− δ

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ 1 + δ,

( ~µ0
t − ~γt)~φ ≥ α,

~1t~φ = 1,

(r; ν; ~φ) ∈H (B0,F,G).

este problema es también un SOCP.

La construcción de los conjuntos de incertidumbre en el caso del modelo
factorial puede ser consultada en [6] (Robust Selection Problems).



Caṕıtulo 4

Resultados numéricos

En esta sección se presentarán los resultados obtenidos al resolver numéri-
camente alguno de los problemas teóricos planteados en el caṕıtulo anterior.
El objetivo principal de estas pruebas computacionales es el de hacer una
comparación entre el resultado de calcular el portafolio óptimo desde un
enfoque clásico y el de realizarlo desde el enfoque robusto. En la primer
parte se presentarán los resultados de calcular un portafolio robusto en
el que se trabaja con conjuntos de incertidumbre finitos, el caso continuo
se presentará en la segunda parte de este caṕıtulo. En el caso del Modelo
Factorial no fue posible obtener resultados numéricos consistentes debido
a que la tarea de encontrar los factores adecuados no es tan simple, por
tanto se deja este problema planteado para trabajos futuros. Para obtener
los resultados numéricos se utilizó el paquete CVX de Matlab, desarro-
llado por Stephen P. Boyd y Michael C. Grant el cuál es un paquete con
un gran alcance diseñado para resolver problemas de optimización convexa.

Se tomaron las series financieras correspondientes a los precios diarios
de las acciones de seis empresas que operan en México (Liverpool, Elektra,
Sports World, Walmart, Chedraui y Samborns). Ya que los datos de las se-
ries se tomaron diariamente se decidió construir la matriz de rendimientos
y multiplicarla por 100 para no trabajar con números muy pequeños.
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Con el objeto de tener un portafolio que sirviera de referencia para com-
parar los resultados obtenidos a través de los distintos métodos existentes
para obtener un portafolio óptimo se tomó el periodo del 18 de enero al
17 de noviembre del 2017. La matriz de varianza-covarianza aśı como el
vector de medias de los rendimientos obtenidos son los siguientes:

Con estos datos se calculó el portafolio óptimo desde el enfoque clási-
co, el cual se muestra a continuación. Se incluye también su volatilidad y
rendimiento asociados.

~φR = (0.1021, 0.0782, 0.1614, 0.3342, 0.1442, 0.1799), σ = 0.67, r = 0.09.

Los datos utilizados para probar los modelos propuestos en esta tésis fueron
los de las acciones de las empresas ya mencionadas. El periodo que se tomó
en este caso fue del 2 de enero al 31 octubre (dos semanas antes del periodo
de referencia). La matriz de varianza-covarianza y el vector de medias de
los rendimientos para este periodo son los siguientes:
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4.1. Conjuntos de incertidumbre finitos

En esta sección se realizaron los experimentos numéricos necesarios pa-
ra probar la metodoloǵıa propuesta en el caso en que los conjuntos de
incertidumbre se asumen finitos, se resolvió el problema (3.8) planteado
en el caṕıtulo 3. En este caso se calcularon cuatro diferentes portafolios,
en cada uno se plantearon cuatro distintos escenarios para la matriz de
varianza-covarianza Σ y cuatro escenarios para el vector de medias ~µ, el
valor de α = 0.09 fue elegido tomando la media de las entradas de ~µ0. En
las siguientes tablas se muestran los resultados obtenidos.

~φ1 (0.0431, 0.1378, 0.1535, 0.3532, 0.1302, 0.1822)
Σ Σ1,2 = Σ0 ± 5× 10−2,Σ4,5 = Σ0 ± 1× 10−2

~µ ~µ1,2 = ~µ0 ± 5× 10−3, ~µ3,4 = ~µ0 ± 1× 10−3

σ 0.8324
r 0.0950

Tabla 4.1

~φ2 (0.0502, 0.1307, 0.1572, 0.3471, 0.1313, 0.1880)
Σ Σ1,2 = Σ0 ± 5× 10−2,Σ4,5 = Σ0 ± 1× 10−2

~µ ~µ1,2 = ~µ0 ± 5× 10−4, ~µ3,4 = ~µ0 ± 1× 10−4

σ 0.8172
r 0.0905

Tabla 4.2
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~φ3 (0.0509, 0.1299, 0.1572, 0.3471, 0.1313 0.1880)
Σ Σ1,2 = Σ0 ± 5× 10−4,Σ4,5 = Σ0 ± 1× 10−4

~µ ~µ1,2 = ~µ0 ± 5× 10−5, ~µ3,4 = ~µ0 ± 1× 10−5

σ 0.7848
r 0.0900

Tabla 4.3

~φ4 (0, 0.2140, 0.1597, 0.3994, 0.1086, 0.1181)
Σ Σ1,2 = Σ0 ± 5× 10−6,Σ4,5 = Σ0 ± 1× 10−6

~µ ~µ1,2 = ~µ0 ± 5× 10−2, ~µ3,4 = ~µ0 ± 1× 10−2

σ 0.9961
r 0.14

Tabla 4.4

En las Tablas 4.1 y 4.2 podemos notar que los portafolios obtenidos
tienen volatilidades similares ya que las perturbaciones realizadas en estos
casos son cercanas. El portafolio 4 tiene el riesgo más alto, esto es resultado
de que la perturbación realizada en el vector de medias fue muy grande en
relación a los otros casos. Como podemos notar el portafolio con el mejor
compartamiento fue el portafolio 3 ya que tiene el menor riesgo de los 4 con
un rendimiento de 0.09 que coincide con el que se obtuvo en el portafolio
de referencia.

4.2. Conjuntos de incertidumbre no finitos

En esta sección se presentan los resultados obtenidos al suponer que
los conjuntos de incertidumbre no son finitos. Los datos utilizados fueron
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los mismos que se presentaron al inicio de este caṕıtulo. Se utilizó el mis-
mo portafolio ~φR de referencia obtenido anteriormente para comparar los
resultados.

4.2.1. Portafolio robusto de mı́nima varianza

En lo sucesivo se presentarán los resultados obtenidos al resolver numéri-
camente el problema robusto de mı́nima varianza (3.14) que se desarrolló
en el caṕıtulo anterior. Para resolver este problema es necesario definir una
matriz N, un vector ~γ y un escalar η. Recordemos que en este caso la ma-
triz N puede ser tomada como la matriz Σ0.

En la sección 3.3 se desarrolló un método para obtener una región de
confianza para la matriz de varianza-covarianza Σ lo cual se utilizó para ob-
tener el valor de η = 0.3647. En el caṕıtulo 3 se desarrollaron tres métodos
diferentes para calcular el vector ~γ (Bonferroni, T de Student y Scheffé),
en la Tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos en cada método

Método ~γ

Bonferroni (1) (0.1085, 0.2496,0.1322, 0.0815, 0.1131, 0.09168)

T de Student (2) (0.2059, 0.4735, 0.2509, 0.1547, 0.2145, 0.1739)

Scheffé (3) (0.3789, 0.8715, 0.4616, 0.2847, 0.3948, 0.3200)

Tabla 4.5

Usando estos resultados para los conjuntos de incertidumbre del vector
de medias se calculó el portafolio robusto en cada caso. En la siguiente tabla
se muestran los portafolios obtenidos aśı como el riesgo y el rendimiento
asociado a cada uno.
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σ r ~φ

C 0.7844 0.0900 (0.0510 0.1299,0.1527,0.3471, 0.131 0.1880)

B 1.88 0.23 (0, 0.3965, 0, 0.6034, 0, 0)

T ∞ 0 (0, 0, 0, 0, 0, 0)

S ∞ 0 (0, 0, 0, 0, 0, 0)

Tabla 4.6

En la Tabla 4.5 podemos observar que tan grande son los cojuntos de
incertidumbre para el parámetro ~µ. El método de Bonferroni aporta re-
giones más pequeñas. De la tabla 4.6 podemos ver que solo en el caso de
Bonferroni se obtuvo un portafolio diferente del trivial lo cual se debe a que
la perturbación máxima que se hace al parámetro es menor que en los otros
dos casos. Como podemos notar el tamaño del conjunto de incertidumbre
si es de relevancia en este problema.

En la Figura 4.1 se graficó la frontera eficiente de los datos reales, es
decir, el periodo del 18 de enero al 17 de noviembre del 2017. Se graficó el
riesgo y el rendimiento asociados al portafolio obtenido mediante el método
clásico de Markowitz y el obtenido mediante el método de Bonferroni.
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Figura 4.1: Problema robusto de mı́nima varianza.

4.2.2. Portafolio robusto de máximo rendimiento

En esta sección se presentarán los resultados obtenidos al resolver el
problema robusto de máximo rendimiento (3.17) desarrollado en el capitúlo
anterior. Los datos utilizados para obtener el portafolio de referencia y el
portafolio robusto son los mismos que en el problema robusto de mı́nima
varianza. Recordemos que en este problema es necesario fijar una cota λ
para la varianza de el portafolio, en este caso el valor de λ = 3.9830 fue
elegido tomando la media de las varianzas de cada activo. El portafolio de
referencia obtenido en este caso es el siguiente:

~φr = (0, 0.5403, 0.0874, 0.3723, 0, 0), σ = 1.9957, r = 0.3340.
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Se calculó el problema clásico de máximo rendimiento aśı como tres por-
tafolios robustos distintos correspondientes a los distintos métodos desa-
rrollados para obtener el conjunto de incertidumbre para ~µ. En la Tabla
4.7 se muestran los resultados obtenidos.

σ r ~φ

C 1.9957 0.3000 (0, 0.5421, 0.1101, 0.3478, 0, 0)

B 1.7083 0.0999 (0, 0.4333, 0, 0.5666, 0, 0)

T 1.7083 -0.0386 (0, 0.4333, 0, 0.5666, 0, 0)

S 1.1537 -0.2199 (0, 0, 0, 0, 1, 0)

Tabla 4.7

En la tabla 4.7 podemos observar que en este caso el tamaño del con-
junto de incertidumbre del parámetro ~µ no trajo problemas ya que en los
tres casos fue posible obtener una solución diferente de la trivial. A igual
que en el problema anterior el método de Bonferroni dió mejores resulta-
dos, en este caso el riesgo del portafolio obtenido es menor que en el caso
del portafolio de referencia. Nótese que los portafolios obtenidos v́ıa T de
Student y Bonferroni tienen el mismo riesgo sin embargo tienen distinto
rendimiento. Como se explicó el los problemas anteriores, los resultados
obtenidos dependen de que tanto se perturbe el vector de medias o la ma-
triz de varianza-covarianza. En este caso el resultado nos dice que si somos
más pesimistas respecto al comportamiento del vector de medias de los
rendimientos, el resultado será un portafolio con mayor pérdida.
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Figura 4.2: Problema robusto de máximo rendimiento.

En la Figura 4.2 se graficó la frontera eficiente de los datos reales y
se muestra el riesgo y el rendimiento asociado a cada portafolio obteni-
do.Como podemos ver los portafolios obtenidos usando los conjuntos de
incertidumbre construidos mediante la T de Student y Scheffé no resulta-
ron satisfactorios pues no se ubican en la frontera eficiente de los datos.
El portafolio obtenido mediante el modelo clásico se encuentra cerca de la
frontra eficiente sin embargo su riesgo es mayor que el obtenido resolviendo
el problema robusto de máximo rendimiento.
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Conclusiones

El problema de selección de un portafolio óptimo es bastante suscep-
tible a la incertidumbre que proviene de los datos que se utilizan para
resolverlo por tanto es importante darle un tratamiento especial tomando
en cuenta los conjuntos de incertidumbre de los parámetros que se utilizan.
Al intentar trabajar este tipo de problemas es necesario replantearlos como
problemas mini-max los cuales bajo ciertas condiciones pueden ser trans-
formados en problemas lineales con restricciones cuadráticas o cónicas de
segundo orden. Al realizar los cálculos para obtener el portafolio óptimo
robusto se constató que no hay diferencia entre resolverlos como problemas
con restricciones cuadráticas o como SOCP ya que tienen el mismo costo
computacional.

En el caso en el que se asume que los conjuntos de incertidumbre son
finitos se escogieron los distintos escenarios de manera arbitraria pero cabe
mencionar que en los resultados obtenidos se pudo observar que el portafo-
lio que aportó mejores resultados fue aquel en el que se definiero escenarios
con variaciones muy pequeñas respecto al escenario original. Es importan-
te mencionar esto ya que como se explicará más adelante el tamaño de la
perturbación si influye en la solución del problema.

La construcción de los conjuntos de incertidumbre es una parte impor-
tante en este trabajo pues como se explicó en la sección 3.3 existen distintas
maneras de calcular el conjunto de incertidumbre para el vector de medias
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~µ, sin embargo como se vió en la sección de resultados el tamaño de es-
tos conjuntos śı resultó relevante en la resolución del problema robusto de
mı́nima varianza. Los conjuntos obtenidos a partir de los métodos de la T
de Student y de Scheffé no fueron del todo útiles ya que aportaron conuntos
de incertidumbre muy grandes de tal suerte que el problema de optimiza-
ción no pudo ser resuelto. A pesar de lo antes mencionado en el caso del
problema robusto de máximo rendimiento el tamaño de los intervalos no
fue problema para poder obtener el portafolio. Cabe mencionar que los
mejores resultados se obtuvieron utilizando el método de Bonferroni.

Resolver el problema del portafolio robusto desde el enfoque del mo-
delo factorial es un problema complejo debido a que conseguir los factores
adecuados es una tarea complicada. Uno de los principales obstáculos es
elegir factores útiles, es decir, factores que expliquen satisfactoriamente el
comportamiento de los rendimientos de las acciones. Otro de los problemas
que se presentaron fue la falta de información ya que una vez definidos los
factores nos encontramos con que la información con la que se cuenta en las
redes es bastante ĺımitada. Por los anteriores motivos el desarrollo de este
problema de selección del portafolio robusto solo se estudió teoricamente
dejando la aplicación para trabajos futuros.

Como pudo observarse en la sección 4.2 el portafolio de referencia tuvo
una volatilidad de 0.67 y un rendimiento de 0.09. Sin embargo el portafolio
robusto en el que se calculó el conjunto de incertidumbre de ~µ mediante el
método de Bonferroni arrojó una volatilidad de 1.88 y un rendimiento de
0.23. Esto significa que este es el peor escenario en la inversión al que se
enfrentará el inversionista tomando en cuenta el peor comportamiento de
los parámetros del modelo.

El problema de máximo rendimiento no presentó los problemas que pre-
sentó el problema de mı́nima varianza respecto al tamaño de los conjuntos
de incertidumbre obtenidos mediante los diferentes métodos ya menciona-
dos. Como se explicó en el párrafo anterior, los resultados obtenidos hablan
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del resultado al que un inversionista puede exponerse si decide tomar en
cuenta un comportamiento demasiado pesimista en los parámetros. Esto
se ejemplifica en los resultados del modelo robusto de máximo rendimiento
pues como puede verse en la tabla 4.7 el portafolio obtenido v́ıa Bonferroni
tiene la misma volatilidad que el obtenido v́ıa T de Student. El rendimiento
en el segundo caso corresponde a una pérdida lo cuál es resultado de haber
tomado un conjunto de incertidumbre mas amplio para el vector de medias
~µ.
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