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INTRODUCCION

El analisis secuencial forma parte de la teoria estadistica desde hace casi 70 anos. El resultado
principal y mas famoso del andlisis secuencial es la optimalidad de la prueba secuencial de
razén de probabilidades (sequential probability ratio test, SPRT), cuya primera demostracién
aparece en 1948 (ver A.Wald y J.Wolfowitz [17]). La descripcién de la prueba y sus aplicaciones
se pueden encontrar actualmente en muchos libros de texto (por ejemplo, en [9], [1], [6], [5]),
monografias especializadas como [18], [7], [8], por mencionar algunas. Sin embargo, en muchas
ocasiones el resultado formal carece de una demostracion rigurosa, o no tiene ninguna. Algunos
pocos si la tienen, pero a veces sin detalles esenciales, como por ejemplo, en [6]. Desde los
trabajos de Chow y Robbins (culminados en [3]) quedé claro que atréds de la optimalidad de la
SPRT esta la teoria general de paro 6timo ([3], [15]), sin embargo ain en estos dos tltimos no
se llega a ver todos los detalles de la optimalidad de la SPRT.

Lo anterior motivo el desarrollo de esta tesis, en la cual se ven todos los detalles del desarrollo
de las pruebas 6ptimas, entre las cuales se encuentra la SPRT clasica.

Otro motivo fue el desarrollo de la teoria de pruebas dptimas para procesos estocasticos a
tiempo discreto generales. Es que la teoria de paro 6ptimo clésica abarca los procesos generales,
mientras la mayoria de los resultados sobre las pruebas secuenciales son acerca de observaciones
independientes e identicamente distribuidas. Algunas excepciones son los trabajos [10] y [14].
En [10] se considera el caso de observaciones independientes pero no identicamente distribuidas,
y no se usa la teoria general de paro 6ptimo (como la de [3]). Aunque en general el resultado
parece estar bien (ver [13] al respecto), en la demostracién de la optimalidad faltan algunos
detalles esenciales. En [14] se considera la aplicacién de la SPRT a los procesos de Markov
a tiempo discreto (el uso de la SPRT a los procesos generales propuso Wald en su tiempo).
La historia atras es que existe un resultado previo de Schmitz (la referencia exacta se puede
encontrar en [14]) en donde aparece un bosquejo de la forma de la prueba secuencial 6ptima en
el caso de procesos de Markov, misma que, segin los autores queda demasiado compleja para
ser aplicable. Por fin, existe un resultado muy general [4], basado en la teorfa de paro éptimo de
Chow y Robbins [3], sin embargo es puro resultado de existencia, ya que sélo se demuestra que
existe una prueba éptima, sin embargo su forma, generalmente hablando, queda desconocida.
En este trabajo desarrollamos la teoria general de pruebas 6ptimas para dos hipotesis simples
suponiendo que las observaciones estan generadas por un proceso estocastico a tiempo discreto
de forma muy general.
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El tercer motivo para este trabajo es el hecho que, al parecer, hasta este momento no se
conoce la forma de todas las pruebas éptimas, en el problema con restricciones (sobre las prob-
abilidades de error tipo uno y dos). El hecho es que en [2] y en [11] se demuestra que no solo
la SPRT, sino también las llamadas SPRT extendidas poseen la misma propiedad de optimal-
idad que la prueba SPRT original de Wald (ver [17]). Del trabajo de Lorden [11] quedd claro
que este resultado se puede obtener usando el método de Lagrange aplicado al problema con
restricciones. Sin embargo, parece que hasta este momento no existen resultados que digan que
solo las SPRT extendidas (de [2]) son las éptimas en el problema con restricciones. En esta
tesis, caracterizamos, en caso general de procesos estocasticos a tiempo discreto, la estructura
de todas las pruebas éptimas en el problema con restricciones.



CAPITULO 1

MODELO MATEMATICO Y CONCEPTOS BASICOS

Nuestro objetivo en este capitulo es dar una descripcién formal de lo que es un experimento
estadistico secuencial, asi como la definicion de los elementos basicos que lo conforman, definicién
de pruebas de hipdtesis y sus caracteristicas numéricas.

1.1. Experimento estadistico secuencial

En cualquier experimento estadistico se recopilan datos (medidas, pesos, caracteristicas im-
portantes, etc.) el modelo més frecuente de un experimento estadistico, es una muestra de una
distribucion de probabilidad, lo que significa que se observan de manera independiente, cierto
nimero n de datos, los cuales vienen de una misma distribucién. Al resultado de estas ob-
servaciones se les llama muestra aleatoria de esta distribucion o mas especificamente, muestra
aleatoria de tamano n.

La idea del analisis secuencial, es que en lugar de tomar un niimero determinado de obser-
vaciones en una séla toma, esta va formando la muestra secuencialmente, (es decir, tomando
una observacién a la vez), en funcién de las observaciones mismas terminando en un momento
que sea adecuado o conveniente.

Ahora daremos el formalismo necesario al concepto del experimento estadistico secuencial.

Sea X1, Xy, -+, X,,... un proceso estocéstico a tiempo discreto (con valores en un espacio
medible (X, X)), cuya distribucién depende de un parametro desconocido . Primero trataremos
el problema en general, suponiendo que existen las densidades conjuntas

fén(xthv”' 7[En) (]‘]‘>
con respecto a la medida producto p" = p ® p ® --- ® p sobre la g-algebra producto X". En
el capitulo 3 se verd el caso particular, cuando las variables aleatorias X, Xo,--- , X,,,... son

independientes e idénticamente distribuidas (copias independientes de una variable “genérica”
X).

Uno de los problemas mas fundamentales en estadistica es el problema de pruebas de
hipotesis. Una prueba de hipdtesis es una afirmacién o conjetura acerca de la distribucion de
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una o mas variables aleatorias. Aqui se tratara el caso mas basico de las pruebas: el caso de
dos hipotesis simples. A una hipétesis se le llama simple si la distribucion hipotetizada es tnica,
por consiguiente, debe especificar, no sélo la forma funcional de la distribucién subyacente, sino
también los valores de todos los parametros.

Asi que el problema, con base en los datos observados sera, decidir cual de las dos hipdtesis,
Hy:0=0y6 Hy:0 =0, es la verdadera.

El objetivo de este esrito serd caracterizar la estructura de la prueba secuencial éptima para
este problema.

Para indicar cual es el momento en que el experimento termina, es necesario aplicar algunas
reglas a las observaciones que se estan obteniendo de manera sucesiva. Y esto deberd llevarse
a cabo en cada etapa del experimento, es decir, teniendo un nimero n dado de observaciones
recopiladas (X7, Xo, ..., X,), una regla nos tiene que indicar si este es el momento de terminar
el experimento, o alin no, y entonces sera necesario tomar algunas observaciones mas.

Una regla de paro es una sucesién de funciones ¢ = (¢1(z1), p2(x1, 22),...). Donde la fun-
cién @, (xq,...,x,) representa la probabilidad condicional de que el estadistico termine con la
muestra dado que él ha obtenido n observaciones y X7 = x1,--- , X,, = x,,. Una manera alter-
nativa de definir la regla de paro es por la sucesién de funciones s¢(x) = (sY(x1), 85 (21, 22), - +)
donde s¢(z1,...,x,) representa la probabilidad condicional, dadas observaciones z1, ..., z,, de
no parar durante las primeras n — 1 observaciones y entonces parar cuando la n—ésima obser-
vacion ha sido tomada. Estas dos funciones se relacionan mediante las férmulas siguientes:

st (z1) = ¢1(z1),

$2(x1, . xn) = (L —@1(x1)) (1 — @a(x1,22)) .. (1 — on_1(z1, - ooy Tpe1) ) on(T1, -+, T0),

para cadan =2,3,...

Analogamente podemos representar la probabilidad condicional de continuar después de las
primeras n — 1 observaciones como t?(z) = (t7,t§(x1),...), donde

t7 =1,

th(, - wn1) = (1 —@i(z1)) .. (1= pn1(@1, .-+, Tp1)),
para cadan =2,3,....
Asi, por la férmula de probabilidad total, la probabilidad de parar al tiempo n esta dada

por la siguente expresion:
EQS;;;(XDX27”' 7Xn> (12>

El experimento puede terminar en cualquier nimero de pasosn = 1,2, 3, ..., asi que tenemos
que pensar en una manera de decidir a favor de Hy 6 H; cualquiera que sea el niimero terminal
n de observaciones.

Una vez que el experimento se detiene, una decision aceptar o rechazar Hy es hecha, en este
sentido se define a la siguiente funcién:
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Una regla de decision (terminal) es una sucesion de funciones 6 = (01(z1), d2(x1, 22), -+ ),
donde la funcion 0, (xy, z, ..., x,) es interpretada como la probabilidad condicional de rechazar
Hy dado que el experimento termina en la etapa n y el vector (x1, s, ..., z,) ha sido observado.

En resumen, una regla de decisién secuencial es un par (p,d) en el cual ¢ es la regla de
paro y 0 es una regla de decision terminal. Supondremos que ¢ y ¢ son funciones medibles con
valores en [0, 1], paran =1,2,....

Las pruebas clasicas, basadas en una muestra aleatoria de tamano fijo n es un caso particular

de esta definicién, mds especificamente, el que corresponde a ¢1(z1) = (1, 29) = -+ =
On-1(T1, + ,xn_1) =0y pp(x1,-++ ,2,) = 1y por lo tanto pueden ser identificadas con tan
solo una regla de decisién 6,, misma que al terminar el experimento con datos X, X, ..., X,
significa la aceptacion de la hipdtesis Hy con probabilidad d,, (1, e - -+, x,).

1.2. Caracteristicas de las pruebas

Una prueba proporciona un algoritmo de ir observando los datos y finalmente concluir, una
vez terminado el experimento.

Los datos vienen de manera aleatoria por lo que resulta posible que el algoritmo se equivoque.
Esto origina los errores que a continuacién se detallan: Siendo verdadera la Hj, la decision
terminal puede ser <rechazarH, >. Por el contrario, cuando H; es valida, la decisién tomada
puede ser <aceptarH, >, al primer caso se le conoce como error <tipo I>> y al segundo como
error <tipo II>>.

Si nos preocupa la calidad de la inferencia estadistica tenemos que procurar que estos dos
tipos de error no sean frecuentes. Como medida de la frecuencia de estos errores se usa la
probabilidad, asi que trabajando con las pruebas tenemos que tomar en cuenta las probabilidades
de error, esto da lugar a la definicién de la probabilidad de error tipo I.

a(p,d) = Py, (rechazarH) (1.3)
y de la probabilidad de error tipo IT
B(p,0) = Py, (aceptarHy). (1.4)

Otra caracteristica importante de una prueba es el niimero final de datos observados, ya que
en la practica nos interesa terminar lo més pronto posible, empleando menos observaciones,
tiempo, recursos, etc.

La regla de paro ¢, genera una nueva variable aleatoria 7, que es el nimero final de datos
observados a la que se le llama tiempo de paro. Formalmente el tiempo de paro 7, puede ser
definido, partiendo del sentido de aleatorizacién, de la siguiente manera: Sea Uy, U, ... (proceso
de aleatorizacién) una sucesion de variables aleatorias e idénticamente distribuidas que tienen
distribucién uniforme en el intervalo [0, 1], y tal que el proceso (Uy, Us, ... ) es independiente del
proceso de observaciones (Xi, Xs,...). Entonces el tiempo de paro 7, es definido como

7, =min{n: U, < ¢, (X1,...,X,)}

(por definicién, 7, = cosi U, > ¢, (X1, ..., X)) para cualquier n natural). Sea ¢; = ¢;(X71, ..., X;)
cuando ¢; se encuentra bajo el signo de probabilidad o de la esperanza matematica, y ¢; =
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wi(T1,...,7;) en otro caso, i = 1,2, .... Es obvio, que
PQ(TSO = 7’L) = Pg(Ul > ©1, U2 > P, .. -,Un—l > POn—1, Un S gOn) = E@Sﬁ

(ver 1.2), y
P@(Tgo > n) = Pg(Ul > gOl,UQ > P9, ..., Un,1 > ganl) = Egtﬁ

Debido a que el tiempo de paro 7, es una variable aleatoria, es natural tomar en cuenta su valor
promedio como una caracteristica de la duracién del experimento (nimero promedio muestral).
Pero el promedio puede ser calculado tanto bajo la hipétesis Hy, como bajo Hy, asi que tenemos
dos caracteristicas

N(0o; ) = Egy7, vy N(b1;9) = Ep, 7o, (1.5)
mismas que tienen que ver con la regla de paro pero no con la regla de decision.

Antes que nada vamos a expresar las caracteristicas (1.3)-(1.5) en términos de los elementos
del modelo y de la prueba.

De manera que, la probabilidad de rechazar Hy, suponiendo que el valor verdadero del
parametro es 6, se define como:

a(yp,0) = Py, ({rechazar Hy} N {7, < oo}) = Z Eys?( X1, Xn)0n (X, -+, X5)
n=1

:Z/f(;z(xl,xg,...,xn)sﬁ(acl,x%...,xn)én(xl,xg,...,xn)du”, (1.6)
n=1

y por (1.4) se tiene que

B(p,0) = Py, ({aceptar Ho} N {7, <oo}) =Y Ep sf(X1,-+, Xp) (1= 6,(X1, -+, X))

= Z/fgll(x17$2, ey Tp)SE (29, ) (1 — Op(21, e, . .oy 2y)) dp™. (1.7)
n=1

De manera muy parecida a (1.6) y (1.7),

N(67 90) = E97-<p = ZnEbSZ;(Xla e 7Xn>
n=1

= Z/nfgl(xl,mg,...,xn)sﬁ(xl,xg,...,xn)du". (1.8)
n=1

Las integrales como en (1.6), (1.7) y (1.8) serdn muy frecuentes a lo largo de este escrito, y
aunque esta establecido que ¢, = (X1, Xs,..., X)) v 82 = s¥(X;1, Xo, ..., X,,), en ocasiones
como ésta resulta conveniente entender que la misma letra, digamos (,, puede significar también
©n = pn(T1, T2, ..., 2,). Pero esto no debe causar problemas si se toma en cuenta el contexto.
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También la aparicién del vector (x1, xo, ..., x,) €s muy recurrente, es por €so que es necesario
cambiar de notacién para hacer mas accesible el manejo de las ecuaciones, por lo tanto sin
pérdida de generalidad se omitird de las ecuaciones (1.6) y (1.8). Asi estas se transforman en,

ferz)(xlv'%%"'axn):féz; (19)
a(0.8) = Y [ fisiondu (1.10)

Bl ) = / f2s8 (1= 6,) du” (1.11)

NO:o) = > [ nfysidn (1.12)
n=1

respectivamente y con esto finalizamos el calculo de las caracteristicas de una prueba secuencial.



CAPITULO 2

OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES

En este capitulo se plantea el problema de optimalidad de las pruebas secuenciales como un
problema de optimizacién con restricciones (Método variacional de Lagrange) y se va a propor-
cionar la soluciéon completa del mismo.

2.1. Planteamiento del problema

El problema clasico del analisis secuencial es hallar la forma de la prueba que minimiza el
nimero promedio de observaciones en la clase de todas las pruebas cuyas probabilidades de
error no excedan ciertas cotas dadas, es decir se considera la clase A(a, ) de las pruebas (¢, d)
que satisfacen las desigualdades siguientes:

a(p,d) <ay B(p,d) < B, (2.1)

siendo o y  numeros tales que 0 < a < 1y 0 < 8 < 1. El objetivo es hallar una prueba en
A(a, 8) con el valor de N(6y, ) (v/o N(01,¢)) minimo en esta clase. De antemano no queda
claro si existe una prueba que minimiza los dos valores promedio, N (6y, ) y N (61, ) por eso se
trata un problema menos ambicioso: encontrar una prueba con el valor minimo de N (6, ) en
A(a, B). En realidad, la prueba que vamos a encontrar también va a minimizar N (6;, ¢). Pero no
se considera de mucha importancia, por lo menos no la tedrica, por la siguiente razén: Como 6,
61 son intercambiables, al resolver el problema de minimizacién de N (6, ¢) tendremos también
una prueba que minimiza N (61, ¢) en A(a, 3), como se demuestra al final de este escrito.
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2.1.1. Reducciéon a un problema de optimizacion sin restricciones.
Método variacional de Lagrange

Es conveniente representar el problema planteado en la seccion anterior en términos del costo
del experimento. En nuestro caso consideramos este costo como constante ¢ > 0. Asi el costo
total promedio del experimento secuencial, gobernado por una regla de paro ¢, sera:

Ep(ctp) = cN(bo; ) = Z/Cnfézosﬁdﬂn,
n=1

por la ecuacién (1.12). Entonces el problema planteado en el segundo pérrafo de este capitulo
es equivalente a minimizar el costo promedio del experimento ¢N (6y; ), dado que las probabil-
idades de error del procedimiento de prueba satisfacen (2.1). El método que se utiliza para la
solucion de problemas de optimizacion con restricciones se conoce como el método de Lagrange.

El método consiste en la reduccién del problema con restricciones a un problema de opti-
mizacién sin restricciones en una nueva funcién objetivo llamada funcién de Lagrange. En el
caso que nos interesa, la funcion de Lagrange adquiere la forma,

R(@? 5) = CN(QO; <P) + 7TOCV(907 6) + Wlﬁ(907 5)7 (2'2)

donde 7y > 0y m; > 0 son dos constantes cualesquiera llamadas multiplicadores. Asi el objetivo
serd encontrar (¢*, %) tales que

-MﬁﬁﬂZggﬁN@mﬁ+mM%®+ﬂﬁwﬁH- (2.3)

El siguiente Teorema representa la reduccion del problema con restricciones a un problema sin
restricciones en la que propiamente consiste el método de Lagrange.

Teorema 2.1. Sean my > 0, m > 0 constantes y (¢*,6*) una prueba tal que para cualquier otra
prueba secuencial (p,0) se cumple

R(p,d) = R(¢", "), (2.4)

Entonces para cualquier prueba (¢, d) que satisface:

afp,0) < a(p*d”) y B(p,0) < B(p"d"), (2.5)

se tiene,
N (0o; ») = N(0o; ") (2.6)

La desigualdad en (2.6) es estricta, si alguna de las desigualdades en (2.5) lo es.

Observacion 2.1. Es obvio que (2.5) garantiza que (¢*,0*) € A(a, B), ast que (2.6) representa
la optimalidad de (¢*,0*) en la clase A(a, 5), en el sentido que se describe al principio de esta
seccion.

Demostracion. Sea (¢*,0%) que satisface (2.4). Entonces para cualquier otra prueba (¢,d) que
satisface (2.5) tenemos,

cN (6o; @) + moae + m 8 > N (0g; ) + moax(p, 6) + mB(p,0) (2.7)
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= R(p,0) > R(¢",0%) = cN(bo; ¢*) + moa (0™, 6%) + m1B(p",67) (2.8)
= cN(bp; ¢*) + moa + m 5. (2.9)

Comparando el lado izquierdo de la cadena de desigualdades (2.7)-(2.8) con su lado derecho en

(2.9) concluimos que:
N (o3 0) = N(bo; ¢"),

lo que demuestra la primera parte del Teorema. Ademads es claro que si alguna de las desigual-
dades en (2.5) es estricta, entonces la desigualdad en (2.7) es estricta, es decir,

N (0o; ©) > N(bo;").

Y esto demuestra el Teorema. ]

2.2. Reducciéon al problema de paro 6ptimo.

Del Teorema 2.1 vemos que para hallar la forma de la prueba éptima, necesitamos minimizar
la funcién de Lagrange R(p,d). En esta seccién este problema recibe una resolucién parcial,
resulta posible dar una regla de decision 6* 6ptima en el sentido de que para cualquier otra
regla de decisién 0 se cumple la desigualdad,

R(p,0) = R(gp,0"). (2.10)
para cualquier . La demostracion formal de esta aseveracion se hace en el siguiente:

Teorema 2.2. Para cada mg > 0, my > 0 y cada regla de decision 0,
moa(p, d) + m B(p,d) > Z / min {wofgg, 7r1f9”1} sPdu”. (2.11)
n=1

La igualdad en (2.11) se alcanza si y sdlo si,
Iimofp <mifpy < On < Dimop <mg 3o (2.12)
p"-casi dondequiera en S¥ = {(x1,...,x,) : s¥(x1,...,2,) > 0} para cadan =1,2,....

Demostracion. Son necesarias ciertas explicaciones para dar comienzo a la demostracion de este
Teorema, pues su claridad depende de ciertos conceptos que necesariamente se deben destacar.
La clave de esta demostracion (y de algunas otras mas adelante), es el siguiente sencillo:

Lema 2.1. Sean ¢, Fi, F5 funciones medibles tales que

0<o(z) <1, Fi(x) 20, Fy(z) >0, (2.13)

/min {Fi(z), Fao(x) }du(zr) < .
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Entonces
[ @R + (- o) B)dnte) 2 [ min(Fi(o) B)ldua), (210
siendo esta una igualdad si y solo si

Iip @) <Py < 0(2) < I(F 0)<Faa)) (2.15)
p—casi dondequiera.

Demostracion. Comenzaremos demostrando la desigualdad (2.14). Para esto es suficiente mostrar
lo siguiente:

/[(sb(fv)Fl(x) + (1= ¢(x)) Fa(x)) — min {Fy (2), Fy() }dp(z) = 0. (2.16)

Pero por propiedades de la integral sera suficiente mostrar que la funcién bajo el signo de integral
es no negativa, es decir,

(0(x)Fi(z) + (1 = ¢(x)) Fa(x)) — min {Fi(z), Fy(x)} = 0. (2.17)

Para una x cualquiera veamos los dos casos posibles,

1. Si Fi(x) > Fy(x) entonces la desigualdad (2.17) se transforma en (¢(z)(Fy(z) — Fa(x)) > 0
y este valor obviamente es no negativo por como se definieron las funciones en (2.13).

2. Si Fy(z) > Fi(z), entonces la desigualdad (2.17) se transforma en (1 — ¢(z))(Fa(x) —
Fi(x)) > 0 que obviamente es no negativo por (2.13) por lo tanto la desigualdad en (2.17)
se cumple.

Asi la desigualdad (2.14) queda demostrada.
Ahora se demuestra el caso de la igualdad en la ecuacién (2.14).

Supongamos que en (2.14) se da la igualdad. Esto implica que la integral en (2.16) es nula,
donde la funcién bajo el signo de la integral es no negativa. Entonces esta es nula p— casi
dondequiera, es decir

(¢(z) Fi(x) + (1 = ¢(x)) Fo(z)) — min {7 (2), Fa(z)} =0, (2.18)

se cumple p— casi dondequiera.
Definamos
A={x: Fi(x) > Fy(z)},
B={z:Fi(z) < Fy(x)},
C={z: Fi(x)=Fyx)},
D =A{z:¢(x)Fi(z) + (1 — ¢(x)) Fa(z)) — min{Fi(z), F>(z)} = 0},

entonces sabemos que p(D¢) = 0.
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Sea x € AN D, se tiene que (2.18) es equivalente a ¢(x)(Fi(x) — Fo(x)) = 0, lo que implica
que ¢(z) = 0.

Analogamente si x € BN D, entonces (2.18) es equivalente a (1 — ¢(z))(Fi(z) — Fa(x)) =0
o sea ¢(x) = 1.

De esto se sigue que ¢(x) cumple la ecuacién (2.15) para cualquier z € D. Efectivamente
si x € AN D entonces vimos que ¢(x) = 0 y las dos indicadoras en (2.15) también son nulas;
si x € BN D entonces ¢(x) = 1 y las dos indicadoras en (2.15) también valen 1; finalmente
six € CN D entonces Iip (x)y<m@)) = 0, [{m@<m@)y = 1y por lo tanto (2.15) se cumple
trivialmente.

Dado que para cualquier x € D se cumple x € AND 6x € BND 6x e CND, tenemos
que (2.15) se cumple para cualquier z € D, es decir (2.15) se cumple p—casi dondequiera
(recordemos que p(D) = 0). Esto demuestra que la igualdad en (2.14) se cumple si y sélo si
¢(x) cumple (2.15) y por lo tanto el Lema queda demostrado. O

Regresando a la demostracién del Teorema 2.2 se trata de demostrar la desigualdad (2.11),
en principio podemos expresar el lado izquierdo de (2.11) utilizando las ecuaciones (1.10), (1.11)
y (1.12) de la siguiente manera:

ma(e. ) + o0 =m0 Y [ fisibuda® +m Y [ G20 - 8,0
n=1 n=1

= Z/Sﬁ(gn(ﬂféé) + (1= 8,) (m f3y)dp™ (2.19)

Ahora aplicando el Lema 2.1 a cada sumando de la funcién (2.19) con ¢ = 0,, F1 = mofg vy
Fy = m fg, es valida la siguiente desigualdad:

S / SE00n(maf) + (1= 6.)(m S )]y > 3 / ¢ min {mof , oS Ydu
n=1 n=1

siendo esta una igualdad si y sélo si
Imofp <mppy < 0n < Dimopp <mifpys
pu—casi dondequiera en S¥ paran =1,2,3.... Por lo tanto el Teorema queda demostrado. [

Corolario 2.1. Para el valor de R(p,0%) se tiene la siguiente expresion:

HENSESDY / s& [enfy +1,] du”, (2.20)
n=1
siy o Eps¢ =1, donde
l, = min {mo fg,m 17 } . (2.21)

En otro caso R(p,0*) = oo.
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Demostracion. Por la ecuacién (2.2) y (2.10) se tiene que
R(p,d6") = ¢N(by, )+ i / s? min {Woféf), 7r1f67?1} du™
n=1
- i / spen fo du™ + i / s? min {7T0f9no, 7T1f9"1} du”
n=1 n=1
= 3 [ st Lensiy 4 min {ray s} (22
n=1

haciendo, 1, = min {mfj,m f; } en (2.22) se obtiene la ecuacién (2.20) y esto demuestra el
corolario. 0

Segun el Teorema 2.2 y el Corolario 2.1 R(p,d*) es el minimo de R(p,d) sobre todas las
reglas de decision 0. De esta manera el problema de minimizacién de R(p,d) se convierte en
un problema de paro 6ptimo, ya que R(p,6*) depende tinicamente de la regla de paro y por lo
tanto se puede denotar como

R(p,0") = R(p)-

El objetivo, a partir de ahora sera hallar la regla de paro ¢* tal que

R(p) > R(¢%),

para cualquier regla de paro ¢. Y esto pondrd fin al problema de minimizacién ya que para
cualquier prueba (¢, d) por el Teorema 2.2 se cumple que

R(p,0) > R(p,6") = R(p) > R(¢") = R(p",5"),

es decir, la prueba éptima serd (p*, §*) por el Teorema 2.2, (con a(p*,0*) = ay B(¢*,0%) = f).

2.3. Paro 6ptimo. Caso truncado.

En esta seccion vamos a resolver el problema de paro éptimo planteado en la seccién anterior
sobre la clase de tiempos de paro truncados.

Sea N un ntumero natural tal que es el nimero maximo de pasos que puede realizar una
prueba, es decir, sdlamente se permiten las reglas de paro ¢ con ¢y = 1 en lo demas siendo
éstas arbitrarias. Entonces la tinica parte variable de las reglas de paro sera ¢1, s, ... on_1, lO
que hace posible la solucién completa del problema. Empezaremos por darle a la funcién R(¢p)
una forma mas conveniente.

Se define para el problema truncado en N

N
Rn(p) = Z/s,f lenfg + 1, du”. (2.23)

Esta es la funcién de Lagrange definida en (2.2) que corresponde a la regla ¢ truncada al nivel
N, es decir, la regla con las componentes (@1, @2, ... on_1,1,...) mas explicitamente, se puede
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expresar (2.23) como

N
Ry(p) =) /(1 — 1) (L= @u1)on [enfy +min {mofe m fo }] du™.
n=1

y tomando en cuenta que ¢y = 1 la forma final para Ry(p) serd

N-1
Rn(p) = Z /sﬁ [cnféf) + ln} du” + /(1 — 1) (1 —pn_1) [cNféX + ZN} du® (2.24)
n=1

N-1
Ry(p) = Z /sﬁ lenfg +1,) dp” + /t}‘\’, [eNf + 1] du®.
n=1

El siguiente Lema absorbe la mayor parte de la carga técnica en el desarrollo de la regla truncada
optima.

Lema 2.2. Sear > 2 yv, = v.(x1,2a,...,x,.) una funcion medible arbitraria entonces

r—1
Z/sﬁ [cnfgf(’) + ln} du™ + /tf [crfgo + UT} du”
n=1

r—2
> Z/s;f [enfg + 1) du™ + /tf_l [c(r = D) fot + v ] dp’ ™, (2.25)
n=1

donde
Up—1 = min{l,_q, ¢ ;0—1 + /vrdu(a:r)},

aqui du(x,) significa que se esta integrando con respecto de la variable z,.

La igualdad en (2.25) se alcanza si y sélo si

[{lr—1<0f£(;1+fvrdu(xr)} <@r-1 S [{lr—1§0f£(;1+fvrd#(%)}'
u " -casi dondequiera en T¢ = {(x1, 12, ..., 2,) : t7 (21, T2, ..., 2,_1) > 0}

Demostracion. Para demostrar la desigualdad en (2.25) es suficiente con mostrar que

/sfl le(r =) fo '+ ] dp™ ' + /tf [er fo + o] dp” (2.26)

> /tf_1 [e(r = 1) fot +vp | dp’ ™,

porque los sumandos restantes (22;21 [ sZ [enf +1,] du™) en la desigualdad (2.25) quedan
intactos.

Aplicando el Teorema de Fubini a la funcién

/t‘f [er fo + o] du”, (2.27)
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recordemos que esta es una integral multiple definida en la ecuacion (1.1), dado que la funcién
t?(xq,...,2,—1) no depende de z,, se puede ver a (2.27) como sigue:

/t;? U (crfo +vy) d,u(mr)] du " (2.28)

Ahora es posible calcular la integral interior en (2.28), integrando con respecto de la variable
x, de la siguiente manera:

/(crfgo +v,) dp(z,) = /crfgodu(:vr) + /vrdu(xr),

asi que por ser fg la densidad conjunta de Xi, Xy, ... X, la ultima expresion es igual a
erfot+ /vrdu(x,,),
entonces se puede ver a la ecuacién (2.26) como sigue:
[staletr=ngit v a0 e |t [oduten]ar, - 229)
tomando en cuenta que s7_; =t¥ o, 1 la ecuacién (2.29) se transforma en lo siguiente:
= [z ot =1+ b0+ 0= et + [ vadutal] ae 2a0)
Ahora aplicando el Lema 2.1 a la ecuacién (2.30) con las funciones

d) = Pr-1,

F1 = C(T — ].) go—l + l,,«_l

Fy=cr 50’1 + /UTd,u(:cr),

es valida la siguiente desigualdad:

/ by {%—1(0(7" = Dfg o) + (L= p)lerfot + / quu(xT)]] dp!

> /tf_l min {c(r — ) fot by erfot + /v,«d,u(xr)} du" ™, (2.31)

siendo esta una igualdad si y sélo si

I{c(r—l)f;'(;l—i—lr_l<c7’f;'071+fvrdu(wT)} < o1 < ]{c(r—l)f;;1+lT_1Scrfg(;l-i—f’Urdu(mr)}u

o equivalentemente

I{lr71<cf§{1+fvrdu(zr)} S Pro1 S f{zrflﬁcf;“; "4 vrdp(zr)}
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por el mismo Lema 2.1. Ahora desarrollando el lado derecho de la desigualdad (2.31) tomando
en cuenta que s, =t7 o1 yt¥ =t7 (1 — p,_1) esta se transforma en lo siguiente:

/sf_l [c(r —1) 50—1 + lr_l] du™t + /tf [crfgo + vr} du’

> /tf_l min {c(r — ) fot by erfyt + /de,u(:cr)} du" ™, (2.32)
Por otra parte utilizando el hecho de que min{a+b,a +d} = a + min{b,d} con a =

c(r=1)fo "t b=1l_1yd=cfy '+ [v,du(z,) el lado derecho de la desigualdad (2.32) se puede
ver como sigue:

/tf_1 {c(r —1) go—l + min {lrl,c go—l + /vrd,u(xT)H du™t. (2.33)

Y finalmente la ecuacién (2.33) se puede escribir como

- / 4 [elr — D) f5 + vpa] d™

Vp—1 = min {lrl, cfpt + /Urdu(xr)} :

Por lo tanto la desigualdad en (2.32) se puede ver como sigue:

donde

/sfl [c(r - 1) g0—1 + lr_l] du™ + /tf [crfgo + vr} du”

> /tf_l le(r = 1) fot + o] dp
Y esta es igual a la desigualdad (2.26) por lo tanto el Lema esta demostrado. O]

El Lema 2.2 se aplica inmediatamente a la funcién Ry(¢) (ver (2.24) definiendo vy = ly),
y V& = vy. Por el Lema 2.2,

N-2
Ry(p) 2 ) / st [enfi, + 1] dp” + / R [eWN =D fyy " +ova] dp™ 0 (234)
n=1

donde ,on—1 = min{ln_1,cfy "+ [ V¥ du(zy)}. Sea también Vi | = vy_y. Por el Lema 2.2 la
desigualdad en (2.34) es en realidad una igualdad si y sélo si,

I{lN_1<cfgz*1+fvaVdu(xN)} < N1 S I{lN_lgcféz*Hv]ydu(m)}‘ (2'35>
pN ! —casi dondequiera en T}

Aplicando al lado derecho de (2.34) nuevamente el Lema 2.2 vemos que,

N-3
Rn(p) > Z /sﬁ [enfg + 1] dp” + /tﬁz [e(N — 2)fé§’2 + on_o] dpN 2, (2.36)
n=1
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donde,
Un—9 = min{ly_o,c 90 /Vlf,vld,u(x]v_l)}.

Definamos también V3 , = vy_o. La igualdad en (2.36) se alcanza si se cumple (2.35) y

I{lN72<Cf91\(;72+fV1\1>7 dp(zn-1)} = S pN-2 S ]{lN 2<CfN [V jduen 1)} <2'37>
N~ —casi dondequiera en TV 1.

Si aplicamos nuevamente el Lema 2.2 al lado derecho de (2.36), se obtiene otra cota aun més
baja, y una nueva py_3 para que ésta sea alcanzada, hasta obtener la cota de la forma,

Rylp) > / [efa + Vi) duan) = e + / Vi¥dp(y),

y unas condiciones sobre ¢ empezando por (2.35), (2.37), suficientes para alcanzarla, lo que
significa que estas condiciones describen la regla de paro 6ptima.

El resultado formal se muestra en el siguiente:

Teorema 2.3. Sea ¢ cualquier regla de paro truncada en N (pyx = 1). Entonces para cualquier
2 <r < N se cumplen las siguientes desiqualdades:

r—1
Q) > Z / s? [enfg + 1, dp™ + /tf [e(r) f5 + VN ] du”
n=1

—2
Z / s [enfp 4 )+ [ 62 [elr = 05 + VY dr (2.39)
donde V¥ =y, y parar < N
VN =min{l,, QY +cff },

y se define,
QY = [ VXdula) (23

La cota inferior en (2.38) se alcanza si y sdlo si,

L<ery +ay < 06 < Tosery +apy (2.40)
pk-casi dondequiera en T¢ = {(x1,m2,...,x1) : t{(2x1,22,...,25-1) > 0}, para cada k = N —
I,N =2 ...,r,r — 1. En particular para k = 1, las formulas en (2.40) describen de manera

completa la regla de paro truncada dptima (dado que oy =1)

Demostracion. Se demostrard la desigualdad (2.38) mediante un método de induccién hacia
atras aplicado a r.

Por definicién

=

-1

Rn(p) = / sy [enfo + 1n] du™ + / t5 [eN foy + L] dp™ (2.41)
1

n
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Para r = N aplicando el Lema 2.2 al lado derecho de la ecuacién (2.41) con vy = Iy = V¥
se cumple la siguiente desigualdad:

N-1
Rn(p) = Z /sﬁ lenfg + 1) du” + /t}f, [eNf + Iy ] dp™
n=1

N-2
> Z /sﬁ [enfg + 1] dp™ + /tﬁ_l [e(N — 1)f9];]_1 + Vo] dp™
n=1

con,

vy_y = V& | =min {ZN_l,/V]{,Vd,u(xN) + cféz_l} = min {ZN—la QN_1 + Cfég_l} .

Ademas, la igualdad se tiene si y sélo si,

I

{In—1<efy ' +QYN} S v S

lN—lSCfé\(;71+Q%,1}7

esto demuestra el Teorema para r = N.

Ahora supdéngase que es vialida la desigualdad (2.38) para r = k, esto es,

k1
Rn(p) > Z/sﬁ [enfg + 1] du™ + /tf [ckfy, + VY] du, (2.42)
n=1

donde,
VY = min {zk, cfy + /v,ﬁldu(xkﬂ)} = min {ly, cff + Qp }

queda por demostrar la desigualdad (2.38) para r = k — 1.
Pero otra vez por el Lema 2.2 aplicado al lado derecho de la desigualdad en (2.42) con,

se tiene,

k—1
> / s [enfy +1,] du™ + / tf [ckf + VM) dp*
n=1
k—2
> Z / s¢ [enfg + 1] dp” + /tfl [c(k = 1) fa " + VY ] dut!
n=1

ijil = min {lk—la C 50_1 + /V;gNd,u(Ik)} — min {lk—la C go_l -+ QkN—l} .
Y la igualdad se alcanza si y sélo si se cumple,

I <@p-1 <1

{1 <cfg ' +QN 4} {1 <efg QN 4P

para cada k — 1 < N Asf la desigualdad (2.38) se cumple para cualquier » < N y esto concluye
la demostracion. O]
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En particular, al final de este desarrollo se tiene:
Ra(o) 2 [ [efay + V¥ du=c [V¥du(ar) = e+ Q).

De este desarrollo podemos concluir que ¢ + QY es una cota inferior para todas las reglas de
paro truncadas, una vez que se alcanza esta cota, la regla respectiva sera optima. El Teorema
2.3 describe todas las reglas truncadas que de esta manera seran optimas. El siguiente paso es
analizar lo que ocurre con las reglas de paro no truncadas.

2.4. Paro 6ptimo. Caso no truncado.

En esta seccién se le da la forma de la regla de paro éptima en la clase de todas las pruebas
secuenciales.

La base para el desarrollo son los resultados de la seccién anterior aplicados a, Ry(p),
definida en (2.24).

La idea de lo que sigue es pasar al limite de estas desigualdades, cuando N — oo para
obtener las cotas inferiores para R(yp).

Y la primer pregunta en este sentido es, ;jqué pasa con Ry(¢) cuando N — 0o?. La respuesta
a esta pregunta, se da en el siguiente:

Teorema 2.4. Para cualquier regla de paro ¢ = (¢1,p2, -+ ,) tal que Py (1, < 00) =1 se
cumple,
lim Rn(p) = R(p). (2.43)
N—oo

Demostracion. Para demostrar la igualdad (2.43) se tienen los dos casos siguientes:

1. Eg,7, < 00
2. E@OT¢ = OQ.

Primero se demuestra el caso en que,
Ey, 1, < 00 (2.44)

Y lo que debemos demostrar es lo siguiente:
R(p) — lim Ry(¢) = 0. (2.45)
N—o00

Por definicion se tiene que,

00 N-1

R(g) = Rx(p) = ) / si(nefp, 4+ lo)du" = / st (ncfpy + b adp”
n=1 n=1
— /t‘fV(chéZ + Iy)dpY

— Z/sﬁ(ncﬁ; +ln)du”—/tﬁ(ch9]X+lN)d,uN. (2.46)
n=N
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Como el primer sumando de (2.46) es la cola de una serie convergente, a saber la serie (2.44),
entonces -
lfim > /s;f(ncfgg +1,)du" = 0,
n=N

N—oo

por lo que ahora sélo es necesario verificar que el segundo sumando en la ecuacién (2.46) se va
a cero.

Como sabemos, [,, = min {7?0 Joos T g } , y entonces es vélida la siguiente desigualdad:

/ (EINCSY + Ildn < / (9 INCfY + o f)du
= wo/tﬁfégduN—i-cN/tﬁfégduN
= T t% + N EgtS. (2.47)

Para demostrar que los sumandos en (2.47) se van a cero es necesario el siguiente:

Lema 2.3.
Egot% = Pg()(T(p Z N) (248)

Demostracion. Por definicién se tiene,

N-1 N-1
Py(1, > N)=1— Py (1, <N)=1— ZP(;O(T@ =n)=1- ZEgosf
n=1 n=1

=1—Eplp1+ (1 —p1)pa+ (1 =) (I —pa)pz+ ...+ (L =) (1 —p2) ... (1 — pon—2)pn-1]
=FEpll—por—(1—=p1)pa— (1 =) =)oz — ... = (1 —@1)(1 —2) ... (1 = on_2)on-1],

ahora factorizando, (1 — ¢1),
= Eg[(1 =)l =2 = (1 =p2)p3 — ... = (L =) ... (L — pon_2)on-1]];
y luego factorizando (1 — p9) y asi sucesivamente se llega a lo siguiente:
Fyy (1o 2 N) = Egy[(1 = 1) (1 = 02) ... (1 = on—1)] = Bty
Y esta es la igualdad (2.48) que se queria probar. Por lo tanto el Lema queda demostrado. [

Regresando a la demostracion del Teorema 2.4, aplicamos el Lema 2.3 a los sumandos de la
ecuacion (2.47), entonces,

0Byt + ¢NEg t% = mo P, (1, > N) 4+ ¢N Py, (1, > N). (2.49)

De aqui inmediatamente se tiene que, imy_,o mo Py, (7, > N) = 0, por ser la cola de una serie
convergente pues como sabemos Fy (7, < 0c0) = 1. Ademas también,

lim ¢N Py, (1, > N) =0, (2.50)
N—o0
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porque,
Eg, 1, = Z?’LP@O (1, =n) < o0,

entonces,

N—oo

lim Z nFy, (1, =n) =0,
=N

de aqui se sigue que:

lim > " nPy,(r, =n) > lim NZPGO —=n) = lim NPy, (r, > N)=0,

N—oo N—oo N—)oo

y por lo tanto se cumple la igualdad en (2.50). Asi, los sumandos en (2.49) tienden a cero, y
esto demuestra la igualdad (2.45) con lo que queda demostrado el Teorema, para el primer caso.

Ahora para el segundo caso se tiene,

N-1
Eg, 1, = Z /s;f(ncf(;g + 1,)du" =
n=1

la igualdad se cumple de manera trivial ya que,

lim Ry(p) > llm Z/S‘P ne for + Ln)dp

N—oo

por ser una serie divergente y por lo tanto la igualdad (2.43) se cumple en ambos casos y esto
demuestra el Teorema.

O

Ahora nos enfocaremos en el comporamiento de las funciones VN que aparecen en el Teorema
2.3 para tener una idea mas clara de lo que pasara cuando N — oo, porque dichas funciones
participan de manera fundamental en el desarrollo de las desigualdades y la caracterizacién de
la regla de paro éptima para el caso truncado.

Resulta que esta sucesion de funciones es no creciente con respecto a N para cada n fija,
esta aseveracién se demuestra en el siguiente:

Lema 2.4.
vy > v (2.51)

para cadan =1,2,...N.

Demostracion. La demostracion de la desigualdad (2.51) se hace por induccién hacia atras.

Por definicién para n = N se tiene,

Vit =min {ly, cfpy + QN '} < =V
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y entonces es claro que
N N+1
Vv 2V,

es decir, se cumple la base de la induccion.

Supongase ahora que la desigualdad es valida paran =r, con 1 <r < N — 1 entonces,
‘/TN Z ‘/;NJrl’

esto implica que

QY > QM (2.52)
con QY = [ VA du(z,41) definido en (2.39). Entonces por la propiedad de monotonfa en la
integral queda por demostrar la desigualdad para n =r — 1, es decir

VY > v (2.53)
Pero por definicion se tiene que

N+1 _ oo r—1 N+1
VAT =min {l,_1, cff "t + QN

VAT =min {l,_, ¢ 50*1 +QN.},

entonces por (2.52) se sigue la desigualdad (2.53), y por lo tanto el Lema queda demostrado. [

Por el Lema 2.4 se sigue que para cualquier n > 1, la sucesion VnN > 0 es decreciente.
Entonces su limite existe y le vamos a llamar

lim VN =V, =V, = min {lr, cfg, + /VTHdu(:cT)} (2.54)

N—o00
analogamente,
lim Q' = Q, = [ Visdu(z,). (2.55)
N—o00

La pregunta ahora es, ;jque pasa con el limite cuando N — oo, en todas las desigualdades e
igualdades del Teorema 2.3, la respuesta a esta pregunta se da en el siguiente:

Lema 2.5. Sea ¢ cualquier regla de paro entonces se cumplen las siguientes desigualdades:

r—1
Rip) > / sy [enfyy, + l] dp™ + / tf [erfo, + Vo] dp’
n=1

r—2
> Z/Sﬁ lenfg + 1) du” + /tf_l [c(r = 1) fot + Vioy ] dp” !
n=1
en donde,
V. = min {ZT, cfp, + / V,,Hd,u(xr)} = min {lr, cfo, + Qr}
para cualquier r > 2. En particular, para v = 2, se tiene la siguiente cota inferior:

R(p) > c+ Q.
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Demostracion. Del Teorema 2.3 se tiene que se cumplen las siguientes desigualdades:

r—1
Rate) 2 3 [ st lengiy+ )+ [ 42 [er s, + V]
n=1

r—2
= / s¢ [enf + L) dp + / ) [olr = D f5 4 VY ] d ™, (2.56)
n=1

ahora pasando al limite en las desigualdades (2.56), se tiene
r—1
lim Ry(p) > {Zl / s% [enf, + 1] du”} + lim { / t7 [erfz, + VY] du’“}

r—2
> {Z/sﬁ [enfy +1,) d,u"} + A}linoo {/tf_l [c(r = 1) fr-" + V] d,ur_l} ) (2.57)
n=1

porque las unicas funciones que dependen de N son V¥ y VN . Ahora por el Teorema de Con-
vergencia Mondtona aplicado a las funciones V¥, VN v por el Teorema 2.4, limy o, Ry (@) =
R(p), las desigualdades en (2.57) se pueden reescribir como sigue:

r—1
R(gp) > ; / 55 [Cnfgg + ln} d/jj" + /tfl |:C7’fgo + ]\}1/_13100 ‘/rNi| d,ur

r—2

n n r— ’ N r—
> Z/sﬁ lenfg + 1) dp” + /tf_l [c(r — 1) fo! +A}1_I>EOVT,1} dp" 1,

n=1

y finalmente,

r—1
R 2 Y [ st lonfy L) du+ [ [onfy, + Vi] i
n=1

r—2
>y / s [enfg + L] du™ + / 1y felr = D) f5 " + Voo dp' ™,
n=1
por la ecuacién (2.54). Por lo tanto, el Teorema queda demostrado. O

Lo que falta al Teorema 2.5, a comparacién con el Teorema 2.4, es un elemento muy esencial
y esta es la regla de paro para alcanzar la cota inferior, misma que asi resulta ser 6ptima. Aunque
pasando al limite de manera informal en las ecuaciones (2.40) (empezando desde la iltima de
ellas), cuando N — 0o, uno puede imaginar que la regla tiene que ser,

Hipcefy +Quy < Pn < usepp +Quy 1 =1,2,3,.. (2.58)

El objetivo principal de esta seccién es demostrar que la regla definida por (2.58) es realmente
optima, y la prueba de ello se puede ver en el siguiente:
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Teorema 2.5. Sea @), definida en (2.55) para cualquier regla de paro ¢ se tiene
R(p) = ¢+ Qo, (2.59)

se alcanza la igualdad en (2.59) si y solo si

I{l'r<cfgo+Qr} S 907" S I{lrgcfgo'i'Q'r}’ (260>
(" -casi dondequiera en 1Y para cadar =1,2,...

Demostracion. Sea ¢ una regla de paro. Por el Lema 2.5 para cualquier » > 1 fijo se cumplen
las desigualdades siguientes:

r—1
R(p) > Z / s? [enfi + 1] dp™ + /tf ler fo + Vi ] dp”
n=1

r—2
> Z/sﬁ lenfg + 1) du” + /tf_l [c(r = 1) fot + Vioy ] dp” ! (2.61)
n=1
> ...

> /4,01 [C?’Lfglo + 51} dp(z1) + /(1 — 1) [20f920 + Vg] du? > ¢+ /Vldlu(;pl) = ¢+ Q.

Esto demuestra la desigualdad (2.59).

Ahora sea ¢’ ; como en (2.58) para cada r = 2,3, ... y un proceso truncado en r es decir
(o, = 1), aplicando el Lema 2.2 utilizando v, = V, se tiene una igualdad para la segunda
desigualdad en (2.61), con I{lr_1<cfggl+QT_1} <pr < ]{lr—lécfg(;lJrQr_l}’ 171~ casi dondequicra

en T¥ de manera analoga es facil ver que todas las desigualdades exceptuando tal vez la primera
van a ser igualdades para la regla

90* = (QOL()O; S @:,2,(,0:,1, 1.. )

Entonces se tiene
r—1
) / st [enfiy + L] du" + / 1 [erfy, + Vil du” = e+ Qo, (2.62)
n=1

tomando en cuenta que los sumandos del lado izquierdo de la ecuacién (2.62) son todos positivos
se sigue

“ / £ f dp” = er Py, (1,0 > 1) < ¢+ Qo

entonces Q
Py, (1, > 1) < S50 (2.63)
cr

Pasando al limite cuando r — oo en (2.63) se tiene

lim Py, (re > 7) < lim © 0

r—00 r—00 cr

=0,
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y por lo tanto Py, (7, < 00) = 1.

Por otra parte teniendo igualdades en (2.61) significa que existe el limite entonces

r—00

r—1
lim {Z/s,f lenfg +1,) dp” + /tf [c(r) f5, + V2] du’”} = c+ Qo,
n=1

por lo tanto

r—1
lim {Z/sﬁ [enfy +1,] dﬂn} < c+ Qo, (2.64)
n=1

r—00

pero el lado izquierdo de la desigualdad (2.64) es R(yp), ya que Py, (7, < 00) = 1 por lo tanto
R(p) < ¢+ Qo.
Adem4s en virtud de las desigualdades en (2.61) R(¢) > ¢+ Qq. Por lo tanto,

R(p) = ¢+ Qo.

Esto demuestra la condicion suficiente del Teorema.
Ahora se demuestra la condicién necesaria.

Supongamos que R(¢) = ¢+ Q. Por el Lema 2.2 se puede observar de las desigualdades en
(2.61) que la igualdad en la dltima desigualdad se alcanza sélo si

[{ll<0f00+Q1} <1< 1{11S0f90+Q1}7

. . (P
p—casi dondequiera en 77 .

La igualdad en la penultima desigualdad se alcanza solo si

Ltz +qay < 92 < Nty<erz +0u)

p?-casi dondequiera en Ty, y asi sucesivamente hasta llegar a la primer desigualdad, se alcanza
igualdad sélo si
L, scepyivqeyy S Pr-1 S I iceptig,

p"-casi dondequiera en T¥. Es decir para cualquier r existe una ¢, tal que se alcanza la

igualdad en (2.59) y esto prueba el Teorema. ]

Finalmente el siguiente corolario resume los resultados mas importantes obtenidos en este
capitulo.

Corolario 2.2. Sean l,, y Q,, definidas en (2.21),(2.55), y sea (¢*,*) una prueba que satisface
I{ln<cfélo+Qn} S Sp;kl S I{lnfcfélo'i‘Qn}’ (265>
p-casi dondequiera en TP, n=1,2,...
]{ﬂof$0<ﬂ1f$1} < 5:2 < I{Wofé%ﬁmf%b (2'66>

" -casi dondequiera en S¥ para cadan =1,2,...
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Entonces para cualquier prueba que satisface

afp,0) < afp*d) y Blp,6) < B(p"0") (2.67)

se cumple,
N(o; ) > N(o; ") (2.68)

La desigualdad en (2.68) es estricta, si alguna de las desiqgualdades en (2.67) lo es. Si se tienen
igualdades en (2.68) y (2.67) entonces para las componentes de ¢ se cumple (2.65) u"-casi don-
dequiera en T?, n=1,2,..., y para las componentes de § se cumple (2.66) u"™-casi dondequiera
en SY para cadan =1,2,....

Demostracion. Para ¢ = (@5, 05, ... @F 5,05 1, 8. )y 0" = (87,05,...0% 5,05 1,65 ...) como
en las ecuaciones (2.65) y (2.66) se cumple la desigualdad

R(p,0) = R(¢",0") = ¢+ Qo,

para cualquier otra prueba (¢, ) por los Teoremas 2.2 y 2.5, con R(p*,¢*) definida en (2.3).

Por lo tanto, se cumple la desigualdad N(6,; ) > N(0,; ¢*), por el Teorema 2.1. Ademés
si se tienen igualdades en (2.68) y (2.67) entonces para las componentes de ¢ se cumple (2.65)
p"-casi dondequiera en T)¥, n = 1,2, ..., y para las componentes de ¢ se cumple (2.66) p"-casi
dondequiera en S¥ para cadan =1,2,..., por los Teoremas 2.2 y 2.5, debido a que en este caso
se cumple la igualdad R(p,d) = R(¢*, ") = ¢+ Qo. O



CAPITULO 3

LA PRUEBA SECUENCIAL DE LA RAZON DE
PROBABILIDADES

En esta seccién se demuestra que la prueba (SPRT) Sequential Probability Ratio Test, es
una de muchas que describe el Teorema 2.5.

Para esto es necesario darle a la prueba 6ptima una forma mas especifica, es decir poner
dicha prueba en funcién de un estadistico mas conocido, y se vera que el mas adecuado es la
llamada razon de probabilidades que es un estadistico muy conocido, y expresa la regla de paro
6ptima en forma méds explicita.

Definicién 3.1. Razén de probabilidades. Se define como,

) T (X)) fR (X7
o ero [, (X))~ fp (X%

esta es, la llamada razon de probabilidades, con n =1,2,....

Y entonces,
73 @) o
fz;(r") si fg(z") >0
oo sifg(z") =0y fg(a") >0 (3.1)
0 sifg(a")=0y fi(z")=0.
Ahora para expresar los elementos de la regla de paro éptima en funciéon de Z, resulta
conveniente definir, con base en las funciones V¥ unas nuevas p,(Z,) y g(Z,) como sigue:

Zn =

Definicién 3.2. Se define
g(z) = min{m, m 2}, (3.2)

pn(z):ml'n{ g9(2), c+/f90 )P 1< ;:Eg)du(x)} (3.3)

paran =1,2,..., 9y
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Se observa en el siguiente Lema que la forma de definir estas funciones surge de manera
natural, para expresar las funciones V'V en términos de Zy, y con ello demostrar que una de
las pruebas éptimas obtenidas en el capitulo anterior (Teorema 2.5) es equivalente a la SPRT.

Lema 3.1. Todas las funciones VN dependen de las observaciones 1, xs, . .. T, sélo a travéz de
Zp COMO Sigue:

VnN(Zn) = félOPN—n(Zn), (3.4)

para toda n < N. u"—casi dondequiera.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién hacia atras sobre la n.

Por definiciéon se tiene para n = N,

N

} = fé’(\)f min {m, m2n},
fay

VN = [y = min {7T0f90,71'1f01} feo min {Wo,?ﬁ

y entonces,
V]\];V(ZN) = fgjz min {7T0,7T12’N} = féﬁg(zzv) = féﬁpo(zjv),

por la ecuacién (3.3), por lo tanto la igualdad es vélida para n = N, es decir, se cumple la base
de la induccion.

Ahora supongamos que (3.4) es valida para n = r, esto es,
V;N<Zr) = fgoprr(zﬁ (3.5)

entonces queda por demostrar que la igualdad se cumple para n = r — 1, es decir,

V¥ (zr-1) = fog ' ov—ra(20-1) (3.6)
= gy win gt et [ At (5 f2E8 ) duan) .

Pero por definicion se tiene,

VN = min{lT 1, Clgy 1y /VTNdpL(xT)} (3.7)

:min{min{wofgo mfe s efa / VrNdu(xr)}, (3.8)

ademds por la hipétesis (3.5), la ecuacién (3.8) se puede escribir como sigue:

= min {min {ﬂ'Ong_l, Wlfgl_l} , C 50_1 + /ngpN_T(z,,)dp(xr)} . (3.9)
Ahora por las ecuacion (3.1), las ecuaciones f; = 50_1 foo(xr) y 2 = zr,l}czl E?;, entonces la
o\T

ecuacién (3.9) se transforma en,

= min {mln {ﬂ'of(,o T fg 1} c /f(;o 1f90 () pN—r (Zr 1;21&};) du(a:r)}. (3.10)
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Factorizando fgo_l en la ecuacion (3.10), resulta,

:mm{fgolmfn{m,mf_l} it et [ utoons (52220 du(%)”

:fgo—l min {min{ﬂ'o,mz,,_l}, C+/f90(xr)PN_r (Zr—lfel(l'r)> d,ul(xr)}

oo (@)
— f—loin {g Zp_ ,C—|—/f Ty ) PN—r (zr— f91(1’7‘)) dﬂ T, }
6o ( 1) 90( ) N 1f90($7") ( )
= fo pn—rs1(zr1), (3.11)
comparando la cadena de igualdades (3.7)-(3.11), se obtiene (3.6), que faltaba por demostrar,
por lo tanto, el Lema esta demostrado. O

Para evitar un poco la carga en la notacion que hasta el momento se tiene es de gran ayuda

definir,
/feo Tnt1)p ( :Z;Z;E ;) dp(zn41), (3.12)

y entonces,
anrl(Z) = min {g(Z), c—+ hn(’z)} .

Ahora se demuestra un Lema sobre el comportamiento de las p,(z) definidas en (3.3) que
nos servira para encontrar el limite de dichas funciones.

Lema 3.2.
Pn(2) = pni1(2), (3.13)

para toda n y para toda z > 0.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre la n.

Para n = 0 por definiciéon se tiene,

p1(z) =min{g(z), c+ho(2)} < g(2) = po(2)
y por lo tanto po(z) > pi(2), es decir, se cumple la base de la induccién.

Ahora supongamos que la desigualdad (3.13) es valida para n = r, es decir,

pr(2) 2 pria(2), (3.14)

entonces queda por demostrar,
pri1(2) 2 pria(z), (3.15)

pero por definicion:
pr+1(2> = min {g(Z), c+ hr(z)}
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prea(2) = min{g(z), ¢+ ha(2)},

por lo tanto, es suficiente con mostrar que:
he(2) 2 hrya(2), (3.16)

porque el resto de los sumandos que involucra la desigualdad (3.15) son los mismos en ambos
lados de la desigualdad.

Pero esto es inmediato ya que por definicién la desigualdad (3.16), implica

/f%(x ( ;Z: ) /f90 pm( ﬁtg i)du(af), (3.17)

y la desigualdad (3.17) se cumple por la hipétesis (3.14) y por la propiedad de monotonia de la
integral, entonces la desigualdad (3.15) es valida y por lo tanto el Lema queda demostrado. [

El Lema 3.2 implica que para todo z > 0 la sucesién p,(z) n =0,1,2,3, ... es decreciente, y
por lo tanto, existe el limite y lo denotamos de la siguiente manera:

Im p,(2) = p(2). (3.18)

Pasando al limite en (3.3) cuando n — oo se tiene,

i pu(2) =it {g(2), e+ tin [ fu(opns (45 dute

n—00 foo (:1;)

a y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue a la funcién, p, 1 < ;21 gz;)

se tiene que para la funcién p(z) se cumple la siguiente igualdad:

(o) =l pu(e) =min {g(), e+ [ fu o) Jin pucs (2200 ) o)

n—00 foo (x)

p(z):min{ 2), c+/f90 ( Jo g)du(:c)}. (3.19)

p(z) = min{g(z), c¢+h(2)},

/ oo (@ ( ;z;g ;)du(a:). (3.20)

Por otra parte, podemos representar la cota inferior @)y definida en (2.55) en terminos de las
nuevas funciones g(z) y p(z) de la siguiente manera:

f91
/ oot S ) (3.21)

A la ecuacién (3.19) se le conoce como ecuacion de Bellman.

Finalmente

donde,

Ahora es posible expresar la regla de decision optima del Teorema 2.2 y la regla de paro
optima del Teorema 2.5 en términos de la razon de probabilidades z,, expresando los elementos
de las formulas (2.12) y (2.60) en términos de z,, esta idea se puede formalizar en el siguiente:
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Teorema 3.1. Sea Qq definido en (3.21), mo > 0, my > 0 y las funciones g(z), h(z) definidas
en (3.2) y (3.20) respectivamente, entonces para cualquier prueba secuencial (p, ) se cumple,

R(p,0) = ¢+ Qo, (3.22)

sty solo si,

Lig(zn)<cthtzn)y < Pn < Lglen)<eth(en}s (3.23)
p"-casi dondequiera sobre T)? (\{ fgt > 0} para cadan =1,2,... y

Ismy S 00 < o) (3.24)
p"-casi dondequiera en SY ({ fg, > 0} para cadan=1,2,...
Demostracion. Por los Teoremas 2.5 y 2.2, sabemos que la igualdad (3.22) se cumple para
Hin<esy +Quy < Y0 < Tia<epy +Qus
p"-casi dondequiera en 7Y para cada n =1,2,... con @, definida en (2.55) y
Iimo gy <mifyy < On < Dimogg <mafpds

p"-casi dondequiera en S¥ para cadan =1,2,....

Entonces lo primero que se debe demostrar es que las desigualdades siguientes:

9(zn) <c+h(z,) y Iln<cfy+ /Vn+1du(xn+1), (3.25)

son equivalentes.

Por definiciéon de [, y por el Lema 3.1 se tiene lo siguiente:
ln=V," = fa9(zn). (3.26)
Por otra parte, por la ecuacién (2.54) sabemos que
Vo1 = hm VN, = hm f90 PN—n+1(Zn+1), (3.27)

por el Lema 3.1, entonces sustituyendo (3.27) en la ecuacion (3.25) resulta,

cfo, + / Vap1dp(Tni1) = cfo, + / lim feo PN-n+1(Zn41)dp(Tnt1), (3.28)
ademds por las ecuaciones (?7?) y (3.1) la ecuacién (3.28), se puede reescribir como sigue:
n n g fol :Cn
=l [ fiuensn) fim oo (oA (),
o \Ln
y por la ecuacién (3.18).
— f91< )
Cfeo f00f00 In—&-l) (Zn )dﬂ(xn+1) (3'29)
f90( )
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Ahora factorizando fg en (3.29), se tiene

f91< )
f90( )

porque la integral solo depende de x,,1. Asi por las ecuaciones (3.26) y (3.30) la desigualdad
del lado derecho de (3.25) se puede expresar como sigue:

o, (Tnt1)
f90 (xn+1)

- [c+ [ fansndoten >du<xn+1>}, (3.30)

feo (2n) < feo {c+/f90 Trg1)P(2n )dﬂ(l’nﬂ)} )

o lo que es lo mismo,

f91( n+1)

Foo (@ner) Jdp(Tni1) = ¢+ h(z,).

g(zn) < c+ /fg0 Tpt1)p(2n =
Esta tdltima desigualdad es equivalente al lado izquierdo de la ecuacién (3.25), por lo tanto se
ha demostrado que estas dos desigualdades son equivalentes, y esto demuestra la primera parte
del Teorema puesto que la desigualdad del lado derecho de (3.23), es la misma que (3.25), sélo
cambia el simbolo de la desigualdad <, por < . Por ota parte, para las componentes de  se
debe probar lo siguiente:
[(z)>m0y < 0n < Ips > 70y,

pero por el Teorema 2.2,
Hmo gy <mfg} S On S Lmogg <mifp )

ahora, desarrollando el lado izquierdo de la desigualdad anterior se tiene,

Hgmtiymo) =1 i oy = Henn 2y
0
analogamente
Lgg mz gy moy = L0y
por lo tanto se cumple la desigualdad (3.24). [

Teorema 3.2. Sean my > 0, m > 0 y las funciones g(z) y h(z) definidas en (3.2) y (3.20)
respectivamente, y sea una prueba secuencial (p*,8*), que satisface

Lig(zay<c+n(za)} < Pn < Lig(za)<crh(Za)}s (3.31)
p"-casi dondequiera sobre T,? (\{ fgi > 0} para cadan =1,2,3...y

I{Zn>%} <o, < ]{an%)} (3.32)

p"-casi dondequiera en SY ({fz > 0} para cadan =1,2,....

Entonces para cualquier prueba que satisface

a(p,0) < a(e”,6%) y By, d) < By, 07) (3.33)
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se cumple,

N(0o; ) > N(0o; 7). (3.34)

La desigualdad en (3.34) es estricta, si alguna de las desigualdades en (3.33) lo es. Si existe
igualdad en (3.33) y (3.34) entonces para las componentes de ¢ se cumple (3.31) pu™-casi don-
dequiera sobre T)? ﬂ{fgg > 0} para cadan =1,2,3..., y para las componentes de § se cumple
(8.32) u"-casi dondequiera en SY (\{ fg > 0} para cadan =1,2,....

Demostracion. Por el Teorema 3.1 se cumple la desigualdad
R(907 5) > R(QD*, 5*) =c+ QO

con R(p*,6*) definida en la ecuacién (2.3) por lo tanto N(6,;¢) > N(60,;¢*). Por otro lado, la
desigualdad es estricta si alguna de las desigualdades en (3.33) lo es, por el Teorema 2.1. Ademas
si existe igualdad en (3.33) y (3.34) entonces para las componentes de ¢ se cumple (3.31) u"-
casi dondequiera sobre T (\{fz > 0} para cada n = 1,2,3..., y para las componentes de §
se cumple (3.32) p"-casi dondequiera en Sy (\{fs > 0} para cada n = 1,2,..., por el mismo
Teorema 3.1 porque se tiene la igualdad R(p,d) = R(¢*,§*) = ¢ + Qo.

]

Este resultado es ya mucho mas explicito pero es posible darle una forma mas especifica,
demostrando que la desigualdad que define el paro en (3.31),

9(z) < c+h(z)

equivale simplemente a

z ¢ (A, B),

con ciertas constantes A y B, tales que 0 < A < B < o0, por lo tanto quedando (3.31) de la
siguiente forma:

Iizgam)y < or < Liz.¢(4,B)}-

Iiz,>py <0, < Iiz>m

Para demostrarlo necesitamos el siguiente:

Lema 3.3. Las funciones p,(z), definidas en el Lema 3.1 y la funcion p(z) todas poseen las
siquientes propiedades:

1. lim, 0 pp(2) = lim, 0 p(2) = 0 ylim, 00 pn(2) = lim, o p(2) = 7o, para toda n=0,1,2,. . ..
2. son concavas y continuas para z € [0, 00),

3. son crecientes para z € [0, 00).
Demostracion. 1.)Se demostrara por induccién sobre n que

lim p,(2) = 0. (3.35)

z—0
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Para n = 0 se tiene, lim, g po(z) = lim, ¢ g(2) = ¢g(0) = 0, por lo tanto se cumple la base de la
induccion.

Ahora supongamos que el resultado es valido para n = r, es decir, lim,_, p.(z) = 0, entonces
queda por demostrar que lim,_,o p,+1(z) = 0, pero por definicién,

—0 f90 (l’)

por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, por lo tanto es valida la ecuacion (3.35).

ity (2) = i {g(2), ¢+ [ fu ot (=245 ) (o) b =m0, + 0} =

Por otra parte p(z) = lim, o pn(2), por la ecuacién (3.18), y por lo tanto lim, o p(2) =
lim,, 0 pn(0) = 0, entonces en cualquier caso se cumple la igualdad (3.35).

Por otra parte, se demostrara también que

lim p,(2) = m (3.36)

Z—00

por induccién y ademds lim,_,, p(2) = m. Para n = 0, se tiene,

lim po(2) = lim g(z) = mo,
Z—00

Z—00

es decir, se cumple la base de la induccion.

Ahora supéngase que es vélida la igualdad (3.36) para n = r, es decir, lim, ,,, p,(2) = g
entonces queda por demostrar que lim, . p,+1(2) = mg. Pero por definicién

i pria(2) :mm{zhi?og ot / oz ( ggg) e )}

Jo, (z

) se tiene, lim, o, pr11(2) =

min {7, c + mo | fo,(x)dp(z)} = mo. Por lo tanto, se cumple la ecuacién (3.36) en cualquier caso.
Y otra vez por la ecuacién (3.18),

aplicando el Teorema de Convergencia Monétona a la funcién, p, (

lim p(z) = lim lim p,(z) = lim lim p,(z) = m.

Z—00 Z—00 N—00 n—oo z—0o0

con esto queda demostrado el punto nimero uno del Lema 3.3. 2.) Se demuestra por induccién
que las p, son céncavas y continuas en [0, 00). Para esto serd de mucha ayuda probar primero
el siguiente Lema:

Lema 3.4. El minimo de dos funciones concavas es una funcion concava.

Demostracion. Sean G y Gy funciones céncavas en [0, 00) entonces queremos demostrar que
G(z) = min{G;(z), G2(x)} es una funcién céncava en [0, 00), es decir

Gz + (1 —n)y) = nG(z) + (1 -n)G(y) (3.37)

Pero esto es sencillo puesto que como GG; y G5 son céncavas, entonces se cumplen las siguientes
desigualdades para cualesquiera z,y € [0,00) y n € [0, 1] para G,

Gi(nz + (1 —n)y) > nGi(x) + (1 —n)G1(y)
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> nmin{G1(z), G2(z)} + (1 — n) min{G1(y), G2(y)} = nG(z) + (1 = n)G(y), (3.38)
y para G,
Ga(nz + (1 =n)y) 2 nGa(x) + (1 —1)Ga(y)
> nmin{G1(z), G2(z)} + (1 — n) min{G1(y), G2(y)} = nG(z) + (1 = n)G(y), (3.39)
como se ve en las desigualdades (3.38), (3.39), se cumple (3.37) en cualquier caso. O

Regresando a la demostracién del Lema 3.3, aplicando induccion sobre n.

Para n = 0 se tiene py(2) = g(2) = min{my, m 2} y esta funcién es céncava por ser el minimo
de dos funciones céncavas por el Lema 3.4, es decir, se cumple la base de la induccion.

Ahora supéngase que es valida la afirmacion de que p,(z) es céncava para n = r es decir
pr(2) es céncava entonces queda por demostrar que p,.1(2) es céncava, pero por definicién:

pria(z) = min{g(2), ¢+ ho(2)}, (3.40)

y por el Lema 3.4 el minimo de dos funciones céncavas es concava y la suma de funciones
concavas es concava entonces, por la ecuacién (3.40) sélo queda por demostrar que la funcién
h.(z), es coéncava, y esto se demuestra en el siguiente:

Lema 3.5. Suponiendo que la funcion p,(z) es concava entonces, h.(z) definida en la ecuacion

(3.12) es una funcion concava.

Demostracion. Por la definicién de concavidad, lo que se debe demostrar es que la desigualdad
es valida para cualesquiera z1, 23 € [0,00) y 1 € [0, 1], 0 equivalentemente

nhe(21) + (1 = n)he(22) < he(nz1 + (1 —n)22)

o [ o (22 8) ) + (=) [ e (252 ) dut

< [ tu@or (e + 0=zl 248 g

desarrollando la desigualdad anterior mediante propiedades de suma y multiplicacién por escalar
de la integral se tiene

f (smion (-2 1o (-2 o

< [t <nzl+<1— el 24 ;)dmx). (3.41)

Pero por la propiedad de monotonia de las integrales es suficiente con demostrar lo siguiente:

nfoo () pr (21 ;Zl Eg) + (1 = n) fo, (x) pr (22 jijl Eg) < foo()pr ([7721 + (1 — 1)z ;Zl Ei;) :

Y esto equivale a mostrar que:

o () 0 () < (18
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pero la desigualdad (3.42) es vélida porque p,.(z) es una funcién céncava por hipdtesis, por lo
tanto la desigualdad (3.41) es vélida y el Lema 3.5 se cumple.

O

Asi, la funcién p,;1(2) es céncava. Por otra parte, el limite puntual de funciones céncavas
es una funcién céncava y entonces p(z) es céncava. Ademas la céncavidad implica continuidad
(ver [12] section 10 Continuity of Convex Functions.), y por lo tanto las funciones p,(z) v p(2)
son todas continuas en (0,00), y también en cero ya que por el inciso 1, lim, o p(z) = 0 y por
lo tanto p(z) es continua en [0, 00), andlogamente para cada p,, se tiene la continuidad en z = 0,
con esto queda demostrado el punto nimero dos del Lema 3.3.

3.)Se demuestra por induccién sobre n que p(z) y las p,(z) son crecientes en [0, 00).

Paran = 0 es obvio ptes po(z) = g(z) = min{m, m 2}, es el minimo de dos funciones lineales
con pendiente positiva, por lo tanto se cumple la base de la induccién.

Ahora supéngase que la afirmacién es vélida para n = r, es decir p,(z) es creciente, entonces
queda por demostrar que,

pr+1(z) = min {9(2)7 c+ h?“(z)} ) (343>

es creciente.

Pero sélo serd necesario demostrar que la funcién h,(z) es creciente, y esto se prueba en el
siguiente:

Lema 3.6. Suponiendo que la funcion p,(z) es creciente, entonces h,(z) es creciente con h,(z)
definida por la ecuacion (3.12).

Demostracion. Por la definicién de una funcién creciente se debe probar la siguiente desigualdad:
h.(z1) < h.(z2), para cualesquiera z; y 2z en [0,00) con z; < z3 0 equivalentemente,

[ @ (22453 ) dute) < [ gutorne (520 ) duto),

Por la propiedad de monotonia de la integral, sera suficiente con probar la siguiente desigual-

dad,
fel(ilf)> ( f91($)>
pr |z <p |z , 3.44
(ke *Jo(2) .
pero la desigualdad (3.44) se cumple trivialmente porque p,(2) es una funcién creciente en [0, 0o)
por hipotesis. O

Regresando a la demostracion del punto nimero tres del Lema 3.3 hemos demostrado que
las funciones p,(z) son crecientes en [0,00). Ademds el limite de funciones crecientes es una
funcién creciente, asi que p(z) es creciente, por lo tanto el Lema 3.3 queda demostrado.

]
Definicién 3.3. Se definen

A=sup{z:0<z<my/m, c+h(z)>g(2)} (3.45)

B=inf{z:m/m <z, c+h(z) >g(2)}. (3.46)
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Por el Lema 3.3 anterior h(0) = 0 y entonces ¢ + h(0) = ¢ > ¢(0) = 0, por lo tanto A > 0.

Por otra parte, por el mismo Lema 3.3,

Zlg(r)lo h(z) = o,

por lo que,
c+mo = lim [c+ h(z)] > lim g(z) = 7o,
2Z—00 Z—00

por lo tanto resulta que B < co. Ademds si A = B = 70 entonces ¢+ h(z) > g(z) para cualquier
z > 0, asi el tiempo de paro éptimo es 7, = 1. En cualquier otro caso A < B. El siguiente Lema
muestra la relacién que existe entre las constantes A, B y la desigualdad que define el paro en
(3.31).

Lema 3.7. A < z < B si y solamente si g(z) > ¢+ h(z), con A y B definidas por las
ecuaciones (3.45), (3.46) respectivamente y las funciones g(z) y h(z) definidas en (3.3), (3.12)
respectivamente.
Demostracion. Por continuidad de todas las funciones,
g(A) = c+ h(A) (3.47)
g(B) = ¢+ h(B). (3.48)

Ademés por definicién c+h(z) < g(z) para z € (A, mo/m1]. También por definicién c+h(z) < g(z)
para z € [m/m1, B). Ahora si z € [0, A), entonces existe 1 > a > 0, tal que z = (1 — a)A. Como
h(0) = 0 por concavidad de h(z) se tiene:

h(z) = h(a0+ (1 —a)A) > ah(0) + (1 — a)h(A) = (1 —a)(g(A) — ¢),

por (3.47), entonces,

ct+h(z) = c+ (1 —a)(g(Ad) — ) = ac+ (1 —a)g(A) > (1 - a)g(A) = g((1 — a)A) = g(2),
porque ¢(z) = mz para z € [0, 7/m |, entonces, ¢ + h(z) > g(z) en [0, A).

Por otro lado, si z € (B, o), entonces sabemos por el Lema 3.3 que el limite

Zlingo[c + h(z)] = ¢+ mo,
por lo tanto existe z', tal que,
c+ h(z) > m + ¢/2, (3.49)

para toda z > 2. Asi, la desigualdad ¢ + h(z) > g(2) = m se cumple trivialmente para z > 2.
Ahora para z < 2, existe 1 > a > 0 tal que z = aB + (1 —a)z’ y por la concavidad de ¢ + h(2)
se cumple la siguiente desigualdad:

c+h(z) > a(c+h(B)) + (1 —a)(c+ h(z)), (3.50)
pero por la ecuacién (3.49) el lado derecho de (3.50) es mayor que,
a(c+ h(B)) + (1 —a)(m + ¢/2),
que a su vez por (3.48) es igual a,
=ag(B)+ (1 —a)(my+¢/2) =mo+ (1 —a)c/2 > m = g(2)
y por lo tanto ¢ + h(z) > g(z) en (B, 00), y con esto queda demostrado el Lema. O
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Ahora sera posible caracterizar tanto a las componentes de la regla de paro ¢, como a las de
la regla de decision ¢, en terminos de A y de B, y la prueba de este hecho se ve en el siguiente:

Teorema 3.3. Sean Qq definida en la ecuacion (3.21), 7o > 0, 71 > 0, y A, B definidas en las
ecuaciones (3.45), (3.46), respectivamente, entonces para cada prueba (p, ) se cumple:

R(QO, 5) =c+ QOa

para

Igia By < ¢n < Lsug(am) (3.51)
p"-casi dondequiera sobre T? (W fg >0} n=1,2,3...,y

p"-casi dondequiera en Sy (\{ fz > 0} para cadan =1,2,...,

Demostracion. Por el Teorema 3.2 sabemos que:

Ligny<etrn(za)y < On < Ligzn)<cth(zn)}

p"-casi dondequiera sobre T2 (\{ fg >0} n=1,2,3...

Por el Lema 3.7 A < z < B, siy sélo si, g(z) > ¢+ h(z), o lo que es lo mismo, z € (A, B),
si y solo si, g(z) > ¢+ h(z), por lo tanto, g(z,) < ¢+ h(z,), si y sélo si, 2z, € [A, B]. Ademas
también se cumple que g(z,) < ¢+ h(z,), si y sdlo si, z, € (A, B). Esto demuestra la ecuacién
(3.51). Y por el mismo Teorema 3.2

& = ]{an%)}

Asi que por el Lema 3.7 z, > My g(zn) < ¢+ h(z,) si y sélo si z, > B, analogamente

g(zn) > ¢+ h(z,) siy sélo si z, > B, por lo tanto,
I~y <0 < I >py
Esto demuestra la ecuacién (3.51) y por lo tanto el Teorema. [

Teorema 3.4. Sean my > 0, my > 0, y A, B definidas en las ecuaciones (3.45) y (3.46)
respectivamente, entonces para cada prueba (p*,6*) que satisface

I, a8y < 0 < Iizg(aB)s (3.53)

p"-casi dondequiera sobre T2 (W fg >0} n=1,2,3...,y

0p = I..>my, (3.54)
p"-casi dondequiera en Sy ({ fg, > 0}, para cadan = 1,2,.... Entonces para cualquier prueba
(p,9d), que satisface

a(p,0) < a(¢",0%) y Blp,0) < B(¥",07) (3.55)

se cumple,
N(0o;0) > N(bo; ") (3.56)
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La desigualdad en (3.56) es estricta, si alguna de las desigualdades en (3.55) lo es.

Si las dos desigualdades en (3.55) son igualdades, y, ademds, (3.56) es igualdad, entonces
para las componentes de ¢ se cumple (3.53) pu"-casi dondequiera en T.? (\{ fg >0}, n=1,2,...,
y para las componentes de 0 se cumple (5.54) p"-casi dondequiera en SY(\{fg > 0}, n =
1,2,....

Demostracion. Por el Teorema 3.3 se cumple la desigualdad
R(p,0) = R(p",0")

por lo tanto N (6,; ) > N(0,; ¢*), y la desigualdad es estricta si lo es alguna de las desigualdades
en (3.55) por el Teorema 2.1.

Ademés si existe igualdad en las desigualdades (3.55) y (3.56), entonces para las componentes
de ¢ se cumple (3.53) p"-casi dondequiera sobre T)¢ ({fs > 0} para cadan = 1,2,3...,y
para las componentes de ¢ se cumple (3.54) p"-casi dondequiera en Sy (\{fz > 0} para cada
n = 1,2,..., por el mismo Teorema 3.3, porque en este caso se tiene la igualdad R(p,d) =
R(p*,0%) = ¢+ Qo. O

El Teorema 3.4 trata la optimalidad de pruebas secuenciales en el problema con restricciones
(sobre las probabilidades de error tipo uno y tipo dos). A su vez, la forma de la prueba éptima
se obtuvo de la soluciéon del problema de minimizaciéon de la funciéon de Lagrange. En otras
palabras, la prueba que resulta 6ptima en el Teorema 3.4 se obtuvo del problema de paro
optimo correspondiente al minimo de la funcién de Lagrange. Es decir, si usamos el método de
Lagrange para resolver el problema con restricciones, la solucién esta dada en el Teorema 3.4.
Por lo tanto no queda claro si existen otras soluciones del problema condicional que no sean
obtenidas por el método de Lagrange.

En esta parte de la tesis vamos a demostrar que todas soluciones del problema con restric-
ciones (si éstas existen) que son de interés practico, pueden ser obtenidas a través del método
de Lagrange. De esta manera va a resultar que todas soluciones al problema con restricciones
en este caso se dan en el Teorema 3.4.

Teorema 3.5. Supongamos que existe una prueba secuencial (p*,0*) tal que
N6y, 0*) < o0 y que es dptima en el siguiente sentido (problema con restricciones): para
cualquier prueba (p,d) con

a(p,d) <a(p',0), y Bp,0) < B(p",0") (3.57)

se cumple

Entonces existen by > 0, by > 0 y by > 0 (no todas iguales a cero) tales que
biN (0o, ) + bacr(, 0) + b3, 8) > biN (6o, ¢*) + bocx(¢*, %) + b3 (%, 0%). (3.59)
para cualquier prueba (v, 0).

Demostracion. Denotemos

K = {(.7)1,%'2,373) € R3 LI = Oé(%O,(S), To = /6(¢75)7 xr3 = N(807¢)
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para alguna prueba (p,d)}.

Mostremos primero que K es un subconjunto convexo en R3.

Sean z,y € K dos puntos cualesquiera. Esto implica, por definicién que existen dos pruebas
(p1,01) y (p2,02) tales que

= (a(gplv 51)? 6(9017 51)7 N(907 901))

y = (a(p2,02), B(p2,02), N (0o, p2)).

Demostremos que para cualquier A € [0, 1] el punto Ax + (1 — \)y € K. Para esto construimos
una prueba (¢, ) tal que

a(p,6) = Aa(pr,01) + (1 — Na(pz, d) (3.60)

B, 0) = AB(p1,61) + (1 — A)B(p2, 02) (3.61)

N (b, p) = AN (6, ) + (1 = A)N (6o, ¢2). (3.62)

Definamos consecutivamente paran = 1,2,...: t¢ = M + (1 — \)t¥2. Debido a que ¢, t5', ...
y t97, 5%, ... son dos sucesiones decrec1entes se tlene que t7, t, ... también lo es. Partlendo

de dos Valores consecutivos t] y t,, si tj > 0, se determina univocamente el valor de ¢y, ya
que i 1/ t7 =1 — ¢y, por definicién de tf. Si 7 = 0 entonces todos los valores posteriores de
tf, n > k, son ceros, y ¢, para n > k se definen arbitrariamente. Es facil ver que s¥ = t£ — ¢,
y por lo tanto también

sP=As?t 4+ (1 — \)s¥?

n

n=12,... (3.63)

Ademas, sea definido §,, como
1
S—(p()\Sqfl(Sln + (]. - )\)S(ggégn). (364)

De (3.63) y (3.64) se siguen (3.60), (3.61) y (3.62) de inmediato ya que, por ejemplo,

ZE@OS 5 = )\Z EQOSW151R + (1 - /\) ZE@OSﬁg(sgn,
n=1

etc.

Sean z* = (z}, x5, 23) = (a(¢*,8), B(¢*,8%), N(0o,0*) y M = {(x1,22,73) € R®: 21 <
xi, 1y < xh, 13 < x4}, Notemos que M también es un subconjunto convexo de R?) y tal que,
por la condicién del Teorema, K (M = ().

Entonces por el teorema de separacién por hiperplanos (ver, por ejemplo, Teorema 11.3 en
[12]) existe b = (b1, be, b3) # 0 tal que

(y,b) > (2,0) (3.65)

para cualquier y € K y cualquier z € M. Considerando x = (23,25, 23) € M (con x3 < %) y
haciendo z3 — x5 tenemos que
{y,b) = {x7,b) (3.66)
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para cualquier y € K. Ademds, de (3.65) se sigue que by > 0y by > 0 (ya que de otra manera

(3.65) no se puede cumplir para 1, 5 0 x3 negativas grandes en valor absoluto).
Observacion. Si b; > 0 en (3.59) entonces se puede usar my = by/by v m = b3/b; en el

Teorema 3.4 para obtencion de la prueba éptima. En caso b; = 0 el problema de minimizacion

en (3.59) es trivial, ya que la prueba con ¢} = 0, n = 1,2,... tiene probabilidades de error
iguales a cero. De esta manera, queda demostrado que cualquier caso no trivial del problema
con restricciones esta cubierto por el Teorema 3.4. O

De manera intuitiva y dados los resultados obtenidos podemos pensar que para cualesquiera
que sean las constantes 0 < A < B < oo, existen ¢, my y 7 tales que la SPRT aleatorizada
(3.53) v (3.54) minimiza R(y, d), con estas constantes, debido a que sélo hay dos restricciones
por cumplir, las ecuaciones (3.47) y (3.48) y las variables son tres, ¢, m y .

De las ecuaciones (3.3) y (3.19) se ve que en realidad las funciones p(z), h(z) y g(z) dependen
también de las constantes ¢, my y w1 por lo que en lo siguiente se denotaran como:

p(2) = p(z; ¢, m, m) = min {min{wo,mz}, c+ / foo(@)p (zgg; e, o, m) dm)} ,

161 = hiemam) = [t (235

g(z; mo, ™) = min{my, m 2}.

o)t

Teorema 3.6. Sean A y B dos constantes tales que 0 < A < B < oo, entonces existen
constantes ¢ > 0,m9 > 0,1 > 0 tales que A y B son raices de la ecuacion,

¢+ h(Z, ¢, To, 7T1) = g(’Z? o, 7T1)-
Demostracion. Esto da origen al siguiente sistema de ecuaciones:

c+ h(A;e,mo,m) =mA y c+ h(B;c,m,m) = 7. (3.67)

Y para resolverlo primero que nada recordemos que la prueba éptima (p,d) se deriva de
minimizar,
cN (0, ) + moa(p, d) + m1S(p,0). (3.68)

Y por el Teorema 2.5,

fel(m)'CW T z)dp(x) = inf {c moa(p, %) + 7 *
e+ [ o (FDicmm ) faa)duto) = (N B, ) + a8 + mBle, 80} (309

Pero es necesario tener una funcién que dependa de z del lado izquierdo de (3.69) para tener,

fgl(m)'cw T x x) = inf {c ToQ )+ 2w *
ct [ o (A2 o) o)) = 6 (N O 0) + (. 87) +mB(e,57) . (370

Para ello necesitamos el siguiente:

Lema 3.8.
pn(Z's ¢, m0, 2m1) = pu(22; ¢, mo, 1) (3.71)
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Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre n.

Para n = 0 se tiene:
pn(Z's ¢, mo, 2m1) = min{mg, 2m 2’} = min{my, m 22"} = pa(27'; ¢, o, 71)
Supongamos que (3.71) se cumple para n = k, esto es,
pr(2's e, mo, 2m1) = pr(22; ¢, o, m1). (3.72)

Queda por demostrar la igualdad (3.71) para n = k + 1, por la definicién en la ecuacién (3.3),

f91 (ZL’)
f%(x)

sustituyendo (3.72) en la ecuacién anterior esta es igual a lo siguiente:

/f91 (x)
f90 (Z‘)

o m ) a(o)duo) |

/. o ’ ’ / /
pr+1(2'5 ¢, o, 2m1) = min {mm{wo, zmz'} e+ /pk (z

= min {min{ﬁo,mzz’},c+ /pk (zz ;c, 7r0,7r1) foo (:E)dp(x)} = pry1(22'; ¢, mo, 1),

y por lo tanto,
. _ .
Pk+1(2 ;G 7T0,Z7T1) = Pk+1(ZZ ;G 7T0,7T1)7

que es lo que se queria demostrar. O

Ahora la ecuacién (3.70), se puede ver entonces como sigue:

x

e+ [ (§ 8 " w,) fan(w)du(w) = i (N (B, 0) + (e, 8°) + 2000, 5}, (BT
0

por el Lema 3.8. Sin pérdida de generalidad haciendo m; = 1y mp = 7 en las ecuaciones (3.67)

ya que m; no influye de manera determinante en el sistema de ecuaciones y al fijar este valor se

obtiene un sistema de ecuaciones mas sencillo que es el siguiente:

c+h(A;e,m)=A y c+h(B;e,m)=m. (3.74)

Estas nuevas ecuaciones son el sistema que ahora se debe resolver, y para ello se prueba el
siguiente Lema sobre la continuidad de h(z; ¢, 7) con respecto de la varible c.

Lema 3.9. La funcion h(z;c, ) es continua para toda ¢ € [0,00).

Demostracion. Se puede ver de la ecuacién (3.73) que h(z; ¢, m) es concava y no decreciente para
las variables ¢, 7 (ptes son el infimo de funciones lineales, manteniendo las otras variables fijas).
Inmediatamente se sigue de la ecuacién (3.73) que h(z; ¢, ) es continua para toda ¢ € (0, 00).

Ahora se demuestra que la funcién (3.73) es continua en ¢ = 0 para 7 , z fijas. Se toma
una muestra de tamano fijo, entonces ¢; = 0, i < n, ¢, = 1 y aplicando la misma técnica
de minimizacién a (3.73), que la que se aplicé a (3.69) en el Teorema 2.2, se obtiene ¢ =
Ii(x, I~z gy <0} Y recordando que ahora m = 1, my = 7, entonces, ¢ = I{(Wf;o_z 7, <05 entonces
el lado derecho de (3.73) no excede,

ne+ Py (mfg — zfg, < 0) + 2P (7 fg. — 2fg. > 0)
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=nc+nby(f5,/f5, 2 7/2) + 2P, (fg,/ f5, > 2/7)
y aqui se puede ver que, Py, (f3 /f5 > 7/z) — 0 cuando n — oo.
Efectivamente si

pfx : fo,(x) # fo, ()} >0,

para cada € > 0 se tiene:

1/2
Foo(f3,/ 15, 2 €) = Poy(Zn 2 €) = Pay(2,* 2 %) < V2 (H e ) :

- (m (R e

_ f@l(Xi))l/z
Q—Ego (fgo(Xl) < 1.

cuando n — oo por (3.76),

(3.75)

(3.76)

Anélogamente se demuestra que, Py, (fg /fg: > z/m) — 0 cuando n — oco. Asi para cada € > 0,

(3.75) no excede
nec + 2e,

(3.77)

cuando n > N. Si ahora ¢ < €/N, entonces (3.77), no excede 3e. Esto prueba que el lado derecho

de (3.73), tiende a cero cuando ¢ — 0.

]

Lema 3.10. Para cada z fija h(z;c,m), es continua como una funcion de (¢, ), en cada punto

(co, o), que satisface co > 0, mp > 0.

Demostracion. Sean cq > 0y my > 0 fijos, entonces para cada m < my < 7o, se tiene

h(z;c,m) < h(z;¢,m) < h(z;¢,ms),

si € [my, mal.

Ahora,
lim h(z;¢,m) < liminf A(z;e,m) < limsup h(z;c,m) < lim h(z; ¢, ms),
c—co c—co,mT—T0 c—rco,T—T0 c—Co
ademas se tiene que,
liminf A(z; ¢, m) = h(z; co, m1), lim sup h(z; ¢, m9) = h(z; co, m2),
c=co c—cp

entonces la cadena de desigualdades en (3.78) se puede ver como,

h(z;co,m) < liminf h(z;c,m) < limsup h(z;c,m) < h(z; co, m2).

C—rCo,T—T0 c—rco,T—T0

Ahora haciendo tender m — 7y y m — 7o en las ecuaciones (3.79) se tiene:

lim  h(z;¢,m) = h(z;co, m), lim  h(z;¢,m) = h(z;co, o),

CcC—CQ,TT1—>TQ CcC—rCQ,TT2—>TT(Q

(3.78)

(3.79)



45

y por lo tanto se obtiene que

C_>cloi£rn_>7ro h(z;e,m) = h(z;co, o).

Y esto prueba el Lema.

O

Ahora sean A y B dos nimeros con 0 < A < B < oo, entonces para cada m € [A, B], se
define ¢ = ¢(m) como solucién de la ecuacion

c+h(A;e,m)=A (3.80)

¢(m) estd bien definida para cualquier 7 € [A, B], porque el lado izquierdo de (3.80), es una
funcién continua y estrictamente creciente como funcion de ¢, (ver Lema 3.5). Ademads c¢(7) es
una funcién continua como funcién implicita de 7, ver (3.73) es una funcién que es continua
en dos variables (Lema 3.10). También se tiene que c¢(m) > 0 porque h(A;c,m) < g(A;7m) =
min{A, 7} = A para m > A, entonces,

c(r) =A—h(A;c,m) > 0.

Ahora se define,
G(m) =m — h(B;c(m),m) — c(m). (3.81)

Afirmamos que (3.81) es una funcién continua en funcién de 7 como composicién de funciones
continuas, y para ello se demostrara el siguiente Lema:

Lema 3.11. Euxiste m, con A < m < B tal que
1. G(A) <0,
2. G(B)>0,y

Demostracion. Para el primer caso se tiene lo siguiente:

G(A) =A—-h(B;c(A),A) —c(A) < A—h(A;¢(A),A) —c(A) =0

por (3.80) y porque ¢(A)+ h(z;¢(A), A) es estrictamente creciente en una vecindad de A (Lema
3.3).

Ahora se mostrara que:
G(B) =B — h(B;c¢(B),B) — ¢(B) > 0, (3.82)
tomando en cuenta (3.80) se tiene,
c¢(B) + h(A;¢(B),B) = A
con lo que (3.82) es equivalente a,

B — h(B;¢(B),B) > A— h(A;¢(B), B).
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Y esta ultima desigualdad es valida porque z — h(z; ¢(B), B) es creciente en una vecindad de B,
porque de no ser asi, como sabemos h(z;c¢(B), B) < g(z; B) y entonces h(z;¢(B), B) = g(z; B),
de donde se sigue que ¢(B) + h(A;¢(B), B) = A, se puede ver como ¢(B) + g(A; B) = A, esto
es ¢(B) + min{A, B} = ¢(B) + A = A, entonces ¢(B) = 0, pero ¢(B) + h(A;¢(B), B) es una
funcién creciente de ¢ y ¢(B) + h(A;¢(B), B) = 0 en ¢ = 0, por lo tanto no puede ser nula para
¢ > 0, asi, por el Teorema 1 del capitulo 7 del libro [16] se sigue que existe 7, tal que G(7) =0
y esto prueba el Lema. O

El Lema anterior prueba que existe m € (A, B) y ¢(m) tales que,
c+h(A;e,m)=A y c+h(B;e,m) =m.
Y esto era lo que se queria demostrar, por lo tanto el Teorema 3.6, queda demostrado. O

Teorema 3.7. Sean A y B constantes cualesquiera tales que 0 < A < B < oo y sea (p*, %)
con

Lizagiamy < ¥n < lz,g(aB)) (3.83)
p"-casi dondequiera en T7 (W fgh >0} n=1,2,3... y

p"-casi dondequiera en Sf (\{ fg, > 0} para cadan =1,2,....

Entonces para cualquier prueba (¢, 9), tal que,

a(p,0) < a(p,0") y  Blp,0) < B(e",6%), (3.85)
se cumple

la desigualdad en (3.86) es estricta, si lo es alguna de las desigualdades en (5.85).

Si las dos desigualdades en (3.85) son igualdades, y ademds, (3.86) es igualdad, entonces para
las componentes de ¢ se cumple (3.83) p"-casi dondequiera en C¥ ({fa >0}, n=1,2,...,y
para las componentes de 6 se cumple (3.84) p"-casi dondequiera en SY (\{fg >0}, n=1,2,....

Demostracion. La prueba es consecuencia directa de los Teoremas 3.4 y 3.6. [

Teorema 3.8. Sean A y B dos constantes tales que 0 < A < B < 00 y sea (¢*, %) una prueba
que satisface

Liz.am) < @0 < liz,gam) (3.87)
p"-casi dondequiera en T (W{fa >0y U{fs >0}, n=1,2,...,y
on = Iiz,>p (3.88)

p"-casi dondequiera en SY ({{fe, >0y U{fs >0}, n=1,2,....

Entonces para cualquier prueba (¢, d) tal que

a(p,d) <a(p',0") y Bp,0) < B(p",0") (3.89)
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se tiene que

N(0o, ) > N(0o, ") y N(bh,0) > N(01,¢"). (3.90)

Las dos desigualdades en (3.90) son estrictas si alguna de las desigualdades en (3.89) lo es.

Si las dos desigualdades en (3.89) son igualdades, y, ademds, alguna de las (3.90) es igualdad,
entonces para las componentes de ¢ y § se cumplen (3.87) y (3.88) u"-casi dondequiera en los
conguntos correspondientes: en T.? (\{fa > 0}}, y, respectivamente, en S¢ ({{f5 > 0}, n =
1,2,..., si se cumple igualdad en la primera de las desigualdades (3.90), y en T,Y ({fg > 0}},
y, respectivamente, en SY ({{fg. > 0}, n=1,2,..., si se cumple igualdad en la segunda de las
desigualdades (3.90).

Nota. Las pruebas que satisfacen (3.87) y (3.88) son llamadas extended SPRT (SPRT
extendida) en [2]. En [2] (ver Corollary 2.2) fue demostrada (con métodos completamente dis-
tintos) la propiedad de optimalidad de las SPRT extendidas, misma que se afirma en la primer
parte del Teorema 3.8. La ultima parte de nuestro Teorema 3.8 complementa esta propiedad
de optimalidad en el sentido de que muestra que si una prueba tiene las mismas probabilidades
de error que una SPRT extendida, y el mismo promedio de observaciones (bajo una de las dos
hipdtesis), entonces es una SPRT extendida también, con las mismas constantes A y B.

Demostracion. Por el Teorema 3.8. Sea ¢* tal que se cumplen (3.87) p™-casi dondequiera en

T¢" ﬂ{{fgg > 0y U{f¢ > 0}} y (3.88) p"-casi dondequiera en Se" ﬂ{{fgo > 0 U{fg > 0}},
para cualquier n > 1. Entonces para cualquier prueba (¢, d) que satisface (3.89) la primera de

las desigualdades en (3.90) estd demostrada en Teorema 3.4.
Demostremos la segunda desigualdad en (3.90).

Consideremos el problema de prueba de hipétesis Hy) : § = 6, contra la alternativa Hj : 6 = 6
(estamos intercambiando las hipdtesis Hy y H; que teniamos anteriormente). Es facil ver que
cualquier prueba (¢,d) para el par de hipdtesis Hy y H; puede ser considerada como una
prueba para el par de hipétesis Hj y H; si aplicamos la regla de decisién terminal 1 — ¢ cuyas
componentes son 1 — d,, n = 1,2,... (rechazar la Hy es aceptar H|, aceptar Hy es rechazar
H{). Ademas, si o/(p,1 —0) y B'(¢,1 — §) son las probabilidades de error tipo uno y dos,
respectivamente, para las hipdtesis Hj y Hj, entonces

O/(()Ov 1 - 6) = ﬁ(gp, 5)7 y 6/<907 1— 5) = Oé((p, 5) (391>

Ahora sea (¢*,0*) una prueba que satisface (3.87) p"-casi dondequiera en T¢ (W{{fg, >

0} U{/fs: > 0}} v (3.88), u"-casi dondequiera en S¢™ N{{f5 > 0} U{fs > 0}}, para cualquier
n = 1,2,.... La representamos como una prueba para las hipétesis H) y Hj en la siguiente

forma equivalente. Es facil ver que

Lizirgpra-my < 00 S Lizpigray (3.92)
(suponiendo que 1/0 = oo y 1/00 = 0) p"-casi dondequiera en 7" (\{f5 >0}, n=1,2,...,y
p"-casi dondequiera en S¥” ({fs: >0}, n=1,2,.... Sea ahora (¢, d) cualquier prueba tal que

a(p,0) <alp™,0"), v Blp,0) < B(e",0%).
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De (3.91) se sigue que
0/(907 - 6) < 0/(90*7 - 5*)7 y 6/(907 - 5) < 6/“0*7 1- 5*)

Por lo tanto, del Teorema 3.4 (aplicado a las hipdtesis H) y H/) debido a (3.92) y (3.93) se
concluye que
N(91790) > N(elvgp*)a

es decir, se cumple la segunda de las igualdades (3.90). De la misma manera se obtiene que esta
desigualdad es estricta si alguna de las desigualdades (3.89) lo es.

Ahora demostramos la tltima parte del Teorema. Supongamos que existe otra prueba (¢, )
para la cual las desigualdades en (3.89) son igualdades, y una de las desigualdades en (3.90)
también es igualdad, digamos, la primera:

Oé(gO,é) = (X(QO*,(S*>, 6“076) = ﬁ(gp*75*)7 y N(Q0780) = N(807¢*> (394>
Primero aplicamos el Teorema 3.5 para encontrar ¢, my y 7; tales que A, B satisfacen
¢+ h(z;e,mo.m1) = g(2;m0,m1),

y por lo tanto la prueba (p*, §*) serd 6ptima en el sentido del Teorema 3.3, es decir, para
cualquier otra prueba (p,d) se tiene

CN(QO’ 90) + WOa(@? 5) + Wlﬁ(‘% 5) > CN(Q()v 90*) + Woa(90*7 5*) + Wlﬁ(‘zp*’ 5*)
Ahora de (3.94) se tiene que
CN(G(D QO) + 7.‘—004(%07 5) + W16(¢7 5) = CN(Q()? QO*) + 7TOOZ<SO*) 6*> + WIB(SD*7 5*)7

y el Teorema 3.3 garantiza que para ¢ se cumple (3.87) pu"-casi dondequiera en T¢" N{fg > 0}
y para d se cumple (3.88) u"-casi dondequiera en S¥° ({fa > 0}, para culaquier n = 1,2,... =

]

Observaciéon 3.1. Unicamente el caso 1 € (A, B) tiene sentido prdctico, ya que en otro caso
se puede lograr un mejor resultado sin necesidad de tomar observaciones.

Demostracion. Efectivamente, el hecho de que 1 & (A, B) por el Lema 3.7 significa que:

f91 (‘T)
s < et [ futor (45 duta), (3.95)

siendo el lado derecho de (3.95, el minimo absoluto de la funcién R(y) sobre todos los tiempos
de paro que definitivamente toman por lo menos una observacién. Pero ¢(1) = min{my,m} y
esta es por decirlo asi, la funcién R(pg) de la prueba que no toma ninguna observacién debido
a que el costo del experimento es nulo y aplicando la regla de decision,

(50 = [{ﬂ-ogﬂl}, (396)
y dado que 7, = 0 entonces Ejy,7, = 0 y por lo tanto N (6, ¢) = 0, entonces:

c¢(N (6o, ) + moP(6o; ¢, 0) + m1(1 — P(6y, p,0)) = min{my, 71} = g(1). (3.97)
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si
si

O =

(o, 6o) = {

si
si

i)

B(#0,00) = {

Ty < T
o > T

Ty < T
g > T

]

Vemos entonces que si se cumple (3.95), entonces hay una prueba trivial (¢g, dg) que da un
mejor resultado que la prueba que toma por lo menos una observacién. Asi que sélamente en el

caso A < 1 < B tiene sentido practico la prueba secuencial del Teorema 3.7.

El caso limite 1 = A < B o A < B = 1, puede ser incluido en consideracién por lo menos
para fines tedricos ya que en este caso la prueba trivial da exactamente lo mismo que la SPRT,

no algo menor.



CONCLUSIONES

El resultado principal de la tesis es la obtencion de la estructura suficiente y necesaria para
optimalidad de pruebas secuenciales para dos hipétesis simples sobre distribucion de un proceso
estocdstico a tiempo discreto (Corolario 2.2 del Capitulo 2). Este se puede aplicar en proble-
mas como los considerados en [10], [14], [4], ademas del problema cldsico para observaciones
independientes e identicamente distribuidas (ver [17], [11]).

Como caso particular de lo anterior, se estudi6 detalladamente el caso de observaciones inde-
pendientes e identicamente distribuidas (capitulo 3), también llegando a la estructura suficiente
y necesaria para optimalidad de pruebas secuenciales, considerando el problema de minimacion
del nimero promedio de observaciones (bajo una de las dos hipétesis) dado que las probabil-
idades de error no exceden algunos dos niveles fijos. Se demostré que las pruebas conocidas
como las SPRT extendidas (en términos de [2]) poseen la misma propiedad de optimalidad que
la SPRT clasica de Wald ([17]), es decir, minimizan el nimero promedio de observaciones bajo
cada una de las dos hipdtesis, dadas restricciones sobre las probabilidades de error. Aunque
este resultado no es completamente nuevo (ver [2]), éste se obtuvo aqui usando otro método
méas general, y junto con una demostraciéon nueva (y completa) del resultado clasico de Wald y
Wolfowitz [17] (ver Teorema 3.8 en el Capitulo 3). Mds que esto, demostramos (ver el Teorema
3.5) que el método de Lagrange (que usamos nosotros, igual que Lorden en [11]) es esencial-
mente la tnica via para obtencion de pruebas éptimas en el problema con restricciones. Por lo
tanto, todos los casos importantes del problema con restricciones quedan cubiertos por nuestro
Teorema 3.8, mismo que da la estructura suficiente y necesaria para optimalidad de pruebas en
problema con restricciones.
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