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Capitulo 1

Introduccion

Indiscutiblemente vivimos en una época prolifica para la ciencia. Desde el siglo pasado,
los avances tecnoldgicos contribuyeron de gran manera para validar teorias que habian sido
postuladas mucho tiempo atras. Entre los logros mas sorprendentes estan aquellos asociados a
fenomenos microscopicos, y en este siglo hemos encontrado en los colisionadores de particulas
una herramienta esencial para el descubrimiento de nuevas particulas elementales. Uno de
estos colisionadores es el RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider, por sus siglas en inglés),
donde desde 2010 se han realizado experimentos con nucleos atémicos pesados, como los del
oro o plomo, generando un plasma de cuarks y gluones. La descripcion de la dindmica del
estado de la materia resultante de estas colisiones y el entendimiento de las interacciones
microscopicas correspondientes ha sido uno de los retos claves en RHIC [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

Este plasma ha sido susceptible de estudio mediante técnicas de fisica estadistica fuera
de equilibrio, mismas que han descrito correctamente sistemas fisicos no relativistas. Sin
embargo, en este caso, tratamos con un sistema de hecho relativista debido a la escala de
altas energias en que ocurre por lo tanto las técnicas de fisica estadistica deben ser extendidas
en este contexto.

Una de las teorias que nos han ayudado a comprender sistemas fisicos fuera de equilibrio,
desde un punto de vista microscopico, es la del movimiento Browniano, llamado asi en
honor al botanico escocés Robert Brown, quien en 1827 documenté las observaciones que
hizo en un microscopio sobre el movimiento que realizan granos de polen sumergidos en
agua a temperatura ambiente. Hoy en dia, el movimiento Browniano se entiende como el
movimiento que experimenta cualquier particula microscépica sumergida en un fluido, y que
se caracteriza por ser continuo y erratico. Fue Albert Einstein, quien en el ano de 1905 dio
una explicacion suficientemente satisfactoria del fenémeno, mediante el uso de la teoria de
probabilidad. Al ano siguiente y de manera independiente, Marian Smoluchowski contribuyé
también mediante métodos similares a la descripcion tedrica de este fenémeno [9]. Ambos
coincidieron en dos puntos importantes:

= El movimiento es causado por las constantes colisiones de la particula Browniana con
las moléculas del fluido en el cual se encuentra sumergida.

= El comportamiento de las moléculas es tan complicado que los efectos sobre la particula
Browniana (PB) convienen ser descritos probabilisticamente.

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

La descripcién realizada por Einstein fue dada a conocer en uno de sus cuatro articulos
publicados en su annus mirabilis [8], y estd formulada a partir de una ecuacién de difusién,
es decir, una ecuacién asociada a la densidad de probabilidad de que la particula esté en
una posiciéon x al tiempo t. Mostré que en el estado estacionario existe un balance entre las
fuerzas de friccion y las fuerzas aleatorias que permite obtener el coeficiente de difusién. Como
resultado de este hecho, Einstein obtuvo el desplazamiento cuadratico promedio de la PB que
es directamente proporcional al tiempo, siendo la constante de proporcionalidad el coeficiente
de difusién. Sugirié ademas que esta cantidad deberia ser determinada experimentalmente.

En los tres anos siguientes, el fisico francés Paul Langevin propuso otra forma mucho méas
simple de describir el movimiento Browniano [10]. Su planteamiento tedrico esta basado en la
segunda Ley de Newton con la siguiente hipdtesis: debido a que la PB es grande comparada
con el tamano de las moléculas del fluido, y de acuerdo con la hidrodinamica clasica, la
particula experimenta una fuerza de oposiciéon a su movimiento que es proporcional a su
velocidad, conocida como fuerza de friccién o fuerza de arrastre (Ley de Stokes). Por otro
lado, también la particula experimenta fuerzas debido a las colisiones con las moléculas
del fluido. En vista de la enorme cantidad de colisiones que sufre en cada instante, esta
segunda fuerza varia de una forma azarosa y por tanto se conoce como fuerza aleatoria o
estocastica. De este modo, de acuerdo con la segunda ley de Newton la contribucion de las
dos fuerzas, la de friccién y estocdastica, dan como resultado una ecuacién de movimiento de
caracter aleatorio, o mejor dicho, una ecuaciéon diferencial estocéstica asociada a la posicion y
velocidad de la particula Browniana. Esta ecuacién diferencial estocastica es hoy conocida en
la literatura como ecuacién de Langevin. A diferencia de la ecuacién de difusion de Einstein
que describe la evolucion de la densidad de probabilidad, la ecuacién de Langevin describe
directamente el comportamiento dindmico de la particula Browniana inmersa en un fluido.

Con su planteamiento, Langevin obtuvo la misma expresion que Einstein para el desplaza-
miento cuadratico promedio de la PB. La confirmacién experimental del resultado propuesto
por Einstein y Langevin, fue llevada a cabo por J. Perrin en 1909 [11]. Fueron Ornstein y
Uhlenbeck quienes en 1930, mostraron que existe una conexién entre ambas descripciones,
haciendo notar que la distribucién de probabilidad que satisface la velocidad de la PB es pre-
cisamente una distribucion Gaussiana, conocida como distribucion de Ornstein-Uhlenbeck
[12].

Se podria pensar que una vez explicado el movimiento Browniano , ya no habia nada que
hacer en este campo. Sin embargo esto no fue asi, la importancia del movimiento Browniano
dejo de residir en la explicacion de sus causas o la confirmacion de la hipotesis atémica. La
teoria del movimiento Browniano abrié un amplio espectro de posibilidades llegando a ser
relevantes sus aplicaciones a la fisica, quimica, biologia, economia, medicina, ingenieria, etc.
Por ejemplo, en la biologia ha servido para estudiar el plegamiento de proteinas, la dinamica
de motores moleculares en la membrana celular entre otros [13, 14]. En la economia, con
el creciente desarrollo de la econofisica, se han definido modelos a partir de comparaciones
con la interaccién microscopica en los gases. Incluso en las finanzas los procesos estocéasticos
juegan un papel importante para la teoria de riesgos y para armar portafolios de inversion
basados en teorfas matematicas avanzadas [15, 16, 17, 18].

Las bases teodricas del movimiento Browniano y de los procesos estocasticos fueron desa-
rrollados durante la primera mitad del siglo pasado por notables matematicos como Wiener,
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Kolmogoroff, Feller, Lévy, Ito, Stratonovich, y Fisk, en el contexto de ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas (EDE). Las EDEs continidan impulsando el desarrollo de las funciones no
diferenciables, la teoria de los fractales, la teoria de los procesos irreversibles y el movimiento
Browniano relativista entre otros[13, 15, 18, 42].

Es importante comentar que para resolver el problema del movimiento Browniano no re-
lativista, Einstein y Langevin tuvieron que recurrir a los conceptos de la mecanica estadistica
de equilibrio desarrollados por Maxwell, Bolztmann y Gibbs en la segunda mitad del siglo
XIX, por lo que es natural pensar que el estudio del movimiento Browniano relativista re-
quiere de conceptos relativistas de la termodinamica y mecanica estadistica de equilibrio. Las
primeras contribuciones sobre termodinamica relativista aparecieron en 1907 en los trabajos
de Einstein [19] y Planck [20, 21], los cuales fueron motivo de amplias discusiones varios aflos
después por parte de Ott [22]. Dada la necesidad de extender los conceptos antes mencio-
nados en el marco de la teoria de relatividad, fue Jittner [23] quien en 1911 dio un primer
paso importante al derivar la generalizacion relativista de la distribucién de velocidades de
Maxwell-Boltzmann. Dichos conceptos han sido extendidos a la teoria cinética de gases a
través de la ecuacion de Boltzmann, tanto en el marco de la relatividad especial como en el
de la relatividad general [52, 59].

El movimiento Browniano es el arquetipo de un proceso aleatorio por lo que consideramos
el movimiento Browniano como un primer acercamiento a los procesos estocésticos relati-
vistas. En este aspecto, se han logrado avances importantes en el desarrollo del movimiento
Browniano relativista a través de la ecuaciones de Langevin y de Fokker-Planck [36, 37, 38].
En el marco de la relatividad especial, algunos modelos tedricos han sido propuestos para
describir el movimiento Browniano mediante la ecuacién de Langevin y su correspondiente
ecuaciéon de Fokker-Planck o simplemente en términos de ecuaciones de difusion relativistas
24, 25, 26].

Surge entonces la siguiente pregunta: ;hasta dénde es posible generalizar los conceptos
de las EDE basados en los modelos del movimiento Browniano en el marco de la teoria de la
relatividad especial? Los esfuerzos llevados a cabo en esta direccion han sido reportados en
un numero importante de articulos, algunos de los cuales citamos en la lista de referencias
de esta tesis. El objetivo principal en este trabajo es mostrar de manera intuitiva la herra-
mienta matematica que ha sido desarrollada formalmente en la literatura para su estudio
(36, 37, 39, 40]. Con este fin, hemos considerado conveniente dividir el presente trabajo en
cinco capitulos. Es muy importante mencionar que el cdlculo que usaremos para estudiar
el problema del movimiento Browniano relativista, no es el usual, es decir, no es el calcu-
lo estocéastico que se presenta en muchos de los trabajos sobre movimiento Browniano no
relativista que se describe en términos de una ecuacion de Langevin con ruido aditivo. Las
reglas del calculo que utilizaremos son otras debido a que la EDE contiene un término alea-
torio no aditivo sino multiplicativo (hoy conocido como ruido multiplicativo). En general el
término multiplicativo es una funcién continua pero no diferenciable, y en este sentido la in-
tegracién de estas funciones aleatorias son también estocéasticas y por consiguiente requieren
de otros métodos de integracion. Por este motivo, en el capitulo 2, presentamos una revi-
sion del calculo estocéstico en términos de diferenciales y las reglas de discretizacién de las
integrales estocasticas. Estas reglas de discretizacion fueron introducidas por los matemati-
cos Ito [27, 28], Stratonovich [29, 30] y Fisk [31] para resolver EDE en presencia de ruido
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multiplicativo.

En el tercer capitulo estudiamos como ejemplo concreto el movimiento Browniano no
relativista usando el formalismo matematico del célculo de Ito. El andlisis se lleva a ca-
bo a través de la EDE de Langevin y la correspondiente ecuacion diferencial parcial de
Fokker-Planck. En el capitulo 4 se introduce notaciéon y consideraciones generales, asi como
conceptos de la teoria de relatividad que seran de utilidad para la descripcién del movimiento
Browniano relativista, asi como algunos de los conceptos que necesitaremos de la termoes-
tadistica relativista. El movimiento Browniano relativista per sé se estudia en el capitulo 5,
el cual estd formulado a través de las EDE de Langevin y sus correspondientes ecuaciones
de Fokker-Planck para las densidades de probabilidad, usando en su mayor parte el célculo
de Tto, aunque también exploraremos las variantes propuestas por Stratonovich y Fisk. En
concreto exploramos tres ejemplos, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista y otros dos
modelos que permiten obtener y analizar resultados concretos. Finalmente en el sexto y tlti-
mo capitulo resumimos los resultados que surgen del analisis previo, discutimos su alcances
y limitaciones, y presentamos algunas perspectivas de trabajo futuro.

Es importante subrayar que esta tesis estd estructurada para entender y aplicar los pro-
cesos estocasticos, en especifico el movimiento Browniano en el régimen relativista, sin nece-
sidad de aplicar la maquinaria de la teoria de la medida. Indudablemente la versién rigurosa
de este andlisis requerira de tal formalismo. Sin embargo, como veremos a lo largo de es-
te trabajo las aplicaciones que consideramos nos permiten un tratamiento mas sencillo e
intuitivo basado en diferenciales.



Capitulo 2

Elementos del calculo estocastico

Como se mencioné en la introduccién, las ecuaciones que estamos interesados en estu-
diar son ecuaciones diferenciales estocasticas (EDEs), es decir, aquellas que contienen un
término aleatorio también conocido como ruido, que genéricamente denotamos como I' (¢) y
cuyas propiedades estadisticas deben ser consideradas para resolver la EDE. En este capitu-
lo plantearemos algunas consideraciones matematicas para la solucion de las ecuaciones en
diferenciales, equivalentes a las ecuaciones diferenciales, ver por ejemplo [42]. Estas nos per-
mitiran discutir las correspondientes ecuaciones diferenciales estocdsticas incorporando el
calculo de Ito y sus implicaciones.

2.1. Ecuaciones en diferenciales

En esta seccién vamos a introducir un enfoque distinto pero equivalente a los conocidos
para resolver ecuaciones diferenciales. Este enfoque esta basado en el concepto de diferencial
de una funcién, en lugar de su derivada. Consideremos la variable x que depende del tiempo
t, su diferencial puede expresarse en términos del diferencial del tiempo dt, de tal forma que

dx
dr = —dt. 2.1
z=— (2.1)

Con la notacién introducida podemos expresar ecuaciones diferenciales en términos de sus
diferenciales dz y dt en lugar de usar derivadas. Por ejemplo si tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales

() = () = (5 0) ) 22)

podemos escribir el sistema (2.2) en términos de sus diferenciales como

de\ 1 pdt 1L /0 1) (2
(dp) T m (—k:mdt) “m (—k 0) (p) dt. (2.3)
A este tipo de ecuaciones las llamamos ecuaciones en diferenciales.

13



14 CAPITULO 2. ELEMENTOS DEL CALCULO ESTOCASTICO

A continuacion, para ilustrar con un ejemplo el método a seguir para resolver este tipo
de ecuaciones, tomamos la siguiente ecuacion

T =—yz, (2.4)
en su forma de diferenciales
dx = —yxdt. (2.5)

Para resolver esta ecuacion, hay que obtener z al tiempo ¢ + dt, esto es, evaluar x al tiempo
t y sumar dv = —v x dt, entonces tenemos

x(t+dt) =x(t) +dz (2.6)
=z (t) —yaxdt
=(1—~dt)x(t).

A primer orden, con dt muy pequeno, podemos aproximar usando e
para (2.6) lo siguiente

~7dt ~ 1 —~dt, obteniendo

x(t+dt) = e 7% (). (2.7)

El proceso presentado lo volvemos a realizar, para obtener ahora xz ((t+ dt)+dt) =
x (t 4 2dt) , por lo tanto, iteramos una vez més quedando

x(t+2dt) = e "y (t + dt)
=% (e_”’dtx(t)) (2.8)

= e 2y ().

Siguiendo los pasos anteriores, realizamos N iteraciones para que x evolucione de t a t + T,
con dt = 7/N, con lo que finalmente llegamos a

x(t+71)=2x(t) (e_7dt)N
=z (t) (e7N) (2.9)

=z(t)e "

que nos da z (t 4+ 7) en términos de z (t), que es precisamente la solucién para (2.5), la
cual también es obtenida mediante métodos de ecuaciones diferenciales. El método funciona
también si consideramos v =« (¢) . En este caso, la solucién toma la forma

N
x(t+71)= ]\}gréo e (tndt)dt 1 ()
n=1

BT — SN y(t+ndt)dt
= e )
t4+1

= el Oty () (2.10)
La ecuacién que se acaba de resolver es la ecuacién diferencial mas simple a considerar,
sin embargo todas las ecuaciones lineales pueden ser escritas en la forma (2.3). El método
presentado sera 1til para resolver ecuaciones estocasticas, ademas nos ayuda a familiarizarnos
con ecuaciones en términos de diferenciales. En la siguiente seccién extenderemos el presente
método al caso estocéstico.
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2.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Para extender el método de la seccién anterior. Iniciamos introduciendo la definicién de un
proceso estocastico. Consideremos un sistema que puede estar en cualquiera de un conjunto
de estados previamente especificados. Supongamos que el sistema evoluciona o cambia de un
estado a otro y sea X; el estado del sistema al tiempo ¢. Si se considera que la evolucién del
sistema no es determinista, sino provocada por un mecanismo azaroso, entonces podemos
decir que X; es una variable aleatoria (VA) para cada valor de t. Esta coleccién de VAs es
la definicién de un proceso estocastico y sirve como modelo para representar la evolucién
aleatoria de un sistema conforme transcurre el tiempo. De manera mas precisa recordamos
la siguiente definicién®

Definicién: Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias { Xy : t € T'}
parametrizada por un conjunto T', llamado espacio parametral, en donde las variables toman
valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

Por ejemplo, si el espacio parametral es el conjunto discreto T'= {0, 1, 2, ...} y estos
nimeros se interpretan como los valores del tiempo ¢, entonces el proceso estocéstico se realiza
a tiempos discretos y en este caso se denota por {X,: n=0, 1, 2, ...} 0o Xy, X1, Xo,....

Asi que, para cada valor de n, X, es el estado del sistema al tiempo n. Por otro lado, el
espacio parametral puede también tomarse como un conjunto continuo 7' = [0, 00), y en
este caso el proceso estocéstico se realiza a tiempo continuo, y se denota como {X; : t > 0}.
En muchos casos los espacios de estados es el conjunto o subconjuntos de los niimeros reales
R, aunque en algunos casos también se puede considerar la generalizacion n — dimensional
R™.

Podemos ahora establecer la definicién matematica de un proceso estocastico como una
funcién de dos variables X : T x Q — S, tal que a la pareja (¢, w) se le asocia el valor o
estado X (t, w) = X} (w). Donde w € Q siendo € el espacio muestral, es decir, el conjunto
de los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria. Asi que para cada valor de ¢
en T, la aplicacién w — X, (w) es una variable aleatoria, mientras que para cada w en un
espacio muestral ) fijo, la funcién ¢ — X, (w) es una trayectoria o realizacién del proceso,
ver Fig. (2.1). Para el Por ello en ocasiones también se define al proceso estocdstico como
una funcion aleatoria.

Una vez definido un proceso estocastico, tomamos como ejemplo la ec. (2.5) y le agrega-
mos un término aleatorio I' (), de tal manera que

de = —yzdt + T (t) dt. (2.11)
Para resolver la ec. (2.11) definimos una nueva variable y (¢) como
y(t) =x(t)e. (2.12)

Vale la pena notar que la definicién de la variable y (t) es tal que si z (¢) es una solucién para
la parte determinista de (2.11) entonces la nueva variable y (¢) serfa una constante. Ahora,
expresamos la ecuacion en diferenciales para y a partir de lo que conocemos del célculo usual

o= (2) o (%) s

'Definicién tomada de L. Rincén, Introduccién a los procesos estocasticos, UNAM, México, 2012.
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Figura 2.1: Trayectorias tipicas estocésticas, cada color corresponde a una realizacion del
proceso estocastico.

de modo que
dy = e [—yz + T ()] dt + yze''dt = ' (t) dt. (2.14)

Esta ecuacion para y puede ser resuelta mediante los métodos usuales, es decir, integrando
en ambos lados se obtiene

y(t) =yo + /Ot e’’T (s) ds, (2.15)

donde la constante de integracion g se fija como el valor de y al tiempo ¢ = 0. La solucién de
la ecuacién diferencial estocdstica (2.11) se obiene invirtiendo (2.12), dando como resultado

¢
x(t) = 2o +/ e 79T (5) ds. (2.16)
0

De manera andloga al caso sin término aleatorio se puede resolver si consideramos que
v =~ (t). La tnica diferencia radica en la variable a definir, siendo ahora

y(t) =z () o 1)ds = 5 (1) 7O (2.17)

donde hemos definido 7" (t) = fg v (s) ds. En este caso la solucién es
¢
z(t) = zpe T 4 7T / eTOT () ds. (2.18)
0

El método propuesto permite resolver formalmente la EDE (2.11), donde aparece una
integracion del término de ruido o integral estocastica, dicha integral se deja indicada debido
a la naturaleza de I" (s) que como se mencioné anteriormente es una variable aleatoria. Es
importante mencionar que la integral estocastica se realiza sobre una funcién continua pero
no diferenciable, por lo que es necesario establecer un método de integracion para evaluar
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la integral estocdstica. Para lograr esto, primero estudiaremos la solucién de una EDE en
términos de diferencias finitas en x mediante una discretizacion en el tiempo de tamano
At, de tal forma que para cada incremento At de la variable x existe un cambio Ax, que
explicitamente es la diferencia que existe entre x(t) y z(t + At), de tal manera que x toma
valores en los tiempos discretos t,, = nAt, con n =0, 1, 2, ..., o0.

Consideremos una ecuacion en la que el cambio de z, Az, sea la suma de un término
proporcional a z y un término aleatorio. Entonces la ecuacion discreta resulta

Az (t,) = @ (t,) At + T () At, (2.19)

donde I'(¢,) At se le llama término de difusién, o bien, fuerza fluctuante o ruido es-
tocastico[42]. En general esta ecuacién puede resolverse si conocemos las propiedades es-
tadisticas de T'(¢,,).

Vamos a seguir el método expuesto en la seccién anterior. La idea a seguir es, dado el valor
de z al tiempo t,, su valor al tiempo t,.1 es
z(t, + At) = x(t,) + Az (t,)

= x(tn) +z (t,) At + y, At

= (1+ At)x (t,) + yuAt, (2.20)
donde hemos cambiado la funcién I' (¢,,) por la variable aleatoria y,,. Esta identificacién nos
dice que a cada tiempo t,, se tiene un conjunto de valores para y,, muestreados por su
densidad de probabilidad correspondiente. Por esta razén ya no es posible predecir

exactamente cual sera el valor de x en un tiempo 7', a menos que al momento de llegar al
tiempo 7' tengamos todos los incrementos aleatorios completamente determinados.

La solucion para z al tiempo At es
x (At) =2 (0) (1 + At) + yoAt. (2.21)

Es evidente que x (At) es una variable aleatoria, ahora calculando la siguiente iteracién
tenemos

z (At + At) = x (At) + Az (At) = z (At) + x (At) At + y1 At
= 2(0) (1 + At) + yoAt + (2 (0) (1 + At) + yoAt) At + y At
= 2(0) (1 + At) + yoAt + 2 (0) (AL + (AD?) + yo (AL)? + y1 At

Se nota que el siguiente paso temporal, es decir x (2At) es funcién de z (0), yo y una nueva
variable aleatoria y;, correspondiente al incremento temporal. Por lo tanto para cualquier n
obtenemos la solucién a la ecuacion en diferencias estocastica x (t,)

x (3At) = x (0) (1 4 3At) + yoAt + y1 At + yo At
x (4At) = z (0) (1 4+ 4A%) + yo At + 11 At + yo At + ys At

n—1

z (nAt) =2 (0) (1+nAt) + Y ypAt (2.23)
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donde t,, = nAt, una vez mas podemos notar que x (nAt) sera una variable aleatoria. Dado
que la solucién es una funcion que depende de todos los incrementos aleatorios y,,, para
tener una solucién completa es necesario calcular la densidad de probabilidad de la solucion
a partir de las densidades de probabilidad de y,. Claramente, es importante conocer las
propiedades de la suma y transformacion de variables aleatorias. Por otra parte, si
queremos encontrar ecuaciones estocasticas, en contraste con ecuaciones en diferenciales, es
necesario tomar el limite continuo, es decir, cuando At — 0 de la ecuacién estocéstica en
diferenciales, por lo que la solucién a dicha ecuacion diferencial estocastica es también una
densidad de probabilidad para x a cada tiempo t.

2.3. Proceso de Wiener

Vamos a considerar un caso especial y de alto interés en el estudio de procesos estocasticos.
Este es el caso de las ecuaciones diferenciales estocasticas con ruido Gaussiano, para el
cual entendemos que en cada incremento aleatorio se tiene distribucion de probabilidad
Gaussiana. En primer lugar el caso mas sencillo, conocido como proceso de Wiener, es aquel
donde el incremento de x depende unicamente del incremento aleatorio, para el caso de
diferencias finitas es tal que I" () At = AW,,. La ecuacién discreta para = en este caso es

Az () = AW,, (2.24)

donde cada incremento de Wiener tiene la misma densidad de probabilidad y todos los incre-
mentos son independientes entre si. La densidad de probabilidad esta dada por la distribucion
de probabilidad Gaussiana

1 (aw)?

e (@) (2.25)

P(AW) = s

con media cero y varianza V = 0% = At.
Para resolver la ecuacion (2.24) usamos, sin pérdida de generalidad,  (0) = 0, y de forma
iterativa obtendremos Az. Esto nos da la solucion

x, = x (nAt) = ”i AW;. (2.26)

=0

Calculemos ahora la densidad de probabilidad para x,,. Es bien conocido que la suma de varias
distribuciones Gaussianas resulta en una distribucién Gaussiana con promedio y varianza
igual a la suma de promedios y varianzas de cada AW,,. Entonces

(z,) = 0 (2.27)
Ve, = nAt (2.28)

y
P (z,) = L asenn, (2.29)
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Si queremos pasar de ecuaciones en diferencias a ecuaciones diferenciales tomamos el
limite cuando N — oo. Ahora, si tomamos N iteraciones del proceso de Wiener, podemos
llegar a que la solucién en el limite continuo

N—)oo

= lim ZAW /dW =W (T). (2.30)

La ecuacién (2.30) define la integral estocastica, W (T') = fOT dW (t), como el limite de las
sumas sobre los incrementos del proceso de Wiener, la cual es una variable aleatoria por las
propiedades de la suma de variables aleatorias. La densidad de probabilidad de x (T') es fécil
de calcular dado que es la suma de variables aleatorias Gaussianas resulta una Gaussiana.
Nos resta calcular su promedio y varianza. El promedio resulta cero, dado que todas las
variables aleatorias involucradas en la suma tienen promedio cero. Para calcular la varianza
regresamos al limite discreto y partimos de la expresion

N—

P

VAW, =S At=NAt=T, (2.31)

i=0 =0

con lo que podemos escribir explicitamente

P(z(T) =Pz, T) = We—ﬁ. (2.32)

El hecho de que la varianza sea proporcional a T" se debe principalmente a que escogimos la
varianza de los incrementos de Wiener igual a At, dado que hay un incremento de Wiener
por cada paso de tiempo At, la varianza de x crece At por cada intervalo At.

Vale la pena preguntarse {qué pasa si escogemos la varianza V [AW (At)] = (At)*?, esto
para ilustrar la importancia de haber escogido la varianza lineal a los incrementos temporales,
para esto calculando la varianza para x(7") tenemos

N-1 T «
Z VI[AWi] = N (At)* = N (N) = Nt—oTe, (2.33)
=0

Tomando el limite al continuo, N — oo, para pasar a las ecuaciones diferenciales, tenemos
dos casos:

lim V [(T)] = T lim N'-@ = {0 o>l (2.34)
N—oo N—oo o0 a<l
lo cual no tiene sentido, por lo que debe cumplirse o = 1 si se quieren obtener EDEs que
describan sistemas realistas.
Por lo tanto podemos concluir esta seccién con el siguiente resultado. Dada una EDE con
incremento infinitesimal Gaussiano dW en la parte del ruido, con cada incremento Gaussiano
e independiente, entonces la varianza del incremento debe ser proporcional a dt.
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2.3.1. Ruido Gaussiano

En la seccion anterior llegamos a un resultado de gran relevancia estadistica, asociando
la varianza del incremento de Wienner con el incremento temporal, V [dW] = dt. Una de las
condiciones que pedimos para que se cumpla lo anterior es que el incremento sea Gaussiano;
Pero, ;por qué Gaussiano?. Para comenzar vamos a hacer menciéon de uno de los teoremas
mas importantes en la estadistica: el teorema del limite central.

Consideramos un caso particular de transformacién de variables, la suma de varias varia-
bles estocésticas. Sean X1, ..., X, un conjunto de variables aleatorias independientes, todas
con densidad de probabilidad Px (x) con promedio cero y varianza finita o?. Definimos la
variable aleatoria Y = X + --- 4+ X, la cual tiene promedio cero y la varianza V [Y] = no?.

Ahora, si definimos de manera conveniente la variable aleatoria

7 = : (2.35)

seguimos teniendo promedio cero, pero la varianza ahora es ¢? para toda n.

El teorema de limite central establece que, dada una densidad de probabilidad Px (z),
la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria Z tiende a una distribucién de proba-
bilidad Gaussiana, con promedio cero y con varianza o2, cuando n — oo. Dicho teorema se
cumple incluso si la densidad de probabilidad Px (z) no es Gaussiana, lo cual es conveniente
cuando tenemos un sistema en el que la cantidad de eventos es lo suficientemente grande
para hacer uso de la distribucién Gaussiana.

En la seccién anterior usamos ruido Gaussiano, y se debe principalmente a que esta pre-
sente en sistemas fisicos. El ruido en la mayoria de las veces es el resultado de una gran
cantidad de eventos aleatorios a nivel microscépico. Puede ser la fuerza eléctrica de varios
electrones moviéndose aleatoriamente en un conductor o, como en el caso del movimiento
browniano, el impacto de particulas de manera individual sobre la particula browniana su-
mergida en una solucién. Y dado que la fuerza total ejercida por las particulas microscopicas
es la suma de cada una de las fuerzas aleatorias, entonces la fuerza total es la suma de va-
rias variables aleatorias, y son suficientes para considerar una distribucion de probabilidad
Gaussiana. Por otra parte, dado que las fluctuaciones microscépicas suceden con mayor ra-
pidez comparadas con la evolucién del sistema, podemos modelar el ruido con densidad de
probabilidad Gaussiana en cada paso temporal At. Incluso, suponiendo que cada incremento
aleatorio en el ruido es completamente independiente del incremento siguiente, aunque es
una aproximacién que en la practica no es siempre verdadera, resulta ser bastante acertada
en los resultados. Matematicamente, como se mostro en secciones anteriores, los procesos en
los cuales el incremento aleatorio de cada intervalo de tiempo dt es independiente de todos
los incrementos aleatorios anteriores puede ser modelada por una distribucién de probabili-
dad Gaussiana. Esto se debe a que el incremento aleatorio en cada intervalo temporal, que
es pequeno pero finito, es la suma sobre el numero infinito de incrementos para los intervalos
infinitesimales dt, lo cual resulta en un intervalo finito.
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2.4. Calculo de Ito

En la seccién anterior justificamos el porqué los incrementos del ruido Gaussiano, dW,
deben tener una varianza proporcional a dt. De igual manera, vimos su importancia en
la descripcion estadistica al momento de resolver una ecuacion diferencial estocéstica, sin
embargo, no hemos hablado de las consecuencias que puede tener sobre el calculo en si,
considerado como una herramienta matematica. La ecuacién diferencial

dx = —~x dt, (2.36)

la resolvimos usando la relaciéon e 7% ~ 1 — ~dt. La relacién es valida dado que dt es un
diferencial, es decir, cuando calculamos la soluciéon de la ecuacion diferencial tomamos el
limite dt — 0. Por lo tanto, la aproximacion funciona porque los términos del desarrollo en
series de potencias de e que son de segundo orden o mayor son insignificantes cuando
tomamos el limite.

El resultado anterior nos permite ignorar términos de segundo orden o mayores en los
incrementos dt. Lo cual nos permitiria usar las reglas usuales del célculo, incluso podemos
escribir nuestras ecuaciones en términos de derivadas y no en diferenciales. Sin embargo,
vamos a probar que (dW)2 no se anula con dt, este resultado es el motivo por el cual es
necesario escribir nuestras ecuaciones en términos de diferenciales y nos mostraran el alma
del céalculo de Ito. La solucién de una ecuacion diferencial estocastica implica sumar los
incrementos infinitesimales para todos los pasos dt. Para ver la contribucion, no nula, de
(dW)Qtenemos que sumar sobre todos los pasos temporales hasta un tiempo finito 7. A partir
de la descripcién discreta es posible obtener las propiedades estadisticas que contribuyen a
la solucion.

Calculamos el valor de expectacién de (AW)?

(AW)®) = — (AW))> + V [AW] = At, (2.37)

esto es facil de ver, dado que el promedio de AW es cero. Esto nos dice que el valor de
expectacion de (AW)2 no se desvanece respecto a los pasos temporales At, por lo que la
suma de dichos incrementos tampoco se van a anular cuando hacemos la suma sobre todos
los pasos infinitesimales e incluso cuando pasamos al limite continuo. De hecho, el valor de
expectacion para todos los incrementos de (AVV)2 de 0 a T es:

</0T (dW)2> - /OT ((@W)") =T = /OT dt. (2.38)

Vamos a ver que pasa ahora con la varianza. Calculamos directamente la varianza usando la
densidad de probabilidad para AW, tenemos entonces

V [(AW)?] =2(At)* =2 (%) : (2.39)
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La varianza de la suma de todos los incrementos (AW)? es

= NZ V [(AW)?]

N-1

> (aw)?

n=0

V

2 (At)?

=2— 2.40
N’ ( )

pasando al limite continuo, es decir la integral de todos los incrementos tenemos

N-1 72
, 2o =
J\PE;OV EO (AW)*| = ]\}IE)I(l)OQN 0. (2.41)

Esto nos dice que la integral de todos los incrementos (aﬂ/V)2 no es aleatoria, al contrario, es
determinista e igual a su promedio 7"

/OT (dW)* =T = /OT dt. (2.42)

La razén es la misma por la que la varianza del promedio de N variables aleatorias, idénticas
pero independientes, tiende a cero conforme N crece.
Por lo tanto tenemos el siguiente resultado

(dW)* = dt, (2.43)

que conocemos formalmente como Lema de Ito, o bien, regla de Ito, que es fundamental para
resolver ecuaciones diferenciales estocasticas con ruido Gaussiano.

Esta relacion es la que nos aleja de las reglas usuales del cédlculo, dado que cada que
aparece un término del orden de (dI/V)2 no debemos descartarlo. Sin embargo, los demas
términos, de la forma dt"dW™, con n > 1 y m > 1, deben ser descartados en el limite
infinitesimal. Por lo tanto, los términos que van a contribuir a la solucién de una ecuacién
diferencial estocastica son dt, dW y (dW)2. Por lo tanto, la regla de Ito debe ser conside-
rada para manipular ecuaciones diferenciales estocasticas. La técnica de calculo que hemos
discutido se denomina Célculo de Ito.

A manera de resumen, cuando trabajamos con ecuaciones diferenciales estocasticas vamos
a tomar en cuenta todos los términos a primer orden de dt y dW, y todos los términos de
segundo orden en dW. Es necesario hacer esto cada que tengamos una ecuacion diferencial
estocastica para x, y cuando querramos conocer la ecuacion diferencial estocastica para una
variable que sea funcion de x.

Para hacer evidente estos resultados vamos a examinar un ejemplo que permite compren-
der los resultados expuestos, consideremos la ecuacién diferencial estocastica

de = fdt + gdW, (2.44)
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donde f y g son coeficientes de las contribuciones determinista y aleatoria respectivamente.
Queremos encontrar la ecuacién diferencial para y = 22, con x una variable estocéstica.
Primero debemos de encontrar la relacion entre los incrementos de y y dy respecto a los
incrementos de x, por lo que hacemos

dy = y(t+dt)—y(t)
= [e(t+dt)]’ — [z ()
= (z+4dz)’ — 2?
= 24 2zdx + (dz)? — 2?
= 2xdx + (dv)?. (2.45)
Tomando en cuenta que x satisface la ec.(2.44), tenemos
dy = 2x(fdt +gdW) + (fdt + gdW)?
= 2x(f dt + gdW) + (f dt)* + (g dW)? + 2f gdtdW
= 2x(fdt + gdW) + (gdW)?
= (2f v + g*)dt + 2z gdW (2.46)
Donde hemos usado la regla de Ito, cambiando (dW)? — dt, y los demds términos son
descartados debido a que son de la forma dt"dW™, conn > 1y m > 1.
En el ejemplo se hace evidente el uso de la regla de Ito, y aunque el ejemplo es bastante
ilustrativo existen funciones que requieren un poco mas de esfuerzo. Sin embargo, existe una

forma mas simple de calcular los incrementos de cualquier funcién no lineal y(z) = Z (x) en
términos de los incrementos de z. Sea la ecuacién diferencial estocdstica

dx = fdt + gdW. (2.47)

Hacemos un desarrollo en series de Taylor para y (x) hasta el segundo orden para ver expli-
citamente la contribucién de (dW)?, siendo

dy = Z'dx + %Z” (dz)?, (2.48)
con 7' = %. Sustituimos los valores de dz y tenemos
dy=2Z'(fdt+gdW) + %Z” (fdt+ gdW)?
=Z'(fdt+ gdW)+ %Z” [(f dt)* + (gdW)? + 2f gdtdW]
=7 (fdt+gdW) + %Z” (gdW)?
= (fZ’+%g Z”) dt + g Z'dWw. (2.49)

Entonces tenemos una nueva forma para la formula de Ito

1
dy (x) = <fZ’+§g Z") dt + g Z'dW. (2.50)
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Capitulo 3

Movimiento Browniano no relativista

En el capitulo anterior se presentaron las consideraciones teodricas, de manera tal que
la formalidad matematica no fue necesaria para para establecer EDEs en términos de dife-
renciales y el cdlculo de Ito que establece las reglas que hay que tomar en cuenta para el
término del ruido. En este capitulo vamos a estudiar el movimiento Browniano no relativista
siguiendo la metodologia del capitulo anterior. Este estudio sera de gran ayuda para abordar
mas adelante el problema del movimiento Browniano relativista.

3.1. Movimiento Browniano

Tal como lo hemos comentado, el movimiento Browniano es un fenémeno tipico de no
equilibrio cuya dinamica puede describirse mediante una EDE, conocida como ecuacién de
Langevin. De acuerdo con Langevin[10], es posible describir el movimiento de la particula
Browniana en términos de la segunda ley de Newton si suponemos que la fuerza neta que
experimenta la particula es la suma de dos fuerzas, una fuerza de friccién viscosa y la otra
una fuerza aleatoria. La fuerza de friccion corresponde a la resistencia que experimenta la
PB al estar inmersa en un fuido. Esta fuerza es proporcional al negativo del momento del la
particula Browniana, es decir

Ffm'ccio’n = —ap = —amu, (31)

donde m es la masa del grano de polen y v es su velocidad. La constante de proporcionalidad,
a, generalmente se refiere a la taza de amortiguamiento, dada por aw = 67nd/m, siendo d el
didmetro de la particula considerada esférica y n es la viscosidad del fluido. Esta fuerza se
conoce como la fuerza de Stokes.

Por otro lado, la fuerza aleatoria que actua sobre la particula Browniana es resultado de
la colisién entre las moléculas del fluido con la PB. Luego entonces la ecuacion de movimiento

estd dada por
d*x
Moy = —ap + g€ (1), (3.2)

donde ¢¢ (t) corresponde a la fuerza estocastica y g su intensidad. El término £ (¢) se conoce
en la literatura como ruido estocastico o simplemente ruido, cuyas propiedades estadisticas

25



26 CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO NO RELATIVISTA

suponemos que satisfacen las propiedades de de ruido blanco Gaussiano con promedio cero.
También nos interesa saber el valor de expectacion del producto de la variable aleatoria con
la misma pero en un tiempo distinto, a dicho valor se le conoce como funcién de correlacién.
En el caso del movimiento Browniano tenemos

E@Et+7)=0(7), (3-3)

es decir, la auto-correlacion que tiene la variable aleatoria a distintos tiempos es una delta
centrada en el tiempo final.
La ecuacion (3.2) puede ser escrita en forma vectorial de la siguiente forma

i ()= (0 )G (6o (), 4

o bien, en forma de diferenciales

() = (0 L) ) (6 5) () 05

con dW el proceso de Wiener. Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales estocasticas
podemos notar que dx depende de p, mientras que dp no depende de x. Por lo tanto, para
resolver dicha ecuacién es necesario primero resolver para p y depués para x. La ecuacion
para el momento, p, es

dp = —apdt + gdW. (3.6)

Esta ecuacién es conocida como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck [12] y puede resolverse
usando los métodos presentados en el capitulo anterior.

Tomando en cuenta tnicamente la parte determinista dp = —apdt, y suponiendo que
para t = 0 p(0) = pg, entonces su solucién serd p () = ppe~**. Ahora, haciendo un cambio
de variable y = pe® y y (0) = o, el cual de manera explicita queda como

dy=y((pt+dt), t+dt)—y(t)
=y(p+dp, t+dt) —y(t) (3.7)
= (p+dp) exp[a (t + dt)] — pexp [at]

_ pea(t-‘rdt) + dpea(t-‘rdt) . peat.

Usamos el desarrollo de la exponencial hasta primer orden de tal forma que e*(+%) —
e*ed = e2t(1 4 at). Sustituyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos
dy = pe™ + pae®dt + e*dp + ae™dp dt — pe™. (3.8)

Tomando en cuenta que todos los incrementos son infinitesimales, entonces el producto de
cualquier incremento infinitesimal con dt se puede despreciar, dando como resultado

dy = pae*dt + edp. (3.9)
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Sustituimos la ecuacién (3.6) en la ecuacion (3.9) de tal manera que

dy = pae®dt+e™ (—apdt+ gdW)
= paedt —ape*dt + e gdW
dy = e*gdW. (3.10)
La ecuacion anterior puede ser resuelta de la forma usual o, como en el capitulo anterior,

sumando todos los incrementos estocasticos dWW sobre un tiempo finito ¢ y tomando el limite
al continuo. Utilizando cualquier método obtenemos como solucion

vO=uto s (s) (3.11)

Para tener una solucién completa de la ecuacién diferencial estocastica debemos obtener el
promedio y su varianza. Debido a la presencia de la integral estocéstica, expresamos nuestra
solucién en forma discreta considerando t = NAt

N-1
— _ ? anAt
y(t) =y (NAt) =y + J\ll_r)noog ZO e AW, (3.12)

Para calcular la varianza podemos definir la variable aleatoria Y, = ge®™**AW,,. Dado que
al multiplicar una variable aleatoria por un nimero c la varinza de dicha variable aleatoria
cambia por un factor de c?, entonces

174 [Yn} _ 9262anAt (AWH)Q _ g2€2anAtAt, (313)

de modo que la varianza de y(t) sera

N—1 N-1

— % _ 2 s 2anAt

Viyt) = ng{l)oz;‘/[Yn] =g J}gnnge At
o [* 9>
= s = = (e* —1). 14
g /0 e*ds = o~ (e ) (3.14)
La media de y(t) estd dada por

(y () = vo, (3.15)

dado que (dW) = 0. Finalmente, para obtener la solucién para la ecuacion diferencial original
(3.6) tenemos que p = ye~* y entonces

t
p(t) = poe " + g/ e E0aW (s) (3.16)
0
que es la solucion de la ecuacién (3.6) donde el promedio es

(p(t)) = poe™,
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y la varianza estd dada por
2
g —2a
Vip) = % (1—e2). (3.17)

Por otro lado, sabemos de mecédnica estadistica que el promedio de la energia cinética
(E) = (p*/(2m)), en el equilibrio es igual a kT /2. Entonces para que nuestro modelo
sea consistente con los resultados de la fisica estadistica se debe cumplir lo anterior, una
implicaciéon directa es que la densidad de probabilidad debe ser independiente del tiempo en
el estado de equilibrio. Examinando el resultado obtenido para la varianza, V [p (¢)], cuando
tomamos el limite ¢ — oo vemos de inmediato que en el estado de equilibrio

lim V[p(t)] = lim = (1 —e?*) = g—a =V(p),,- (3.18)

Ahora, dado que el promedio, (p(t)) = poe~*, tiende a cero conforme ¢ — oo, entonces
(p*) =V [p(t)]. Por lo tanto, para ser consistentes con los resultados de fisica estadistica se
debe cumplir

— (g omy) = TR (3.19)

de manera que la intensidad del ruido debe satisfacer
g* = 2amkpT. (3.20)

Este resultado es conocido como la relacién de fluctuacién-disipacién [9, 10, 12], la cual
muestra que en estado estacionario existe una relacién entre la intensidad del ruido g? con
el coeficiente de friccion a y la temperatura 7. En otras palabras, en el estado estacionario
se establece un balance entre la fuerza de friccién que tiende a detener el movimiento de
la particula Browniana, y la fuerza fluctuante que la mantiene en movimiento permanente.
Una de las cantidades de relevancia que es posible calcular y medir en un experimento es el
desplazamiento cuadratico medio, el cual se obtiene directamente mediante la integracién de
p(t) /m respecto al tiempo de la ec. (3.16), es decir

z(t) = /Ot 2%S)ds (3.21)

p t g t S ,
=2 [ eds + —/ {/ e~ =g (s’)] ds.
m Jo m Jo 0

El orden de la doble integral en el segundo término puede ser cambiado usando las reglas
usuales del calculo, y es facil probarlo al pasar a la discretizacion de la integral, entonces

:c(t)_ e “*ds +m// 2= ds'dW (s)

_ Po (1_€at)+%/0 (1 faS) dW (s) . (3.22)
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Esta expresién es la solucién completa para la posicién x (t) . La distribucién de probabilidad
para z (t) es Gaussiana, lo cual nos permite calcular su promedio y su varianza a partir de
los resultados obtenidos anteriormente. El promedio es simplemente

(@ () = 22 (1— ey, (3.23)

mao
mientras que la varianza es

Viz (1) = (nf—a)Q /O (1— )2 ds (3.24)
g g9’ ot 2t
= (ma)2 + SmZe3 (46 —e — 3) .

Langevin se dio cuenta que la tasa de amortiguamiento «, o decaimiento, es muy rapida, al
menos comparada con el tiempo de observacién en el experimento. Lo anterior, es equivalente
a considerar at > 1, y como consecuencia la varianza en dicho limite se reduce a

Vie ()] = g2t2 3 _ 922(t 3)% QQtQ:(kBT>t. (3.25)

(ma) © 2m2aB (ma)  2a (ma) 3mnd

La varianza de la posicion, de la particula Browniana, es proporcional a ¢t para tiempos
en los cuales at > 1. Este es el mismo comportamiento que exhibe el ruido de Wiener,
es por eso que el ruido de Wiener es conocido como ruido Browniano. Para probar que
el modelo matemadtico es adecuado, en 1910 Smoluchouski y Perrin en 1911 [11] realizaron
experimentos en los cuales se observo el movimiento de la particula Browniana y confirmaron
este comportamiento de la varianza.

Exite por otro lado, una forma distinta de obtener el coeficiente de difusién asintética
debida a Kubo [44]. Dicho coeficiente se define de forma general como

D, = lim 1 (X (t) — X (0)]*), (3.26)

t—oo 2t
por lo que para el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck se obtiene el resultado

kgT 2 kgT
D= (22)=_2 " (3.27)
6mnd (ma) mao

En esta seccién hemos estudiado y resuelto la EDE tipo Ornstein-Uhlenbeck usando el calculo
de Ito y aplicado al problema del MB. El célculo de Ito conduce a los mismos resultados usan-
do las herramientas del cdlculo convencional, como era de esperarse. Sin embargo, la utilidad
de dicho célculo se vera posteriormente cuando estudiemos las EDEs con ruido multiplica-
tivo. Existe por otro lado, una forma alternativa para describir los procesos estocasticos, tal
como lo hizo Einstein para resolver el problema del MB al establecer la ecuacion de difusion
para densidad de probabilidad. En la siguiente seccion estudiaremos la manera de describir
los procesos estocésticos a través de la ecuacion para la densidad de probabilidad conocida
como ecuacion de Fokker-Planck.
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3.2. Ecuacion de Fokker-Planck

Dada una ecuacién diferencial estocdstica, su solucién queda completamente determinada
cuando se obtiene la distribucion de probabilidad correspondiente. Todo proceso estocastico
tiene asociado una distribucién de probabilidad que a su vez satisface una ecuacion diferencial
parcial. En otras palabras, dada una EDE es posible obtener a partir de ella una ecuacion
diferencial parcial para la densidad de probabilidad, conocida como ecuacion de Fokker-
Planck.

Aunque esta ecuacién no proveé tanta informacién como la ecuacién diferencial estocasti-
ca, por ejemplo no nos proporciona un método practico para realizar simulaciones de las
trayectorias del proceso. Sin embargo, su mayor virtud es que podemos obtener expresiones
analiticas para las densidades de probabilidad del estado estacionario, lo cual no siempre es
facil de obtener a partir de la ecuacion diferencial estocastica.

Resulta relativamente sencillo obtener la ecuacion de Fokker-Planck de un proceso es-
tocdsico, x (t), a partir de una ecuacién diferencial de Ito

de = f(x, t)dt + g (x, t)dW. (3.28)

Comenzamos calculando la ecuacion diferencial para el valor promedio de una funcién ar-
bitraria h (x), usando la regla de Ito, la ecuacién diferencial para la funcién h (z) queda
como

=™t g™ (3.29)
ah 1d2h
_ <%> (f(z, t)dt + g (z, t)dWV) 5 452 (f (x, t)dt + g (z, t)dW)?

2

:<%> (f (z, t)dt + g (x, t)dW)+;ZZg (a, t) (AW)*

dh 1d%h dh
(dx>f<x t)dt—|—2d 59 2 (z, t)dt + (%)g(:ﬁ, t) dWw,

tomando el promedio de ambos lados, y tomando en cuenta que (dW) = 0, tenemos

10y = (1. 0 (2 )i 2ot e 0 20
fzt> <f(a: t) (j—i)>+%<92 (2, t)%> (3.30)
:/Oo {f(x, ) (‘;Z) +;g (z, t)%} P (z, 1) du.

oo

En la dltima linea usamos la definicién del valor promedio, donde P (x, t) es la den-
sidad de probabilidad, tomando en cuenta que la probabilidad es normalizada y que
lim, 10 P (x, t) = 0. Después de integrar dos veces por partes tenemos

d{h)

dt :/oo dzh () {—ﬁ(f (z, )P (, ))+18_( 2(z, t)P (x, t))] : (3.31)

o ox 2 0x?



3.2. ECUACION DE FOKKER-PLANCK 31

por otro lado para cualquier h (z), sabemos que

(h(z)) = /_OO dzP (z, t)h(z), (3.32)

entonces 40 P )
o x, t
si usamos los resultados de las ecuaciones (3.31) y (3.33), se cumple que
o0 0 102 ,, 0 OP (z, t)
/mdih(i) {—%(f(% )P (w, ))+§@<9 (z, )P (z, t))} —/Oodﬂfh($)T~
(3.34)

Puesto que integramos sobre el mismo espacio y se esta mutiplicando por la misma funcién
h (x) arbitraria, entonces los elementos dentro de la integral deben de cumplir

OP(z, t) 0 10,
= (F e OP (@ )+ 555 (6 (@ HP (1)), (3.35)

la cual es conocida como Ecuacion de Fokker-Planck.
En el caso de n-dimensiones, podemos obtener la ecuacion de Fokker-Planck vectorial
para x = (1, Z2,..., xy). Para la ecuacién vectorial estocastica

dx =f(x, t) di + G (x, t)dW, (3.36)

donde f = (f1, fo,...., fn)", dW = (dWy, dWs,..., dWy)" es un vector de M incremen-
tos de Wiener independientes entre ellos y G es una matriz de N x M. Es posible demostrar
que la ecuacion de Fokker-Planck tiene la forma de

P (x, t oo
%:_Zax (filx, P (x, £)) +

=1 v i=1 j=1

S T by )P 1), (337

Dy;
ﬁxzxj

| —

con D'ij = Zk:l GZkG]k

Con los resultados expuestos en la presente seccién podemos estudiar las ecuaciones
diferenciales estocasticas y las ecuaciones de Fokker-Planck relacionadas a los problemas que
nos conciernen, como es el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

3.2.1. Ecuacion de Fokker-Planck del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck

Para obtener la ecuacion de Fokker-Planck asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck
partimos de las siguientes ecuaciones diferenciales estocasticas

(;l;) - (8 1—/21) (;) d + <8 2) dw, (3.38)
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entonces la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente, obtenida a partir de lo expuesto en
la seccion (3.37), tomando en cuenta que

fe=p/m,  f,(p, t)=—ap (3.39)
y
0 0
G(x, 1) = <O g) ; g = cte (3.40)
sera
OP (z, p, t 0 o 1 .02
(xatp ) T or (%P (z, p, t)) + o (apP (x, p, t)) + 5928_]92 (P (x, p, t)). (3.41)

Siendo la ecuacion correspondiente al sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas (3.38),
dicha ecuacién tiene por solucién una funcién de distribucion de probabilidad Gaussiana, el
cual puede ser obtenida como se muestra en [43].

Termalizacion

Un proceso de gran interés es conocido como la termalizacion de un sistema fisico. Dicho
proceso se realiza cuando el sistema, descrito por un vector x, es colocado en contacto con
un sistema mucho més grande en equilibrio térmico a temperatura 7', conocido como bano
térmico. Entonces la densidad de probabilidad se convierte en una densidad estacionaria
P (x).

Para el caso del movimiento Browniano, la ecuacién (3.6) proporciona un modelo para
la termalizacion de una particula inmersa en un fluido. Para tal caso, considerando una
dimensién, el estado del sistema esta descrito por p, por lo que la ecuacién de Fokker-Planck
es unidimensional

OP (p, t) 0

= — |apP (p, t) +

ot ap (9°P (0, 1)) |- (3.42)

10

20p

Consideramos que si el sistema alcanza un estado estacionario entonces no existen variaciones
. . o . 0P t

en el tiempo de la densidad de probabilidad, es decir, % = (. Por lo que el problema

se reduce a la ecuacion

WP (1) + 550 [P ()] =0 (3.43)

Dicha ecuacién es una ecuacién diferencial que se puede resolver si consideramos v (p) =
g*P (p), por lo tanto tenemos la ecuaciéon

V' (p) + (2ap/g*)¢ (p) = 0, (3.44)
cuya solucién es
1 _»e
¥ (p) = FNC o, (3.45)
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donde A es una constante de normalizacién que cumple

| ewa-t (3.46)

Es de gran interés el caso en el que si se cumple (3.20) entonces la funcién de densidad de
probabilidad estacionaria es la de Maxwell-Boltzmann

1 p?

=~ ¢ ZmkpT 3.47
Yars () 20mkgTN © ( )

Entonces, la solucién estacionaria para el sistema es precisamente la distribucién de Maxwell-
Boltzmann para el momento. En el caso multidimensional se generaliza el resultado de ma-
nera inmediata, con la solucion

1 p?

__r T 4
Vw5 (P) 20mkgTN,, ¢ v (3.48)

donde N, es la constante de normalizacién que cumple

| et (3.49)

Con esto queda claro que el modelo del movimiento Browniano incluye la parte estadistica
del movimiento aleatorio de manera correcta, y también describe de manera adecuada el
proceso de temalizacion de una particula inmersa en un bano térmico.

3.3. Reglas de discretizacién

Las ecuaciones diferenciales estocdsticas que vamos a trabajar en la presente tesis pueden
ser expresadas de manera general como

de = f(z, t)dt + g (z, t)dW, (3.50)

donde el primer término es conocido como término de arrastre y el segundo es el término
de difusiéon. En el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck consideramos el coeficiente de
difusién, g (z, t) = cte, es decir, no tiene dependencia de la variable fisica = y se le conoce
como ruido aditivo. Sin embargo, si g (z, t) depende explicitamente de x entonces se dice
que el término de difusion es multiplicativo. Dado el caso, el calculo de Ito presenta algunos
detalles que expondremos de manera explicita, partimos de la ecuacién (3.50) escrita en
incrementos discretos y consideramos el ruido Gaussiano

Az = f(z, t) At + g (z, t) AW, (3.51)
cuyas soluciones recurrentes son de la forma,

Ty = Tp_1+ Axn—l
=Tp-1+ f (xnfla tnfl) At =+ g (xnfla tnfl) Aanl (352)
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y la solucién general, obtenida después de iterar N veces es

oy =2 (NAt) =20+ > f (20, ta) AL+ D> g (20, tn) AW, (3.53)

La expresién anterior en general arroja soluciones aceptables pero no es de mucha ayuda si
queremos obtener una solucion explicita para z, dado que la solucion esta en términos de
TN_1, TN_2, ...To pero no incluye el término x . Escrito en su forma discreta nos lleva a una
expansion infinita de términos y cuando se lleva al limite continuo, considerando N — oo,
obtenemos la integral de Ito, precisamente como la definimos

/Og(:v() t)dW = lim Zg T, tn) AW, (3.54)

N—oc0

Esta integral es parte de la solucién para z (t). Sin embargo, existen formas alternas de
definir las integrales estocasticas para un proceso de Wiener, las cuales dependen de la regla
de discretizacion usada para las integrales. Por ejemplo, la integral de Stratonovich considera

el punto medio de la discretizacion, es decir, evalua la funcién estocéstica en %, por lo
tanto, queda definida como
! —  (z[(n+ DAL + z [nAf]
f g (x,t)dW = lim Zg , nAt ) AW,
0 n—00 = 2
= (Tt
= lim d g (%tn) AW,,. (3.55)

n=0

Vale la pena cambiar un poco la notacion para distinguir entre la integral de Stratonovich
y la integral de Ito. Para hacer notar las diferencias entre una regla de discretizacion y otra,
vamos a diferenciar los coeficientes de arrastre y el de difusiéon como sigue:

» Para Ito, consideramos un asterisco () como subindice del coeficiente de arastre y en
el producto del término de difusién. Por lo tanto, la ecuacién diferencial estocéstica de
Ito queda como

de = f.(x, t)dt + g (z, t)x AW. (3.56)

» Para la integral de Stratonovich consideramos un circulo blanco o bullet blanco (o),
de igual forma lo colocaremos como subindice en el coeficiente de arrastre y como
producto en el término de difusién. La ecuacién diferencial estocédstica queda como

de = fo (x, t)dt + g (x, t) o AW. (3.57)

Para ver cudl es la relacién entre ambas integrales (Ito y Stratonovich), calculamos de manera
explicita la diferencia. Partimos de la solucién para la ecuacién estocastica (3.56) en su forma
discreta,

Tp=Tp1+ [ (T 1, ta1) At + g (xy_1, th1) AW, 1, (3.58)
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y tomamos el n-ésimo término de la integral de Stratonovich dado por

n n A n
g (% tn) AW, =g <xn n Tx tn> AW, (3.59)

Con la idea de hacer la notacién mas compacta usamos que g, = g(n,t,), y desarrollamos

en serie de potencias en el punto (z,,t,) hasta segundo orden, y usando la regla de Ito,
(AW)? = AL, tenemos

Az, Az, 99, 1 [ Az, )\ 0%,

Dado que la ecuacién estocastica es valida para todo tiempo t, podemos sustituir el n—ésimo
término, Az, = f (x,,t,) At + g (z,,t,) AW, en la expresion anterior y obtenemos

Az,
glTn+ DR tn

o+ (ant+gnAWn) Ogn , 1 <ant+gnAWn)2 0% gn

2 ox 2 ox?
_ fa 9n Agn | (92 *gn
= gn+ < At + AW > O + ( S a2 (AW, ) (3.61)
Az, _ Jn O9n 62971 In gn
g(xn+ 5 7tn> = gnt ( > D +7 1 922 At + 5 B AW, (3.62)

donde hemos usado la regla de Ito para obtener la tltima linea. Ahora es conveniente llevarlo
a la forma discretizada de la Integral de Stratonovich, por lo que sumamos de ambos lados
de la ecuaciéon y multiplicamos por AW,,, obteniendo

N-1 N-1

_ fn agn 9n aQQn agn 2
;0 ( )AW - g[gnAW+<2ax+4az )AtAW—k(Q(%)(AWn)}
~ gn 9y
_ g [gnaw + ( n 0. ) At] (3.63)
Tomando el limite cuando n — oo de ambos lados, tenemos
t
f (x, t)dW = / (x, t)dW + = / Mg (x, t)dt. (3.64)
0 2 /o Ox

Por lo tanto si tenemos la ecuacién estocastica dx = f, (x,t) dt + g (x,t) o dW y usamos la
regla de discretizacion que nos lleva a la integral de Stratonovich tenemos la solucién z(t)

o) = /fx tdt+7[ (2, £)dIV

_ x(o)+/0 {f(:c, t)+g(9; tmgg; t)}dt—i—/otg(x, HydW.  (3.65)

Es importante notar que las tltimas integrales son integrales de Ito. Es decir, si tenemos un
sistema que involucre ruido multiplicativo, de la forma

de = fo (z,t)dt + g (x,t) o dW (3.66)
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podemos resolverla usando la integral de Stratonovich, o bien, podemos cambiar el co-

eficiente de arrastre de tal forma que la ecuacién diferencial estocdastica sea dr =

[f* (x, t)+ @%] dt + g (z, t) x dW y entonces resolvamos con la integral de Ito.

Existe otra regla de discretizacién, conocida como Ito-Inverso, la cual vamos a identificar
con un circulo negro o bullet negra (o). En esta regla de discretizacién consideramos

N-1

fg(x,t) AW = 1im 3 g (e [(n+ DAL, (n+ 1) At) AW,

n—oo

N-1

= lim > g (@ns1, tagr) AW, (3.67)
n=0

Dicha integral corresponde a tomar el punto posterior en la discretizacién. Haciendo un
analisis similar al anterior llegamos a

z(t) =z (0) + /0 f(x, t)dt + fotg (x, t)dW (3.68)
g (z, t)

t
t t
:x(0)+/ [f(x, t)+g(z, t) —} dt+/ g (z, t)dW.
0 Ox 0
Es decir, como en el caso anterior, si tenemos un sistema cuya ecuacion diferencial estocastica
es
de = fo (x,t)dt + g (z,t) e dW, (3.69)

de manera similar al caso de la integral de Stratonovich podemos resolver usando la integral
de Ito-Inverso, o bien, cambiarla por

de = |f, (z, t)+ g (z, t) dt + g (z, t) *dW (3.70)

dg (x, t)
ox
y utilizar el calculo de Ito para trabajarla.

Desde un punto de vista practico, cada regla de discretizacion tiene propiedades carac-
teristicas unicas. Por ejemplo, la regla de discretizaciéon de Ito (*) es muy conveniente para
simulaciones numéricas, pero cuando se consideran transformaciones no lineales para el mo-
mento P se debe de tener en cuenta las modificaciones al calculo usual por el célculo de Ito.
Por otro lado, si se considera la regla de Stratonovich (o), las reglas del calculo usual se con-
servan pero para simulaciones numeéricas es mas complicado implementar la discretizacion.
Finalmente cuando consideramos la regla de Ito-Inverso (o), las simulaciones numéricas son
muy complicadas para implementar, sin embargo como veremos més adelante podemos ob-
tener una relacion de fluctuacion-disipaciéon mucho més simple que en las otras dos. Es decir,
podemos usar las diferentes reglas de discretizacion dependiendo del fenémeno fisico que
querramos modelar. El calculo que aprendimos a usar es el de Ito, por lo que es conveniente
llevar las ecuaciones diferenciales estocasticas a la discretizacion de Ito. Lo anterior se logra
corrigiendo en el término de arrastre de la ecuacién correspondiente, es decir, podemos pasar
de una a otra regla de discretizacién y por consiguiente de una a otra ecuacion diferencial
estocastica.



Capitulo 4

Termoestadistica relativista de
equilibrio

En los capitulos anteriores hemos estudiado algunas de las herramientas necesarias para
resolver EDEs no relativistas que deseamos extender a las correspondientes para el caso del
movimiento Browniano relativista. Para abordar este ltimo es necesario recordar algunos
conceptos basicos de la relatividad especial asi como de la termoestadistica relativista. En
particular es de gran interés generalizar resultados como la relacién de fluctuacién-disipacion
en el régimen relativista, la cual establece un balance entre la fuerza de friccion y la fuerza
fluctuante en el estado estacionario. Con lo anterior en mente, el capitulo esta organizado de
manera tal que primero se repasan los conceptos de relatividad especial necesarios, después
se establecen las condiciones que deben de cumplir las funciones de distribucién de proba-
bilidad para que sean consistentes con el formalismo relativista y finalmente estudiamos la
modificacién relativista de la distribucién de Maxwell-Boltzmann con finalidad es establecer
una relacion de fluctuacion-disipacion relativista en el siguiente capitulo.

4.1. Relatividad especial

En el siglo XX, a partir del surgimiento de la relatividad especial, se ha hecho un im-
portante trabajo para reformular las teorias clasicas de la fisica en un contexto relativista.
La teoria de la relatividad especial esta basada en dos postulados, el primero establece que
las leyes de la fisica deben ser las mismas sin importar el marco de referencia inercial; el
segundo afirma que la luz siempre se propaga en el vacio con una velocidad constante ¢ que
es independiente del estado de movimiento del cuerpo emisor y del estado de movimiento
del observador, en la presente tesis para la velocidad de la luz consideramos ¢ = 1, a menos
que se considere necesario escribir c. Estos postulados, en conjunto con algunas suposiciones
adicionales dan lugar a la teoria de la relatividad especial. Por lo tanto, para generalizar los
conceptos que utilizaremos en los siguientes capitulos tenemos que considerar los postulados
enunciados y sus implicaciones.

En general, para describir un evento nos interesa saber en dénde ocurrié y el momento
en que ocurrié. Para el caso de la relatividad especial estos dos elementos de informacion
son considerados coordenadas del espacio tiempo, es decir para describir eventos hacemos

37
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uso de un espacio (1 + d) —dimensional, correspondientes a una dimensién temporal y d
dimensiones espaciales. Entonces un evento en el espacio-tiempo estard descrito mediante el
conjunto ordenado de la forma

X

= (t, x)= (t, ot a;d) , (4.1)

en donde los indices griegos o, 3, 7,..., toman los valores 0, 1, 2,...,d, y dado el caso,
cuando solo tengamos indices con letras latinas i, j, k, ..., estos tomaran inicamente valores
de las componentes espaciales, es decir {1, 2,...,d}. Para el presente trabajo, consideramos
un espacio-tiempo (1 + 3)—dimensional y curvatura nula, cuyo elemento de linea es

ds? = =2 + da® + dy? + dz* = npdrda” (4.2)
y las componentes correspondientes del tensor métrico de Minkowski 7,5 son
1 000

0 0
T]ag = 0 0 (43)
0 1

o O =
O = O

Las componentes de los vectores que denotamos con superindices (z%) se denominan contra-
variantes. Para obtener las componentes covariantes (z,), es necesario contraer con 7,3, €s
decir,

To 1= Napr”, (4.4)
cuyas componentes son

To > (=1, X)
Genéricamente nos referimos a estas como las componentes de los vectores del espacio-tiempo,
las cuales para el caso de (1 + 3)-dimensiones les llamaremos cuatro-vectores y siendo sus

componentes
=t x)=(t =, vy, 2), (4.5)

La relacion entre componentes de un cuatro-vector en un marco de referencia y otro que se
mueve respecto al primero con velocidad w en el eje de las x, son tales que

=~ +wt'), y=y z2=2, t=~{+wa) (4.6)

donde v = (1 — w2)_1/ ? a dichas relaciones se les conoce como transformaciones de Lorentz,
y son consecuencia directa de los postulados de relatividad especial.

Escritas de forma tensorial, en la teoria de la relatividad especial la transicion de un
marco de referencia inercial, T, a otro marco Y’ estd dada por

T = AT & 2/ = N2’ (4.7)

donde A% es la matriz de Lorentz que es de la forma

(4.8)

o O OO
o O OO
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Adicionalmente a las transformaciones entre marcos inerciales podemos incluir las restric-
ciones

A% >1,  det (A%) =+1, (4.9)

con lo cual excluimos inversiones temporales y de espacio-tiempo.

Ahora, con el objetivo de describir la evolucién de un evento en el espacio-tiempo es
necesario conocer como cambian sus coordenadas respecto a las coordenadas del espacio-
tiempo, es decir es necesario definir los cuatro-vectores de gradiente como sigue

0 0
aa L= O — <a, V) s (410)
o2 9 (2
R ( o V). (4.11)

Con la idea de describir la evolucién del movimiento de una particula es usual utilizar la
coordenada temporal ¢t del marco de referencia en el cual se encuentra. Sin embargo, dado
que ahora el tiempo ¢ tiene el mismo estatus que las coordenadas espaciales es conveniente
introducir un tiempo invariante, tiempo propio, bajo transformaciones de Lorentz como aquel
determinado por un marco que se mueve junto con la particula. De este modo un diferencial
de tiempo propio se expresa como

1/2 1/2

dr = (—napda®da®)'® = (at® — ax?)'"? = dt (1 - v?)'/?, (4.12)

donde v (t) := dx (t) /dt es la velocidad de la particula en el marco de laboratorio. Ahora
introducimos un cuatro-vector velocidad u® de una particula como la derivada respecto al
tiempo propio, es decir

ut = —— = yu® = —1. (4.13)

dr

Este es un cuatro-vector debido al caracter invariante del tiempo propio. Ahora, nos interesa
asociar lo antes presentado con otras cantidades fisicas, tales como el momento y la energia,
por lo que definimos para una particula puntual, con masa m > 0, el cuatro-vector de energia
momento p* = (po, ph .., pd) = (¢, p), tal que

P = mu® = pap® = —m?. (4.14)

Es importante mencionar que p® al ser un cuatro-vector también transforma bajo las
transformaciones de Lorentz, es decir,

/o

P =A%, (4.15)

o bien, la transformacion de cada una de sus componentes es de la forma

pe =7, +wpy), py=0, p.=0., po="7py+wp,). (4.16)

Las relaciones y definiciones anteriores, junto con los postulados de relatividad especial, dan
lugar a varias propiedades que pueden ser obtenidas facilmente, por ejemplo

P’ =e=my(v), p=my(v)v, v(v):= (1—v2)_1/2. (4.17)
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destacando la condiciéon de mass-shell, que serd de gran importancia para la descripcion del
movimiento Browniano relativista, siendo

m?=e —p*=¢?—p~? (4.18)

que obtenemos gracias a la ec. (4.14).
Aunque la relatividad especial da un espectro amplio de estudio, los anteriores son los
conceptos minimos necesarios para describir el movimiento Browniano relativista.’

4.2. Densidades de probabilidad en relatividad espe-
cial.

Una vez revisado los conceptos necesarios para poder dar una descripcion relativista al
movimiento Browniano es conveniente considerar la version relativista de la termoestadistica.
Primero hay que recordar que la mecanica estadistica proporciona el nexo entre la descripcién
mecanica y termodindmica de un sistema macroscépico, nos permite obtener las propieda-
des termodinamicas macroscopicas de un sistema a partir del estudio de las propiedades
microscopicas. Es frecuente dividir la mecanica estadistica en dos partes:

» Mecénica estadistica en equilibrio (Termoestadistica o termodindamica estadistica), la
cual se ocupa de la descripcion de sistemas en equilibrio termodinamico.

= Mecénica estadistica de no equilibrio, que se dedica al estudio de los fenémenos de
transporte, como por ejemplo las reacciones quimicas involucradas en un sistema, o
bien la mecéanica de fluidos y transferencia de calor.

En el caso del movimiento Browniano no relativista la termoestadistica en equilibrio juega
un papel importante al considerar el teorema de equiparticion de energia y asi poder esta-
blecer la relacién de fluctuacién-disipacion. Por otro lado, una de las suposiciones fisicas que
tomamos en cuenta para modelar el movimiento Browniano es que el bano térmico en el cual
se sumerge la particula Browniana es homogéneo, estacionario y en equilibrio térmico con la
particula Browniana, entonces es razonable pensar que en un tiempo suficientemente grande
la particula alcanzara su estado estacionario correspondiente. Aunque el movimiento Brow-
niano es un fenémeno estrictamente fuera de equilibrio, cuya descripciéon matematica se basa
en ecuaciones diferenciales estocasticas y sus correspondientes ecuaciones de Fokker-Planck,
una propiedad importante de los sistemas fuera de equilibrio es saber si dicho sistema es
estacionario, es decir, si sus variables de estado se mantienen sin cambios respecto al tiempo.
Nuestro proposito a continuacion es mostrar bajo qué condiciones un proceso estocastico re-
lativista es estacionario. Por esta razén en esta secciéon vamos a estudiar la termoestadistica
relativista de los sistemas estacionarios y el caso particular de la generalizacién relativista
de la distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

Comenzamos por estudiar como se transforman las funciones de distribucion de probabi-
lidad entre un marco de referencia inercial y otro que se mueve con velocidad w con respecto

LConceptos bésicos de mecénica relativista se cubren exhaustivamente en E.F. Taylor y J.A. Wheeler,
Space-Time Physics, San Francisco: Freeman, 1992.
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al primero. Van Kampen ha mostrado [46] la invariancia de Lorentz de una funcién de distri-
bucién para una particula en el espacio fase f (x, p, t). En su estudio considera la funcién
de distribucién f de una particula en un gas de N particulas, por lo que si un observador O
observa el gas en un instante ¢ encontrara

Nf(x, p, t)d*xd’p, (4.19)

particulas en un elemento de volumen del espacio fase [x, x + dx| X [p, p + dp]. Otro ob-
servador (O’ con una velocidad w con respecto al primer observador O, planteard otra dis-
tribucién f’, la pregunta que nos hacemos es como se relacionan f y f.

En la literatura parece no haber duda en que f, por lo que si tomamos cualquier punto
espaciotemporal con coordenadas x, ¢t con respecto a O y x/, t en O', entonces x, ty x/, t/
estan relacionados mediante transformaciones de Lorentz de O a O’, lo mismo se cumple si
tomamos el momento p y su transformacién de Lorentz p’. Entonces podemos decir que si la
invariancia se puede expresar como

fx, p,t)=f (X, p, t). (4.20)

Hay diferentes formas de tratar el problema, una de las propuestas del mismo Van Kampen,
utiliza la unicidad de las trayectorias de las particulas y una reparametrizacién de las tra-
yectorias en términos de sus tiempos propios. En consecuencia, la ecuacién (4.20) representa
un resultado cinematico, es decir no involucra las ecuaciones de movimiento, por lo que sus
aplicaciones a una gama extensa de modelos es posible. Incluso se demuestra que

/ddm'ddp' &, p,t)= /ddxddp f(x, p, t), (4.21)

siempre que la funcién de distribucion f’ satisface la condicién de normalizacién a un tiempo
t/
1= /ddx'ddp’ [ p,t). (4.22)

Para poder enunciar una de las consecuencias de la invariancia primero estudiamos el vector
de densidad de corriente, el cual queda definido por las siguientes cantidades

pwwz/Mfwnw (4.23)

i, x) = /ddp f(x, p, t)v, (4.24)

donde v = p/e = p/p° es la velocidad de la particula. Dichas cantidades forman parte de
un cuatro-vector densidad de corriente definido como

7%= (p. ), (4.25)

el cual también podemos escribir de la forma

d
fmw:/%§ﬂxnww, (4.26)
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donde
ddp - ddp/
pO o p/() ’
es un invariante bajo las transformaciones de Lorentz. Este cuatro-vector resulta de gran
relevancia principalmente porque satisface una ecuacion de continuidad

(4.27)

0
o= = = 4.2
Doj 5P TV i=0, (4.28)

la cual junto con las ecuaciones (4.21) y (4.22) establecen la conservacién del nimero de
particulas y de probabilidad.

Distribucién marginal

Ahora, con la idea de determinar las condiciones necesarias para que una funcién de
distribucion de probabilidad sea invariante es necesario obtener las distribuciones marginales
de momento, respecto a O y O’ respectivamente mediante la integracién de dichas funciones
respecto a las coordenadas espaciales, es decir,

F(p, t) = /ddx f(x, p, t), (4.29)

o t) = [l w o). (4:30)

Vale la pena mencionar que F' y I’ hacen referencia a diferentes hiperplanos en el espacio-
tiempo de Minkowski, dado que t y ¢’ representan diferentes tiempos fisicos del mismo espacio-
tiempo. Entre las implicaciones que resultan de considerar una distribucién marginal del
momento destaca que si m es la masa de cada particula, su energia esta dada por

P’ (p) =€(p) = Vp? +m?, (4.31)
y su velocidad por

(4.32)

V:%:

Por otro lado, podemos notar de (4.16) que la transformacién de p es independiente de las
transformaciones de x y t. Dicha transformacion tiene Jacobiano

_d (p') _ PO _ ¢
d(p) P°

esto se puede ver claramente de (4.16) y (4.31). La transformacién para la posicién y el
tiempo, independiente del momento, tiene Jacobiano

d(r', t')
d(r, t)

de p
-

, (4.33)

=1. (4.34)

Ahora, si tomamos la distribuciéon marginal (4.29) y suponemos que las particulas son libres,
es decir, su momento es constante y F (p, t) = F (p), entonces podemos decir que cada
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particula observada por O con momento p es observada por O’ con momento p’. Por lo
tanto, en este caso particular podemos ver que la invariancia de la distribucién de momentos
debe ser como

F(p)d’p=F'(p)d’p. (4.35)
Usando F'(p) = F' (p') J, y (4.33) tenemos
el (p) =€F (p)). (4.36)

Es necesario destacar que (4.36) solamente se cumple cuando consideramos particulas libres,
es decir, cuando no existen interacciones entre particulas, no hay campos externos, ni paredes.
Sin embargo, cuando consideramos un sistema encerrado en un volumen V', el momento no
es constante dado que las colisiones con las paredes cambian el momento de las particulas.
Para dicho caso, Dirac [49] mostré que la distribuciéon de momento en equilibrio obedece la
siguiente ley de transformacion
F(p) _ F'(p)
vV
Los elementos tedricos presentados juegan un papel relevante para modelar el movimiento
Browniano relativista. Dado que el sistema que estamos describiendo esta encerrado en un
volumen finito, y el bano térmico es homogéneo, isotropico y esté en equilibrio térmico, pode-
mos describirlo con funciones de distribucién de probabilidad en equilibrio termodindmico,
es decir independientes del tiempo. Para dichas condiciones de la funcién de distribucion
de probabilidad se tiene que considerar (4.37) para la invariancia. En este contexto, quere-
mos hacer énfasis en la generalizacion relativista de la distribucién de Maxwell-Boltzmann.
La motivacién que se tiene para hacer lo anterior estd en las ecuaciones de Fokker-Planck
correspondientes al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, cuya distribucion de velocidades estacio-
naria es la de Maxwell-Boltzmann. Dicha distribucion tiene como caracteristica que incluye
velocidades mayores a la velocidad de la luz ¢, por lo que entra en conflicto con la relatividad.

(4.37)

4.3. Distribucion de Juttner

Cuando se plantean las ecuaciones relativistas de Langevin, es necesario conocer las
distribuciones de probabilidad que cumplan con el comportamiento de relajacién y asi de-
terminar correctamente las relaciones de fluctuacion-disipacion en el régimen relativista. Los
resultados de la seccién anterior aplican para una funcién de distribucién de probabilidad
estacionaria y arbitraria ¢ (p), en especial queremos estudiar una distribucién relativista que
sea nula cuando la velocidad excede a ¢ = 1.

Para velocidades v < 1, es aceptable describir un gas en equilibrio por la distribucién de
Maxwell-Boltzmann

bBm

d/2
fus (v; m, B, d) = [%} exp [—Bmv?] (4.38)

o equivalentemente para los momentos

3 /2
gus (P; m, B, d) = {%} exp [—6p*/2m] (4.39)
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donde m es la masa de la particula, p = mv el momento no relativista, d es el niimero de
dimensiones espaciales que ocupa el gasy T = (kpf )71 la temperatura del gas. Sin embargo,
si las velocidades moleculares son altas, es decir, en el régimen relativista, para el cual v < 1,
se propone la siguiente distribucion

f] (V7 m, 67 d) = Ad €xp [—ﬁm')/ (V) CQ} ) (440)

donde A, es una constante de normalizacién. Donde el término de la exponencial cumple

2

9 mc
myc” = ——, 4.41
Y T—is (4.41)
y realizando un desarrollo en el limite cldsico (v?/c? < 1), tenemos entonces
2 9 v\ o, mv?
myc® = mc” [ 1+ 2a | =me + 5 (4.42)

el primer término se puede absorber en la constante A; y por consiguiente la distribucién
(4.40) se reduce a la correspondiente distribucién del caso no relativista (4.38). Para el
momento relativista p = mv~y tenemos

g5 (p; m, B, d) = Agexp [—B (m? +p2)1/2] - (4.43)

La constante de normalizacion A queda determinada por
Ay = /ddpexp [—5 (m*+ p2)1/2] : (4.44)

y dependiendo del nimero de dimensiones espaciales que se consideren se obtienen diferen-
tes valores de la constante. Por ejemplo, cuando consideramos dos dimensiones tenemos la
siguiente expresion
1+ m
Ay = 2mm’e ﬂmg,

(Bm)°

para tres dimensiones tendremos

Ky (Bm)

Az = 47Tm35—m’
con K, (z) la funcién de Bessel modificada de segundo orden [52].

La funcién de distribucion (4.40) o (4.43) es conocida como la funcién de distribucion de
probabilidad de Jiittner, y fue obtenida por él en 1911. Fue calculada para un conjunto de
particulas independientes inmersas en un bano térmico encerrado en un recipiente con cierto
volumen en reposo. Aunque la distribucion de Jittner ha sido ampliamente estudiada, se han
sugerido diferentes modificaciones para diferentes situaciones fisicas [59, 52]. Sin embargo,
con la ayuda de simulaciones numéricas ha sido posible validar (4.40).



Capitulo 5

Movimiento Browniano Relativista

En las secciones anteriores sentamos las bases para describir el movimiento Browniano en
el marco de la relatividad especial. Hemos expuesto que existen dos métodos matematicos
para describir los procesos estocéasticos; uno de ellos se lleva a cabo mediante ecuaciones de
evolucion asociadas a las densidades de probabilidad, como son las ecuaciones maestras o
ecuaciones de Fokker-Planck. El otro método consiste en el uso de ecuaciones diferenciales
estocasticas para las variables dinamicas del sistema. Ambas estrategias en principio son
equivalentes, puesto que dada una EDE es posible obtener su correspondiente ecuacién de
Fokker-Planck asociada. El propdsito de este capitulo es aplicar ambas estrategias en el
estudio del movimiento Browniano relativista siguiendo la idea desarrollada por Dunkel y
Hénggi [50].

5.1. Ecuaciones de Langevin relativistas

Vamos a comenzar por establecer las ecuaciones que modelan un proceso estocastico rela-
tivista. Primero, es importante recordar que es posible establecer las ecuaciones en el marco
de referencia de laboratorio (inercial en reposo) o en un marco de referencia comévil con la
particula Browniana. Comenzamos estableciendo las ecuaciones para el marco de referencia
de laboratorio. Hablando de manera muy general el movimiento Browniano relativista es un

proceso estocdstico cuya velocidad, |V (t)| = Z—’; , no excede la velocidad de la luz ¢ = 1. Por
lo tanto, podemos establecer la EDE para el momento relativista P = (P?), i = 1,..., d,
donde la restriccion de la velocidad, ahora para el momento, debe satisfacer la condicion
P P
'V (t)] = u = # <1 Vt, (5.1)

TP Py

con M > 0 la masa de la particula Browniana. Entonces las EDEs son establecidas en el
espacio {X (t), P (1)}, parametrizadas por el tiempo de laboratorio t. La conocida relacién
diferencial que conecta las coordenadas espaciales de posicion X = (X*) y de momento
P = (P?) nos ayudard a establecer la primera ecuacién, dada por

dX'(t) = (%) dt, (5.2)

45
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donde P°(t) = E(t) = (M?+P2?)"? es la energfa relativista de la particula al tiempo
t. La parte estocéstica acopla las componentes espaciales del momento P?(t) con el ruido
estocastico, via una ecuacién diferencial estocastica, dada por

dP' (t) = F'dt — o' ;Pldt + ¢, © dB’ (t), (5.3)

donde F? es una fuerza determinista externa, a’ ij es una fuerza de fricciéon fenomenolégica
y el ultimo término representa el ruido, el cual normalmente estd modelado por un proceso
de Wiener W (t) = B (t) = (B' (t), B2(t),..., B%(t)) y ¢; es la intensidad del ruido. El
simbolo ®, representa un producto y de acuerdo con la regla de discretizacién se representara
con los simbolos *(Ito), o(Stratonovich), e(Backward-Ito).

Las dos ecuaciones anteriores escritas en forma de ecuaciones en diferenciales, descri-
ben tinicamente la parte espacial de los cuadrivectores de posicién (X°, X) y de momento
(P°, P). Sin embargo, gracias a la notacién del calculo de Ito podemos agregar las ecuacio-
nes para las partes temporales. Para el caso de la posicion podemos agregar de forma directa
la contribucién temporal andloga de (5.2)

dX°(t) = (g) dt = dt. (5.4)

Para la componente de la energfa, P°, podemos usar la regla de Ito (aunque podriamos usar
Stratonovich o Ito-inverso) en la ecuacién (5.3) aplicada a la condicién del hiperboloide de

masa, P (t) = (M2 + P2)"? . De acuerdo a la ec. (2.50), definimos las funciones
Z(t)= PO (t) = (M>+P?)"?, (5.5)
donde la ecuacion de transformacién es

dz (t) = |A'9,G (P') + %OfrojTaiajG (Pj)} dt + C".0,G (P') * dB" (t), (5.6)

con 9; = 5, C', =’y A= F' —a',P). Calculamos

aPi?
0z _,, 00+ P)” P (5.7
opi — T OPi NE '
y
; P P 69 pPipi
9;0,Z (P') = 0 (ﬁ) = 0 <_(M2 n P2)1/2> — po (—PO)?" (5.8)
Sustituyendo en la ec. (5.3) obtenemos una ecuacién diferencial estocéstica para P°
_ Pt d (6 PipI P
0 _ ) 7 r-or r
dP” (t) = {(}" —a jPﬂ) 50 + —5 (ﬁ — W)} dt + o Cir * dB" (t). (5.9)

Observemos que la forma de la métrica de Minkowski nos permite establecer las siguientes
propiedades ‘ '
Fi=F Cip =" . (5.10)

r
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Una consecuencia interesante que se tiene de las reglas de discretizacién es que podemos
aplicar cualquier regla de transformacion, correspondiente a cada regla de discretizacién
y obtener un resultado generalizado. En el caso anterior, para obtener la ecuacién (5.9)
usamos la regla de transformacién (5.6), que corresponde a la regla de discretizaciéon de
Ito. Sin embargo, podemos usar cualquiera de las otras dos reglas de discretizacién y sus
transformaciones para obtener

N c.c (69 PP P .
dP’ (t) = [(F'—a jPJ) 0 + Ao 5 (ﬁ - W)} dt + 0 Cir ©dB"(t), (5.11)

donde dependiendo de la regla de discretizacién A toma los siguientes valores
A =1, Ao =0, Ao = —1, (5.12)

para Ito, Stratonovich e Ito-inverso respectivamente. Es evidente que hay modificaciones en
el célculo para obtener las ecuaciones diferenciales estocasticas, cuando usamos la discreti-
zacion de Ito e Ito-Inverso. Con lo anterior quedan establecidas las ecuaciones diferenciales
estocdsticas para los cuadrivectores de posicién (X, X) y de momento (P°, P). Notemos
que el término de ruido sélo se agrega en la ecuacién correspondiente a los momentos y no
a la ecuacion para las posiciones, esto se debe a que la ecuacion de Langevin no relativista
para la particula Browniana es en realidad una ecuacién diferencial de segundo grado para
la posicién x, es decir

d*x

dt?
Sin embargo esta ecuacién es totalmente equivalente al sistema de ecuaciones de primer
grado dado por

dx
=—a—+u(1). (5.13)

{% =p/m (5.14)

% = —ap/m+ ().

Donde evidentemente el término estocastico solo esta asociado al momento de la particula
Browniana, y la posicion tendra contribuciones estocasticas a través de la integracion del
momento, como se mostré en el ejemplo del Proceso de Ornstein-Uhlenbeck no relativista.

5.2. Ecuaciones de Fokker-Planck

Como se mencioné en capitulos anteriores, ademas de la ecuaciéon de Langevin los pro-
cesos estocasticos pueden ser caracterizados por las ecuaciones de Fokker-Planck correspon-
dientes. Las ecuaciones de Fokker-Planck correspondientes al régimen relativista difiere del
caso no relativista porque al involucrar ruido multiplicativo en la ecuacién (5.3) la regla de
discretizacion juega un papel importante.

De acuerdo a [56] la definicién de cada integral estocdastica y las propiedades del proceso
de Wiener arrojan diferentes correlaciones entre el coeficiente de difusion (¢ (P) ® dW), por
lo que obtenemos diferentes ecuaciones de Fokker-Planck. Siguiendo el método expuesto en
el capitulo 3, seccion 2 las ecuaciones correspondientes son:
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» Para el caso de la regla de Ito, ® = x, tenemos (¢ (P) * dB) = 0 entonces

o P o 0 , o 1 0 .
— — _ v pJ - ik
(at—i—PoaIi)f* opi {( F +a3P)f*+28Pk (crcrf*)}, (5.15)

= si se utiliza la regla de discretizacion del punto medio, es decir, Stratonovich tenemos
(¢c(P)odB) = 1c(P)c (P)dt, ® = o, y se obtiene

o P o 0 1, 0 o
— - — J _ ik
<8t+P08$i) ° = 9P K PPl e s )f +zapk( Tcrf")}’
(5.16)

» finalmente si utilizamos la regla de Ito-Inverso, ® = e, consideramos (c(P) e dB) =
¢(P)d (P)dt y la ecuacién de Fokker-Planck resultante es

o P o 0 0 0 ,
- — = i J _ ik
<8t+Poaxi> - = 5pi {( F'+ad' P C’"aPk >f +23Pk(CTCT')]’
(5.17)

Donde f5 (¢, x, P) es la funcién de distribucién de probabilidad de la particula browniana
en el espacio fase. En la ecuacién diferencial estocdstica (5.3) para el caso del movimiento
Browniano, al igual que en el caso no relativista, la constante de friccién y el término del
ruido dependen de la simetria que tiene el bano térmico y las ecuaciones (5.2) y (5.3) deben
de satisfacer las condiciones para que la funcién de distribucién de probabilidad tenga el
comportamiento de relajacién adecuado hacia el estado de equilibrio estacionario.

5.3. Relaciones fluctuacion-disipacion generalizadas

Consideremos ausencia de fuerzas externas, es decir F* = 0. Por otro lado, si nuestro
marco de referencia estd en un bano térmico estacionario, isotrépico y homogéneo, los co-
eficientes de friccion y de difusion deben ser matrices diagonales (invariantes por rotaciones
espaciales)

di=a(P)d, ¢ = @D, (515)

J

y los coeficientes dependen unicamente de la energia relativista de las particulas Brownianas.
Los argumentos anteriores simplifican las ecuaciones de Langevin (5.2) y (5.3) tales que

X (1) = (;) dt, (5.19)

AP (t) = —aP'dt + (2D)"* © dB' (1), (5.20)

por lo tanto, las ecuaciones de Fokker-Planck se simplifican y toman la siguiente forma

o P o[ .. 0
(5 Foge ) 1 = 7 [P+ g 0 £ 20
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o P 0 0 ; 12 0 1/2
(E“Lﬁ%) Io= 5P [C“P fort D (DEF)) (5:22)
o Pio 0 i 0
(a * P_a_> Jo= 5P {O‘P Jot Dﬁﬂ] - (5.23)

Un argumento importante que debe tomarse en cuenta proviene de las consideraciones ter-
moestadisticas, dado que el movimiento de la particula Browniana estd restringida a un
volumen finito V y el bafio térmico se encuentra en un estado de equilibrio con temperatura
T = @, entonces hablamos de que a tiempos grandes el estado tiende a un estado esta-
cionario. Por un proceso igual al realizado en el capitulo 3 para obtener la distribucién de
Maxwell-Boltzmann, en [60] encuentran las soluciones para las ecs. (5.21), (5.22) y (5.23),
donde se encuentran

1
OM K, (B) (M2 + P2)'/?

f« (p) exp[—f8 (M? + P?)"?), (5.24)

_ V2rkT
2M K34(8/2) K1y (8/2) (M? + P?)

f- () y exp[—4 (M2 + P?)' (5.25)

1

= onr g 5 "L ()T

i (p)
Donde K, (z) es la funcién modificada de segundo orden de Bessel. Puede notarse que en
el caso de una dimensién la correspondiente generalizacion de la distribucion de Maxwell-
Boltzmann es la que corresponde a Ito-Inverso, es decir es la distribucion de Jiittner de la
forma

F(x, P) = Nexp [—5 (M2 + P?)W} X (x; V). (5.26)

La funcién caracteristica x (x; V) se define como

1, xeV,

0 iV (5.27)

X (x; V) ¢={

y es una funcién indicadora del volumen accesible V. Por otro lado, si sustituimos la funcién
de distribucién de Jittner en las ecuaciones de Fokker-Planck, podemos encontrar relacio-
nes entre las funciones o (P°) y D (P°). Estas relaciones son conocidas como relaciones de
fluctuacion-disipacion generalizadas y dependen de la regla de discretizacién, de manera que

dD (P°
0=a (P) P~ 3D (P) + 0, 20N (5.28)
con o, =1, 0, =1/2 0 0, = 0. La relacién de Einstein no relativista se obtiene de (5.28) al

considerar la regla de discretizacién de Ito-Inverso y reemplazar la masa por P°.
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5.4. Ecuaciones para la energia y la velocidad.

Como ejemplo de los resultados establecidos anteriormente, vamos a estudiar el pro-
blema del proceso de difusion en una dimensién espacial: d = 1. Comenzaremos por es-
tablecer las ecuaciones diferenciales estocésticas para la energia p° y para la velocidad
V (t) = P (t) /P°(t) . Para tal propdsito vamos a partir de las ecuaciones de Langevin usando

la regla de discretizacion de Ito
P

dP (t) = —a, Pdt + (2D)"* x dB (1), (5.30)

donde usamos la hipdtesis de que B (t) estd caracterizada por la distribuciéon Gaussiana y
los coeficientes cumplen o, = a, (P°) y D = D (P°). De igual manera podemos escribir
la ecuacion anterior considerando la discretizacion de Stratonovich, obteniendo la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

dP (t) = —a,Pdt + (2D)* 0 dB (t), (5.31)
1 dD (P)
0y __
aO(P)_a*—l—zp T

o bien, si consideramos la regla de discretizacion de Ito-Inverso, la ecuacién diferencial es-
tocéstica resultante sera

dP (t) = —auPdt + (2D)"* e dB (t) (5.32)
ou (P) =0 + 5100,

Las relaciones de fluctuaciéon disipacion siguen cumpliéndose al imponer como solucion a las
ecuaciones de Fokker-Planck la funcién de distribucion de Jiittner en una dimension. Bajo
estas consideraciones se obtienen las relaciones generalizadas de Einstein

dD (P°
0=axP’—BD(P°) + 0@%, (5.33)

con o, = P°/P, o, = P°/ (2P) o0 0, = 0. Por otro lado, de la ec. (5.11) y las consideraciones
planteadas obtenemos la ecuacién de Langevin para la energia, tomando en cuenta que

F'=0,
a'; =a (P, (5.34)

c' = (2D (P")"*,

luego entonces

dP° (t) = |—a (P°) P2% + Ao D (P°) (% — %)} dt + ?D—]ZD (P°) ®dB" (t), (5.35)
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1/2
usando P = P [1 — (%) ] , con un poco de algebra se obtiene lo siguiente

. . M D(PY) [ M\? N
dP°(t) = |—a (P°) P° |1 - (PO) + Ao 70 (PO> dt+{2D(PO) 1-— <PO) } ©dB" (t).
(5.36)
Si ahora consideramos P (V') = (1_]\5%’ entonces los coeficientes tienen la siguiente depen-
dencia
a(P)=a(P((V)), D(P’):=D(P(V)). (5.37)

Aplicando dos veces la férmula de Ito primero para transformar dP° — dP y después para
dP +— dV tenemos,

dV(t):{ (1—v2)+%(1—v2) ]th+[

2D , 1/2

2D } dB(1).  (5.39)
El calculo explicito puede verse en el apéndice A, donde hemos utilizado la transformacién
correspondiente a la regla de discretizacion de Ito-Inverso, sin embargo, podemos utilizar
cualquier regla de transformacién para obtener la expresién general

3D 2 2D 12
dv (t) = {—a (1-V?) — Aoz (1-Vv? } Vdt + {M2 (1-Vv?) 1 ®dB(t), (5.39)
con \, = 1, A\, = 0, o bien A\, = —1. La ecuacién establecida para la velocidad permite

calcular el desplazamiento cuadréatico medio, o bien, la constante de difusion asintética Dy.
Para un proceso de difusién en una dimensién espacial X (¢) con velocidad V' (t) , la constante
de difusiéon asintética se define como

Dy = lim L (X () — X (0)]%), (5.40)

t—o0 2t

donde el despalzamiento espacial esta definido por la relacién

X (1) - X (0) = /Ot dsV (s), (5.41)

por lo tanto podemos decir que la constante de difusién describe el desplazamiento cuadratico
medio a tiempos grande cuando el sistema alcanza un estado estacionario. El coeficiente D,
se puede calcular de la siguiente manera

1d 2
Dy : = h 5d—<[X(t)—X(0)] )

1
:tll>rcr>lo2dt/d8/ ds'y ()

= lim ds (V(t)V(s)), (5.42)

t—o0 0
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siempre que el proceso asociado a la velocidad es estacionario, entonces se debe cumplir que
(V(t)V (s)) =(V (t —s)V (0)) y haciendo un cambio de variable u =t — s, tenemos

Do = 1im | du(V (w)V (0)) (5.43)

t—o00 0

que corresponde a la férmula de Kubo. De acuerdo con Lindner [41], para una ecuacién de
Langevin de la forma

AV (t) = —ae (V) Vdt + 26 (V)]"* e dB (1), (5.44)

la formula de Kubo toma la siguiente forma integral

o Iy dyexp[U (y)] [fy” dx exp[—U (z)] /b (x)]2 (5.45)
T Jo " dzexp[=U (2)]/b(2) ' '

En donde v, es el limite superior del rango de velocidades, en nuestro caso tenemos v, =1,
U (v) := [y dwp. (w) /b(w) es el potencial efectivo del coeficiente de arrastre de Ito

e (W) = (V) v =ae (V)v =V (V). (5.46)

En general la representacion integral del coeficiente de difusion asintético suele ser muy
complicada de integrar, sin embargo en [41] se menciona que para el movimiento Browniano
(14 1) —dimensional, propuesto en [39] puede calcularse de manera analitica. En particular,
si consideramos modelos cuya funcion de distribucién de momentos en el estado estacionario
sea la funciéon de distribucién de Jittner, entonces deben cumplirse las relaciones de Einstein
(5.33), lo cual implica que solo tenemos libertad de escoger una de las funciones o 6 D.

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck Relativista

Histéricamente el proceso de Ornstein-Uhlenbeck ha sido considerado el prototipo para
entender el Movimiento Browniano, y esto aplica también para el caso relativista. El caso
que vamos a estudiar fue propuesto por Debbasch [36, 37, 38]. Comenzamos por definir

Qo M
Q (P> - PO ?

(5.47)

donde ay, > 0 es el parametro de friccion y es constante. Si tomamos en cuenta la relacién
de Einstein (5.33), y considerando la regla de discretizacién de Ito-Inverso, tenemos

aePY QoM
s p

Con lo anterior podemos establecer la ecuacién de Langevin correspondiente

D(p) =

= D (5.48)

oM 2005, M\ ?
dP(t):-O‘PO Pdt+< O‘B ) o dB (1), (5.49)




5.4. ECUACIONES PARA LA ENERGIA Y LA VELOCIDAD. 53
o bien, usando la regla de discretizacion de Ito

1/2
ap () = — oM p gy (20“ZLM) «dB(t). (5.50)

PO

Es evidente que aqui la regla de discretizacion es irrelevante, debido a que el ruido es aditivo,
es decir no depende del momento P. Ahora, para obtener la constante de difusiéon asintotica
debemos de escribir la ecuacion diferencial estocastica asociada al proceso que describe la
velocidad V' = P/P dada por la ecuacién (5.39), de donde obtenemos

QoM

dv (t) = [— (1 V2) = ag 0o (g v2)21 vt + {20‘(’“ (1- v2)31 v ©dB(t)

Mpj

1/2
S [(1 O N WL Ay VQ)Z] Vvt + [20‘0“ (1- v2)3] ©dB (t),

Mp Mp
(5.51)
donde en la ultima linea usamos
P MV(1-V2)? M
P'=_ = va-vi) = . (5.52)
% %4 (1—Vv2)Y2
Distinguimos cuando usamos Ito-Inverso, A\, = Ay = —1 y cuando usamos Ito, tenemos
Ao = A = 1, luego entonces
dv (t) = —a _(1 Cyry 3 v2)2_ V4 | 2 (1- VQ)?’- R (1)
ou, I Mﬁ | _M/B | Y
(5.53)
dv (t) = —a _(1 Yy 31 v2)2_ v dt 4 | 2 (1- v2)3_ " an (t). (5.54)
ou I M/B | -M/B ] . .

Para obtener D, dada en (5.45) usamos la ecuacién diferencial estocastica de Ito, de donde

fe (W) 1= s (W) W = gy | (1 — w2)3/2 + Miﬁ (1- w2)2 w, (5.55)
y o 5
b(w) = M; (1-w?)", (5.56)

tomando en cuenta el limite superior de la velocidad v, = ¢ = 1. En el apéndice B podemos
ver que (5.45) tiene la siguiente forma explicita

DEOUP — (X)) = k5T /Mo, (5.57)

que es el mismo resultado obtenido del proceso de Ornstein-Uhlenbeck no relativista. Lo
anterior es de alguna forma satisfactorio y en principio era de esperarse, pues se ha utilizado
la distribucion de Jiittner que al ser una distribucién estacionaria, similar a lo que ocurre en
el caso no relativista con la distribucion de Maxwell.
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Coeficiente de friccién constante (Ito-Inverso)

Es interesante considerar un modelo alternativo al movimiento Browniano relativista, que
difiere del proceso de Ornstein-Uhlenbeck por el uso de un coeficiente de friccion constante
en una ecuacién diferencial estocastica tomando en cuenta la regla de discretizacién de Ito-
Inverso. Es decir, consideramos el caso de las relaciones generales de Einstein correspondiente
a Ito-Inverso (5.33), con lo cual si ae (P) = & entonces

~ PO
D(P) = %. (5.58)

La ecuacién diferencial estocastica, tipo Langevin, correspondiente al modelo descrito es

_ 1/2
20‘50) o dB (1), (5.59)

sin embargo, para poder usar la férmula (5.45) necesitamos usar la ecuacién diferencial
estocastica correspondiente a la regla de discretizacién de Ito

_(BP -1 2aP"\'/?
dP (t) = —a (W) P dt + ( 5 ) xdB(1). (5.60)

Para este modelo la ecuacién asociada a la velocidad (5.39) esta dada por

dP (t) = —aP dt + (

AV (t) = — {(1—1/2)_1( —V2)3/2]th+{2

1/2
MB arg (1~ VQ)‘W} «dB (1), (561)

_ 1/2
v (t) = —a [(1—V2)+Mlﬂ(1—v2)3/2}1/dt+L\Zﬁ( —V2)5/2} «dB(t). (5.62)

De manera analoga al proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista, seguimos el método pro-
puesto por Lindner, por lo tanto para el modelo alterno tenemos ahora

1o (v) = @ [(1 V) + 1\55 (1 VZ)S/Q} (5.63)

b(v
©) =375
De igual forma tenemos que considerar v, = ¢ = 1 y la integral puede calcularse como se
muestra en el apéndice A, obteniéndose lo siguiente

DRBM a K (Mﬁ)
MBK, (MB)’

Este resultado puede interpretarse mejor de acuerdo con las graficas de D, que se muestran
en las figuras (5.1) y (5.2). Para bajas temperaturas, es decir cuando SM := RMT — 00,
se obtiene el resultado del desplazamiento cuadratico medio no relativista Do, = kT /M@,
lo cual tiene sentido si queremos hacer una comparacion del sistema llevandolo al limite
de bajas velocidades. Por otro lado, para altas temperaturas, SM := < 1 se observa

dependencia logaritmica [51].

(v (5.64)

(5.65)

M
kT
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Coeficiente de friccidon constante (Ito)

Finalmente vamos a considerar el caso donde el coeficiente de friccion es constante, pe-
ro ahora adoptamos la ecuacién diferencial estocastica de Langevin correspondiente a la
discretizacion de Ito

2%, 1/2
AP () = —a, P di + [ﬁ% (1+ BPO)} «dB (1), (5.66)
en este caso se puede verificar que D, = 3 (1+ BPY) | satisface la ecuacién (5.33) con
o. = p°/p y utlizando que P° = (M?+ P2)1/2, la ecuacién de Langevin asociada a la

velocidad sera entonces

dv (t) = —a {(1 ~ V) + 35 (- V)24 (M?’ﬁ)Q (1- v2)21 Vdt
e} 5/2 51 Y2
* {jm {(1_‘/2) / +ML5 (1-Vv?) H «dB(t). (5.67)

De nueva cuenta, para calcular Do, de (5.45) tenemos

e (W) = . [(1—w2)+Miﬁ(1—w )”%ﬁ(l—w?)ﬂ, (5.68)
b(w) = ]\04‘5 {(1 —u?)*? 4 MLB (1- w2)3} . (5.69)

Como se puede observar los pardmetros involucrados son mucho mas complejos que en los
casos anteriores, y es de esperarse entonces que el cdlculo sea mas complicado. El potencial
de velocidad en este caso es

W2 3 —w23/2 3__ —w22
U(V):/Ovdeﬁ[(l [<i+f2i5(/12 ML) +(M5;](1 >]

MB+1

- [Mﬁ (1—-V2)+(1—V2)*2

—mp[1-(-v)T (5.70)

Esto nos lleva a la expresion para la constante de difusién asintética

1 1 exp [—M/B (1-— VZ)_l/Q]
Pe=0E (MB) /0 dVMﬁ (1—=V2)+(1—V2)»? (571)

dicha integral puede ser evaluada numéricamente.

Los tres resultados para D, han sido estudiados y permiten diferenciar de manera cua-
litativa el comportamiento de cada modelo. Nos ayudamos de las figuras 5.1 y 5.2 tomadas
de [50]. La grafica expuesta en la Fig. 5.2 vemos la evolucién temporal del desplazamiento
cuadrético medio D, := ([X (t) — X (0)]2> /2t a la misma temperatura y masa. Para los tres
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modelos propuestos es evidente que se tiende a un valor constante para tiempos grandes, es
decir tenemos el comportamiento de relajacion de la funcién de distribucién de probabilidad
aunque difiere entre modelos. Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP)
el estado de relajacion tarda mas que en los dos modelos de movimiento Browniano con
coeficientes de fricciéon contantes (RBM y RBM(I)), y el que tarda menos en relajarse es
el modelo correspondiente a la EDE de Ito (RBM(I)). Esto se debe principalmente a la
interaccién entre las fuerzas de friccion y de disipacion.

En la grifica mostrada en Fig. 5.2 apreciamos la dependencia de temperatura con la
constante de difusion asintdtica para los modelos estudiados. Primero podemos resaltar que
los tres modelos son consistentes con el régimen no relativista, es decir, a bajas temperaturas
se exhibe una dependencia de tipo lineal idéntica a dicho régimen, incluso en los dos primeros
modelos se recupera la misma expresion. En segundo lugar, dado que la constante de difusién
y la constante de friccion mantienen las relaciones de fluctuacion-disipacién generalizadas,
en cada caso dependiendo de la regla de discretizacion considerada y la correspondiente
relacién de Einstein nos lleva a diferentes expresiones para ambos coeficientes, por lo tanto
podemos apreciar que a temperaturas altas la constante de difusiéon puede variar entre los
diferentes modelos de friccion. Entonces cuando medimos simultaneamente la temperatura y
la constante de difusién podemos obtener informacién sobre las interacciones microscopicas
dadas por la constante de friccion.

Los modelos aqui expuestos consideran casos donde la ecuacion de Langevin correspon-
diente estd expresada a partir de la eleccién de los coeficientes de friccién de manera ar-
bitraria. Sin embargo, dan lugar a un primer acercamiento con modelos fisicos modelados
usando este formalismo, para tener modelos mas realistas es necesario estudiar modelos de
interacciones microscopicas. Por ejemplo en [53] se estudia mediante procesos estocasticos
relativistas la difusién de un plasma de quark-gluén en el RHIC, en el estudio realizado se
considera una aproximacion de los coeficientes de difusién y de arrastre usando teoria cinéti-
ca relativista. Y se implementa un método iterativo para establecer la ecuacion de Langevin
correspondiente.
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Figura 5.1: Evolucién del desplazamiento cuadratico medio para los tres mo-
delos propuestos, Proceso de Ornstein-Uhlenbeck Relativista (ROU P), Coefi-
ciente de friccién constante con Ito-Inverso (RBM) y Coeficiente de friccion

constante con Ito (RBM (I)).
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Figura 5.2: Dependencia con la temperatura de la constante de difusion

asintotica D, para los tres modelos estudiados.

57



o8

CAPITULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO RELATIVISTA



Capitulo 6

Discusién, conclusiones y
perspectivas.

Las observaciones de Robert Brown en 1827 del movimiento erratico de las particulas de
polen sumergidas en agua fueron reconsideradas por Einstein en 1905 [8] como un proceso de
colisiones entre las particulas de polen y las moléculas del agua, dando lugar a la descripcién
del proceso de difusion y sustentando la hipdtesis molecular de la materia. Subsecuentemente
en 1908 Langevin [10] propuso interpretar, mediante la segunda ley de Newton, la fuerza que
actua sobre las particulas de polen como formada de dos contribuciones: una que caracteriza
la friccién con el medio (el agua) y otra que captura la informacién desordenada o aleatoria
de sus colisiones con las moléculas, conocida como fuerza fluctuante o ruido. Claramente el
concepto de probabilidad y los correspondientes procesos estocasticos juegan un papel central
en la descripcion de este fendmeno conocido como movimiento Browniano. Notablemente este
marco tedrico tiene aplicaciones en ambitos tan diversos [42, 50] como son la economia, los
sistemas bioldgicos y reacciones entre particulas elementales a altas energias que requieren
de la incorporacién de elementos de la relatividad especial o inclusive la general en presencia
de campos gravitacionales intensos. Hoy en dia el ejemplo mas sobresaliente de los procesos
estocasticos relativistas es el caso del plasma de cuarks y gluones que se produce en la colision
de nucleos de dtomos de oro en el colisionador de iones pesados relativistas (RHIC por sus
siglas en inglés [1]) , siendo los cuarks los constituyentes de los protones y neutrones que
conforman el niicleo atémico, mientras que los gluones son las particulas que intercambian los
cuarks. Sorprendentemente, a diferencia de los experimentos usuales, estos cuarks y gluones
en RHIC se presentan libres, es decir no ligados. En este caso el andlogo de las particulas
de polen son los cuarks, mientras que los gluones juegan el papel del medio en el que estan
sumergidos, permitiendo aplicar de este modo la teoria del movimiento Browniano relativista.

En esta tesis hemos estudiado el movimiento Browniano relativista usando la extension
pertinente de los formalismos tanto de Langevin como de Einstein, es decir analizamos las
ecuaciones diferenciales estocasticas y sus correspondientes ecuaciones de Fokker-Planck para
la funcién de distribucién de probabilidad de las particulas relativistas, siguiendo esencial-
mente la estrategia planteada recientemente por Dunkel y Hénggi [50].

En contraste con el caso de una ecuacién diferencial determinista como la segunda ley de
Newton, la solucién de una ecuacion diferencial estocastica no se puede obtener de manera

29
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exacta dada una condicion inicial. Por ejemplo, para una particula Browniana, dada una
condicién inicial, no es posible determinar de manera exacta los valores de su posicién y ve-
locidad en cualquier instante de tiempo posterior al inicial. Esto se debe a que es imposible
determinar el valor exacto del ruido en cada instante de tiempo. En el mejor de los casos
solo es posible determinar una distribuciéon de valores para el ruido y por consiguiente una
distribucion de valores de las variables dinamicas. El problema del movimiento Browniano
abrio el camino para desarrollar la teoria de los procesos estocésticos, con base en el proceso
de Wiener, que describe la ecuacién de Langevin para la posicion en el régimen sobreamorti-
guado (fuerza de fricciéon mucho més grande que la fuerza inercial, es decir ma<< friccién),
y el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, asociado a la ecuacion de Langevin para la velocidad;
en este caso incluyendo el término inercial.

Actualmente existen en la literatura algunos métodos de solucién de las ecuaciones di-
ferenciales estocasticas, en particular en este trabajo de tesis hemos estudiado un método
basado en diferenciales [42]. Este método es adecuado para discutir técnicamente los pro-
cesos estocasticos evitando el manejo del formalismo matematico completo [54], el cual es
indispensable para definir rigurosamente el marco teérico. Para interpretar la contribucién
del término estocastico a la solucién de la ecuacion diferencial estocastica, adoptamos una
distribucién Gaussiana para cada incremento de la variable aleatoria, con promedio cero y
varianza proporcional al incremento del tiempo, dt. La hipotesis del caracter Gaussiano de
la distribucion es apropiada de acuerdo con el teorema de limite central, el cual es aplica-
ble a un nimero muy grande de variables aleatorias, en nuestro caso una gran cantidad de
particulas. El término estocastico antes mencionado es una variable aleatoria que depende
del tiempo, y que identificamos antes como proceso de Wiener [55]. A cada incremento del
proceso de Wiener se le denota como dW, y el hecho de que la varianza sea proporcional a
dt, como vimos en el capitulo 2 [42] nos lleva al resultado conocido como Lema de Ito

(dW)? = dt, (6.1)

el cual juega un papel fundamental para resolver ecuaciones diferenciales estocasticas que
consideren ruido Gaussiano. Es decir, los términos que contribuyen a la solucién de las
ecuaciones diferenciales estocdsticas son los que contienen las diferenciales dt, dW y (dVV)2 .
A este tipo de célculo se le conoce como calculo de Ito.

Es importante recalcar que el término de ruido de una ecuaciéon diferencial estocastica
mas generalmente puede ser de caracter multiplicativo, esto significa que el incremento de
Wiener aparezca como factor multiplicando a una funcién que puede depender explicitamente
de las variables dindmicas involucradas y del tiempo. En el caso de la particula Browniana
dichas variables dinamicas son la posicién y la velocidad. Si la funcién antes mencionada es
una constante, entonces se dice que el ruido es aditivo. La soluciéon formal de una ecuacién
estocastica en diferenciales contiene una integral estocastica, la cual se define como una suma
infinita de incrementos de Wiener (ruido multiplicativo discretizado). Existen tres reglas de
discretizacion para dicha integral estocastica, conocidas como regla de Ito, de Stratonovich
e Ito inverso, mismas que fueron presentadas en el capitulo 3.

En términos generales, la soluciéon de una ecuacion diferencial estocastica con ruido mul-
tiplicativo no es una tarea facil, aunque ciertos avances han sido reportados en la literatura
[57]. Sin embargo, si el ruido es aditivo entonces la solucién de la ecuacién estocéstica en di-
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ferenciales es independiente de la regla de discretizacion, y por lo tanto la integral estocastica
o0 suma infinita se realiza dinicamente sobre los incrementos de Wiener. Este es el caso del
movimiento Browniano no relativista estudiado en el capitulo 3 mediante el calculo de Ito.
Los resultados son los mismos obtenidos mediante el calculo usual basado en diferenciales a
lo mas lineales.

Toda ecuacion diferencial estocéastica tiene asociada una ecuacién de Fokker-Planck para
la densidad de probabilidad. Esta ecuaciéon es una alternativa para estudiar los procesos
estocasticos. La informacion estadistica que se obtiene de la solucién de la ecuacion diferencial
estocastica es la misma que se obtiene de la solucion de la ecuacion de Fokker-Planck. Por
ejemplo en el caso del movimiento Browniano no relativista, a la ecuacion de Langevin
sobreamortiguada le corresponde la ecuacién de difusién para la densidad de probabilidad
asociada a la posicién P(x, t), y ala ecuacién de Langevin para la velocidad le corresponde la
ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad asociada a la velocidad P(v, t).
Contrario al proceso de Wiener, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un proceso estocéastico
estacionario que satisface la relacion de fluctuacién-disipacion. Esta relacién cuantifica la
existencia, en el estado estacionario, de un balance entre las fuerzas disipativas que tienden
a frenar el movimiento de la particula Browniana y las fuerzas fluctuantes que la mantienen
en movimiento. La distribucién de probabilidad estacionaria en este caso es la conocida
distribucion de velocidades de Maxwell-Bolztmann.

Para estudiar el movimiento Browniano relativista es necesario tener presente varios
conceptos de la relatividad especial y esto lo realizamos en el capitulo 4. En particular
para la termoestadistica relativista de equilibrio estudiamos las transformaciones de Lorentz
(cambio de marco de referencia) de las funciones de densidad de probabilidad. Destacamos
la funcién de distribucién de Jiittner que es la generalizacién de la de Maxwell-Boltzmann
al régimen relativista.

El estudio del movimiento Browniano relativista ha sido desarrollado en el capitulo 5.
Comenzamos por establecer las ecuaciones diferenciales estocésticas tipo Langevin multipli-
cativo (5.2) y (5.3) para la posicién y momento espaciales, respectivamente. Las ecuaciones de
Fokker-Planck (5.15-5.17), asociadas a las ecuaciones estocésticas anteriores, corresponden a
las distintas reglas de discretizacién. Es importante subrayar que para el caso espacialmente
homogéneo e isétropo la solucién estacionaria de las ecuaciones de Fokker-Planck anterio-
res es la funcién de distribucion de Jittner. Estas mismas condiciones permiten establecer
la relacién de fluctuacién-disipacién relativista (5.26). Notablemente, la relacién de fluctua-
cién-disipacién de Einstein no relativista se obtiene al considerar la regla de discretizacion
de Tto-Inverso, remplazando la masa por la energfa de la particula p° . Esto muestra la
consistencia de la Ec. (5.26) con el régimen no relativista.

El analisis anterior lo aplicamos a un problema en un espacio tiempo (1+ 1)-dimensional.
Como consecuencia obtenemos la constante de difusién asintética (5.38), la cual corresponde
al limite de tiempos grandes del desplazamiento cuadratico medio dividido entre el tiempo,
usando la férmula integral de Kubo. Dicha constante se calcula para tres modelos particula-
res: el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista y dos modelos con coeficientes de friccion
constante (Ito inverso e Ito). El modelo de Ornstein-Uhlenbeck relativista tiene un coeficiente
de difusién asintética con la misma forma que el correspondiente al estudiado en el capitulo
3 en el régimen no relativista. Una de las razones de esta concordancia es la estructura ma-
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temdtica comun a las ecuaciones de Langevin estacionarias (no relativsta y relativista). Si
bien el calculo de Kubo conduce a este resultado, su interpretacion requiere un analisis mas
detallado en el caso relativista.

Para concluir nuestro trabajo estudiamos otros dos ejemplos del movimiento Browniano
relativista considerando coeficientes de friccién constantes y diferentes reglas de discretiza-
cién. Ello implica diferentes relaciones de fluctuacion-disipacién relativistas. A diferencia del
modelo de Ornstein-Uhlenbeck relativista, los coeficientes de difusién asintéticos incluyen
correcciones relativistas, sin embargo, en el régimen de bajas temperaturas, se obtiene el
resultado no relativista.

El presente trabajo nos permite plantear las siguientes conclusiones

Los procesos de colisiones entre dos especies de particulas pueden describirse usando
las ecuaciones de Langevin y de Fokker-Planck para el movimiento Browniano bajo el
formalismo del cédlculo de Ito, que incluye hasta incrementos cuadraticos de Wiener.

El movimiento Browniano no relativista bajo el formalismo del calculo de Ito coincide
con los mismos resultados del célculo usual si el ruido es aditivo.

Hay tres diferentes integrales estocasticas correspondientes a diferentes reglas de dis-
cretizacién, conocidas como de Ito, Stratonovich e Ito inverso. Cuando se tiene ruido
multiplicativo cada regla arroja resultados diferentes, que se pueden relacionar median-
te ciertas transformaciones.

Un aspecto importante de esta descripcién estocéastica relativista, es un analisis del
problema bajo las hipdtesis de homogeneidad e isotropia del bano térmico en condi-
ciones de estado estacionario. Tomando en cuenta estas hipdtesis, es posible obtener
la relacion de fluctuacion-disipacién relativista si la densidad de probabilidad satisfa-
ce la distribucion de Jiittner. El caso no relativista se obtiene usando Ito inverso y
cambiando la masa por la energia de la particula.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista lleva a un coeficiente de difusién asintotica
igual al del régimen no relativista. Los otros dos modelos estudiados arrojan coeficien-
tes de difusion asintéticas que contienen correcciones relativistas respecto al caso no
relativista.

La diversidad de aplicaciones de la teoria del movimiento Browniano enriquece también el
caso relativista. Posible trabajo a futuro incluye los siguientes problemas.

Dilucidar una forma covariante en el marco de la relatividad especial para las ecuaciones
de Langevin y Fokker-Planck [36].

Incorporar efectos gravitacionales extendiendo las ecuaciones anteriores a una forma
covariante general .

Abordar la relacién entre las ecuaciones de Langevin y de Fokker-Planck con la teoria
cinética relativista y sus aplicaciones en altas energias, asi como en modelos relativistas
c6smicos como el universo temprano u otros procesos estocasticos [59].
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= Desarrollar simulaciones numéricas para el proceso de Wiener y Ornstein-Uhlenbeck
relativistas [50, 3].

= Generalizar los procesos de Levy o de Poisson al caso relativista en lugar de tomar un
proceso Gaussiano, tomando como motivacién la ecuacién del telegrafista [50].

= Investigar el comportamiento de un chip de Grafeno que aparentemente involucra as-
pectos relativistas del movimiento Browniano [58].
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Apéndice A

En este apéndice revisamos de manera exhaustiva el calculo involucrado para obtener
una ecuacién diferencial estocdstica para la velocidad V = P/P, a partir de una ecuacién
diferencial estocastica para la energia. Como la transformacion es no lineal, y de acuerdo a
lo visto en el capitulo 2, necesitamos usar una ecuacion de transformacion que depende de
la regla de discretizacion. En este caso, usando la discretizacion de Ito inverso y la formula
de trasformacién correspondiente para una funcién Z (t) = G (Y (¢)) tenemos

dZ (t) = {AG’ - %CQG”] dt + CG e dB (1), 2)

esta féormula de discretizacion es valida siempre que se tiene una EDE de la forma
dY (t) = A(t)dt+ C (t)edB (t). (3)

Para obtener la EDE correspondiente a la velocidad partimos de la ecuacion para la energia
relativista P°
M\? D (PY% [ M\?
1—(—= +lo——— | =
PO PO PO

(] e

primero pasaremos de dP? — dP, con la idea de obtener la ecuacién diferencial estocdstica
ya conocida para el momento P. Usamos la regla de discretizacion de Ito , que corresponde
a

dP° (t) = |—a (P°) P° dt (4)

+ {ZD (P°)

O=% Ao=A =1, (5)

en (4) y de acuerdo con (2) se sigue que

()
G

A=—aP°
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Calculamos las derivadas correspondientes

dP
G =" =

dPo (1_(

Yz | =

n T e @)

()
CG' = (2D)"/?, (10)

por lo tanto, obtenemos la ecuacién diferencial estocastica para el momento, presentada en

el capitulo 5
M2
()

— —aPdt + (2D)"? « dB(t). (11)

de tal manera que
1/2

AG' — %CQG” = —aP’

1/2

dP = —aP° dt + (2D)"* x dB (t)

Ahora pasamos dP +— dV, usando (2) y con la funcién no lineal

P

G=V(t) = —(M2 N P2)1/2' (12)
De acuerdo con la ecuacién (11) consideramos
A=—aP, C=(2D)"? (13)
de manera analoga al caso anterior, calculamos las derivadas correspondientes
3/2 212
/ (1_V2) " 3V(1—V)
_ S S S 14
¢="—"— @ e (14)
y de nueva cuenta se sigue que
1 D
AG' — 5C2G” =—aV (1-V?)+ %v (1-v?)?, (15)
2D REE
Por lo que finalmente se obtiene
. 3D N 2D a]?
AV () = |—a (1=V?) + 15 (1=V?) | Vdt+ |5 (1= V?) xdB (t). (17)

Que es la expresion para el proceso de velocidad, obtenida a partir de la ecuacién diferencial
estocastica para la energfa P°.
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En este apéndice desarrollamos los calculos necesarios para obtener la constante de di-
fusién asintotica para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista, los otros dos modelos de
movimiento Browniano propuestos siguen un procedimiento muy similar al aqui expuesto.
Partiendo de la expresion propuesta por Lindner, que es una forma integral de la férmula de
Kubo

e @) [ drew U @)/ @] .
<" J dzexp [0 (2)]/6(2) |

donde es necesario considerar al potencial efectivo

U @)= [ dom @) /o), (19)
0
y el coeficiente de arrastre de Ito
e (@) = o (@), (20)

dadas las expresiones anteriores, es necesario en primer lugar tener la EDE para la velocidad
usando la discretizacion de Ito

AV (t) = —ay, (V) V + 26 (V)]Y2 % dB (t). (21)

Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista tenemos la siguiente ecuacién diferencial
estocéastica

AV (1) = —ap | (1= V)" + Miﬂ (1- v?)"’] Vodi + ﬁ\jﬁ (1- v?)j LB, (2

donde corresponden las expresiones para el arrastre de Ito

' 32 3 2
s (W) = O (W)W = Qg |:(1 - W2) + M_ﬁ (1 - w2> :| w, (23)
y el coeficiente de difusion
Aoy 3
b(w)= R (1—w?)". (24)
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El potencial efectivo, es decir, la integral a realizar es

U (v) : = / o () /b () (25)

/v ] Qo [(1 —w?)?? 4 75 (1— wz)Z} w
= w
0

~ (26)
%es (1 —w?)’
3im 1 3
=" +MB|-1 — “Log [-1 +v” 2
5+ 5( + 1_02) QOg[ + 7], (27)

aunque dicha expresion no nos alienta mucho, se simplifica un poco al considerar la expo-
nencial del potencial, es decir

exp [U (v)] = exp {32% + Mp (—1 + \/11_7) - ;Log [—1+ 7] (28)

1exp [Mﬁ <—1 + ﬁ)}
N (1 —112)3/2 '

(29)

Una vez calculado el potencial, el divisor para calcular el coeficiente de difusiéon asintotica
D, es

/0 " drexp [=U (2)] /b(2), (30)

calculamos el integrando

1M B exp [Mﬂ— \/]1\%]

exp |—U (w)| /b(w) = 31
[=U (w)]/b(w) S (31)
'LMﬁ Mﬁ 2\ —3/2

= M —— (1 — 32
Dophslen -2 (=) @)

la expresién anterior se simplifica considerando la siguiente definicion
1 K00 = [ dvesp [ 2] (1) (3

dx” 0 1 —? ’

donde K, (x) es la funcién modificada de Bessel de segunda clase. Entonces, la integral del
divisor en (18) considerando x = M3 queda como

[ aweo -0 @1 ) = 2 epiars) [ awenn | -2 (1o
= —iiilf exp [Mf3] %Ko (MB). (34)

Para el numerador, usamos el hecho de que

1 exp [Mﬁ (1 — \/1177” MpBx

(1—22)** ag,

exp [=U (z)] /b (z) = : (35)
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integrando sobre x y elevando al cuadrado tenemos

2 2MB— 2MpB

1 e Vi-yZ
[ wewl-v@lap@)] = (36)
Yy aau
haciendo un poco de algebra y considerando la expresion completa del dividendo tenemos
__Mps
z'eMB Vi-y?

/01 dyexp [U (y)] {/y”* drexp [-U (x)]x/b (:1;)]2 — _/01 dy(

1 - y2)3/2 agu

1
o (1—y2)*? 7
una vez mas usando la definicién (33) tenemos
1 1 2 ieMB d
[ tveolv )| [ dres v @)ape| - i) e

Usando los resultados tanto del dividendo (38) y del divisor (34) tenemos el resultado para
la constante de difusién asintética (18)

o dyen U ) L dres U @lap @] [ ko (49)] (39)
=7 Jy " dzexp[=U (2)] /b (2) i [ o (V6|

Qoy

simplificando la expresién anterior obtenemos finalmente

1

Dy =
Mﬁaou

= kT /M. (40)

Dicho resultado es el que se presenta en el capitulo 5, obteniendo el mismo resultado de la
constante asintética para el régimen no relativista.
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