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I. Introduccién

Una onda gravitatoria es un ‘rizo’ en la curvatura del espacio-tiempo que se propaga
con la velocidad de la luz. En el universo real las ondas gravitacionales se propagan en
el ‘fondo’ de la gran escala cambiando lentamente la curvatura del espacio-tiempo creada

por la distribucién de materia del universo.

Ahora bien, el estudio de las ondas gravitatorias como soluciones a las ecuaciones
de Einstein data desde la fundacién de la teoria de la Relatividad General, no obstante
tomé cuarenta anos para que la comunidad cientifica estableciera su realidad fisica a nivel

tedrico.

A principios de los sesentas, J. Weber empezdé el andlisis de las ondas gravitacionales
desde el punto de vista experimental. En los afios siguientes realizé la pionérica labor de
desarrollar los fundamentos tedricos que describen la interaccion de las ondas gravitatorias
con un detector, que incluso llegd a construir, atin cuando en aquella época no se conocian
fuentes realistas de radiacién gravitatotia. Transcurriria poco tiempo para que se pensara
en nuevos objetos astrofisicos como los cuasares, pulsares, sistemas binarios y agujeros

negros en colapso, por mencionar algunos.

A principios de los setentas Weber anuncié la deteccion de flujos de ondas gravita-
cionales, lo cual motivé la construccidén de nuevos detectores; sin embargo, todavia no se

ha podido confirmar la existencia experimental de dichas ondas.

En anos recientes, el propésito de los experimentales es lograr fundamentos sélidos

para el estudio de lo que se ha llamado ‘astronomia de las ondas gravitacionales’.




Paralelamente, desde el punto de vista tedrico, el objetivo ha sido concebir y estu-
diar fuentes realistas de radiacién gravitacional. Los modelos que pueden ser resueltos
analiticamente también han sido estudiados, y la complejidad de las ecuaciones no lineales
ha motivado métodos numéricos para integrar y analizar las ecuaciones de Einstein, dando

lugar a una nueva rama de la relatividad llamada ‘relatividad numérica’.

Desde la perspectiva astrofisica, la tarea es, en parte, dar limites mas precisos para

conocer el ritmo con el cual las galaxias emiten esta radiacion.

Desde el punto de vista de la cosmologia, también a principios de los setentas, se
empezaron a estudiar modelos cosmoldgicos que contemplan produccion de ondas gravi-
tatorias [3] [13] [20]. Sin embargo, €l escaso conocimiento que se tiene de los mecanismos
que producen radiacién ha conducido a proponer modelos simples de interacion entre la

materia y la radiacion gravitatoria.

El trabajo que desarrollamos y que presentamos aqui es el estudio de modelos cos-

molégicos que contemplan la interacién de materia con radiacién gravitatoria.

En la primera parte se repasa el formalismo tedrico desarrollado por Isaacson [11]
[12] y Swinerd [19]. En la seccién dos, explicamos las consideraciones fisicas para que
una ecuacién de estado politrépica pueda representar la interaccién entre la materia y
la radiacién gravitacional a nivel cosmoldgico. En la seccidn tres, describimos las etapas
de nuestro modelo; en la cuatro, hacemos algunos célculos numeéricos sobre las posibles
consecuencias cosmoldgicas del mismo. En la seccidn quinta examinamos brevemente sus

implicaciones termodindmicas, y por tiltimo en la seccién seis planteamos nuestras conclu-

slomnes.

Finalmente y a manera de apéndices incluimos algunos calculos que consideramos de
importancia pero que resultaban largos o secundarios, as{ como presentamos las gréficas

que ilustran el contenido.
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1. Formalismo de las soluciones aproximadas

Hemos adoptado la convencién para la signatura de la métrica total que sea —2, los
indices griegos corren de 1 a 4, y la convencién de suma de los indices repetidos es valida,
a no ser que sea explicitamente especificado lo contrario.

Una coma separando los indices denota derivacién parcial, mientras que el semicolon
indica la derivada covariante con respecto a la métrica de fondo v,,. Todos los indices son
subidos y bajados usando el tensor métrico, y las convenciones adoptadas para el tensor

de Riemann-Cristoffel y de Ricei son

_ — P
Voyur — Uowp = R ourUn

donde v, es un vector covariante arbitrario, y

Ry =7 Reus, R=7 R,z

Las ecuaciones de campo de Einstein para la variedad del espacio-tiempo que contiene

una distribucién de materia T},,, son descritas por

876

c

G;Lu = — T;w (11)

donde ¢ es la velocidad de la luz, G la constante de gravitacién universal y G,, =
Ruv(9ap) — %gu,,(gag). La métrica contiene radiacién gravitacional de frecuencia alta
si y sdlo si existe una familia de sistemas coordenados en los cuales la métrica total Guv de

la regién que contiene materia, toma la siguiente forma:

Jpv = Yuv +77h;uu 0< n K 1 (12)




donde 1 es un pardmetro de pequeiiez, h,, son funciones rapidamente cambiantes del
espacio-tiempo, que describen el campo de radiacién gravitatoria. Las 7,, son funciones
que comparativamente varian mds lentamente y representan las componentes de la métrica

que describe la geometria curva de fondo a través de la cual la radiacién se propaga.

Sustituyendo la métrica total (1.2) en las ecuaciones de Einstein (1.1) y expandiendo
términos en potencias de 7, Isaacson [11,12] demostrd para el caso de vacio y Swinerd [19]
para el caso de materia, que la radiacién gravitacional posee un tensor de energia-momento
que es de segundo rango, simétrico e invariante de norma en el limite de alta frecuencia
para la radiacién gravitatoria.

A continuacién describiremos brevemente el método empleado por Swinerd, analogo

al de Isaacson, en su demostracidn.

Sustituyamos la ecuacién (1.2) en el tensor total de Ricci

Ru(gap) = RO + R + P R + n* REH (1.3)

donde RE[?,JF) representa los ordenes superiores en potencias de 7, y donde

R) = Ry (vap), (1.4)
1) _ oo o
REUI) - G;LU;V - 6;“/;07 (15)
RELQV) = (hacr@;ozu);d - (’anG);OIIU);l/ + 6306501 - @f:u@ga? (16)
con ©F, definida por
o« 1 @ o @
5= 5 (W%, + h%, = B%,.). (1.7)




‘:\ &1 LT

Asi, la parte izquierda de las ecuaciones de Einstein se convierte

G = G+ 16D + G+ 'GP 9

fo,,ﬂ representa los ordenes superiores en potencias de 7, y donde

1
i) = R = 57w RO, (1.9)

1

Gy =Ry — 5

Y RO — ALY =12, (1.10)

. . . 1 .
R =y* Ry AQ) = ShuwRY,  i=0,1,2 (1.11)

La parte derecha de las ecuaciones de Einstein, el contenido material de la variedad,
es representado a este nivel por un fluido general caracterizado por un cuadrivector de
velocidad u,, una densidad p,, una presién p,,, una temperatura T' y las variables ¢, £ y x
representan la viscosidad cortante, la viscosidad de bulto y la conductividad térmica, res-
pectivamente. Se asume que en presencia de la radiacion estas cantidades son perturbadas

de sus valores que tenian en la métrica de fondo sin perturbar, de tal manera que

(1) (1)

O 4 nplD) pp = plO 4 pld), (1.12)

Up = UELO) + 77“53)» Pm = p

y las correspondientes para la temperatura, viscosidades y conductividad. Al sustituir

estas cantidades perturbadas en T),,, se obtiene una serie de potencias en 7,

T, = T 0 TLY) + 1) + TS (113)

(3+) . ;
donde Ty * representa los ordenes superiores en potencias de 7. De esta manera, las

ecuaciones de Einstein pueden ser escritas explicitamente como




Y4 &
2 3+) (0 1) (2 3(3+)
GO +1GL +n*GR +*GCP = — (T)+¢ﬁy+nﬂJ+nIL ). (1.14)

nv

Al considerar el esquema de vacio de Isaacson [11,12], se sugiere que la presencia
de radiacién gravitatoria en una regién del espacio-tiempo dard lugar a una densidad de
energia efectiva ahi, la cual puede ser atribuida a la radiacién. En nuestro caso, hay dos
fuentes de energia , a saber, la de la radiacién y la de la materia, que actian para crear la
curvatura de fondo. Esta hipdtesis es considerada en la siguiente ecuacion

G
G = - 8n (ﬂ”+Ed% (1.15)

nv

donde Efj denota al tensor de energia efectivo del campo de radiacién. Al igual que en el

modelo del vacio, se supone que

4
e C

La separacién de las ecuaciones de Einstein queda hecha al sustituir la ecuacién (1.15)
en la (1.14) y empleando la (1.16), se encuentra que

_8nG
Gl + 0 G = - =T + TS + 0 T, (1.17)

nv ny nv

De esta manera, empleando las ecuaciones acopladas (1.15) y (1.17), con ayuda de
(1.16), se obtienen soluciones aproximadas a las ecuaciones de Einstein, que representan
a la radiacién gravitacional viajando a través de un medio material. Este conjunto de

ecuaciones representa el formalismo general de la teoria.

Para asegurar que la radiacién sea de alta frecuencia, se introducen las distancias
caracteristicas L y A que son, respectivamente, los intervalos en los cuales cambia signi-

ficativamente la métrica de fondo y la radiacién. Entonces, éstas cumplen con
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L> ) (1.18)

X es identificada con la longitud de onda de la radiacién. Este es el llamado limite de la

éptica geométrica de Relatividad General.

Ademas, se suponen los siguientes ordenes de magnitud

Yuv = 0(1)7 h/w = 0(1)> Ypv,ao = 0(1)’ hlw,a = 0(U~1)7

Yuvap = O(1),  Puvap=0n"?), (1.19)
y como
l’?’w,al ~ L—ll')’;wla |hw/,a| ~ )‘—llhw’v (1'20)
obtenemos que
Axn, Ll (1.21)

es decir, el parametro pequefio de expansién que aparece en la ecuacién (1.2) es identificado
con la longitud de onda de la radiacién. El hecho de haber escogido esta opcién para los
parametros (A y L) nos lleva a examinar sélo aquellas situaciones en las cuales el orden
de magnitud de la energia de la radiacién es por lo menos comparable con la energia del

medio material.

Por un lado, empleando las condiciones (1.19) se llega a la conclusion de que el término

dominante de la parte izquierda de (1.17) es

nG) = 0(n™"). (1.22)

~I




Por otro lado, cuando la distribuciéon material es descrita por un fluido perfecto (el
cual serd nuestro caso), el orden de magnitud de la parte derecha de la ecuacion (1.17)
puede ser calculado al resolver las ecuaciones de flujo del fluido (material) hasta primer
orden, durante el paso de la radiacién. Este analisis [19], nos lleva a que la parte derecha
es a lo mds del orden de 1. Juntando esto con lo anterior obtenemos que (1.17) puede ser

escrita, para el caso no disipativo, de la siguiente manera

G + 0(n?) =0, (1.23)

uv

que es de orden de la unidad. Esta ecuacion debe ser analizada y resuelta, para lo cual se

supone una solucién del tipo WKB (método aproximativo) para la h,,, a saber,

huy = Re(aq,,yei”{’), (1.24)

donde a, ¢,, y ¢ son la amplitud, polarizacién y la fase de la radiacién, respectivamente.
Esta solucién es valida en el espacio plano, pero como la radiacion cumple con (1.18), la

onda se encuentra en una regiéon aproximadamente plana.

Ademas, se imponen las condiciones suplementarias al fijar la norma

R, =0, h=~"hes=0. (1.25)

para asegurar que el campo de energia es positivo definido y que el campo es sélo de

particulas de espin 2.

Con las ecuaciones (1.5), (1.7), (1.10) y (1.25), la ecuacién (1.23) puede ser escrita de

la siguiente manera

kaka = 07 (azka);a = 0> qp.u;aka - 07 (126)
donde k = ¢ . Ademds, se cumplen las siguientes condiciones
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Qg™ =1, kﬂ(I(yﬂ =0, ’YQﬁQQﬂ =0, (1.27)

las tltimas dos ecuaciones de (1.27) son las condiciones sobre las coordenadas escritas en

el formalismo de WKB.

La comparacién de estas ecuaciones con las obtenidas por Isaacson [11] revela que
la radiacién gravitatoria en un fluido perfecto tiene la misma forma funcional que las
correspondientes para el caso de vacio. Esto nos indica que la radiacién no es absorbida
por el fluido perfecto, en esta aproximacion. En el caso del fluido disipativo, se puede

mostrar que la radiacién es absorbida por el fluido.

Examinemos ahora al campo de energia efectivo de la radiacién, ecuacién (1.16), y
con ayuda de ecuaciones (1.10) y (1.11) toma la siguiente forma,
A

1
——n*(R®) — —+,,R® 1.28
seg ! T = 31 B0, (1.28)

ef __

ES, =

esta expresion es idéntica a la expresién para el caso del vacio obtenida por Isaacson [12].
Al tratar esta ecuacién se demuestra que su promedio, denotado por E,, =< EZ,J: >, €s
invariante en el limite de alta frecuencia ante cambios infinitesimales del sistema coorde-

nado. M4és atn, suponiendo la solucidn (1.24) y las ecuaciones (1.26) y (1.27), se encuentra

que

ctan?
= ——hk,k . )
1274 64'ITG ;l,ky + 0(77) (1 29)

Este formalismo general aplicado al fluido perfecto puede servir para describir a ra-
diacién gravitacional que se propaga en un espacio-tiempo de fondo que cumple con la

ecuacién (1.18), es decir, para una variedad de longitudes de onda.
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Ahora, consideremos un campo isotropico de esta radiaciéon en un espacio-tiempo con
métrica total que cumple con la ecuacién (1.2), y con una métrica de fondo dada por el
elemento de linea de Robertson-Walker (RW), que en coordenadas polares esféricas r, w, v

y el tiempo césmico t es

ds?® = dt? —

R2(t) <dr2 + r2dw? + r236n2wd¢2) 7 (1.30)

(14 kr?/4)?

donde R(t) es el factor de escala del modelo que describe la dindmica y « es la constante de

c2

curvatura. Empleando esta métrica de fondo se demuestra [19], utilizando soluciones del
tipo (1.29) con amplitud constante para todo el campo isotrépico, que el tensor efectivo

de la radiacién gravitatoria F,, cumple con lo siguiente

El“/ = 0, 2 # v, E]l = E22 = E33 (131)

e identificando estas componentes con la presién y densidad de la radiacién, esto es,

E'=-p., i=123, El=p.c?, (1.32)

donde convencion de la suma no es valida. Ademds, con las soluciones encontradas se

puede demostrar que ES = 0, con lo que finalmente obtenemos

1
Pr = § Pr cg, (133)

que es la ecuacién de estado para la radiacién gravitatoria. Con estas ecuaciones se puede

identificar a E,, con las componentes de tensor de fluido perfecto, dado por

le = (p + p)uuu,, - 7;uzp (134)

si es que se cumple que

=0, 1=1,2,3, uy=1. (1.35)




De esta manera, al considerar un sistema coordenado comévil, el campo radiativo

efectivo de energia puede ser representado por un fluido perfecto con ecuacién de estado

pr:%Prc-

11




2. Consideraciones fisicas de los modelos

En esta seccién estudiamos la manera con la cual la curvatura de fondo del espacio-
tiempo es influenciada por un contenido energético de materia 7, ,53), y por el contenido
energético de un campo radiativo efectivo Ez,{, descrito por la ecuacién (1.15), que toma
la siguiente forma:

8rG

1 5 .
R — S RO = =Z2(TLY + B, (2.1)

nv 9
Para la métrica de fondo escogimos la de Robertson-Walker, ademads el campo radiativo
es isotrépico en un sistema coordenado comdévil. Usando estas suposiciones, se encuentra
[20] que la ecuacién (2.1) del formalismo general se reduce a las ya conocidas ecuaciones

de campo con constante cosmoldgica nula (ver apéndice E),

2

R & Kc?

—| = —-— 2.
R 87 G Kc? R
it - —_— 2
R ERA (2:3)

P=Dr+Pm Y P = pr+ pm son la presion y densidad totales (radiacién gravitacional
més materia) respectivamente, R es el factor de escala y los puntos representan derivadas
temporales.

Debido a que estamos considerando un modelo de dos componentes en interaccion, la
materia y la radiacién gravitatoria, tenemos que especificar, por un lado, sus ecuaciones
de estado, y por otro, su interaccion.

Especificamente, asumiendo el limite de la optica geométrica de Relatividad General
para la radiacién gravitacional: esto es, A < R, donde A es la longitud de onda de la
radiacién gravitacional y R es el factor de escala, [19] establecié que uno puede tratar a

esta radiacién como un fluido perfecto con ecuacién de estado
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1
pr = § Pr c?‘, (2.4)

y para la materia asumimos polvo, 1.e.,

Pm =0. (2.5)

De las ecuaciones(2.2) y (2.3) se obtiene la ecuacién que representa la conservacién de

la energia

(pR®}y + 3¢ 2 p(In Ry R® = 0. (2.6)

La interaccién entre los dos fluidos es expresada a través de la transferencia de ener-
gia de materia a radiacién, U, y correspondientemente, una razén de energia (negativa)
transferida de radiacién a materia, U,,. Esto le permite a uno separar la ecuacién (2.6) en

dos, una para cada fluido:

(prR*) + 3¢ p, (In Ry R® = U,. (2.7)
(pmR*Y + 3¢ pm (In Ry R® = Up,. (2.8)
con U, + U, = 0 para acoplar la interaccion y para recuperar la conservacién de la

energia. Claramente, parte de la energia de la materia es convertida a radiacion. Para
materia en forma de polvo (ecuacién 2.5) esto implica que U, = —U, = (pnR?®) (una
presentacién similar se da en [15]).

U, (o U,,) es una funcién indeterminada que tiene la informacién de la interaccion
materia-radiacién. La falta de conocimiento preciso sobre la generacién de ondas gravi-
tacionales, necesariamente impone una descripcién fenomenoldgica de dicha interaccién.

Por la tanto, es necesario decir algo acerca de la evolucién de la interaccién a medida que
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el universo se expande, €l llamado “perfil radiativo de energia”. Esta evolucién se escogio

que estéd dada a través de una ecuacién de estado politrépica, ver [18]:

p=pcptn (2.9)

donde § y n (llamado indice politrépico) son constantes.

La ecuacién de estado politrépica se ha utilizado en cosmologia por algunos autores [18]
y ahora nosotros la introducimos para describir la interaccion entre la radiacién gravitatoria
y la materia.

Noétese que la politropa proporciona la relacién entre la densidad total y la presion
total, es decir la densidad y presién de la materia y de la radiacién tomadas juntas. Con
la politropa sustituida en la ecuacién de conservacion, uno encuentra después de una
integracién analitica, la relacién funcional entre la densidad total y el factor de escala R

(ver apéndice A):

1

_ . S | 2.10
p ﬂn Fn ) R 7 ( )

La relacién entre la densidad de la materia p,, y R es (ver apéndice A)

F -3
Pm = W; (2.11)
y entre la densidad de la radiacién p, y R es (ver apéndice A)
3
pr = B Pt (2.12)

la cual da, dependiendo principalmente de n, los diferentes perfiles radiativos de energia. La
figura 1 y 2 muestran, para valores positivos y negativos de n, respectivamente, la evolucién
de la densidad de materia (linea segmentada) y la densidad de radiacién como funciones

del factor de escala. Para n positivas las densidades p,, y p, divergenen R=R; > 0: la

14




introduccién de la ecuacién politrépica a nivel cosmoldégico mueve la singularidad donde la
densidad y la presién son infinitas, de R = 0 a R = R;, ver [18]. Por otro lado, para valores
negativos de n, entre -1 y 0, encontramos un comportamiento muy diferente: la densidad
de radiacién es inicialmente cero y se incrementa con el tiempo, que es precisamente lo
que necesitamos para poder interpretar el modelo como uno de produccién gravitatoria
postgalactica. Es decir, para —1 < n < 0 tenemos que p, — 0 cuando ¢t — 0, condicién
que asegura que la radiacién gravitatoria no es de origen primordial sino generada mediante
procesos galdcticos. Esta idea fue introducida por [13] y usada también por [20], quien la
nombré la “hipdtesis galdctica”. Nétese que nuestro modelo de produccién de radiacion
puede ir desde un comportamiento concavo a uno convexo (ver figura 3). Por otro lado,
observamos de la figura 2 que p,, es una funcién decreciente de R, por lo que representa

un modelo fisico aceptable. Este analisis se publicé en [5].

Anterior a esta investigacién ya se habian publicado trabajos sobre modelos cos-
moldgicos andlogos a éste pero con otros perfiles de radiacién gravitatoria. En el primero
de ellos [3] se supone que razon de produccién de radiacién es constante, de tal manera

que

pr=20 para t <t,

pr = const. para t > 1,

donde t; es en tiempo en el cual se formaron las galaxias. Este es un modelo bastante
simple, ya que ademas, supone que la produccién de radiacién empezé de manera constante

y hasta hoy en dia continua igual.

Un modelo mds “realista”, por lo menos fenomenoldgicamente, es el descrito en [13]

y corregido en (20]. Aqui, el perfil de radiacién es de la forma

pr~R% con§> -2 para 0 <t <t,.




donde t. es €l tiempo en el cual se tiene que parar la prczduccién de ondas, para evitar tener
densidad de materia negativa. Este perfil de radiacién se asemeja al nuestro cuando n — 0,
sin embargo el comportamiento de produccién convexo (n — —1) no es reproducible en este
modelo. Esta 1dltima caracteristica permite que la intensidad de la interacciéon aumente, y

por ende, que el efecto gravitatorio también lo haga.
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3. Descripcién de los modelos

Hemos visto que las densidades tanto de materia como de radiacién presentan un
comportamiento adecuado al considerar la ecuacién politrépica como agente de la inte-
raccién materia-radiacién gravitatoria, de manera que podemos construir nuestro modelo
cosmolégico. Sin embargo, como el comportamiento de p, es creciente y p, es decreciente
siempre (ver figura 2), llega un momento ¢ = t;, R = Ry para el cual p,(Ry) = 0, que
nos dirfa que toda la materia presente en el universo se convierte en radiacién gravitatoria.
Nétese de la ecuacién (2.11) que si el factor de escala crece arriba de cierto punto, la
condicién p,, > 0 no se puede tener (esta caracteristica también estd presente en el modelo
presentado en [13,20]). En nuestro modelo esta condicién requiere que R < Ry = (%)%

Por lo tanto, en nuestros modelos la produccién de radiacién gravitatoria se da durante la

expansion antes de que el factor de escala alcance el valor R;.

Asi entonces, nuestro modelo tiene dos etapas diferentes, la primera caracterizada por
la produccién de radiacién gravitatoria emanada de la materia hasta un cierto momento
t = t. < t1, cuando la interaccién debe ser arbitrariamente suspendida. Si no es asi, los
modelos criticos y abiertos (k < 0) y algunos modelos cerrados (k > 0) eventualmente
contendran una densidad de materia negativa la cual no es fisica. Después de que la
interaccién ha cesado, para t > t., consideramos una segunda etapa de evolucién en la
cual la materia y la radiacién gravitacional coexisten sin interaccién. Asi, el modelo es
representado por una “época interactiva” (¢ < t.) seguido de una “época no interactiva”

(t > t.). Un esquema de nuestro modelo cosmolégico es presentado en la figura 4 (anilogo

al presentado en [20]).
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t=0 t<t, t=t, <t t>t |
PRIMERA ETAPA (E) SEGUNDA ETAPA (E’)
R=0 | FORMACION DE LAS TIEMPO EN LA MATERIA Y LA
GALAXIAS : EL CON- EL CUAL RADIACION COE-
0, =0 | TENIDO MATERIAL CESA LA XISTEN EN UN
DEL MODELO ES CON- INTERACCION ESTADO DE NO
VERTIDO A RAD. GRAV. INTERACCION

Figura 4. Descripcién esquemética de los modelos.

Como la distribucién de energia del modelo es diferente en cada lado de la frontera
en t = t., el comportamiento del modelo en cada lado de dicha frontera serd descrito por
diferentes soluciones a la ecuacién (2.2). La transicién del modelo de E a E' es conside-
rada fisicamente aceptable si las condiciones de unién en el 3-espacio t = t. aseguran la
continuidad de la presién y de la densidad total de energia en ese punto. De acuerdo con
(16,20], las condiciones matematicas de unién que permiten una transicién fisica aceptable
de una etapa a la otra son que el tensor métrico v, y todas sus primeras derivadas parciales
sean continuas en la frontera, es decir, que se cumpla lo siguiente:

RclE = RCIE' Y RC‘E = RclE” . (31)

Segun las ecuaciones (2.2) y (2.3), las condiciones (3.1) implican que la densidad total
es continua, pero no necesariamente la presion total. Sin embargo, la ecuacién de estado
para la radiacién (2.4) nos dice que si la densidad es continua en t = £, la presién también
lo es. De esta manera, la imposicién de las condiciones de Lichnerowicz (3.1) es suficiente

para asegurar un modelo fisico aceptable.

Debido a las condiciones de unidn, tenemos que referirnos a las condiciones que

prevalecian en el tiempo t.. De esta manera, la mayoria de las ecuaciones deben de
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contener una combinacién de las condiciones aludidas a ambos: al tiempo t. y al tiempo

presente t,, etiquetados por un subindice “c” y “o”, respectivamente.

Antes de proceder a integrar la ecuacién que da la dindmica (2.2), necesitamos especi-
ficar cuanto valen las constantes que en ella se encuentran: por un lado, tenemos que al
sustituir la ecuacién de la densidad (2.10) en la ecuacién (2.2), aparecen las constantes a,
By n, pero el intervalo de valores para n ya ha sido especificado; y por otro, la constante
k que determina la curvatura del espacio.

Las constantes « y 3 se definen de la siguiente manera:

1+4e —1/n
“ = v B=ep (3.2)
c Pc
en términos de € determinada por
Pe
€ = . 3.3)
c? pe (

Asi definida, la constante € determina la cantidad de materia convertida a radiacion en
t = t. (ver apéndice B). De esta manera, lo que hemos hecho es cambiar a las constantes
« y B por las constantes R., p. v €. Esto se debe a que la ecuacién de la dindmica la
vamos a integrar en variables reescaladas en t = t,, 1.e., resolveremos la ecuacién diferencial
para obtener la solucién en las variables (R% vs. tH.). La constante  se puede reescribir
en términos de los pardmetros cosmoldgicos medibles (ver apéndice C). Los pardmetros
cosmoldégicos utilizados son:

R
H = R parametro de Hubble

_ dnG

Om = 7755 Pm, Parametro de la densidad
3H?
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¢
f = —(In pm R?*)=(In / U,dt) parametro de la produccion de radiacion.  (3.4)
0

En los modelos de un solo fluido (e.g. materia, radiacién electromagnética o radiaciéon
gravitacional) para determinar la constante curvatura & se escogen dos parametros, a saber,
la constante de Hubble H, y la densidad de materia p,,, o el parametro de desaceleracién
¢, (ver seccién 4); sin embargo, en nuestros modelos como tenemos dos fluidos, necesitamos
un parametro extra para el fluido extra, el cual lo escogimos ser f,, introducido por primera

vez en [13].

Para t < t. (etapa E) la evolucién del factor de escala determinada por la ecuacion
(2.2), utilizando la ecuacién (2.10) ademds de los parametros definidos arriba, es (ver
apéndice C)

R

) F 3 o (3.5)

2 n+1 2
= ]- + 20‘"10 <H0> Fo [(R/RC) - En] Y

C
como tenemos que referirnos directamente a las condiciones de unién, también en términos
de estos parametros la ecuacion de la dinamica fue escrita para realizar los calculos. Para
intregrarla necesitamos calcular F, y %ﬂ’— en términos de los parametros cosmoldgicos

Omo, Ho,fo y de los pardametros ajustables de la politropa n y € (ver apéndice C).

Para t > #., el universo estd en una segunda etapa de evolucidn (E’) en la cual la

materia y la radiacién gravitatoria coexisten sin interaccién y es descrita por (analogo a

(8], ver apéndice D).

. 2
R H,\? Fnr+! ~ :
il :1+20m06n<——> o [1 se 3¢ — 1|,  (3.6)
RC Hc Fo -3 (R/RC) (R/RC)2

donde
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1/3 1/4
(ev_n_) _ R _ (g_) . (3.7)
pm RC Pr

Pme, Pre Son constantes determinadas por la condicién de continuidad de p a través de
la unién. Su expresidn explicita en términos de los pardmetros cosmoldgicos utilizados se

puede calcular de C.2 y C.3 con ayuda de C.4 (ver apéndice C).
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4. Calculos numéricos y analisis

Para obtener resultados numéricos se necesitan dar las condiciones iniciales de los
modelos, y debido a que éstos tienen singuralidades, escogimos que en t = 0, R = 0. Con

esta condicién inicial, la dindmica queda completamente determinada.

Como las ecuaciones a integrar (3.5) y (3.6) no se pueden poner en forma de cua-
draturas, hemos empleado un método de integraciéon numérico de Runge-Kutta de quinto

orden, el cual resulta adecuado debido a la “suavidad” de las funciones a integrar.

En la figura 5 se muestran [6] modelos para diferentes valores de los pardmetros
cosmoldgicos con un unico valor para el indice politrépico n y para e. También se incluye

para comparacién un Modelo Estandard de Friedmann (MEF) de polvo descrito por

2

R R, \
— =1 2 — —1]. 1
% + 20m0 (R > (4.1)

R Prmo 1/3
=) (4.2)

En algunos modelos cerrados el factor de escala alcanza su maximo antes que p,, = 0,
aun en este caso, es necesario parar la producciéon de radiacién. La razén de esto es
que nuestros modelos como son estrictamente fenomenoldgicos, las densidades dependen
solamente del factor de escala, y por lo tanto, invierten sus roles después de alcanzar
el punto méaximo y entonces en lugar de produccién de ondas gravitatorias tendriamos
absorcién, la cual no es permitida en ausencia de viscosidad, que es nuestro caso, como se

mencioné en la seccién 1 y segin se demuestra en [9,19].

. . . R ’ . . .
Nuestros modelos predicen que si 0,0, Ho, 7>, Ny € estan en los siguientes intervalos:

<

22




0<0omo <1,

30 < H, £100 (km por megaparsec),

R,
—2 <1,
R,

-1 <n<0,

0<e< o, (4.3)

obtenemos, con ayuda de C.18, que la conversién fraccional f, esta en el intervalo

10712 < f, <1078 (amo™ 1),

que es un orden de magnitud més pequefio comparado con los resultados de [13].
La suposicion %l < 1, significa que hoy en dia todavia se estan produciendo ondas
gravitatorias en las galaxias. En la tabla 1, ver [14], se marcan con un * los valores que no

cumplen esta condicién, sin embargo, se han incluido para facilitar el andlisis del modelo.

El parametro o,,, esta definido en las ecuaciones (3.4) y se determina con ayuda de
la constante de Hubble H, y la densidad de materia actual, que es del orden de p, ~

1073 gr /em?, ver [3].

La razén de conversion fraccional f, mide qué tanta radiacion gravitatoria se esta
produciendo en el interior de las galaxias. Isaacson y Winicour [13] acotaron el valor
de f, entre 10711 < f, < 1077 ano~! como valores razonables y con los cuales obtienen
consecuencias en la dindmica de su modelo. Aqui, nosotros tenemos un modelo en el que f,
aun siendo un orden de magnitud menor que el acotado por ellos, se obtienen consecuencias

cosmoldgicas notables (ver abajo).




Con los valores de los pardmetros cosmoldgicos arriba mencionados, podemos derivar
intervalos para valores de otros pardmetros cosmoldgicos medibles hoy en dia. Por ejemplo,
el pardmetro de la densidad de energfa de radiacién gravitatoria o,, y el pardmetro de

desaceleracion gq,, definidos por:

4’/TG RORO

Oro = 3—H'02_Pr0 Y do = _—R_%_a (44)

la ecuacién C.9 evaluada hoy en dia da directamente

3
ro — 4.5
o Fo - 3 Jmo ( )
y segun apéndice E se tiene

Go = Omo + 204,. (46)

Esta ecuacién nos dice que o,, contribuye el doble de lo que lo hace ¢,,,. Sin embargo,
observacionalmente se cree que 0,,, >> 0y, mientras o, ~ 1, 0,, ~ 1074, ver [20]. Por
pequefia que o, sea, contribuye y en principio su existencia puede determinar la constante
de curvatura  del modelo, ver C.15. Esto es muy importante porque si determinamos va-
lores para o, < % (curvatura negativa), con una pequeiia contribucién de o, podriamos
obtener que la densidad total, la cual determina la curvatura del espacio  (ver ec. C.15 o

C.16), 0y = Omo + 0o > %, lo cual cambia la curvatura del espacio de abierto a cerrado.

También, podemos comparar a las cantidades evaluadas hoy en dia con las evaluadas

en el momento en que cesa la producién de radiacién, segin las férmulas C.17 y C.18, ver

tabla 1.

De la tabla 1 se puede ver que la densidad actual de radiacién gravitacional .., para
n fija, es una funcién creciente de f,, que es lo esperado, ya que si se estd produciendo

mayor cantidad de radiacién hoy en dia, debemos de observar mas. Por otro lado, o,
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n f,(ano™1) Oro o R,/R. H,/H.

-0.9 10E-09 4.30E-1 0.96 1.29* 3.99
-0.9 10E-10 4.36E-2 0.19 1.00* 0.99
-0.9 10E-11 4.39E-3 0.11 0.57 » 1.94
-0.9 10E-12 4.39E-4 0.10 0.29 3.86
-0.5 10E-09 247E-1 0.59 1.13* 2.03
-0.5 10E-10 2.64E-2 0.15 0.95 1.09
-0.5 10E-11 2.71E-3 0.11 0.68 1.61
-0.5 10E-12 2.72E-4 0.10 0.46 2.39
-0.1 10E-09 5.56E-2 0.21 1.01* 0.99
-0.1 10E-10 6.04E-3 0.11 0.95 1.08
-0.1 10E-11 6.13E-4 0.10 0.88 1.18
-0.1 10E-12 6.14E-5 0.10 0.82 1.29
-0.01 10E-08 9.65E-2 0.21 1.00* 0.99
-0.01 10E-09 6.20E-3 0.11 0.99 1.01
-0.01 10E-10 6.31E-4 0.10 0.99 1.02
-0.01 10E-11 6.32E-5 0.10 0.98 1.03
-0.01 10E-12 6.32E-6 0.10 0.97 1.04

Tabla 1. Los pardmetros cosmoldgicos 0,4, ¢,, R,/R, and H,/H, como funcién de n y f,

para € = 0.1, o0y = 0.1 y H, = 50 km por megaparsec, fijos.

también se incrementa cuando n — —1; el efecto de n — —1 incrementa la interaccién

por lo que tendriamos que medir mas radiacién. Debido a que la radiacién gravitacional
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contribuye al pardmetro de desaceleracion (es el doble de la contribucién de la materia),

segtin ecuacién (4.6), g, se incrementa cuando f, se incrementa o cuando n — —1.

En la figura 6 observamos que cuando n — —1 el efecto de la interaccién politropica
aumenta. Otra vez, el MEF correspondiente es incluido para comparar. Esto era de
esperarse porque cuando n va de 0 a -1 el perfil de radiacién, dado por ecuacién (2.12), va
de céncavo a convexo, corroborando asi que para n — —1 la produccion de radiacion se

incrementa (también ver figura 3).

Es importante sefialar que cuando n — —1, f, puede ser incluso mas pequeiio y
ain obtenemos consecuencias cosmoldgicas notables en la dindamica del modelo. Esto lo
podemos observar a través del comportamiento de o,,. Si este parametro se incrementa,
aumenta la “densidad de masa activa” que provoca la desaceleraciéon en la expansion, y
por lo tanto, influye en la dinamica del modelo. Ahora bien, segin tabla 1 sin = —-0.01y
f,=10""%0sin=-09yf, =107!? obtenemos que 7,, ~ 107%, esto es, a medida que

n — —1 y f, disminuye, obtenemos densidades de radiaciéon similares.

De la tabla 1 observamos que (R,/R.) disminuye al disminuir f,, con n fija. Esto es
explicable ya que f, mide la cantidad de produccién de radiacién hoy en dia, entonces si
este parametro disminuye, se esta convirtiendo menos masa en forma de ondas gravitatorias
y tardard maés tiempo en consumirse la masa. De manera andloga, notamos que nuestro
modelo predice que mientras mds pequertio es el parametro actual de densidad gravitacional
0ro, menor es el valor de (R,/R.), es decir, mayor sera el tiempo para el cual la materia
y la radiacién se desacoplaran. Esto ltimo se observa del hecho de que el factor de escala
es una funcién creciente del tiempo en la época de producién gravitatoria (ver figura 5),

es decir, la interaccién se da durante la expansioén.

Como la produccién de ondas gravitatorias se da durante la etapa de expansién y como

el pardmetro de la desaceleracién es siempre positivo durante la expansion (g,, ¢ > 0, ver
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apéndice E), se sigue que H, > H,.. Los valores que no estan de acuerdo con la anterior
desigualdad, en parte corresponden a valores R, > R,, ya eliminados con un *. En la tabla
1, hemos incluido los valores para H,/H.. Finalmente, un chequeo de consistencia es el
siguiente: como nuestros modelos siempre tienen desaceleracién positiva, R,/R. deberia

disminuir al aumentar H,/H,, tal como se muestra en la tabla 1.

En la tabla 1 hemos dejado fijos las variables €, 0., y H,. Si aumentamos €, aumen-
tamos la cantidad de materia que se convertira a radiacién en t = t., por lo tanto, o, ¥ ¢
aumentaran, segiin ecuaciones (4.5), (4.6), C.1 y C.18, pero %‘L disminuird. Por otro lado,

sl aumentamos ., aumentamos o, ¥ ¢o, y %‘L permanecera constante.
c




5. Algunas consideraciones termodindmicas

Fn esta seccién analizaremos brevemente las consecuencias termodinamicas de nuestro

modelo [T7].

Se sabe que las ecuaciones de campo de Einstein con un término de fuente Ty, deben
de ser suplementadas con la “ecuacién de estado” para el fluido. Usualmente se asume que
tal fluido es isentrépico, es decir, que la entropia S es una constante a lo largo de las lineas
de flujo, y que la presién del fluido obedece una ecuacién de la forma p = p(p). En nuestro
modelo, nosotros proponemos dos ecuaciones de estado, una para cada fluido, a saber,
ecuaciones (2.4) y (2.5), acopladas por una ecuacién politrépica p = pm + pr = c? pH'%.
Para resolver la dindmica del modelo, esta ecuacién debe ser sustituida en la ecuacion
de conservacién de energia (2.6), la cual tiene impicita la informacién termodinémica del

modelo. Asi,

(pR*Y 4+ 3¢ 2 p(In Ry R*=dU + pdV =T dS =0, (5.1)

donde V, U y T son el volumen, energia y temperatura del modelo, respectivamente. De

esta manera vemos que S es constante .

La introduccién de una ecuacién politrépica de estado en astrofisica es empleada
usualmente para representar procesos en los que el calor especifico permanece constante

durante el proceso, ver [4]. Asi, tenemos que

dQ

T = const. ) (5.2)

En nuestro modelo, la politropa usada para representar la interaccién entre materia
y radiacién gravitacional es supuesta ser una adiabdtica, es decir, una politrépica de calor

especifico nulo, por lo que, el exponente politrépico v = 1 + -111— estéd relacionado con los
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calores especificos a presién constante Cp y volumen constante C,, mediante la siguiente

férmula, ver [4]

v = (5.3)

fe

Ahora, como nuestro indice politrépico n toma valores en el intervalo —1 < n < 0, se
puede ver que v también es negativo. En este caso, se obtienen capacidades calorificas nega-
tivas, las cuales estan en contra de la creencia comun, sin embargo no son necesariamente
ajenas a la fisica. Por el contrario, los calores especificos negativos son conocidos en
astronomia [17] y como lo demostré Hawking [10] y Beckenstein [1,2] los agujeros negros

también exhiben esta propiedad.

Este comportamiento singular parece ser una caracteristica de una interaccion gravi-
tatoria. Asi, algunas de sus consecuencias se derivan de la expresiéon politrépica, p ~ p?
con v < 0, por lo que a medida que el universo se expande la presion de la interaccién
aumenta. Ademas, T V™! = const., implica que la temperatura de la interaccién también
se incrementa. El aumento de la temperatura debe ser atribuido a la perturbacién de
la métrica RW debido al comportamiento siempre creciente de las ondas gravitatorias a
medida que el universo se expande. Como se dijo anteriormente, estos hechos sorpresivos

estdn en acuerdo con las propiedades esperadas de los fenédmenos gravitacionales.

Todavia, se debe distinguir entre los procesos actuales que pueden producir radiacién
gravitacional, como las explosiones de supernova las cuales son siempre fenémenos locali-

zados, que contrastan con nuestro modelo esparcido donde la produccién de ondas es un

fenémeno no local.




6. Conclusiones

La suposicién del limite de la éptica geométrica de Relatividad General (A <« R) para
la radiacién gravitatoria, permite construir un modelo cosmolégico en el cual la energia del
campo isotrépico de radiacién puede ser representado por un fluido perfecto con ecuacion

de estado p, = %prc2.

La introduccién de una ecuacién de estado politropica, con n positivas, en un contexto
cosmoldgico mueve la singularidad, donde la presién y la densidad son infinitas, a R = R; >
0. En nuestro caso, el intervalo de valores escogidos de n son negativos, y por lo tanto,
la singularidad ocurrird en R = 0. M4ds atin, con estos valores para el indice politrépico,

obtenemos la hipotesis galactica.

Los modelos considerados aqui estan sujetos a la condicidon de que la densidad de
materia, y también la de radiacién, son siempre positivas. Esto pone una restriccion en
nuestros modelos: la interaccién politrépica no puede continuar después que t = ¢y, por lo
que, siempre se debe tener R < R; = (4ﬂ/a)"/3 durante la etapa de produccién de ondas

gravitatorias.

En ausencia de viscosidad, la radiacién gravitatoria no puede ser absorbida por un
fluido perfecto, ver [9,19]. Respecto a esto, la ecuacidén politrépica puede representar de
manera sencilla y aceptable modelos cosmoldgicos con produccién de radiacién gravita-
cional debido a la materia que ellos contienen. Por otro lado, la simplicidad de nuestros
modelos tiene una desventaja seria: ain en los modelos en los que p,, nunca es cero, se

debe suspender arbitrariamente la produccién de radiacién gravitacional para evitar la

reabsorcion.

El modelo politrépico de interaccion da resultados plausibles para los pardmetros

cosmoldgicos medibles hoy en dia .., ¢, ¥ para el pardmetro estimado f,. El intervalo de
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valores de los pardmetros cosmoldgicos utilizados determinan los valores de los parametros
de desaceleracion, ¢, v q., los cuales son siempre positivos. Estos son resultados esperados
ya que la produccién de radiacién gravitatoria incrementa la “densidad de masa activa” la
cual determina el ritmo de desaceleracién (ver ecuaciéon 4.6), de esta manera tendiendo a
detener la expansién del modelo y a disminuir su edad. Por esto, en los modelos cerrados
siempre tendremos que g¢. > ¢q, > 0. Esto se puede corroborar en la figura 5 donde se
puede ver que los modelos interactivos cerrados tienen una edad de evolucién mas corta

que los comparados con los MEF respectivos, similar a otros resultados obtenidos por [3],

[13] v [20].

Un analisis sencillo de la termodinamica implicita en el modelo, nos lleva a considerarlo
como uno de entropia constante, en el cual el calor especifico es nulo, y por lo tanto,
obtenemos v < 0, implicando que a medida que el universo se expande, la presién y la

temperatura de la interaccién politropica se incrementan.




7. Apéndice A. Deduccién de las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12)

Desarrollando la ecuacién de conservacién de la energia (ec. 2.6), se obtiene lo si-

guiente:

3pRER + R p +3c?p(ln R R = 0,

dividiendo entre R3 y agrupando, tenemos que

(—p——_i:p'ch) = -3 (ln R),

sustituyendo la ecuacién de la politropa (ec. 2.9) implica que

5 .
o (it gpm 2

o bien,

/p(1+d/23p1/"):_3 /%?

esto se integra para dar, segin [18],
In (B + ,0_1/" ' 4+ const. = In R®, =

1
3 -
Bo= (54 gy
con a una constante de integracién. Despejando p obtenemos la ecuacién (2.10).

Para encontrar p, = p,(R) utilizamos la ecuacién de la politropa (ec. 2.9)
1

Pm + pr = ﬁc2 p1+;
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sustituyendo las ecuaciones de estado (2.4) y (2.3) =

—pr et = B¢ p1+% = (A.8)

pr = 3 ﬂ PH—% (AQ)

y sustituyendo ecuacién (2.10) encontramos la ecuacién (2.12).

Finalmente la ecuacién (2.11) se obtiene directamente de la siguiente

Pm = P — Pr. (A.10)
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8. Apéndice B

La ecuacién de la politropa evaluada en t = £, es

pe=Bctp ™ (B.1)

sustituyendo las ecuaciones (2.4) y (2.5) =

1 141
gPre ¢ =8¢ p " (B-2)
ahora utilizando la definicién de 8, ecuacién (3.2),
1
§Prc =€ Pe (B-3)
es decir
3= — L (B.4)
/)T‘C + me

se observa que ¢ determina la cantidad de materia convertida a radiacion en t = t..
Analizemos los casos limite:

e = 1/3 implica que p,,. = 0, de modo que toda la materia es convertida a radiacion en t,.

e = 0 implica que p,. = 0, de modo que nada de matéria se convierte a radiacion, es decir,

no hay interaccién.

En todos nuestros célculos hemos asumido que el valor de € = 0.1, que corresponde a

una conversiéon de aproximadamente 43% de materia a radiacién en t = t..
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9. Apéndice C

Sustituyendo las definiciones de « y B en las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) se

obtienen

Pe 1+e/ R\
= — = Ry - 1’
p ey ; con F - (Rc)
_ (F‘_3)pc
Pm en 1
3pec

Pr= o pati
Para encontrar p, = pe(pmo), evaluamos C.2 en R = R, y obtenemos

en Fn+1
0o
Pc = F _3 Pmos
[o]

y para encontrar p, = po(pm, ), evaluamos C.1 en R = R,

/)C - en‘Fonp()’

y con la ayuda de C.4 obtenemos

Po = Fo — 3Pm07

(C.1)

(C.2)

(C.4)

(C.5)

(C.6)

es decir, hemos expresado las constantes Pc ¥ Po en términos de la densidad de materia

Pmo medible hoy en dfa.

Con estas ecuaciones, evaluamos C.2 y C.3 en R = R, y dividiendolas obtenemos

(C.7)



que es consistente con lo explicado al final del apéndice B.

Ahora ya podemos calcular la densidad de materia, densidad de radiacién y, por

ende, la densidad total, en términos del pdrametro oy,,, respectivamente: con C.2y C4

obtenemos
47 G F-3\ (F\""
Om = gﬁ—'oi Pm = mo (Fo -_3) <F> s (CS)
con C.3 y C.4 obtenemos
arGG 30mo (F,\"V ,
T T 3H" T F, -3 (7> ’ (€9)
477
o= 3WHQ p = 0m + 0y (C.10)

Para integrar la ecuacion de la dindamica aparte de reescribir las densidades de manera
conveniente, es necesario reescribir la propia ecuacién (2.2) en términos de los pardmetros

cosmoldgicos observacionales, los cuales en nuestro caso son o,,,, H, y f,, y de los

parametros ajustables de la politropa son n y e.
Para convertir la ecuacion (2.2) en una ecuacién reescalada en t = t., primero la

escribimos de la siguiente manera

dR]® &G ) \
{E{l ———3—',0.R—~/£C7 (Cll)

después la dividimos entre la constante R? para reescalar el tiempo y el factor de escala,

tenemos que
d(R/R.)]? R| &G R1? Kkc?
EASL/ELA I [ UR ) =8 D (C.12)
d(H.1) k.| “3HZP|R.| ~ (H.R.:

evaluada en t = t., R = R, implica que
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)‘LC2

= 24, — 1. C.13
(AR o (C.13)

donde introducimos el pardmetro de la densidad evaluado en ¢ = t..

De las ecuaciones C.12 y C.13 y con la definicién C.10, tenemos que

L
R

ésta es la ecuacién reescalada para la dindmica. Finalmente, con C.8, C.9 y C.4 en C.10,

’ H12[R1?
= il I e B C.14
za{HJ [Rc] 20. +1, (C.14)

la ecuacién C.14 se transforma en la ecuacion (3.5).

Para llevar a cabo la integracién de la ecuacién (3.5) necesitamos calcular F, y H,/H,.
Para esto, necesitamos relacionar las cantidades fisicas evaluadas en t = ¢, con aquellas en
t = t.. Para hacerlo, evaluemos de nuevo la ecuacién C.12, pero ahoraent =t,, R =R,

y obtenemos

ke R,H,]* |R R,H,]*
=20, |22 - |2 =20, 1) |22 1
Akl i s I 5 IRICE T 5 (C.15)
de nuevo introducimos el parametro de la densidad pero ahora evaluado en t = t,.
Igualando las ecuaciones C.13 y C.15, se obtiene la siguiente expresion:
H,R,]* 20, — 1
{HCRC] T 20, — 17 (€.16)

la cual relaciona a la época presente con otras, en particular con t., a través del pardmetro
de la densidad total. Esta ecuacién compara que tan cerrado o abierto es el modelo en
épocas distintas. Se deduce que si el modelo es abierto o cerrado en algin instante (es
decir, si 20, —1 > o < 0), se mantendrd igual tiempo después (entonces 20.—1 > o <0,
respectivamente), independientemente del valor de H,R,/H.R,. Como era de esperarse,

la geometria no cambia.
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De la ecuacién C.16, con la ayuda de las ecuaciones C.10 y las constantes C.4 y C.6,

implica que

2 2 ngn _
[Ho] _ [Rc] Fo(20mo€™F} —1)+3 (C.17)

H, Ro|  Fo(20mo—1)+3
donde F, como funcién de R,/R, es obtenida de la ecuacién (C.1). Necesitamos el valor
de H,/H., como funcién de los pardmetros cosmoldgicos usados aqui. Para encontrar el

valor de R,/R,. en términos de f,, H,, n, y €, empleamos la ecuacién (3.4) junto con la

ecuacion C.2 y C.4, despejando obtenemos

n/3

1/2
R, _|3H, ¢ | 5 3 [ % gntdsfo  n?-6n+9
R. | 2f, 1+e¢ 3H, H, n H, n?

(C.18)
Para el intervalo de valores escogidos de los parametros cosmoldgicos, siempre tenemos que

R, < R, , es decir, se encuentra que la radiaciéon gravitacional todavia se produce en el

interior de las galaxias.

Esta ultima ecuacién acompleta nuestro proposito de expresar las cantidades evaluadas

ent=t,, R= R, en términos de las evaluadas (y conocidas) ent =1t,, R = R,.
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10. Apéndice D. Deduccién de las ecuaciones (3.6) y (3.7)

En el modelo no interactivo tanto U, como U,, son nulas. De esta manera, la ecuacion

(2.7) implica

(prR*) + 3¢ % p, (In R) R®* = 0. (D.1)

sustituyendo la ecuacién de estado para la radiacidn, ec. (2.4), tenemos

Pr — _4(in R), (D.2)
Pr

su integracion es la parte derecha de la ecuacion (3.7).
Andlogamente de ecuacién (2.8) obtenemos

(pmR*Y + 3¢ 2 pp (In RY R®* =0 (D.3)

y con la ecuacién de estado para el polvo, ec. (2.5), se obtiene

(pmR*) =0, (D.4)

su integracion es la parte izquierda de la ecuacién (3.7)

Sustituyendo o, definida en C.10 pero ahora determinada por ecuaciones (3.7), en la

ecuacion de la dindmica C.14 y con ayuda de C.4 se obtiene la ecuacién (3.6).
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11. Apéndice E.

De las ecuaciones de campo de Einstein para nuestros modelos obtenemos la compo-

nente tiempo-tiempo

3R = —47G(p + 3p/c*)R, (E.1)

y las componentes espacio-espacio implican
RR = —4nG(p — p/*)R? — 2R* — 2kc? (B.2)

Realizando la operacion —3(E.2) + R(E.1) obtenemos la ecuacién (2.2), mientras que

la (2.3) se obtiene al despejar p de E.1 y sustituirla en E.2 .

Evaluando E.1 en t =t,, R = R, y dividiendola entre H?R, obtenemos

3R, 4G
H2R,  H?

(po + 3p0/c2), (E.3)

de donde obtenemos ¢, definido en (4.4)

4rG 47 G

— 2
3¢o = ?g—ﬂo + Fg{?)l?o/c ) (E.4)

empleando las ecuaciones (2.4) y (2.5) evaluadas en t = t,, R = R, obtenemos

Qo = 0o + Oy, (E5)

que es otra manera de escribir la ecuacion (4.6). Sustituyendo C.9 y C.10 evaluadas en

t=t,, R = R, obtenemos

F,4+3
Go = <F0—3> Tmos (E6)




que es siempre positiva al exigir que pm, > 0.

Andlogamente podemos calcular ¢,

qc = 0c + Oy,

sustituyendo C.9 y C.10 evaluadas en t = t., R = R,, con ayuda de C.4 obtenemos

Fn+1 Ho 2
gc = €"(1 + 3e) (FO—3) (H > Omos

también es siempre positivo.
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FIGURAS

Figura 1: La materia (linea segmentada) y la radiaciéon gravitatoria como funciones

del factor de escala, para n = 3y e = 0.1 . R* es una constante arbitraria de escalamiento.

Las densidades estdan dadas en unidades de p* = p(R*) .

Figura 2: La materia (linea segmentada) y la radiacién gravitatoria como funciones
del factor de escala, para n

—0.5 y ¢ = 0.1 . Las densidades estan dadas en unidades
de la constante p., adelante definida.

Figura 3: La radiacion gravitatoria como funcion del factor de escala, paran = —0.9,
y paran = —0.3 con € = 0.1. Las densidades estdn dadas en unidades de p..

Figura 5: El factor de escala como funcion del tiempo paran = —0.5y e = 0.1, H, =
40 km por megaparsec, fo = 107!% afo™!

, con oy, = 0.1 (espacio abierto) y con o,,, = 1
(espacio cerrado). Para comparar se incluyen los correspondientes modelos de polvo no-

interactivos (lineas segmentadas).
Figura 6: El factor de escala como funcién del tiempo paran = —0.5 y paran = —0.1

con € = 0.1, H, = 40 km por megaparsec, f, = 107!° afio™! | y 0,,, = 1. Para comparar

se incluye el correspondiente modelo de polvo no-interactivo.
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